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Ligacdo da analise indeterminada com
a analise combinatoria

POR

Carlos Eugenio Alvares Pereira

PROFESSOR DO COLEGIO MILITAR

(Sesion del 23 de Mayo de 1929)

Procurando a relagiao entre o numero de raizes inteiras e positivas
exceptuando as solugdes nulas, das equacdes indeterminadas da
forma:

x-|y=10
x+y+z=10
x+tytztv=10

em que os coeficientes das incognitas sao iguais a unidade e em que
0 2.° membro é constante, e 0 numero de combinacdes de 10 obje-
tos dois a dois, tres a tres, n a n, notdimos que essa relagio é uma
fracgio que tem por numerador o numero de incognitas das equa-
goes consideradas e por denominador o 2.° membro da equagao.

Passaremos a indicar as tentativas que fizémos para chegar a esta
conclusdo e finalmente a sua justificagio.

Suponhamos a equagdo x -} y = 10 e procuremos as suas raizes.
inteiras e positivas, exceptuando as solugdes nulas.

Uma das raizes inteiras é evidentemente x =1l e y = 0.

Todas as raizes inteiras sio dadas pelas férmulas:

x =1 ;itey=ig'—t

As raizes inteiras e positivas serdo as dadas pelos valores de t que
tornem simultaneamente ] +t >0 e 9 —t>oout>—1le t <9,
ou sejam g raizes.
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O numero de combinacdes de 10 objectos dois a dois é 45 e a re-
lagao entre o numero de raizes € o numero de combinagdes e

Suponhamos agora a equa(;;ﬁoz X-+y-+2z=10 e fagamos y-+z=u,
para reduzirmos a forma: x 4 u = I0.

Todas as raizes inteiras sio dadas pelas formulas x=1-}t é§ u=9—t
e todas as raizes inteiras e positivas pelos valores de t que tornem si-
multaneamente 1-+t>0 e 9—t>o0, ou sejam os valores de t>—1
eiit=9
e portanto os valores 0, I, 2, 3, 4, 5,6, 7,8
aos quais correspondem os valores de

=29 e x=—"1
=38 e x=2
=17 e x=3
H=0"le =4
U—=2=58 e "X—b
u—4 e x=26
=& e ¥=17
=92 e x=328
B s )

e como u=y+ z,"verefica-se que o numero de raizes que resultam
para cada uma das hip6teses apresentadas é sucessivamente 8, 7, 6,
5y 4, 3, 2, I e portantoa sua totalidade: 8§ +7+6-+5+ 4+ 3+
=2 Ei—=0

Na contagem das raizes exceptuou-se a ultima hipotese por condu-
zir a solucgdes nulas.

() numero de combinagdes de 10 objectos tres a tres e 120.

2 : - . 96 3

A relagao entre o numero de raizes e de combinacoes & 190 70
Continuando ainda a verificar se o principio se mantem para a
-equagﬁo: X+ ¥+ z4v=I05 fazendo Vy4+ztv=w, para a re-
duzir a forma: x + w = 10, ja sabemos que as raizes que satisfazem

sdo as que tornam simultaneamente:

Na—i1 w=9 ou y+z+v=9
X2 w=8 on yt+tz+v==_§
Xe—8 w=7 ou y+zt+v=7
T— w=6 ou y+z+}+v=6
- Xi—28 w=b ou y+z+v=>5
X="6 w=4 ou y+zt+v=4
X =1 =35 on y+ztv=3
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e contando o numero de raizes para cada uma das hipoteses apre-
sentadas, verificamos que sao respectivamente: 28, 21, I5, I0, 6, 3,
1, e portanto a sua totalidade: 28 +21+ 15 + 10 +6+ 3+ 1 =84
O numero de combinagoes de 10 objectos quatro a quatro e 210, e
S
210 10
Investigando a origen d’esta relagio, notimos que o numero de
combinagoes de m objectos n a n depende, quanto 4 forma como
se géram os diferentes agrupamentos que hdo-de dar lugar ao nume-
ro total de combinagoes, do numero m (total) dos objectos, por isso
que cada agrupamento difére, pelo memos, por um objecto, ao passo
que o numero de solugdes das equagdes, emquanto 4 forma dos agru-
pamentos que as hdo-de gerar, depende do numero de incognitas
das equagdes, visto que os objectos sio agrupados diferentemente
em cada uma das hipoteses e apenas a sua totalidade tem de ser igual

a relacdo entre o numero de raizes e de combinagdes

a m.

Para demonstrarnos, na generalidade, que a relagio entre o nume-
ro de solugdes inteiras e positivas, exceptuando as solugdes nulas,
da equacio indeterminada da forma:

e o numero de combinagdes de m objectos n an, sendo m o 2.°
s > : . ; R
membro da equagio e n o niimero de incognitas, e igual a relagio o

comegamos por demostrar o seguinte.
Teorema.—O numero de raizes inteiras e positivas, exceptuando
as solugdes nulas, da equagao indeterminada:

x:‘f-‘xs—]‘ ----- +x,=m,

€ igual ao numero de combinagées de m-I objectos n-1 a n-1.
Com efeito, supondo que a equagio tem apenas duas incognitas,
teremos:
Xq - Xg=m,
e o numero de solugdes inteiras e positivas, exceptuando as solugdes
nulas, é evidentemente:

m-1
m-1=C
n-1

(numeros de combinagdes de m-1 objectos n-I a n-I, em que n = 2)
Pelo método de indugiao matematica, vamos demonstrar que se

3
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admitirmos que o teorema € verdadeiro quando a equagao tiver n in-
cognitas, ainda se verificard para n - I.
Suponhamos uma equagao, com n - I incognitas, da forma:

Xy + X+ ovnnn + X5 + Xy =m
XgFXp b oo +x,+2=y
Y+xn+1:m'

e fagamos:
resultard a equagao:

O numero total de solugdes inteiras e positivas, exceptuando as
solugdes nulas, serd a soma do numero de solugdes das equacoes:

y=n Xp g =m-n
y=n-1 Xy = m-n-1
y=n-2 Xy 41 = m-n-2
y=m"'1 xn+t'__1'
ou das equagdes equivalentes:
> T o S e +X,=n Xy =m-n
Xt Xatooeees. +x, =01 xn+l=mwn—1

Xy = m-n-2

Xp41 =1

cujo numero total de solugdes inteiras e positivas, exceptuando as
solugGes nulas, serd, admitindo que o teorema € verdadeiro para n
incognitas:

0-1Cpq + "Cpot + *+1Cpg + ...
m-1cn

mas, como aquela soma e igual a:

em consequencia d'um corolario do teorema que nos diz: que: o nu-
mero de combinagdes de m objectos n a n e igual ao numero de
combinagdes de m-I objectos n a n, mais o numero de combinagdes
de m-I objectos n-I a n-I, estd demostrado que o teorema e verda-
deiro para n+1 incognitas; e como e verdadeiro para duas serd ver-
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dadeiro para trez e assim sucessivamente para qualquer numero de
incognitas.
Corolario.—Na equacao indeterminada da forma:

Xt X+ .o X, =m

a relagido, do numero de solugoes inteiras e positivas, exceptuando
as solugdes nulas, para o numero de combinagdes de m objectos n

a n, e igual a =
) g =
Com efeito, representando o'numero de solugdes por Mg

e o numero de combinagdes por ™C_

mg m-1
bn_ v, Cn-l n

_man e LToR m

mein wiea

iC
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