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Ex solidorum !Iechanica

I

Mechanicae principia fundamentalia sola inveniri ra-

tione, neglecta observatione, minime possunt.
...

II

Corporum aequilibrii legibus compertis, tunc 'eorum

motus leges inquirendae.

III

De Lagrange doctrinam, T. 1.0, pago 35, Mech. analyt.,
nempe «Il est clair que rien n'oblige dans cette methode
à se servir de-coordonnées rectangles, plutôt que d'autres

lignes ou quantités relatives aux lieux des corps» propu
gnamus.

IV

A velocitatum virtualium atque d'Alembert principii-s
de Buquoy principium deducitur.
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v

Ratio, qua C1. Vène contra Poisson, T. 1.0, § 270 sen

tentiam n Cette indetermination aurait lien, en effet, si la

table etait rigoureusement inflexible- pressiones assignat,
nobis adcurata minime videtur.

VI

Hypothesisjx,y,dm fx,z,dm !y,z,dm=o a P-oisson
in Mech., T. 2.°, § 414 et seqq, admissa quamvis possibilis;

VII

Non tamen necessaria.

VIII

De hypothesi ['=l"=o § 418. idem adfirmandum.

IX

Omnes conclnsiones a Poinsot in Nova Theoria circa

corporum rotationem ex Euleris analysi quoque deduci

possunt.

• •
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x

In corporum moventium systemate vivarum vinum

summa maximum aut mmimum est, quoties idem systema
per s�as acqu_ilibrii positiones transit:

XI

Primo aequilibrium stabile, secundo instabile.

XII

Minimae actionis principium a MauperLio positum in

corporum percussione non semper' dahu.



(
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Ex fluidorum �Iecbauica

I

Alio, quam inaequalitatis pressionis principio, Hydros
taticae fundarnentum ponimus.

II

Ad efficiendum aequilibrium massae fluidae homoge
neae, circum fixum axim volventis, et cujus particulac sese

mutuo et ex naturae lege adtrahunt, ellipsoidis trium axium

inaequalium figura inservire potest;

III

Minime autem ellipsoidis in polos producti.

IV

.t· Penduli correctio, vulgo dicta in vacuum reductio, et

Archimedis principio innixa, inexacta .

.

'
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v

Demonstratio tlreorematis « elli pticam formam aequili
brio massae fluidae homogeneae.icaet, (sicut in these 2), et

cujus primitiva figura a sphaerica parum dissirnilis poni
-

tur, tantumconvenire- a Laplace in Mech. Cel., liv. 3.°,
cap. 4.° data, nos minime juvat:

VI

Vera tamen propositio.

VII

Theoria, quae mediorum resisteutiam ex corporum
conflictu ducit, haudquaque adcurata.

VIII

Do-ctrina a CI. Castro in mecho pago 324 tradita «Con
cluiremos pois que, se podérmos determinar 'num corpo
dous eixos parallelos synchronos, a sua distancia a + ai

dará o comprimento do pendulo simples tambem syn-
..

chrono, sem ser necessario determinar as quantidades a

e lc relativas 'á figura do mesmo corpo» tantummodo in'

vacuo vera.
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IX
.

. cl� V cl� V d' V .

Aequatio da� + db� + dcA
-.0 a Laplace III Mech. Cel.

,

liv. 3.° cap. 2.° data, si punctus adtractus intra sphae
roidem attrahentem, falsa: pro qua reponenda
d' V

.

d' V d' V ., .
,

da' + dbs +'dc' =-4-rrp, cum SIt p sphaeroidis adtra-

hentis densitas.

x

Sint 'A, B, C ... corpora conductores in medio isolador.
alia juxta' alia posita, cu m hôrum quidquid quandam po·
sitivae aut negati vae electrici tatis acceperit quantitatem,
hujus fluidi ad aequilibrium efficiendum unus tantum dis
tributionis modus.

XI

Superior liberaque fluidi incompressibilis, homogenei
atque ponderabilis, quod vase inclusum, constantique sub

jectum pressioni circum verticalern volvatur axim, revolu
tionis paraboloidis superficiem exhibebit: hoc tamen per
Terrae rotationis motum in polis tantum fit.

xII

�relllls principio fluida.
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Ex Astronomia physica

I
/

Planetarum existentiam Solem inter et Mercurium,
quos hodierno memoravit tempore Cl. Leverrier, impu
gnamus.

II

Coronam luminosam atque roseas protubera't)tias, quas
in integris Solis vidimus ecclipsibus, opticam censimus il

lusionem.

III

De stellarum scintillatione d'Arago sententiam accipi
mus.

IV
.

In astrum aberratione computanda eadem semper ve-

locitas luci tribuenda.

V

/ Atmospherae vera constitutio adhuc latet:
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VI

Ex cognitione tamen hujus constitutionis, stratuum

sphaericitatis hypothesi permissa, tantummodo hodie

pendet refractionum theoriae perfectio.

VII

Ad annuam Stellarum parallaxim supputandam me

thodus dicta -dos logares relativos absolutorum methode

anteponenda.

VIII

Astronomicae observationes interplanetarii fluidi exis
"tentiam non adhuc firmant.

IX

Bolides esse Terrae Satellites profitentium rejICImUS
sententiam.

x

Series (ii), quas in Astron. Cl. Roderici, Part. 2.a,
pago 33legimus, erunt convergentes si e<o,66195 ... pro
xime.
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XI

Ejusdem Auctoris doctrina in Part. La, pago 98, nempe'
«quando z, não' é muito proximo de 900, a parte principal
da expressão de sé independente d'aquella lei» etiam vera

quum atmospherae vis refringens (poder refringente) sit
varia ex continuitatis lege.

XII

De primitiva planetarii- nostri systematis origine de

Laplace theoriam propugnamus.

..

.
I
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Ex Coelesti Mechanica atque Geodesia

I

Mutua Planetarum actio, tantum primum massarum

excentricitatum inclinationumque ordinem spectando, pla
netarii nostri systematis stabilitatem alterare nequit.

II

Planetarum alios ab aliis pro-venisse credimus.

III

Doctrinam, quam apud Laplace Mech. Cel. Uv. 3.°, cap.
6.°, invenimus, nempe «si à l'origine la Terre et la Lune
avaient été placées sur une même droite, à des distances

respectives, etc.,» impugnamus.

IV

Per Solis Lunaeque in Terram actionem fit, ut Terrae

rotationis axis unus semperque idem,
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v

-
,

Diversis tamen spatii locis respondeat: unde et _prae:-
cessionis et nutationis phàenomena,

;

VI

Cometae sim in vacuo,

VII

Seu in medio ponderabili resistentique moveantur;
eorum phaenomena solam gravitationem explicare non

posse, credimus:

VIII

. Vi alia ,opus est: eamque Cl. Faye invenisse prob a

hile ducimus.

IX

In aequatione (9) Francoeur Geod. pago 264 adplicanda
multas intermediasque stationes adhibere oportet.
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x

Ejusdem Auctoris aequatio (AIf) pago 230 (edic. 3.a,

Parisiis.), cum triangulorum latera sint permagna, corri

genda.
XI

Ad terrestrium longitudinum differentiae- computan
das" lunarium distantiarium methodus praestantissima.

XII

Geodesica opera apud Portucalia sub Cl. Ciera habita

quidem imperfecta.
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Appreciação das hypotheses physicas em que se tem fun
dado a theoria das refracções atmosphericas .
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ADVERTENtIA

Desde Ptolomeu até aos nossos dias o problema das refracções
atmosphericas tem occupado a attenção d'um grande'nümero de Geo
metras e Astronomos. Fazer a historia crítica de todos os seus tra

balhos sôbre este ponto seria por certo objecto muito importante,
.

mas que exigiria, para ser levado a cabo, muitissimo mais tempo do

que é dado para trabalhos taes como este nosso: limitámos por isso

nosso exame aos escriptos de Laplace e Ivory, cujos princípios
'nesta theoria nos pareceram ser os mais geralmente seguidos.

'.

•
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DISSERTAÇÃO INAUGURAL

APPRECIAÇAO DAS HYPOTHESES PHYSICAS EM OUE SE TEM FUNDADO

A THEORIA DAS REFRACÇOES ATMOSPHERICAS

Deducção da equação clifferencial da refracçã9

A luz que d'um astro vem incidir sôbre a atmosphera é por ésta

refractada, e chama-se refracção atmospherica o angule que a due

cção do raio incidente forma com a que o mesmo raio traz_'no mo-
-

.mento de chegar á camada do observador.

Para calcular este angulo, admittiremos: 1.0 o systema da emis

são na theoria da luz; 2.0 supporemos que a refracção da luz é

devida a uma attracção das moleculas do corpo para as da luz; at

tracção que varía com a distancia, de modo a tornar-se insensivel

para distancias sensiveis; 3.0 e finalmente supporemos a atmosphera
quiescente e composta de camadas esphericas e homogeneas, cuja
densidade varía d'uma para outra camada segundo uma lei qualquer
contínua.

Tomemos para plano da trajectoria o plano vertical que passa



,
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pelo centro da terra, pelo observador e pelo astro; c tomemos para
coordenadas 'neste plano a distancia do centro da terra a um ponte

qualquer da trajectoria, e o angulo formado por aquelle raio com a

vertical do observador, coordenadas que designaremos respecti va·

mente por r e v.

Pôsto isto, sera

cd"
dv= (1)

,,2'
/q2_!_ _ 2 �drV 1,2 P

a equação differencial da trajectoria da luz na atmosphera, sendo c

e q duas constantes arbitrárias, e 'P a fôrça accelaratriz proveniente
da attracção das camadas atmosphericas.

E para obtermos o valor da refracção, chamando v' e 6 os an

gulos que a tangente á trajectoria 'num ponto qualquer forma com

o raio vector tirado para aquelle ponto e com a vertical do obser

vador, teremos

.

v + v' = 6 e ,'dv = dr tg v',

, 'que, combinados com (1), dão finalmente'

Ésta equação integrada desde r = ao raio da camada em que
está o observador até r = ao raio da camada limite da atmosphera
dara evidentemente o valor da refracção atmospherica, mas para isso

é preciso ainda determinar o valor das constantes c e q, e a ex

pressão da fôrça 'P, o que passâmos a fazer.
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Suppondo a partícula luminosa na camada de raio t' e densidade

p, a camada inferior de quantidade dr= s tera por densidade

e por espessura ds: e por tantó, representando por 1\" (s) a lei de

variação da attracção com a distancia, sera a attracção d'aquella ca

mada represc�tada por'

I
sd P S2 d2 P I'It(s)ds p--+---etcO\Odt' 1 02 dr2

A acção de camada superior é do mesmo modo representada por

c portanto a molecula sera effectivamente sollicitada por

ou mais simplesmente (hypothese 20")

dp
- 2 1\" (s) sds

d- ,
r

que é preciso integrar desde s = O até s = 00 para ter o valor da

fôrça rpo

Fazendo pois

k 1� sâs 'It (08),



será

Resta achar os valores das constantes, c e q.
Para isso notaremos que" ou o raio parta do astro para o obser

vador, ou d'este para aquelle, a trajeetoria sera evidentemente a

mesma, mas como os valores das constantes costumem ser deter

minados pelas circumstancias iniciaes do movimento, circumstancias

que são conhecidas para a camada do observador, e não para a ca

mada limite da atmosphera, sera preferivel aquelle segundo modo

de considcrar o movimento.

Sendo assim, sera

e as constantes c e qserão (Poisson, Mech" § 23'4)

V 4.k / lik
c = an 1 + -2 (p) sen a, q = nV 1 + -2 (p),

n n

sendo n a velocidade com que a _luz é emittida do astro, e a o raio

da camada em que está o observador, e aonde aquella velocidade se

• / f1 k
torna em ny 1 +� (p).

Por meio dos valores precedentes de cp, c e q, a fórmula (2) trans

forma-se em
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e aonde so resta determinar o valor da constante k, o que poderá
conseguir-se tanto por observações astronomicas, como por obser

vações terrestres por meio da fórmula

4h i2_1
s=-- ·, ,", , (4),
n p

sendo p a densidade do ar sujeito á experiencia, e i a relação entre

o seno d'incidencia e refracção para aquelle mesmo ar.

A equação (3) e as considerações de que foi deduzida concor

dam com as de Laplace no tom. 4,0 da Mech. Cel.; elias são tambem

conformes com as empregadas por Ivory no seu trabâlho sôbre as

refracções, e pelo Sr, Sousa Pinto 'num folheto que sôbre esta ma

teria publicou em 1850. Apesar d'isto, julgâmol-as pouco verosi

meis por o serem as duas primeiras hypotheses da página 11 d'onde

foram deduzidas.

A respeito d'aquellas hypotheses temos que notar: 1,° que a at

tracção de que alii se falia varía para o mesmo corpo, segundo uma

lei que não é a da proporcionalidade -ás densidades do corpo; 2,° e

que a lei d'essa variação é differente para raios différentes (Arago,
Mémoires scienti{tques, tom. L°, pag. 130).

Estes factos, re�ultados da experiencia, parecem-nos tornar mui

pouco verosimil a hypothese 2. a
e por conseguinte tambern a 1.·,

visto como d'outro modo ficaria mexplicavel no systema, de que alli
se falla, 'o phenomeno de refracção, a cujo respeito diz Arago, Mé

moires scientifiques, tom. 1.0 pago 123: «La théorie de la refraction

envisagée sous le point de vue le plus général, est une des parties
les plus importantes de l'optique, non seulement á raison de ses

nombreuses applications, mais encore par les conséquences qu'on
peut en déduire relativement à la nature de la lumière et aux vé

ritables causes de ses proprietes. Aussi les physiciens que ont dé

veloppé ou soutenu les divers systèmes imaginés pour l'explication
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des phénomenes de l'optique se sont-ils particulièrement éfforcés

de rattacher la loi de la refraction à l'hypothese qu'ils admet-
,""

taient».

Provavelmente para evitar estas difficuldades é que Puissant no

seu Tractado de Geodesia, e depois d'elle os Srs. Sousa Pinto e FoI

que nos seus Elementos de Astronomia têm empregado para chegar
á equação (3) uma deducção differente da de Laplace .

. Assim, não fallendo das outras equações que não são mais que

principios geometricos applicaveis a todas as curvas, elles empregam

para chegar á equação (3) a equação (�) página 15, não a deduzindo

'dos principios da auracção 'como o faz Laplace, mas dand�-a' como
um resultado da experiencia; e em vez da equação (1) elles em

pregam a equação

sen z n(i) f(i)

senz(i)=--;- -;;-

que se deudz das seguintes considerações (a).
Sejam (lig. L") AA', BW, DD', EE' ... as superficies que se

param uma das 'outras camadas atmosphericas.
No ponto M' chamemos z' e til' os angulos d'incidencia e refra

cção, e analogamente para os outros pontos M" Mf, M". '.

Chamando mais n, ni, n". . as razões constantes dos senos dos

angulos d'incidencia para os de refracção d'um raio vindo do vacuo

para as camadas superiores a O, M', M" ... ; e u o angulo d'inci

dencia no vacuo necessario para o da refracção na camada superior a

O sen wi, teremos

sen tt sen U f

--=n, --=n
sen til' sen Zl

(a) Esta notação é a do Sr. Sousa Pinto; querendo passar d'ella para a de

Laplace, sera necessario substituir as letras z e 11 pOT 6 e i.
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que dão
sen",' ni
senz'=n'

e em geral
sen ",Ii) nli)
sen zli)= nli-I)'

.......

'

(õ).

Demais qualquer triangulo C Mli) Mti-I) dá

7"1') sen zti-I)
..,.,.-)= . . (6)",'-1 sen (.1')

fazendo
-

C M(i) = r(i) ,

e por tanto, combinando (õ) e (6), sera

sen ZII_I)

sen zli)

ou que é o mesmo

nil-I) r(i-I) sen zti-I) = ni') t,li) sen zli),

ou ainda
na sen z = n(i) r(l) sen zti)

representando pot a o raio CO da camada onde está o observador,
que é a equação de que acima fallámos.

N'esta theoria parece-nos podêr ainda ser objecto de dúvida 'o

emprêgo que se faz da equação (�), que, posto ser sensivelmente
2
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'f.l verdadeira para o ar atmospherico experimentado, se póde todavia

duvidar que o seja para as camadas tacs como as em que suppomos
dividida a atmosphera, isto é, d'uma espessura infinitamente pe

quena.
Por egual motivo julgâmos duvidoso o emprêgo da relação de con

stancia entre o seno d'incidencia e refracção (a).
Pelo que fica dicto se deixa ver que as deducções que se têm

feito da equação (3) nos não seguram á priori a certeza d'ella, que
todavia é certificada á posteriori, visto como os resultados que d'ella

se deduzem são accordes aos da observação, todos os desvios que
se encontram entre' as refracções calculadas e observadas tendo

sempre outras causas mais provaveis a que possam e devam de ser

attrihuidos (b).
O que vae dicto é relativo á theoria physica da luz, que serviu

de fundamento á deducção da eq�ação (3); passâmos agora a exa

minar a forma, natureza e estado das camadas atmosphericas.

Forma. Se a atmospbera não fô�se sujeita a outras fôrças mais
senão ás' attractivas, que sôbre ella exerce a Terra, e ás centrifugas
provenientes de seu movimento de rotação, ella affectaria uma forma

constante, e que sería a do seu equilibrio.
Áquell1}s fôrças porém 'Vêm-se reunir muitas outras, cuja acção

varia do momento para momento, e entre as quaes poderemos con-

(a) Desacompanhada de facias que ajusliti'quem apresenta Ivory, Trans, Plü

los. p. 1838, pago 175 a seguinte asserção: "Chamando p a densidade �o ar 'num

dado ponlo da atmosphera, a densidade d'uma camada inferior áquella da quanti.
dade dr lerá, por densidade p + d p; e é para notar que embora dr seja um ínû

nitesimal , deve todavia ser conlado corno infinitamente grande quando comparado
com a dislancia insensivel a que se estende a acção clos corpos sôbre a luz, de

modo que o podêr refractivo d'aquella camada é exactamente o mesmo que seria,
se sua densidade se estendesse invariavel até á superfície da- Terra».

•

I,

(b) Kramp- Analyse des refractions, pago 30.
,
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tar as attracções dos corpos celestes especialmente do Sol' e Lua e a

acção calorifica, do Sol, acção que varía não só d'um para outro clima,
em virtude da, diversa obliquidade dos raios selares, mas ainda d'um

para outro ponte no+mesmo clima, em virtude da diversa natu

reza -do solo, com a qual está ligado o podêr absorvente e ra-

diante (a).
'

Assim pois, quando mesmo quizessemos admittit que a figura do

equilíbrio da atmosphera era a espherica, ve-se pelo que vae dicto,
qúe esta figura bem como outra qualquer figura fixa não póde mais

convir para representar a forma das camadas d'uma atmósphera, que
se alguma cousa parece ter' de fixo é uma contínua agitação.

'

Ouçâmos porém a este resp�ito Ivory }C Seda todavia chimerico,
diz elle (Trans. Philosoph. p. 18:23, § 6)., esperar que se podesse
encontrar uma fórmula que se adaptasse ás observações destacadas

sem grandes desegualdades occasionaes.
Um tal defeito' não provém da theoria, mas sim da natureza das

proprias observações. Se examinarmos uma serie de refracções ja

(a) Le réchauffement du sol, par les rayons solaires, son refroidissement quand
il rayonne "ers l'esp�ce libre, doivent, indépendamment de t�ute cause accid�n
telle, produire habiluelleuient dans les couches inférieur�s des ëourants ascendants

et descendantsçdont les conditions doivent varier sur les diverses verticales de cha

que région terrestre, en raison de la nature du sol, ce qui rend impossible l'exacte
idenlité des densités It d'ét;'ales hau teurs, par consequent, la configuration sphérique
des couches d'égale densité que la théorie actuelle suppose.

On a, pour ainsi dire constamment, la preuve matérielle de ces perturbations
accidentelles, el je dirais presque locales de l'atmosphère, lorsqu'on observe atten

tivem�nt dans les lunettes astronomiques des étoiles si vuisines des pôles celestes,
q�e leur mouvement de rotation diurne est presque insensible pendant 'des courts

intervalles des temps. Car, en amenant leurs images tout Jlrè� des fils d'araignèe
qui sont tendus au foyer de ces instruments, comme je l'expliquerai pillS tard, on

les voit presque toujours agitées de petits mouvements vibratoires qui, tour à tour,
les rapprochent et les éloignent de ces fils, au point de les cacher quelquefois der

rière leur épaisseur, puis de les faire reparaître, en quelques instants. Biol, As,

trono tom. I.', Si 134.
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observadas, sera facil descobrir exemplos, n�s quaes as verdadeiras

refracções têm diminuido,- quando, segundo as indicações dos ins

trumentos empregados, elias deveriam ter augmentado e vice versa

( a).
As refracções são affectadas por circumstancias de que o obser

vador não tem intimação alguma, e que não' podem entrar n'uma
.

theoria, q ualquer que ella seja.
As causas reaes de taes anomalias são indubitavelmente as mu

danças irregulares, que têm logar nas partes remotas da atmosphera
e que não são de modo algum indicadas pelo barometro ou ther-

,mometro. Nós devemos conceber que a atmosphera está continua

mente oscillando em tôrno d'um estado medio, que a theoria deve

prescrutar. É para esperar um bom exito n'esta indagação; não de

modo que a theoria conco�de coni todos os casos particulares, mas

de maneira que desappareçam os erros n'um grande número d'ob

servações feitas em differentes tempos. J)

Vê-se pois que, attribuindo ás camadas atmosphericas a forma

espherica, os Geometras não têm por fim senão o representar o estado

medio, o unico accessivel a urna theoria, da atmosphera: e para

aq uelle estado a fórma espherica não tem soffrido da pal'�e das ob

servações o mais leve desmentido, podendo servir de prova o que se

lê no prefacio da memoria de Ivory, inserta nas Trans. Philos. para
1838. «Neste processo suppõe-se, e é o que confirma a experiencia,
que o resultado será a final o mesmo para a mesma altura acima
do horizonte, com tanto que as observações sejam bastante extensas

assim no número como no tempo» .

.

Ca) Falando d'uma d'estas anomalias descoberta por Delambre, diz Biot no
\

Conhecimento ùos Tempos para 1838, pago 71. "Si donc de tels résnltats sont

exacts, et s'ils ont été calculés exactement, 0l! ne peut les attribuer qu'à undé

rangement ùe sphéricité des couches atmosphériques, Alors on n'y saura�t remedier

qu'en répétant les observations à différents jours pour attenuer, par compensation,
les écarts dus à cette cause que le calcul ne peut atteindre.
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Natureza. Calculando a intensidade da fôrça 'P nós a suppoze
mos proporcional á densidade de cada camada, o que equivale a dar

á atmosphera uma composição uniforme, visto com� a experiencia
mostra que em geral a potencia refractiva sómente é proporcional á

densidade quando se considera o mesmo corpo em estados differen
tes de condensação (Laplace, liv. 10.°, cap. 1.0, § 2. Biot, Phys.
math. tom. 3.°, pago 297).

Passâmos a apreciar esta hypothese.
O ar atmospherico era considerado pelo antigos como, um dos

quatro elementos da natureza, e este êrro subsistiu sem contestação
até aos fins do seculo passado, em que Lavoisier po� meio d'uma

memoravel experiencia mostrou que o ar atmospherico era um com

posto em que entravam -dous elementos, oxygen eo e azote.

As experiencias posteriores, confirmando as consequencias de La

voisier sôhre a composição do ar atmospherico,' têm de mais mostrado

que as proporções, em que aquelles dous elementos se acham mistu

rados na atmosphera, são sempre as mesmas em todos os tempos,
em todos os logares e alturas a que o homem tem podido chegar (a).

Alem d'aquelles dous elementos, a atmosphera contém constan

temente dous outros, acido carbonico fi vapor aquoso, cujas propor
ções estão, no dizer de .todos os chimicos, longe "de seguir a cons

tancia observada nos dois primeiros (Regnault, Chimica, tom. 1.0,
§ 9õ. Sr. Julio Pimentel, Lições de Chimica Geral).

Apesar porém d'uma tal variedade d'elementos e provavelmente
por causa da sua diminuta quantidade, têm os Physicos em suas in

dagações sôbre o ar atmospherico desprezado completamente aquel
las variações, e considerado o ar atmospherico o mesmo em todos

(a) Na celebre ascensão de Gay-Lussac colheu, este sabio na grande altura a

que se elevou uma porção d'ar atmospherico, que sujeito ás analyses chimicas affe

ctou uma composição relativamenle ao oxygen eo e azote, egual á que se tem en

contrado no ar das baixas regiões da almosphera. Tem sido tal a uniformidade de

proporções d'aquelles dous elementos, que têm sido objecto de questão entre os

chimicos o decidir se elles entravam na atmosphera misturados, se combinados.
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os tempos e logares: na obra de Kramp, por exemplo, appresentaeste
auctor uma tabella das .dilatações do ar atmospherico, que eram da

das por seus auctores sem de modo algum declararem qual era o ar

(isto é as proporções d'acide carbonico e vapor aquoso) a que se re

feriam, e a cujo respeito diz Kramp, pago ,8. «Ces' différences sont
beaucoup trop grandes, pour pouvoir être rejettées sur le compte de

l'expérience seule. Il faudra, en conclure plutôt que l'élasticité spe

cifique de l'air commun ne dépend pas seu!ement du degré de cha

leur qu'il éprouve; mais qu'en outre elle doit être fonction de quel
que autre qualité de l'air, qui y, influe pour le moins autant que
la chaleur. Le professeur Schmidt, université de Giessen, pays de

, .
,

Hesse, a constaté par un grand nombre d'expériences laborieuses

et exactes, que cette qualité n'est autre chose que l'h umidité de

l'air, c'est à dire, Ia quantité de vapeurs aqueuses qu'il tient en

dissolution» .

Actualmente ainda os Physicos desprezam as variações do acido

carbonico, àttendem somente ás do vapor aquoso, considerando a

composição do ar atmospherico sêcco a mesma em todos os tempos
e logares. A este respeito notaremos que, abstrahindo das vada
ções do acido carbonico, que na atmosphera existe em proporções
mui diminutas, não so, como já vae dicto, as experiencias de todos

os tempos e logares têm confirmado � hypothese de uniformidade de

composição do ar sêcco, senão que tambem esta uniformidade está

muito em harmonia cem a lei physica da 'diffusão dos gazes, em

virtude da qual dous ou mais gazes mettidos no mesmo vaso aca-
, ,

bam por se misturar do modo a formar com o tempo um todo ho-

mogeneo.
Se porém reflectirmos que as experiencias se não têm esten

dido a toda a atmosphera; que a analogia entre' as circumstancias

physicas dos g,azes fechados no mesmo vaso, e os que são contidos

na atmosphera não é perfeita, visto como a temperatura e pressão,
que na atmosphera variam desde a base até ao tôpo, são constan

tes para aquelles; e finalmente que, embora a analogia se désse, a
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atmosphera pôde não ter ainda de existencia o tempo necessario

para o cumprimento da lei da diffusão, seremos levados a concluir

que cc a uniformidade da composição do ar atmospherico sêcco não
póde ser aprégoada como princípio incontroverso.»

Restituindo agora ao ar atmospherico o vapor aquoso de q�e
temos abstrahido melhor sobresahirá a verdade do que acabámos

de dizer.
\

, As experiencias dos Chimicos têm mostrado que o ar contém em

différentes tempos, diversas proporções do vapor aquoso; Regnault a

pago HO do tom. 1.0 diz: «L'experience a-montré que.l'air atmo

spherique libre renferme des quantités d'acide carbonique qni va

rient de d a 6 dix millièmes (do pêso total do ar). Quant à la quan
tité de vapeur d'eau, elle varie entre des limites assez étendues.»

Apesar porém d'a proporção do vapor aquoso variar com os tem

pos, resta ainda averiguar se éstas proporções variam ou, não para o

mesmo tempo a diversas alturas. A resolução d'esta questão pela
Chimica sería por extremo trabalhosa, e so poderá um dia ser re

solvida p�la hygrometria ; infelizmente ésta sci encia, sendo, como diz

Kaemtz, uma conquista dos tempos modernos" nem os instrumentos

são assás perfeitos nem suas applicações assás numerosas para de

cidir esta questão, a resp�ito da qual diz Kaemtz, pago 87. cc II

s'agit uniquement ici de l'humidité relative, et sur ce point les opi
nions des physiciens sont partagées.» (Veja-se tambern Ivory, pre
facio da 2 .. memoria sôbre as refraccões).

,
.

Estado. As experiencias de 'Biot e Arago sôbre a refracção dos

raios luminosos foram feitas, mirando a objectos terrestres, e desde

logo era possivel suspeitar que as consequençias devessem de ser

modificadas, quando por ventura a fonte de que 'parte a luz não fôsse
animada dos mesmos movimentos que o corpo refringente.

Para levantar ésta dúvida advertiremos que, . como adiante se

verá, até uma consideravel distancia do zenith as refracções não de- , I

pendem do podêr refringente d'outra camada, a não ser d'aquella
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/"

em que está collocado o observador, de modo que ésta póde ser

completamente comparada ao prisma refringente empregado por aquel
les astronomos.

Posto isto, e ,notando que os raios luminosos enviados pelos di

versos corpos celestes têm apresentado exactamente as mesmas leis

que eram dadas pelas observações terrestres, embora os movimentos

d'aquelles corpos sejam, como se sabe, muitíssimo differentes' uns dos

outros e dos da Terra, e embora ésta tenha nas diversas phases do

anno movimentos muitissimos variados, concluiremos em fim que
as leis da refracção são completamente independentes dos movimen

tos tanto dos corpos de que parte a luz como ?'aquelles aonde ella

se vae refractar, e as mesmas como se uns e outros fôssem suppos-
tos em repouso (a).

'

(a) "Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on adopte, c'est toujours un

fait très remarquable, que l,a composition de la vitesse propre de la lumière avec

celle de la terre, qn] se manifeste dins le mouvement apparent des étoiles, connu

sous le nom d'aberration, n'ait cependant aucune influence appreciable sur le re

-fraction de la lumière qu'elles-nous envoient à ditrerents jours de j'année." (Pois
son, Mécanique, tom. I.., § 168).



Integração da equação differencial da refracção
�egundo Laplace.

Para integrar a equação (3) sería necessario conhecer a relação
existénte entre p e r; mas como tal relação não fôsse conhecida, os

Geometras têm feito sôhre ella diversas hypotheses empíricas, de

cuja veracidade ou falsidade decidiam pela comparação dos resultados

que d'ellas provinham couros da observação.
Laplace, tendo considerado duas d'estas hypotheses e taes, que,

crescendo as alturas em progressão arithmetica, as densidades de

cresciam n'uma d'ellas em progressão arithmetica.: e n'outra em

progressão geometrica, e vendo que essas hypotheses lhe davam re

sultados que estavam de lados oppostos das observações, tanto para
as refracções como para a grad�ção do calor, conjecturou que a ver

dadeira hypothese sería comprehendida entre aquellas duas.

Laplace formou por isso, uma hypothese que participava das duas

progressões, e segundo a qual foi contada a tábua das refracções
do Conhecimento dos Tempos.

.

Fazendo

a

-=1-8,
r



a equação (3) torna-se em

que convem simplificar assim

aonde faremos ainda (a)

(a) Na supposição d'as densidades decrescerem em progressão arlthmetica, sería

p=(p) (t-Ms) ,' (m).

Suppondo que elias decresciam em progressão geometrica, teriamos

-qsp=(p)N (n).

A hypothese actual dá muito aproximadamente

-(ts •

( )p={p)(1+8s)c p.
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u

@ = (@ ) ( 1 + ��) c-V ........ (8),

o que torna a fórmula em

dU( fU)
-�

�.- l-f+·-- c l'sena
v l'

do==------�======�
(1-�)Vcos20+2u

,

)

Fazendo agora cos' o + !il u =!il l' t", teremos

cos' 6
__ tt

d
!il � dt sen o

! f cos" o
2 t

21'
0= l-f---+ft c

(1-œ)V2l' 2l',
... (9),

Ora de (m), (n) e (p) tira-se

dp d@ -qs dp '-�s
·-=-(@)M, -=-(@)pN , -=-(@)c (�s+1-cI'),ds ds ds I

das quaes a I.' é constante, a 2." decresce em progressão geometrica, e a 3.' sem

ser constante decresce mas menos rapidamente'do que a 2.", sendo assim intermedia

d'aquellas duas. (Veja-se a expressão da fôrça cp dada a pago 14 d'esta dissertação
e o fim do § 5, cap. 1.0 da Mech. Cel.

'
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.

d d
cos a, d

'

dque íntegra a des e t =
v-

ate t = 00 a, suppon o
, 2l'

_

cós a I� _to
_

__!f0 ,

T-V- e dtc -c 0/1,
2l' ,

6), ex sen a

I 1 21'
ex f

3-0=
V- l-d-fT 0/1 +2(1 )l,senacos6.(l-ex) 2l' -ri.

Ora para a refracção horizontal aquella fórmula, dá

e as observações dão para aquella mesma quantidade o valor 6500"

decirriaes ou em parles do raio O, O 10 210 18 ... , e portau to será

0,01021018 ... =
ex V;

(l-i!) ..... � (10).
(1-ex)V2lf '

)

Demais a condição do equilibrio da atmosphera dá, suppondo que
se desprezam as variações da fôrça centrifuga e a parte da gravidade,

, ,

que provém da attracção da atmosphera,

dp = - (g) a p ds . '

, (11)
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sendo p a pressão variavel, e (g) a fôrça de gravidade .dimiuuida'
da centrifuga para a camada onde está o observador (a).

E por tanto substituindo por s e p os seus valores,. integrando,
e fazendo por simplicidade

(p) = (g)'(p) l,

teremos

a qual se torna para a camada em' que está o observador, e aonde
é p=(p), u=O, e p=(p) em

l .

l' (1 + f)=--iCl,
a

a qual juncta á equação (10) servirá para determinar as constantes

f e l', cujos valores são

f--:- 0,�904!2, l' = 0,000741816,

que devem de ser substituidos na fórmula (9), e segundo a qual

(a) Poisson, Mech. tom. �.o, pago 623.
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são contadas as refracções do Conhe�ilfleilto dos Tempos relativas
a alturas acima do horizonte menores que 12.·

Procuremos agora o grau de confiança que nos deve merecer

a fórmula anterior.

Se para isso lançarmos mão das considerações que levaram La

place a estabelecer a equação (8), veremos que essas considerações
pouca ou nenhuma luz nos podem dar sôbre a verdade ou falsi

dade d'aquella fórmula, visto como se póde conceber uma infinidade

de relações differentes d'aqueIla, e que todas satisfizessem á con

dição de serem intermedias das progressões arithmetica e geome
trica.

Se porém por -meio da relação (8) determinarmos a gradação
inicial do calor, acharemos essa gradação tal que a diminuição de 1·

do thermometro centígrado corresponde á altura de 1í9} braças in

glezas (aproximadamente 108 metros)" valor que anda apenas pelos \

dous terços do número geralmente adoptado (Ivory, Trans, Philosoph.
p. 1823, §§ 3 e 14).

Demais, em quanto que' as observações d'accôrdo com a theoria

mostram que o decrescimento do calor com a altura se accelera á

medida que nos elevâmos na atmosphera (a) as fórmulas de Laplace
si?"nificam pelo contrário que aqueJle decrescimento se vae tornando
cada vez mais lento (b).

Finalmente e como comprovação de quanto fica dicto accrescen-:

taremos que a comparação das refracções médias calculadas pelas
fórmulas de Laplace com as observadas de Besser mostra n'aquellas
um êrro poi: excesso, que augmenta successivamente desde 80 até

(a) Or, les observations que nous venons de comparer s'accórdent pour établir

que le décroissement de Ia temperature s'accélère à mesure que l'on s'éloigne de Ia

surface. Mr. Poisson est parvenu à ce même résultat 'par des considerations théo

riques, fondées sur les lois de Ia propagation de la chaleur de proche en proche
par communication directe dans chaque colonne verticale d'air. Biot, Astr. t�m.
I.., p,ag. 164.

(b) Biot, Æstr. torn. L·, pago 237.
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880 e que 'nesta última distancia se póde avaliar em + �11 (Ivory,
Trans. Philosoph. para 1838, § 10).

Alem dos dados 'fornecidos pela ascensão de Gay-Lussac (e), so

possuia Laplace para ajuizar de sua fórmula as considerações que o

haviam levado á sua descoberta, considerações que já atraz dissemos

serem muito vagas, o que Laplace parece não ter desconhecido,
sendo elle mesmo quem nos diz, fallando-nos da sua fórmula: «Ce

pendant elle laisserait encore de l'incertitude; la loi de la nature,
sur les densités des couches de l'atmosphère n'étant pas exactement
celle que nous avons supposé,' et variant par mille causes incon

nues. Par cette raison les astronomes ne comptent que sur les po
sitions observées à onze QU douze dégrés au moins de hauteur- ap

parente. Heureusement à ces hauteurs la réfraction devient indé

pendante de ces causes, et l'on peut obtenir avec beaucoup de pré
cision par la seule observation des hauteurs da baromètre et du

thermomètre, dans le lieu de l'observateur.
É o que passâmes a ver.

A fórmula (7) desinvolvida em serie torna-se em

(a) Laplace,' éomparando o decrescimento do calor proveniente de silas fór

mulas com o resultante das observações de Gay-Lussac, achou o 1. o mais rapido
do que o �.o, o que vae conforme co";! o que aci�a ficou dicto.
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ou parando nos termos de segunda ordem relativamente a I%. e 8.

d p I s

( p )
1 + 2 cos

2

61da = - I%.

-() tg o fl -

-2 + I%. 1 -

-(). 2 ,

P cos 6 P cos a

q.ue, integrada desde p = (p) até p
= O, dá

f 1
1 + 2 cos2'a 1 fSd p I .

d'6=œtga 1+-;-1%.---2-+-2- -() ,,

cos a cos 6 P ,

e aonde só resta achar o valorfsd p ou oque é o mesmo de/ p ds

por ser fsd p =s p - fp ds que entre os limites p = (p) ou s= O,
e p_'O, se torna emfsdp=--fp ds,

Para isso teremos, integrando a equação (11) do' equilibrio (a)

fPdS =.!_
(p) a'

o que torna o integral da refracção em

l,
1 2' 'I

(,.. I%. (2 cos a + 1) - a
cl'a=l%.tga1+ '2

•••• (9)
cos o .

(a) A introducção d'esta condição deverá ser olhada não como indicando uma

influencia directa do movimento sôbre as refracções (vejam-se as pagg. 23 e 24

d'esta Dissertação), mas sim como influiudo nos elementos meteorologicos das ca

madas dos quaes depende a sua íôrça refractiva.
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Restava ver até que ponto teria logar aquella fórmula, que, por
ter provindo d'um desinvolvimento em serie, èxigia para que po
desse subsistir não só que a serie fôsse convergente, mas ainda que
os termos desprezados fôssem insensíveis. Laplace occupou-se d'este

trabalho, e o resultado de suas indagações fo'i que a HO de distancia

zenithal o êrro proveniente de se não reterem na fórmula (7) senão

os termos de 2.· ordem era apenas de 0",1 õ (a), e por tanto insen

sível, sendo ainda menor aquelle êrro para menores distancias.

A equação precedente, tendo sido deduzida muito simplesmente
da equação differencial da refracção sem 'nesta introduzir condição
alguma nova, a não ser a condição do equilibrio, a qual condição
ao menos nos nossos climas parece ser contemporanea da hypothese
da esphericidade, visto ÇOI.110 as mesmas cavsas que, alteram uma, pa
recem alterartambem a outra d'aquellas hypotheses, concluiremos

por fim que a fórmula ('12) goza da mesma certeza, e fica sujei ta

ás mesmas considerações que a fórmula (3) de que ella foi dedu-
'I

\ I
'

,

zida (b).

(a) Será mais conveniente o dizer com o Sr. Sousa Pinto (Astr. tom. 1.0 pago

1BB) que o êrro n'esta distancia é menor que 1".

(b) Nós devemos advertir que, quando mesmo se queira admittir com Biot,
Æst», tom. 1.0, pago ll46, que a equação (3) põde subsistir independentemente da

esphericidade das camadas atmosph�ricas e no estado d'agitação normal d'estas,
Binda assim o emprêgo, que fizemos da equação de equilíbrio, parece não podêr dar

a (Hl) um grau de certeza differente do de (3), por quanto a variabilidade d'estas

pequenas agitações deve produzir nos valores de l, taes como elles seriam observa

dos, pequenas variações, cuja grandeza e signal devem ter a cada ins!ante valores mui

differentes, de maneira que-seus effeitos se devem compensar 'num pequeno número

d'observações de modo a dar uma média constante e a mesma que a que resulta da

equação de equilibrio (a).
, E mesmo nai regiões intertropicaes, aond� por effeito dos' ventos alisados o

estado d'equilibrio não péde mais ser 'admitlido como estado medio (b), o emprêgo

(a) Biot, Astronomie, tom. 1.", pago 250.

(b) Kaerntz, lIIetereologie, pago 257.

3



#

,

34

Resta achar os valores das quantidades IX. e I,

Supponhamos para isso que estes valores tenham sido determi
nados para a temperatura 0° e pressão om, 7 6, e proourenios os seus

v�lores correspondentes a outra qualquer pressão e temperatura.
Chamando p', T' e l a pressão, temperatura e densidade primi

tivas e p, T e p os novos elementos, teremos. entre uns e outros a

relação

P 1 + �T P

'p'
=

1 +. �T' "7 '

aonde e representa o coefficiente de dilatação dos gazes,
J

e qu�,
como se sabe, não é mais do que a combinação dos principios de

Gay-Lussac e Mariotte,

Por meio da relação precedente poderemos determina;; quando
p

todos os mais elementos forem conhecidos,
E como é

vê-se que a mesma fórmula, que dá a nelação de p 'para p', slmr·irá

d'aquella condição parece não podêr alterar sensivelmente Ojl resultados, pªn� p-rova

do que nós damos o S�S,uiDte trecho transcripto de Caillet (;â.ddição ao Conheci

mento dos Tempos para 1851) «et l'on peut tirer de là cette remarque importante'
qu'une erreur d'un certain nombre de mètres dans la constante I n'altère pas les

refractions d'une manière appreciable ...

,



para dar a relação de Il correspondente a p para Il correspondente a

p'.
Procuremos agora as variações de 1. "

Sendo constante a temperatura, sabe-se- pela lei de Mariotte, que
as pressões são proporcíonaes ás densidades, e por tanto, attendendo

á equação (p)=(g) (p) I concluiremes que 1 ê independente das

pressões.
Demais se, conservando-së constante, a pressão, a temperatura

variar de O' aT', o volume primitivo tornar-se-ha pelo principio de

Gay-Lussac em 1 + �h, e a densidade (p) passa�á para 1 �)�... que"

substituido em (p) = (g)(p) l, dá

, (p) ( +
�

-( "\1'=
(g)(p)

1. gT) l 1 +b'l'J'

Depois d'isto sómente resta achar os valores das constantes IX. e

1 relativos á temperatura O' e pressão om, 7 6.

D'estas duas quantidades a primeira já vimos pago lB o modo

por que podia ser determinada.

Quanto á última Laplace adopta para esta quantidade um valor,
que elle diz ter sido deduzido da comparação d'um grande número

d'alturas medidas harometricamente com os seus, valores obtidos tri

gonometricamente (a).

(a) A mes�a quæntidade pedería tambem ser determlnadæ pela comparação
das refracções calculadas com as observadas, ou ainda pela compæração das, densi

dades do mercu�io com a do il!", per quan-to da relação (p) = (9) (p) I se deixa ver

que I é inversamente. proporcional a (p), e como esta altura é para o barometro

do- mercnrio 'um comprirnenfo om, 16, bastará multipllcar este valor pela relação
entre ædenaídade do.mercurior e a doar para ter o valor de 1 relativo ao ar (Ivory,
Tl'ans. Philosoph. para 18�3, § 4).
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Finalmente o auctor da' Mechanica Celeste fecha o seu trabalho'

sôbre as refracções procurando as correcções, que para estas resul

tam da humidade do ar, correcções quesegundo os seus calculos se

limitavam a augmentar o valor de et relativa ao ar sêcco.

A este respeito advertirenios que experièncias posteriores feitas

por Biot e Arago têm demonstrado que esta correcção é completa
mente nulla, e que em tudo o que forrelativo a et poderemos sub

stituir o ar sêcco ao ar humido debaixo dá mesma pressão e tem

peratura (Biot, Physique mathematique, tom. 3.0, pago 316, e Ad

dições ao Conhecimento dos Tempos para 1838; Arago, Mémoires

scientifiques, tom. 1.0, pagg. 123, 329 e seguintes) (a).
Para terminar o que ha a dizer relativamente aos trabalhos de

Laplace, advertiremos que este auctor despreza para 1 as correcções
da humidade.

Esta falta poderá facilmente ser supprida da seguinte maneira.

A relação entre a densidade do ar humido e do ar sêcco é (Biot,
Conn. des Temps, pago lti)

'Y=l-i ; (13),

I

sendo 'It a pressão exercida pelo vapor d'água ali existente; e como

(a)
10

O êrro de Laplace proveio de ser inexacta a relação - entre a densi-
14

dade do vapor d'agua e do ar sêcco, e que elle empregou como conforme ás ex

periencias de Dalton, Wath e Sausure (Biot, Phs)«. tom. 3.°, pago 316).
10

Mr. Biot tem empregado para o mesmo fim a relação -, o que o tem levado
. ]6

a concluir a mesma compensação que resulta das observações directas já citadas,
mas sem estas ainda o resultado theorico de. Biot seda duvidoso, visto a hypo-
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l é inversa de (e) será

l'=---

1-!'::"
8

P

o valor de I relativo ao ar humido.

Á vista porém do que se disse na nota (b) da pago 35 nós cre

mos que, ao menos para os nossos climas (a), se poderá sem temor

d'êrro escrever com Laplace

I=l'.

these que elle Jaz de ser o podêr refringente do vapor d'agua egual ao da agua Ii

quida (6).

(a) Heureusement, le terme dont il s'agit, n'a qu'une faible influence dans les

- applications dq la formule aux climats temperés , Mais elle deviendrait plus sen

sible dans les pays chauds. '(Biot, Astron, tom. 1.0, pago 218).

(b) On voit donc à quelle erreur Laplace s'était exposé en calculant le pouvoir
refringent de)a vapeur d'eau d'après celui de l'eau liquide, et en déclarant que l'é

galité de ces deux pouvoirs refringents était ce qu'il y avait de plus naturel à admet

tre dans la théorie Neutoniènne (Arago, Mémoires scientifiques, tom. 1.·, pago 123).
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Integração da e(lUação differencial da refl'acção
segundo Ivory�

Supposta a atmosphera quiescente e homogenea, nós teremos

entre seus elementos as seguintes relações

. P 1 + �T Pdp=-(g) apds, 1=-1-, ï' (1),
P +�T P

das quaes a primeira é a equação do equilibrio, e a segunda, cha

mada por Biot equação de dilatabilidade, é a combinação das leis de

M,ariot�e e Gay-Lussac.
. Isto posto, 'numa atmosphera como a que suppomos, isto é, ho

mogenea, 'haverá n'um ponto qualquer d'ella quatro elementos Il con

siderar, que são: distancia ao centro da terra, pressão, densidadë, e

temperatura; e por tanto bastará reunir mais uma ás 'duas relações
(1) para que, sendo dado um -d'aquelles elementos, possam ser
achados todos os outros.

.
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Na sua segunda Memoria (a) Ivory adopta para esta relação a

fórma

sendo t, r, fil, ... coefficientes constantes, e aonde se faz

Ui-1
+ -c-u

1.2.3 ... i-1
'

sendo J:.. = c-i.
p'

Substituindo por'Rt R; ... os seus valores precedentes, a fórmula
! "\

.

j'l :J,

(a) Ivory tem-nos dado duas Memorias sôbre as rei?��ções publicadas, uma no

anno dé'18!23, outra 'nd -de 1838, è insertas;aIh_óasHû1ts Transacções Philosophícas.
Estas duas Memorias, sendo-escriptas'em'Tnglea, .pouco mais podémos Iazer do

que tornar conllecimen�� de suas f6plllllas. Demais, a segunda Memoria.vcompre
hendendo em ,�i !l'Jlrjm,eira.que Elll� � destinada .. a.cçmpletar (a), foi sôbre ella que

.

i' • �ll �; 1-, '. " , I � r I.I'Í I l! j j •

dirigimos especialmente 01 nosso.exame.
1 ' .

,.

l
;ri,', r rra ., \PpL!! 011 ohljJ {.l'

(a) Ivory, Trans. Philosoph. p. 1838, � 7.
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(:2) transforma-se em

I,

1 + e:�
1 B 2 'C! (' )-1-,

= + Au + ti. + u + lã,
+e:.

1 •

e debaixo d'esta forma sedeixavêr, que o systema (1) e (2) ou (1)
e (3) é perfeitamente geral e applicavel a todas as atmospheras quer
d'ar sêcco quer d'ar misturado, uma vez que 'neste último caso a

mistura seja homogenea.
E com effeito, uma vez que se admiua a existencia d'uma Vela

ção, que juncta a (1) complete os nossos conhecimentos .sôbre os

elementos physicos da 'atmosphera, e mesmo sem conhecer a fôrma

d'essaorelação, nós podemos conceber que entre essée'(l) se façam
as eliminações necessárias para que por fim se obténha uma-só re

lação' entre. e ú, relação que'se poderá escrever debaixo da fórma

1'+e:t- ' "
.

.

J.
.

'. -,

-1-,
= F (u), e que, sendo desenvolvida pelo theorema de Ma-

+b'r ,]. '.'

claurin, repróduzirá a fórmula (3)�" '", ti!,' nt."'.

A existencia da equação (2) com a fórma que se lhe suppoz, póde
egualmente demonstrar-se, quando em vez de suppôr a atmosphera
formada d'ar sêcco, nós a supponhamos formada d'uma mistura d'ar

e vapor aquo�o, e.embora'a mistura �-ª-9 Jejikhomogeneaj porém o

fi d' - P 1 + lOT P dei 'd Iemprego que zemos a equaçao -,
=

1 +-, -T eixara e ter o-
p e:'r p

gar 'ueste último caso. Para o fazer vêr bastará notar que entre as

pressões, temperaturas e densidades do ar humido, a combinação da

equaçã�jl�) comosprincipios de Mariot\� e Gay:-J.us�ac fornece a

equação I' .'1 , I,

'Jo! .,' cÓ. tJt',j .

1-�-
.ur ;, ",'j.

8

_p' .' 1:'4- {iT I· P ".,1

� ....,= 1 + e:T' 7"
1--- .

8 p'

J�' Iti 1 .',,' [ I' ·1 í àl 'J' (I.'
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a qual sómente poderá concordar com a �.' de (1), quando se queira
,

suppor ; = ;" o que equivale a dar á atrnosphera uma composição

uniforme. -: I

..

.. ...
- -

\
. ,

Fica por este modo demonstrado o que tinhamos affirmado; qu-e
o systema (1) e (2) é perfeitamente geral e applicavel a todas as

atmospheras, quer d'ar ,sêcco, quer d'al' misturado com vapôr aquoso,
uma vez q�1:) 'neste último caso se supponha a mistura homogenea
(a).,

.

J)Jil

Depois d'isto sómeute resta achar os valores dos coefficientes

r; t', pr .. '. o que se poderá conseguir applicando as fórmulas (1)
e (2)"aophenomenos annosphericos bem conhecidos.

D'estes phenomenes o decrescimento do calor com a alturaé um

dos que tem-sido mais estudado, embora ainda hoje seu conheci-

mente seja muito imperfeito, I

·t

Em ordem a applicar a estes phenomenos as equações' anterie
res deveremos procurar por meio d'estas as relações entre as altu-
.. ,,' 'I ff 'l (' I;" .--

ras e temperaturas.
Feito isto acharemos que essa relação é a seguinte i '�:-ur!'

-,

,
'

.,
'

I f j t· h

m. .,' _z_,-.plli +[ ,·l,:"",t'--P 2' I
z -. �', t

+
2 t' q of etc.\ '

. .. l,h- -

� ,

a i

.

ta)' Mais Ia t�l�tiÓh qu"iPa s�pposé existerentre les densités de l'air humide

à diverses temperatures, me parait n'être physiquement exacte que pour le"seúl
cas où les tensions de Ia vapeur aqueuse seraient, dans toutes les couches aériennes,
proportionelles aux pressions totales qui s'y exercent; ce qui donne á ces couches

, une composition chimique uniforme comme melange de vapeur et d'air sec (Biot,
Ástr. tom. L' pago �36). .,
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aonde z représenta il altura acima da superfície da terra, e aonde s�
. 1 +6'C' III

fez para abhreviar
1 + 6i

= 1 ---:rq· �
I )

• " -,� ':Jc 'J 'J L

J. Agora e Slnte!! d� applicar a equação precedente, nós, devemos

notar, que embora a theoria demoustre e algumas experiencias.con
firmem a acceleração no decrescimeuto do calor á medida que nos

elevamos na atmosphera, todavia as observações a este respeito são

muito diminutas,' 'e ª maior parte d'ellas apenas indicam (como em

breve se verá· do quadro que transcrevemos de Ivory) -

um decres

cimento uniforme ...

Demais, se na fórmula anterior nós desprezassemos os termos

em q2, t ... , obteríamos a relação

:J r:

z ri 1 +f ..

.

.

"u'
--=', x

-f- X q '" (4.)
la po
+-

z

" I

d'onde se deduziria tambem um decrescimento uniforme do calor.

,

D'este modo s� deixa. vier que as observaçõesatè hoje feitas(s)ô
bre o decrescimento do calor não denunciam de modo algum a exi

stencia dos termos em il, q� ... j e não poderão por tanto-taes.eh
servações servir para determinar os çQetlÎl)ien.�es r,.f"... ,.q.ue todys
elles dependem d'aquelJes termos.

A fórmula anterior póde escrever-se debaixo da fórma
,

.\

't J

z=om,76 x 10462 X,1 ;f s ,

,'1 -n °1 I _,
" • r ,

adoptando o número 10�62 'para representar a relação da densidade

•



do mercurío 'para a do ar.sêcco debaixo da pressão om,76 e tempe
ratura 0°.

,--
Resta achar a relação de z com q.

_l, O professor' Playfair segue il. opiniãodo decrescimento uniforme

dartemperatura, e avalia' este decrescimento 'em 'jl70 pés por 1°,

Fahr. J'

"

e'mesmo valor tem a auctoridade do professor Lisbe.

Dalton adopta em vez d'aquelle o valor de 300 pés. I

Ramond no seu Tractado sôbre a fórmula barometriea fornece

o valor do' 164m,7 para a depressão do 1" centigrado.
, Finalmente da ascensão de Gay-Lussac conclue-se para o mesmo

effeíto uma altura de 173 metros.
�

Com estes muitos valores obteve Ivory f= i para o ar sêcco.

Querendo agora-achar o valor correspondente ao ar humido, ba

stará na fórmula (4) substituir em vez de pr O seu valor
, t <

PI (1-!. ",,)8 p'
'

.' I

'�ep, ors: do' qüe obteremos ,para o ar humido 'úm valor (1 +f f.), que
, t

� r, I "[] I , ! rii' . ,
'f '! '

���p�ioad; com o, corres�ondent�: 1; f relativo ao a�:s�c�o� .forne-
cera enfre um e outro a relação

' , . t, ,

I 1
.

No estado medio de humidade no paiz, a que pertence Ivory, é

<,j Il ,'I -l, 'l, 1t'==OpoU',18, p.'=30poll.
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e d'este modo encontra-se

,

que mostra a differença insignificante que existe entre os valores de

{ relativos ao ar sêcco e ao ar humido, differença que menor se torna

ainda quando se reflecte, que é só uma pequena parte das refra

cções, (quasi a duodecima no horisonte) a que depende de {, por
cujo motivo Ivory considerou os valores de { os mesmos no ar hu
mido como no 'ar sêcco.

Na impossibilidade de determinar o coefficiente seguinte {' pelo
processo empregado na avaliação de {, Ivory conservou nas suas fór
mulas da refracção um valor indeterminado áquelle coefficiente, o

qual dá para as refracções partes, que são indicadas no quadro se

guinte:

6 t' cp (6)
ss- ('x1",6

86 � 2 ,O

86 3 ,3
)�

86 � 4 ,9

87 , ,4,

87 � 11 ,2

88 17 ,O
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E, como a comparação das refracções theoricas de Ivory com as

observadas de Bessel mostra, que o êrro d'aquellas não póde ser ava

liado em mais de 2", e como I vary na reducção das suas fórmulas a

numeras desprezou o termo em {', vê-se que o valor d'este não
.

póde exceder a 1\'
Apesar da pequena influencia que tem sôhre as refracções os

termos dependentes de f', é todavia possível que as observações fu

turas sobre as ref�'acções venham a denunciar essa influencia, o que,

se, assim acontecer, não só a theoria das refracções, mas ainda os

nossos conhecimentos sôbre a gradação do calor na -atmospbera,
receberão um aperfeiçoamento, que difficilmente se poderia alcançar
por outra via.

O mesmo se poderá dizer relativamente aos outros coefficientes

{", r. etc.

Depois de assim haver determinado as refracções médias, restava

ver as correcções que a estas s.ç deveriam applicat para as adaptar, ás

circumstancias meteorologicas da observação. N'este trabalho, 'que
faz o objecto do § H da Memoria de Ivory, considerou este auctor
como constantes os coefficientes t, t'. [" ... , vindo assim a admittir,
como elle mesmo o diz, que em todos os tempos a altura necessaria

para deprimir de �
o

o thermometro é sempre a mesma.

N'este ponto devemos nós advertir, que as observações sôbre o

decrescimento do calor, ainda que muito imperfeitas, mostram com

tudo uma influencia sensivel da estação, e ainda da hora do dia sôbre

aquelle phenomena (a). Como porém a lei de taes variações seja ainda

hoje desconhecida, os Physicos têm, sido obrigados a supprir esta

falta admittindo um valor constante, correspondente á média dos

muitos valores observados (b).

(a) Kaemtz, Météorologie, pago 194 e seguintes ; Daguin, Phys. tom. �.o,
part. 1.8

(b) Et enfin par le même manque de données méteorologiques on s'est reduit
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Terminaremos dizendo cgm M. Biot, Ash'. tom. 1.0, § 131: «En

général, on a pu voir, par l'exposition précedente, que -la théorie
des refractions, quoique si importante pour l'astronomie, laisse en

core beaucoup à desirer, quant à la determination exacte-des élé

men ts météorologiques sur les quels elle repose».

_à prendre Ia loi du décroissement des densités, suivant les verticales, la même
dans tous les temps; quoique ponr les couches inferieures du moins, celle cons

tance soit démentie par des faits de Ia dernière evidence (Biot, Astron. tom. J.o,
pago ssr).



 



NOTAS
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A simples inspecção da equação differcncial da refracção mostra

que, passados 90°, o valor d'esta começa a tomar valo�es eguaes aos

que linha a ntes d' aquella distancia, de modo que a refracção para
uma distancia 90°+ 01 é egual á refracção correspondente a 900-ap
e como as refracções calculadas augmentam desde a distancia ze

nithal O até 90°, poderia 'concluir-se d'ali que a partir dc-goo as

refracções começavam a diminuir, o que é totalmente contrario á ob

servação, a qual mostra que elias vão continuamente augmentando
até ás maiores distancias zenithaes observadas.

Esta anomalia provém de que, passados 900, a refracção não póde
mais obter-se por uma só integração da equação (3) effectuada desde

p = (p) até p = O.

Para o fazer ver notemos que M. Biot tem mostrado que, á me

dida que se sóbe na trajectoria da luz na atmosphera, o angulo a vai

diminuindo, e tão rapidamente que a uma pequena altura acima do

Jogar em que está o observador, a refracção, operada desde a en

trada da luz na atmosphera até á sua chegada áquella camada, póde
obter-se pelo processo de pago 32, quando mesmo a distancia zenithal

seja proxima de 90° para o Jogar do observador (a).
(a) Biol, Addições ao Conhecimento dos Tempos para 1839, pagg. 41,43,79.
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Sendo assim, e notando que a maior distancia zenithal com que a

luz póde chegar ao observador é de 91 ° (a), ver-se-ha que antes da luz

chegar ao logar do observador O (fig. 2), ella passou por um outro

ponto H (b), para o qual era 6 = 90, e tal que d'um lado e d'outro
d'este ponto a trajectoria é evidentemente symetrica relativamente

á linha CH tirada do centro C da'Terra para aquelle ponto.
Desta consideração resulta o que tinhamos dicto que, passados

90°, a refracção se não póde mais obter por uma só integração ef

fectuada desde p=(p) até p=O, 'por quanto a luz, depois de ter

attravessado desde a sua entrada em L na atmosphera até ao ponto
H, camadas, cujas densidades eram crescentes, passou em seguida a

atravessar outras desde II até O cujas densidades eram decrescentes.

No caso actual a inspecção da fig. 2 mostra, que a somma dos

desvios operados na luz desde L até O é egual á somma dos ope
rados desde L até até H e desde H até O, ou tambem egual á somma

dos operados desde L até S' menos os operados desde S' até O (sendo
S' o astro fícticio correspondente ao prolongamento da trajectoria para
a parte direita de CZ).

.

Assim a refracção correspondente a uma distancia zenithal ap

parente 90°+6, obter-se-ha por dous methodos; 1.0 calculando a

refracção horizontal para o pontoH, e junctando-lhe a refracção ope
rada desde H até O, refracções que ambas se obterão pela integra
ção da equação (3), depois de conhecidos os elementos meteorologi
cos e posição do ponto H; 2.° duplicando a refracção horisontal do

ponto H, e tirando d'esta a refracção para a camada do observador,
e relativa a um astro S' tão elevado acima do horizonte, quanto o

observado S parece abaixo.

(a) Elle continue d'augmenter lorsque l'astre est vu au dessous l'horison, com

me la figure :2 le représente; et ce cas peut se realiser jusqu'à le distance appa

renie de 90° 30' ou peut-être de 91°, en plaçant l'observateur au sommet des plus
hautes montagnes. (Biot. Addicções ao Conhecim.ento dosTempos, p. 1839,pag. 40).

(6) 'Quanto á maneira de determinar o ponto H, veja-se Biot, Addições �o Co

Jíhecimenlo dos Tempos para 1839, pago 42.



Nota á pa�lna :l.S

Se é certo, como acima deixamos dicto, que as deducções em

pregadas para .chegar á equação differencial da refracção nos não,
certificam a existencia d'ella, pelo menos inculcam-n'a com muita

probabilidade.
Esta probabilidade torna-se bem clara no 2. o methode de dedu

cção, em que a equação differencial e deduzida simplesmente das

duas equações

sen 6 . i2_1
_.

--,
= l ,

-
-- = const. dada pela observacao dos desvios,

sen 6 e
•

das quaes a L.' tem sido sempre dada pela observação.
Quanto á última uotaremos, que aquella equação não tem 'sido

sempre verificada pela observação, e foi até d'ahi que tirámos um

dos principaes argumentos contra a theoria da emissão, o não ser

'nesta theoria a attracção 'proporcional á densidade. Porém devemos

notar, que para que a observação deixasse de ser conforme com



aquella equação, foi mister a Arago empregar o mesmo corpo cm

estados de condensação tão differentes como certamente não tem

logar na nossa atmosphera (Arago, Memoires scientifiques, 10m. 1.0,

pago 126).
Assim a equação dilTerencial da refracção, que deriva d'aquellas

duas equações, deve ter o mesmo grau de certeza que elias, e só

mente poderemos desconfiar de sua existencia pelo receio de que as

• equações de cima se não verificassem em camadas d'urna espessura
infinitamente pequena, como o é a das atmosphericas.

Passando agora ao 1.0 methode de deducção, notaremos que a

observação do phenomeno da refracção claramente mostra que este

phenomeno, isto é, o desvio do raio luminoso póde ser explicado por
uma attracção do meio, e para medida d'aquella auracção podere
mos tomar de duas cousas uma, ou desvio do raio luminoso, ou a mo

dificação que- soffre sua velocidade.

Supponhamos que se toma para aquella medida o desvio do raio,

cO,mo até hoje se tem sempre feito: então se por meio d'essa fôrça
formos calcular os desvios, do raio, esses desvios concordarão com

os observados, por isso mesmo que o valor da força' foi determinado
./ com essa mesma condição,

Quando porém, por meio d'aquella fgrça fôrmos calcular outro

qualquer phenomeno que não sejam os desvios, 'O resultado do cal

cujo não poderá de maneira alguma concordar com a observação,
fôra mister para isso ou um feli,z acaso, ou que a fôrça empregada
fôsse a da natureza. Assim, pois, a refracção dos raios luminosos

póde com toda a certeza ser explicada por uma attracção dos cor

pos transparerites, quando porém por meio d'aquella attracção se

vai calcular a velocidade da luz nos meios transparentes, encontram

se como já se poderia esperar, resultados mui différentes dos ob

servados, pois que por aquelle modo a velocidade deveria ser maior

nos meios mais refringentes, quando a- observação mostra exacta

mente 'o contrário.

Embora porém a velocidade calculada seja mui diversa da ob-
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servada, poderemos e deveremos todavia por meio d'aquella chegar
a resultados mui conformes com os observados, quando a empreguemos,
a calcular os desvios da luz,

Por outras palavras, a velocidade, que um moveI tem na sua

orbita é um elemento, que influe em duas circumstancias: 1.° na

natureza da orbita, porque da combinação da velocidade n'um dado

ponto com a que lhe 'communica a fôrça acceleratriz resulta o ele

mento seguinte da orbita; 2.° e d'aquella velocidade depende tam

bem a maior ou menor rapidez com que o corpo vai d'um � outro

ponto. D'estes dois phenomenos o 1.0 concordará com a observa

ção; o 2 ." não; o contrário aconteceria se em vez de determinar
a attracção pelo desvio a tivessemos determinado pela velocidade.

O que vai dicto servirá para explicar como aconteça que aequa:
. ção differencial da refracção concorde com a observação, embora

para chegar áquella equação empregassemos na determinação das

constantes uma fórmula tão disparatada e differente da observação,
como era aquella que dizia que, sendo n a velocidade da luz no va

zio, essa velocidade na camada do observador era

,



 



Nota á (.agina 2a

Nas Transacções Philosophicas de 1721 appareceu publicad-a
por Halley uma tá hua de refracções, de que era auctor o immortal

Newton. Esta tábua não continha o menor indicio dos processos,

que tinham sido empregados para a estabelecer, de modo que se

ignorava mesmo se ella era o' fructo do empirismo ou da theoria

applicada a uma atmosphera de temperatura constante, e á qual pa
recia adaptarem-se os n umeros da tábua, a 1. a hypothese pare
cendo a mais natural, quando se reflectia que o cálculo theorico

d'uma similhantetabua sómente tinha sido effectuado muito mais

tarde, e por metliodos d'integração, que Newton por certo igno
rava.

A correspondencia de Newton com Flamsteed, publicada por Mr.

-Baily, tem vindo não só decidir esta questão, mas habilitar os Geo

metras a podêrem 'calcular os valores numericos das refracções,
quando, os nossos conhecimentos sôhre a constituição physica da al

mosphera sejam mais avançados.
E com elIeito além de que 'naquella correspondencia expressa

mente declara Newton, que sua' tábua era o resultado da theoria,
apresenta clic alem d'isso um theorema, que dá a verdadeira expres
são analytica do elemento dilIerencial da refracção, tal como nós
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hoje o empregâmos, indicando mesmo como d'aquelle elemento se

podem tirar os valores numericos das refracções.
Este methode porém a uma extrema difficuldade reunia uma tal

falta de rigor debaixo da forma que elle o apresentava, que sua tá

bua de refracções, que hoje sabemos ser bem calculada para o caso

d'uma temperatura constante por elle admittida, o não teria podido
ser por aquelle methode.

Tinham-se por tanto somente, corno diz M. Biot (Journal des

Savants, pago 612), os vestigios de seus passos, pelos quaes era

preciso recobrar a estradá, tornal-a practicavel, e mostrar onde ella

conduzia. Ésta tarefa, accrescenta M. Biot, era por extremo diffi

cil; porque se não é facil o comprehender todo o alcance do seu

pensamento, quando elle o quer patentear, muito menos o é fazeI-o

reapparecer e desinvolvel-o, quando elle mesmo tem podido ter a in

tenção de não o exprimir muito abertamente, como na questão actual.

Apesar d'esta grande difficuldade M. Biot tem emprehendido
descobrir qual a fórma dada ao elemento differencial da. refracção
para que se lhe podesse applicar com facilidade e rigor O methodo
citado por Newton, e que é o denominado methodo das qt!adraturas
numericas.

O bom exito d'esta empreza tem por certo bem compensado as

difficuldades da mesma.

M. Biot tem com effeito conseguido não so dar ao elemento dif

ferencial a forma conveniente, mas, o que por certo é mais impor
tante, elle tem visto que ésta mesma forma convinha áquelle ele

mento, qualquer que fôsse a ordem por que se fizesse a successão dos

podêres refringentes nas camadas atmosphericas, uma vez que éstas

conservassem a figura espherica,
Como se sabe, a theoria das refracções atmosphericas exige

essencialmente duas cousas; t: conhecimento dos elementos physicos
e chimicos das camadas atmosphericas ; 2:a um methodo d'integra
ção assás poderoso para do elemento differencial passar ao integral
da refracção.

.
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Debalde se cansaria o Physico a alcançar aquelle conhecimento,
se depois o Geometra o não soubera introduzir em seus calculos.

Esta circumstancia na realidade bem desanimante, é hoje, graças
aos trabalhos do Astronomo francez, completamente dissipada; os

Physicos podem ficar seguros do bom exito de suas indagações, e

a theoria das refracções não tem que esperar senão pelos resultados

d'aquelles para chegar á sua perfeição desejada.
M. Biot, a quem a theoria das refracções deve tão grande passo

dado para a sua perfeição, tem tambem estudado muito a questão
debaixo do ponto de vista physico, indicando observações proprias
para estudar a esphericidade das camadas atmosphericas (Astr., n."

1 õ9), hem como para deduzir as outras duas equações, que junctas
ás do equilíbrio e dilatabilidade, completam nossos conhecimentos sô

hre a constituição da atmosphera (Astron. n." 90 e seguintes).
Elle tem mesmo deduzido de suas considerações applicadas ás

observações de Gay-Lussac, Humboldt e Boussingnault alguma cousa

sôbre aquellas duas equações, mas é mister confessar, como elle

mesmo o diz (Astr. fim do n." 90), que ésta applicação deverá antes

de ser considerada como exemplo �o que como resultado final.

FIM
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ERRATAS

A pago 16, linha 25, aonde se lê sen (,J' deve lêr-se ser (,J".

A pago 41 o 1.0 membro da última equação deve ser substituído

por est' ou troo

P(>-i�)
p'(1- i';:)

A pago 43 em vez do 1.0 membro da L" equação leia-se
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BREVES APONTAMENTOS

SOBRE A

PROCEDENCIA, NATUREZA E SIGNAES

DAS

LINHAS TRIGONOMETRICAS

:I.

Conhecendo �s elementos de um triangulo sufficientes para o

determinar, e pertendendo obter a grandeza ..de qualquer dos
outros elementos, construiremos com os dados o triangulo respe
ctivo, e depois a medição directa dará a grandeza, que se procura.

É este o processo immediatamente fornecido pela geometria
synthetica.

A trigonometria propriamente dita resolve o mesmo problema
de um modo diverso.

Nesta sciencia deduzem-se as formulas que exprimem as rela

ções, que ligam umas com as outras as diversas partes de um

triangulo ; e como essas formulas sejam geraes e applicaveis a

toda a especie de triangules, basta, para resolver qualquer pro
blema, substituir nellas os valores dos elementos dados em legar
dos symbolos respectivos, por que eram representados nas fór-
mulas.

.

Os proce�sos da geometria synthetica são na practica subjeitos
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a erros inevitaveis, provenientes dos instrumentos, de que é pre
ciso lançar mão para a construcção graphica dos triangulos; e d'ahi
vem a preferencia dada á trigonometria para a resolução de todos
os problemas, em que se exige grande exactidão. Nesta sciencia,
com effeito, os elementos dos triangules são determinados com

uma precisão indefinida.

A resolução de um triangulo qualquer pode facilmente redu
zir-se á resolução de dois triangulos rectangulos (vide § 8); e este

processo, simples e natural, é provavel começasse a ser empre-
gado logo na origem da trigonometria. ,

Vejamos pois a marieira de resolver esta especie de triangulos.
Este problema é ainda susceptível de consideravel simplificação.

Imaginando um triangulo rectangulo, cujos lados tenham uma

grandeza absoluta arbitruria : suppondo depois que nesse-triangulo
um angule agudo se faz passar por todos os valores desde zero até.
90° variando em correspondencia o outro angulo agudo; e final
mente suppondo formada uma tabella, onde para cada um dos trian

gulos assim formados se encontrasse a grandeza dos lados e a dos

angulos; essa tabella sería.tambem sufficiente para conduzir á re

solução de quaesquer triangulos rectangulos, por differentes que
fossem d'aquelles, a que se referem as taboas. Com effeito, se

os dados do problema são suíficientes para a sua completa re

solução, como devemos suppor, tambem o serão necessariamente

para' determinar entre os triangulos calculados um, a que seja si
milhante o triangulo, que se pertende resolver; e desde logo serão

immediatamente conhecidos os angulos do novo triangulo, e tam

bem o s�rão por simples proporções os lados do mesmo triangule.

,3

Como é facil de ver, para o fim a que são destinados os trian

gulos rectangulos dados pela tobella, não é mister conhecer a

grandeza absoluta dos lados d'esses triangulos; basta simples
mente conhecer as suas razões, isto é, as relações que esses lados
têm entre si. E como essas relações sejam de um uso continuo,



-5-

tem-se-lhes dado nomes e assignado caracteres particulares a fim
de exprimir simplificadamente em linguagem e representar alge
bricamente os theoremas relativos á resolução dos triangules.

As razões, de que acabamos de fallar, são seis, pois tantas são
as permutações que com os tres lados de um triangule se podem
formar dois a dois. Chamando a a hypothenusa, e b e c os cathe
tos, estas razões. são

.

Em linguagem temos:
1.° a razão de um catheto para a hypothenusa chama-se seno

do angulo opposto áquelle catheto:
2.° a razão de um catheto para outro chama-se tangente do

angulo opposto ao primeiro d'aquelles cathetos:
3. o

a razão da hypothenusa para um catheto denomina-se se

cante do angulo comprehendido por aquellas duas linhas.
D'esta sorte temos, empregando a notação usual,'

b c b c a a
-=senB,-=seri C,-=tg B,-=tgC,-=sec C,-=secB.
a a ebb c

Pata abreviar tamhem se usa dizer coseno de um angulo em

logar de seno do complemento do mesmo angulo; e assim a res

peito da tangente e da secante.

Em logar das definições anteriores podemos' dar �s. seguintes,
que lhe são evidentemente equivalentes: seno de um angule (agudo)
é o numero, que exprime a relação, que a, perpendicular, abai
xada de um ponto qualquer de um dos lados do angulo sobre o
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outro lado, tem para a hypothenusa correspondente, E ánaloga
mente para a tangente e para a secante.

Em fim, suppondo que do vertice do angulo como centro e

com um raio qualquer se descreva um arco de circulo, podemos
ainda- ás definições precedentes substituir as seguintes:

- f .

o
seno de um engulo ou de um arco, é a relação que a per;

pendicular, abaixada da extremidade do arco sobre o raio que passa
pela outra extremidade, tem para o raio correspondente; assim
na Hg. t

2.0 Tangente de um angulo ou de um arco é a relação, que
tem para o raio, a parte da tangente' á extremidade d'aquelle arco,

comprehendida entre essa extremidade e o raio produzido, que
passa pela outra extremidade; assim

MN MN
to"B=-=--.tl BM R·

.... (2)

3,0 Secante é a relação (a) que tem para o raio a linha com

. prehendida entre o centro do arco e a extremidade externa ,da
tangente, e por tanto

BN BN.
sec B=BM=1f" . .. U�)

Como o denominador de (t) (2) e (3) é constantemente o raio
R, tambem se usa por maior brevidade dizer; seno é a perpen
dicular abaixada da extremidade do arco sobre o raio que passa
pela outra extremidade; e assim a respeito da tangente e da se-

(a) C'�st ainsi que les lignes, trigonometriqncs se ramènent à ne

plus être que de simples rapports, et c'est sous ce point de vue qu'il
serait convenable de les présenter tout d'abord,

l'. LOURey-Leçons de G, Analytique-Sixième edition.



cante. É uma simplificação perfeitamente análoga á que se usa no

enunciado da seguinte proporção de geometria - a superficie de
um triangule é egual á metade do producto da base pela altura
aonde os termos base e altura designam bs numeros que repre
sentam a relação das linhas d'aquelle nome para a unidade, qual
quer que ella seja, que � o lado do quadrado que se adoptou para

'

unidade de superficie, do mesmo modo que alii os termos �seno,

tangente e secante - significam os numeros que representam a

medida d'aquellas linhas (definidas como dissemos) tomando para
unidade o raio, qualquer que seja, a que correspondem os arcos

descriptos.
fi

Uma vez comprehendida a vantagem de conhecer as seis rela

ções, a que dêmos os nomes de seno, tangente, etc., vejamos a

maneira de as calcular.
Simplifica-se esse calculo em vista das seguintes considerações :

1.° Conhecido o valor de uma qualquer das relações mencio
nadas, é possível determiner as cinco restantes, correspondentes
ao mesmo angulo, a que se refere a primeira.

2. o Conhecidas as seis relações para um pequeno arco, y. g.,
para o arco de 1", é facil calcular as mesmas relações para os

arcos multiplos d'aquelles, taes como 2", 3", etc.

I

.

b
Suppomos conhecida a relação - = sen B :

a
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b

b), b a sen B
-=-, ou tang B=--n ....... (5)
c c cos

a

c

c), c a cos B

b =-, ou cotB=S ........ (6)b sen

a

dj, a 1 . 1
-=-, ou sec B =--

........ (7)
c c cos B-

a

e), a 1 I
-=-, ou cosec B=-- ..... (8).b b -

.

sen D .

a

II

Sejam (fig. 2) o angulo abc=tp. e d"r=�; e os dois trian
gulos abc e bd] rectangulos, o primeiro em a, e o segundo em d.

Temos

ou
ab ab bd ab cd fir
br

-

t;. bl
-

b;. di· br'
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isto é, cos (q> + �) = cos q> cos � - cos q> • tg cp • sen �

ou cos ('P + �) = cos !fi cos � - sen cp sen �....... (9).

Com este valor e com a. formula (.5.) facilmente se determina
(h) (c)

sen (1' + �) = sen q> cos � + sen � cos )il ••••••••• (10).
As formulas (9) e (10) combinadas com (5) dão

.

tg. f + tg4 .

tg(q>+�)=1 �
........ (11).

- tg q> tg

E assim por deante a respeito de cot (q> + �), sec (q> + �), etc.
. .

(b) A formnla (10) pode tambem ser achada directamente. Com
etTcito temos (fig. 2.a)

ou sen'( ce + �) = sen ce (cos 0/ - tg If> sen �) + sec 9 sen �

isto ê, sen (ce + �) = sen S' c�s � + sen � cos ce.

(c) . Fazendo ce -I- � = O, será � = O -!p. e as formulas (9) e (tO)

transfor marn-se em

cos o = cos ce cos (.0 - ce) - sen ce sen (o --ce)

sen 6 = sen ce cos (O - ce) + cos ce sen (O - ce) ;

ilS quaes dão, eliminando successivamente cos (o - ce), e sen (O - ce).
sen (o -- ce) = sen O cos ce - sen ce cos O (12)

cos (O - ce) = cos O �os ce + sewce sen e " (13).
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.Suppondo conhecido sen a (sendo a um arco qualquer) as for
mulas (4), (5), (6),' (7) e (8) determinam cos a, tg a, etc. etc.

Em seguida, fazendo em (10) cp = � = a, obteremos sen 2a,
com o qual e com a formula (4) se obterá o valor de cos 2a, que
também se poderia achar fazendo em (9) cp = � = a. Depois a

formula (5) ou (11) deterrninará o valor de tg 2a. E assim por
deante a respeito de todas as mais relações pertencentes ao arco 2a.

Para obter sen 3a, faremos em (. O) y = 2a, � = a; e depois
acharemos as demais relações, usando domesmo processo j� in
dicado a proposito do arco 2a.

Continuando com este methode achariamos as linhas trigono
metricas de todos os arcos multiples de a.

Itesta por tanto simplesmente determinar o seno d'um arco a,
o qual, como éfacil de perceber, para o fim. que nos propômos,
deve ser mui pequeno e tal, que sejam insensiveis as differenças
entre os valores de duas relações trigonometricas do mesmo nome

pertencentes a dois arcos consecutivos na e (n +' t )a.
Para isso seja (fig. 3.") ab = bd = a. Tirem-se il corda ad e

as tangentes ae e de.

Será ad < abd < aed ;

(d) De abd<aed tira-se tga>ct, ou sena>ctcosa>ctf/1--'ct� at-'
tendendo a (12).

. sen 7 a
tTemos lambem --I-> :. ct, donde se deduz

cos:; a

2 sen i a cos} a = sen a> ct cos 2 !- a = ct l1 - sen? i a) ;

e por Lanta sen a > ct __ ! ?
3

•

Este limite é prefcrivclno dado por (Ui).
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d'onde se conclue (d), sendo r o raio

a
sen a < -=C(.

r
• (t 4)

sen a > C( V 1 - «"'. . (15)

ou sen a > C( - ! C(�. • • • • • • (t 6)

Conhece-se d'este modo que o valor de sen a está comprehcn
dido entre C( e 'c( - � C(". Ora a differença entre estas quantida-
,t 4

des é
'4 C(', a qual é susceptível de se tornar tão pequena quanto

se quizer, e por tanto insensivel, escolhendo a convenientemente pe
queno. Nesse estado será ainda com maior approximação sen a = IX,

e por tanto conhecido (e).
'Fica d'este modo justificada a hypothese, que fizemos, da pos

sibilidade de formar as taboas trigonometricas: o que é bastante

parao nosso fim.
Devemos todavia accrescentar que existem outros processos e

formulas différentes, por meio das quaes se pode hoje conseguir
com maior simplicidade a formação d'aquellas taboas (f).

s

Com o que fica dito não pode offerecer difficuldade a resolução
.dos triangulos rectangulos. Passaremos por isso á resolução clos

(e) A quantidade ct, que tambem se chama arco rectificado, cx-,

prime a relação do arco a para o raio.
� Este numero é facil decalcular quando se conhece a graduação do

arco.
•

'

(f) On ne peut qu'admirer, diz Cagnoli, Ia patience de ceux qui les
ont construites par des moyens extrêmement pénibles, sans le secours du
calcul différentiel et de tant de formules qu'on a trouvees depuis.

l C1G XOLI _' T1'igonomelrie).

r
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obliquangulos, tomando para primeiro problema «determinar os

tres angulos de um triangulo, suppondo conhecidos os tres lados.»

Seja (fig. 4.8) ABC o triangule de que se tracta. Do vertice C
sobre a hase tire-se a perpendicular CD, e assim ficará o trian

gulo decomposto em dois outros, rectangulos (vide § 2).
No primeiro ACD conhecemos o lado AC -:- b, e por tanto se

fosse conhecido qualquer outro ludo seria facil resolvel-o, e depois
o segundo triangule BDC.

.

Ora chamando

CD ... y, e AD ••.

-

æ,

temos

e cl'estas se tira:

Estamos pois habilitados para resolver o triangule A DC, c assim

se obtem
b?'+ c'2_ a'J.

cos A = .... (3)2bc

y = b sen A.

A primeira d'estas duas equações determina o angulo A, e a

segunda habilita-nos para resolver o triangulo BCD, e por conse

guinte para determinar o anguloB, Com effeito neste triangulo co

nhecemos agora BC = a, e CD = b sen A, e por tanto teremos

B pela equação
;'

a sen B=b sen-A..••.. (4)

O angulo C será determinado pela formula muito conhecida
Æ+B+C=t80.

A fig. 4 suppõe que é agudo cada um dos angulos A e B. Se
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o angulo A for obtuso terá logar a fig. 4', e neste caso proce
dendo como acima acharemos

,

a2_b?_ c2
cos (180-A)= 2bc

..... (3')

a sen B =b sen (180 -A) ..... (4')

Finalmente se o angulo B for obtuso (fig. 4"), os valores de A
e � serão dados por

b2+c?-a?
cos A = ..... (3")2bc

a X sen ( t 80 - B) = b sen A . . . . • . (4'!)

A comparação dos valores do a b e c poderá servir para' de
terminar aquelle dos systemas (3) e (4), de que se deva usar em

cada caso particular para determinar A e B.
Quando os dados do problema fossem outros, v. g., dois lados

e G angelo comprehendido, ou dois angulos e um lado, etc. etc.,
procederiamos de ummodo identico, decompondo sempre o trian

gulo proposto em dois outros rectângulos (vide o � 2).

Acabámos de dizer que ri comparação dos valores de a b e c

pode servir para distinguir aquelle dos systemas (3) e (4), de que
se deva usar em cada .problema para determiner A e B. Suppo-

• nhamos porém que se não faz essa comparação, e que tendo logar
a fig. 4', ou 4", e devendo por isso usar respectivamente de (3')
ou (3"): empregavamos (3) para determinar 'A.
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"

Neste ultimo caso achariamos servindo-nos de (3) um valor

perfeitamente identico ao que seria dado por (3").
Passemos ao segundo caso. Nesta hypothese o 2.° membro de

(3') é um valor necessariamente positivo, e conseguintemente se

com os valores de a b e c, com que deveriamos calcular aquelle
2.° membro, calcularmos o 2.° membro de (3), acharemos para
este um valor negativo, posto 'que numericamente egual ao 2. °

mem

bro de (3').
D'aqui se conclue que em todo e qualquer caso se pode sem

pre empregar a formula (3) para determiner cos A: ficando en-

.tendendo que, se o valor de cos A sahir positivo, o angulo A
é agudo, e o seu valor aquelle que corresponde ao valor nume
rico de cos A; se porém aquelle valor for negativo, o angule A
será obtuso e supplemental' do angulo agudo, eorrespondente ao

valor achado de coseno tomado com o signal contrario.
Exprime-se isto mais simplificadarnente dizendo «que os angu

los obtusos têm cada um o seu coseno, que é negativo e nume

ricamente egual ao coseno do seu respectivo supplemento.»
Passemos agora á determinação de B. Supponhamos que se

ignora qual das duas figuras, !� ou 4", é a que pertence ao pro
blema que se resolve. Em ambos os casos teremos de calcular

b sen A
�

--- = sen Z; e depois tomaremos para B o angule Z assim
a

achado, ou o supplemento d'esse angulo.
Para deterrninar a escolha d'um ou outro d'estes angulos po

derá depois servir, v. g., a comparação dos valores de a b e c,
como já por vezes temos dito.

Poderemos pois dizer, que em ambos os casos da fig. 4, ou 4""
o angulo B pode ser determinado pela mesma formula

a senB = b sen A,

'uma vez que se combine em dizer, que qualquer angulo obtuso
'tem um seno egual em numero e signal ao seno do seu respectivo •

supplemeuto.
'

..

.

E nesta mesma' hypotbese a formula (4� pode ainda ser substi ....
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tuida por (4), que é por tanto uma formula geral ápplicavel a

qualquer dos casos da fig. 4, 4' ou 4".

:IO

A formula (3), que serviu para determiner o angulo A, pode
egualmente ser empregada para determinar os dois restantes B
eC.

E a mesma formula pode ainda servir para resolver o triangu
lo, quando os dados forem outros, v. g., dois lados e o angulo
comprehendido, etc., etc.

O mesmo se pode dizer a respeito da formula (4), de modo

que uma ou outra pode ser considerada como fundamental para a

resolução dos triangulos rectilineos.
Aquellas formulas podem tambem ser empregadas para de

monstrar varios theoremas relativos aos mesmos triangules.
Para taes fins é, geralmente, preciso combinar umas com as

outras, pelas diversas operações algebricas, as formulas (3), (4)
e suas analogas, e as formulas dadas em (6, I) applicadas aos an

gulos A, B e' C do triangulo.
Escrevamos pois aquellas formulas, e bem assim estas ultimas

referidas ao angulo A do triangulo proposto. Teremos, suppondo
agudo cada um dos angulos A, BeC-,

a2=b2+c'J._·2bc cos A

Ib2=a2+c2-2accosB •••.. (5)
c2 = a2+ b1.-2abcosC

a sen B = b sen A, b.sen C =c sen B••••. (6)

2A 2A A
senA

sen + cos = 1, tg =--,
. cosA

cos A
cotA=--

.

. senA
... '. (7)

1 t

secA=-A' cosecA=--
cos senA
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e o resultado da combinação d'estas formulas umas com as outras,
pelas operações algebricas, será uma nova formula, que repre-
sentaremos por

'

{(senA, cos A, tangA, cot A, secA, ,cosec A) =0 .•.. (8)

designando a letra ( um funcção qualquer (g).
Seja agora obtuso o angulo A, e chame-se A' o supplemento

d'aquelle angule. As formulas (5), (6) e (7) transforrnam-se nesle
caso em

a2= b" +c'). --j- 2bc cos A' J
b2= a2 + c? - 2ac cos B \

.•... (5'1� 2. b2. \
' I

C =a + -2abcosC,
fj

asenB=bsenA', bsenC=csenB..... (6')

2A' zA' 1 A'
sen A' cos A'

( \sen + cos =, tg =

-A" cot A' == _-, ele.. 7',cos senA' .

que podem escrever-se

a2:=b'2+c" - 2bc(- cos A') Ib2 = a2 -+ c? - 2ac cos fi (5")
c?=a2+b2-2abcosC

,

.••..

asenfi=bsenA',' bsenC=csenB .•... (6")

sen'2A'+(-cosA'Y-=1,(___:tgA')= senA', 1(-cosA')
, ,(7")

A' (-cos A) ( 'A')
• t, 1cot ' -sec = ,

_

sen A,' ,

( A')
, cosecA-, J-cos senA

, (g) Veja-se a nota (ai pago 102 da 3;< edicão dos Elernc�los d' Alge.bra, do Sr. Manso Preto.
•



-17-

ou, fazendo nellas

senA'=x, -cosA'=x', -.tgA'=y,
- cotA/=y', - sec A' = s, cosec A' =z't

a2=b2+c"-2hc X x'�
.

b"= a"+ c� - 2ac casE
r

.... (5"')
c2=a"+ b2-2ab cos C (

a sen B =bx, b sen C = c sen B.•••. (6'")

? t z
X ,x' 1, t

X' 4- æ
-

= 1, Y = -. y = -, z = -", z ==== -

••• (7"')x' . æ x' æ

Ora, comparando (5) (6) e (7) com (5''') (6''') e (7"'), vê-se

que se passa d'aquellas para estas mudando nas primeiras sen A
em æ, cos A em æ', tg A em y, cot A em y' etc.: e por tanto, se

operarmos sobre as ultimas, do mesmo modo que se operou sobre

(5) (6) e (7) para obter (8), acharemos um resultado, que será
a mesma formula (8) mudando nella sen A em æ, cos A em æ',
etc., etc., isto é, sen A em sen A', cos A em - cos A', tg A em

-tg A', secA em -secA', e cosecA em cosec A'. Pode pois
dizer-se que a formula (8), deduzida na supposição de ser agudo
o angulo A, tem egualmente lagar quando este angulo for obtuso,
uma vez que se fique entendendo que neste caso por sen A, cos A,
tg At etc., etc., se representa a relação trigonometrica do mes

mo nome pertencente ao supplemento d'aquelle angule, conside
rando como negativas todas estas relações excepto o seno e a

cosecante (h) (i).

(h) «Todasas linhas trigonometrieas dosarcos do segundo quadrante
-são cguaes ás mesmas linhas trigonometricas do seu supplemimto, mu

dando todas de signal, excepto o seno' e a cosecante..
(Elementos de trigonometria rectilinea - pelo Sr. MansO'Preto

- 2.' edição, pago 12).
(i) Il faut donc, lorsqu'on dit que telles Ott telles quantités deviennent
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Terminaremos com a seguinte observação.
Se no decurso do calculo, que suppomos effectuar-se com as

formulas (5) (6) e (7), soubermos que um qualquer dos angulos.
que alii entram, o qual representaremos por e. é a somma de dois
outros ç e ], poderemos, sem receio d'errar, substituirpor sen (<p+�)
e cos (<p+�) os seus desenvolvimentos achados no § 6, ainda

quando se ignore se o angulo 9 é agudo ou obtuso.
No primeiro caso está isso demonstrado.

Supponhamos pois que o angulo e é obtuso; e em primeiro logar
consideremos agudos os angulos (jl e �:

Neste caso sen O representa o mesmo que sen (180°- &); ora
•

= sen cp cos 4 + sen � cos cp.

Da mesma sorte, cos 9 entra nas formulas como synonimo de
-cos (180 -O); e como

= sen cp sen 0/ - cos,cp cos 4"

será - cos (180"- &) = cos cp cos 4 - sen ,IP sen ],

négatives .•...• , considerer cette locution comme une manière abrégée
. de dire que ces quantités devront être remplacées d ans le resultat du

calcul par des expressions algébriques' en effet négatives ...... , à fin de

corriger la fausse supposition que l'on a faite dans la mise en équation,
en regardant ces équations comme immédiatement applicables á tous les
cas. Ce n'est donc là qu'un langage fictif, mais d'ailleurs très-utile, puis
qu'il donne le moyen d'embrasser par une même formule tous les cas

particuliers d'un probleme, en se reservant d'y faire à la fin les modífl
cations qui pourront se trouver encore nécessaires, à l'effet d'eliminer les
contradictions que n'auraient pas entièrement fait disparaitre les trans

formations opérés dans le cours du calcul.

(CARNOT - Reflexions sur la metaphysique du calcul

infinitèsimal- quatrième edition, page 154-).
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que é o mesmo que se obteria applicando 11_ formula (9) a

cos (cp + �). . .

Se um dos angulos, !fi por exemplo, fosse obtuso, teriamos

sen e= sen (180°- cp -�)

= sen (180°- cp) cos � - sen � cos (180°- cp)

= sen cp c�s � + sen � cos rp

E da mesma sorte

cos e = - cos (1800_ e) = - cos ( 180 ...,-- 9 - �)

= -[cos (180°- rp) co� � + sen (180°- cp) cos �]

= cos cp cos � + sen <p sen»,

As outras formulas, que se encontram em (6, II), são, con

forme alii se viu, o resultado da combinação de (9) e" 1 O) com

as formulas dadas em (6, I), e poderemos por tanto repetir a

respeito d'elias o racioccinio que ha pouco empregámos a propo
sito de (5) (6) e (7) do presente numero.

FIM.
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.l'�volle mème que j'allachernis moins de prix"
mettre dans la démonstration d'un théorème cette

. rigueur extrême, si recherchée maintenant de quel
ques personnes, qu'à faire clairement apercevoir la

raison ùe ce théorème et ses connexions avec les

autres vérités mathématiques.
,

(Pre(ace du Traité élémentaire de la Théorie

des [onctions; par \\1. Cournot).



ADVERTENCJA

Na collocação das materias seguimos, precisamente a mesma

ordem, por que as achámos dispostas no Calculo Differencial de
Francoeur; a fim de que os alumnos do segundo anno matherna
tico, para uso dos quaes destinámos especialmente 'estes aponta
mentos, podessem acompanhar, querendo, o estudo d'aquelle livro
com a leitura d'este'(D/hfõ. ,

Depois de havermos deduzido as regras geraes para estabele
cel' os contactos, accrescentámos alguns tbeoremas novos, que fa-
cilitam em muitos casos a applicação d'aquellas regras.

'

Tractando da determinação das 'superficies e curvas osculadó
ras, empregámos, na maior parte dos casos, mais de um processo, .

porque nos différentes caminhos, que levam á solução, se desco
brem, muitas vezes, propriedades também differentes ; e quasi sem

pre traduzimos no methodo dos limites,' que os alumnos já co

nhecem, os principios empregados pelos que usam do calculo in
finitesimal, por entendermos que é este o melhor meio de lhes

inspirar confiança nos resultados obtidos por este ultimo methodo,
de que mais tarde necessariarnente se hão de servir.

Procurámos tornar claras, quanto possivel, as ideias de flexão
e torsão; calculámos a primeira, e por uma simples mudança de

,lêtras passámos d' ella para a torsão, evitando assim calculos labo
. riosos e transformações difficeis.

,

Em fim, na deducção da fórmula, em que se comprehende o

theorema de -Meusnier, seguimos um processo inverso, do geral
menle adoptado. A maior parte dos auctores, depois de haverem
deduzido aquella fórmula, concluem que o circulo osculador da
secção normal e o da obliqua; que passa pela mesma tangente,
existem ambos na mesma esphera; nós.r pelo contrario, soccorre-

.

mos-nos a esta propriedade para dernonstrar aquelle theorema. E

parece-nos, que d'este modo facilitámos a demonstração.
.

/



� Às citações e os numeros escriptos á margem referem-se nó Calculo Differenciai

d� Franc. 2." Ed. de Coimbra.



SU1?ERFICIES E CURVAS NO ESPAÇO

1. Contactos de duas superficies. Sejam. F. n." 1240

Zi= {(X" y,) e %,= F(x" Y,)

as equações de duas superficies, e (x, y, z) as coordenadas de um ponte,
que lhes é commum,

Nesta hypothese teremos

z=f(x y) e z=F(x y);..... o o 000 •• (1)

e o distancia entre os pontos das duas superficies, correspondentes As
mesmas variáveis independentes æ + h, y + k, será:

,

t 1
� =h(p - P) + k(q - Q)+ -2 h2(r- R)+ hk(s - S)+ -k2(t-T)+ ... ,

� J

desi d ffi
.

d'a'
. dz dz

eSlgnan o por p, q, r, s, t ..• 08_ coe cientes nrerencraes -,
d

'

d2z d2z
-

J d2z , . . .

dæ y

-d2' -d--' -2' •. tirados da prImeIra de (t); e por P, Q, R, S, T.......

æ œdy dz
os correspondentes da, segunda.

'

,

Suppondo k = ah, sendo ct uma constante, teremos

- /

1
-

�=Ti[(p-P)+IX(q-O)]+ _h2.[(r-R)' 2a(s-S)fIX2(t-T)]+ .....

2, -

A
-



e se Iôr

p - p f a' (q - Q) = O, ....•...•. (2)

a. expressão anterior ficará reduzida a

.

t .

cl=·-h2[(r-R) +2:)((s-5) + o.2(t-T)]+ .....

2 _.
.

Empregando agora o mesmo raciocinio do � 99, concluiremos; que
para lima terceira superficie, que tenha com a primeira o ponto commum

(x, y, z), mas entre a qual e.a primeira se não verifique a relação cor res

pendente Il (1) paru o mesmo valor de a, a distancia �,será maior que
cl para valores muito pequenos de h; o que significa que as duas primeiras

'superûcies se approximam mais uma da outra, lias proximidades do ponto
(x, y, z) e na direcção a, do que a primeira e terceira.

Se porém quizermos que as duas superficies tenham um contacto de

primeira ordem em todas as direcções, a relação (2) deverá ser satisfei,ta
para todo e qualquer valor de a, o que sómente poderá acontecer redu
zindo-se a uma identidade, isto é, sendo p = P e q = Q.

,

Pelo mesmo modo se veria que, para terem as duas superficies um

contacto de segunda ordem em todas as direcções, era necessario e suffi
ciente que se verificassem, além das condições precedentes, as relações

. r = R, ,s = Set = T ( ..).
E assim por.deante. ,

Do que acahâmos de dizer resulta também, que se duas superficies
têm um contacto da ordem n, a differenço entre os pontos correspondentes
das mesmas supercies é da ordem n + t; quer dizer, esta differença é
dada pOF lima serie, na qual n + 1 represents a somnia dos expoentes de
h ek nos termos, em ,que esta somma é menor,

Contactos de uma sup-erficie com uma curva. Sejam
as equações d'urne curva; e z,-:- F(xi Y,) ade

passa pelo ponto (x, y, z) da curva.

Z,= {XI" YI= cpx"
uma superfície, que

(*) Este mesmo rae iocinio prova tam bern que se uma superficie tiver com'
outra, um .contacto dii ordem n em n + 1 direcções, as duas superficies terão um

contacto d'aquella ordem em todas as direcções.



ChamatJdo � a d istanci; entre 69 �ontos, correspondentes a :x: + h•.
d'aquella curva e outra 'f"tllil'iI!! traçada sobre a superficie, e cujas equa-

, çõés são ZI= F(xl' YI) e YI= fX/: teremos
.

[dZ (dz)] 1 2,[d2z, (d2z)]� = h
dx

-

dx
+ 2:h dx2

-

dx2 + .

d
dz d2z

deri d d
.

d 'd ã80n e se representam por dæ' dx2'
•• 8S en va as e z, tira as a equaç o

t

'

[e; e por (�:). (::�), •.. as derivadas d'aquella mesma quanti
, dade, tiradas de

z=F(x .. y)=F[x,cyx].

Se Iôr
dz (dZ) .

dx
=

âæ.
..••...••• (3)

, ,

provar-se-há como acima, que para outra superfície que passe pelo ponto
-,

commurn (x, y, z), mas entre a qual e a curva não haja uma relação ana ...

Ioga a l3), a distancia Ó. entre a curva e esta superfície será maior que�.
Nesle caso diz-se que a primeira superfície lem com a curva um' contacto
de primeira ordem, e que a distancia � é de segunda ordem.

E assim por dean�e a .respeito dos contactosmais intimos.
, '

\
,),

'

Contactos entre duas curvas. Sejam

as equações d-uma curva,
'

Y -rv" e z - .1.,.. 'as equações d'èutra,,- T""I ,- 'l''''',

e (x, y, z) as coordenadas de um ponto commum.



•

,

A distancia entre os pontos das duas curvas, correspondentes '6 mesma

variável independente æ + h. será,

�=V[f(x + h) - <!J(x -rh)]7+lF(x + h) - H�+h)]2

e, para que esta expressão se reduza a umaquantidade-de segunda ordem,
é necessario e sufficiente que sejam

r=�' e F'=4' (4)

Nesle caso diz-se que as duas curvas têm um contacto de primeira
ordem, e prova-se fácilmente que para valores muito pequenos de h" a

distancia) il entre a primeira e outra qualquer curva, que passa pelo ponto
(x, y, z), mas que não satisfaz ás condiçõescorrespondentes a (4), é maior
que �.

Para haver um contacto de segunda ordem, era mister. que alem das /

condições (4) se verifícassem tambem as, relações f"=cp" é F"!_4".
E assim por deante.

Do que acabamos de dizer resulta, que: _

1.0 Se duas curvas no espaço têm entre si um.contacto de certa ordem,
as suas projecções sobre qualquer dos pia !,los coordenados têm tambem
um contacto d'aquella mesma ordem; e rçciprocemente (*).

(*) D'aqui se conclue imrnediatamente, que sendo %,= Fœ, e sv= t«, as equa
çães- d'uma curva, as da sua tangente no ponto (œ, y, z) serão

•

representando IX, Y, e %, as coordenadas correntes da recta.

,



\

2.° Se uma curva tem um contacto determinado com outra, traçada
sobre uma superfície, a primeira curva terá tombem um contacto d'aquella
mesma ordem com esta superfície.

Sejam as duas curvas •

e

e supponhâmos que estas têm um contacto de 2.ft ordem, e por tanto

que é r

d
-

(d � (d2F ) .

d
..

daon e representamos por - e -2- as deriva as, pnmeira esegun a •
. âæ âæ I

de z em ordem a æ, tiradas' da equação z = F(x, y). na qual se suppõe
y = �x, ou, o q ue vale o mesmo, y c:::::; 't'x, v isto ser

'

cpx=�x, df{l 'd� d2cp d2�'
-=-.e--=--.
dx dx dx'}. dx'}.

Temos pois a curva z,=rx" y,=rpx, e a superfície z,=F(x, y,), e

dr (dF) d2( (d2F),
'

as relações dx
=

dx 'dx2
-=

dx2 ,e por tanto a, curva tem com a

superficie um contacto, de 2.8 ordem.
3.° Se uma curva tem um contacto da ordem n corn duas superficies,

que se intersectarn, a curva terá tambem um contacto d'aquella ordem
.eom a intersecção das superficies. \.

Sejam, a curva
, ,

e as superficies



e supponhâmos que a curva tem' com cada uma d'esses superficies um

contacto de primeira ordem, c por tanto que é

dF dip, drp dt
-=-+--
da;, da; dy da;

e

I',

. Considerando a curva, resultante 'da intersecção das superficies, as

. dz' d'
,

derivadas -d e d� serão dadas pelas equações
x . a;

, dz dcp dcp dy dz d� d� dy
-=-+-.-, -=-+--;
dz â» dy da; dx dæ dy dx

e como substituindonestas formulas, em Jogar d'aquellas derivadas. os va

lores correspondentes, tirados das equações da curva dada, recahimos nas

equações (5), que por hypothese são satisfeitas, vê-se que effectivamente.
a intersecção das superficies tem um contacto de primeira ordem com a curva

proposta.
"

4, o, Se n + 1 curvas traçadas numa superfície tiverem, em um ponto
d'esta, um contacto da ordem n com outras tantas curvas traçadas noútra

superfície, sem que as curvas existentes em qualquer das superficies sejam
oscule doras entre si-; a primeira superficie terá com a segunda um contacto
da ordem n H· I

'

Aequ.ação z,=f(æ" yJ co�cadaumadasseguiHt-esy,=cpa;,;y/ (j'l,X,
y,== q;2a;, representa �res curvas; as outras tres S?O dadas por

com

I .
,

e suppõe-se que cada uma das primeiras tem um contacto, de segunda
ordem com a correspondente da segu Ilda su perficie.

(*) Este theorema çomprehcnde o da nota de pago 2.
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,. ,
I

Nesta hypothese temos

dr
+

dr d'f
=

dF
+

dF d4
ou daffJ]'- ddFfJ] ddfJ]íD(ddyF_ ddyr ), .... : •... (6)dx dy dæ dæ dy dæ

,

" d", dip .

e Visto não ser -'=_'; as duas equações (6) e (7) sórnente podem
dæ : â» '

coexistir, sendo
'

I

dr, dF dr dF
-=- e ....,-1=:-, ou p=P e q=Q.d» dæ dy dy,

Como as curvas têm por hypothese um èontacto de segunda ordem,
será lambem

d'2r d2r d'fi d2f(d<P)2 dr d2<p
-+2-- -+- - +-
dx2 dxdy dæ dy2 dæ , dy dx'l

ou

(d'l(_ d2F) +2( !:_'lr _d2F ,)dcp +(d'lr_d'lF )('dcp )2= O ...

dx2 dx2 \dxdy dxdi; dx dy2 dy'2 dx
,. • • (8)

que póde esc{ever-se
" dIP (d�)2.

'

L + 2M - + N - =: O;
ax dx



e similhantemente

e, visto não haver egualdade entre duas quaesquer das tres quantidades"
d'P d<p t dql2

I d' db'
.

-, -, -d
' ,as tres re ações prece entes somente po erão su sisur con

da; da; a;
,

,

junctamente, sendo L = 0, M = 0, N= 0, isto é

r'-R, 8=S, l= T;

e assim por adeunte.

Os principios anteriores servem para resolver o seguinte poblema:
«Dadas as equações d'uma curva ou superficie, determiner os para metros,
que entram nas equações d'urna outra curva ou superficie de natureza

conhecida, de modo que esta fique tendo 'corn a primeira um contacto
ou osculação de ordem designada..

Quando uma curva ou superficie, tèm com Uma curva" ou com uma

superfície, o contacto mai� intimo que é possível, designa-se, de ordinario,
'sem mencionar a.ordem do contacto: diz-se, por' exemplo, tangente a uma,

curva, plano tangente a uma superfície, plano osculador d'uma curva,
circulo osculador, etc., etc.

,O que fica dicto com referencia aos contactos, por se fundar na formula '

de Taylor, suppõe que este desenvolvimento é applicavel pelo menos, até
á ordem de osculação, o que facilmente se reconhecerá em cada caso par-
ticular.

r

•



2. Plano tangente a uma superficie. I." Methodo.- A equação d'um
.

plano qualquer é
I

.

'F. n." 125

sendo A. B e C para metros indeterminados.
Como o plano deve passar pelo ponte (x, y, z) da superficie z,-f(x,. y,),

temos esta eq unção de condição

«

z' Ax+BY+C ..•.•........ (2).

Z,-Z=P(X,- x) + q(y,-.Y) (4).

/

, E para que neste mesmo ponto haja um contacto de primeira 'ordem,
deve ser p = p I q = (J, isto é

.
.

p=A, q=B (3).

As equações (2) e (3) deterrninarn A, B eC; e, substituindo-os em

(1) acharemos ,a equação do plano tangente ,

ou

suppondo implícita a equação da superficie.
2.0 Methodo. Procuraremos a equação d'um plano, que passe pelos

tres pontos (x, y, z), (x + h, y, z + I), (x, y + k, z;l- L)..



1.0
I

'As condições precedentes dão para determiner A, B e C as tres se-

guintes equações' \

z=Ax+By+ C

z+l=A(x+h) + By + C

A equação do plano, que se procura, será pois

Agora, fazendo decrescër h e K, obteremos no limite

dz dz
Zl- Z = -d(X/-X) + - (y - y).

X dy I

Assim o plano tangente pode considerar-se como o Iimite, para que
tendo o plano secante, que passa por aquelles tres pontos, quando se

suppõe que o segundo e terceiro se approximam indefinidamente, do pri-
meiro' H. " ,

3.0 Methodo. Sobre a superfície ZI= {(XI' YI) tracemos uma curva

qualquer, que passe pelo ponto (x. y, z). Suppondo que é YI=rJ(XI a equação
da projecção da curva sobre o plano xy, serão, as equações da curva

,

(*) Por um modo identico podíamos determinar novamente as equaç-ões da
tangente a uma curv,a .

.. '

-<,
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e as da su� tangente naquelle ponto
,

, d� '(d{ u: dtp )z - z = --(m -m) = - + - - (m ..;-m) ,,
. dm I .d» dy dm I

ou YI-y=m(ml-m),

chamando m a tangente trigonometrica do angulo, que a tangenteá 'curva'
plana Y,� crm, forma com o eixo de æ,

'

Dando a m nas equações (t) todos os valores positivos ou negativos,
desde zero até ao infinjto, achariamos ,as equações de todas as tangentes
a todas as curvas traçadas na superficie, e que passavam por (m, y, z) ; e,

•

'eliminand� m entre aquellas duas equações, obteremos a �quação do loger
geometrico correspondente a todas aquellas tangentes

,

ZI-Z p(m,-œ) + q(y,- y).'

,

3. A recta que, passando pOf um ponte, de uma superfície, é per- F. n.? 126
, pendiculur ao respectivo plano tangente, diz-se no_rmal á superficie nesse

ponto. . ,

Satisfazendo ás condições precedentes, acharemos que a normal, con-

duzida pelo- ponto (x, y, z) da superficie Zl= {(XI' YI)' é repre-
sentada pelas equações

œl-œ+p(ZI-�). O, YI-Y+q(zl-z)=0 ....•... (1).

4. , Supe1'�cies cylindricas. Chamam-se assi m as superficies geradas 'F. n.
o 127

por uma recta indefinida, que se move conservando-se constanternente
parallela a uma recta fixa, e que em todas as suas posições encontra. sempre
,uma curva determinada.'

- '

.

Sejam œ=az, y = bz .••• ...... (1)

as equações da directriz rectilinea;
, '.

e. f(œ,y,z)=O,F(xYz)=0 ... : ....... (2)

as da directriz curvilinea,



As equações de toda e qualquer recta parallela a (i) são

æ = az + m, y = bz + n , ...•.•.. , (3)

\ sendo m e n arbitrarias, Mas d'entre todas estas rectas, sómente concor

rem para a formação da superfície, as que satisfazem â condição de en

centrar a curva (2); a qual condição estabelece entre m e n uma relação

m='Pn .....••. '. . . • .. (4)

résultante da eliminação de æ, y e z entre (2) e (3).
D'este modo, dando a n um valor qualquer em (4). tirando d�esta equa

ção o correspondente de m, c. suhstituindo esses valores em (3). obteria
mos a generatriz numa das SUllS posições. Dando JI n um novo valor, ob
teriamos uma nova posição da generatriz; e assim por deante. As equa
ções d'esta linha serão pois

y-bz+n, . . . . .. (5)

sendo ri uma quantidade arbitraria.
Todos os pontos, e só esses, cujas coordenadas (x, y, z) satisfizerem a

(5), pertencerão á superficie cylindrica; e essés serão exactamente os mes

mos, que satisfazem á equ'áção resultaùte da eliminação de n entre aquellas \

duas equações (*). Fazendo pois esta eliminação achare�os

œ-az=r (y-bz)••..••.•• , (6)

que é a equação da superfície cylindrica,
.

,
'

H Conhece-se isto facilmente suppondo as duas equações (5) resolvidas em

ordem a n.



As diversas superficies cylindrioas, que têm a mesma directriz rectili
nea, differem umas das outras pela íórma. de <p.

A equação (6), suppondo cp var iavel, pertence a todas estas superficies.
Derivando esta equação, suppondo variareis æ e z, e depois y e s, ob

teremos

1-ap= -bp cp' e -aq= (t-bq) f';

e, eliminando cp'

ap+bq=1. . . . . . . . . . . .. (7)

Como esta equação se conserva a mesma, qualquer que seja I! fórma de
cp, concebe-se que ella deve representar uma propriedade commum a todas
as superficies cylindricas, cuja directriz rectilinea é a mesma, e seja qual
for a directriz curvilinea.

É o que vamos ver.- Se em qualquer ponto d'uma d'estas superficies
tirarmos o plano tangente, como este deve conter a generatriz, a qual é

_ parallela a (1),llambem o plano tangente será parallelo a esta recta. Ora
a equação do plano tangente é ZI-Z' plx/"";,,,x/)+ q (y/- y),
e a condição, necessaria e suffíciente, para que esto plano seja parallelo a

.

a (1) é

•

ap+bq=1.

Superficies conicas. Estas superficies são girod'as por uma recta sujeita
a passar por um ponto fixo, e a encontrar constantemente uma curva de-
terminada.

'

Sendo a, b e c as coordenadas do ponto fixo (vertice do cóne), as equa
ções de qualquer recta. que passa por aquelle ponto, são

x-a=m(z-c) y-b=n(z cr ... (t)

/



sendo m e n parametros variaveis. E para que (1) encontre a directriz,
cujas equações, representaremos por

I '

f(x! y, z).=oJ F (x, y, z) =0 , •• (2)

deve tër legar a equação de condição

m = 'tn •••.••••••. - •. (3)

resultante da eliminação de' œ, y e z entre (1) e (2). Eliminando pois m

e n entre (1) e (3), virá a.equação da superficie conica

r x-�a (y-b)
,

'

--

=Cf
--

.•.. (4)�
z-c z-ç

,

As diversas superficies conicas, que têm !l mesmo vertice, differem umas

das outras pela fórma de If.
I

Derivando a equação (It), em ordem a x e z, e depois em ordem a y
e z, vem

z-c+p (a-x) = p (b-y) cp' , q (a-x) = [(z-c)- q (y-b) ]p',

.

e dividindo estas duas equações uma pela outra,' para eliminar cp', e fa
zen-do tiS possíveis reducções, acharemos

z-c=p (�-a) +q (y-b),
,

.

que exprime uma propriedade commum a todas as superficies conicas, que
têm o mesmo vertice. '. ,



Ui
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Vejamos em que consiste esta propriedade. Se por qualquer ponte de
'Uma d'estas superficies tirarmos o .plano tangente, como este devej'conter
o generatris, a qual passa por (a, b, c), tam bern o pla no tangente passará
por este ponto; e por conseguinte terá sempre 10g1Í1 a equação

\

c�z=p(a-x) + q(b-y).

As. superficies cylindricas e conicas fazem parte d'orna classe mais
extensa, a das superficies planificaveis, de que em breve havemos de achar
uma propriedade ger'al e caracteristica.

Superficies conóidés. Estas superficies consideram-se geradas' por
urna recta, 'que se move conservando-se constantemente parallela a um

plano director, e encontrando em todas IIS suas posições duas directrizes,
uma curvilinea, c a outra rectilinea. Quando a directriz rectilinea é

perpendicular ao plano director, o conóide diz-se recto. É o caso de

• que tractâmes, suppondo que a directriz rectilínea coirrcide com o eixo
dos z, e que o plano director é o dos œy.

'

As equações de qualquer recta, parallela ao plano dos œy, e que en

contra o, eixo dos z, são

y=mœ: (1)

sendo c e m arhitrarias.- E para que esta recta encontre a directriz cur

vilinea, deve ter logar entre c e m a relação

c= rpm (2)

proveniente da eliminação de re, ye z entre (I) e' as duas equações d'esta
directri'z.- Eliminando pois c e ln entre (1) e (2), acharemos a equação
da superficie conóide·

'

(Y)
. .

,z = tp --;; "

", (3).
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Derivando esta equação, suppondo variáveis primeiramente x e z, e

depois y e z, e eliminando !p' entre as duas equações résultantes, acha..

remos

px + qy=O, ...........• (4)

que exprime uma propriedade commum 8 todos os conoides rectos, que
tem por directrix rectilinea o eixo dos z.

Vamos ver em qu� consiste esta propriedade.- Se por qualquer ponto
d'aquellas superficies tirarmos o plano tangente e outro parallelo ao dos

xy. da intersecção d'estes do us planos resultará uma recta, evidente

men�e parallela ao plano dos xy, e que encontrará o eixo dos s,

Aquella intersecção é representada pelas equações

,

�,- z. =p(x,:-x) + lJ(y,- y)

e a, condição, necessaria e sufficiente, para que esta recta encontre 'o eixo
dos z, cujas equações são x,= 01 st= O, •

ê
.

py-qx=O.

Superficies de rev_olução. Estas superficies são geradas por uma cir
cumferencia, cujo centro se move ao longo d'uma recta fixa, conservan

do-se o plano do circumferencia constantemente perpendicular áquella
linha, e variando o raio, de modo que a circumferencia encontra sempre
uma curva determinada. - A recta fixa denomina-se eixo de revolução;
e chama-se meridiano a curva résultante da intersecção da superficie
por um plano que passa pelo eixo. ,

É evidente que estas superficies podem considerar-se geradas pelo
meridiano gyrando em torno do eixo; e d'ahi vem a sua denominação.

.

No que vamos dizer suppomos que o eixo de, revolução coincide com

o dos z. .

'
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As equações de toda e qualquer circumferencia, cujo centro está no

eixo dos z, e cujo plano é perpendicular Il este eixo, são

. z=c, a;2 + y'}.=r2 = K.,., ., .. (t)

sendo c e r ou K[parametros variareis.

Para que esta circumferencia encontre a directriz curvilinea, deve ter

logar a equação

c = rp(k),. , ... " ,' •.•• " ••• (2)

I

que provêm de eliminar ']J, y e z entre (1) e as duas equações d'esta curva.

,
Por tanto, obteremos a equação da superficie, eliminando k e c entre (1)
e (2), o que dá

.

z=rp(a;2+y2) (3).

Derivando esta equação, acharemos

p=2xq:/ q=2yq/;
I,

e eliminando cp' vem

py-qx=O.

Da geração d'esta especie-de superficies resulta evidentemente que a

normal, tirada por um ponto qualquer, existe no plano meridiano corres

pendente, aliás a syrÎ1el�ííl da superficie em relação a qualquer plano me

ridiano accusaria a existencja de duas normaes, collocadas symetricamente
d'um e outro lado d'este plano, o que não pode ser, visto que a cada
ponto da superfície corresponde uma só normal. Ora a equação de con

dição, para que duas rectas existam no mesmo plano, obtem-se, eliminando,
n
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,

XI' YI e ZI entre as equações d'esses rectus (.), e portanto, a condição, pata
que a normal

e o eixo dos z

existam em um mesmo plano, é

py-qæ o.

F. n," 128 5. Empregando as equações da tangente 'a uma curva, demonstrou-
se em. o n." 2. que o plano tangente a uma superficie, em um dudo ponto, .

podia considernr-se como o legar geometrico de todas as tangentes, ti
radas por aqúelle ponto, ás curvas traçadas na superfície e que passavam
por' elle. Reciprocamente, por meio d'esta propriedade do plano tangente,
deduzem-se "com facilidade as equações da tangente a uma curva.

Sejam as equações da curva

I

A curva plana zl=fæl é a projecção de (1) sobre o plano dos æz; e esta

projecção obteve-se por meio de uma superfície cylindrica, cujas genera
trizes eram perpendiculares áquelle plano, Se pelo ponto (æ, y, z) da curva (1)
tirarmos o plano tangente á superfície cylindrica, este plano conterá il

tongente á 'curva •.
tirada por aquelle ponto, a tangente á projecção du

curva, tirada pelo ponto d'esta, que é 8 projecção do primeiro, e tambem
a generatriz correspondente da superfície cylindrica. E como esta gene ...

ratriz é perpendicular ao plano dos æz, vê-se que a tangente á projecção
da curva é a pr.ojecçã.o da tangente ã curvo.

H Quando'duas rectas existem no mesmo plano, ou se encontram ou são pa
rallelas. No primeiro caso evidentemente deve ter lagar a equação (7) [Part, 3.",
pago 348). Se são parallelas, como é então a=a' e b=b', ainda tem lagar a mesma

equação; o que aliás era faci! de prever, par. quanta esta indica apenas que
'existe um systema de valores (finitos ou infinitos) de 1&, y e s, que satisfaz. con

junctamente ás quatro equações das duas rectas.



11.9

As equações da tangente a (I) serüo pois'

como já sabíamos.
•

Os cosenos dos angulos, que a tangente Iórrna com cada lim dos tres
eixos coordenados, são (Parte 3,·, n." 204)

dx

dz
cos Il = -----;========

,

V1+(�/+ (��r
dy I

dz
cos b = --;-:=========-

�/t +(dx)2+(dy)'"� \ dz dz

cos y=

/
'

I dx"? dy"
t 1 +(-J +(-)r dz / dz

Al fórmulas precedentes tornam-se syrnetricss generalisando il va

riavel i ndependente (n. o 4 f). N esta hypothese, representa udo simples-o , '

d d d
o

d
dx dy dz

d
' o

mente por' æ, y e dz as en va as �d '
- e

-d ' e pon o por simplici-
. t dt t

,
.



dæ dy dz
,cos IX =

ds'
COS b =

ds'
COS r = ds '.' (3)

Se representarmos por a, b e c as coordenadas tie um ponte qualquer
da curva dada, e por æ, y e z IIS coordenadas variaveis da tangente; as

equações (1) e (2) transforrnarn-se em

c=fa, ·b=ta ..............•......... [4)

z-f f'. (x-a), y-�=�'. (x-a) : (5)

Attribuindo a a nas equações (5) tod'os os valores possrvers, acha
riamos as diversas tangentes á curva (4); e, eliminando la entre aqüellas
duas equações, obteremos a equação do logar geometrico de todas aqucllas
tangentes, isto é, da -superficie gerada por uma recta, que se move con

servando-se constantemente tangente a (4).
Esta superfície e todas as que admittem este modo de geração cha

mam-se plauificaveis.
Sem fazer a eliminação podemos di-zer que a primeira de (5) é a

equação da superfície, considerando a uma funcção de x e y determinada

pela segunda daquellas equações. As diversas superficies planificaveis
differem umas das outras pela fórrna das funcções designadas p.or f e �.

Posto isto, derivemos a equação da superfície, isto'é, a primeira de (5),
em ordem a æ e z, e depois em ordem a y e z. Acharemos, represen-

.

(-) A respeito ria signiûcação concreta do que se representa por âs, veremos

mais adiante que exprime a deriv�da do arco.
,

':



p t+a' (x-a) î" - "(,yo ) t".q-a t{.I-a ..••...•........ (6);

I

da da
tando

d- por a', - por ali, e fazendo as possiveis redacções
æ dy

e como a segunda de (5) dá para determiner a' e a"

O=4'+a' (x-a) 4" 1=a" (x-a) 4",

se tirarmos d'estas equações os valores d'uquellas quantidades, e os sub
stituirmos em t6), veremos que x desapparece, e fica

.

p=cp (a), q-=� (a)�

e por conseguinte p=<I> (q)••••••.••••..••..•••••• (7)
sendo' cp, 7t" e <I> funcções dependentes das primitives f e ,1.

Derivando (7) vem

r=<I>'. s s=<I.>'. t,

et eliminando <1>', acharemos finalmente

rt-s�=o : (8)

Esta equação exprime uma propriedade commum a todas as superficies
planiflcaveis, i ndependente da curva pri miti va representada por (4).

Continuandc a representar por A, B e C os parumetros d'urn plano,
e suppondo que este é o tangente, teremos

.

A=p, B=q, C=z-px-qy.

Ora nas superficies plauificaveis ha sempre uma direcção (dctermi-
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nada pela tangente), seguodo a qual não varia a posição do plano tan
gente H. OS valores de,A,' B e C devem pois ser cqn_stantes para todos
os pontos situados naquella linha, e por conseguinte leremos nessa mesma

dÍre'ccão '

dA dB ac
--=0, -=0, -=0,
dx tia: dx

r

isto é

x (rtsm)+y (sHm)-=o.

dy -

representando dx p.or m.

Aquellas tres relações equivalem somente a duas

r+sm=o, s+tm=o

e, eliminando m, acharemos (**) _ {

•

Plano normal a uma curva em um ponto d'ella é o plano, que passa

;
(*) A tangente (5) assenta na superfiéie planificavel, e se por um ponto

d'aquella tirarmos o plano tangente á superficie, este conterá sempre a tangente:
e por que alem d'isse é p=rp ('1.) e q=� (a.), vê-se que o plano tangente em um

ponto -d'aquélJa recta ainda o é em qualquer ponto da mesma tangente.
Esta propriedade expressa pela equação (8) distingue as superficies regradas

planificaveis das enviesadas, que admittem tam bern uma generatriz rectilinea, mas

nas quaes o plano tangente varia d'um para outro ponto d'esta linha.

(**) Para cada valor auribuido a m, estas fórmulas exprimem duas relações,
que têm logar para os pontos da superficie situados na generatriz respectiva: e,
eliminando m, acharemos um resultado, que pertencerá a todos os pontos de qual

I quer geueratriz, e que será, por conseguinte, a equação da superficie.



por esse ponte e é perpendicular fi tangente respective. A equação do

plano normal á curva (1), será pois (Fr. tom. 3.°, n.? 200) (*)

,...

ou (z,-z) dz.+(y,-y) dy+(x,-x)dx=o

generalisando a varia vel independente,

6. Plano osculador d'uma curva

j.O Methodo. A equação geral do plano é

z,=Ax,+By,+C.••....•....•..... (1)

sendo A, B e C indeterminadas.

H As equações de qualquer recta, que passa pelo ponto (x, y, :J da curva,

são

sendo m e n arbitrarias. E, para que a recta seja perpendicular á tangente, deve ser

dx dy
m-+n-+1=Odz d:

,

-d: ( dX)ou n=-- 1+m-.
dy d:

Substituindo este valor nas equações da recta, acharemos as equações da nor-

mal
.

d: ( dX)y-y=- - 1+m- (z -z);, dy. dz 'x,-x=m (:,-:),

e como resta ainda uma arbitraria m, Tê-se que cm cada ponto duma curva ha

.

uma infinidade de normaes. Eliminando m entre estás duas equações, acharemos a

do plano normal.
'

F. n." 129



Se designarmos por x, y e z as coordenadas do ponto da curva

pelo qual deve passar o plano, teremos a seguinte equação de condição

z = Ax + By + e. . • • • • . . ••. . . . • • •• (2).

E, para que neste mesmo ponto haja um contacto de segundá ordem,
deve ser (n� i)

ou f'=A + B4' e f'= B4" (3).

As equações (2) e (3)'determinam A, B e C, e, suhstituindo-os em {i),
virá a equação do plano usculador

2.° Methodo. Procuremos a equação do plano, que passa pelostres
pontos da curva correspondentes aos valores x, x + h e

..
x + 2 h de XI'

A equação de qualquer plano, que passa por (x, y, z), é

e, para que este plano passe pelo segundo, e terceiro ponto, devem ter

logar as equações de condição

l=Ah+ Bk,

chamando k e I os augmentes de y e z provenientes da mudança. de x

em x + h nas, equações da curva, e "I e li os .correspondentes il mudança
de x para x + 2 h. .



Eliminando A entre as duas equações (6), tirando B da equação re

sultante, e tomando o limite attendendo a que é

l=h{' +:- h2 {"+ ... ,

acharemos
. f' -

hm. B=-r" o •• (7).

Da primeira de (6) tira-se

. 'I
r

k
lim. A=lim.h-lim. B. Im.h,

ou '

,

{" .

lim A={I_�'-r,""" 00 .... o'·. (8).

Substituindo em (5). em logar de A e B, os seus limites dados por (7)
e, (8). recahiremos na equação (4). Na linguagem dos infinitamente pe
quenos, exprime-se isto, dizendo que o plano osculador passa por tres

pontos consecutivos da curva.

3.0 Methodo. .As equações da tangente á curva, tirada pelo ponto
(x, y, z), são

, z,-z=f· (x,-x) 'y,-y=4'. (x,�x).
'

E para que o plano (5). que tambem passa por aquelle 'ponto, con

tenha esta tangente, é sufficiente a condição (Fr. T. 3.0, n." 199).

QU A.:t B�'=f : (9).

Se pelo ponto (x, y, z) tirarmos uma recta, parallela á tangente ti-



rada pelo ponte correspondenie a æ + h; a condição, para que o 'plano
contenha esta segunda recla, é

\

AtB�' (xth)=r (x+h) ......•...•..•.••.. (10) .

•
'

.
I

Eliminando A enlre (9) e (tO), teremos

r B�(h�"'+ � h·)·�'''+: ..)=hf'+ � h2 f"+ ...... ,

d, d
.

I' B î"
on e se tira im.

=V'.
• I

Em seguida obteremos lim. A por meio da equação (9).
No methode infinitesimal diz-se, que o plano osculudor contem duas

tangentes infinitamente proximas.

A equação (4) toma uma fórma symetrica generalisendo a variavel
independente por meio das fórmulas do (n.o 41). D'este modo, empregando
as mesmas simplificações do n." anterior, acharemos

(dx d2y_dy d?x) (Z,-Z) + (dz d2x-dx d'z) (YI-Y)

+(�y'd2z-dz d2y) (x,-x)=o; -

.

que pód� escrever-se 'com mais simplicidade

Z (Z,,:_Z) + y (YI�Y) + X (x,"":'x) =0 •..•....••• l11)

/



D'entre a infinidade de normaes II lima curva, que se podem tirar por
um ponto d'ella, chama-se principal-a que existe no plano osculador res

pectivo. As equações d'esta linha serão IIS dos dois planos - normal e

osculador - ou as seguintes, que d'allas se deduzem com facilidade,

(z,-z) (Zdx-Xdz)+(y,-y) (YdX��dY)=OI.� (12).
(z,-z) (Z rly-Ydz) + (x,-x) (Xdy-Ydx)='o

Attendendo ás expressões de X e Z, acharemos

Z dx - X dz = dx (dx d?'y,- dy d'lx) -- dz (dy d2z -- dz d"y) =

= dZy (d£+ dt+ dz2) -' dy (dx d'lX + dy d'y + dz d2z) =

=d"y.ds2-dy ds d2s=ds (ds d"y-fly d's);

donde se tira

Z dx-X dz=ds3d (!:!), X dy-Y dX==:ds1d(dz)ds· ds

dx'
Y dz� Z dy=ds3d (Ys)

...... ,.(1�).
,

c por tanto as equações (12) da 'normal principal transformarn-se em

. . . " .

-

(14) .

Designando por (ci). (b') e (i') os angulos que a normal principal fórma
com cada um dos tres eixos coordenados, e pondo por, simplicidade



I

acharemos (Parte 3.", n.
o 204)

.cos (cx)= .. (Hi) .

F. n.· 130 7 Circulo oscultùlor>« Flexão d'uma curva. 1.0 Methodo. Conside
rando o circulo como intersecção de uma esphera do mesmo raio como

um plano central, as esquações do circulo serão

(x,-a)2+(y,-b)"-+(z,-c)2=n?i. ... :. (t)
z,-c=A(x,-a)+B(y,-b) \

sendo indeterminadas as coordenadas a, b e c do centro, o raio n, e ainda
os parametros A e B dos quaes depende a posição do plano do circulo C.).

Como o circulo ha de passar pelo ponto (x, y. z), teremos as equações
de condição

(x-a)""+ (y_b)2+ (z-cY=n2 ( .. • • •• (2)
z-c=A(x·-a)+B(y-b)

E, para que, o circulo tenha naquelle mesmo ponto um contacto de

dy dz d2y d2z
segunda ordem com .a curva, as derivadas -

,. -d ' -2' -1_2
tiradas das

. dx x dx �

equações do circulo, deverão serjeguaes ás correspondentes da curva. Ora,
derivando primeira e segunda vez as equações (2). obtem-se

-

dy . dz dz dy· \

x-a+(y-b) - --l- (z-c) - =0, - =A+B-
da; dx dx dx

,
\

H Como o circulo existe neste plano, a curva terá com elle um contacto de
2. a ordem (n. o 1-2), e . por conseguinte este plano será o osculador da curva i
o que o calculo confirma.



e por conseguinte, suppondo que as equações da curva dada são as mesmas

do n.
o anterior. teremos, parI) determinar os para metros do circulo, as equa-

.ções (2) e segui ntes (*) .

œ-a+(y-bH/+ (z-'-c)f"=o , f'=A+B�" I
t +�lz+r+(y-bH"+(z--'c)f"-;-o , B�/'=f,.I······

Resolvendo as equações, acharemos

•

(1+�'2+r2)2
n=-------'-----

, 1

[{'IZ+ �'/Z+ (f' �/'- �'f'T] î

(3)

(4 )

(*) Continuando a considerar o circulo como intersecção de uma csphera com

um plano central, como já conhecemos a equação do plano que tem com a curva

um contacto da segunda ordem (plano osculador), bastará determinar os parametres
da esphera, de modo que o cenlro fique neste plano, e que a esphera lenha com a

curva um contacto-d'aquella ordem (n." 1-,3). I

Ora a condição, para que o centro .da -espher a 'esteja no plano osculador, é

W'(c - z) = (f' 4"_<J;' t") (a - x) + f" (b -y);
e as condições, para que a esphera lenha com a curva U'JI! contacto de-segunda
ordem" sào expressas ]lor

'x - a)2+ (y - b)2+ (z - C)2= n2

x - a + (y - b) 4'+ (z - c) f'= o

1 �. �y - b) 4"+ (z - c) /'1 +- 4'2� ('2= o

Em {lm cbcgariarnos ainda ao mesmo resnltado, procurando as equações de

/



Generalisllndo Il varia vel independents para tornar syrnetricas as for.
mulas precedentes, e repelindo as hypotheses do n." anterior para as po
der escrever com mais simplicidade, as formulas (4) trunsforrnam-se em

. '

ds'(Xdy-Ydx) ds3
c=z+ .,n= f

X'+Y'+Z2 [X"+Y'+ Z'Ji

(5)

Em fim. sé empregarmos as for'mulas (13) do n." anterior, e attender
mos a que é'

,

(Ydz-Zdy)2+(Zdx_:_Xdzf+(Xdy-Ydxt, dS'(X2+ y2+ Z2)_

-(Xdx+Ydy+ Zdz) 2=ds2(r+r+Z2),

acharemos que as equações (5) podem ainda apresentar-se debaixo da se-

guinte forma
'

(dx) d (dY) (dZ, ,d ds � ds. '?
d ds)

a=x+n ,--, b=y + n ,--, c=z +n '

ds ds
•

ds

(6)

Pelos pontos da curva correspondentes aos valores æ e x + Tt de xd
tirem-se duas tangentes; e designemos, por s o arco da curva começado

um circulo subjeito a passar pelos tres pontos da curva. correspondentes aos va

lores æ, x+h e x+ 2 h de xI e depois fazendo tender h para zero; o que se

exprime no methodo infinitesimal, dizendo que o circulo osculador.passa por tres

pontos da curva infinitamente proximos. ,

'



at

II contar d'uma origem qualquer e terminado no primeiro ponto, por s -+ � s

o comprehendido enlre aquella origem e o segundo ponlo, e finalmente

flor a o angnlo, que formam entre si us duas tongentes,
É evidente q Ile será

e por tanto

da . t d' 8
&'=

ds
� s+

2 ds" (�sr+·········.·, (7)
visto ser cI> s = o.

, ) ,

ru
'

d
. "

d I b
a � lim a

o coe ICiente o primeIro termo o scgum o mem ro, - = im, -,
d s d s

mede a flexão 011 curvatura da curva no ponte (æ, y, z) H.

(*) Em um circulo de raio l' tomemos um arco, cujo comprimento designa
remos por

ê

«; e pelas extremidades d'este tiremos dilas tangentes. Designando
por O o angule quë estas fazem entre si; ou, antes, o arco rectiûcado que lhe serve

de medida, teremos, como é sabido

t I

o·=-cl's.
r

A• ,
1 d O

SSlm, e - =- =

r �s â

s
o factor constante, pelo qual devemos multiplicar

qualquer arco cl's, para obter o angule O, Oil, o que vale o mesmo, para avali;lr
o quantum a tangente se'inflectiu passando de uma para a outra extremidade do

.

arcocl's.
Para outro circulo de raio r' lcriamos

(Js=cl's',
O' = _!_ cl' ST; e por tanto, suppondor'

, ,

1
O'fJ'''- •

. ,.,..�.

.1 1
Vê-se pois que, pela compnração de - com -/ ' poderemos apreciar em qual

r I'

dos dois circulas a tangente se :inflecte mais, para arcos do mesmo comprimento.
Mais geralmente, para uma curva qualquer, teremos, corno no texto,

(7) ;



Calculemos estecoefficiente, no qual podemos considerar d a e d s corno

representando as, derivadas de 6 e s em ordem á variável independente t

(� 41). .

Designando por IX, � e '(os angulos que a primeira tangente-forma com

os eixos coordenados, e por (1.' W y' os da segunda, teremos

t =COS"IX+COS2� + cos2y
t = cos" (1.' + cos; �'+ cos" i"

cos a = cos (1. cos a.'+ cos � cos s'+ cos "f cos y';

e posto que o coefficienle � não seja sufficiente (como era no. circulo) para de-
ds

lerminar, depois de multiplicado por � s, o angule O, visto o segundo membro de (7)
conter outros termos "lem do primeiro; todavia, diminuindo convenientemente � s,

poderemos sempre conseguir que aquelle primeiro lermo represente a parte prin
cipal do segundo membro d'aquella equação .

.

Demais, para outra curva, ou para outro ponto da mesma, teríamos
I

I da I
a =-, �s'+ e :

ds

e suppondo d's = (J s' ,c repetindo, as considerações do n, o 99, conheceremos fa-

d a > d"a' ,'> I .cilmenle que, segundo for -

< -, ' sera tambem a
<

o' para valores muito

pequenos de it s. d s d s
_

Na analyse das curvas o cenhecimento. da flexão offerece a mesma importan
cia que tem na mechanica a determinacão dá velocidade num movimento' qual
quer. Estes dois elementos offerecem analogia em mais de um ponte.

, / ,

Fixando na curva tres pontos, correspondentes aos valores æ, .X + h e

X + 2 h de x,; unindo o prime�ro ponto com q segundo, e este com o terceiro

por meio de rectas ou cordas; e ffnalmente procurando o limite de � (sendo (j t
(jz

o angule agudo, que fazem enlre si aquellas linhas. e d' s o comprimento da
corda tirada entre os dois primeiros pontos), acharemos, como é facil de prevêr,

i

. d't da
hm. =-;

d' s d s

d'onde se 'conclue que, por meio da flexão, podemos ainda determinar com uma

aproximação indefinida, o angulo if t 'formado por duas cordas consecutivas.
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mas de

.

.

1
cos ti = t - 2 sen

2
- a
2

tira-se
1

2 sen"2 ti = V[2 - 2 cos aJ,

c por isso, attendendo ás formulas anteriores, acharemos

1 '

2 sen 2" a = V [(cos !X.'_ cos txt+ (ëos �'- cos �Y+ (cosy'--_cos rra]

Da formula precedente deduz-se

1
sen __: ti

_2 . _ti =, /l{�_'c_os!X.)�, {�_.CO_S�)2+ (�_.co_sY)"J,I �s V \ �s \/�s . �s
_fJ
2

. . . senla
a qual dá, tomando os limites, e attendendo a que é hm � = 1,

-

ie

I'
ti

_

d e
'

Vl-(d cos !X.)2 (d cos b)? (d cos

Y)2JIm-=-= - + -- +--
�s ds

_

ds ds \ ds (8)

Finalmente as formulas (6) dão

,dx_ d(dy)d1r-)d cos t1, \ d s. a - œ d cos � d s / b - y
-d-s-

=

-d-s-
=

7- , =z:
=

d s
=

-;1-'-'

(d z ,

d cos y
d ds) c - z

--=--'=--,
cl s �s n7.

. c



·
e por tanto (8) reduz-se a

ds ds
(9) .

d a 1
( to).ou

�==::-;:;:., :
.•

2.° Methodo. Suppondo t-:;=x na fórmula (9). o que não altera o

da
valor de -, vem

ds

t
, da [(d2s)2+(ds d2y_dy d's)"+(dsd2z_dzd2s)2]i
dS"= ds"

,

aonde por dy. dz, d'y, d'z, ds•...• se representam as derivadas res

pectivns d'aquellas quantidades" tomadas em ordem a æ.
_

E debaixo d'esta Iõrma, e sem novos calculos, se deixa �êr que o valor
da

de - será o mesmo para a curva proposta e para qualquer outra, que tenha
ds

com ella um contacto de segunda ordem, e, por tanto, para o seu circulo

I d-M
..

'

. da 1
.oscu a or.. as para este Já se VlU, em a nota anterior, que era -d=-.

s n

c, por consegujnte, para a curva, dada será tambem

da 1
-=-',
ds n

que.é a fórmula (10) já achada.

I
I



ALtendendo a esta relação en (9), acharemos .

ds ,

1�== [(d ( � )r+ (d ( �� )r+ (d ( �:)r]î
que é a ultima das fó�mulas (6).

No ponto de contacto o circulo osculador, que se procura, tem il

mesma tangente que il curva, e como o raio do circulo é perpendicular á

tangente, segue�se que será tambem normal ã curva (pag. 23, nota); e por
tanto o raio tirado para o ponto de contacto é a normal principal. As
equações d'aq uella linha serão pois as (14) da pago 27; e, para deter
minar os angulos que ella forma com os eixos coordenados, teremos as

fórmulas (15) do mesmo n."

d (
dx ) .

d (dy) d (�)ds ds . ds
cos (ex)==- R-' cos (b) =�' cos (1)=�-.

Et como por outro lado sabemos que é

à-x b-y c-=z
cos (ex) =--, cos (6)=--, COSI (y) =--t

-+-n ±n· -+-n

teremos finalmente

\

.

d (dx) d (dy). d (�:_) .

ds ds ·ds
a

.

æ -+- n2 --, b=y-+-n2 --, c=z-+-n2 --o

, ds. ds ds

o duplo signal, que se vë nestas fórmulas, provém, não da natureza
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do problema. -mas do processo, que se empregou para o resolver ; sendo
aliás facil de conhecer, que é o signÏJI + que se deve aproveitar,

-

F. n.O 31 8. Torsão d'uma curva. Se na fórmula (8) do numero anterior sup-
pozermos que a, b e 'Y representam os angulos, que o plano osculudor,

'

tirudo pelo ponte (x. y, z) da curva, fórma com os tres planos coordena
dos, aquella mesma fórmula dará a medida da torsõo da curva naquelle
ponto H,·

'

(*) Na curva proposta inscrevamos um polygono, cujos vertices successivos
designaremos por a, b, c, d •.... _ •.•....

Á medida que estes -vertices se forem aproximando enLre si, o polygono Len

derá para a curva" de modo que poderemos, com 'uma aproximação indefinida,
substituir a curva pelo polygono. O plano, que passa por Lres vertices consecu

tivos a, beo, é o osculador á curva no ponto a, isto é, póde aproximar-se
d'este plano tanto, quanto quizermos (n.o 6, 2." methode). Neste mesmo sentido,
o angulo agudo, que as duas cordas ab e be formam entre si, é o delerminado

pela flexão da curva no ponte a (pag. 32, nota); e o angule, formado por dois

planos osculadores consecutivos abc e bed, é o determinado pela torsão naquelle
mesmo ponto, ,

Posto -isto , façamos gyrar o plano bed (e com elle os elementos seguintes do
polygono, que lhe estão ligados) em torno de be, até que este plano coincida
corn o anterior abc; depois façamos mover o terceiro plano ede em volta de cd '

até coincidir com o precedente : e 'assim successivamente. D'este- modo, a CUrva

proposta ficará substituida por uma curva plana, cuja flexão, nos seus diversos

pontos, é egual á flexão da curva primitiva nos pontos correspondentes.
Na curva planificada façamos gyrar, no respectivo plano, a parte bede.....

em volta do ponte b. até que o elemento be fique em direitura com ab; proce
dendo assim com os elementos seguintes, a curva plana ficará transformada numa

linha .recta.
.

Vejamos agora a maneira do reverter d'esta para a curva primitiva.
Para isso dobraremos a recta pelo ponto b até que a parte bede ..... forme,

cO,m o elemento ab, um angulo egual ao que é determinarlo pela Ilexão no ponto
a da.curva proposta; em seguida a recta bede .... pelo ponto e até que os ele
mentos' be e ede ..... formem um angulo egual ao determinado pela flexão rela
tiva ao ponto b : e assim por deante.

Feito isto, suppondo fixos o elemento ab e o plano da curva precedente, fa
remos mover um plano conduzido pelos pontos b , c, d ..... em torno de' be (o
que corresponde physicamente a uma torsão d'este elemento) até que este plano
forme, com O' primeiro, um angule egual ao determinado pela torsão relativa ao

ponto a; depois fariamos gyrar 11m plano conduzido por c, d, e, .... em torno de
câ até que este plano forinasse com o anterior um angule egual ao que era des

ignado pela torsão correspondente ao ponto b : e assim successivamente.
Comprchende-se' assim a muita propriedade com que se empregam, na theoria



Na deterrninação d'este elemento podemos calcular separadamente d9
e ds. Começaremos por de.

'

Tractando da flexão achámos (n." 7, fórm. (10) e ultima de (5))

sendo

dz
cos r = --'---

V[dx2 + dy2 + -dz2]

e presentemente ternos
•

, X
cos a=V----' cos 6

X2+Y2+Z2

. .

,

e portanto passaremos da formula relativa á flexão 'para a correspondente
il torsão, mudando respectivamente na primeira dx, dy e dz em X, Y e Z.

das curvas, as denominações de ,IleIXão e torsão, bem como as de curvas enviesadas
ou torcidas para designar as curvas que não são planus.

Na passagem da linha recta para a curva plana, cada elemènto laI como be sof
, fre um primeiro desvio; e depois, na passagem para a curva primitiva, este mesmo

elemento é ainda desviado da posição precedente, com a qual fica formando um

.

certo angulo, e pos isso alguns auctores designam a {leIXão e a torsão por primeira
.

e segunda curvatura', e chamam curvas de dupla curvatura ás curvas enviesadas.
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.

Chama·ndo pois T, U e
�

V os resultados provenientes de fazer aquella
suhstituição em X, Ye Z, leremos pela formula (1)

f

da = _(T_2_+_U_2_+_V_2)_"
.\'2+ y2+ Z'2

Procuremos a expressão de T. Por ser

,

X = dyd2z - dzd2y,

leremos
•

T YdZ-ZdY (dzd2x-dxd2z) (dxd3y-dyd3x)

-(dxd2y-dyd'2x)(dzd3x-dxd3z),

,

De X passa ..se para' Y mudando dy e dz em dz e dæ, e, por tanto

passaremos de T para U mudando Y e Z em Z e X; e esta ultima mu

dança effectua-se mudando respectivamente

y - z

/em
. y z

Fazendo pois esta substituição 110 valor de I T, acharemos
. .

U= d Y [d æ ( d2 y dS z - rl2 z dS y) + d y -(d2 z �3 x - d2 æ d3 z) +

+ d z (d2 æ d3 y - d2 y da x) r= A d y ;

e similhantemente
I'

V= Adz.

,
r

.
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Será pois
t

(1'2 + ULI- V�)i= Ads"; e por conseguinte
. Ads

dO= X�+'Y2+ Z2
'

e finalmente
dj A

= torsão= o

ds X2+ y2 +Z2

9 Esphera osculatriz. A equação de uma esphera, em que são des- F. n.
o 132

conhecidas Il grandeza do raio 'e Il posição do centro, é
'

sendo a, b, c e n indeterminadas.
'

Coma 8' esphera ha de passaI' pela ponta (x, y, z) da superficie dada
%1= f (xJ YI)' temos esta primeira equação de condição

(x-at+(y�bt+ (z_c)2=n2 ....••..•.•..... ;. ... (1)
, .

E para que haja, neste mesmo ponte, um contacto de primeira ordem,
devemos tornar' os valores de P e Q, pertencentes á esphera, eguaes aos

de p e q relativos á superfieie ; e, por tanto, como aquelles são dados por

(a:-a) + (z -c) P=o, �y -b) + (z- c) 9 =0,

teremos

(œ-a)+(z-:-e)p=o, (y'-b)+ (z-c)q=O (2)

As espheras, cujos para metros a, b, c e n forem taes, que satisfaçam
ás equações (4) e (2), terão com Il superficie um contacto de primeira
ordem.

A equação (1) significa 'que Il esphera passa pelo parito (x, y, c ),
e as equações (2) mostram que o centro está sobre a normal á superfície,
conduzida por aquelle ponlo; e, por tanto, tirada esta normal, todas as es

pher�s, descriptas d'�m ponto qualquer d'esta linha como centro, com um



raio eguul á distancia d'este ao ponte (x, y, z), terão com a superficie um

contacto de primeira ordem.

,l)ara que o contacto fesse de segunda ordem, seria preciso, que se ve

rificassem ainda as relações

r=R, s=S, e t= 1', • o o o ••• o' 0 ... ·0,0 (3)

as q uaes j u notas a (I) e (2) prefazem o il u mero de seis, a que em geral
não é possível satisfazer, por serem só quatro os parametres, que entram

na equação da esphera. E por isso, geralmente Iallsndo, nem sempre é

possivel.determinar uma esphera, que tenha com uma superfície, em um

designado ponte, um contacto de segunda ordem (*).

F, n." í33 10 Sobre Il superfície dada trace-se uma curva qualquer, que passe
.pelo ponto (x, y, z).

As suas equações serão

y,=rp XI ••••••• o o o • •• (4);

e a distancia entre os pontos d'esta curva, determinados por x,=x + h,
e os correspondentes de qualquer das espheras já achadas, será

�� _!_[(r-R)+2(s-S)tn+ (t-T)m�]h2+{).,2

pondo m =
drp , e representando por (). a reunião dos termos, em que
dx

entra It com um expoente superior a 2. "

(.) Os pontos particulares de cada superficie, onde uma esphera pode ter um

contacto de segunda ordem, serão dados pela equação da superfície e pelas equa
ções (1), (2) e (3), nas quaes supporemos desconhecidos os parametres a, b, c e 11

e as coordenadas æ, y, e, z. Aquellas equações serão sufflcientes para determinar
lodas estas quantidades,.



...

Como ainda resta uma arbitraria, podemos dispor d'ella para tornar

(r-R) + 2 (5 - S) m + (t -1) m2= O;. ,............. (?)

e assim ficará completamente determinada uma esphera, que terá um. con

tacto de segunda ordem com aquella curva, e ainda com qualquer outra

traçada na superfície, e que seja osculadora da primeira, ou, que tenha
a mesma tangente H; o que pode exprimir-se mais concisamente dizendo,
que a esphera tem tim contacto de segunda ordem com a superfície na

direcção assignada por m (**).

Os valores a, b, c e n dados pelas equações (1). (2) e (5) são tombem
as coordenadas -do centro e o raio do circulo osculador de uma secção
feita na superfície por um plano tirade pela normal e pela tangente de

que se tracta.

Corn effeito o circulo osculador d'aquella secção tem o centro' sobre
a normal, e portanto será necessariamente o circulo maximo de algumas
das infinitas espheras, que têm com a superfície um contacto de primeira
ordem; demais a esphera, a que pertence este circulo, tem com a curva

mencionada um contacto de segunda ordem, e por tanto ba de verificer-se

para ella a relação (5).
Substituindo na equação (5) em logar de R, SeT os seus valores

tirados da equação da esphera, resulta

(z - c) (l' + 2 ms + ts�) + t + m2+ (p -1- qmt= o••••. '
•. (6).

(-) As equações da tangente á curva (4) são

J:r/-J: =p (a:,-x) + q (y,-y) , y,-Y =m (:I:/-a:);
por onde se vê que � condição, necessaria e sufficiente, para que outra curva tra

çada na superficie, e que passa por (a:, y, .::), tenha neste ponto a mesma tan

gente que a primeira, é ser o valor de m o mesmo para as duas curvas.

(h) Pelo ponto (a:, y, O) tiremos no plano dos x y uma recta, que forme com

o eixo dos iV um angule, cuja tangente seja egual a m, e quaesquer curvas que
tenham aquella recta por tangente no ponto dado. Se por estas curvas elevar

D)0s superficies cylindricas, cujas generatrizes sejam perpendiculares ao plano
dos æ y, resultarão da intersecção. d'estas com a superficie proposta outras tan

tas curvas, com todas 'as quacs terá um contacto de segunda ordem, no' ponto
, ($, y, z), a esphera precedentemenle dcterminada.



As equações (6,) e l2) dão as coordenadas do centro, e depois determina
se n por meio de (1) ; acharemos assim (*)

1-+ m2+ (p+qm)"
a = æ -- P

l' + 2 ms + tm
2.

t

1+ .m?+ (p + qm)2'b = y - q
r + 2 ms + tm'"

.......................... (7),J

"

V 1 + pZ+ q" [1+f1�2'+.(p + qmn ' ,

n=
l' + 2sm + tm�

.•.••.••••.•••• ,(8) •

,
,

• J

H As equações (7) determinam completanrente a grandeza e o signal das coor

denadasn, bec. Se tívessemos combinado as equações, d'onde provieram aquelles
valores', pelo processo seguido no n.

o 133 do Calc. Diff. de Fr., achariamos
,#.

•

.... (9);

nas quaes as coordenadas a, b e q participam da ambiguidade do signal prove
niente de n.

E para que estes valores concordem com os precedentes, como deve ser, mostra
\

, , n
a comparação de (7) e (9) que nestas ultimas expressões devemos dar a --�-

, 1/[1�p2_q2]'. ,,1--!-m'-+- (p-"--q.m)2 • ,,' .

"

o mesmo signal que tem , isto e� o ·mesmo signal que lem Ü'
r -+- :2 ms -" tm�

denominador d'esta ultima expressão, por ser o numerador 'uma quantidade es

n
sencíalmente positiva. Assim r+. 2ms-+- tm2 e

[ ]
devem ter constan-

,

_ II 1-.p'+q'
'temente o mesmo signal, e por isso, 'se, no calculo dos valores de a, b e c pelas
formulas (9)"convc'ncionarmos em dar sempre a n o signal positivo, deveremos
affectar V[i +p'+q2] do mesmo signal, que tiver r+2ms+tm'. Mas com esta

ultima hypothese...o valor de n obtido pela fórmula (8) sabe sempre positivo, e



A fórmula (8) determina 8 grandeza de n, e as equações (7) fixam as

coordenadas a, b, c do centro do circulo osculador, e mostram por con- ,

.

seguinte em que sentido é dirigida a curvatura da secção de que se tra
cta (*).

A inspecção de qualquer d'estas fórmulas (7) mostra, que as curva

turas de duas differentes secções são ambas dirigidas no mesmo sentido,.
ou em sentido contrario, ·confórme são os mesmos, ou différentes, os si

gnaes da expressão r + 2 sm + tm'\ calculada com os valores de m cor

respondentes a cada uma das secções, Ora é sabido que, fazendo cor

responder m seguidamente a todos os angulos 'desde zero até 180°, a ex

pressão r -} 2sm -t tm? conserva' constantemente o mesmo signal, se as

raizes da equação de 2.° grão r + 2 sm + tm2= O são imaginaries, isto é,
se 1'l- s'» O. Se as raizes são renes e eguaes, rt - s"= O, o signal de

r+2 sm+tm2 é ainda constante, mas ha um valor particular de m (o que
correspoóde á raiz), que torna nulla aquella expressão. Em fim, se as

raizes são renes e desiguaes, rt - S2 < O, chamando ex '<1 primeira das
raizes que se encontra (fazendo variar m como acima se disse) e b il se

gunda, a e,xpres�ão r + 2 sm + tm? COIISel'\'3 um signat constante' para
todos os valores de m desde m = O até' m = ex; para m = ri annulla-se

aquella expressão; depois muda de signal para os valores de m com pre-
,

I

por lanlo as duas condições precedentes, relativas aos signaes de n e de vl1+p' + g'].
podem resumir-se no seguinte «quando empregarmos as fórmulas (8) e (9), para
deterrninar as cordenadas a, b e c, deveremos em lodas elIas dar a 1"[ l+p'-fg2J
o mesmo signal que tiver r + 2 ms + tm' a ,

H Imaginemos tirados o plano tangente e a normal 'á superficie no ponto
(x, y, z): e supponhamos què, lendo applicado as fórmulas (7) e (8) a urna secção
correspondente a um valor particular de m, determinámos de que lado do plano
tangente estava collocado sobre a normal o centro de curvatura. Se depois ap
plicarmos as mesmas fórmulas a outra qualquer secção, o centro de curvatura

d'esta fiéará collocado do mesmo lado que o da primeira secção, ou' do lado

opposto, confórme r+2 sm + tm' tiver conservado ou mudado o signal. Por tanto,
se, no calculo do raio 11. pertencente á segunda secção. dermos a V[1-!-p2+g'] o

mesmo signal ,(positivo ou negativo) que se lhe .attribuio quando se calculou o

raio da primeira secção (o que é permitlido, visto que a fórmula (8) serve apenas
para determi'nar a grandeza, mas não a direcção do raio), o signal do n perten-,
cente áquella secção, será o mesmo que o do n correspondente á primeira, quando
r + 2 sm -t- tm2 conservar o mesmo signal; e différente no caso contrario,

D'este modo, urna vez fixada a direcção do raio n para uma secção designada,
a fórmula (8) é sufficiente para determinar a grandeza c direcção do raio de
cu rvaturn de outra secção qualquer,

_'



hendidos entre IX e b; em fim reduz-se novamente a zero para m'= b, e

recupera o signal primitivo para os valores seguintes de m.

Podemos/ pois concluir que; 1.0 Se for rl-s2 > O, as curvaturas de
todas os secções normaes correspondentes ao ponto, de que 'se trata, serão

dirigidas no mesmo sentido; é I) que acontece, por exemplo, em qualquer
ponto de um ellipsoide. 2.° Se for rt - S2 = O, as curvaturas serão

dirigidas no mesmo sentido, mas haverá uma secção, 'a que corresponde
urna curvatura nulla: dá-se este caso com as superficies conicas e cylin
dricas, e em geral com as superficies planificaveis. 3.° Se finalmente
for rt- s"< O (imaginando o plano tangente, tirade pelo ponto (x, y,z),
e traçadas nelle as tangentes correspondentes aos valores (,( e b do m, as

quaes encontrando-se naquelle ponto formam quatro angulos, eguaes dois
a dois como verticalmente oppostos, que designaremos respectivamente por &
e 180°,_ &)� serão dirigidas no mesmo sentido as curvaturas de todas as

secções feitas por planos que passam pela normal e por tangentes co'�
prehendidas no angulo e. Tombem o serão as curvaturas das secções cor

respondentes a tangentes comprehendidas em qualquer dos angulos 180°-&;
mas a curvatura d'estas ultimas será dirigida em sentido contrario ao das
primeiras, cornprehendidas no angulo e. Finalmente para as duas sec-

ções feitas por planos que passam pela normal e por, qualquer das tan

gentes que formam este angule, a curvatura será nulla. Neste caso o plaoo
tangente é no mesmo tempo secante no ponto de què se tracta, como

acontece, por exemplo, em qualquer dos pontos da ellipse de .gola no

hyperboloide de um só ramo.
'

...

_

F. n.? 134 11. Secções principaes. O raio n varia com m, e como a curvatura
das différentes secções normaes não pode augmentar ou diminuir indefi
nidamente, concebe-se que o valor de it será susceptivel de máximo e de
minimo.

d
.' e deri

dn
d

dn
Para os eterminar tormaremos a crivada

dm
o que ã

dm
=



e consecutivamente procururemos os valores renes de m, que tornam nulla
ou infinita esta derivada, isto é, que satisfazem o qualquer das seguintes
relações

N=O, M=O, N=oo ou M=oo.

Ás duas ultimas não satisfaz expressão alguma finita de m; e como

o hypothese de 'M = O torna infinito o valor de n, vê-se que·o determi
nação das secções norrnaes, a que podem pertencer valores mnximos ou

minimos, mas finitos, de n, fica I1penas dependente da equação lJ:1.= O.
Resta saber se as raizes d'esta equação são reaes, e, no caso affirma

tivo, se a cada uma d'estas corresponde effectivamente o valor de n, que
se procura.

Esta indngação faz-se com muita facilidade, por um meio indirecto,
empregando uma trnnsformação de coordenadas; por quanto 'd'este modo
a expressão de 11 toma uma forma muito simples, por meio dn qual, se

reconhece facilmente a existencia de um maximo e de um minimo; e :

como, segundo o que acima se disse, as unicas secções, li que podem cor

responder aquelles valores, são determinadas pela equação do segundo
gráo N ='0, as raizes d'esta equação serão reaes, e os valores de n, que
procuramos; serão determinados pela equação (8) do n.? anterior, sub
stitutndo successivamente nesta, em logar de m cada uma d'nquellas raizes.

Indiquemos como' se faz 8 trnnsforrnação,
Tomando para plano dos x yo tangente á superficie no ponto (x, y, z),

e este ponto para origem das coordenadas, II equação da superfície, -que
era primitivamente z = f(x, y), ficará transforrnnda em z = F (x, '!J);
mas á equação assim -mudada convirão ainda as formulas precedentemente
achadas, nas quaes, todavia, as quantidades æ, y, z, p, q, ... terão valores
nurnericos differentes dos primitivos.

Assim-na hypothese actual teremos x=y=z=p=q=O; il r,e

loção N= O transforma-se em
/

�m�+(1·-t)m-s=o, (1)

e a expressão de n fica reduzida a

t + m2
n=----- � (2)r+2ms+tm"

..

.....
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I

dando ao numerador um signal unico pelas razões expostas em a nota
da pago 43.

As raizes m' e m" de (t) são renes; e como é m'm"+ 1 = O, con;'

clue-se que as duas tangentes. determinadas por aquella equação, são per
pendiculares uma á outra. Isto posto, oorno aquellas 'duas linhas existem
no pia no ta ngen te, que agora coi ncide com o pia l,l0 dos æ y" poderemos
sempre tornar uma d'aquellas tangentes para eixo dos æ, e a outra para
eixo dos y; com este systema de coordenadas, uma das raizes de (1) de
verá ser nulla e noutra infinita (*), e como a -sornma das duas é egual
at.::.!:, este coefficiente será tambem in'finito, e por conseguinte 5=0.

s
. ,

Neste mesmo systema a formula (2) flcará reduzida a

t + m'l
"n= --2; " (3)

r+tm

,
,

" e, se chamarmos � o angulo; què a tangente, determinada por m, forma
'

com o eixo dos æ, teremos ainda

1
n= •

r cos
2

<p + t sen" <p

por meio da qual obteremos, com muita facilidade, a grandeza do raio n

pertencente a qualquer secção normal determinada por tp.
Designando por N' e Nil os raios das secções normaes, cujas tangentes

coincidem respectivamente com os eixos dos æ e dos y, teremos pela forma
anterior

j 1 t 1
N'= _. e N"= - ou 1'=-et=-·-'

r 't ' Nt NI".

(*) Para que (1) se reduzisse a uma identidade; era necessario que fosse r-t=o,
e também s=O, e por conseguinte ainda teria logar a formula (3),' Demais como

esta formula se obtinha, neste caso, sem ser preciso fixar a direcção dos eixos dos
a; e dos y, segue-se que. ella substituirá tomando para .estes eixos quaesquer duas
linhas perpendicularcs entre si, tiradas pela origem das coordenadas no plano tan

gente.



e, substituindo estes valores naquella formulo, acharemos finalmente

D'esta formula deduzem-se as seguintes consequencios.
L° A somma algebrica das curvaturas de duas quaesquer secções nor

maes, que formam entre si um angule de 90°, é constante.

Seja n' o raio de curvatura de uma secção normal, cuja tangente ti
rada pela 'origem das coordenadas, forma com o eixo dos x um angulo a,

e n' o da secção normal que lhe é perpendicular, e cuja tangente' forma,
por conseguinte, com aquelle eixo o angulo 90°+ (lC. A pplicando a estas
duas secções a formula (3), virá '

e por ta nto'
1 1 1 1
-+-=-+
'n' nil N' .N(I

2.° Se N' e Nil são ambos do mesmo signal, qualquer raio ntem
ainda o mesmo signal, e por conseguinte as curvaturas são todas dirigi
das no mesmo sentido. Alem d'isse o maior dos dois raios N' e Nil é
maximo absoluto, e o' menor é minimo.

'

Seja N' > Nil; da formula (3) tira-se
N'

, 2
lV'

2-

-;:;-
= cos IP +

N'
sen <p

Nil' N"
-:- sen" cp +

Nf
cos" cp;

'n

N�
.

isto ser
Nil

> 1, será lambem N' > n e N" 'S n.



3.0 Sendo N'=N", é tambem n=N'=N". Neste caso as curva.

turas das différentes secções normaes são todas eguaes e dirigidas no

mesmo sentido. . ,

4.° Se N' e Nil são de signees contrarios, tornando explicite o signal
de Nil em (3), vêm

'

1 cos?t senzcp
n'=JVI-Nii

e por esta fórmula se reconhece: que para op = O, é n = N'; e que á
medida que <p augmenta, o raio n decresce conservando-se todavia po-

cos\p senzcp . / N"
sitive, lité ser -wr- -;_y;I=O, ou tg.1!( =y�. Para este

angulo cp o raio n sahe infinito; e depois, continuando <f II crescer, n tor

na-se negativo, e numericamente decrescente, até ser <p=90°, o,que dá
n=N". Para <p> 90°, ou cp=90° +�, o raio n reassume os valores já
achados e correspondentes a cp=900::_a. (Veja-�e o n." anterior pago 44).

Neste caso, N' e o menor dos raios positivos, e Nil o minimo (nu
merico) ou antes o maximo (algebrico) dos negativos.

,O que .fica dito ,1l0S casos 2.°, 3.° e 4.° com referencia ao maximo e

ao minimo, póde resumir-se assim. «Se num ponto de uma superfície a

curvatura não é constante na direcção das differentes secções norrnaes,
ha sempre duas, e só duas, d'estas secções, cujos planos são perpendicu
lares entre si, na direcção das quaes é respectivamente maxima e minima'

I
a curvatura da superficie.» .

,

Para determinar estas secções ou os seus raios de curvatura, forma
remos a equação N= O: se esta se reduzir a uma identidade 'a curva

tura da superficie será uniforme no ponte designado (*); aliás aquella equa
ção lerá duas raizes reacs, e, substituindo-as successivamente na fórmula

(8) do numero anterior, acharemos os valores de n correspondentes
àquéllas duas secções.

F. n," 135 12. Dissemos il pago 41 q,ue os .elementos, determinados pelas fór-
mulas (1) e (2) do n." 9, e (5) do n." (10) eram as coordenadas do centro

(*) Quando a curvatura da superficie fôr constante na direcção das differen-

,dn
'N Etes secções normaes, sera ainda

dm
� O, e por conseguinte = O. como estas

relações hão de subsistir para qualquer valor. de m,



e o raio d� uma e.sphera, q�e tinha um conta�to de segunda ordem com
}

a superfície, na direcçãozassignada por m, e ainda na de qualquer outrax'£ �,,""4 --

curva, a que correspondesse a mesma tangente.
/

Isto posto, e tendo traçado na superficie uma. d'estas curvas, suppo-
nhamos que se pretende determinar o seu raio de curvatura.

Imaginemos tirado o plano osculador da curva, que será o seu pro
prio plano, no caso d'esta não ser enviesada; e representemos por (Il o

angule, que este plano fórma com o normal que passa pela mesma tan

gente.
Como a curva tem um contacto de segunda ordem com a -esphera e

com aquelle plano, segue-se pelo theorema 2.° do n." 1, que terá tam
bem um contacto da mesma ordem com o circulo (menor) résultante da
intersecção d'estas duas superficies. Este circulo será, por tanto, o oscu

Indor da curva, e, chamando n' o seu raio, teremos pelá resolução d'um

triangulo rectilineo
n'=n COS(ll;

na qual se comprehende o theorema de Meusnier.

FIM.
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EXPOSIÇÃO SUCCINT A

DOS

PRINCIPIOS FUNDAUENTAES

DO

CAl�CULO DAS VARIAÇOES
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,

II restait donc à trouver la manière de plier le
calcul dífferentiel à ce genre de prohlemes qui sont

essentiellement de son ressort, et de les resoudre
sans s'ecarter de la marche simple et uniforme de
ce calcul. ----, (LAGRANGE - Leçons sur le calcul des

fonctions, pag, 35 du appendice),

I

' •.... mais rien n'est plus propre que Ia con

sideration des mouvements d'um systeme matériel
à faire nellement concevoir la coexistence de plu.
sieurs modes distincts 'de variabilité. (COURNOT.-
Traité èlèmentaire de la thèorie des fonctions. deu
xième edition, T. 2", pag. 107) •
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PRINCIPIOS FUNDAMENTAES

DO

CALCIJLO DAS VARIAÇÕES
----�o�---

1. Se pertendessemos determinar analyticamente o comprimento da
linha Illois curta das qu,e se podem tirar entre dous pontos sobre um

plano; como o comprimento de qualquer d'estas linhas é representado por

jX2V 1 + y'A. dx,
X1

consistiria a difficuldade em achar a relação y = {x, que tornn minimo
o integral precedente.

E se os pontos extremos, em vez 'de serem dados, estivessem apenas
subjeitos á condição de pertencerem respectivamente a duas curvas dadas,
seria preciso, pata a completa resolução do problema, não só assignor
aquella funcção mas ainda determinar as abscissas X1 e X2 d'aquelles
pontos.

Da mesma sorte, querendo achar o curva plana, da qual o arco, com

prehendido entre dous pontos dados, gera, por sua revolução em volta
do eixo dos æ, a menor area, teremos que deter-minor a relação y = [æ,
que torna minima a expressão
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A resolução d'estas e d'outras questões analogue pertence ao 'calculo das
variações.

2. Para resolver esta espécie Je problemas consideraremos como co

nhecida a Iórrna da curva procurnda; supporemos depois que todos os

seus pontos se movem de um modo arbitrar io, mas permiuido pelas, con

dições da questão, para formar uma nova curva (variada); e por ultimo
exprimiremos que a mudança, que d'ahi resulta para o integral. deve
ser constantemente negativa no caso de maximo, e positiva no de minimo.

, O que passamos a desinvolver,

3. Seja y = [æ a equação da curva procurada, que tractaremus como

se já fusse deterrninadu. Como suppomos que todos os pontos d'esta
curva mudam de posição com um movimento, continuamente varinvel
d'um para outro; o ponto, determinado pela abscissa æ nnquelln curva,
terá por coordenadas no fim do tempo t (contado de qualquer origem,
que supporemos correspondente ó curva y = fx)

as quaes, para t=O, hão de transformar-,seemx,=x, s=s=I« (*)( ..).

(*) Tnes são as unicas condições, a que por em quanto ficam subjeitas as fun

cções designadas por cp e �.
(•. ) Considerando t como exprimindo o tempo contado de uma origem, que

fixámos, tivemos unicamente 'em vista tornar menos abslracta a theor-ia que ex

pomos: e ludo que dizemos ueste sentido, subsiste egualmente olhando t cornu

um pnrarnetro arbitra riu, sem que seja preciso attribuir-Ihe aquella sig niûcação :

por quanto é facil mostrar que. quaesqur r que sejam as Iórrnas e posições da

curva variada, será semprepossivel achar duas Iuncções œ,= cp (œ, t), e Y,= 0/ (œ. t),
que para um mesmo valor altribuido a t transforrnem os valores de æ e y, per
tencentes á curva primitiva, nos correspondentes de qualquer das variadas.

O que ,melhor se entenderá pelo que vamos dizer.
Sejam AB a curva primitiva, que suppomos limitada nos pontos A e B, e A'B',

A,IB", ... outras tantas curvas que chamaremos variadas. ab représenta a pro
jecção da primeira curva sobre o eixo dos œ, e a mesma signifícação tem a'b' a

respeito ele A'H', etc, ele.'
-

Posto isto imaginemos que dividia mos ab em Um numero indeflnidnmente
crescente de parles cguaes , e l'Ill outras tantas a'b', a"b,I ... ; e pelos pontos de
divisão elevemos perpendiculares, que irão determiner em cada curva o mesmo
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Eliminando x entre as duas equações (1). obterinrnos uma relação ,entr�
XI' YI e o paramelro I. II qual representuria II equação da .curva na posição
que lhe correspondia naquelle tempo. e que se tornaria em y = [æ para
t=û (*).

numero de pontos: chamaremos correspondentes �as differentes curvas os pontés
que' correspondem ás mesmas divisões:

Em seguida tracemos uma curva limitada � = F (a). cujas ordenatas � sejam
respectivamente eguaes aos valores de æ da curva primitiva desde A até 8; sobre
cada uma d'aquellas ordenadas tomemos comprimentos eguaes ás abscissas cor

respondentes da segunda curva A' B'. o que dará urna nova curva � = FI (,,); e I

assim a respeito da terceira, quarta. etc.

Tracta-se de fazer ver que é sempre passivei achar uma funcção geral � = ",(a. ').
que para um dado valor t. de t 'produza a curva � = Fe., para o valor ti' a se

gunda curva B = F
I (ct), para t. a terceira, e assim por diante.

E com effeito escrevamos

designando 1õ (ct), 1õ1 (ct) •.• funcções arbitrarias de ct, e sendo o numero d'estas

funcções pelo menos egual ao das curvas F. F" F""
Attrihuindo à t o valor t. a Iuncção anterior deverá reduzir-se a F (ct). e por

tanto será

E do mesmo modo obteríamos

."••••••••••••••••••••••••••••••••• 0 •••••••

De!erminando pois por meio das relações (a), (a'), (a") .••• outras tantas fun.
cções 1õ, ni' "'z .... e substituindo-as em. (A) acharemos assim a funcção � = '" (ct, t),
na qual pode ainda entrar qualquer numero de funcções arhitrarias, se o numero

d'estas funcções, que entrava em (A) fur superior ao das relações (a), (a'l, (a'), ..

Fica assim conllrmada a esistencia da funcçâo 'P com as propriedades que lhe

suppozemos : e o mesmo se pode dizer a respeito de $.
Veja-se tambem f) n.· 141 das, Reflexions sur la métaphysiqne du calcul infinite

simal, por M. Cournot. 2: ou 3. edição.
(*) Vê-se d'este modo que as hypotheses, que fizemos, equi.valem a considerar

a curva procurada como intersecção de uma superficie, cujas coordenadas sâo

æ, yet. com o plano dos xy É evidente que por qualquer curva se pode fazer

passar uma infinidade de superficies différentes, o que explica, ncste sentido,
ser arbitraria a funcção To do n .? 6. ,
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Mudando l �m t + M, 'as equações (I) dão

d'onde se lira

.

dcp d2q> 2 d� d2� 2 (9)ÃX,=- /It+-d,.flt + ... , t:.y,=-M+-d,. i\l +.,' "".

de t dt t

,

quc representamas mudanças de xI e de y, durante o tempo M,
Os primeiros termos dos segundos men. bros de (2) chamam-se respe

ctivamehte variações de ,X, e de YI' e desiguarn-se por �X, e ,îy"
Por analugia representarernos tambem fll por ill; e assim teremos

e por tanto

.

(dq» (dJ» (d�) (d�)�x= - �t = _.: I" �y= - �t= - t,
dt ,dt dt, dl

O O O O

4. O calculo das variações dos inlegraes funda-se em alguns principies
analyticos, que passamos a demonstrar,

a) Sabemos que é�dx,=d8x" �dYI=diJYI; e por tanto, pondo t=O,
será lambem

De mais, na curva a que correspondem XI e YI como coordenadas correntes,
�emos quI' y/ é fllrção de XI" e corno xl.é funcção de X e cie t, y: será
tombem funcção d'estas duas quantidades; e por "conseguinte teremos
ainda iJdy'= d�yl, E assim p,or diante. ..'



b) Sendo V = F (x, y, yi, yI! ... ). aonde F represents limo funcç,ùo
deterrninada, teremos, mudando t em t + �t. e pondo depois t = O,

(o que significa que as variações se obtem pelo mesmo methode que as

differencioes).
c) E lambem �dV= d�V.
d) �_/u =fgU. Représente-se /U por V; será

fU ' V, logo U av e �U=�dV ou �U =d�V

e por tanto

5. Seja (X2Vdx (sendo V fucção de x, y, y', y" ... ) o integral, queJ Xl

pertendemos tornar maximo ou minimo. Suppornos que. pelas condições
do problema. as extremidades da curva que cor responde ao maximo ou

ao minimo são subjeitas o estarem respeotivarnente sobre duas curvos pla
nas, que repr esentarernos por (A) e (Il). (ab) designa aquella curvo; e

suppomos que adoptamos Pill''' cp et funcções Illes, que a curva (ab), va

riando, p/ls�a por duas posições consecutivas, numa das quaes II designa- ,

mos por (a'b'). e na outra por (a' b").
Suppouharnos por um momento que (alb'), correspondente 110 tempo

t, representn a curvo de maximo ou de minimo. Tirando da equação d'esta
curva os valores de yI' y,', y," ... expressos em XI e t para os substituir
em V, e formando o integral indefinido, este poderá ser representado por

E d'''9ui se tira
.

-
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Mudando na' expressão precedente l em t ï 8l, obteremos a corrcspoll
denté á curva variada (alib") H

.representnndo por w, a reunião dos termos de ordem superior á primeira
-ern relação a 8t.

A formula (4) reprcsenta a integral /V"dx"=le,,. relativo á curva,

(a"b"), expresso no integral I., pertencente á curva anterior (a'bl). Fa-'
zendo nesta formula t = O. obteremos este ultimo, expresso no integral
k relativo a (ab),

D'onde se conclue, empregando a theoria jïî conheeida, dos maximos e

minimos (Francoeur. T. 4.0 n." 80)
.

�"X'2
>

8k = O, isto é 8 Vdx= O.

Xi

,(). Achámos em-o numero anterior, como condição commurn ao ma-

. xirno e ao minimo, 8 (X2Vdx = O: desinvolvamos esta condição.
J X1

(*) �e mudarmos na formula (3) t em t + n, obteremos o integral indefinido

1\'la5 é

c por tanto seré



POlido J'Vdx = U, teremos

1,x2 ( )2 ( ')2 j.x2� Vdx=�U -�U = �U = �fVdx = �(Vdx)=
x1 2 1

"
1 ,1 Xl

e por tante

1,x
'\2

�x� 2VdX=(V�X) -+- \dx.�V-dV .�x] ..... (5).
x1 1 L X1

Temos lamhem

�V=X�x + Y�y +y{ll�y'+ y(2)�y" + ...

dV= Xdx + ydy + Y(lldy'+ y(2ldy"+ ..

dV dV av
representando por X, V, Y(1) .. : os coefficientes differenciaes �d ' -d ' -d, ....

x y y

e por conseguinte

dx�V -dVóx
. Ydx(õy-y'6X) + V(1ldx

(�Y'-y"�X)! (6).
+ Y(2)dx (6Y"-Y"!�x) + .

As differentes variações 8x, 6Y, õy' .... não são completamente inde-
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,

pen�\entes, mas acham-se .ligadas entre si por meio de relações, que va

mos fazer conhecer H. Eliminando X entre as duas equações (1), acha
remos

e d'aqui resulta
y,= � (XI' t).

d",
to.

d", d",

�YI=d-ox'+-d �t, ou �YI-y/�xl=-�t=wl······.·.(a);
x,. t dt

d",
e porque é sl= dæ'

será tambem
,

e da mesma sorte

Pondo t=O em '(a). (a'). (ali) ... vem ( •• )

H II est clair qu'on ne peut assigner la fonction y = [æ dans J'étendue de

l'Intégrale, sans déterminer par cela'même les fonctions dérivées fx. f 'at, etc.,
ni faire varier cette fonction sans que toutes les dérivées éprouvent des varia
tions correspondantes. La variation de J'intégrale est donc déterminée imp licite
ment par la seule variation de Ia fonction y; et toute Ia difficulté. du problème
consiste à mellre en évidence, à rendre explicites les liaisons de la variation de

y aux variations subordonnées de ses dérivées. (COURNOT. Theorie des (onctions.
deuxième edition; T. 2.° pago 107).

( •. ) A respeito da signiûca çâo de (d veja-se a nola a pago 555 do Tratado ele
mentar do calcula diffe?'encial e integral, por Lacroix, 4.' edição; e neste folheto
a nola final, aond,e aquella mesma quantidade é representada por �}y.

"
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Por meio das relações precedentes, e attendendo (6), a formula (5)
transforma-se em

� (X2 ()2 (X2[ d

-

d? JJ X1

Vdx= ,V�x 1+) x1

Yoo+ y(1) d: + y(2) dx� +.... dx.

Integremos por parles cada um dos termos do segundo membro d'esta ,

ultima expressão (*); teremos

jYoodx=jYoodx,

f doo f' fdY(1)y(1) - âæ = Y(1Jdoo = y(1)oo - 00 -- dæ,
dx' dx,

f d'oo f doo doo fd(!) dY(2)
y(2)-ax= y(2)d_=y(2) __ ---dx=

dx>', dx dx dx dx

"doo dy(2) f dZY('.!)
=Y(�)----oo+ oo---dx,

,dx dx , dx>'

.

f d'oo d"oo dy(3) doo d2y(3) f d3y(3)
y(3J_dx=y(3)_,---+--00- 00--,dai',

dæ' dx'}. dx dx dx" da"

. , .

(:) O processo do calculo fará ver,_ que se devem desembaraçar; tanto quanto é

passivei, os termos_que contém d�a:. (Fr. T. 4.° pago 287, 2.' ediç. de Coimbra).



Será pois

[f.' ])2dZw .

, dY(") .

+
dxz

y(.3i -
dx .� _.

/ 1

. . . .. � . . .. .............,. ... '. . . . . . . . .

( )� lX2[ dy(t} d2y('2} dly(3} ]+ V�X + y---+----a-+ ..... edæ,
X

dx dx'J. dx
t 1 _

'

• dro dZw
Finalmente, restituinrlo na expressão precedente por w, dx' dx?","

os

seus valores tir�rlos de (b), acharemos um resultado, que se poderá apre
sentar debaixo da seguinte fôrma

1..
'2

X2 (O) (I) (n-i) (n-t)
� Vdx. [�2dx+n �y +.n �y'+ ... + il �y ]., Xt t

+lX2 [ dY(t} d2Y(2) daY(3) dny(n)]. Y---+----- . +-- wdx,
âæ dx'" dx3

••••• -

âæ»
Xl
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sendo n o numero que indica a ordem da derivada mais elevada que
entra em V.

7. Se representurmos por (X2uwdx ° �ntegral definido, que entra no

J Xt

segundo membro da ultima expressão do numero anterior, e por L a

totalidade dos outros termos, a condição do maximo ou minimo ficará

expressa por

,

f.X2L + uwdx= O, .. , , , .. ,(7)
._ Xl

u qual deve ter logar para todas as variações da curya procurada; o que
sómente pode acontecer sendo L = O, e 'u = O.

Com effeito, dêmos a Xt, Yt, y't, y"t .•• �Xt, �Yi, �Y't .•• :r2, Y2, Y/2'" �X2,
8Y2 ... valores determinadus e permittidos pelas condições do problema; é
evidente que podemos, conservando constantes aquelles valores, attribuir
diflerentes expressões á quantidade w. Supponhamos pois que attribuimos
successivamente a esta quantidade expressões tues, que para cada valor
de æ as quantidades u e w tenham primeiramente o mesmo signal e de

pois signaes contrarios em toda I) extensão, do integral. Em ambos os

casos a quantidade L conserva-se constante por hypothese, mas o integral
apresenta signaes contrarios: por tanto, ,a equação (7) sómente pode

iX2
'

,

subsistir sendo N = O, e uwdx =0 H. E por que, segundo ha pouco
. Xl.

dissemos, a quantidade w pode ser tal que para cada valor de x tenha

•

constantemente o mesmo signal ou signal.contrario ao corespo�denle de 'U,

(.) Podíamos concluir ainda mais simplesmente a egualdade a zero da expressão

fX.uwdx; suppoodo que 'os val�res de x, y. y'. y".", relativos aos limites,
x,

eram os mesmos na curva primitiva e na variada; por quanto neste caso seria
•

Ila::,
.I

evidentemente L == O, e por conseguinte tambem j
-

uwdx = O .

• x,

, ,
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e a semma de quantidades. todas positivas, ou todas negati-vas, não po
deria ser nulla, será tombem u = O.

Assim a equação (7) do maximo ou minimo résolve-os nas duas

L=O, u=O.

Esta ultima é a equação differencial da curva procurada. Integrnndo-a
obteremos a equação finita da me-ma curva F (x: y, ab a2 ••• a2n)=O, na

qual entram 2n constantes. cujos valores serão determinados de modo que
satisfaçam á ,relação L = O. O que melhor se verá no seguinte numero.

8. A equação L = O pode escrever-se

\

(O) (1) (n-1) (n-1)
0. �x +U �y +0. �y' +..... +0. �y
222222 22

( (O). (1) (n-1) (n-1»)- 0. �x + 0. �y +0. �y' + ..... +D. �y =0.
111111' 11

na qual entram 2n + 2 variações �X2, �Y2, �Y'2 .•.. �X1t �Yt. �Y't ....

(Ol (O)
e outros tantos coefficientes D.2. D2 •••. Dt, !�1 ....

Supponharnós agora que peius condições cio problema existem m rela

ções entre as variaveis x, y, y'.... y(n-1) relativas 1I0S dous limites. Por.
meio d'estas relações eliminaremos de L = O as variações d'outras tantas

d'aquellas quantidades. -o que reduzirá o seu numero de\2n + 2 a

2n -+- 2 - m. E por que estas variações ficam agora 'absolutamente inde

pendentes, a equação L = O não poderá subsistir -se não 'sendo. respecti
vamente nullos os coefficientes das mesmas variações,

Teremos assim 2n + 2 - m equações, a que é necessario satisfazer

para que tenham logar' as condições do maximo ou minimo; e junctando
aquellas ás m ,relações que as condições do problema estabelecem 'entre
as mesmas variaveis relativas aos limites, obteremos o numero total2n+2

,
'
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de relações, a que teremos de satisfazer para a completa resolução do pro
blema. Para isso, tiraremos do integral de u=O os valores de Yi, Yt',
YI'" •.• expressos em Xl e nas 2n constantes arbitrarias ah a2 ••• a2'l;
e os de Y2, Y'2' y"2 ••• expressos nas mesmas constantes e em X2; e sub
stituindo-os naquellas 2n + 2 equações, obteremos por meio d'estas os

valores de Xl, X2 e das 2n constantes arbitrarias; o que resolve comple- .

tamente o problema (vid. n." 1).

9. Appliquemos agora 8 theoria precedente ao primeiro exemplo, de

que se falIa em o n." 1.
,---

Neste caso é V=V1 +y,2; e por tanto

,

I

�V= _Y__ �Y'.
Vj +y''J.

Comparando esta expressão com a de �V dada a pago f1, acharemos

yiy(t)= ,e y=y(2)= .•• =0:
Vi +y,2

dY(t) .

com estes valores a equação u = O (vid. n." 6 e 7) reduz-se a
(l;"" =0,

I

ou
y

constante.

�1 +s"
Resolvendo esta ultima em ordem a y\ virá

y'=a,

e por meio da integração acharemos finalmente

y=ax+a';

sendo a e a'duas constantes arbitrarias.

A,té aqui temos abstrahido das condições relativas aos limites, as quaes,
como é sabido, não influem na natureza da curva; e somente nos valores
das constantes arbitrarias introduzidas pela integração.

2
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Veremos agora o modo de determiner estas constantes, para o que
servirá a equação relativa nos limites, que neste caso é

(Y'(�y
_ y'(�X) __

"'-)'
2

(�X
+

y/�y)\
2

V--- +�xV1+y =

V
=0.

, 1 + yr� 1
1 + y'']. 1

Posto isto, distinguiremos diversos casos:

1.° Os pontos extremos são fixos. Neste caso

são as 2n + 2 equações, de que se ralla em o n." S.
As duas ultimas determinam os valores de X1 e X2; e substituindo nas

duas pri��iras por YI e Y2 as suas expressões tiradas da equação da
curva, VIrIa

que serviriam para deterrninar a e a'.-
2.° A recta deve terminar d'um e d'outro lado em duas ordenadas,

tiradas respectivamente ás distancias Xl = C1 e X2 = C2.
Temos pois

o que dá

A equação relativa nos limites torna-se neste coso em

( �)2_Vi ,�-O,
.

-1-- Y 1

a qual se resolve nas duas

(yI) (I y' )Vt '2
=0,

V-i-12 =0 ....... (l).
+� 12 +y I

.

,
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Tirando da 'equação da recta os valores de y'1 e de 1/'2, e substituin
dó-os na precedente, virá

_a__ =o, d'onde se tira a=Oj
V1 +a2

o ,que mostra que a recta é parallela ao eixo dos æ,

Como as duas equações (I) não são distinctas, pois equivalem a uma

só a = 0, (k) e (l) fórmam apenas 2n + t equações, em legar de 2n + 2

(vej. n." 8) de que cateciarnos.; e por tanto o problema é indeterminado.
E de facto, todas as rectas tiradas parallelamente ao eixo dos x satisfa
zem á questão,

3.° Caso. Uma das extremidades é um ponto fixo, devendo a outra
,

estar collocada sobre uma ordenada tambem fixa. As conclusões são as

mesmas do numero antecedente com referencia á direcção da recta, mas,
o problema fica determinado.

4.° Caso. A recta é subjeita á condição de ter as suas extremidades
collocadas respectivamente sobre duas curvas, cujas equações são

Como os dous limites são completamente independentes, poderemos
tractar de cada um d' elles em separado.

Das 'equações relativas ao segundo resulta

,

Ora a equação relativa a este segundo limite é

('�X+ yI�y) _ . \

Vi 12 -O,
+y 2

e por tanto, eliminando �Y2 por, meio da penultima equação e egua
lando a zero o coefficiente re�ultante de �X2, virá

o que mostra que a recta é normal á segunda curva limite.
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A mesma conclusão se tira com referencia ó primeira.
Os valores das constantes e os de Xi e x2 serão determinados pela equação

(m); por outra, analoga á precedente e relativa ao primeiro limite; e

pelas equações das duas curvas dadas (*).
'

10. Os principies anteriores referem-se aos problemas do maximo e

_

minimo absolùto; Tractaremos agora da questão do maximo e minimo re

lativo. Dá-se este caso quando se pretende achar a funcção y = fa; e os
,

:j'X2respectivos limites, que tornam maximo ou minimo o integral 'Vdæ,
,

1,X2
Xi '

com a condição de que um outro integral Udx d�pelldente d'aquella
Xi

funcção, tomado entre os mesmos limites, subjeitos ás mesmas condições,
tenha um valor designado.

Assim, para achar a curva de comprimento dado, quel passa por deus

pontos, e que intercepta entre, as ordenadas tiradas por estes pontos e

],0e�o dos X a ar�a maxima; teremos de

tOffnarx:aximo o integral

ydx, satisfazendo ao mesmo tempo á equação V 1 -I- y,2. dx = À,
Xi X1

aonde À designa o comprimento dado da curva.

Formando a variação de (X2UdX, acharemos (n. o 7)J Xl

H De proposito escolhemos um exemplo tão simples e de cuja solução já
conhecíamos as diversas circumstancias, para mostrarmos a exactidão com que
o calculo as reproduz.
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pomos que æ e y se mudam respectivamente em

XI = cp (x, t) = æ + (drp) t + fl-," dt o

l.W2Sendo assim, e querendo que o integral Udx conserve o valor pri-
- Xl

l.X2mitivo, que suppomos conhecido, é evidente que deverá ser � Udx=O,
X1

-1X2'
,

1+ u(�y-y'�x)dx=O ..... (A).
Xl ,

isto é

E reciprocamente, se os valores de �y e �X satisfi�erem a esta relação,
Il mudança da Iuncção e dos limites poderá fazer-se sem que por isso

lX2 iX2mude o valor de Udx. Com effeito, representando por � Vdx a

� �
'mudança completa do integral, Il qual provém da mudança tambem com-

pleta de æ para XI' e de y para Y" poderemos escrever

X2

J.X2� Udx=� Udx+'Y(fI-,v),
X1 X1

ou

-
.

.

l.X2"isto suppormos �
/

Vdx = O..E como as funcções V. e 'J são inde-
.

X1

terminadas, concebe-se que poderemos subjeital-as á condição de �ornarem



If ((1., \/) = O, o que daria

èi (X2Udx= O.
J Xl

Assim, a equação (A) exprime a c�ndição unica a que tem de satis
fazer as variações de primeira ordem �y e sæ. ou antes a quantidade w,

que d'elles depende. para que a mudança dós limites do integral, e a da
.

l.X2funcção se effeituem selJ.l que o integral Udx mude de valor.
,

Xl
Podemos pois considerar (A) como uma equação de condição a que

deve de satisfazer a quantidade w, que entra no segundo membro da se-

guinte relação '

/

X2

fX2� Vdæ == L + vwtlœ = O (B) ;

X1 X1

ft qual quantidadë deixa ror isso de set -absolutamente arbitraria, contra
o que se tinha supposto em o n." 7.

Sendo assim, procuraremos introduzir na equação (B) a condição ex

pressa por (A). Paro o qUe poderá satvlt o artificio de a nalyse seguido
por Cauèhy.

Pondo t: urodx == � (it) ....•. (C),
Xl '

é evidente que será 'Ii (Xt)=Ó; e a equação (A) transforma-se em

l+'Ii (X2) =0.

Assim "(Xl) = O, n (X2) + 1 = O (A')

são as unicas condições a que fica subjeita a Iuncção ", mas" (x) é com

pletamente arbitraria entre Xl e X2.
De (C) tira-se

'Ii' (x)
Uw = ,,' (x), ou w =--;

.

u
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e substituindo esta ultima expressão em (11), resulta

� (X2Vdx= L + (X\:) 7':'(.'�) dx=Q.:J X1 � X1

A fim de introduzir em logar de �' (x) a sua primitiva 7t' (x), cujas con

dições já são perfeitamente conhecidas, empregaremos a integração por
,

partes no segundo membro d'aquella relação, o que dará, attendendo
Il (A'),

�r:'2Vdæ=L+(> (�)X -f:'2�(X) ( :)' dæ

=L-l( : ),-1:'$ (x) ( :)'dx=O.

Como � (x) é completamente arbitrário, concluiremos, como em o
I

n.07, que a equação se partirá em duas: a primeira é(:) =0, ou

v + au = 0, sendo Cl uma constante arbitraria; e a segunda será por
consequencia L +al= O. Aquella é a equação differencial da curva p�o
curada; e á segunda satisfaremos por meio das constantes arbitrarias io
troduzidas pela integração da primeira, o que servirá ao mesmo tempo
para determinar estas.

A constante supernumeraria IX, de que não carecemos para satisfazer
ás condições do maximo ou minimo (vid. n." 8), servirá para altender á

equação (X�Udx = constante, que. accresceu neste problema.J X1
É evidente que as equações v + ClU = O, L -t- al = O, que obtivemos,

são as mesmas a que chegariamos, se procurassemos o maximo ou minimo
absoluto da expressão

-

(x2Vdx + (I.' (X2Udx;
,.J X1 � X1

o que constitue 8 regra dada por Euler. Veja-se a nota ( ..) na pago seguinte.
,

'
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Se em logar de uma só relação tivermos duas

lX2_

Tdx=y.
X1

suppondo por em quanto que só tinhamos de attender á primeira relação,
teriamos de procurar o maximo ou minimo absoluto de

j,X2 j,X2Vdx + oc Vdx;
Xl XI

e introduzindo agora a segunda condição, transformariamos a expressão
precedente ,na seguinte

j;X2
.

j,X2 �X2Vdx + cc Udx + � Tdx,
XI XI ._ Xi

(*j Podemos ainda confirmar esta regra pelas seguintes considerações.
Su ppondo que tiuhamos achado a r elaçãoy = [æ; e os limites correspondentes,

que tornam a expressão procedente maximo qbsoluto, e suppondo depois que
passavamcs da curva respective para a variada, teremos

mas para todas as curvas variadas, em que o 'segundo integral conserva o seu

valor primitivo, é
x. ",(X')2.

r Udx = J U, dx, ...... (b);
J XI J (x,),

e por tanto será lambem

"x2 . (X')2
j. Vdx> r v,«: .... (c).

o XI J(x,)! .

Reciprocamente de (b) e (c) deduz-se (a).
O mesmo se poderia dizer no caso do minimo.
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de que teriamos de procurar o maximo ou minimo absoluto. E assim
por deanre (*). \

.

1 I, Temos supposto que debaixo do integral existia uma só variave!

principal y, e uma só independente x. o que signifiee que a curva, de que
se tractsva, era plana e situado no plano dos æy. No caso de uma curva

situada no espaço, Y será funcção das duas variaveis principaes y e Z El
de uma só independente x.

Neste caso suppore,mos

e. a analyse dos n.OB 3, 4 e 5 será em tudo aqui applicavel.

�rocuremos agora a variação de (X'2YdX"
J Xi'

Formando � variação de V, acharemos �m resultado, que podemos re-

presentar por
'

+ Z�Z + Z(1)�z'+ Z('2)�Z'I+ ••.. ;

d'onde se conclue facilmente e sem que seja preciso repetir os calculos

(.) Da regra d'Euler conclue-se «que a funcção, que torna maximo ou minimo

'� J�• o integral) Vda; conservando-se constante o integral {lda;; é a mesma que
�

.

�'

oa;2
conviria ao problema em que se pertendesse tornar f Uda; maximo ou minimo

a;2 <, a;i

permanecendo constante) Vdx.» '

xl
Mas os' valores das constantes arbitrarias introduzida l pela integração podem

não ser os mesmos DOS dous problemas.
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do n." 6 que a variação completa do integral é assim representada

X2

([ dY(2) d"y(3) d1Y(4) ]Vdx= w y(1) +� + ....

X1
dx dx2 dx'

I

dW[ 2 _

dy(3)
_ d2�(4) - ]+

dx
Y()

dx -dx'1-
.

+ .

[ dZ(2) d2Z(2)' ]+ w, Z(1)_
dx.' dx·.

-
.

dw [ dZ(2) !
+ d� _Z(2)_ �x

+ .J
: ..

: J)'.
_

. 1

.

( \2 ],x2[ dY(l) d2Y(2) J
'

+ V sæ ) + Y -

dx
+

dx.
+............ wdx

/ 1 ''Xl •

'

.

(X2[ dZ(t) d'Z(l) ]+
J Xl

Z -

dx
+

d£'
+ ...

:........ w,dx

onde se escreve w, ern loger �z - z'�x.
E se empregarmos simplificações analogas ás que já se usaram em o

n." 7, a formula antecedente poderá escrever-se

. � (X2Vdx=L+ t-; + tt,w,) dx.
J Xl J Xl

Emfim, repetindo as considerações feitas em o ultimo numero citado,
e attendendo ã indeterminação de w e WI' concluiremos que deve ser
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A� duas ultimas são as equações differenciaes da curva procurada, por
meio das quaes obteremos os valores de y e,z expressos em x. A pri
meira, que se refere aos limites, satisfaremos por meio das constantes

introduzidas pela integração d'aquellas equações.
As quantidades 00 e 00, não seriam independentes como se suppoz, se as

condiçõesdo problema exigissem que aquella curva estivesse situada sobre
uma superfície dada F(x, y. z) = O. Neste caso eliminariamos uma das

quantidades 00 ou WI por meio d'aquella relação, e egualariamos a zero

o coefficiente da restante; a equação resultante e a dada F = O serão as

da curva procurada.
Para fazer a eliminação, de que acabamos de- fallar, procederemos do

seguinte modo. De F = O deduz-se

dl" dl" dF
-dx + - dy + -dz=O
dx dy dz

e
dF dF dF
- �x + - �y + - (�z = O;
dx dy dz

multiplicando a primeira por ax, a segunda por dx, e subtrahindo uma

da outra acha-se facilmente

dF dF
--(ay - ylax) + -((�z - zlax) = O
dy dz

ou

A mesma theoria se applica evidenternentè ao caso de qualquer nu

mero de variaveis principiaes e uma só independente,
,

(.) Esta equação poderia ter-se deduzido mais simplesmente attendendo a que
III e "'1 representam as variações de y e s considerando æ constante (vej. nota (o.)
da pago 12 e a final), e tomando neste sentido a variação de F = O, o que daria
immediatamente

dF dF

d-�IY+-�/z=O.y d-z.



NOTA SOBRE OS N.oS 5, 4, 5

Em Jogar das hypotheses do 0.° 3 podemos usar das seguintes H

o que equivale a suppor que os pontos correspondentes das curvas pri
mitiva e variadas se conservem sempre sobre ás mesmas ordenadas.

As variações tomadas neste ultimo sentido são designadas pelo symbolo
�t; e é evidente. que os mesmos principies analyticos demonstrados para
J em o n." � terão egualmente logar para �t.

Para determiner a variação do integral, faremos
..

H Se 111 primeira equação da pago 12 suppozermos œl = æ , teremos

YI = 'Ir (œ, t);

e esta formula indica a maneira como variam as ordenadas correspondentes á
mesma abscissa.
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sendo X1 e X2 os valores respectivos, correspondentes n t = O = to, de
'

Xt = cpt t,. X2 = q;2 t.
'

Suppondo que to .se muda em lo + �lo, teremos

.

d
"

' dç , d�
Os ous prImeiros termos � �Xl + -- �X2 representam, como é

dXl dX2
.

sabido pela theoria da differenciação das funcções de muitas variaves, a

variação de ç suppondo constante a flmcção y e variáveis os limites; e o

ultimo termo representa a variação do mesmo integral suppondo constan
tes os limites e varia vel a funcção,

'Procuremos as expressões d'aquelles diversos termos.

Se ,epresentarmojVdo: por 4x, Será17Vdæ � 4(x,) - 4 (XI),
e por tanto

e por conseguinte

Resta achar o ultimo termo ddi; �to, que é propriamente o que na theoria
. lo .
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présente se chama variação do integral e se indica pelo symbolo �1. Te..

rembs assim, attendendo a que a; é considerado constante,

Integremos por partes cada um dos termos do segundo membro, e d'este
modo acharemos

fYda;. �ly=/Yda;. �lY

-fY(2) 'dY(2) f d�y(2)
=y(2)alY'- -�l(y'dx) y(2)�lY'--�lY+ �lY.-:l-.da; da; da;

,

...................................................

Fazendo estas substituições no valor de ddE, �[o, acharemos uma €xpre�
.

to
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. dç dè;
são, que juncta á de - �X2 + -d �Xl dará finalmente

dX2 Xl

.

+ [(Y�J- d�3J + }yT
+ .

As condições relativas aos limites estabelecem ligação entre as varia
ções �X, �y, �y' ... relativas aos mesmos, limites; e por isso para attender
áquellas relações é mister transformar as variações representadas por �1
nas correspondentes a �, o que se faz usando das relações já dadas a

pago 12, que podem ainda ser confirmadas usando das seguintes consi-
r

derações. Em virtude da variação completa correspondente a �,' o valor
relativo a um dO\ limites transforma-se em

,

y + /).lY = Y + �lY + e,

sendo! da segunda ordem. Mudando neste resultado x em x + Sæ e

aproveitando somente ps termos até á primeira ordem, teremos

dy
Y + -tJ.x+ .. ·�lY+·· .+e + ....

dx '
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Assim a parte, de primeira ordem em relação a �t, da d ifferença en tre

<? novo valor dé yeo primitivo é

�y ::::::: y'Sx + �1Y;

e do mesmo modo se acharia

�y' =y" I}X + 1}1Y'

Sy" = yi"�x + �1Y"

FIM.



ADDITAMENTOS AO N. o 6

Se a expressão V contiver algumas das quantidades æ, y, y' .•.. rela
tivas a qualquer dos limites, e se pelas condições do problema aquellas
quantidades não forem invariaveis, deveremos attender á sua variação
quando formarmos a do integral. Assim por exemplo, se na expressão V

dV
existir a quantidade y't, a expressão de �V conterá o termo d' �Y'l; o

[.X2dV
Yl

que addicionará o termo 8y' di á variação do integral já achada
Xl Y 1

em o n." 6 pago U.

Em alguns problemas a expressão que existe debaixo do signal f, pode
não ter a fórma Vdx, que lhe attribuimos em.o n." Õ.

Querendo urna formula extensiva a todos os CilSOS, bastará suppor que
aquella expressão, que designaremos por V, é uma funcção de æ, âæ,
d2x, ... y, dy, dZy ... ; e os princípios apresentados em os n.084, Õ e 6·
serão sufficientes para determinar completamente a variação do integral.

Mas ainda que este caso possa comprehender o primeiro, para o que
bastaria generalizar a variável independente, e ter em vista as relações
que ligam as derivadas com as differenciaes correspondentes; todavia

julgámos dever preferir a primeira hypothese, não SÓ para evitar esta

transf�rmação, mas principalmente por que, como jã dissemos, os prin
cipios de que usamos neste caso, são sufficientes para determiner com

muita facilidade a variação do integral na segunda hypothese H. Vejo
o n." 270 do tom. 2.° dos Elementos de calculo infinitesimal- 2.· edi
ção - por M. Duhamel; e os n.09 232, 233 e 234 do tom. 4.0 do Curso
de mathemaiicas puras>« de Francoeur - 2.· edição de Coimbra •

.

3
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Cumpre tambem observar que, applicando o processo que acabamos ..

de propor pura formar as equações difíerenciaes correspondentes ao ma

ximo ou minimo, obteremos em geral mais uma do que comporta o pro
blema: d'onde podemos concluir que aquellas equações não são distin
ctas, e que uma se comprehende nas outras: � o gue se pode verificar
em os exemplos I, II e Ill do calculo das oariações de Francoeur.

Mas esta superabundancia de equações, longe de ser inconveniente
deve antes considerar-se vantajosa; por que, correspondendo cada uma das
equações á variação de cada uma das variaveis (vej. n." 11), e bastando
obter as.equações necessárias, poderemos escolher, entre todas, as que se

deduzirem com mais facilidade, ou as que forem mais simples: o que
não acontecia quando U tinha a Iórrnu Vdx, por que neste caso o nu

mero das equações era apenlls o sufficiente. Assim por exemplo, para
resolver um problema de mechanice, em que se pertende achar a traje
ctoria de um ponto em movimento, temos de tornar minima a expressão
IVdr'l+ r de" V- 21rpdr; e para isso deveriamos formar a variação
d 'aquelle integral em ordem a e e a r; mas como as equações differen
ciaes resultantes - não devem ser distinctas, e a variação em ordem a e
se pode formar com muita facilidade, será esta a que preferiremos. For
mando pois a variação do integral em ordem a e, acharemos

d.
r2dOV-2fcpdr

Vdr�+ r2de2
o,

que é exactamente a equação differencial que se encontra a pago 465

40 T. 1.0 do Curso de mechanica por Duhamel 3.8 edição.
Mas' nos exemplos do Curso de nuuhematicas puras de Frncoeur, que

citámos, deduziram-se todas as equações, e_ depois mostrou-se em 'cada

exemplo que uma d'ellas estava comprehendida nas outras.

_

(.) Lorsque l'éxpreSsiol1u est mise sons la form{vãæ, c'est-à-dire qu'il n'en-
_

tre dans V que les variables æ, y et les coefficients ditTerentiels de y, le calcul
du développement de la variation parait un peu plus compliqué, mais il mène
à des consequences remarquables. (Lacroix - Traite èlèmentaire de cale. integro
cinquième edition, pago 554).

,
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DYNAMICA

DO

PONTO MATERIAL

PRIMEIRA PARTE

DO MOVIMENTO CONSIDERADO INDEPENDENTEMENTE

DAS FORÇAS QUE O PRODUZEM.

I. - Primeiras noções sobre o movimento d'um ponto.

1. A curva que um ponto moveI percorre denomina-se traje
ctoria; e chama-se espaço a porção da trajectoria comprehendida
entre um ponto determinado d'esta linha e a posição do moveI

num instante qualquer.
Designando por s o espaço, e por t o tempo correspondente,

é claro que será s = fit}. Tal é a equação do movimento.

O movimento diz-se 'lJlfl,iforme, quando os espaços crescem pro

porcionalmente ao tempo, isto é, quando os augmentes do espaço
são proporcionaes aos do tempo" Aliás é variado.
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Designando por 8 o espaço correspondente ao tempo t, e por
8 + A 8 o respective a t + A t, chama-se velocidade do movel no

fim do tempo t, o limite para que tende
â s, quando A t tende para

. â t

zero. A velocidade i será pois dada por
d S

f' (t).
dt

Figura-se geometricamente este elemento, tomando, a partir da

posição occupada pelo moveI, sobre a tangente á trajectória e no

sentido do movimento li! um comprimento egual a f' (t).
I Considerando tiradas duas rectas pela posição occupada pelo

movei no fim do tempo t, representando uma d'ellas a velocidade

do movel nesse instante e sendo a outra egual e parallela á ve

locidade respectiva ao tempo t + LI tj é claro, que a recta que
unir as extremidades discontiguas d'esaas duas linhas será fun

cção de A t. E chama-se acceleração o limite para que tende o quo
ciente da divisão d'essa recta por A t, quando â t tende para
zero.

Considerem-se traçadas, a partir d'um ponto O, differentes

rectas O A, O B, O C, ..• O G, OH. Tirem-se, pelo ponto A uma

recta AB' egual e parallela a O B, e no mesmo sentido d'esta
linha j por B' uma recta B' C' egual, parallela e no me'smo sen

tido de O C'i por C' a recta C'D' egual, parallela e no mesmo
..

1. O sr. José Anastacio da Cunha no seu Ensaio sobre 08 principios de me

chanica define assim este elemento: "Velocidade de um J;Ilovel em qualquer
ponto do espaço que descreve, é o expoente da razão que tem ultimamente o

espaço infinitesimo; que alli principia a descrever, para otempo em que o

ha de descrever.»

Esta definição, que equivale á que damos no texto, comprehende como

caso particular a definição geralmente conhecida de velocidade no movimento
uniforme.

•

2 "Direcção do móvel, ou tambem da sua velocidade ... no principio do

espaço, é a recta tirada por esse ponto de sorte que não faça angulo com o

espa90'» - Eneaio sobre os principios de mechanica.
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sentido de O Di' .. ; e por QI a recta G' H' eguaI e parallela a O H;
e finalmente una-se o ponto O com H' por meio d'uma recta. Feito I

isto, chamaremos á O H' reeultante, e a O A, O B, O C, .• : OG, O H

componentes t.

Se as componentes forem tres, não situadas no mesmo plano,
a resultante será representada, em grandeza e direcção, pela.
diagonal do parallelipipedo construido sobre essas tres linhas.

E se forem sómente duas, a resultante coincidirá com á diagonal
do parallelogrammo determinado por essas duas reetas.;

Tambem é manifesto que, considerando tres eIXOS coordenados

quaesquer, a projecção da resultante sobre qualquer d'elles � egual
á somma das projecções respectivas das componentes. E recipro
camente, se às projecções d'uma linha-sobre os tres eixos forem

respectivamente eguaes ás sommas das projecções d'outras rectas

traçadas em volta d'um ponte, aquella linha coincidirá, em gran
deza e direcção, com a résultante d'estas.

2. Em vez de determiner as posições successivas do moveI

por meio dos espaços percorridos sobre a trajectoria, para o que
seria bastante a equação do seu movimento, podemos referil-aa a

,tres eixos coordenados quaesquer, com os quaes esteja invaria

velmente ligada aquella curva.

1 Estas denominações - reeuliasüe e componentes - foram primeiramente
empregadas na Statica, donde passaram para a Cinematica; como se depre
hende das seguintes palavras que transcrevemos da 2,- edição da Mechanica.
de Duhamel: "Lorsque plusieurs forces sont appliqu.é�s à un même, point,
nous avons vu dans la Statique qu'elles pouvaient être remplacées par une

seule; et il y Il une construction geometrique très simple pour obtenir cette

resultante, lorsque toutes les forces sont representées, pour leurs grandeurs,
et pour leurs directions, par des droites partant de ce point. Lorsque des

constructions semblables se rencontrent sans qu'il s'agisse des forces, il est

commode d'employer des denominations analogues qui indiquent immedia

tement ce qui autrement exigerait des longues devellopements... »
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Neste présupposto, representando por x, y, z as coordenadas

variaveis do moveI, é claro, que será
I

(1)

"

designando !P, !Pl, tp2 tres funeções dependentes da natureza do

movimento.

Se' eliminarmos t entre duas d'essas equações, obteremos a

equação da projecção da trajectoria sobre um dos planos coorde

nados. Por exemplo, fazendo a eliminação entre a primeira equação
e a segunda, acharemos a equação da projecção sobre o plano
dos =s-

Demais, imaginando sobre cada eixo um ponto movendo-se de

modo, que 'a sua posição coincida constantemente com a projecção
respeetiva do ponto material considerado, é claro, que a equação
do movimento de qualquer d'esses pontos será uma das de (1) .

. Além d'estas relações outras mais se verificam entre o movi

mento do ponto material e os das suas projecções sobre os eixos,
sobresahindo entre elIas as que v�mos expôr.

3. A velocidade da projecção é egual á projecção da velocidade.

Sejam, A æ a differença entre os valores de æ correspondentes
aos tempos te t + A t; A S e A SI. as partes, cuja projecção commum

sobre o eixo dos æ é A x, da trajectoria e da velocidade relativa
'J t

•

•

a,o tempo t
•..

• AS
Por ser hm. - = 1, teremos

i\ Sl

ds

dt. d S
• AS. AS1 Ml

-=-=hm.-=hm.-=-j
doo ax 4x AX Ax

I(
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ds dæ
.

o que mostra, que entre
d t

e
d t

subsiste a mesma relação que

entre Il SI e A x, e justifica, por tanto, o principio relativamente

á projecção sobre o eixo dos æ. E o mesmo se demonstraria rela
tivamente ás projecções sobre os outros eixos I..

ds . dæ dy
A velocidade - chama-se resultante; -d-, d-'dt t t

dZI

d t
são as com-

ponentes Il (veja-se o final do n." 1).

4. A acceleração da projecção é egual á pl'ojecção da accele

ração,
A velocidade do moveI no fim do tempo t tem por projecções

dx dy dz
sobre os eixos coordenados -, -, -; por tanto, serão

dt dt dt

dæ dæ dy dy dz dz

dt
+ Il

d t' d t
+ 1:1

d t' dt
+ Il

d t
as projecções da velocidade

respectiva ao tempo t + Il t; e, em consequencia, Be pelo ponto
(œ, y, z) tirarmos duas rectas eguaes e parallelas a essas veloci

dades e no sentido de cada uma d'ellaa, as extremidades discou

�iguas d'essas duas linhas terão respectivamente por coordenadas

dx

x+dt'
dy

Y+dt'

dz
z+�,

dt

d æ dx d y d y de dz
æ +

'd t
+ Il

dt' y + dt + Il
dt'

:il +
dt

+ Il
dt·

As projecções sobre os eIXOS coordenados da recta que unir

d æ dy dz
essas extremidades serão pois Il

dt'
Il
dt'

Il dt; e dividindo

1 Veja-se na Mechanica de Delaunay a confirmação d'este principio num

exemplo.
2 A componente da velocidade no sentido de qualquer doa eixos coorde

nados varia com a direcção do plano-em que estiverem os outros doia eixos.



estas expressões por 6. t e tomando os limites, acharemos finalmente

d'l.x d2y d2 Z

d t2' d t2' d t'2.'

para representar as projecções da acceleração.
Posto isto, applicando as expressões precedentes ao movimento

do ponto que percorre o eixo dos x x, acharemos, que neste mo

vimento as componentes da acceleração ficam representadas por
I I

d2x

d t'" 0, O;
I

donde se deduz, por serem nullas as dua� ultimas componentes,
d2x

que -" representa neste movimento a propria acceleração,dt"

Fica assim demonstrado o theorema em relação ao eixo dos æ,

E do mesmo modo se provaria a sua exactidão relativamente aos

outros eixos.

5. Resulta da definição que démos de acceleração que esta

recta existe no plano osculador da trajectoria tirado pela posição
do móvel. Por tanto, se agora tomarmos este plano para um dos

coordenados, a componente da acceleração será nulla relativa

mente ao eixo que estiver f6ra d'esse plano, e a acceleração po
derá considerar-se como resultante simplesmente das duas outras

componentes.
Neste presupposto, tomando para eixos coordenados a tan

gente á trajectoria e a normal principal, e attendendo a que, na

hypothese de serem rectangulares os eixos primitives, os cosenos

dos angulos que aquellas duas linhas formam respectivamente
com os eixos coordenados são

,

'dx dy d z n d æ n dy n d z
'

ds' ds' ds
e

ds
d

ds' ds
d

as' as
d

ds'
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onde n designa o raio de curvatura, teremos i:

I

d2x d æ d2y d y d2z dz
ace, tangencial = d,Y: ds

+
d t'J' ds + dt2' ds

=

dxd2x + dyd2y + dzd2z d2s

----d-;-d,,2
=

dt'2.'

1 Designando respectivamente por !J., �, "( e por a, b, c os angulos que
com os eixos coordenados formam a. tangente á trajectoria tirada no sentido

em que cresce o arco s e a normal principal tirada da posição do móvel para
o centro de curvatura, teremo,s

dx
cos a;=-,ds

dy
cos � =-,

ds

dz
cos "(=

ds

n dx n dy n dz
cos a = - d -, cos b = - d -, COá c = - d -;ds ds ds ds ds- ds

e como é

dæ dæ ds

dt=dsdt'
dy dy ds

dt=dsdt'
dz dz ds

dt
=

ds dt'

obteremos, derivando estas ultimas equações e depois eliminando do rcsul-

,

d" deri
do: dy dz

tado, por intermedio as primeiras, as erivadas -, -,
- e suas diffe-

ds ds â

s

renciaes,
, ,

a o s» ds

d28 dsz cos a

=-COSa;+- _.-

a e dt211

dZy dZ s d 82 cos b dZ Z d28 d 82 cos C
- = - cos � -i- -

.

cos "( +
d t2 d tZ d t2 -n-' d t2

-

d t2 d t2 -n-',

Mostram estas expressões, que a acceleração do móvel se póde consíderar

dZs
como resultante de duas outras, uma das quaes, representada por -, é

. . d ,�



t2

.
n (d"J.X

d æ d2y dy d"J.z dZ)ace. centrípeta =

ds d t'J.
d

ds
+

d t'J.
d ds +

dt'}. d, ds
=

ds2 1 v2
dirigida segundo a tangente, e a outra, expressa por -. =-, é di-

d t2 n n

rigida no sentido da normal principal (veja-se o final do n,v 1); e, como con

sequencia, que a acceleração existe no plano' osculador.
Fhlalmente a consíderação do triangulo, a que nOB referimos na definição

que démos de acceleração, conduz directamente, e talvez ainda com mais faci

lidade, aos mesmos resultados (veja-se a Mechanica racional de Delaunay).
1 Entre os movimentos rectilineos o mais simples - pela facilidade com '

que nelle se determinam todas as circumstancias relativas á posição do mo

vei-é, depois do uniforme, o uniformemente variado, no qual os augmentes,
positivos ou negativos, da velocidade são proporeionaes aos augmentos

correspondentes do tempo. Neste genero de movimentos, certamente um dos

primeiros considerados assim na formação como no estudo da sëiencia, a ve

locidade é dada pela formula v = a + b t, onde á quantidade b, que repre
senta o augmento de velocidade produzido na unidade de tempo, se dá ge
ralmente o nome de acceleração. Assim pois nos movimentos d'esta natureza é

dv d2s
b = - = - a expressão da aceeleração.

, dt r1 t2

Ora applicando a este caso as formulas dadas no texto, e attendendo a

que, por o movimento ser rectilineo, é n = 00, acharemos que das duas com

ponentes da aceeleração, tal como a definimos em o n.O 1, é nulla a centri

peta, e que por tanto a aeceleração fica simplesmeute representada pela sua

d2 IS

componente tangencial, isto é, por -; o -que concorda com o valor prece
d t2

dentemente achado.
É porém manifesto que egual eoncordaneia ainda teria logar, se, como

fazem alguns auctores, empregassemos o termo accele1'ação para designar
o mesmo elemento a que em nossa theo�ia chamâmos componente tangencial
da acceleração.

É, por exemplo, nësae sentido que se emprega o termo accelera�ão no-
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6i" Ainda quando a linha que o móvel percorre não seja uma

curva material, sempre a poderemos considerar corpo tal; e o

movimento, de que temos tractado, é o do ponto em relação ao

systema rigido de que fazem parte a trajectoria e os eixos coor

denados que suppomos invariavelmente ligados com ella. Não

obstante, se esse systema é considerado em repouso, o movimento
,

do ponto diz-se real ou obeoluso : aliás é appa1'ente ou relativo.
Entre os elementos de movimento d'um ponto referido a dois

systemas d'eixos, uns fixos e moveis os outros, verificam-se re

lações importantes, por meio das quaes se torna possivel deduzir

as circumstancias d'um d'esses movimentos das do outro, quando
seja conhecido o movimento do systema moveI em relação ao fixo,
ao qual se dá o nome de movimento de transpone.

Antes porém de deduzir essas relações, e a fim de as poder inter

pretar convenientemente, torna-se indispensavel dizer duas pala
vras ácerca dos movimentos de que é susceptível um corpo so

lido ou systema rigido qualquer.
,

Ensaio sobre 08 prineipioe de mechanica - já citado, onde se lê: «ÃcceZeração
·de um movei em qualquer instante, é o expoente da razão que tem ultima

mente para o tempo infinitesimo, que alli nasce, a velocidade que alii nasce

com esse tempo, e com ellé cresce» e também "Direcção do móvel, ou tambem
da sua velocidade, ou tambern da sua acceZeração no principio do espaço, é

a recta tirada por esse ponto de sorte que não faça angulo com O espaço.»

Veja-se também a Meckanica de Freycinet, § 7.°, e Il de Duhamel, § 15.°
da introdueção,
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11 . .,- Determinação dos movimentos de que é susceptivel urn corpo solido.

7'. Considerem-æ dois systemas d'eixos coordenados, uns

fixos e os outros moveis, sendo estes invariavelmente ligados ao

corpo. Suppõe-se que, no começo do movimento, os eixos moveis

são respectivamente parallelos aos fixos, e que o corpo se move,
eonservando-se sempre esse mesmo parallelismo I.

O movimento, que o corpo então tem, chama-se de translação;
e é facil de ver que, neste movimento, as velocidades dos diffe

rentes pontos são constantemente eguaes entre si 2.

Qualquer que seja o movimento d'um corpo, se num deterrai

nado instante as velocidades de todos os seus pontos forem eguaes,
diremos que, nesse momento, o movimento do corpo é uma trans

lação in�tantanea.

8. Se dois pontos d'um corpo forem fixos, também o serão

todos os pontos da recta por elles determinada ; e o corpo só po
derá ter um movimento de rotação em torno d'essa linha ou eiæo,

Neste movimento, qualquer ponto descreve uma circumferencia

situada sobre o plano tirade por elle perpendicularmente ao eixo,

1 Se dois dos eixos coordenados moveis forem sempre respectivamente
parallelo� aos fi�os, tambem os outros eixos se conservarão parallelos.

2 Com effeito, designando por æ, y, z as coordenadas d'um ponto do corpo,
relativas aos eixos fixos, por a:'!, yi, zl as coordenadas do mesmo ponto rela

tivamente aos eixos moveis, e por IX., �, 'Y as coordenadas da origem d'estes

eixos em relação aos primeiros i teremos entre essas coordenadas as relações
II: = x, + IX., Y = yi +�, Z = zl + 'Y, das quaea se deduzem,. pela derivação,

d æ da. dy d� dz d'Y
Tt=Tt' Tt=Tt' Tt=Tt'

que blostram a verdade do <J.ue asseverámos.
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e cujo centro está sobre esta linha; e as velocidades dos diffe

rentes pontos são directamente proporcionaes ás distancias respe
etivas de cada um d'elles ao eixo da rotação.

Chama-se velocidade angular a velocidade dos pontos, cuja dis

tancia ao eixo é egual á unidade. Designando por (JI esta veloci

dade, e por r a distancia de qualquer ponto ao eixo, será r (JI a

velocidade d'esse ponto.
Figura-se com muita simplicidade a direcção do eixo da rotação,

a velocidade angular e IO sentido da rotação, tomando um com

primento egual a essa velocidade sobre o eixo da rotação, e num

sentido tal, que um individuo posto em coincidencia com esse

comprimento, tendo os pés na origem d'elle, veja executar-se o

mov·imento da esquerda para a direita.

Qualquer que seja o movimento d'um corpo, se num determi

nado instante as velocidades dos seus differentes pontos tem entr�
si as relações que acabãmos de indicar, diz-se que o movimento

do corpo é, nesse momento, uma rotação instantanea.

9. Procuremos as expressões geraes que, para um dado ins

tante, determinam as velocidades dos differentes pontos d'um

corpo que tem um ponto fixo.

Nesta determinação empregaremos dois systemas d'eixos co

ordenados orthogonaes, uns fixos e os outros moveis, sendo estes

invariavelmente ligados ao corpo e tendo ambos a sua o�igem no

ponto fixo.

Designando por x, Y, z as coordenadas d'um ponto do corpo
relativas aos' eixos fixos, e por x', y', z' as coordenadas do

mesmo ponto respectívas aos eixos moveis, teremos entre umas

e outras as relações conhecidas

x=a x'+b y'+c z',
I

(2) y=a' X' + b' y' + cl '1.',

z = ali x' + b" y' + d' '1.' ;
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das quaes se deduzem

dæ da db de

dt
= 'l:/

dt
+ y' dt + Zl

di'

(3) dy da' d b' de'
--æ'-+y' +Zl
dt

-

dt dt di'

d z d a" d b" de"
-=æ'-+y'-+z' -dt'dt dt dt

Ora, por serem rectangulares os eixos coordenados, as quan
tidades a, b, c, a', b', ... serão ligadas entre si pelas relações

la2+al2
+a"2 =1, b2+b'2 +0"2 =1, C2+c'2+C"2 =1,

(4) J

a,b +a_'b'+a"b"=O, a,c+alc'+a"c"=û, bc+b'C'+b"C"�O;
)-

donde resulta que poderemos exprimir as nove derivadas que en

tram nos segundos membros de (3) em funcção sõmente de tres

d'ellas. Bastará para isso derivar (4) em ordem a t, e depois, por
meio das seis equações resultantes, eliminar de (3) outras tantas

derivadas.
É o que vamos fazer, suppondo, para maior simplicidade, qué,

no instante que se considera, os eixos moveis coincidem com os

fixos.
Derivando pois {4), e depois attendendo a que por hypothese é

a= b' ::;= e" = 1, b = e = a' = e' = ali= b" = 0,

teremos



o que transforma (3) em

d x d c da' d y da' d b" d z d b" d c

-=z'--y'- -=x'--z'--, -=::",y'---x'-dt dt dt' dt dt dt dt dt dt'

ou

(5)
d æ dy d z

dë=mz-ny, dë=nx-lz, a:t=ly-mre,

de da' db"
pondo por simplicidade - = m, - = n, -d

= l, e attendendo
dt dt t

a que é x'=x, y'=y, z'=z.

'.

teremos, para determinar os pontos cuja velocidade é nulla, as

Egualando a zero os valores precedentes de
d re d y d z

dt' dt' dt'

equações

que equivalem simplesmente a duas, e mostram que os pontos
procurados estão todos sobre uma recta que passa pelo ponto
fixo.

Posto isto, designando por tp, h 6 os angulos que essa recta

fórma com os eixos coordenados moveis ou fixos, e pondo
Vl2 +m2+n2=k, acharemos

l nt n
cos tp= ,,' COs�=", cose =,,;
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com estes valores as equações (5) transformam-se em

dx
-=k (z cos � -y cos a),
dt

dy
a:t=k (æ cos s - z cos cp),

dz
- = k (y cos cp

- X COB �) j
dt

e elevando ao quadrado ambos os membros de cada uma d'estas

equações, e sommando-as depois ordenadamente, resulta

isto é t

v2=k2p2 ou v=kp,
..

onde p designa o comprimento da perpendicular abaixada do

ponto (æ, y, e) sobre a recta considerada.

O movimento do corpo é pois, a todo o momento, uma rotação
instantanea j k é a . velocidade angular j cp, �, 6 são os angulos,
que o eixo da rotação fórma com os eixos coordenados fixos 2,

1 x2 + y2 + z2 é o quadrado da distancia da origem dos eixos ao ponto
(æ, y, z); e æ cos cp +y cos � + z cos 6 represeuta a projecção d'lissa distancia
sobre a recta determinada pelos angulos cp, �, 6.

2 Do que fica dicto facilmente se conclue que, qualquer que seja a dire

cção dos eixos moveis, ha sempre uma serie de pontos, dispostos em linha

recta, cujas coordenadas, sendo substituídas nos segundos membros das

equações (3), os annullam ; e que, para os pontos situados féra d'essi linha,
os segundos membros d'aquellas equações representam às componentes, sobre

OB eixos fixos, de uma recta ou velocidade, cuja direcção é perpendicular ao

plano conduzido pelo ponto que se considera e pelo eixo instantaneo, e cuja
grandeza é directamente proporcional ao comprimento da perpendicular abai

xada d'esse ponto sobre o mesmo eixo.
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1,0. Considerando agora um corpo inteiramente livre, empre

garemos ainda dois systemas d'eixos coordenados orthogonaes,
fixos uns e os outros moveis. A origem dos eixos moveis é um

ponto qualquer do corpo, com o qual se suppõe estes eixos inva

riavelmente ligados.
Nesta hypothese, teremos (vejam-se as notações empregadas

em os n.08 7 e 9):

oo=�+a oo'+b y'+c z',

(6)' y= � + al 00' + b' y' + c' z',

z = 'Y + ali 00' + b" y' + eli Z/,

donde resultam, pela derivação,

doo
ã

; da db de

dt
=

dt + 00' dt + yi dt + Zl
d t'

(7)
dy d � da' dbl de'

dt
=

it + 00'
dt + y' dt + z'

dt'

d z d d ali d b" de"

dt
= d; + 00' dt + y' dt + z'

dt·

Mo�tram estas equações, que a velocidade de qualquer ponto
do corpo póde eonsiderar-se como resultante de duas outras, que
tenham r,espectivamente por projecções sobre os eixos fixos, uma

d'ellas

(8)
a ; d� di
dt' dt' dt'

e a' outra os segundos membros das equações (7) depois de sup

primidos os termos precedentes.
*
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Yejâmos pois o que representa cada uma d'essas componentes.
Pondo em (7) x' = y' = Zl = 0, resultam

d æ d a.

di=di'
/

por onde se vê que a recta, cujas projecções sobre os eixos fixos

da. d� djsão -, -d ' -d ' representa a velocidade da origem dos eixos
dt t t

moveis.

Agora, pelo que respeita á segunda componente da velocidade
effectiva de cada ponto, sabemos, pela nota (2) do n." precedente,
que ella é nulla para uma serie de pontos situados sobre uma

rectal que passa pela origem dos eixos moveis; e que, para os

pontos existentes féra d'ejsa linha, além de que já conhecemos a di

recção e o sentido d'essa componente, é a sua grandeza directa

mente proporcional á distancia respectíva de cada ponto áquella
recta t.

Em consequencia d'estas relações chamaremos á primeira com

ponente - velocidade de translação, e á segunda - velocidade

de rotação. A velocidade de cada ponto é a resultante d'essas
duas.

A velocidade de translação, commum para todos os pontos do

corpo, vada com o ponto que se toma para origem dos eixos

moveis 2. Quanto ao eixo indicativo da rotação (n.? 8) a que se

1 Os segundos membros de (7), abstrahindo nelles dos termos (8), são os

mesmos que se obteriam, derivando (6) na hypothese de ser fixa a origem
dos eixos moveis; donde se conclue que são aqui inteiramente applicaveis
as consideraçêes que apresentámos em a nota (2) do n.s 9.

% A velocidade de translação é a velocidade da origem, e por tanto varia

com esse ponto.



refere a segunda componente da velocidade effectiva, a sua direcção
e grandeza são independentes do ponto, que se escolhe para essa

origem l.
I

,

III. - Comparação dos movimentos absoluto e relativo d'um ponto.

11. Sejam æ, y, z e æ', y', z/ as coordenadas respectivas d'um

ponto moveI relativamente a dois systemas d'eixos coordenados
I .

orthogonaes (n.? 10). Designamos por S o systema rígido deter-

minado pelos eixos fixos, e por S' o systema formado pelos eixos

moveis. E finalmente suppõe-se conhecido o movimento de S' em

relação as.
Entre umas e outras coordenadas teremos pois as relações (6).
Posto isto, derivando a primeira �'essas equações e pondo por

.

licid d
d æ

bsimp ICI a e - = v,., o teremos
dt

(9)
d » s , da db de
-=v =_+X'_+y'_+Z'dt

11:.
dt dt dt dt

dx' dy' dzl
+a-+b-te-,

dt dt dt

.
, I

para representar a componentè, no sentido do eixo dos x, 'da

velocidade d'esse ponto.
Applicando esta equação ao ponto do systema S', com' que, no

1 É o que se póde reconhecer sem difficuldade por meio dos valores de

k, cos e, coa�, cos 8, dados em o n.s 9, suppondo que tomaVRIJIOS successiva
mente para origem dos eixos dois pontos differentes, sendo as direcções d'esses

eixos as mesmas eiu ambos 08 casos.
'
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momento dado, coincidir o moveI, e a que chamaremos ponto
coincidenie, teremos, designando por (v_.,) a velocidade d'esse ponto,
proveniente do movimento do systema de que elle faz parte,

(dro)' dit da db de
- =(v..)=-+ro'-+y'-+z'_·dt dt dt dt dt'

I

donde se deduz que no segundo membro de (9), em logar da

somma dos termos da primeira linha) poderemos escrever (v..).
Quanto aos termos da segunda linha, é manifesto que a sua

somma representa a componente, no sentido do eixo dos ro, da

velocidade relativa do ponto movel.

Designando pois por v'.. esta ultima componente, teremos, em

logar de (9), a equação

(10) v., = (V.,) + v'",.

, I

E do mesmo modo achariamos

(11)

Interpretadas geometricamente, as equações (10) e (11) signi
ficam que, se pela posição do movel tirarmos duas rectas que
representem, uma a velocidade d'esse ponto no seu movimento

relativo a S', e a outra a velocidade do ponto coincidente no mo

vimento de transpõrte de S' relativamente a S, a resultante

d'essas duas linhas será a velocidade effective do ponto consi

derado.

Considerando tres systemas S, S', S", supporemos conhecido o

'movimento de transporte de S" em relação a S', e o d'este sys
tema relativamente a S.
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Posto isto, applicando a equação (10) a S e S', teremos

v'" = (v'",) + v'", j

e, applicando a mesma equação a S' ti S", acharemos

e logo
v",= (v'",) + (v"",) + v"",.

E analogamente para os outros eixos.

Finalmente, considerando n + 1 systemas S, S', S", ... S(n),
achariamos, relativamente ao eixo dos æ

(12) V",= (v'",) + (v"",) + (V"'œ) + ... (v",(n)) + v",(n)j

e equações analogas em relação aos outros eixos.

Estas equações são susceptiveis de uma interpretação geome
trica analoga á que démos para o caso de dois systemas i.

1 A equação (12) e as analogas relativas aos outros eixos não são mais

que uma eousequencia muito simples d'um principio elementar do calculo
" '1 .•

differencial.

C J,'t" t 'd t' 'T(n) Iom errei o, Imaginemos cons r�l a a rajeetoria que o move segue

no seu movimento relativo a S(n\ bem assim a trajectoria.T(n-1) do movi

mento do ponto considerado relativamente a 8(n-1\ T(n-2) relativa a

8(n-2);",; T relativa a S: depois do que poderemos abetrahír de todos OB

demais' pontos dos differentes systemas rigidos 8, SI", .' Er eonslderar uni-

camente as trajectorias T, T(1), T(:;!)""
Devendo o ponto moveI achar-se simultaneamente sobre T(n) e sobre T(n-1),

estas duas trajectorias deverão ter, a todo o instante, um ponte de inter-



12. Derivando a equação (9) e pondo por simplicidade
d"'x
-- i." acharemos
dt"

(13)

+ 2 (dXI d a d'Y' d b dz� d c)dt dt
+

dt dt
+

dt dt '

para representar a componente, no sentido do 'eixo dos x, da

acceleração do ponte material.

secção commum, qrte será a posição do moveI no momento considerado; quer

isto dizer: em quanto o moveI percorre T(n), esta curva desloca-se ao longo
(n-i) d d id d

' - (n) (n-i)de T e mo o que, COllSI eran o somente os dois systemas SeS ,

a intersecção commum das duas curvas determiná a posição-absoluta e

relativa (n,O 6)-do ponto movet Do mesmo se veria que rp(n-I) se desloca

(n-1) (n-2) ( ..-3) (t)
sobre T ,

T sobre T " etc T sobre Ti e todas estas curvas

têm, em qualquer instante, um ponto commum de intersecção, que representa
nesse momento a posição respeetiva do ponto móvel.

Posto isto, e attendendo ao principio da differenciação das funeções com

postas, teremos

:onde designamos, por d al a differencial completa de al, correspondente ao

movimento do ponto sobre T(n) e ao d'esta e demais trajectorias, cada Uma
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Applicando esta equação ao ponto coineideate, e representando

(d2 X)por d t'A
a acceleração d'esse ponto, obteremos

por onde se vê, que a semma dos termos da primeira linha do

segundo membro de (13) representa a eomponente, no sentido do

eixo dos x, da accelaração do ponto coincidente.

Quanto aos termos da segunda linha, é claro que a semma

d'elles representa a componente, no sentido d'esse mesmo eixo,
da aceeleração relativa do ponto moveI. Denotal-a-hemos por j'",.

Resta conhecer a significação dos termos da terceira linha.

Para isso imaginemos tirada pela posição do moveI uma recta

parallela e egual ao dobro da que, no momento dado, representa
a velocidade relativa do movel j e pelo mesmo ponto tres eixos

coordenados respectivamente parallelos aos eixos moveis. Sup.
põe-se que, tanto aquella recta como estes eixos, estão invaria

velmente ligados ao systema moveI.

Posto isto, será facil conhecer que aquella extremidade da recta,
que não coincide com a origem dos ultimos eixos, tem por coor-

&J;' dy' dz'
denadas, em relação a elles, 2 -, � -, 2 -j e, em conse-

dt dt dt .

quencia, attendendo ao que se disse em o n.? 10, poderemos
concluir que a terceira linha do segundo membro de (13) repre-

I
'

sobre a sua immediata; por dnx a parte d'aquella differencial proveniente

unicamente do movimento do ponto material sobre a trajectoria T(n); e ge
ralmente por (d;r;), s�ndo i um numero que póde ter todos OB valor�s desde 1

até n, a parte da differencial de æ proveniente unicamente do deslocamento

d T(i) b T(i-i) D' ídi d
.

d b b d �

e so re ,IVI III o pOlS por t am os os mem ros a equaçao
precedente, recahiremos em (12).
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senta a componente, no sentido do eixo dos x, da velocidade l de

rotação do ponto de S', determinado pela extremidade d'aquella
recta.

Designando esta ultima componente por 0')a:, teremos pois

E como o que dissemos em relação ao eixo dos æ pôde egual
mente repetir-se a respeito dos eixos dos y e dos z, concluiremos

finalmente que a recta, representativa da acceleração no movi

mento absoluto, é a resultante de tres outras, que são: a acce

leração do ponto coincidente, a aeceleração relativa do ponto
móvel e a acceleração centripeta composta 2.

Se o movimento de S' relativamente a S for uma simples trans

lação, a acceleração do ponto considerado será simplesmente re

sultante da acceleração do ponto -coincidente (ou de qualquer
outro ponte de S') e da relativa. E nesse caso,' se a translação
for uniforme, a aeceleração absoluta será egual á relativa.

Todos estes resultados podem facilmente ampliar-se a tres ou

mais systemas n.? (11). '

•

J Essa velocidade, ou a recta que a representa, a que geralmente se dá o

nome de acceleração centripeta composta, é perp.endiculal' á velocidade re

lativa e ao eixo instantaneo da rotação.
2 Designando por lc a velocidade angular no movimento de S', e por 6 o

angulo que o eixo instantaneo fôrma com a velocidade relativa VI, acharemos,
tendo em vista o que se disse em on.' 10,

ace. centro composta = 2lc v' sen 6.



SEGUNDA PARTE

DO MOVIMENTO PRODUZIDO POR QUAESQUER FORÇAS
APPLICADAS A UM PONTO MATERIAL.

,., J
I. � Leis fundamentaes do movimento deduzidas da observação i.

13. Lei da inercia, formulada por Kepler.
Consiste esta lei em que todo o movimento é natumlmente e in-

definidamente rectilineo e uniforme.
.

Quer isto dizer, que um ponto material, uma vez posto em mo

vimento, sem que depois actue sobre elle força alguma, se moverá
indefinidamente em linha recta com uma velocidade constante.

Á primeira vista .!pMe parecer que os factos observados estão

em opposição com � presente lei; por quanto observa-se geral
I mente que, dando a um corpo livre uma impulsão qualquer, o

movimento assim produzido, em vez de se prolongar indefinida-

I É hoje' geralmente reconhecida a necessidade impreterivel de recorrer

á observação para descobrir e assegurar solidamente os fundamentos em que
deve assentar o estudo da mechanica.

Neste convencimento, começaremospor expôr os principios ou leis funda

mentaes de que carecemos para o objecto assás limitado, que nos propoze
mos tractar ; e juntamente indicaremos as observações e experieneiaa qUIl
levam 8 admittir como verdadeiros esaea principios.
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mente com uma velocidade constante, termina sempre depois d'um

intervallo de tempo assás limitado; além de- que, na maior parte
dos casos, o móvel se desvia mui sensivelmente da direcção re

ctilinea em que foi lançado.
Consíderaudo porem que eases desvios ou alterações, assim na

grandeza como na direcção da velocidade inicial, têm sempre ou:
tras causas a que podem e devem ser attribuidos, sendo que,
á medida que se diminuem os obstacuJos que se oppõem á livre

manifestação da lei, esta se observa cada vez mais exactamente i;
e, sobretudo, que a hypothese da inalterabilidade da velocidade

inicial, sendo convenientementè combinada com os effeitos natu

raes das forças, a qu� agora chamaremos.perturbadorasJ e a'cuja
acção nunca podemos subtrahir completamente os corpos que se'

movem á superfície da terra, explica plena e satisfactoriamente

todos os movimentos observados 2, somos fatalmente Ievados a

admittir como verdadeira a lei enunciada.
I

f

1 Por exemplo, impeIIindo uma esphera sobre um plano, observa-se que
o centro da esphera se move, sensivelmente, em linha recta, e que, sendo

identicas todas as demais circumstancias, o movimento se prolonga tanto

mais, quanto mais polida é a superficie da esphera e a �o .plano sobre que
se move; havendo assim motivo para crer, que o movimento se prolongaria
indefinidamente, se fora possivel, o que não é, evitar completamente o at,

trito entre a esphera e o plano',' e bem assim a resistencia do ar sobre a su-

perfieie da esphera.
1

2 Quando se tractar do movimento dos projecteis no vazio, se verá que o

processo que se emprega para determinar theorieamente a posição do moveI

num instante qualquer equivale ao seguinte: «Traça-se uma recta indefi

nida tirada pela posição inicial do movei na direcção da velocidade ou da

impulsão inicial; marca-se sobre essa recta a posição que o móvel ahi de

veria ter, em virtude da lei da inercia, por effeíto daquella velocidade; e de

pois, partindo d'esse ponjo como origem, toma-se, de cima para baixo, sobre a

_ respectiva vertical um comprimento egual ao espaço que o moveI teria per
_ corrido, sendo collocado naqueIla origem sem velocidade, e actuado pela força
da gravidade desde o começo do movimento até ao instante que se consi:
dera,»
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Com A. Comte observaremos, que esta lei não deve ser con-

-,

De modo que, inversamente, se pela posição do movelnum instante qual
quer levantarmos a vertical, e sobre ella, a partir d'essa posição, tomarmos

um comprimento egual áquelle espaço percorrido por effeito da acção da

gravidade, a extremidade superior d'essa linha deverá achar-se sobre a di

recção da velocidade inicial e coincidir com a posição que o moveI ahi teria,
em virtude da lei d� inercia, por effeito sómente d'aquella velocidade.

Vê-se, pois, que, no movimento dos projecteis, embora curvilineo e realj
sado com uma velocidade variável, se encontra implicitamente cornprehen
dida a lei da inercia. E, sendo assim, já se deixa ver que a comparação dos

resultados theoricos, respectivos aos movimentos d'esta natureza, com os

realmente observados, poderá servir para aquilatar a exactidão d'essa lei.
O que dizemos do movimento dos projecteis póde egualmente repetir-se

ácerca dos movimentos do pendulo, e, em geral, a respeito de todo e qual
quer movimento. Ora, com quanto os res�ltados theoricos, fundados, como

vimos, naquella lei, não estejam em perfeita harmonia com os observados, é

'todavia certo que as discrepancias que se encontram, melhor do que pela
inobservancia da lei se explicam como sendo devidos a causas ou forças
perturbadoras, taes como a resistencia do ar no movimento dos projecteis,
e essa mesma resistencia e ainda o attrito nos movimentos do pendule, etc.

etc., sendo certo que, á medida que mais se evitam os effeitos d'essas for

ças, mais os resultad�s observados se aproximam dos determinadoa pela
theoria.

Sabe-se, por exemplo, que o movimento do pendule, que nas eircumstan

cias ordinarias dura apenas alguns minutos, nas experi:encias empreheudidaa
por Borda no Observatorio de Pariz para a determínação da relação entre

o metro e o coniprimento do pendula de segundos, pôde prolongar-se por
mais de 30 horas, por se' haver diminuido consideralvelmente a .resistencia

do ar, rarefazendo-o.
O accordo, porém, dos resultados theoricos com 08 observados torna-se

principalmente notavel nos movimentos dos corpos do nosso systema plane
tario, a respeito dos quaes escreveu um auctor distincto "immenses pendules
de l'eternité qui battent les 8iècle� comme les nôtres battent les secondes CG.
de Pontecoulant) .•

É que essea corpos, por se m-overem num meio extremamente rarefeito e
.'

por isso pouco resistente, encontram-se nas circumstancias mais favoraveie
para a perfeita observancia da lei da inercia.
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fundida com a supposição que se faz na mechanica sobre o estado

dos corpos, que ahi se consideram como inertes, quer dizer, como

privados de força propria, substituindo-s.e sempre por forças ex

teriores as forças que por ventura possam residir no proprio corpo,

cujo movimento se estuda.

E na verdade, ainda suppondc o corpo privado de força pro

pria, e abstrahindo do que a observação mostra, nenhuma razão

se descobre para assegurar que o movimento s6 possa ser recti

ctilineo e uniforme.

É certo que na definição de força se considera como tal toda

a causa capaz de produzir alteração no movimento, e por isso

poderá parecer que, não' havendo força no corpo, tambem não

poderá haver alteração no movimento, e que assim deverá este

ser rectilineo e uniforme. Cumpre porém notar que, ao fallar-se,
na definição de força, de altfjração no movimento, deve enten
der-se alteração no movimento naturalmente prodazido, quer di

zer, no movimento tal qual elle é por virtude da propria natu

reza.

Ora é esse movimento que a lei da inercia affirma ser recti

lineo e uniforme. E é manifesto que sõ pela observação e ex

periencia se pode isso demonstrar.

'14. Lei da independencia dos movimentos, formulada por Ga

lileu.
Resume-se esta lei em que, se os diversos pontos d'um systema

tiverem, a todo o instante, velocidades eguaes - em grandeza,
direcção e sentido -, de modo que o movimento do systema seja
uma simples translação, e applicarmos a um d'esses pontos (ani
mado ainda, a todo o instante, d'essa translação) uma força
qualquer, esse ponto se desloca em relação aos outros, como se o

systema estivesse em repouso. Quer isto dizel'� que o movimento
commum do systema não altera o movimento relativo do ponto;
e d'ahi vem a denominação da lei.

São innumeraveis as provas que se podem apresentar para evi-
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denciar a verdade d'este principio 1; mas a sua melhor justifíca
ção encontra-se no accordo constante dos resultados theoricos fun

dados nelle com os que a observação quotidianamente nos offerece.

Cumpre advertir que, para o principio de Galileu ter legar, é

apenas necessario que o movimento seja commum para todos os

pontos, e, por tanto, que o movimento do systema seja uma'

translação; podendo a velocidade do systema variar, a todo o

instante, de grandeza e direcção. Ora, por virtude da lei da

inercia, essa variação só põde ter lagar por effeito da applicação
de novas forças, as quaes se devem suppor eguaes para todos os

pontos, a fim de o movimento se conservar commum para todos

elles; d'onde resulta que o principio de Galileu pôde ainda enun

ciar-se nos seguintes termos: «Se aos dijJe1'entes pontos d'um sys
tema material, animado d'uma translação rectiiinea e uniforme,
opplicarmoe quaesquer [orças, constantes ou variaoeie, continuas

ou de impulsão, sendo essas forças eguaes para todos, os pontos; e

a um dos pontos applicarmos além d'essa força mais uma outra:

o ponio, pOI' effeito d'esta ultivw força, mover-se-â em relação ao

sys�ema, como se este estivesse em repouso.»

1 Assim dentro em um navio, ou num wagon em movimento, as mesmas

forças produzem sempre os mesmos effeitos sobre os corpos a que são applí
cadas, qualquer que seja a velocidade da translação, uma vez que esses

corpos participem a todo o instante do movimento commum do transporte.
Sabe-se que a terra é animada de dois movimentos, um de translação e o

outro de rotação em volta da linba dos polos. Todavia, attendendo á immensa

grandeza do raio da terra, póde suppor-se, considerando uma pequena ex

tensão da sua superfície, que iodos os pontos d'ella tem velocidades sensivel
mente eguaes. Ora, não obstante a velocidade de translação da terra variar
consideravelmente no intervallo d'um anno, não se tem até hoje notado a

mais leve differença entre es movimentos produzidos por uma força qualquer
nas epocbas eomprehendidas nesse espaço de tempo.

Outros mais exemplos podíamos ainda citar, mas, como já. dissemos, a

melhor justificaçâo da lei de Galileu encontra-se na concordancia dos resul

tados. theoricos com os observados.
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Por outras palavras, quer isto dizer que se obtem a posição do
moveI num instante qualquer, tractando o movimento commum

do systema como um movimento de transporte, e o do ponto em

relação ao systema como um movimento relativo. Da composição
d'esses dois movimentos resultará o movimento absoluto do ponto
considerado {.

I

II. - Da composição dos movimentos produzidos
por forças de impulsão.

15. Se sobre um ponio material actuarem sim'uUaneamente
duas impulsões taes que, obrando separadamente, lhe commumiea

riam, uma d'ellas a velocidade a e outra a velocidade b: o ponio
mooer-se-â com uma velocidade constante.representada, em gran-

desa, direcção e sentido, pela resultanie de a e b.
.

Tome-se para eixo dos æ a recta; sobre que se moveria o ponte,
�e sobre elle actuasse s6mente a primeira impulsão, e para eixo

dos y a recta que o ponto percorreria por effeito da segunda im

pulsão. Sobrepostos a estes eixos, no momento em que obram as

duas impulsões, eonsiderem-se outros, a que chamaremos dos x'

e dos y' j e supponhamos que o systema .rigido por estes deter

minado tem um movimento de translação constante com uma ve

locidade representada por a.

Resulta do principio de Galileu que, para se obter a veloci
dade absoluta do moveI em qualquer instante, basta compôr a

sua velocidade relativa aos eixos moveis com a velocidade de

transporte do systema rigido determinado por estes eixos: por

tanto, tendo em vista a regra para a composição d'essas veloci-

1 A doutrina do nosso artigo III da cinematica encontra-se em alguns
livros sob a epigraphe "Composição dos movimentos.»
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dades (n.? 11), recshiremos na proposição enunciada. Será facil

ver que o ponto percorre o eixo moveI dos y' com a velocidade b.

A demonstração precedente ainda podia applicar-se quando aB

duas impulsões obrassem na mesma direcção. Nesse caso toma

riamos essa linha para eixo dos x, e para eixo dos y qualquer
outra recta tirada pela posição inicial do moveI j ou, mais sim

plesmente, considerariamos somente o eixo dos x e o dos x'.

D'aqui resulta que as forças instantaneas são directamente pro

porcionaes ás velocidades que ellas communicam a um mesmo ponto
em repouso.

A doutrina d'este numero pôde tambem servir para determi

nar o movimento d'um ponto que percorrendo uma linha recta

com a velocidade a, seja actuado por uma impulsão que, lhe com

municaria, na hypothese de o ponte estar em repouso, a velo

cidade b.

16. Quando um ponto se move, actuado a todo o instante

por uma força contínua, percorre, em geral, uma linha curva

com uma velocidade continuamente variável.

Neste presupposto procuremos determinar em que se tornaria

o movimento, se, a partir d'um dado instante, a força cessasse

de actual' sobre o movei.
Pela lei da inercia já sabemos, que o movimento que preten

demos determinar é rectilineo e uniforme j procuremos pois a

grandeza e Il direcção da velocidade.

Considerando o movimento curvilineo e variado, designemos
por A a posição inicial do moveI na trajectoria, e por A('), A(2),
A(S), ••• os pontos d'esta linha por onde elle passa successive

mente no fim dos tempos 6, 26, 36, .•• sendo O qualquer. Repre
sentemos por C(i), sendo i um inteiro qualquer, a corda compre-

C(i)
hendida entre os pontos A (i), AU +1) j e ponhamos - = u (i).

O

Imagine-se que no instante em que o moveI, que designare
mos por m, parte de A, outro moveI, que denotarêmos por m',

3



parte d'essa mesma pOSlçao para percorrer successivamente os

lados c, c(i), C(2), •• __ do polygono inscripto naquella trajectoria t,
sendo u(i) a velocidade constante com que m' percorre C{iJ.

É manifesto que os dois moveis se encontrarão, um com o

outro, nas posições A, A(1), A(2), ••• j e, por tanto, suppondo que
estes pontos se aproximam indefinidamente entre si, ou, o que
vale o mesmo, suppondo que stende para zero, será facil con

cluir que o movimento curvilineo póde considerar-se como limite
do polygonal.

Ora, se neste movimento, ao �hegar m' ao vertice A(I+ il,
não actuasse sobre elle força alguma de impulsão, mover-se-ía

c(i)
na direcção de c{i) com a velocidade U{i) =-j passando pois ao

6

limite, concluiremos que, se a partir d'um dado instante a força
cessasse de actuar, o ponto se moveria sobre a tangente á traje.
ctoria, tirada pela sua posição nesse instante, com uma velocidade

ds
que se pode designar 2 por _.

dt

III. - Do movimento produzido por forças ,constantes.

17. Urna força constante em gmndeza e direcção, sendo appli.

1 Pode réalisar-se este movimento, fazendo actuar sobre o moveI, nos dif

ferentes vertices do polygono, forças de impulsão convenientemente escolhi
das. (Veja-se o n.O precedente).

2 Vê-se pois que, em qualquer movimento curvilineo e variado, o ele
mento a que em n, ° 1 demos a denominação de velocidade, representa, em

grandeza e direcção, a velocidade do movimento uniforme e rectilineo, em

Slue aquelle movimento se transformaria, se no instante considerado a força
cessasse de actuar sobre o inoveI. (Veja-se a mechanica de Sturm, t. 1.°,
pago 110, e a de Freycinet, t. 1.0, pago 43).
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cada a um ponto material em repouso, produz nelle um movimento

uniformemente accelerado.

Evidentemente a trajectoria é neste caso uma linha recta, cuja
direcção coincide coD? a da força; e nós supporemos que a po

sição inicial do moveI é a origem dos espaços.
Considere-se o tempo dividido em intervallos eguaes, o pri

meiro dos quaes designaremos por 8n o segundo por 82, ••• ; e

por em quanto supponhamos, que a força, em vez de obrar con

tinuamente, somente actua sobre o moveI no começo de cada

um d'esses intervallos.
Em resultado da acção da força no começo de 811 o móvel ad.

quirirã uma velocidade Vl que se conservará constante durant?
esse intervallo, Depois, por effeito da acção instantanea da força
no principio de 8z, o ponto adquirirá (15) a velocidade v2 = 2 VJ,

que ficará constante durante esse espaço de tempo. E do mesmo

modo se verá que a velocidade nos intervallos 83, 841 ••• é respe
ctivamente V3 = 3 Vl' V4 = 4 Vl, •••

Por tanto, sendo n e i dois inteiros quaesquer, teremos

e logo
VR : Vi,;: n : i,

(1)

ou

(2) Vn : VI :: t« : it

pondo 11 61 = tn, i 6t= tc,

E corno a proporção (1) ou a sua equivalente (2) tem sempre

legar, qualquer que seja a grandeza de 811 que supporemos inde
finidamente decrescente, segue-se que ainda subsistirá DO limite.

Assim, por effeito da acção continua da força constante, as velo
cidades serão respectivamente proporcionaes aos tempos.

Chamando pois b a velocidade do móvel no fim da unidade de,

'"
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tempo, será v = b t a sua velocidade no fim de tempo t. O mo

vimento é pois uniformemente accelerado.
I

18. Se principiarem a actuar simultaneamente sobre um ponio
material em repouso duas forças, constantes em grandeza e di·

recção, e taes que, se actuassem separadamente, lhe communicariasn,
uma a acceleração a e outra a acceleração b; o pçmto mover·

se-â com uma acceleração constante, repreeeniada, em grandeza 6

direcção, pela resultante de a e b.

Demonstra-se esta proposição pelas mesmas considerações usa

das em o n.? 15, substituindo ahi o termo velocidade pelo de

acceleração e tendo em vista a doutrina do n.
o 12.

Resulta d'este theorema que as forças constantes são directa

mente proporcionaes ás aeceleraçõee que ellas communicam a um

mesmo ponto em repouso.

19. Se, a pa1·tir d't,m dado momento, actuar sobre um ponto
animado d'uma velocidade a, constante em grandeza e direcção"
uma força tambem constante; o ponto mover-se-â com uma œccs

leração que, em grandeza e direcção" é a mesma que a força com·

municaria a esse ponto, se lhe fosse applicada estando elle em

repouso.
Consideraremos aqui os mesmos' systemas d'eixos já ,empre

gados em o n." 15, suppondo porém que se toma para eixo dos

æ a recta sobre que o ponto se move por effeito da velocidade

a, e para eixo'dos y a recta sobre que elle se moveria se, es

tando em repouso na origem, lhe fosse applicada a força, E final
mente suppõe-se que o systema dos æ' yi se move com a veloci
dade constante a.

Posto isto, attendendo ao principio de Galileu e tendo em

vista a regra dada em o n.
o 12 para a composição das accelera

ções, concluiremos a proposição enunciada.
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IV. - Do movimento prodnsído por forças continuamente variaveis.

20. Se um ponto material em repouso for actuado por uma

fo?'ça de direcção constante, mas cuja grandeza seja continuamente

variavel i em qualquer instante a acceleração no movimento reeul

tante será a mesma que teria loqar, se, a partir d'esse momento,
a força se conservasse constante.

Seja, no fim do tempo t, P a intensidade da força e v a ve

locidade do moveI j e designemos por P + .1 P, v + .1 V os valores

d'essas grandezas no fim do tempo t + II. t.

Designando por Dv o augmento de velocidade que a força P,
considerada constante, produziria durante o tempo II. t, é claro

que será

(3)

representando .t v uma grandeza evidentemente mener, que a ve

locidade que seria produzida por a força .1 1>, considerada con-

stante e obrando t durante .1 t.
.

Dividindo pois por .1 t ambos os membros de (3), e depois to

mando oe limites, acharemos ê

II.V Dv
lim. - = lim. -j

s t dt

1 Suppõe-se .1 t assás pequeno para que durante elle a força seja constan

temente crescente ou decrescente.
2 Representando por d'l v o augmento de velocidade que a força {l. P, consi-

• • .1'1 V .1 P
derada constante, produzma notempo {l. t, teremos - = -; d'onde resulta,

• Dv P

d limit 'd d é".1 P
O li d'l V

O D'
.

toman o os ml es e atten en o a que im, -= ,lm.-=. aqUI se
. p Du
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d h
.

d' li
â v

o que emonstra o teorema enuncia o, VIsto como nn, -re-
At

D'V
presenta a acceleração no movimento considerado, e lim. -- é

At

a aeceleração respectiva á força I. P considerada constante.

O theorema precedente ainda subsistirá quando o ponto mate

rial, em vez de estar primitivamante cm repouso, seja animado

d'uma velocidade qualquer. (Veja-se a demonstração dada em o

n." 19).

21. Se, em um dado instante) começar a actuar sobre um

ponto mate'rial animado d'uma velocidade qttalquer uma força
continuamente variavel em grandeza e direcção; a aeceleração no

movimento resultante será a mesma que teria lagar� se a partir
d'esse momento� a força se conservasse constante.

Seja j a acceleração correspondente á força P considerada con

stante. Considere-se fJ. t dividido em um numero qualquer n de

partes eguaes, cada uma das quaes designaremos por 6; e sejam
P+cl\P, P+J2P, '" P+J .. P=P+fJ.P os valores que toma

successivamente a força no fim de cada um d'esses intervallos de

tempo. Começaremos por suppor que a força, cm vez de variar

eontinuamente, conserva durante cada um d'esses pequenos in-

conclue que Ji v é infinitamente pequeno em relação a D ti, C como é Jv<

Ji v, será tarnbem /f v infinitamente pequeno em comparação de D v.

1 É manifesto que á força contínuamente variável, que actua sopre o móvel
durante o tempo A t, podemos substituír uma força constante P, á qual, em

todos os instantes comprehendidos em Il t, virão acrescer novas forças de

grandeza tal, que, em qualquer d'esses instantes, a semma d'essas forças com

P represente o valor respective da força variavel, que realmente actua so

bre o movel,

Ora resulta do que fica dito no texto, que a acceleração produzida por

CSBas forças addicionaes é infinitamente pequena em relação á que provêm
dc r.
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tervallos a mesma dírecçâo e intensidade, que tinha no principio
d'elle l.

Posto isto, consideraremos agora o theorema enunciado pri
meiramente na parte que se refere á grandeza da acceleração,
e depois na que diz respeito á direcção d'esse elemento.

a) Designando por j a acceleração respectiva á força P, con

siderada co'nstante,. e por !i!}, !i2j, . .. as correspondentes ás

forças !il P, .1'2 P, •.. , é claro que, para valores determinados

de n e 11 t, a differença entre j e a acceleração respectiva ao

tempo t + 11 t, obterá o valor maximo quando todas as rectas. des

ignadas por !id, !i2j, ... forem tiradas na mesma direcção e sen

tido de j. Tendo isto logar, para um valor determinado de 11 t,
qualquer que seja o numero n, que suppomos indefinidamente

crescente, segue-se que ainda subsistirá no limite; o que signi
fica que, no movimento continuamente variado, a differença entre

a acceleração respectiva ao tempo t e a correspondente a t + /J. t

é mener do que seria se a força, variando continuamente de

grandeza durante /J. t, conservasse a mesma direcção que tinha
no fim do tempo t.

Ora neste ultimo caso já sabemos pela nota (1) da pagina pre
cedente que essa differença das accelerações tende para zero

com s t.

b) Pelo que respeita á direcção, sabe-se que, propostas duas

rectas a e b, partindo b de uma das extremidades de a; preten
dendo dispol-as de modo, que o angule a, formado por a com a

linha c que fecha o triangulo, seja o maior possível, deve o an-

I.
guIo B ser determinado pela relação sen. B= � da qual tamhem

1 O movimento hypotbetico assim concebido aproximar-se-â do que real

mente tem logar, tanto mais, quanto menor for O intervallo desIgnado por Bj
de modo que a todos os respeitos, on se considerem os movimentos ou as

forças que OB produzem, poderá o movimento real ser con.siderado como li

mite: do hypothetico que estamos examinando.
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se deduz que, para um valor determinado de a, será B tanto

maior, quanto maior for b.

Applicando pois estas considerações ao nosso caso hypothetico,
facilmente se comprehende que a disposição das linhas �â, �zi, ...
mais conveniente para fazer avultar o angulo 0, formado por j
com a acceleração correspondente ao tempo t +.1 t, é a d'aquelles
elementos em linha recta e de modo, que seja {

Isto pois ainda subsistirá no limite; e como pela nota (1) do

numero precedente sabemos que lim. (!llj + �d + ... ) é infini

tamente pequeno relativamente a j, concluiremos que é

e, por tanto, verdadeiro o theorema enunciado.

V. - Equações geraes do movimento d'um ponto.
o

22. Como,. em virtude dos theoremas dos n.
os 18 e 20, as

forças contínuas, constantes ou 'fariaveis, são directamente pro

porcionaes ás accelerações que elias communicam a um mesm� .

ponto material, segue-se que, para poder determinar a accele

ração produzida num ponto por uma dada f;>rça, bastará conhe
cer a acceleração que a esse mesmo ponto daria outra força tam

bem determinada. ,

1 Para um valor determínado de & t, a conclusão preeedente tem sempre

legar, por maior que seja o numero 1&.
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Para cada ponto material é a gravidade a força que serve de

termo de comparação a todas as outras.

Sabe-se que, em cada logar da superficie da terra, essa força
é constante, e que ella communica a todos os pontos materiaes

a mesma aeceleração, cujo valor aproximado é, na latitude de

París, g=9m,80896.
Com estes elementos, e depois do que fica dito, nada mais

facil do que determiner a acceleração produzida num ponto pela
applicação de uma força.

Seja P essa força e .,. o peso do ponto; e designemos por j e g
as accelerações respectivas a P e .,..

Teremos

P j
-=-.
1; !J

Para outra força e outro ponto material teriamos do mesmo

modo

e logo

(4)
P 1; j
P/=1;/' j/

Esta equação estabelece uma relação entre as aeceleraçõee pro
duzidas em dois pontos materiaes quaesquer e as forças que lhes
são applicadas; mas, para que se possa fazer uso d'ella, é mister

determinar previamente os valores correspondentes das tres quan
tidades PI, 1;/, j/.

Procuremos pois que peso deverá ter um ponto material para
\

que a unidade de força, que, como se sabe da Statica, é o peso
d'um kilogramma, lhe communique uma aeceleração egual á uni

dade, isto é, egual a um metro. E essa unidade de força, a de

acceleração, e esse peso assim determinado serão os termal) respe-
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ctivos de comparação para todas as quantidades da mesma cape.

cie que tivermos a considerar d'aqui em diante.

A equação (4) dará a solução que se procura. Bastará para
isso suppor em (4)

p = PI= 'Ir = 1 kilogramma, j= 9 = 9111,80896,

'Ir'
e depois deduzir o valor de -. Acharemos assim 'Ir' = 9,80896.

'Ir

Com taes unidades, e representando simplesmente por m o nq-

'I\"

mero -, teremos, em logar de (4), a formula
'1\"'

(5) P=mj,

applicavel a todos os pontos e a todas as forças.
O numero nl é o que em Dynamica se chama massa do ponto

material.

,

23. Sejam P, X, �, Z a força que, num dado instante, sol-

licita um ponto móvel, e as suas componentes no sentido de tres

eixos coordenados quaesquer; j, ja:, jrl j� a acceleração do moveI

e as suas componentes no sentido d'esses eixos.

Como a direcção da acceleração j coincide com' a da força P,
e as accelerações e as forças se compõem e decompõem pelas
mesmas regras, teremos

mas a acceleração j do movimento effectivo é egual á que a força
r produziria no ponto, sendo-lhe applicada estando elle em re-
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pOIlSO; e como para esta é P =mj, substituindo por P este

valor nas equações precedentes, e attendendo a qlle é

. d2y
J;y = dt2'

teremos

(6)

Taes são as equações differenciaes, por meio das quaes pode
remos determinar todas as circumstancias de movimento, sendo

,

dadas as forças que sollicitam o movel ; ou tambem resolver O

problema inverso.
I

Para se obter a solução do primeiro d'estes problemas, será mis

ter integrar as equações (6). Os integraes conterão seis constan

tes arbitrarias que se determinam por meio d'esses mesmos in

tegraes e de suas derivadas de primeira ordem, dando a t, x, y, z,
d æ dy dz
-, -,

- nessas equações os valores respectivos ao começo de
dt dt dt

movimento.

Assim determinadas as arbitrarias, essas mesmas seis equa
d æ dy d z

. ções serão bastantes para dar os valores de x, y, z, dt' dt' dt
respectivos a qualquer valor de t.

24. Sabe-se que em qualquer posição do moveI a direcção
da força é a'mesma que a da aceeleração, e como esta existe no

plano osculador, tambem a força ahi será contida.

Posto isto, designando respectivamente porT e Q a compo
nente ta�1gencigl (dirigida segundo a tangente) e a ce1ltri}?eta



44

(dirigida no sentido da normal principal) da força proposta, e

attendendo ao que se disse em o u.? 5, teremos

VZ
Q=m-,

p

Resulta d'estas equações que: 1.0 Se a força que sollicita o

movei for constantemente dirigida no sentido da tangente á traje
ctoria, esta será rectilinea; por quanto, de Q= O se deduz p = 00:

2,0 se a força for constantemente normal á trajectoria, a veloci-

d2s
dade do movei será constante; pois que de T=O resulta

-d
=0

t2
ds

e logo - = constante.
dt

VI. -Movimento d'U11l ponto sobre uma curva I

ou sobre uma superficie.

25. Sejam

(7) f (æ, y, æ) =0, F (æ, y, z)=O

as equações d'a curva fixa sobre que se move o ponto.
Designemos por m a massa do ponto, por P a força exterior

que o sollicíta, e por X, Y, Z as suas componentes no sentido
dos eixos coordenados, que supporemos rectangulares.

1 Considere-se um arame ou um tubo com uma forma qualquer, e enfiada

no arame uma couta, ou mettida no tubo uma esphera, Imaginando o arame

ou o tubo reduzidos ao seu eixo de figura, e a mover-se nelle a conta ou a

esphera, reduzidas a um ponto, faremos idêa do que deva entender-se por
movimento d'um ponto sobre uma curva. (DelaUD1!<Y, Traité de mécanique ra

tiolmeUe).
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Sabemos pelo numero precedente que, a todo o instante, O

movimento será produzido pqr duas forças, uma tangencial ex-

�s �

pressa por m -2 e a outra centripeta representada por m-.
dt p

Posto isto, considere-se que, a todo o instante, junctavamos Il.

força exterior, que sollicita o movel, mais as seguintes

v2
-m-.

p

Como estas forças se destroem duas a duas no mesmo ponte,
é claro que a '!lua addição não poderá alterar o movimento, nem

tão pouco modificar os esforços desinvolvidos entre o ponto e a

curva.

Ora, como já se disse, o movimento é unicamente produzido
d2s v2

pelas forças m
dtZ'

m -;; e, por tanto, a resultante das forças

dZs v2
P - m - - m- deverá ser, a todo o instante, normal Il., dtZ' p
curva.

Sendo assim, imaginando a força P decomposta em duas, T, Q,
a primeira tangencial e a segunda normal á curva, e depois ex

primindo que é nulla a componente, no sentido da tangente, da

resultante das forças

(8)
v2

-m-,
p

Q, T,

teremos

(9)
d2s

T-m-=O.
dtZ

A acção do ponto sobre a curva, egual e contraria á reacção
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d'esta sobre o ponte, será representada pela résultante da força
v2

centrifuga, -m -, e de Q.
p

As equações (7) e (9) resolvem completamente o problema
do movimento. Com effeito, por meio de (7) podemos eliminar

de (9) duas das variaveis æ, y, z, as duas primeiras por exem

plo j o que transformará (9) numa equação differencial de se

gunda ordem entre z e t. D'essa equação deduziremos o valor

de z em funcção de t, e depois as equações (7) darão as ex,pres
sões de x, y.

26. A determinação do movimento d'um ponte obrigado a

'percorrer uma curva fixa pôde tambem obter-se pela theoria do

movimento d'um ponto livre. Bastará para isso [unctar á força
exterior que sollicita o moveI uma força egual á rea�ção que
a curva exerce sobre esse ponto.

D'este modo, designando por X, Y, Z as componentes da força
exterior, por N a força desinvolvida pela superficie, e por n, p, q
os cosenos dos angulos que a direcção d'esta força forma com os

eixos coordenados, teremos

(10)

A estas relações devemos ainda acrescentar as seguintes

(11)

a primeira das quaes exprime (n.o 25) que a direcção de N �

normal á curva, e a ultima é a relação conhecida a que devem

satisfazer os cosenos dos angulos formados Po! qualquer recta

com os eixos coordenados rectangulares.
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. Teremos assim cinco equações que, junctas com as da curva,
bastarão para determínar x, y, z, N, n, p, q em funcção de t.

Uma força egual e contrária a N dará a pressão exercida pelo
ponto sobre a curva.

27. Supponhamos agora que o ponto era obrigado a perma
necer sobre uma superfície

(12) f (x, y, e) =0.

Raciocinando ueste caso como o fizemos em o n.
o 25,

da mesma notação, se verá que a resultante de (8)
normal á superficie (12).

Neste caso teremos pois ainda a equação (9); e a pressão
normal exercida pelo ponto sobre a superficie será a resultante

.

v2
de Q e de -m-.

p

e usando

deve ser

\

Uma força egual e contraria a essa résultante dará. a acção da

superfície sobre o ponto moveI.
Posto isto, designando agora n, p, q os angulos que a normal

\ á. superficie, tirada num sentido determinado, forma com os eixos

coordenados, teremos ainda neste caso as equações (10).
Estas equações e (12) são bastantes para determinar x, y, z, N

em funcção de t.
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VII. - Principio t das areas.

28. Das equações (6) facilmente se deduz

( d2œ d2Z)
.

m z--x- =zX-xZ
d� d� ,

Supponbamos

xY=yX, zX=xZ, yZ=zY,

ou, o que vale o mesmo,

(13)
x y z

X=Y=Z;

I "A formula geral •... , que dá todas as condições do movimento de um

ponto material, está eomprehendida noutra analoga, a qual, como adiante

veremos, é a formula mais geral da,Dynamica, e resolve analyticamente
todas as questões do. movimento de um systema de corpos.

Antes da descoberta d'esta ultima formula, apenas se resolviam alguns
dos problemas de Dynamica por meio de theoremas especiaes, aos quaes

por isso se dava o nome de principio8)). (Elementos de mechanica raciollal

pelo sr. Castro Freire).
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donde se. tira
I'H,'- i f I I') I! 1 ','

'I
.\

.\l, I'

d�signando 'c, c', Cil, t�es c�nstantes a�itrarias .

. "Procurèmos a significação
I

d'estas equações, começando
I

pela'
primeira,

, Designab�o por '1' a prèjéeção, 'sob�e o plano dos y z, do r�io
vector tirádo da origem'das coordenadãs Pilra"a posição' do' mo
vel, e por 6 o angulo que r forma' com o' eixo dos y, teremos;

J

suppondo os eixos rectangulares,
J J

"

y=r cos e, z='I'sene,
e logo

ydz-zdy=r2d6,
l' ,

Ora rd6,rep�es,enta o dobro da area elementar descripta por r,

durante ,d,t; por tanto,' designando essa area por d')" teremos, em

log�r",da primeira de (15),
'

(I II I s:; fI
,

1
d).=-cdt';. '\'�/'J'1,' I

'1\) L')�r J.I·jf:;�r '�/,Jf

. 'I
J I (

donde resulta

(16)
1

\ À=-ct,2

sem' nova.constante arbitrária, por supPQrmoB que a area). prin
cipia a. contàr-se da posição de r correspcndente !.\ ,;;;;::;; O.

_

i
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Do mesmo modo achariamos

(17)
1,4 .

).II=-c"t,2

, l

sendo "A' e "A" as areas desc�iptas pelas projecções dó raio vector

sobre <t�ælanos, dos æ z e dos æ y. ,
'

/Fer tanto, S6,' a dir.ecção da/orça que solli-cíta o monel passar,
3.:.' , " I,J .:s

constantemente pela origem das coordenadas i; as areas descriptas
"pelas projecções do raio vector (tirade d'esse ponte para o movelt

sobre os, planos coordenados crescerão proporcionalmente ao tempo.-iJ }If JI I 1
""

A' reciproca é tambem verdadeira.

Com effeito, de (16) e (17) resultam, por duas derivações sue:
�essivas, '��'equaçõe� (14)'; e d'estas e das tres primeiras equa-,

�ões da pago 48 resulta (13).
.

, Nestas duas proposições se encerra o principio das areas.

Multiplicando a primeira das 'equações (15) por x, a segunda'
por y, e a terceira por z, e depois sommando-as ordenadamente,
resulta,

! '\

(18) ex +e' y + c" z=O;
, � l" '.. 1 _,

o que mostra, que a trajectoria existe num plano que paSBa pela
origemdas eoordénadas, como aliás se podia prever.
I lli3endo assim, é .manífesto que as areas descriptas sobre os pla
nos coordenados pelas respectivas projëcções 'do .raio vector re

presentam as projecções sobre esses planos da area que o raio

vector descreve no espaço., r) ')
r

_ \
, .,

Esta area será pois representàda por
J: t If ( "I )

1
- ó tVc2 + C,2 + d,2 •

2 . I
'

• 1 As equações (13) sígnificam que a direcção da força passa peja origem
das coordenadas.



e 'as areas, descriptas pela projecção do raio vector sobre quaes
quer outros planos crescerão proporcionalmente ao tempo.

Temos visto, que o principio das areas subsiste sempre que a

direoção da força que. sollicíta o movei passa por um 'ponto fib,
ease em que poderemos suppor que a força provêm da .acção.
d'esse ponto. \

Posto isto, supponbamos agora que havia dois centros d'acção,«
e, para maior simplicidade, tomemos um d'esses pontos para ori

gem das- coordenadas, e para eixo des z a recta que passa por
esse eipelo outro centro') A todo o instante, a força que sollicíta

o movei existirá no plano que passa pOI: ell� e pelo eixo dos z,
e encontrará este eixo num ponto variavel, cuja coordenada des

ignaremos por z,.

Em logar das equações (13) 'teremos pois neste caso

I I

æ . y Z-Z, (I

X=y=-Z-'
,

' I

" l (

donde se deduz, sem maior difficuldade, que o principio da pro

porcionalidade das areas apenas terá legar para as que !Ião des-

6rlptas pelJ projecção, dolrafo' vector sobre 'plaholl pérpen'dicula
�eslá linh� que )u?e p�_dp-is centros �'S;j.cção. J �: •

J

Egual conclusão 'se tirariâ o c�so de naver tres QU maîs-cen-

tço� d'a5lç.ãoJJdisp.os�os e� l�pha �'eSlta. t'.:
,

" )

.
'

, I )

.29. As equações (16) equivalem a
'"l )

-

•

I
"

r 1 r (h ,b

,

('d3; d�) .
.L (dY d3;) )

m z--œ- =C', m x--'y- =C",
dt dt dt dt

onde C, C', C" designam tres constantes arbitrarias.
•

� t' �J

. Ora, considerando, em qualquer momento, a força instantanea

c�paz de eommjmicar [to mqyel em repouso a velocidade que elle
'"



tem,:I�\ abtèn.dendo lai quel como' ee.deprehende-da doutrina dos

n. OB 15.e. :22; aiS' forças ibstantaneas se podem. avaliàr pela quan-,
tídade. de movimento (producto' da massa do móvel pela veloci

dade) .que ,elIas eommunicam a um perito qualquer.ern repouso:J
reèoahece-se que ias ,equações !precedentes IOU as. suas equivalen-.
tes (15) tambem significam que são constantes em 'l'elaç{ïo aos

eiæee-coordenados-oe momentos, d'essa força- inetanianea .• I.,

"'D'aqu� se -péde.concluir que.o momento resultante d'esses tres

é ,t�mbe� constante em grandeza e direcção. E ver-se-ha, sem

difficuldade, que o plano d'esse momento é parallelo ao que reo.

gresenta a: equação (18)ó _

r ( I)

.[ ,

" ',', VIU� - Principio das ferçasvltas,

30. Visto que, pondoN·=O.em (10), resultam as equa

ções (6), segue-se que aquellas equações são egualmente proprias
,

para determinar, tanto o,movimento d'um ponte livre, como o de

um ponte ob,rigado a mover-se. s�bJe :uma superficie ou sobFe,
.

uma curva, "

" Posto, is�o, �rlUl�iplic�n�o ordenadamente a primeira d,e (10)'
d »

. "

dy
,

por -dt=dæ, a segunda por -dt=dy, e a terceira por
. l,dt "I dt
dz
-' d t =d z, sommando depois 'as equações resukentës, e'at ten-'
dt

�« •
-,

ou, mais simplesmente,

(19) ., d:rriv�=2(Xdæ'+Ydy+Zdz),
.

'

I
I

" JlO

, ,

. )

visto 'como, 'sendo livre Q Ulovell é N =0, e 'no caso de Q PQ�t�



s.æ-llobr.igaào !�I tnover1se. sobre;, uma curva ou sobre ruma supèn�J
ficie l. é n d » + p d,y + qdz____:O. 'I ',:
v, A fim dé -poder ,traduzir commodamente em linguagem a equa

ção (19) e ainda outras em que figutam elementos semelhàdtesj,
convencionou-se chamar força »ioa d'um ponto material em

,
movimento ao .producto' da.raasea d'esse ponte' pele -quadradõ da

sua velocidade, e trabalho élementa'li', d'uaïa fOl1ça"applicàl:Iar aI

Um' ponto, em: movimento, ao producto da força pela próje<lçã(!);
sobre ella do espaço elementar d 8 percorrido 'pelo seu ponte de'

applícação il.
Com taes denominações põde pois dizer-se que a equação «:v\'))

exprime que o augmento infinitesimo da força viva é egual ao

dobro do trabalho elemèniar daforça exterior a�plicaa� ao rrio\jel.
Considerando agora duas posições taes do moveI, que' 'o arco'

ou espaço que as separa seja finito; como a equação (19) é ap"
plica vel a cada um dos elementos d 8 d'e�se espaço, ach�re?los,
procedendo ordenadamente á somnia das equações (19) rèspe-
ctivas atodos esses elementos,

'

(�

designando respectívamente por Vo e v a velocidade do .movel' na

'. ï
,

I,

-)

dx dg dz
1 n - +p - + q - representa o coseno do angule formado por N e d s.

ds ds ds
. .. �

2 Designando por p a força, será

P ascos CP; ds). X dà:+ y dy+Z

o trabalho elementar ..

( A expressão P dB.COB (P, ds), do trabalho mostra que esse elemento póde
tambem sei: definido como sendo. o producto do espaço elementar' a 8 pela
projecção da força sobre elle:

E d'esta definição immediatamente se deduz que o trabalho elementar da

resultante é egual á somma dos trabalhos elementares das componentes•.
'

,



oDigem 'e no :eitremo do espaço finitb, e devendo' o Bomiru[to�iol

applicar-se a todos os elementos d'esse espaçQ,::) , � ti
<

- �sta equação exprime que o augmento da força viva fé egual
qo dubro do trabalho total da força.

31. No caso de ser X d œ + Y d Y + Z d z a differencial exa
cta' d'uràa funcção de x, y, z, poderá efÍ'eituár-se a integração,
indicada no segundo membro de (20) j e então acharemos l: de'

notando ,por cp essa funcção, ) ,

. '!

,

Posto isto, designemos por. Xl YI �l \ as coordenadas do movel

respectivas a uma das suas posições. Substituindo essas 'coorde

nadas em cp (x, y, z), esta funcção tomará um valor determinado,
que em geral será unico Il, e ao qual designaremos aqui por C_

Restituindo agora a x, y, z a sua variabilidade, a cquaçãq
cp (x, y, z) = C representarâ uma superficie á qua), bem como a

todas as que esta equação pôde representar dando a C differen

tes valores, se, dá o norhe de superficies de nivel} pelas raeõea

que vamos expor.
A equação differencial que comprehende todas essas superfi

cies, é

(22)
j"� ' ')

\' 1\

1 Alguns auctores denominam principio das forças vivas o theorema c_on
tido na equação (20); nós porém, com 'I'immermans, reservaremos essa de

nominação para quando o segundo membro' d'essa equação for integravel,
caso em que (20) se transforma em (21).

2 Veja-se uma Memoria de M. Bertrand, inserta no 28.0 caderno do Jornal
da Escola Polyteèhnica de França, bu, na sua falta, um pequeno excerpto
d'essa Memoria, publicado no vol. XXII, n."12, do Imstiiuto, com o titulo de

Theoria mechouica das condições d'integrabilidade das equações diffëren
ciaes ent1'e duas e tres »ariaceù: e sua applicação ao principio das forças
WvÇU.
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onde, representamcs por � 00, d' y, � z f�!! differénças das 'eoorde-,
n�das de dois pontos infinitamente proximos; ambos situados

sopre uma d'essas superficies, as quaes differem das que temos

denotado por d 00, d y, d z, que designam as mudanças infinite

simas das coordenadas do moveI provenientes da,' sua passagem
d'um para: outro ponto da trajectoria.

.Ora a equação (22) exprime que a força, cujas componentes
são X, Y, Z, é normal a ca�a uma d'essas superficies em qual
q?-er dos sev-s pontos j e' sabe-se, pela theoria da attracção, que
ás superficies que gozam d'essa propriedade se dá o nome de

superficies de nivel.

Se a trajectoria fosse uma çurva plana, tomando o plano d'ella

para um dos coordenados, bastariam duas das equações (6) para
determinar todas as circumstancias do movimento. Nesse caso

o segundo membro de (19) só conteria duas variaveis, e em vez)
de superficies ba�taria conside�ar' curvas de nivelo

Podemos agora terminar o que tinhamos para dizer ácerca do

principio das forças vivas.

Depois do que fica exposto, é facil ver que a equação (21)
exprime que é constante o augmento da força viva, proveniente
da .passagem do movel d'uma superficie para outra j quer dizer,
se dois moveis partirem d'uma d'essas superficies, embora com

velocidades diff�rentes e seguindo trajectorias diversas, ao che

garem a outra superfície, ambos elles terão ganho a mesma força
viva, e se., pelo decurso do movimento, algum d'esses moveis

voltar' a uma superficie por onde já tinha passado, terá no mo

mento do regresso a mesma força viva que possuia quando ahi

passou.

\ '
.

32. Atténta a importancia d'a equação (21), será conveniente

indagar em que casos é X d 00 +;Y d y + Z dz a differencial d'uma
funcção de æ, y, Z.

Tem isso logar, sempre que a força que sollicita o movel pro

vem da �cção. que outros pontos fixos - ceniro» d'ac!;ão - eser-
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cem sobre' elle, dependendo 'a intensidade d'eêsa acção tão 's6.
mente da distancia do centro respectivo ao ponte móvel.

Com effeito, designando por a, bi c as cóordenadas d'um

d'essea centros d'acção, por f a sua distàucia ao movel, e por F

á funcção de f, que representaialintensidade da força proveniente
d'esse centro, teremos, conforme a força fôr attractiva ou repül-i

, ,

siva,
.

,

"

'X=+Fa ,x
_

'f', .

Y�+ Fb-y;
_

f'
e logo

. . . .

Xd ,Yd d _+ F (a-x) d,x +(b-y) dy + (c-z)dz
"

x + y+Z z-_ ,

,
f

. ,

II ., Of

ou

Xdx,+ Y dy + Zdz= + Fdf, 'I , '

visto ser
"1

(x,-a)2 + �y - b)2 + (z - C)2,=p.

Ora F dfé differencial exacta, d'uma funcção 'de f e, por tanto,
d'uma funcção de x, y, z.

O que dissemos da força F pôde egualmente repetir-se ácerca

de cada uma das forças, F', Ffi, ... provenientes dosoutros cen

tros d'acção ; e como o trabalho (elementar ou total) da resul

tante de quaesquer forças applicadas a um ponto é egual á semma

"lgebrica dos- trabalhos respectivos das componentes (pag. 53,
nota 2) poderemos concluir que é

,d.mv2= + 2Fdf + 2F:' di' + ...

I �

e verdad�ira a proposição enun�iada i.
-

\

, ,

1 D'esta ultima' equação' póde tambem'ínferir-se que, por effeíto de qual-
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'Sem que o principio diis fórçàs vivás 'deixe (le ·tèr!lóga , p�ae!
tam bem o mo�el ser act�ádo' por uma força dirigida perpendi.
cularmente a um plano fixo e cuja intensidadef seja uma funeção
q'ualquer da distancia :QO moveI ao plæno .: I r- ,

• •• J

Com effeito, designando por Filessa'força epor fi a distanciá!

do movel ao plano, será Fi dJ,. o trabalho elementar de FI' Ora

Fl dJ,. é differencial exacta de uma funcção de J,. e, por tanto,
de uma funcção de x, y, z.

"

33. No caso de fler constantemente nullo o trabalho ele-
I ,<

mentar da força exterior que sollicita o móvel, o que somente

poderá dar-se num de dois casos � quando 'não existir força ex:
terior, ou quando a sua direcção for normal á trajectoria-e-, de

duz-se de (19) que será constante a força viva do moveI.

Nisto se resume o chamado principio da conservação das for-,

"

ças vivas. ' ,

,
I I

Dá-se, por �xempl.o, este caso quando um ponto é posto em

movimento, sobre uma curva ou sobre uma superfície sem que

depois actue sobre elle força alguma exterior. Assim, em taes
I •

circumstancias, o móvel conservará a sua velocidade inicial+, ','
Cumpre porém notar que na �ealidade o movimento d'um ponto

sobre uma curva ou sobre uma superfície dá sempre logar ao

desenvolvimento d'uma força d'attrito, a qual obra tangencial
mente � trajectori� e em, sentido contrario do ,movimento. O tra-

quer força F, resultará para o movei um augmento de força 'viva, quando,
sendo attractivá á fõrça, a distancia-j" diminuir, � uma dîmíuuíção, quando
essa distan4/a augmentar j e que o inverso terá logar quando fi força fôr re

pulsiva.
1 Isto mesmo já tinha sido demonstrado em o n.s 24, visto como a força

proveniente d'a curva ou da auperficíe sobre que I) ponte se movê é norma]
á trajectorla. E o mesmo reaulta' da equação (9), e pódefambem ser dèc
nionstrado directamente no caso dornovimento ter legar' sobre uma curva
fixa. �Veja"se 'à'Mechá-nica' de 'Fraúcóeur ou' àdé B'oué'h'arlàt):' I ' I,



balho elementar .d'essa ,fprça ;aerá pois. constantemente negativo:
e; por tanto,

. attendendo á equação (19), será facil ver que, por
effeito d'essa força, a velocidade do movei diminuirá constante

mente, e que, em consequencia, se tornará nulla depois d'algum
tempo j o que a experiencia confirma.

,

.
"

IX. - Principio da minima a�ção I..

_, r') "
I

34. �ste principio temlogar nas mesmas circumstancias em

que se verifica o principio das forças vivas, sendo que na demons

tra'ção do primeiro .se faz uso do segundo.
Digamos em que consiste o theorema .

. Suppondo que se tracta .do, movimento d'um ponto livre ou

dIum ponto obrigado a permanecer sobre u�a superfície, .consi
dere-se a parte da trajectoria comprehendida entre dois pontos

determinados d'ella, que tod�via pode'm ser quaeèquer, Fixando

eSSIilB dois pontos, imagine-se que se distendia continuamente ?
arco 0\.1 p'�rte. da, tr�jectoria comprehendida entre elles, e que nós

s\lppomoEl, extensivel � contractil, assentando sémpre esse arco

sobre a superficie no caso ae se considerar o movimento d'um

ponto obrigado a permanec�r. sobre ella.
.

Suppondo que se havia calculado para' o movimento sobre a

trajectoria primitiva o valor de fmvds, sendo este um integral
definido em que os limites se referem aos dois pontos fixos já
designados, é sabido que, pretendendo-se passar do valor d'esse

integraLpara o respectivo ao movimento sobre a trajectoria cor

respondente 'a uma das posições variadas da primitiva 2, conside-
�i .. ,

• .-

. ,

, . -

1 Na-sua denominação conserva ainda hoje este principio claros vestigios
.das noções metaphysicas qn� outr'ora lhe andavam ligadas.

.

Z No caso de que tractamos as forças X, Y, Z são funcções determinadas

de X, '!I, z, (Veja-!;!! Q eçmeço ç1'este n.O e o que dissemos em o n.O 32).
• I

••
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rada como uma curva material que o móvel é obrigado a:.,pel'·
correr, é sabido, diziaf?os, nós, qu� o valor do novo integral é

dado por uma serie, ou semma em que a primeira parcella lé re

presentada pelo valor já calculado do integral definido respeetivo
á trajectória- primitiva, e o segundo é expresso pela variação

, \ )
ill.

, � ",
d'esse mesmo integral.

l"

Posto isto, o theorema de que tractâmes consiste em qu�, �
nulla a variação do integral definido) respectivo ao movimento

-r .

\ \

sobre a tra}ectoria'prim#wq"
\

"\
"

,
r ( 'J\

l •
l ' .

\
•

Ante,s de entrarmos na demonstração do theorema, cumpre adver-

tir que o principio das forças vivas, que por hypothese tem logar
no movimento primitivo, ha de egualmente verificar-se no movi

mento sobre a trajectoria 'depois de variada e considerada como
, , (

uma curva rigida que o movei é obrigado a percorrer:
Em todos os movimentos assim considerados a velocidade do

'jmovei será pois dada (n.? 31) pela relação'

(23)
,

&., -, ';
, l -. I' l

mv2 =2 k +2'tp (x,y, z)
,'J

sendo cp uma funcção determinada, � designando 2 k uma con

stante dependente das circumstancias iniciaes (respectivas ao pri
meiro ponto fixo considerado), a qual pôde ser constante para as

différentes trajectoriaa ou variar contínuaÍnente d'uma para outra,

Com quanto o principio da minima acção somente tenhà logar
na hypothese de k ser constante para as différentes trajectórias,
nós, para fnelbor patentearmos eS,sa restricçãc do tneorema, co

meçaremos por suppor k variável.

I" I
r�

JI! �

35. Passando agora a demonstrar o theorema, supporemos
a massa do moveI representada pela unidade, -e que, sem preju
dicar à generalidade da demonstração, torna esta mais simples.

• 'I
Temos

l'

(24) �.rvds= f� (vds) =Iv�'ds +.fd��vT ', rÓ,
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-'lDe 1'1,1)'(

b '

resulta

i f ,r' r-

.d 82 = d x2 + d u2 + d Z2
I r, . 1 J

•

r

J;' I

d8�d8=dx/tdx + dy/tdy+;d:z�d.zj
v

(25)
-'J .

í o: J '" "ri' I rI

r,) ,.', "\ t,.'\I"'\\ "\It� \ \J
•

dx' dy: .. dz .

'I)�d8=-d�x+-'d'�y+-' d�z.
., dt). ·d� �t

\ .\ .' \
">.

t,

'I ,

. Demais, é
.

. , ,
.

e, como de (23) resulta
,J , ,

s, '1)2 = 2 � k + 2 (X � x + Y � Y + Z h);
"

.\ -I

será

d 8 � V = d t·� k + d t (X 3' æ + Y /t Y + Z � z).

A&ora, substituindo 'nesta equação, em logar de X, Y, Z, as

suas expressões deduzidas de (10), acharemos I

"

..

f
,.

":'1�� 1 Como j� tivemos occasião de dizer, as equações (10) são egualmente ap
.

ii�:jeis tanto ao movi�ento �'�.� ponto, livre como a? d'um ponto obri�a(�ov-

;:.�.�l'Pl�êr-se sobre uma superfieié. ' \
\ -.1

'h<'&�� _ �'tJ��S1 \��
'!:\. �� ;;; .:�,: . v,'��'

•."_','._""
.r: ,

... ,
�.

.

.. �.;"



61.,

ou,,'plais simplesmente;". l'lll Idll. uJ, !.')J;i lIl)'I H'L �')U·.H:UI'l), I,

,1,(' ) " '2
I '.

I" �' (d2œ
' r

• i d2y I d� � I )",
I l

(26) (:l s J'v = ct t d' k + -d2
d' œ + -d2 d',y + -. 8' z Id t,

t t g, t'ii
t

f f. O?

·1, I I r r, r
. �.. r·,., I {I '

I l ,,) li " I, [r I

• "Jll'" illd . J "

J .. I '"i'I,Lf I If .�

�l�to como, sendo hvre o ponte, é N= 0, e, no caso ae ser obrí-

gAdgla m�ve'r-se SObl'è'u'ma sJpe'rfiCiel';lé' h�œ'-f.p d'y + �icl' z
J O.'

Finalmente, de (24), (25) e (26) resulta
JI'

(

f f (d
œ' d y dZ)d' vds=ocl'k+ â: -�œ+-d'y+-d'z ,dt dt dt

,
.' , I

onde representamos por o' o valor do integrál'definido fdt.' .1

• . I I �

Effectuando � integração indicada no segundo membro d'esta,
equação, .e attendendo a que, po,!,' serem fixos os dois pontos a,

que se referem os limites do integral, 'é, para cada. um.d'ellesy
J'œ='d''!)

'" d'iL1..<.'O;..achâfemoB.r tÓ, " ( í",j"\' iJ I

d'fvds=6 d' k,

e, suppondo J' k= 0,

d' {vds=O.

36. Os tres princípios, de que ultimamente nos temos occu

pado, exprimem propriedades muito interessantes do movimento
d'um ponto; mas, sob o ponto de vista analyticoJ nem todos elles

têm a mesma importancía.
O principio das areas fornece tres integraes de primeira ordem

1 Veja-se a. nota (1) da pago 53.



das equações differenciaes do movimento if, 'éxpfleSSOl! .pelss equa,

ções (15).
O das, fOllças -vi'va� dá urn integral \'&e, primeira ordem, repre:

sentado'pelt"eqllaçãb (21).\) '�.;) " ," ,,-)

, Finalmente o principio da minima acção não dá integral algum;
e.apenas pp,deria servir para se obterem as equacões differenciaes
"I'tap 1',8 J�J ( ":J {'rl! ( ("'::. v LI I Ii. �. I

. (li Or�ll

�e) -��!!�r�?'i, ,�el P��, \y�n�I;l�f\ ;��fal� eq?açÕeS "nã� . elst�yelsse� j�dedusidaã . " ( \
. \ 1nJIlJ "1 '(j.�1 ,h \It_) \� ) L J t j. _ L! Lid �I

/ s ) \ ,) :.t, \
1 ComQI��é;sabido, fae( 4quações 'differerj'iáèS dQ- �O:vfurento\ ,g,dJ.ifftem seis

•

t
. . � î) d

. '\
d

Ü' \.:ln egraes istinctos e prImell'a 01' em.

Á primeira vista poderá parecer qne o principio dus areas fornece tam

bem os tres intezraes finitos .d'essas equações, sendo esses integraes repre-
• � \ ,/1 ti : l, j; '':;' -' ,( J ,li fi

• c. � {1. � ú
sentados peJas equações (16) e (17). Cumpre porém -notar que, sendo desco-

nhteèlda li: expres�'ãJ d'ás grandezas ahi' reprèsentadaa' por À, À/, X", estas equa
ções� bom quanto ezpríniam'peopriedádesdœ iiltagraes, não dão Q. BU!t fop"'

�ulaI,0'd)composiçãoanalytica.":,, l. I I, J,'" [I. /I JlJp
:t V�ja-8e a Mechanica de Duhamel, �omo �.o, :pag'I�� e"sllguj��tW.= -,J. 'i;

-IT!J'JO ?OIflUJ orr c)jü�l _HHI!JjJf -ifp uI> 1 l,il.l,ffl'I': ,',

OiilsHíi/on'! (,Il ',jl11.G, u, lJ .j lfu c, j l'l'
. ..� :", 1 I; j) 1

<JoU) .uf/uJ rnsn ,\):;" '\\�i'l.l) ·.iv' _ (ï � � ( I I' lll} n

'"'(\�).'. t :, ; I i'; my)
• dl!)! .\,.§�((! '. í .! 'O

'1<, 1'1';1<;:,., ""I.,

� .• �lH U Ut. t.;.(\t:\I·"'.lIl'
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