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Appreciacdo das hypotheses physicas em que se tem fundado
a theoria das refraccdoes atmosphericas.






Ex solidorum Mechanica

&

Mechanicae principia fandamentalia sola inveniri ra-
tione, neglecta observatione, minime possunt.

\

I

Corporum aequilibrii legibus compertis, tunc -eorum
motus leges inquirendae.

I

De Lagrange doctrinam, T. 1.°, pag. 35, Mech. analyt.,
nempe «Il est clair que rien n’oblige dans cette methode
a se servir de-coordonnées rectangles, plutot que d’autres
lignes ou quantités relatives aux lieux des corps» propu-

gnamus.
IV

A velocitatum virtualium atque d’Alembert principiis
de Buquoy principium deducitur.



v

Ratio, qua Cl. Véne contra Poisson, T. 1.°, § 270 sen-
tentiam «Celle indetermination aurait lieu, en effet, si la
lable etail rigoureusement inflexible» pressiones assignat,
nobis adcurata minime videtur.

VI

Hypothesis /zy,dm= - /0,5 dm = /{2, dm==0 a Poisson
in Mech., T. 2.%, § 414 et seqq. admissa quamvis possibilis;

Vii
Non tamen necessaria.
VIII
De hypothiesi I'—=I"—o § 418 idem adfirmandum.
IX
Omnes conclasiones a Poinsot in Nova Theoria circa

corporum rotationem ex Kuleris analysi quoque deduci
possunt.



X
In corporum moventium systemate vivarum virium
summa maximum aut minimum est, quoties idem systema
per suas aequilibrii positiones transit:
XI
Primo aequilibrium stabile, secundo instabile.

X1I

Minimae aclionis principium a Mauperlio positum in
corporum percusgione non semper datur.
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Ex fluidorum Mechanica

Alio, quam in aequalitatis pressionis principio, Hydros-
lalicae fundamentum ponimus.

I

Ad efficiendum aequilibrium massae fluidae homoge-
neae, circum fixum axim volventis, el cujus parliculae sese
mutuo et ex naturae lege adtrahunt, ellipsoidis trium axium
inaequalium figura inservire polest:

I11
Minime autem ellipsoidis in polos producti.
IV

«H

Penduli correctio, vulgo dicta in vacuum reductio, et
Archimedis principio innixa, inexacta.



v

Demonstratio theorematis «ellipticam formam aequili-
brio massae fluidae homogeneae, caet. (sicut in these 2), et
cujus primitiva figura a sphaerica parum dissimilis poni-
tur, tantum convenire» a Laplace in Mech. Cel., liv. 3.°,
cap. 4.° data, nos minime juvat:

VI
Vera tamen proposilio.
Vil

Theoria, quae mediorum resislenliam ex corporum
conflictu ducit, haudgquaque adecurata.

VIII

Doctrina a Cl. Castro in mech. pag. 324 tradita « Con-
cluiremos pois que, se podérmos determinar ‘num corpo
dous eixos parallelos synchronos, a sua distancia a + @
dard o comprimento do pendulo simples tambem syn-
chrono, sem ser necessario delerminar as quantidades a
e k relativas & figura do mesmo corpo» lantummodo ir"
vacuo vera.
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IX

Aequat:o é Er tfi;./ i?-aaLaplace in Mech. Cel.
liv. 3.° cap. 2.° data, si punctus adtractus intra sphae-
roidem attrahentem, falsa: pro qua reponenda
i e A
Wt T T
henlis densilas.

— 4w, cum sit p sphaeroidis adtra-

X

Sint 4, B, C... corpora conductores in medio solador
alia juxta alia posila, cum horum quidquid quandam po-
sitivae aut negativae electricitalis acceperit quantitatem,
hujus fluidi ad aequilibrium efficiendum unus tantum dis-
trlbuuoms modus.

XI

Superior liberaque fluidi incompressibilis, homogenci
alque ponderabilis, quod vase inclusum, constantique sub-
jeclum pressioni circum verticalem volvatur axim, revolu-
tionis paraboloidis superficiem exhibebil: hoc tamen per
Terrae rotationis motum in polis tantum fit.

XI1I

Tellus principio fluida.
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Ex Astronomia physica

Planetarum existentiam Solem inter et Mercurium,
quos hodierno memoravit tempore Cl. Leverrier, impu-
gnamus.

II

']

Coronam luminosam atque roseas protuberantias, quas
in integris Solis vidimus ecclipsibus, opticam censimus il-
lusionem.
111

De stellarum scintillatione d’Arago sententiam accipi-
mus.

IV

In astrum aberratione computanda eadem semper ve-
locitas luci tribuenda.

v

Atmospherae vera constitutio adhuc latet:
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Vi

Ex cognitione tamen hujus conslitutionis, stratuum
sphaericitatis hypothesi permissa, tantummodo hodie
pendet refractionum theoriae perfectio.

Vil

Ad annuam Stellarum parallaxim supputandam me-
thodus dicta dos logares relativos absolutorum methode
anteponenda.

VIII

Astronomicae observationes interplanetarii fluidi exis-
‘tentiam non adhuc firmant.

IX

Bolides esse Terrae Satellites profitentium réjicimus
sententiam.

X

Series (11), quas in Astron. Cl. Roderici, Part. 2.7,
pag. 33 legimus, erunt convergentes si ¢<0,66195. .. pro-
xime.
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XI

Ejusdem Auctoris doctrina in Part. 1.%, pag. 98, nempe
«quando z' ndo é muito proximo de 90°, a parte principal
da expressio de 6 6 independente d’aquella lei» etiam vera
quum atmospherae vis refringens (poder refringente) sit
varia ex continuitatis lege.

XII

De primitiva planetarii nostri systemalis origine de
Laplace theoriam propugnamus.
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Ex Coelesti Mechanica atque Geodesia

Mutua Planetarum actio, tantum primum massarum
excenlricitatum inclinationumque ordinem spectando, pla-
netaril nostri systematis stabilitatem alterare nequit.

1T

Planetarum alios ab aliis provenisse credimus.

I

Doctrinam, quam apud Laplace Mech. Cel. liv. 3.°, cap.
6.%, invenimus, nempe «si & l'origine la Terre ef la Lune
avaient été placées sur une méme droite, & des distances
respectives, ete.,» impugnamus.

v

Per Solis Lunaeque in Terram actionem fit, ut Terrae
rotationis axis unus semperque idem,
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A

Diversis tamen spaltii locis respondeat : unde et prae:
cessionis et nutationis phaenomena. -

VI

Cometae seu in vacuo,

Vil

Seu in medio ponderabili resistentique moveantur,
eorum phaenomena solam gravilationem explicare non
posse, credimus :

Vil

Vi alia opus est: eamque Cl. Faye invenisse proba-
bile ducimus.

IX

In aequatione (9) Francoeur Geod. pag. 264 adplicanda
multas intermediasque stationes adhibere oportet.
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X

Ejusdem Auctoris aequatio (4") pag. 230 (edic. 3.%,
Parisiis.), cum triangulorum latera sint permagna, corri-
genda.

XI

Ad terrestrium longitudinum differentias- computan-
das lunarium distantiarium methodus praestantissima.

XII

Geodesica opera apud Portucalia sub Cl. Ciera habita
quidem imperfecta.

'
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DISSERTACAO INAUGURAL
IREURENTO

Appreciacdo das hypotheses physicas em que se tem fun-
dado a theoria das refraccoes atmosphericas.






ADVERTENGIA

Desde Ptolomeu até aos nossos dias o problema das refracgoes
almosphericas tem occui)ado a attencdo d'um grande nimero de Geo-
metras e Astronomos. Fazer a historia critica de todos os seus tra-
balhos sobre este ponto seria por certo objecto muilo importante,
mas que exigiria, para ser levado a cabo, muitissimo mais tempo do
que ¢ dado para trabalhos taes como este nosso: limitdamos por isso
nosso exame aos escriptos de Laplace e Ivory, cujos principios
‘nesta theoria nos pareceram ser os mais geralmente seguidos.






DISSERTAGAO INAUGURAL

APPRECIAGAD DAS HYPOTHESES PHYSICAS EM QUE SE TEM FUNDADO
A THEORIA DAS REFRACCOES ATMOSPHERICAS

peduccao da equacao differencial da refraccao

A luz que d'um astro vem incidir s6bre a atmosphera é por ésta
refractada, e chama-se refraccio atmospherica o angulo que a dire-
c¢do do raio incidente forma com a que 0 mesmo raio traz 'no mo-
mento de chegar 4 camada do observador.

Para calcular este angulo, admittiremos: 1.° o systema da emis-
sd0 na theoria da luz; 2.° supporemos que a refraccio da luz é
devida a uma attracciio das moleculas do corpo para as da luz; at-
traccio que varia com a distancia, de modo a tornar-se insensivel
para distancias sensiveis; 3.° e finalmente supporemos a atmosphera
quiescente e composta de camadas esphericas e homogeneas, cuja
densidade varia d’uma para outra camada segundo uma lei qualquer
continua.

Tomemos para plano da trajectoria o plano vertical que passa
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pelo centro da terra, pelo observador e pelo astro; e tomemos para
coordenadas 'neste plano a distancia do centro da terra a um ponto
qualquer da trajectoria, e o angulo formado por aquelle raio com a
vertical do observador, coordenadas que designaremos respectiva-
mente por r e v.
Pésto isto, sera
edr

R T

dﬂ: - 5
72 \/l;f"'—fﬁ?l — 2 edr

a equacao differencial da trajectoria da luz na atmosphera, sendo ¢
e ¢ duas constantes arbitrarias, e ¢ a forca accelaratriz provenienle
da attraccdo das camadas atmosphericas.

E para obtermos o valor da refracgdo, chamando o' e 6 os an-
gulos que atangente a trajectoria ‘num ponto qualquer forma com
o raio vector tirado para aquelle ponto e com a vertical do obser-
vador, teremos

v4ol=p e rdo=dritg,

que, combinados com (1), ddo finalmente

%Qd‘f
b = = .......("2)‘

2 -'
(q’— 2 :pdr)\f q*— % — QJ@d'r

Esta equacdo integrada desde r = ao raio da camada em que
estd o observador até r = ao raio da camada limite da atmosphera
dara evidentemente o valor da refraccéio atmospherica, mas para isso
¢ preciso ainda determinar o valor das conslantes ¢ e ¢, e a ex-
pressdo da forca ¢, o que passimos a fazer.
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Suppondo a particula luminosa na camada de raio » e densidade
s, a camada inferior de quantidade dr=s tera por densidade

dp sz 2

§aads o] AT

=
o

— ele.

""I

¢ por espessura ds: e por lanto, representando por = (s) a lei de
variagdio da attracgio com a distancia, sera a attraccdo d’aquella ca-
mada representada por'

Sdp s d2 |
u(s)dslp— +—§d—-§—-etc. (

A accdo de camada superior ¢ do mesmo modo representada por

dgiﬁ- 1 Qgri+3w=

¢ porlanto a molecula sera effectivamente sollicitada por

dep s d
— 2% (s)ds‘ o -i~1 " 3F+etci

ou mais simplesmente (hypothese 2.%)
de
— 2 5 (s) sds ol

que é preciso integrar desde s=10 até s ==co para ter o valor da
forca o.
Fazendo pois

k =}";> sds = (),
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d
serd .‘,=—9ka‘f,ﬁdr=—2k9.

Resta achar os valores das constantes ¢ e ¢.

Para isso notaremos que, ou o raio parta do astro para o ohser-
vador, ou d’este para aquelle, a trajectoria sera evidentemente a
mesma, mas como os valores das constantes costumem ser deter-
minados pelas circumstancias iniciaes do movimento, circumstancias
que sao conhecidas para a camada do observador, e ndo para a ca-
mada limite da atmosphera, sera preferivel aquelle segundo modo
de considerar o movimento.

Sendo assim, sera

Jrir=2k(()—s);

e as conslantes ¢ e ¢ serdo (Poisson, Mech., § 234)

-

S o : sy i
c=an\/1+?(p)sens, q=n\/1 +F(P)r

sendo n a velocidade com que a luz é emittida do astro, e a o raio
da camada em que esti o observador, e aonde aquella velocidade se

forna em n\/i -i-%(p).

Por meio dos valores precedentes de ¢, ¢ e ¢, a formula (2) trans-
forma-se em

|
=
o
-f;:“
[ -
-
|
Car
o
S
3
=1
=
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¢ aonde so resta determinar o valor da constante &, o que poderd
conseguir-se tanto por observacdes astronomicas, como por obser-
vacoes terrestres por meio da formula

i *—1

-'F"_"‘——‘;——....,... . ---.....(i),

sendo p a densidade do ar sujeito & experiencia, e ¢ a relagdo entre
o seno d’incidencia e refraccio para aquelle mesmo ar.

A equagdo (3) e as consideracdes de que foi deduzida concor-
dam com as de Laplace no tom. 4.° da Mech. Cel.; ellas sdo tambem
conformes com as empregadas por Ivory no seu trabalho sébre as
refraccdes, e pelo Sr. Sousa Pinto 'num folheto que sbre esta ma-
teria publicou em 1850. Apesar d’isto, julgdmol-as pouco verosi-
meis por o serem as duas primeiras hypotheses da pagina 11 d’onde
foram deduzidas.

A respeito d’aquellas hypotheses temos que notar: 1.° que a at-
traccdo de que alli se falla varia para o mesmo corpo, segundo uma
lei que ndo ¢ a da proporcionalidade s densidades do corpo; 2.° e
que a lei d’essa variacdo ¢ differente para raios differentes (Arago,
Mémoires scientifiques, tom. 1.°, pag. 130).

Estes factos, resultados da experiencia, parecem-nos tornar mui
pouco verosimil a hypothese 2.* e por conseguinte tambem a 1.°,
visto como d’'outro modo ficaria inexplicavel no systema, de que alli
se falla, o phenomeno de refraccio, a cujo respeito diz Arago, Mé-
moires scientifiques, tom. 1.° pag. 123: «La théorie de la refraction
envisagée sous le point de vue le plus général, est une des parties
les plus importantes de I'optique, non seulement d raison de ses
nombreuses applications, mais encore par les conséquences qu’on
peut en déduire relativement a la nature de la lumiére et aux vé-
ritables causes de ses propriétes. Aussi les physiciens que ont dé-
veloppé ou soutenu les divers systémes imaginés pour I'explication
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des phénomenes de l'optique se sonl-ils particulirement éfforcés
de rattacher la loi de la refraction a I'hypothese qu’ils admet-
taient».

Provavelmente para evitar estas difficuldades é que Puissant no
seu Tractado de Gcodesia, e depois d’elle os Srs. Sousa Pinto e Fol-
que nos seus Elementos de Astronomia tém empregado para chegar
a equacdo (3) uma deduccio differente da de Laplace.

Assim, ndo fallando das outras equagdes que ndo sdo mais que
principios geometricos applicaveis a todas as curvas, elles empregam
para chegar d equacdo (3) a equacdo (&) pigina 15, ndo a deduzindo
dos principios da attracedo como o faz Laplace, mas dando-a como
um resultado da experiencia; e em vez da equacdo (1) elles em-
pregam a equacédo

senz a0
senz® n a’
que se deudz das seguintes consideracdes (a).

Sejam (fig. 1.%) AA/, BB/, DI, EE'.. . as superficies que se-
param uma das outras camadas atmosphericas.

No ponto M/ chamemos 2’ e o os angulos d’incidencia e refra-
c¢do, e analogamente para os outros pontos M, M, M". ..

Chamando mais n, n', 2. . as razdes constantes dos senos dos
angulos d'incidencia para os de refraccio d'um raio vindo do vacuo
para as camadas superiores a O, M', M"...; e u o angulo d’inci-
dencia no vacuo necessario para o da refracedo na camada superior a
0sen o', teremos

sen u sen u ;

—f, —— =1

sen o' ' senz/

2

(a) Esta notagiio ¢ a do Sr. Sousa Pinto; querendo passar d'ella para a de

Laplace, sera necessario substituir as letras z e n por 0 e i,
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que ddo _
seno'  n
senz n'
e em geral ; :
sengfl  al
m}=m, L P M TR e ..-.(5).

Demais qualquer triangulo C M M=) da

Y sen zli=1
=" genal

fazendo C M() =¢(i),

e por tanto, combinando (8) e (6), sera

senzi=1) a0
sen sl pli=1) " pli-1) 7

ou que é o mesmo

ali=1) pli=1) gen z0=1) —n M r@ sen z1,

ou ainda
na sen z = nt v gen z

representando por a o raio CO da camada onde esta o observador,
que ¢ a equacdo de que acima fallimos.
N’esta theoria parece-nos podér ainda ser objecto de divida o

emprégo que se faz da equagdio (4), que, posto ser sensivelmente
2
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> verdadeira para o ar atmospherico experimentado, se péde todavia
duvidar que o seja para as camadas taes como as em que Suppomos
dividida a atmosphera, isto ¢, d’'uma espessura infinitamente pe-
quena.

Por egual motivo julgdmos duvidoso o emprégo da relacdo de con-
stancia entre o seno d’incidencia e refraccao ().

Pelo que fica dicto se deixa ver que as deduccdes que se (Em
feito da equacdo (3) nos ndo seguram d priori a certeza d’ella, que
todavia ¢ certificada d posteriori, visto como os resultados que d’ella
se deduzem sdio accordes aos da observacdo, todos os desvios que
se encontram entre as refraccdes calculadas e observadas tendo
sempre oulras causas mais provaveis a que possam ¢ devam de ser
attribuidos (b).

O que vae dicto ¢é relativo & theoria physica da luz, que serviu
de fundamento d deduccdio da equagdo (3); passimos agora a exa-
minar a forma, natureza ¢ estado das camadas atmosphericas.

Forma. Se a atmosphera ndio fosse sujeita a outras fércas mais
sendo ds altractivas, que sobre ella exerce a Terra, e ds centrifugas
provenientes de seu movimentlo de rotacdo, ella affectaria uma forma
constante, e que seria a do seu equilibrio.

Aquellas forcas porém vém-se reunir muitas outras, cuja accio
varia do momento para momento, e entre as quaes poderemos con-

(a) Desacompanhada de faclos que a juslifiquem apresenla Ivory, Trans. Phi-
los. p. 1838, pag. 175 a seguinle assergiio : «Chamando p a densidade do ar 'num
dado ponto da atmosphera, a densidade d’uma camada inferior dquella da quanti-
dade dr lerd por densidade p—+dp; e é para nolar que embora dr seja um infi-
nitesimal, deve lodavia ser conlado como infinitamente grande quando comparado
com a dislancia insensivel a que se estende a acglio dos corpos sdbre a luz, de
modo que o podér refraclivo d’aquella camada ¢ exaclamente o mesmo que serfa,

se sua densidade se eslendesse invariavel até 4 superficie da Terran.

(&) Kramp— Analyse des refraclions, pag. 30.
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tar as altracgdes dos corpos celestes especialmente do Sol ‘e Lua e a
acgiio calorifica do Sol, ac¢@io que varia ndo so d’'um para outro clima,
em virtude da diversa obliquidade dos raios solares, mas ainda d'um
para outro ponlo no’ mesmo clima, em virtude da diversa natu-
reza do solo, com a qual csta ligado o podér absorvente e ra-
diante (a).

Assim pois, quando mesmo quizessemos admitlir que a figura do
equilibrio da atmosphera era a espherica, ve-se pelo que vae dicto,
que ésla figura bem como outra qualquer figura fixa ndo pode mais
convir para representar a forma das camadas d'uma atmosphera, que
se alguma cousa parece ter de fixo ¢ uma continua agitagiio,

Ougimos porém a este respeito Ivory «Serfa todavia chimerico,
diz elle (Trans. Philosoph. p. 1823, § 6), esperar que se podesse
encontrar uma férmula que se adaptasse ds observacdes destacadas
sem grandes desegualdades occasionaes.

Unm tal defeito ndo provém da theoria, mas sim da natureza das
proprias observacoes. Se examinarmos uma serie de refraccoes ja

(a) Le réchanffement du sol, par les rayons solaires, son refroidissement quand
il rayonne vers I'espace libre, doivent, indépendamment de loute cause acciden-
telle, produire habiluellement dans les couches inféricures des couranls ascendants
et descendants, dont les conditions doivent varier sur les diverses verticales de cha-
que région terr‘eslre, en raison de la nature du sol, ce qui rend impossible 1'exacle
idenlité des densités & d'égales hauleurs, par consequent, la configuration sphérique
des couches d'égale densilé que la théorie actuelle suppose.

On a, pour ainsi dire constamment, la preuve matérielle de ces perturbalions
accidentelles, el je dirais presque locales de 'atmosphére, lorsqu’on observe allen-
tivement dans les lunelles astronomiques des éloiles si voisines des pdles celestes,
que leur mouvement de rotalion diurne est presque insensible pendant des courts
intervalles des lemps. Car, en amenanl leurs images toul prés des fils d'araignée
qui sont tendus an foyer de ees instruments, comme je I'expliquerai plus tard, on
les voit presque toujours agitées de pelits mouvements vibraloires qui, lour & ltour,
les rapprochent et les éloignent de ces fils, an point de les cacher quelquefois der-
riére leur épaisseur, puis de les faire reparaitre, en quelques instants, Biot, As-
tron. tom. 1.°, § 134,
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observadas, sera facil descobrir exemplos, nos quaes as verdadeiras
refraccoes tém diminuido, quando, segundo as indicacdes dos ins-
trumentos empregados, ellas deveriam ter augmentado e vice versa
(a). :
As refraccoes so aflfectadas por circumstancias de que o obser-

vador ndo tem intimacdo alguma, e que nao podem entrar n'uma
" theoria, qualquer que ella seja.

As causas reaes de taes anomalias sdo indubitavelmente as mu-
dancas irregulares, que t&m logar nas partes remotas da atmosphera
e que ndo sio de modo algum indicadas pelo barometro ou ther-
mometro. Nos devemos conceber que a atmosphera estd continua-
mente oscillando em térno d’um estado medio, que a theoria deve
prescrutar. I para esperar um bom exito n'esta indagagdo; niio de
modo que a theoria concorde com todos os casos particulares, mas
de maneira que desapparecam os erros n’'um grande nimero d'ob-
servagdes feitas em differentes tempos.»

Vé-se pois que, attribuindo ds camadas atmosphericas a forma
espherica, os Geomelras ndo tém por fim sendo o representar o estado
medio, 0 unico accessivel a uma theoria, da almosphera: e para
aquelle estado a forma espherica ndo tem soffrido da parte das ob-
servacdes o mais leve desmentido, podendo servir de prova o que se
I¢ no prefacio da memoria de Ivory, inserta nas Trans. Philos. para
1838. «Neste processo suppde-se, ¢ ¢ o que confirma a experiencia,
que o resultado serd a final o mesmo para a mesma altura acima
do horizonte, com tanto que as observacdes sejam bastante extensas
assim no numero como no tempo».

(.-I:r) Falando d'uma d’eslas anomalias descoberta por Delambre, diz Biot no
Conhecimento dos Tempos para 1838, pag. 71. «Si done de tels résultats sont
exacls, et s'ils ont été calculés exactement, on ne peut les altribuer qu'a un dé-
rangement de sphéricité des couches atmosphériques. Alors on n'y saarait remedier
qu’en répétant les observalions & différenls jours pour altenuer, par compensation,
les €carls dus & celte cause que le calcul ne peut atteindre,
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Natureza. Calculando a intensidade da forga @ NOS a suppoze-
mos proporcional & densidade de cada camada, o que equivale a dar
4 atmosphera uma composicdo uniforme, visto como a experiencia
mostra que em geral a polencia refractiva somente é proporcional a
densidade quando se considera o mesmo corpo em estados differen-
tes de condensacdo (Laplace, liv. 10.°, cap. 1. , § 2. Biot, Phys.
math. tom. 3.°, pag. 297).

Passidmos a apreciar esta hypothese.

0 ar atmospherico era considerado pelo antigos como um dos
quatro elementos da natureza, e este érro subsistiu sem contestacio
até aos fins do seculo passado, em que Lavoisier por meio d’uma
memoravel experiencia mostrou que o ar almospherico era um com-
posto em que entravam dous elementos, oxygeneo e azote.

As experiencias posteriores, confirmando as eonsequencias de La-
voisier s6bre a composicdo do ar atmospherico, tém de mais mostrado
que as propor¢des, em que aquelles dous elementos se acham mistu-
rados na atmosphera, sdo sempre as mesmas em todos os lempos,
em todos os logares e alturas a que o homem tem podido chegar ().

Alem d’aquelles dous elementos, a atmosphera contém constan-
temente dous outros, acido carbonico e vapor aquoso, cujas propor-
coes estdo, no dizer de todos os chimicos, longe de seguir a cons-
tancia observada nos dois primeiros (Regnault, Chimica, tom. 1.°,
§ 95. Sr. Julio Pimentel, Licoes de Chimica Geral).

Apesar porém d'uma tal variedade d’elementos e provavelmente
por causa da sua diminuta quantidade, tém os Physicos em suas in-
dagacdes sobre o ar atmospherico desprezado completamente aquel-
las variacoes, e considerado o ar atmospherico o mesmo em todos

4
(a) Na celebre ascensfio de Gay-Lussac colhen este sabio na grande altura a
que se elevon uma porgiio d'ar atmospherico, que sujeilo 4s analyses chimicas afle-
cton uma composigio relativamenle ao oxygeneo e azole, egual 4 que se tem en-
contrado no ar das baixas regides da almosphera. Tem sido tal a uniformidade de
proporgdes d'aquelles dous elementos, que tém sido objecto de questdo enlre os
chimicos o decidir se elleg entravam na almosphera misturados, se combinados.
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os tempos e logares: na obra de Kramp, por exemplo, appresenta este
auctor uma tabella das dilatacoes do ar atmospherico, que eram da-
das por seus auctores sem de modo algum declararem qual era o ar
(isto é as proporcdes d'acido carbonico e vapor aquoso) a que se re-
feriam, e a cujo respeito diz Kramp, pag. 8. «Ces différences sont
beaucoup trop grandes, pour pouvoir étre rejettées sur le compte de
I'expérience seule. Il faudra en conclure plutdt que I'élasticité spe-
cifique de I'air commun ne dépend pas seulement du dégré de cha-
leur qu’il éprouve; mais qu'en outre elle doit étre fonction de quel-
que autre qualité de I'air, qui y influe pour le moins autant que
la chaleur. Le professeur Schmidé, université de Giessen, pays de
Hesse, a constaté par un grand nombre d’expériences laborieuses
et exactes, que cette qualité n’est autre chose que I'humidité de
I'air, c’est a dire, la quantité de vapeurs aqueuses qu'il tient en
dissolution».

Actualmente ainda os Physicos desprezam as variacdes do acido
carbonico, attendem somente ds do vapor aquoso, considerando a
composi¢do do ar atmospherico séeco a mesma em todos os tempos
e logares. A este respeito notaremos que, abstrahindo das varia-
coes do acido carbonico, que na atmosphera existe em proporcdes
mui diminutas, ndo so, como ji vae dicto, as experiencias de todos
os tempos e logares tém confirmado a hypothese de uniformidade de
composicao do ar sécco, sendo que tambem esta uniformidade estd
muito em harmonia cum a lei physica da diffusio dos gazes, em
virtude da qual dous ou mais gazes meltidos no mesmo vaso aca-
bam por se misturar do modo a formar com o tempo um todo ho-
mogeneo. '

Se porém reflectirmos que as experiencias se nio tém esten-
dido a toda a atmosphera; que a analogia entre as circumstancias
physicas dos gazes fechados no mesmo vaso, e os que sdo conltidos
na atmosphera ndo é perfeita, visto como a temperatura e pressio,
que na atmosphera variam desde a hase até ao topo, sdo constan-
tes para aquelles; e finalmente que, embora a analogia se désse, a
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atmosphera pode ndo ter ainda de exislencia o lempo necessario
para o cumprimento da lei da diffusio, seremos levados a concluir
que «a uniformidade da composiciio do ar atmospherico sécco nio
pode ser apregoada como principio incontroverso.»

Restituindo agora ao ar almospherico o vapor aquoso de que
temos abstrahido melhor sobresahird a verdade do que acablmos
de dizer.

' As experiencias dos Chimicos tém mostrado que o ar contém em
differentes tempos, diversas propor¢des do vapor aquoso; Regnault a
pag. 140 do tom. 1.° diz: «L’experience a montré que l'air atmo-
spherique lihre renferme des quantités d’acide carbonique qui va-
rient de 4 a 6 dix milliémes (do péso total do ar). Quant & la quan-
tité de vapeur d’eau, elle varie entre des limiles assez étendues.»

Apesar porém d’a proporcao do vapor aquoso variar com 0s lem-
pos, resta ainda averiguar se éstas propor¢des variam ou nao para o
mesmo tempo a diversas alturas. A resolucdo d'esta qﬁeslﬁo pela
Chimica seria por extremo trabalhosa, e so poderd um dia ser re-
solyida pela hygrometria ; infelizmente ésta sciencia, sendo, como diz
Kaemtz, uma conquista dos tempos modernos, nem os instrumentos
sao assas perfeitos nem suas applicacdes assds numerosas para de-
cidir esta questdo, a respeito da qual diz Kaemtz, pag. 87. «II
s'agit uniquement ici de ’humidité relative, et sur ce point les opi-
nions des physiciens sont partagées.» (Veja-se tambem Ivory, pre-
facio da 2." memoria sbbre as refraccdes).

Estado. As experiencias de Biot e Arago sobre a refraccio dos
raios luminosos foram feitas, mirando a objeclos terrestres, e desde
logo era possivel suspeitar que as consequencias devessem de ser
modificadas, quando f;&'r ventura a fonte de que parte a luz nio fosse
animada dos mesmos movimentos que o corpo refringente.

Para levantar ésta diavida advertiremos que, como adiante se
verd, até uma consideravel distancia do zenith as refraccoes ndo de-
pendem do podér refringente d'outra camada, a nao ser d'aquella
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em que estd collocado o observador, de modo que ésta pode ser
completamente comparada ao prisma refringente empregado por aquel-
les astronomos.

Posto isto, e notando que os raios luminosos enviados pelos di-
versos corpos celestes tém apresentado exactamente as mesmas leis
que eram dadas pelas observagoes terrestres, embora os movimentos
d’aquelles corpos sejam, como se sabe, muilissimo differentes uns dos
outros e dos da Terra, e embora ésta tenha nas diversas phases do
anno movimentos muitissimos variados, concluiremos em fim que
as leis da refraccio sdo completamente independentes dos movimen-
tos tanto dos corpos de que parte a luz como d’aquelles aonde ella
se vae refractar, e as mesmas como se uns e outros fossem suppos-
tos em repouso (a).

(a) «Quelle que soit la théorie de la lumiére que 1'on adopte, c'est toujours un
fait trés remarquable, que la composition de la vitesse propre de la lumiére avec
celle de la terre, qni se manifeste dans le mouvement apparent des éloiles, connu
sous le nom d’aberration, n’ait cependant aucune influence appreciable sur le re-
fraction de la lumiére qu’elles nous envoient A differents jours de 'année,» (Pois-
son, Mécanique, tom. 1.°, § 168).



Integracao da equacao differencial da refraccao
segundo Laplace.

Para integrar a equacdo (3) seria necessario conhecer a relagao
existente entre p e r; mas como tal relagio nao fosse conhecida, os
Geometras tém feito sobre ella diversas hypotheses empiricas, de
cuja veracidade ou falsidade decidiam pela comparacdo dos resultados
que d’ellas provinham com-os da observagdo. N

Laplace, tendo considerado duas d'estas hypotheses e taes, que,
crescendo as alturas em progressdo arithmetica, as densidades de-
cresciam n’'uma d’ellas em progressao arithmetica, e n'outra em
progressdo geometrica, e vendo que essas hypotheses lhe davam re-
sultados que estavam de lados oppostos das observacdes, tanto para
as refraccdes como para a gradacdo do calor, conjecturou que a ver-
dadeira hypothese seria comprehendida entre aquellas duas.

Laplace formou por isso uma hypothese que participava das duas
progressoes, e segundo a qual foi contada a tibua das refraccdes
do Conhecimento dos Tempos.

Fazendo
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a equaciio (3) torna-se em

do
o (1—s)send
/P ; (e) ‘ A1),
z'l—%(\l——@) g \,/cos’n‘— er'\f]_(:_)) +(2s—s*)sen’s

que convem simplificar assim

v

d
a—«esene

Rl ,
(1—a) \/cos’e—.ﬂa(i——i)-}'ﬁs

do=—

2

(e)

aonde faremos ainda (a)

(@) Nasupposigiio d'as densidades decrescerem em progressio arithmelica, seria
p=(e)(1—Ms)s .o v oq caictive . i(m)s

Suppondo que ellas decresciam em progressio geometrica, teriamos
=(p) N e e A 0

A hypothese actual d4 muito aproximadamenle

AN E o SIS s (p)-
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sy Y

),

U

fuh i
9=(9)(1+‘—,)c . (8,
o que torna a férmula em

mi-?(I—f+f ) ¢ Vseno

(1— o)V cos s +2u

do=

Fazendo agora cos*0 +2u==21t*, teremos

cos?p %
9 5 dtseng fcos 0 =V
=1l —I—ﬂz s
(1_._.;)1/2;:, (9),
; Ora de (m), (n) e (p) tira-se
d d g —3s
-&—Es-—-(P)M, d_§=_(?)pN X -‘£=—{p)cl {6‘3—[—1-——8),

das quaes a 1.% é constante, a 2.% decresce em progressio geometrica, e a 3.* sem
ser constante decresce mas menos rapidamente do que a 2.%, sendo assim intermedia
Q'aquellas duas. (Veja-se a expressio da forga  dada a pag. 14 d'esta dissertagio
e 0 fim do § 5, cap. 1.° da Mech. Cel.
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que integrada desde l—-——- até { =-co dd, suppondo

Vi
l cosg (. —i3 —T? \
'l=l72_lf clldh‘: =C¢ ¢'l 3
2 o sen 0 af :
= =3 f—[fT* 4 T 4+ ————sen g coss.
0 (1_¢)ng', L S(A—a)1

Ora para a refraccdo horizontal aquella formula da

B L and .;1 :
_(1_¢)Vﬁ.(1 :/)’

e as observagdes ddo para aquella mesma quantidade o valor 6500”
decimaes ou em partes do raio 0,01021018 ..., e porlanto sera

aVz
0,01021018.. . = ———xo—(1—3/)-. .. . . (10).
R

Demais a condi¢do do equilibrio da atmosphera da, suppondo que
se desprezam as variacdes da forca centrifuga e a parte da grawdade
que provém da attraccdo da atmosphera,

dp=— () Bp Ao s ien 4 s+ doiule (1)
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sendo p a pressdio variavel, e (¢) a forca de gravidade diminuida
da centrifuga para a camada onde estd o observador (a).

E por lanto substituindo por s e ; os seus valores integrando,
e fazendo por simplicidade

(p)=(9)() 1,
teremos

p al fu E aZ’-':', g
= 1 A 8T TRg
)~ TAHTR T RO%

. a qual se torna para a camada em que estd o observador, e aonde
¢ p=(p), u=0, e p=(,) em

P+ )= —ie,

a qual juncta @ equacdo (10) servira para determinar as constantes
fe I, cujos valores sio

f=0,49042, I'=—0,000741816,

que devem de ser substituidos na formula (9), e segundo a qual

{a} Poisson, Meck. tom, 2.°, pag. 623.
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sio confadas as refraccies do Conhecimento dos Tempos relativas
a alturas acima do horizonte menores que 12.°

Procuremos agora o grau de confian¢a que nos deve merecer
a formula anterior.

Se para isso lancarmos mao das consideracdes que levaram La-
place a estabelecer a equacdo (8), veremos que essas consideracdes
pouca ou nenhuma luz nos podem dar sébre a verdade ou falsi-
dade d’aquella formula, visto como se pode conceber uma infinidade
de relacoes differentes d’aquella, e que todas satisfizessem a con-
dicdo de serem intermedias das progressdes arithmetica e geome-
trica. :

Se porém por meio da relacdo (8) determinarmos a gradacdo
inicial do calor, acharemos essa gradacdo tal que a diminuicdo de 1°
do thermometro centigrado corresponde & altura de 59 ; bracas in-
glezas (aproximadamente 108 metros), valor que anda apenas pelos
dous tercos do niimero geralmente adoplﬁdo (Ivory, Trans. Philosoph.
p- 1823, §§ 3 e 14).

Demais, em quanto que as observacdes d’accordo com a theoria
mostram que o decrescimento do calor com a altura se accelera a
medida que nos elevimos na atmosphera (a) as formulas de Laplace
significam pelo contrdrio que aquelle decrescimento se vae tornando
cada vez mais lento ().
~ Finalmente e como comprovacdo de quanto fica dicto accrescen-
taremos que a comparacao das refraccoes meédias calculadas pelas
formulas de Laplace com as observadas de Bessel mostra n’aquellas
um érro por excesso, que augmenta successivamente desde 80 até

{a) Or, les observalions que nous venons de comparer s'accordent pour établir
que le décroissement de la temperature s’accélére & mesure que I'on s'éloigne de la
surface. Mr. Poisson est parvenu & ce méme résultat par des consideralions théo-
riques, fondées sur les lois de la propagation de la chalenr de proche en proche
par communication directe dans chaque colonne verticale d’air. Biot, Asir. tom,
1.°, pag. 164.

{b) Biot, Astr, tom. 1.°, pag. 237.
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88° ¢ que mesta ltima distancia se pode avaliar em -+ &' (Ivory,
Trans. Philosoph. para 1838, § 10).

Alem dos dados fornecidos pela ascensdo de Gay-Lussac (a), so
possuia Laplace para ajuizar de sua formula as consideracoes que o
haviam levado & sua descoberta, consideracoes que ja atraz dissemos
serem muito vagas, o que Laplace parece ndo ter desconhecido,
sendo elle mesmo quem nos diz, fallando-nos da sua férmula: «Ce-
pendant elle laisserait encore de l'incertitude ; la loi de la nature,
sur les densités des couches de I'atmosphére n’étant pas exaclement
celle que nous avons supposé,’” et variant par mille causes incon-
nues. Par celte raison les astronomes ne comptent que sur les po-
sitions observées & onze ou douze dégrés au moins de hauteur ap-
parente. Heureusement & ces hauteurs la réfraction devient indé-
pendante de ces causes, et I'on peut obtenir avec beaucoup de pré-
cision par la scule observation des hauteurs du barométre et du
thermometre, dans le lieu de I'observateur.

E o que passimos a ver.

A formula (7) desinvolvida em serie torna-se em

4 2
:.E—lg (1—-"'.5') lgﬁ s
do= 3 T
i o g [
“‘( (P)/I ﬂ-(l _____9_ :
T T T R
\

(a) Laplace, comparando o decrescimenlo do calor provenienle de suas fdr-
mulas com o resultante das observagdes de Gay-Lussac, achon o 1.° mais rapido
do que 0 £.%, 0 que vae conforme com o que acima ficou dicto,
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ou parando nos termos de segunda ordem relativamente a a e s

Eufde, i 2o 0 Sy pasive N1 Sesld
da__a(_pjtgﬁlj cos’o+u(1 (p)) cos® 0 "

que, integrada desde p=(p) até ,=10, dd

14 2 cos®o 1 /'.s'dp‘

zﬁtgﬁli+%“ " c0os*0 cos?0.) (o)

(e)

e aonde s6 resta achar o valor /'sd, ou 0 que é o mesmo de [, ds
por ser f'sdo==sp— [ ds que entre os limites p==(p) ou s==0,
e p==0, se torna em fsd p—=— [p ds.

Para isso teremos, integrando a equagdo (11) do equilibrio (a)

o que torna o integral da refraccio em

§a(2cos‘a+1)———é

... (9)

M=qtog) 1
TR 5 ‘cos o

(a) A introducgfio d’esta condigiio deverd ser olhada niio como indicando uma
influencia directa do movimento sObre as refraccdes (vejam-se as pagg. 23 e 24
d'esta Disserlaglio), mas sim como influindo nos elementos meteorologicos das ca-
madas dos quaes depende a sua férga refractiva.
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Restava ver até que ponto teria logar aquella formula, que, por
ter provindo d'um desinvolvimento em serie, exigia para 'que po-
desse subsistir ndo s0 que a serie fosse convergente, mas ainda que
os termos desprezados fossem insensiveis. Laplace occupou-se d’este
trabalho, e o resultado de suas indagacoes foi que a 74° de distancia
zenithal o érro proveniente de se ndo reterem na formula (7) sendo
os termos de 2.° ordem era apenas de 0”',15 (a), e por tanto insen-
sivel, sendo ainda menor aquelle érro para menores distancias.

A equag@o precedente, tendo sido deduzida muito simplesmente
da equacdo differencial da refraccdo sem 'nesta introduzir condicdo
alguma nova, a ndo ser a condicio do equilibrio, a qual condicio
a0 menos nos nossos climas parece ser contemporanea da hypothese
da esphericidade, visto COmo as mesmas causas que alteram uma, pa-
recem alterar tambem a outra d’aquellas hypotheses, concluiremos
por fim que a formula (12) goza da mesma certeza, e fica sujeita
ds mesmas consideracdes que a formula (3) de que ella foi dedu-
Zida (b). i b 2oL I SIN3hadait] VEIBITT B i

(a) Serd mais conveniente o dizer com o Sr. Sousa Pinto (Aslr. tom. 1.” pag.
188) que o érro n’esta distancia é menor que 1'/.

(&) Nés devemos adverlir que, quando mesmo se queira admillir com Biot,
Astr. tom. 1.°, pag. 246, que a equagiio (3) péde subsistir independentemente da
esphericidade das camadas atmosphericas e no eslado d'agitagiio normal d’estas,
ainda assim o emprégo, que fizemos da equagho de equilibrio, parece niio podér dar
a (12) um grau de certeza differente do de (3), por quanlo a variabilidade d’estas
pequenas agilagdes deve produzir nos valores de [, taes como elles seriam observa-
dos, pequenas variagdes, cujagrandeza e signal devem ter a cada instante valores mui
differentes, de maneira que seus effeitos se devem compensar 'num pequeno mimero
d’observagdes de modo a dar uma média constante e a mesma que a queresulta da
equaciio de equilibrio (a).

E mesmo nas regides intertropicaes, aonde por effeilo dos venlos alisados o
estado d’equilibrio n3o pdde mais ser admittido como estado medio (4), o emprégo

(a) Biot, Astronomie, tom. 1.°, pag. 250.
(b) Kaemtz, Mefercologie, pag. 257.
3
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Resta achar os valores das quantidades « e I.

Supponhamos para isso que estes valores tenham sido determi-
nados para a temperatura 0° e pressio 0®,76, e procuremos 0s seus
valores correspondentes a outra qualquer pressdo e temperatura.

Chamando p/, +/ e a pressdo, temperatura e densidade primi-
tivas e p, = e p 08 novos elementos, teremos entre uns e outros a
relacdo

-u-.l'D

_i‘
146

"E.I'B

aonde ¢ representa o coefficiente de dilatagfio dos gazes, e que,
como se sabe, ndo é mais do que a combinaciio dos principios de
Gay-Lussac e Mariotte.

Por meio da relacdo precedente poderemos determmar - quando

todos os mais elementos forem conhecidos.
E como é

vé-se que a mesma formula, que da a relagdo de , para o', servira

d’aquella condigfio parece niio podér alterar sensivelmente os resnltados, para prova
do que nds damos o seguinte trecho transcripto de Caillet (Addigdio ao Conheci~
mento dos Tempos para 1851) «et I'on peut tirer de 14 cette remarque importantet
qu’une erreur d’un certain nombre de méires dans la constante I n'altére pas les
refractions d'une maniére appreciable.»
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para dar a relacdo de « correspondente a p para « correspondente a
E

Procuremos agora as variacoes de [.

Sendo constante atemperatura, sabe-se pela lei de Mariotte; que
as pressbes silo proporcionaes ds densidades, e por tanto, attendendo
4 equaciio (p)==(g) (¢)! concluiremos que ! ¢ independente das
pressoes.

Demais se, conservando-sé constante a pressio, a temperatura
variar de 0° a+°, o volume primitivo tornar-se-ha pelo principio de

Gay-Lussac em 1 4 é: e a densidade (p) passarc’l para - _(:_)g que,
substituido em (p) =(g) () I, di

_® :
=i e =1 +e)

Depois d’isto somente resta achar os valores das constantes « e
I relativos @ temperatura 0° e pressdo 0%,76.

D’estas duas quantidades a primeira ja vimos pag. 15 o modo
por que podia ser deferminada.

Quanto 4 tltima Laplace adopta para esta quantidade um valor,
que elle diz ter sido deduzido da comparagdo d’um grande mimero
d’alturas medidas barometricamente com os seus valores obtidos tri-
gonometricamente (a).

(a) A mesma quantidade poderia tambem ser determinada pela comparacio
das refracgdes calculadas com as observadas, ou ainda pela comparacio das densi-
dades do mercurio com a do ar, per quanto da relaciio (p)=/(g)(p) ! se deixa ver
que I ¢ inversamente proporcional a (p), e como esta altura é para o baromelro
do mercurio um comprimento 0,76, bastara multiplicar esle valor pela relagiio
enfre a densidade do mercurio e a doar para ter o valor de I'relativo ao ar (Ivory,
Trans. Philosoph. para 1823, § 4).
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Finalmente o auctor da Mechanica Celeste fecha o seu trabalho
s6bre as refracgdes procurando as correcgdes, que para estas resul-
tam da humidade do ar, correccoes que segundo os seus calculos se
limitavam a augmentar o valor de « relativa ao ar sécco.

A este respeito advertiremos que experiencias posteriores feitas
por Biot e Arago tém demonstrado que esta correccio ¢ completa-
mente nulla, e que em tudo o que for relativo a o poderemos sub-
stituir o ar sécco ao ar humido debaixo da mesma pressao e tem-
peratura (Biot, Physique mathematique, tom. 3.°, pag. 316, e Ad-
di¢oes ao Conhecimento dos Tempos para 1838 ; Arago, Mémoires
scientifigues, tom. 1.°, pagg. 123, 329 e seguintes) (a).

Para terminar o que ha a dizer relativamente aos trabalhos de
Laplace, advertiremos que este auctor despreza para [ as correccoes
da humidade.

Esta falta podera facilmente ser supprida da seguinte maneira.
A relagdo entre a densidade do ar humido e do ar sécco é (Biot,
Conn. des Temps, pag. 1B)

five-

e

hitennn senh oAt (13),

Il

=
2 p

sendo ~ a pressdo exercida pelo vapor d’agua ali existente; ¢ como

/!

10
(a) O érro de Laplace proveio de ser inexacta a relagio i entre a densi-
dade do vapor d'agua e do ar séceco, e que elle empregon como conforme 4s ex-
periencias de Dalton, Wath e Sausure (Biot, Phys. tom. 3.°, pag. 316).
10
Mr. Biot tem empregado para o mesmo fim a relagiio TR 4 o tem levado

a concluir a mesma compensagiio que resulta das observacdes directas ji citadas,
mas sem estas ainda o resultado theorico de Biot seria duvidoso, visto a hypo-
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L é inversa de (p) sera

o valor de / relativo ao ar humido.

A vista porém do que se disse na nota {(b) da pag. 38 nos cre-
mos que, a0 menos para os nossos climas (), se poderd sem temor
d’érro escrever com Laplace

=1

these que elle faz de ser o podér refringente do vapor d'agua egual ao da agua li-
quida ().

(a) Heureusement, le terme dont il s'agit, n'a qu’une faible influence dans les

-applications de la formule aux climats temperés . Mais elle deviendrait plus sen-

sible dans les pays chauds. (Biot, Astron. tom. 1,° pag. 218).

(b) On voit donc & quelle erreur Laplace s’était exposé en calculant le pouvoir
refringent de la vapeur d’eau d’aprés celui de Ieau liquide, et en déclarant que I'é-
galité de ces deux pouvoirs refringents était ce qu'il y avait de plus naturel 4 admel-
tre dans la théorie Neutoniénne (Arago, Mémoires scientifiques, tom. 1.°, pag. 123).






Integracio da equacao differencial da refraccao
segundo Ivory.

Supposta a atmosphera quiescente ¢ homogenea, nos teremos
entre seus elementos as seguintes relacdes

p 146

y=1re

dp=—(g) aeds, « (1),

5
o

das quaes a primeira € a equacdo do equilibrio, e a segunda, cha-
mada por Biot equagdo de dilatabilidade, ¢ a combinacdo das leis de
Mariotte e Gay-Lussac. :

Isto posto, 'numa atmosphera como a que suppomos, isto €, ho-
mogenea, havera n'um ponto qualquer d’ella quatro elementos a con-
siderar, que s@io: distancia ao centro da terra, pressio, densidade, e
temperatura; e por tanto bastard reunir mais uma ds duas relacoes
(1) para que, sendo dado um d’aquelles elemenfos, possam ser
achados todos 0s outros.
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Na sua segunda Memoria (a) Ivory adopla para esla relagdo a
forma

1-4¢ : x
1 :—g,’=1_mi+f (R,+R,) + 1" (R,+ 2R, +R,) +-etc. ,

Y

sendo f, f', f",... coefficientes constantes, e aonde se faz

39 :‘ _:

: ¥ 5
R!=1—G""‘“, B2=‘l—'u_.c-—ﬂ’ R'="]_-—u+%...__c-——u_

B8 e T S e sa s W s s sa 4% S a s S A gy owe s AL EE AN aa e S aa s

=00a19)

uz u! . ﬂi‘_'i .
SR e S W e

v - ~ “
sendo —P—, =c¢—i,
P

Substituindo por R, R,... 0s seus valores precedentes, a formula

2 L I

(a) Ivory tem-nos dado duas Memorias sdbre as refracges publicadas, uma no
anno de 1823, outra no de 1838, e insertas ambas ‘nas Transacgdes Philosophicas.
. Estas duas Memorias; sendo escriptas em Inglez, pouco mais podémos fazer do
que tomar conhecimento de suas [drmulas. Demais, a segunda Memoria, compre-
hendendo em si a pr_imc_:ira que ella ¢ destinada a completar (), foi sébre ella que

dirigimos especialmente o nosso exame.

(a) Ivory, Trans, Philosoph. p. 1838, § 7.
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(2) transforma-se em

LEE ; |
ﬁ_{; 1—[—Au+Bu+Cu+.....................(15),

1
e debaixo d’esta forma se deixa vér, que o systema (1) e (2) ou (1)
e (3) é perfeitamente geral e applicavel a todas as atmospheras quer
d’ar sécco quer d’ar misturado, uma vez que 'neste tltimo caso a
mistura seja homogenea.,

E com effeito, uma vez que se admitta a existencia d'uma rela-
¢do, que juncta a (1) complete 0s nossos conhecimentos sbbre os
elementos physicos da atmosphera, ¢ mesmo sem conhecer a forma
d’essa relacdo, nés podemos conceber que entre essae (1) se fagam
as eliminagbes necessarias para que por fim se obtenla uma sé re-
lacdo entre = € u, relagﬁo que ‘se poderd eserever debaixo da’ f()rma
146
1+e!
claurin, reproduzird a formula (3). -

A existencia da equacdo (2) com a forma que se lhe suppoz, péde
egualmente demonstrar-se, quando em vez de suppér a atmosphera
formada d’ar sécco, nés a supponhamos formada d’uma mistura d'ar
e vapor aquoso, e embora a mistura nio Q:eja, homogenea; porém o
;’ ; : i?* pf deixard de ter lo-
gar ‘neste ultimo caso. Para o fazer vér hastara nolar que entre as
pressoes, temperaturas e densidades do ar humido, a combinacio da
equacdo (13) com os principios de Mariolle e Gay-Lussac fornece a

_-F (u) e que, sendo desenvolvida peIo theurema de Ma-

emprego que fizemos da equacio

equacdo
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a qual somente podera concordar com a 2.* de (1), quando se queira

!
suppor ~;-=i, o que equivale a dar 4 atmosphera uma composicio

v

umforme.

Fica por este modo demonstrado o que tinhamos alﬁrmado, que
0 systema (1) e (2) é perfeitamente geral e applicavel a todas as
atmospheras, quer d’ar séeco, quer d’ar misturado com vapdr aquoso,
uma vez que’neste ultimo caso se supponha a mistura homogenea
(0)- o9l 5N : i .

Depois disto sémente resta achar os valores dos coefficientes
fy !, f"« .. o que se poderd conseguir applicando as formulas (I)
e (2) a.phenomenos atmosphericos bem conhecidos.

- D’estes phenomenos o decrescimento do calor com a altura é um
dos que tem.sido mais estudado, embora ainda hoje seu conheci-
mento seja muito imperfeito. !

Em ordem a applicar a estes phenomenos as equagoes anterio-
res deveremos procurar por meio d’estas as relagdes entre as altu-
ras e temperaturas.

Feito isto acharemos que essa relagdo é a seguinte

4 ﬂ’ 1+f+f_f'_~f:g"+clc.g,
1+—— |

.f ,‘ ¥ gfi

(a) Mais la relation qu'il’a supposé exister entre les densités de Pair humide
A diverses temperatures, me parait n'étre physiquement exacte que pour Ie seul
cas ol les tensions de la vapeur aqueuse seraient, dans toutes les couches aériennes,
proportionelles aux pressions totales qui s’y exercent; ce qui donne & ces couches
une composition chimique uniforme comme melange de vapeur et d’air sec (Biot,
Astr, tom. 1.° pag, 236).
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aonde z representa a altura acima da superficie da terra, e aonde se

+ 2 (§1]
fez para abbreviar 1 +ﬁ 1 :q._

Agora e antes de applicar a equacdo precedenle nés devemas
notar, que embora a theoria demonstre ¢ algumas experiencias con-
firmem a acceleracio no decrescimento do calor & medida que nos
elevamos na atmosphera, todavia as observacdes a este respeito sdo
muito diminutas, e a maior parte d’ellas apenas indicam (como em
breve se verd do quadro que transcrevemos de Ivory) um decres-
cimento uniforme,

Demais, se na formula anterior nés desprezassemos 0s termos
em ¢*, ¢*.. ., obteriamos a relacdo

-

R AT )

z Y o1+
T ML
¢ f

d’onde se deduziria tambem um decrescimento uniforme do calor.
D’este modo se deixa yer que as observagdes até hoje feitas so-
bre o decrescimento do calor ndo denunciam de modo algum a exi-
stencia des termos em ¢*, ¢°. . .; e/ndo poderdo por tanto taes ob-
servagoes servir para determinar os coefficientes f*, {*, . . , que todos
elles dependem d’aquelles termos.
A féormula anterior pode escrever-se debaixo da forma

z2=0",76 X 10462 % 1—-+-—£q,

/

adoptando o numero 10462 para representar a relagio da densidade



&4

do ‘mercurio para a do arsécco debaixo da pressdao 0™,76 e tempe-
ratura 0°.

Resta achar a relacdo de z com g.

O professor Playfair segue ‘a opinido do decrescimento uniforme
da’ temperatura e avalia este decresclmento em 270 pés por 1°
Fahr. :
O mesmo valor tem a auctoridade do professor Lisbe.

Dalton adopta em vez d’aquelle o valor de 300 pés.

Ramond no seu Tractado sébre a formula barometrica fornece
o valor do 164™,7 para a depressdo do 1° centigrado.

“Finalmente da ascensao de Gay-Lussac conclue-se para o mesmo
effeito uma altura de 173 metros.

Com estes muitos valores obteve Ivory f=2 para o ar sécco.

Querendo agora’achar o valor correspondente ao ar humido, ba-
stard na formula (4) substituir em vez de ¢' o seu valor

81 i i i [ § i £y

/

depols do que obteremos para o ar humido um valor (—f~) que

3.

1
comp‘arado com 0 correspondente relativo ao ar sécco, forne-

cerd entre um e outro a relacdo

(=15 (1)

No estado medio de humidade no paiz, a que pertence Ivory, €

== 0poll: 18, p'= 30pol.



e d’este modo enconira-se

que mostra a differenca insignificante que existe entre os valores de
f relativos ao ar sécco e ao ar humido, differenca que menor se torna
ainda quando se reflecte, que é s6 uma pequena parte das refra-
cgoes (quasi a duodecima no horisonte) a que depende de f, por
cujo motivo Ivory considerou os valores de f 0s mesmos no ar hu-
mido como no ar sécco.

Na impossibilidade de determinar o coefficiente seguinte /" pelo
processo empregado na avaliacio de f, Ivory conservou nas suas for-
mulas da refrac¢io um valor indeterminado dquelle coefficiente, o
qual dd para as refraccdes partes, que sio indicadas no quadro se-
guinte:

0 f'e(0)

85° fIx1”,5
851 2,0
86 3,3
861 4,9
87 i L4
871 11 ,2
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E, como a comparaciio das refrac¢des theoricas de Ivory com as
observadas de Bessel mostra, que o érro d'aquellas ndo péde ser ava-
liado em mais de 2°, e como Ivory na reduccio das suas formulas a
numeros desprezou o termo em f’, vé-se que o valor d’este ndo
pode exceder a

Apesar da pequena influencia que tem sébre as refraccdes os
termos dependentes de f/, é todavia possivel que as observacdes fu-
turas sobre as refraccoes venham a denunciar essa influencia, o que,
se assim acontecer, ndo sé a theoria das refracgdes, mas ainda os
nossos conhecimentos sobre a gradacdo do calor na atmosphera,
receberdo um aperfeicoamento, qne difficilmente se poderia alcangar
por outra via.

0 mesmo se podera dizer relatwamente aos oultros coefficienles
[ -

])epms de assim haver determmado as refracgoes m.édlas. restava
ver as correcgdes que a estas se deveriam applicar para as adaptar ds
circumstancias meteorologicas da observacao. N’'este trabalho, que
faz o objecto do § 14 da Memoria de Ivory, considerou este auctor
como constantes os coefficientes £, f/, f”..., vindo assim a admiltir,
como elle mesmo o diz, que em todos os tempos a altura necessaria
para deprimir de 1° o thermometro é sempre a mesma.

N’este ponto devemos nos advertir, que as observacdes sobre o
decrescimento do calor, ainda que muito imperfeitas, mostram com-
tudo uma influencia sensivel da estacdo, e ainda da hora do dia sébre
aquelle phenomeno (a). Como porém a lei de taes variacdes seja ainda
hoje desconhecida, os Physicos tém sido obrigados a supprir esta
falta admittindo um valor constante, correspondente @ média dos
muitos valores observados ().

(@) Kaemtz, Météorologie, pag. 194 e seguintes; Daguin, Phys. tom. 2.°,
part. 1.2

&) Et enfin par le méme manque de données méleorologiques on g'est reduit
q
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Terminaremos dizendo com M. Biot, Astr. tom. 1.%, § 131: «En
[ général, on a pu voir, par I'exposition précedente, que la théorie
des refractions, quoique si importante pour l'astronomie, laisse en-
core beaucoup a desirer, quant a la determination exacte des élé-
ments météorologiques sur les quels elle repose.

4 prendre la loi du décroissement des densités, suivant les verlicales, la méme
dans tous les temps; quoique pour les couches inferieures du moins, cetle cons-
lance soit démentie par des faits de la derniére evidence (Biot, Asiron, tom. 1.°,
pag. 251).

|
|
i
|
.
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Nota a pagina €2

A simples inspeccio da equaciio differcneial da refracedo mostra
que, passados 90°, o valor d’esla comega a tomar valores eguaes aos
que linha antes d’aquella distancia, de modo que a refracgdo para
uma distancia 90°+ 0, ¢ egual 4 refracgdo correspondente a 90°—0,,
e como as refraccoes calculadas augmentam desde a distancia ze-
nithal 0 até 96°, poderia concluir-se d’ali que a partic de 90° as
refracedes comecavam a diminuir, o que é totalmente contrario 4 ob-
servacio, a qual mostra que ellas vio continuamente augmentando
até ds maiores distancias zenithaes observadas. af &

Esta anomalia provém de que, passados 90°, a refrac¢io nio pode
mais obler-se por uma s integracao da equacio (3) effectuada desde
pﬂ(p} até g=20.

Para o fazer ver nolemos que M. Biot tem mostrado que, 4 me-
dida que se sobe na trajectoria da luz na atmosphera, o angulo 6 vai
diminuindo, e tdo rapidamente que a uma pequena altura acima do
logar em que estd o observador, a refraccio, operada desde a en-
trada da luz na atmosphera até 4 sua chegada dquella camada, pdde
obter-se pelo processo de pag. 32, quando mesmo a distancia zenithal
seja proxima de 90° para o logar do observador (a).

(a) Biol, Addigdes ao Conhecimenlo dos Tempos para 1839, page, 41, 43, 79.
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Sendo assim, e notando que a maior distancia zenithal com que a
luz pode chegar ao observador éde 91° (a), ver-se-ha que antes da luz
chegar ao logar do observador O (fig. 2), ella passou por um outro
ponto H (b), para o qual era 6 =90, e tal que d'um lado ¢ d’outro
d’este ponto a trajectoria é evidentemente symetrica relativamente
4 linha CH tirada do centro C da Terra para aquelle ponto.

Desta consideracdo resulta o que tinhamos dicto que, passados
90°, a refraccdo se ndo pode mais obter por uma sé integracdo ef-
fectuada desde o= (¢) até =0, 'por quanto a luz, depois de ter
attravessado desde a sua entrada em L na atmosphera até ao ponto
H, camadas, cujas densidades eram crescentes, passou em seguida a
atravessar outras desde 1 até O cujas densidades eram decrescentes.

No caso actual a inspeccdo da fig. 2 mostra, que a somma dos
desvios operados na luz desde L até O ¢é egual 4 somma dos ope-
rados desde L até até H e desde H até O, ou tambem egual 4 somma
dos operados desde L até ' menos os operados desde S' até O (sendo
S' 0 astro ficticio correspondente ao prolongamento da trajectoria para
a parte direita de CZ).

Assim a refraccdo correspondente a uma distancia zenithal ap-
parente 90°4-9, obter-se-ha por dous methodos; 1.° calculando a
refraccdo horizontal para o ponto H, e junclando-lhe a refracciio ope-
rada desde H até O, refraccoes que ambas se obterdo pela integra-
cdo da equacdo (3), depois de conhecidos os elementos meteorologi-
cos e posicdo do ponto H; 2.° duplicando a refraccdo horisontal do
ponto H, e tirando d’esla a refrac¢do para a camada do observador,
e relativa a um astro S/ tao elevado acima do horizonte, quanto o
observado S parece abaixo.

(a) Elle conlinue d’augmenter lorsque I'astre est vu au dessous I'horison, com:
me la figure 2 le represenle; et ce cas peut se realiser jusqu'd le distance appa-
renle de 90° 30/ ou peut-&tre de 91° en plagant I’observalenr au sommet des plus
haules montagnes. (Biol. Addic¢des ao Conhecimento dos Tempos, p. 1839, pag. 40).

(6) Quanto 4 maneira de delerminar o ponté H, veja-se Biot, Addigdes ao Co-

nhecimenlo dos Tempos para 1839, pag. 42.



Nota a pagina 18

Se é certo, como acima deixamos dicto, que as deduccdes em-
pregadas para chegar d equacdo differencial da refrac¢io nos nio
certificam a existencia d’ella, pelo menos inculcam-n’a com muita
probabilidade.

Esta probabilidade torna-se bem clara no 2.° methodo de dedu-
cciio, em que a equacdo differencial ¢ deduzida simplesmente das
duas equacdes

seno . i'—

—
sen ¢/ ke @

1 = :
= const. dada pela observacdo dos desvios,

das quaes a 1.” tem sido sempre dada pela observacao.

Quanto a ultima notaremos, que aquella equagdo ndo tem sido
sempre verificada pela observacdo, e foi até d'ahi que tirimos um
dos principaes argumenlos contra a theoria da emissdo, o nio ser
‘nesla theoria a attrac¢do proporcional & densidade. Porém devemos
nolar, que para que a observacdo deixasse de ser conforme com
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aquella equagdio, foi mistér a Arago empregar o mesmo corpo em
estados de condensacdo tdo differentes como certamente ndo tem
logar na nossa atmosphera (Arago, Memoires scientifiques, tom. 1.°,
pag. 126). '

Assim a equacdio differencial da refraccdo, que derna d'aquellas
duas equacdes, deve ter o mesmo grau de certeza que ellas, e so-
mente poderemos desconfiar de sua existencia pelo receio de que as
equacdes de cima se niio verificassem em camadas d’uma espessura
infinitamente pequena, como o é a das atmosphericas.

Passando agora ao 1.° methodo de deducciio, notaremos que a
observacdo do phenomeno da refraccio claramente mostra que este
phenomeno, isto &, o desvio do raio luminoso pode ser explicado por
uma attrac¢do do meio, e para medida d’aquella altracgdo podere-
mos tomar de duas cousas uma, ou desvio do raio luminoso, ou a mo-
dificacio que sofire sua velocidade:

Supponhamos que se toma para aquella medida o desvio do raio,
como até hoje se tem sempre feito: entdio se por meio d’essa forga
formos calcular os desvios, do raio, esses desvios concordardo com
os observados, por isso mesmo que o valor da forca foi determinado
com essa mesma condigdo.

Quando porém, por meio d’aquella forca formos calcular outro
qualquer phenomeno que ndo sejam os desvios, o resultado do cal-
culo ndo poderd de maneira alguma concordar com a observacdo,
fora mister para isso ou um feliz acaso, ou que a férca empregada
fosse a da natureza. Assim, pois, a refraccio dos raios luminosos
p(’)de com toda a certeza ser explicada por uma attraccao dos cor-
pos transparentes, quando porém por meio daquella attracgdo se
vai calcular a velocidade da luz nos meios transparentes, encontram-
se como ja se poderia esperar, resultados mui differentes dos ob-
servados, pois que por aquelle modo a velocidade deveria ser maior
nos meios mais refringenles, quando a observa¢do mostra exacla-
mente o contrario,

Embora porém a velocidade caleulada seja mui diversa da ob-
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servada, poderemos e deveremos todavia por meio d’aquella chegar
a resultados mui conformes com os obhservados, quando a empreguemos
a calcular os desvios da luz.

Por outras palavras, a velocidade, que um movel tem na sua
orbita é um elemento, que influe em duas circumstancias: 1." na
natureza da orbita, porque da combinagio da velocidade n’um dado
ponto com a que lhe communica a for¢a acceleratriz resulta o ele-
mento seguinte da orbita; 2.° e d’aquella velocidade depende tam-
bem a maior ou menor rapidez com que o corpo vai d'um a outro
ponto. D’estes dois phenomenos o 1.° concordard com a ohserva-
¢io; 0 2.° ndio; o contrario aconteceria se em vez de determinar
a attraccdio pelo desvio a tivessemos determinado pela velocidade.

O que vai dicto servird para explicar como aconleca que a equa-

- ¢do differencial da refracgdo concorde com a observaciio, embora
para chegar dquella equacio empregassemos na determina¢do das
constantes uma formula tdo disparatada e differente da observagdo,
como era aquella que dizia que, sendo 7 a velocidade da luz no va-
zio, essa velocidade na camada do observador era

ﬂ\/l +£-%—P—).






Nota a pagina 23

Nas Transaccoes Philosophicas de 1721 appareceu publicada
por Halley uma tibua de refraccdes, de que era auctor o immortal
Newton. Esta tdabua ndo continha o menor indicio dos processos,
que tinham sido empregados para a estabelecer, de modo que se
ignorava mesmo se ella era o fructo do empirismo ou da theoria
applicada a uma atmosphera de temperatura constante, e d qual pa-
recia adaplarem-se os numeros da tdabua, a 1.® hypothese pare-
cendo a mais natural, quando se reflectia que o calculo theorico
d’'uma similhante tdbua somente tinha sido effectuado muito mais
tarde, e por methodos d’integracdo, que Newton por certo igno-
rava.

A correspondencia de Newton com Flamsteed, publicada por Mr.
Baily, tem vindo nao s6 decidir esta questdo, mas habilitar os Geo-
metras a podérem calcular os valores numericos das refraccoes,
quando os nossos conhecimentos sébre a constituicdo physwa da at-
mosphera sejam mais avancados.

E com effeito além de que 'naquella correspondencia expressa-
mente declara Newton, que sua tabua era o resullado da theoria,
apresenta elle alem d’isso um theorema, que da a verdadeira expres-
sa0 analytica do elemento differencial da refraccao, tal como nés
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hoje o empregimos, indicando mesmo como d’aquelle elemento se
podem tirar os valores numericos das refraccdes.

Este methodo porém a uma extrema difficuldade reunia uma tal
falta de rigor debaixo da forma que elle o apresentava, que sua ta-
bua de refraccdes, que hoje sabemos ser bem calculada para o caso
d’'uma temperatura constante por elle admittida, o nao teria podido
ser por aquelle methodo.

Tinham-se por tanto somente, como diz M. Biot (Journal des
Savants, pag. 642), os vestigios de seus passos, pelos quaes era
preciso recobrar a estrada, tornal-a practicavel, e mostrar onde ella
conduzia. Esta tarefa, accrescenta M. Biot, era por extremo diffi-
cil ; porque se ndo é facil o comprehender todo o alcance do seu
pensamento, quando elle o quer patentear, muito menos o ¢ fazel-o
reapparecer e desinvolvel-o, quando elle mesmo tem podido ter a in-
tencdo de ndo o exprimirmuito abertamente, como na questdo actual.

Apesar d’esta grande difficuldade M. Biot tem emprehendido
descobrir qual a férma dada ao elemento differencial da refracgdo
para que se lhe podesse applicar com facilidade e rigor o methodo
citado por Newton, e que ¢ o denominado methodo das quadraturas
numericas.

O bom exito d’esta empreza tem por certo hem compensado as
difficuldades da mesma.

M. Biot tem com effeito conseguido ndo so dar ao elemento dif-
ferencial a forma conveniente, mas, o que por certo é mais impor-
tante, elle tem visto que ésta mesma forma convinha dquelle ele-
mento, qualquer que fosse a ordem por que se fizesse a successao dos
podéres refringentes nas camadas atmosphericas, uma vez que éstas
conservassem a figura espherica.

Como se sabe, a theoria das refraccdes atmosphericas exige
essencialmente duas cousas: 1.° conhecimento dos elementos physicos
e chimicos das camadas atmosphericas; 2." um methodo d’integra-
clio assds poderoso para do elemento differencial passar ao integral
da refraccdo.



59

Debalde se cansaria o Physico a alcancar aquelle conhecimento,
se depois o Geometra o ndo soubera introduzir em seus calculos.
Esta circumstancia na realidade bem desanimante, é hoje, gracas
aos trabalhos do Astronomo francez, completamente dissipada; os
Physicos podem ficar seguros do bom exito de suas indagacoes, e
a theoria das refraccdes ndo lem que esperar sendo pelos resultados
d’aquelles para chegar 4 sua perfeicdo desejada.

M. Biot, a quem a theoria das refracgdes deve o grande passo
dado para a sua perfeicio, tem tambem estudado muito a questio
debaixo do ponto de vista physico, indicando observacdes proprias
para estudar a esphericidade das camadas atmosphericas (Astr., n.°
159), bem como para deduzir as outras duas equacdes, que junctas
as do equilibrio e dilatabilidade, completam nossos conhecimentos s6-
bre a constitui¢io da atmosphera (Astron. n.° 90 e seguintes).

Elle tem mesmo deduzido de suas consideracoes applicadas ds
observacdes de Gay-Lussac, Humboldt e Boussingnault alguma cousa
sobre aquellas duas equacgdes, mas é mister confessar, como elle
mesmo o diz (Astr. fim do n.° 90), que ésta applicacdo deverd anfes
de ser considerada como exemplo do que como resultado final.

FIM
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Conhecendo os elementos de um triangulo sufficientes para o
determinar, e pertendendo obter a grandeza de qualquer dos
outros elementos, construiremos com os dados o triangulo respe-
ctivo, e depois a medi¢do directa dard a grandeza, que se procura.

E este o processo :mmedmtamente fornecido pela geometria
synthetica.

A trigonometria propriamente dita resolve o mesmo problema
de um modo diverso.

Nesta sciencia deduzem-se as formulas que exprimem as rela-
¢oes, que ligam umas com as outras as diversas partes de um
triangulo; e como essas formulas sejam geraes e applicaveis a
toda a especie de triangulos, basta, para resolver qualquer pro-
blema, substituir nellas os valores dos elementos dados em logar
dos symbolos respectivos, por que eram representados nas for-
mulas.

Os processos da geometria synthetica sio na practica subjeitos
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a erros inevitaveis, provenientes dos instrumentos, de que é pre-
ciso lancar mio para a construcgio graphica dos triangulos ; e d’ahi
vem a preferencia dada & trigonometria para a resolucio de todos
os problemas, em que se exige grande exactidio. Nesta sciencia,
com effeito, os elementos dos triangulos sdo determinados com
uma precisio indefinida.

A resolugio de um triangulo qualquer pode facilmente redu-
zir-se & resolugdio de dois triangulos rectangulos (vide § 8); e este
processo, simples ¢ natural, é provavel comecasse a ser empre-
gado logo na origem da trigonometria.

Vejamos pois a maneira de resolver esta especie de triangulos.

Este problema é ainda susceptivel de consideravel simplificagdo.
Imaginando um triangulo rectangulo, cujos lados tenham uma
grandeza absoluta arbitraria; suppondo depois que nesse triangulo
um angulo agudo se faz passar por todos os valores desde zero até
90° variando em correspondencia o outro angulo agudo; e final-
mente suppondo formada uma tabella, onde para cada um dos trian-
gulos assim formados se encontrasse a grandeza dos lados e a dos
angulos; essa tabella serfa tambem sufficiente para conduzir & re-
solucio de quaesquer triangulos rectangulos, por differentes que
fossem d’aquelles, a que se referem as taboas. Com effeito, se
os dados do problema sdo sufficientes para a sua completa re-
solu¢io, como devemos suppor, tambhem o serdo necessariamente
para determinar entre os triangulos calculados um, a que seja si-
milhante o triangulo, que se pertende resolver; e desde logo serdio
immediatamente conhecidos os angulos do novo triangulo, e tam-
bem o serdo por simples proporgdes os lados do mesmo triangulo.

3

Como 6 facil de ver, para o fim a que sdo destinados os trian-
gulos rectangulos dados pela tabella, nio é mister conhecer a
grandeza absoluta dos lados d’esses triangulos; basta simples-
mente conhecer as suas razdes, isto €, as relagdes que esses lados
tém entre si. E como essas relacdes sejam de um uso continuo,
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tem-se-lhes dado nomes e assignado caracteres particulares a fim
de exprimir simplificadamente em linguagem e representar alge-
bricamente os theoremas relativos & resolucdo dos triangulos.

4

As razdes, de que acabamos de fallar, sfio seis, pois tantas sio
as permulacdes que com os tres lados de um triangulo se podem
formar dois a dois. Chamando @ a hypothenusa, e b e ¢ os cathe-
fos, estas razoes sdo

a
¢

Em linguagem temos:

1.° a razdo de um catheto para a hypothenusa chama-se seno
do angulo opposto aquelle catheto:

2.° a razio de um catheto para outro chama-se tangente do
angulo opposlo ao primeiro d'aquelles cathetos:

3.° a razdio da hypothenusa para um catheto denomina-se se-
cante do angulo comprehendido por aquellas duas linhas.

D'esta sorte temos, empregando a rotacdo usual,’

¢ b ¢ a a
—=senB,—=sen(, —=tg B,—= tg C,—=sec C,—==secB.
a a c b c

b

Para abreviar tambem se usa dizer coseno de um angulo em
logar de seno do complemento do mesmo angulo; e assim a res-
peito da tangente e da secante.

5

Em logar das defini¢des anteriores podemos dar as seguintes,
que Ihe sdo evidentemente equivalentes : seno de um angulo (agudo)
¢ o numero, que exprime a relacio, que a perpendicular, abai-
xada de um ponto qualquer de um dos lados do angulo sobre o
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outro lado, tem para a hypothenusa correspondente. E analoga-
mente para a tangente e para a secante.

Em fim, suppondo que do vertice do angulo como centro e
com um raio qualquer se descreva um arco de circulo, podemos
ainda- &s definigdes precedentes substituir as seguintes:

1.° seno de um angulo ou de um arco, é a relagdo quea per-
pendicular, abaixada da extremidade do arco sobre o raio que passa
pela outra extremidade, tem para o raio correspondente; assim
n fig. 1

QR =P

sen Bt=-—B—P=-I—{u ...... (1)

2.° Tangente de um angulo ou de um arco ¢ a relagdo, que
tem para o raio, a parte da tangente 4 extremidade d’aquelle arco,
comprehendida entre essa extremidade e o raio produzido, que
passa pela outra extremidade; assim

MN  MN
o B e e S e A
EP=TIN=TR 2)

3.° Secante ¢ a relagdo (a) que tem para o raio a linha com-
prehendida entre o centro do arco e a extremidade externa da
tangente, e por tanto

BN BN
see B:}ﬁ=f ....... (3)

Como o denominador de (1) (2) e (3) é constantemente o raio
R, tambem se usa por maior brevidade dizer; seno ¢ a perpen-
dicular abaixada da extremidade do arco sobre o raio que passa
pela outra extremidade; e assim a respeito da tangente e da se-

(@) C'est ainsi que les lignes trigonometriques se raménent a ne
plus étre que de simples rapporls, et c'est sous ce point de vue qu'il
serait convenable de les présenter tout d'abord.

¥. LourcY — Legons de G. Analytique — Sixiéme edition.
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cante. E uma simplificagio perfeitamente analoga & que se usa no
enunciado da seguinte proporgdo de geometria — a superficie de
um triangulo & egual & metade do producto da base pela altura —
aonde os termos base e altura designam 0s numeros que repre-
sentam a relacdo das linhas d’aquelle nome para a unidade, qual-
quer que ella seja, que é o lado do quadrado que se adoptou para -
unidade de superficie, do mesmo modo que alli os termos — seno,
tangente e secante — significam os numeros que representam a
medida d’aquellas linhas (definidas como dissemos) tomando para

unidade o raio, qualquer que seja, a que correspondem os arcos
descriptos.

Uma vez comprehendida a vantagem de conhecer as seis rela-
¢oes, a que démos os nomes de seno, tangente, etc., vejamos a
maneira de as calcular.

Simplifica-se esse calculo em vista das seguintes consideracdes :

1.° Conhecido o valor de uma qualquer das relagdes mencio-
nadas, ¢ possivel determinar as cinco restantes, correspondentes
ao mesmo angulo, a que se refere a primeira.

2.° Conhecidas as seis relagdes para um pequeno arco, v. g.,
para o arco de 1/, & facil calcular as mesmas relagdes para os
arcos multiplos d’aquelles, taes como 2", 3", etc.

; b
Suppomos conhecida a relagio — ==senB:
a

c b* g
a), —a~=\/l — —ou cos B=V1 —sen*B...(4)



sen B
ou tang B= 0 bk (8)
cos B

ou cotB=snB ........ (6)
EREERE e 7

ou sec B B (7)
wB—..... (8)

ou cosec ek :

Sejam (fig. 2) o angulo abc= g, e dbf=1{; e os dois trian-
gulos abe e bdf rectangulos, o primeiro em a, ¢ o segundo em d.

Temos

ab_ﬁ
o be

ol

ab ____ab be =

B be

ab (bd cd )

o bf

be

bd  ab cd df
O bc df Of
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isto &, cos (p+ 1) =cosgcosy —cosp.tgy.sen

ou cos (g + ¢)==cos pcosy —sengsend....... (9).

Com este valor e com a formula (%) facilmente se determina

(8) (¢)

sen (7 4-{) ==seng cosy + sencosp......... (10).
As formulas (9) e (10) combinadas com (8) dao
tg.9+1tg¢ (11):

(cp-l—qa) T e sl

E assim por deante a respeito de cot (¢ -+ ¢), sec (¢ + 1), etc.

() A formula (10) pode lambem ser achada dlreclameme Com
efleito temos (fig. 2.%) =

t_!-{_gi+cf _ac be cf df __ac (bd_cd ary < daf

o b bf be bf af bf bc \bf 'af'bf) af " of
ou + sen (g + ¢) == sen g (cos § — Lg p sen §) -+ sec o sen ¢

islo ¢, sen (g + §) = sen g o8 § -+ sen § cos o.

Fazendo ¢ 44 =0, serd y=0—g, ¢ as formulas (9) e (10)

(C) - F
transformam-se em
oS ¢ = €05 @ €05 () — ¢) — sen ¢ sen (§ —-g¢)
sen § = sen ¢ cos (0 — ) + cospsen (6 — o) ;
as quaes ddo, eliminando successivamente cos () — o), e sen () — o),
sen (0 -— o) = sen § c0S ¢ — sen ¢ €050 .. .. ..(12)

€05 (0 — g)==cosfcosg | sengsenp......(13).
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Suppondo conhecido sen a (sendo a um arco qualquer) as for-
mulas (&), (), (6), (7) e (8) determinam cos a, lg a, etc. etc.

Em seguida, fazendo em (10) ¢ =1{¢ =a, obteremos sen 2a,
com o qual e com a formula (4) se obterd o valor de cos 2a, que
tambem se poderia achar fazendo em (9) ¢ ={¢ ==a. Depois a
formula (5) ou (11) determinaré o valor de tg 2a. E assim por
deante a respeito de todas as mais relagdes pertencentes ao arco 2a.

Para obler sen 3a, faremos em (10) ¢ = 2a, ¢ =a; e depois
acharemos as demais relagdes, usando do mesmo processo ja in-
dicado a proposito do arco 2a.

Continuando com este methodo achariamos as linhas trigono-
metricas de todos os arcos multiplos de a.

Resta por tanto simplesmente determinar o seno d’'um arco a,
o qual, como ¢ facil de perceber, para o fim que nos propdmos,
deve ser mui pequeno e tal, que sejam insensiveis as differencas
entre os valores de duas relagdes trigonometricas do mesmo nome
pertencentes a dois arcos consecutivos na ¢ (n + 1)a.

Para isso seja (fig. 3.°) ab=0bd =a. Tirem-se a corda ad ¢
as langentes ae e de. ;

Sera ad < abd < aed ;

(@) De abd <aed lira-se tg >z, ou sen a>aqcosa>al 1—-z* at-
tendendo a (12). :

1
senta
‘Femos tambem £
Cos

> !z, donde se deduz

1
L
2sen facos la=sena> acos*la=y (1 —sen’la);

e por lanto sena> g —-ja°.

4

Este limite é preferivel ao dado por (15).



=M=

d’onde se conclue (d), sendo r o raio

sen a<-§-=u. L)
sena>al—a* ......(15)

ou sena;u-—--i-a".......(lﬁ)

Couhece-se d’este modo que o valor de sen a estd comprehen-~

; 1 . ;
dido entre « e & — Z—a". Ora a differenga entre eslas quantida-
des é Ia", a qual é susceptivel de se tornar {do pequena quanlo

se quizer, e por tanto insensivel, escolhendo a convenientemente pe-
queno. Nesse estado sera ainda com maior approximaciio sen a =,
e por tanto conhecido {e).

Fica d’este modo justificada a hypothese, que fizemos, da pos-
sibilidade de formar as taboas trigonometricas: o que é bastante
para o nosso fim.

Devemos todavia accrescentar que exislem outros processos e
formulas differentes, por meio das quaes se pode hoje conseguir
com maior simplicidade a formacio d’aquellas taboas (/).

- Com o que fica dito nio pode offerecer difficuldade a resolucao
dos triangulos rectangulos. Passaremos por isso & resolugiio dos

(e) A quanlidade &, que tambem se chama arco reclificado, cx-
prime a relagio do arco a para o raio.
- Este numero ¢ facil de calecular guando sc conhece a graduacio do
arco. k

(f) On ne peut qu'admirer, diz Cagnoli, la patience de ceux qui les
ent construiles par des moyens extrémement pénibles, sans le secours du
calcul differentiel et de tant de formules qu'on a trouvees depuis.

(CacxoLt — Trigonomelrie)s
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obliquangulos, tomando para primeiro problema «determinar os
tres angulos de um triangulo, suppondo conhecidos os tres lados.»

Seja (fig. £.*) ABC o triangulo de que se tracta. Do verlice C
sobre a base tire-se a perpendicular CD, e assim ficard o trian-
gulo decomposto em dois outros, rectangulos (vide § 2).

No primeiro ACD conhecemos o lado AC= b, e por tanto se
losse conhecido qualquer outro lado seria facil resolvel-o, e depois
o segundo triangulo BDC.

Ora chamando

€D iy e AD s
temos  b*=y" 4 a7, a“=yi+(é—x)z. = (1)
e d'estas se tira: '

b*4¢*—a?
$=T- PP (2)

Estamos pois habilitados para resolver o triangulo ADC, ¢ assim

b+ ¢* — a’
se obtem cos A S AP AEDREL) (3)

y=>senA,

A primeira d’estas duas equacdes determina o angulo A, e a
segunda habilita-nos para resolver o triangulo BCD, e por conse-
guinte para determinar o angulo B. Com effeito neste triangulo co-
nhecemos agora BG==a, ¢ CD = b sen A, e por tanto teremos
B pela equagao

asen B=bsen A......(4%)
O angulo C serd determinado pela formula muito conhecida

A fig. 4 suppde que é agudo cada um dos angulos A e B. Se
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o angulo A for obtuso tera logar a fig. 4, e neste caso proce-
dendo como acima acharemos

6!=y%+m.\’ a2=y2+(c+m)3

aa_b?.__ci

xr=

2¢
180 ) 0 el 3/
cos (180 — )-— PR 3
a sen B=0 sen (180 —A) .. ... (4

Finalmente se o angulo B for obtuso (fig. £"), os valores de A
e B serdio dados por

b = .
c?s A== S (8")
axsen(180 — B)=bsenA . ... .. (")

A comparagiio dos valores do @ b e ¢ poderd servir para de-
terminar aquelle dos systemas (3) e (4), de que se deva usar em
cada caso particular para determinar A e B.

Quando os dados do problema fossem outros, v. g., dois lados
e o angulo comprehendido, ou dois angulos e um lado, etc. etc.,
procederiamos de um modo identico, decompondo sempre o trian-
gulo proposto em dois outros rectangulos (vide o § 2).

Acabimos de dizer que a comparacio dos valoresde a b e ¢
pode servir para distinguir aquelle dos systemas (3) e (4), de que
se deva usar em cada problema para determinar A e B. Suppo-
nhamos porém que se ndo faz essa comparagio, e que tendo logar
a fig. &, ou 4", e devendo por isso usar respectivamente de (3')

(3”) empregavamos (3) para determinar A.
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Neste ultimo caso achariamos servindo-nos de (3) um valor
perfeitamente identico ao que seria dado por (37).

Passemos ao segundo caso. Nesta hypothese o 2.° membro de
(3') & um valor necessariamente positivo, e conseguintemente se
com os valores de @ b e ¢, com que deveriamos calcular aquelle
2.° membro, calcularmos o 2.° membro de (3), acharemos para
este um valor negativo, posto que numericamente egual ao 2.° mem-
bro de (3°).

D'aqui se conclue que em todo e qualquer caso se pode sem-
pre empregar a formula (3) para determinar cos A: ficando en-
tendendo que, se o valor de cos A sahir positivo, o angulo A
¢ agudo, e o seu valor aquelle que corresponde ao valor nume-
rico de cos A; se porém aquelle valor for negativo, o angulo A
serd obtuso e supplementar do angulo agudo, correspondente ao
valor achado de coseno tomado com o signal contrario.

Exprime-se isto mais simplificadamente dizendo «que os angu-
los obtusos tém cada um o seu coseno, que é negativo e nume-
ricamente egual ao coseno do seu respectivo supplemento.»

Passemos agora & determina¢do de B. Supponhamos que se
ignora qual das duas figuras, & ou 4, & a que pertence ao pro-
blema que se resolve. Em ambos os casos teremos de calcular

bsen A

==sen Z; e depois tomaremos para B o angulo Z assim

achado, ou o supplemento d’esse angulo.

Para determinar a escolha d’um ou outro d’estes angulos po-
dera depois servir, v. g., a comparacdo dos valores de a b e ¢,
como ja por vezes temos dito.

Poderemos pois dizer, que em ambos os casos da fig. %, ou 4",
o angulo B pode ser determinado pela mesma formula

asenB=bsenA,

uma vez que se combine em dizer, que qualquer angulo obtuse
tem um seno egual em numero e sigial ao seno do seu respectivo
supplemento.

E nesta mesma hypothese a formula (ci’] pode ainda ser substi-
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tuida por (%), que & por tanto uma formula geral applicavel a
qualquer dos casos da fig. %, 4' ou 4".

. 10

A formula (3), que serviu para determinar o angulo A, pode
egualmente ser empregada para determinar os dois restantes B
e C.

E a mesma formula pode ainda servir para resolver o triangu-
lo, quando os dados forem outros, v. g., dois lados e o angulo
comprehendido, etc., etc.

O mesmo se pode dizer a respeito da formula (4), de modo
que uma ou outra pode ser considerada como fundamental para a
resolucdo dos triangulos rectilineos.

Aquellas formulas podem tambem ser empregadas para de-
monstrar varios theoremas relativos aos mesmos triangulos.

Para taes fins é, geralmente, preciso combinar umas com as
outras, pelas diversas operacdes algebricas, as formulas (3), (4)
e suas analogas, e as formulas dadas em (6, I) applicadas aos an-
gulos A, B e C do triangulo.

Escrevamos pois aquellas formulas, e bem assim estas ultimas
referidas ao angulo A do triangulo proposto. Teremos, suppondo
agudo cada um dos angulos A, B e C,

a*=b>+¢*—2bccos A
b*=a*+ ¢*—2accos B{..... (B)
¢c*=a"+ b*—2abcosC

asenB=bsen A, bsen C=csenB..... (6)

sen cos A
*A 4 cos’A = _—
= s cos A’ S, sen A
- e ‘. (7)
A= -—-—1 A= .
i cos A’ Yhapten s sen A
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e o resultado da combinagio d’estas formulas umas com as outras,
pelas operagdes algebricas, serd uma nova formula, que repre-
sentaremos por !

f(sen A, cos A, tang A, cot A, sec A, cosec A)=o0.7"..1(8)

designando a letra f um funcgdo qualquer (g).
Seja agora obtuso o angulo A, e chame-se A’ o supplemento

d’aquelle angulo. As formulas (5), (6) e (7) transformam-se neste
caso em

a*=0b"+4c"-+2bccos A’ _
V*=a*+c¢*—2accosB }..,.. (5
¢*=a"+ b*—2abcos C

asenB=bsenA', bsenC=¢senB..... (6"

sen A/ cos Af

Ot A/ == ——

2A! 0s*’Al =1, lg A=
sen*A’ 4 cos®A g 08 AT e

ete.. (7)
que podam escrever-se

a*=1b"+¢" — 2be(— cos A')
b*=a*>+ ¢*—2accos B T tidh
¢ =a"+b"—2abcos C

asenB==bsenA’, bsenC=csenB..... (6")

!
sen”A’ 4 (—cos A)’=1, (—tg A’ =._S£
( y=t,(=tg A7) =y
(7")

E A0 (—secA')= = ,cosec A'= !

COt A=’ St
sen A’ ’ (—cosA’) sen A’

(g) Veja-se a nota (a) pag. 102 da 3.2 cdics ; fos &' =
bra, do Sr. Manso Preto. "0 dos Klemsnlos ¢ Alge



ou, fazendo nellas
senA' =2, —CosA' =z, —(gA'— v,
—cot A'==1y/, —secAl=1z, cosec A' = ',

a*=0"4¢"— 2 x x' i
b*=a*—4-¢"—2accosB{..... (5:;:)
¢'=a"4b*—2abcosC

z't-2t=1, y=

! \
=, = =, ,. (T
ml'y x’ : x ( )

Ora, comparando (5) (6) e (7) com (5") (6”') e (7), vé-se
que se passa d’aquellas para estas mudando nas primeiras sen A
em x, cosAem 2/, tgA em y, cot A em y' etc.: e por tanto, se
operarmos sobre as ultimas, do mesmo modo que se operou sobre
(5) (6) e (7) para obter (8), acharemos um resultado, que sera
a mesma formula (8) mudando nella sen A em z, cosA em &/,
elc., etc., isto &, sen A em senA’, cos A em— cos A/, g A em
—tg A/, secA em —secA’, e cosecA em cosecA’. Pode pois
dizer-se que a formula (8), deduzida na supposi¢ao de ser agudo
o angulo A, tem egualmente logar quando este angulo for obtuso,
uma vez que se fique entendendo que neste caso por sen A, cos A,
tg A, etc., etc., se representa a relagio trigonometrica do mes-
mo nome pertencente ao supplemento d’aquelle angulo, conside-
rando como negativas todas estas relagdes excepto o seno e a
cosecante (h) (i).

(h) «Todas as linhas trigonometricas dosarcos do segundo quadrante
sao cguaes s mesmas linhas trigonometricas do seu supplemento, mu-
dando todas de signal, exceplo o seno e a cosecante.»

(Elementos de trigonometria rectilinea — pelo Sr. Manso'Preto
2.? edicio, pag. 12).
(i) 1 faut donc, lorsqu’on dit que telles ou telles quantités deviennent



Terminaremos com a seguinte observagio.

Se no decurso do calculo, que suppomos effectuar-se com as
formulas (5) (6) e (7), soubermos que um qualquer dos angulos,
que alli entram, o qual representaremos por 0, é a somma de dois
outros ¢ e §, poderemos, sem receio d’errar, substituir por sen (p+{)
e cos (p-+Y) os seus desenvolvimentos achados no § 6, ainda
quando se ignore se o angulo 0 & agudo ou obtuso.

No primeiro caso esta isso demonstrado.

Supponhamos pois que o angulo 6 é obtuso; e em primeiro logar
consideremos agudos os angulos ¢ e ¢:

Neste caso sen 0 representa 0 mesmo que sen (180°—6); ora

sen (180°— ) =sen (90°— ¢ + 90°—{¢) =
==sen ¢ cos § +seny cosg.

Da mesma sorte, cos § entra nas formulas como synonimo de
—cos (180 —6); e como

cos (180°— 0) =cos (90°— ¢ +90°— ) =
=—sen @ sen{ — cos o cos Y,
serd  — cos (180°— ) ==cos ¢ cos ¢ — sen ¢ sen ¢,

négatives . . .. .. , considerer cette locution comme une maniére abrégée
de dire que ces quantités devront étre remplacées dans le resultat du
caleul par des expressions algébriques en effet négalives ...... , 4 fin de
corriger la fausse supposition que 1'on a faite dans la mise en équation,
en regardant ces équations comme immédiatement applicables 4 tous les
cas. Ce n’est donc la qu’un langage fictif, mais d'ailleurs trés-utile, puis
qu'il donne le moyen d'embrasser par une méme formule tous les cas
particuliers d’un probleme, en se reservant d'y faire & la fin les modifi-
cations qui pourront se trouver encore nécessaires, a l'effet d’eliminer les
contradictions que n'auraient pas entierement fait disparaitre les trans-
formations opérés dans le cours du calcul.

(CarnoT — Reflexions sur la metaphysique du calcul

infinitésimal — quatriéme edition, page 154).
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que é o mesmo que se obteria applicando a I‘ormulﬂ (9) a

cos (¢ +¢).
Se um dos angulos, ¢ por exemplo, fosse obtuso, teriamos

sen O =sen (180°— ¢ — )
=sen (180°— ¢) cos y — sen ¢ cos (180°— ¢)
==sen o cos Y + seny cosp
E da mesma sorte
c08 0 = — cos (180°— 0) = — cos (180 — ¢ — ¢)
— —[cos (180°— ¢) cos - sen (180°— o) cos ]
=-clos 9 cosY——sen o seny.

As outras formulas, que se encontram em (6, II), sdo, con-
forme alli se viu, o resultado da combinagdo de (9) e (10) com
as formulas dadas em (6, 1), e poderemos por fanto repetir a
respeito d’ellas o racioccinio que ha pouco empregémos a propo-
sito de (8) (6) e (7) do presente numero.

FIM.
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ADVERTENCIA

Na collocagiio das materias segnimos precisamente a mesma
ordem, por que as achimos dispostas no galcule Differencial de
Francoeur; a fim de que os alumnos do segundo anno mathema-
lico, para uso dos quaes destindmos especialmente esles aponla-
menlos, podessem acompanhar, querendo, o estudo d’aquelle livro
com a leitura d° estegfolheto.

Depois de havermos deduzido as regras geraes para eslabele-
cer os conlactos, accrescentamos alguns “theoremas novos, que fa-
cilitam em muilos casos a applicagio d’aquellas regras.

Tractando da determinacao das superficies e curvas osculado-
ras, empregdmos, na maior parle dos casos, mais de um processo,
porque nos differentes caminhos, que levam 4 solugio, se desco-
brem, muilas vezes, propriedades tambem differentes; quasi sem-
pre traduzimos no methodo dos limites, que os alumnos J& co-
nhecem, os principios empregados pelos que usam do calculo in-
finitesimal, por enlendermos que é este o melhor meio de lhes
inspirar conganga nos resultados obtidos por este ultimo methodo,
de que mais tarde necessariamente se hao de servir.

Procurdmos tornar claras, quanto possivel, as ideias de flexdo
e torsdo; calculdmos a primeira, e por uma simples mudanca de

létras passimos d’ella para a torsdo, evilando assim calculos labo-
. riosos e transformacoes difficeis.

Em fim, na deduccio da férmula, em que se comprehende o
theorema de Meusnier, seguimos um processo inverso do geral-
mente adoptado. A maior parle dos auctores, depois de haverem
deduzido aquella férmula, concluem que o circulo osculador da
seccdo normal e o da obliqua, que passa pela mesma tangente,
existem ambos na mesma esphera; nés, pelo contrario, soccorre-
mos-nos a esla propriedade para demonstrar aquelle theorema. E
parcce-nos, que d’este modo facilitimos a demonstragao.







SUPERFICIES E CURVAS NO ESPACO

1. Contactos de duas superficies. Sejam F. n.° 124

2= f(z." !,\',) B F (mn y:)

as equagdes de duas superficies, ¢ (, y, z) as coordenadas de um ponto,
que lhes é commum,

- Nesta hypothese teremos

z_=_f(q:y) e z——-F(a:y);..._......... (1)

e a distancia entre os pontos das duas superficies, correspondentes &s

mesmas variaveis independentes = + h, y -+ k, seré: ;.

§=hip—P) +klg— O)+%h*(r—; R)-+ hk(s — 8)+ %m-_;‘)+...,

: . : k % d
designando por p, ¢, r, §, t...08 coelficientes differenciaes i, —z-, 2
et e de PO RS T
A% dady R tirados da primeira de (1);e por P, Q, R, S, T.......
os correspondentes da segunda.

Suppondo k==ah, sendo « uma constante, teremos

o : :
§=h[(p— P)+a(9—0)] + 5 B[(r—R) * 2a(s—8) +a*(I—T)]+....

A



else for
p—P+a(g—0)=0,..........(2)

a expressdo anterior ficard reduzida a

8=--;— W {(r—R)+22(s— ) + e (t—T)]+ oo

Empregando agora o mesmo raciocinio do § 99, concluiremos; que
para uma terceira superficie, que tenha com a primeira o ponto commum
(x, y, z), mas entre a qual ea primeira se ndo verifique a relagdo corres-
pondente a (1) para o mesmo valor de o, a distancia A serd maior que
o para valores muito pequenos de k; o que significa que as duas primeiras
superficies se approximam mais uma da outra, nas proximidades do ponto
(2, y, z) e na direc¢lio «, do que a primeira e lerceira.

Se porém quizermos que as duas superficies tenham um contacto de
primeira ordem em todas as direcgies, a relacdo (2) devera ser satisfeita
para todo e qualquer valor de «, 0. que sémente poderd acontecer redu-
zindo-se a uma identidade, isto é, sendo p=P e ¢— Q.

Pelo mesmo modo se veria que, para terem as duas superﬁcles um
contacto de segunda ordem em todas as direcgdes, era necessario e suffi-
ciente que se verificassem, além das condigdes precedentes, as relagdes
r=R,s=Set=T ().

E assim por deante.

Do que acabdmos de dizer resulta tambem, que se duas superﬁc:es
tém um contacto da ordem n, a differenca entre os pontos correspondentes
das mesmas supercies ¢ da ordem n + 1; quer dizer, esta differenca é
dada por uma serie, na qual n + 1 representa a somma dos expoentes de
h e k nos termos, em que esta somma é menor.

Conlactos de uma superficie com uma curva. Sejam 3= fx, = Y= o,
as equagdes d'uma curva; e z=DF(x,y) a de uma superficie, que
passa pelo ponto (z, y, z) da curva.

. (+) Este mesmo raciocinio prova tambem que se uma superficie tiver com
outra um contacto da ordem n em n - 1 direccoes, as duas superficies lerdo um
contacto d’aquella ordem em todas as direccdes.



Chamando § a distancia entre os pontos, correspondentes a x+ h,
d’aquella curva e outra qumlgrer tracada sobre a superficie, e cujas equa-
goes sdo z=F(z, y,) e y=¢z,: teremos

s (S e

2
aonde se representam por — jz : 3+ - - 08 derivadas de z, tiradas da equagdo
dz\ [d% : ; )
k== fx, e por (-&;), (_dﬁ) y «« .« as derivadas d’aquella memn qunntt.-

- dade, tiradas de

z=F(zy y)== F[=, yz}.

dz= dx

_.Se Ifﬁlt e (ds) ------- (3)

provar-se-ha como acima, que para outra superficie que passe pelo ponto
commum (2, y, 5), mas entre a qual e a curva ndo haja uma relagdo ana-
loga a (3), a distancia A entre a curva e esta superficie serf maior que §,
Neste caso diz-se que a primeira superficie tem com a curva um co:;taﬁtd
~de primeira ordem, e que a distancia § é de segunda ordem.

E assim por deante a respeito dos contactos mais intimos.

Contactos entre duas curvas. Sejom

= fzr e &=DIFx,  as equacdes d uma curva
Y, f i i quag »
y=o¢x, e z==U0x  as equagdes d’outra,

]

e (@, y, 3) as coordenadas de um ponto commum.
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A distancia entre os pontos das duas curvas, correspondentes & mesma
variavel independente @ + h, serd

S=V[[la+h) —o(@ +APHFE+ K — @ b

[ —) + () o Pt E— ) + ) 4.

e, para que esta expressao se reduza a uma quantidade de segunda ordem;
é necessario e sufficiente que sejam

PAIES BETESeeran s

Neste caso diz-se que as duas curvas tém um contacto de primeira
ordem, e prova-se facilmente que para valores muito pequenos de h, a
distanciaj A entre a primeira e outra qualquer curva, que passa pelo ponto
(@, y, z), mas que ndo satisfaz as condigdes 'corresf)ondenles a (4), ¢ maior

que §.
Para haver um contacto de segunda ordem, era mister. que alem das
condicoes (%) se verificassem tambem as relagoes ['—¢" e e

E assim por deante.

Do que acabamos de dizer resulta que:

1.° Se duas curvas no espago tém entre si um contacto de certa ordem,
as suas projeccdes sobre qualquer dos planos coordenados tém tambem
um contacto d’aquella mesma ordem ; e reciprocamente ().

. (¥ D’aqui se conclue immediatamente, gue sendo z,=— Fz e y == fz as equa
des- d’'uma curva, as da sua tangente no ponlo (®, y, z) serao

dF af
A= % (#—a), y—y= o (@)~ =),

represenlando #, y e 3, as coordenadas correntes da recta.
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2.° Se uma curva tem um contaclo determinado com outra, tracada
sobre uma superficie, a primeira curva terd tambem um contacto d’aquella
mesma ordem com esta superficie.

Sejam as duas curvas »

z=fx, , y=92, € s=F(z, y) , y =142,

e supponhdmos que estas tém um contacto de 2." ordem, e por tanto

que é - £= (ﬁ) d’f_(dﬁF)

dz ‘dz \dz?® /'

dgF)

d :
aonde representamos por F) as derivadas, primeira esegunda.

de z em ordem a z, t;radas da equagio z = F/a, y), na qual se suppde
_ y =4z, ou, o que vale 0 mesmo, y == gx, visto ser

dg _dl dle d¥%

e Pt e e

Temos poisacurva z=fx, ,y=—ox, easuperficie z=F(zy),e
dF) dyf (dQF) )
Tz ) dt = \qa2 ) e por tanto a curva tem com a
superficie um contacto de 2.* ordem.
3.° Se uma curva tem um contacto da ordem n com duas superficies,
que se interseclam, a curva terd tambem um contacto d’aquella ordem

com a intersecgdo das superficies.

af
as relacdes TR (

Sejam, a curva z=Fz, y=fx,

e as superficies s=o(xp y), s=V(2 ¥)3



e supponhﬁmos que a curva tem com cada uma d’essas superﬁcaes um
contacto de prlme:ra ordem, e por tanto que €

L ] '
dF _do do d dF d}y d{ d
cp il e — ¢+i_f .......... s i D)
de ~ do ' dy do do dx dy dx

Considerando a curva, resultante da interseccio das superficies, as

: dz dy
derivadas il serdo dodas pelas equacdes

dz _dyp do dy ds _dy d} dy
do dw+dy dz ' de  de | dy az '

e como substituindo nestas formulas, em logar d’aquellas derivadas, os va-
lores correspondentes, tirados das equagdesda curva dada, recahimos nas
equacdes (5), que por hypothese sio satisfeitas, vé-se que effectivamente
a intersec¢lo das snperﬁcles tem um contacto de primeira ordem com a curva
proposla

4° Se n+1 curvas tracadas numa superf'me tiverem, em um ponto
d’esta, um contacto da ordem n com outras tantas curvas tracadas noutra
superficie, sem que as curvas existentes em qualquer das superficies sejom
osculodoras entre si; a primeira superficie lera com a segunda um contacto
da ordem n (+).

A equacio z={(z, 3‘;) com cada uma das seguintes y,= oz, Y=9,
y,= e, representa tres curvas; as outras tres sio dadas por

&= F(“""ﬂ yr) com y=yz, y=u2% Y= "!"3"""{:

e suppde-se que cada uma das primeiras tem um contacto de segunda
ordem com a correspondente da segunda superficie.

(+) Este theorema comprehende o da nota de pag. 2.



Nesta hypothese temos

df df de_dF dFdy df dF_ dy/dF df \

T g B g O e dy/ ......... (6)
df  df dy,_dF dF dy, . d/' dF dq:,(dr af -
do "dy do do ' dy do Sl g dy) ........

e visto ndv ser g;;—-%, as duas equagdes (6) e (7) sémente podem

"'CUe'xIstir, sendo
CTRMRP | B | e S
O s =P 00,
TR S T gl B ey 0

Como as curvas tém por hypothese um contacto de segunda ordcm,
serd lambem

df - df dy d?f(dq,) df d%

BN dedjds aytas) Ty ot

@F  d&°F dy" @F (dq,)%' aF 4%y

=3 dady da T @y \dx/ Ty dobs
ou { :
df dQF) (&f d&F dq: d¥ d2F (dnp )e
ot | | e 8
(dmﬁ da® 2 \dedy dwdy>d$+(dy9 dye) dz ) (8)

que péde escrever-se

Lron® +N( )2 . 0;



¢ similbantemente

L+2M +N( )2 0

L+2M d"‘-;-N(d”) 0;

e, visto ndo haver egualdade entre duas quaesquer das tres quantidades "
d‘? df?i dq)g
o’ dz '

]unctamenle. sendo L=0, M=0, N=0, islo é

, a8 tres relagdes precedentes sémente poderdo subsistir con-

r=R, 3-—=S, l= T;

e assim por adeante.

Os principios anteriores servem para resolver o seguinte poblema:
«Dadas as equacdes d’uma curva ou superficie, determinar os parametros,
que entram nas equagdes d'uma outra curva ou superficie de natureza
conhecida, de modo que esta fique tendo com a primeira um conlacto
ou osculagdo de ordem designada.»

Quando uma curva ou superficie, tem com uma curva, ou com uma
superficie, o contacto mais intimo que é possivel, designa-se, de ordinario,
sem mencionar a,ordem do conlacto: diz-se, por exemplo, tangenie a uma-
curva, plano tangente a uma superficie, plano osculador d’'uma curva,
circulo osculador, ete., ete.

O que fica dicto com referencia aos contactos, por se fundar na formula
de Taylor, suppde que este desenvolvimento é applicavel pelo menos. até
& ordem de osculaglio, o que facilmente se reconheceréd em cada caso par-
ticular.
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2. Planotangente a uma superficie. 1.° Methodo.— A equagio d’um
plano qualquer é . F. n.° 128

s=Az 4+ Byt C.o..coic.se. (1)

sendo 4, B e C parametros indeterminados.
Como o plano deve passar pelo ponto (, y, z) da superficie z=f(z,, y,),
temos esla equaglio de condiclio

E para que neste mesmo ponto haja um contacto de primeira ordem,
deve ser p="P, q=10, isto é

As equacdes (2) e (3) determinam 4, B e C; e, substiluindo-0s em
(1) acharemos a equacdo do plano tangente

Z—z=p (02_,—- .'.U) o ‘?(y._ Y ) """"""" (4) 2
d
ou g—;’-‘—(zi—- z) + j—g—(y;— y)+ d—;‘(wx_ x) =0,

suppondo implicita a equagido da superficie.
2.° Methodo. Procuraremos a equaglio d’um plano, que passe pelos
tres pontos (z, y, z), ( +h,y,5+1), (z,y +k,z4 L)
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o-As condlcﬁes precedentes dao para delermmar A, B e C as tres se-
guintes equaooes

z=Ax+ By + C
$+I=A(w-{-h) +By+C
s+ L=Az+B{y+k)+C
A P;quuq&o do plqno, que se procura, serd pois
=
2= (6 ) + T —)

Agora, fazendo decrescer h e K, obteremos no limite

Assim o plano tangente péde considerar-se como o limite, para que
tendo o plano secante, que passa por aquelles tres pontos, quando se
suppde que o segundo e terceiro se approximam mdeﬁmdamenle do pri-
meiro (*)

3.° Methodo. Sobre a superficie z,= f(z,, y,) tracemos uma curva
qualquer, que passe pelo ponto (z, y, z). Suppondo que é y,—0oz, a equagio
da projec¢do da curva sobre o plano zy, serdo, as equagdes da curva

y=oz, s=f(z,y)=[lz, oz ]=4z,

(+) Por um modo identico podiamos delterminar novamente as equacodes da
tangcnlc a4 uma curva.



i1

e as da sua tangente naquelle ponto

y,——y:% (m‘,—- x). z— z.=-d_¢.(m,—w) = (-— f— —) (xr-.-..m) .

o y—y=mls—2) 5—5=(p+qm)(@—a)..... (1),

chamando m a tangente trigonometrica do angulo, que a tangente & curva
plana y==—ca, forma com o eixo de .

Dando a m nas equagdes (1) todos os valores posilivos ou negativos,
desde zero até ao infinito, achariamos as equagdes de todas as tangentes
a todas as curvag tracadas na superficie, e que passavam por (z, vy, z) ; e,

: ehmlnando m entre aquellas duas equacdes, obteremos a equagdo do logar
geomelrico correspondente a todas aquellas tangentes

5— 5 =p(z—0) + Q(y,- Y)-

3. A recta que, passando por um ponto de uma superficie, é per-
pendicular ao respectivo plano tangente, diz-se normal & superficie nesse
ponto.

Sausfazenda as condigdes precedentes, acharemos que a normal, con-
duzida pelo ponto (=, y, ) da superficie =f(®,y,), & repre-
sentada pelas equagdes

r— o4 p(s—2) = 0, y—y b g5 5) =0uc s (1)

&. . Superficies cyﬁndricas. Chamam-se assim as superficies geradas
por uma recta indefinida, que se move conservando-se constantemente
parallela a uma recta fixa, e que em todas as suas posicdes encontra sempre
uma curva determinada.

Sejam S T ST T R (1)
as equagdes da directriz rectilinea;

e f(#,y,2)=0, Flz y2)=0........... 2)

as da direclriz curvilinea,

F. n.° 126

F.n.° 127
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- As equagdes de toda e qualquer recta parallela a (1) sao

sendo m e n arbitrarias. Mas d’entre todas estas rectas, sémente concor-
rem para a formaclo da superficie, as que satisfazem & condigio de en-
contrar a curva (2); a qual condigdo estabelece entre m e n uma relagio

Bt At 00 ()

resultante da eliminacdo de , y e z entre (2) e (3).

D’este modo, dando a n um valor qualquer em (%), tirando d’esta equa-
¢do o correspondente de m, e substituindo esses valores em (3), obteria-
mos a generatriz numa das suas posicdes. Dando a n um novo valor, ob-
teriamos uma nova posiglio da generatrlz e assim por deante. As equa-
coes d’ esta linha serao pois -

A

Xe=az-+on y=bz4n,...... (5)

sendo n uma quantidade arbitraria.

Todos os pontos, e sé esses, cujas coordenadas (:c, y. z) satisfizerem a
(8), pertencerdo & superficie cylindrica; e essés serdo exactamente os mes-
mos, que satisfazem & equagdo resultante da eliminagdo de n entre aquellas
duas equagdes (+). Fazendo pois esta eliminagio acharemos

a:-;az:.-;, (y—=ba)eee-oueies. (6)
que ¢ a equacdo da superficie cylindrica.

() Conhece-se isto facilmente suppondo as dnas equacbes (5) resolvidas em
ordem a n,
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As diversas superficies cylindricas, que t8m a mesma directriz rectili-
nea, differem umas das outras pela f6rma de g.

A equacdo (6), suppundo ¢ variavel, pertence a todas estas superficies.

Derivando esta equagdo, suppondo variaveis e z, e depois y e z, ob-
teremos

l—ap=—bpo’ e —ag=(1—bqg)¢';

e, eliminando ¢’

apbg=1.. ... il 0 (T)

Como esta equacdo se conserva a mesma, qualquer que seja a f6rma de
¢, concebe-se que ella deve representar uma propriedade commum a todas
as superficies cylindricas, cuja directriz rectilinea é a mesma, e seja qual
for a directriz curvilinea.

E o que vamos ver.— Se em qualquer ponto d’'uma d’estas superficies
tirarmos o plano tangente, como este deve conter a generatriz, a qual é
parallela a (1), tambem o plano tangente sera parallelo a esta recta, Ora
a equacdo do plano tangente ¢ z—z=p(@,— )+ q (y,~Y),
ea ;undlcho, necessaria e sufficiente, para que este plano seja parallelo a
a(l)e

ap+bg=1.

Superficies conicas. Estas superficies sdo geradas por uma recta sujeita
a passar por um ponto fixo, e a encontrar constantemente uma curva de-
terminada.

Sendo a, b e ¢ as coordenadas do ponto fixo (vertice do céne), as equa=
¢oes de qualquer recta. que passa por aquelle ponto, sio

& —a=m (z—¢) y—b=n(z ¢) ... (1)
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sendo m e n parametros variaveis. B para que (1) encontre a directriz,
cujas equagdes representaremos por

(o 92 =0, Flay o =0 , .. ()

deve ter logar a equagio de condiglio

resultante da eliminacdio de @, y e z entre (1) e (2). Eliminando pois m
e n entre (1) ¢ (3), vird a equaclio da superficie conica

’”Z‘:=~; ("‘”‘b) i

Z 3—C

‘As diversas superficies canicas, que tém o mesmo verhce, d:ﬂ‘erem umas
das outras pela [6rma de . .

Derivando a equagio (%), em ordem ax ez, edepois em ordem a y
e z, yem

s—ctp (a—a) = p (b—y) ¢\ +q (a—2) = [(z—¢)—q[y—b) 14,

e dividindo estas duas equagdes uma pela outra, para eliminar ¢/, e fa-
zendo as possiveis reducgdes, acharemos

s—e=p (¢—a) +¢ (y=0),

que exprime uma propriedade commum a todas as superficies conicas, que
1®m o mesmo vertice,
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Vejamos em que consiste esta propriedade. Se por qualquer ponto de
uma d’estas superficies Llirarmos o plano tangente, como este deve’ conter
a generatriz, a qual passa por (a, b, ¢), tambem o plano tangente passara
por este ponto; e por conseguinte terd sempre logar a equacdo

¢z =nla—a) + glb—).

As superficies cylindricas e eonicas fazem parte d’uma classe mais
extensa, a das superficies planificaveis, de que em breve havemos de achar
uma propriedade geral ‘e caracteristica,

Superficies condides . Estas superficies consideram-se geradas® por
uma recta, que se move conservando-se constantemente parallela a um
plano director, e encontrando em todas as suas posigdes duas directrizes,
uma curvilinea, ¢ a outra rectilinea. Quando a directriz rectilinea ¢
perpendicular ao plano director, o condide diz-se recto. E o caso de
que tractdmos, suppondo que a directriz rectilinea coincide com o eixo
dos z, e que o plano director é o dos ay. '

As equagdes de qualquer recta, parallela ao plano dos zy, e que en-
contra o eixo dos z, sdo

sendo ¢ e m arbitrarias,— E para que esta recta encontre a directriz cur-
vilinea, deve ter logar entre ¢ e m a relaclo

proveniente da eliminacdo de z, y e z entre (1) e as duas equacdes d’esta
directriz.— Eliminando pois ¢ e m entre (1) e (2), acharemos a equagao
da superficie condide -

13
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Derivando esta equagdo, suppondo variaveis primeiramente 2 e z, e
depois y e z, e eliminando ¢’ entre as duas equagdes resultantes, acha=
remos

PO ==10y. s =000 - (&)

que exprime uma propriedade commum a todos os condides rectos, que
tem por directriz rectilinea o eixo dos z.

Vamos ver em que consiste esta propriedade.— Se por qualquer ponto
d’aquellas superficies tirarmos o plano tangente e outro parallelo ao dos
@y, da interseccdo d’estes dous planos resultard uma recta, evidente-
mente parallela ao plano dos zy, e que encontraré o eixo dos z.

Aquella intersec¢io é representada pelas equagdes

g—2z =p(a:,—- :‘B) + q[.'/;_ y) =2,

e a_condiglio, necessaria e sufficiente, para que esta recta encontre o eixo
dos z, cujas equagdes sdo o=0," y=0,

é Py —qe=0.

Superficies de revolugio. Estas superficies sdo geradas por uma cir-
cumferencia, cujo centro se move ao longo d'uma recta fixa, conservan-
do-se o plano do circumlerencia constantemente perpendicular aquella
linha, e variando o raio, de modo quea circumferencia encontra sempre
uma curva determinada. — A recta fixa dencmina-se eixo de revolucio;
e chama-se meridiano a curva resultante da intersecgio da superficie
por um plano que passa pelo eixo. _

E evidente que estas superficies podem considerar-se geradas pelo
meridiano gyrando em torno do eixo; e d'ahi vem a sua denominagdo.

No que vamos dizer suppomos que o eixo de revolugdo coincide com
o dos z.



As equagdes de toda e qualquer circumferencia, cujo centro esth no
eixo dos z, e cujo plano & perpendicular a este cixo, sdo

z=—c¢, 23+ =P = s dve. (1)
sendo ¢ e r ou Klparametros variaveis.

Para que esta circumferencia encontre a directriz curvilinea, deve ter
logar a equacio :

que provém de eliminar 2, y ¢ z.entre (1) e as duas equagdes d’ esta curva.
Por tanto, obteremos a equaq&o da superficie, eliminando k eecentre (1)
e (2), o que d&

=22+ ) euiennevenn (8)

Derivando esta equagio, acharemos

p=2r¢’ . q=2yg;
e .'elimin,a;'ado @' vem

py—~ g'.v=0.

Da geracio. d’esta especie de superficies resulta evidentemente que a
normal, tirada por um poato qualquer, existe no plano meridiano corres-
pondente, alids a symetria da superficie em relagdo a qualquer plano me-
ridiano accusaria a exislencia de duas normaes, collocadas symetricamente
d’um e outro lado d’este plano, o que ndo pode ser, visto que a cada
ponto da superficie corresponde uma s6 normal. Ora a equagdo de con-
di¢lio, para que duas rectas existam no mesmo plano, obtem-se, eliminando

B



z,, y, e 3, entre as equagdes d’essas rectas (»), e portanto, a condigao, para
que a normal \

w,—atp (3,—5)=0, §—Yy+q (5—3)=0
e o eixo dos z x,=0 y=0
exislam em um mesmo plano, é

PY—qa—0.

F.ne 128 5. Empregando as equagdes da tangente a uma curva, demonstrou-
se em 0 n.° 2, que o plano tangente a uma superficie, em um dado ponto,
podia considerar-se como o logar geometrico de todas as tangentes, ti-
radas por aquelle ponto, &s curvas lracadas na superficie e que passavam
por elle. Reciprocamente, por meio d’esta propriedade do plano tangente,
deduzem-se ‘com facilidade as equacdes da tangente a uma curva.

Sejam as equagdes da curva

& = AR e A e )

A curva plana z,=fx, & a projecgiio de (1) sobre o plano dos zz; e esta
projeccdo obteve-se por meio de uma superficie cylindrica, cujas genera-
trizes eram perpendiculares dquelle plano. Se pelo ponto (,y, z) da curva (1)
tirarmos o plano tangente & superficie cylindrica, este plano conterd a
tangente & curva, tirada por aquelle ponto, a tangente & projecclio da
curva, tirada pelo ponto d’esta, que é a projecgdo do primeiro, e tambem
a generatriz correspondente da superficie cylindrica. E como esta gene-
ratriz & perpendicular ao plano dos xz, vé-se que a tangente & projec¢dio
da curva € a projeccio da tangente & curva.

(+) Quando duas rectas existem no mesmo plano, ou se encontram ou sio pa-
rallelas. No primeiro caso evidentemente deve ter logar a equacdo (7) (Part. 3.2,
pag. 348). Se sdo parallelas, como & entdo a=a' e b=>b', ainda tem logar a mesma
equagdo; o que alids era facil de prever, por quanto esla indica apenas que
‘existe um systema de valores (finitos ou infinitos) de @, y e 5, que satisfaz con-
junctamente ds qualro equacoes das duas rectas.
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As equacdes da tangente a (§) seriio pois

como ja sabiamos, ;
Os cosenos dos angulos, que a tangente f[6rma com cada um dos tres

eixos coordenados, sio (Parte 3.%, n.° 20%) . .

da
dz

NEane)

) (48

Ad l6rmulas precedentes tdrnam-se symetricas generalisando a va-
riavel independente (n.° %1). Nesta hypothese, representando simples-
de dy dz

mente put dz, dy e dz as derivadas TR e pondo por simplici-



20

dade do*+-dy’+dz"=ds” (+), acharemos

Se representarmos por a, b e ¢ as coordenadas de um ponto qualquer
da curva dada, e por @, y e z as coordenadas variaveis da tangente; as
equagdes (1) e (2) transformam-se em

c=fa, § b=¢ Bivovesosonsasssanscnnsas - (‘i)

z—f={' (z—a), : y—d=y'. (@—a). cee.en..:(B)

Autribuindo a @ nas equagdes (5) todos os valores possiveis, acha
riamos as diversas tangentes & curva (4); e, eliminando a entre aquellas
duas equacdes, obteremos a equagio do logar geometrico de todas aquellas
tangentes, isto é, da superficie gerada por uma recta, que se move con-
servando-se constantemente tangente a (4).

Esta superficie e todas as que admittem este modo de geragio cha-
mam-se planificaveis.

Sem fazer a eliminagdo podemos dizer que a primeira de (5) é a
equacdo da superficie, considerando a uma funcgio de « e y determinada
pela segunda d’aquellas equacdes. As diversas superficies planificaveis
differem umas das outras pela [6rma das funcgdes designadas por f e d.

Posto isto, derivemos a equagdo da supesficie, isto é, a primeira de (5),
em ordem a x e z, e depois em ordem a y e z. Acharemos, represen-

(+) A respeito da significacio concreta do que se represenla por ds, veremos
mais adianle gue exprime a derivada do arco.



da
do

da . RN
tando por a/, i por a’, e fazendo as possiveis reducgdes
g on :

p={"+a' (x—a) " gl Al . G )
e como a segunda de (5) da para determinar o' e a

0=y'+a' (z—a) § 1=a" (z—a) ',

se tirarmos d’estas equagdes os valores d’aquellas quantidades, e os sub-
stituirmos em (6), veremos que « desapparece, e fica

=9 (a), q:w' (a),

e por conseguinte i g R S e s NSRS Senm 003 .
sendo @, = e ® funcgdes dependentes das primitivas f e .
Derivando (7) vem
r=%. s s=&.¢

i i

e, eliminando @', acharemos finalmente 3

oWk sl DI A It ST(B)

Esta equacio exprime uma propriedade commum a todas as superficies
planificaveis, independente da curva primitiva represenlada por (%).
Continvando a representar por A, B e C os parametros d'um plano,
e suppondo que este ¢ o tangente, teremos

A=p, B=q, C=s—pr—qy.

Ora mnas superficies planificaveis ha sempre uma direc¢do (determi-



nada pela tangente), segundo a qual ndo varia a posigio do plano tan-
gente (). Os valores de A, B ¢ € devem pois ser constantes para todos
os ponlos situados naquella linha, e por conseguinte teremos nessa mesma
direcgao :

dA dB ac

—d;ﬁo’ ?‘—w"ﬁo, E:o'
~isto €
r+5m=o, s4-tm=o, x (r+sm)4y (sitm)=o,
dy
representando T por m. -

Aquellas tres relogdes equi\‘n!em‘sémeule a duoas

rt-sm—o, s+im=o

e, eliminando m, acharemos (x+)

rt—s*=no,-

Plano normal a uma curva em um ponto d’elia é o plano, que passa

(+) A tangenle (5) assenta na superficie planificavel, e se por um ponlo
d’aquella tirarmos o plano langente 4 superficie, este conterd sempre a tangente:
e por que alem d'isso é p=o (2} e g={ (a), vé-se que o plano tangenle em um
ponto-d’aquella recta ainda o é em qualquer ponlo da mesma tangente.

Esta propriedade expressa pela equacao (8) distingue as superficies regradas
planificaveis das enviesadas, que admillem lambem uma generatriz rectilinea, mas
nas quaes o plano tangente varia d'um para outro ponto d’esla linha.

(++) Para cada valor attribuido a m, estas férmulas exprimem duas relacdes,
que Iém logar para os pontos da superficie siluados na generalriz respecliva; e,
eliminando m, acharemos um resullado, que perlencerd a todos os pontos de gual=
quer geperalriz, e que serd, por conseguinle, a equacido da superficie.
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por esse ponto e ¢ perpendicular 4 langente respectiva. A equagao do
plano normal & curva (1), serd pois (Fr. tom. 3.°, n.° 200) (+)

dx dy :
z,:——z+ e (mf— x) * 5 (y.'_y) L A A (9)

ou (zr:_' z) dz a7 [y;—y) dy S (xi_" x) dv=0

generalisando a variavel independente.

6. Plano osculador d'uma curva

1.° Methodo. A equagdo geral do plano é
2=A2+ BY+C..oocoonveveens 1)

sendo 4, B e C indelerminadas.

(+) As equacies de qualquer recta, que passa pelo ponto (,y, z) da curva,
sil0

&—a=m (5,—z) y—y=n (5,—=)
sendo m e n arbitrarias. E, para que a recla seja perpendicular 4 tangente, deve ser

dz dy ds dx
m —d;+ﬂ'd—=+1=0 ou ﬂ-—-—g (1+m-5)

Substituindo este valor nas equagdes da recla, acharemos as equacdes da nor-
mal

dz dz
T—r=m (3~:z), Y—Yy=— -E?}- (1-|—m E—) (z,—2);
b

e como resta ainda uma arbitraria m, vé-se que em cada ponto d’'uma curva ha
uma infinidade de normaes. Eliminando m entre eslas duas equagoes, acharemos a

“do plano normal,



24

Se designarmos por z, y e z as coordenadas do ponto da curva
z=[z, y=dx,
pelo qual deve passar o plano, teremos a seguinte equacdo de condiglio
5 et An o By oGt i Jovet) oLl 2).

E, para que neste mesmo ponto haja um contacto de segunda ordem,
deve ser (n.° 1)

!

(@) §3=(3%’:)n

ou f=A44BY o =B, . cosvidinae (3)

As equagdes (2) e (3) determinam 4, Be C, & substituindo-os em (1),
viré a equaglio do plano osculador

Y G D)= (Y=Y ) (o= @)+ =) eenens ()

2.° Methodo. Procuremos a equaciio do plano, que passa pelos tres
pontos da curva correspondentes aos valores @, -+ h e  + 2h de =,
A equacio de qualquer plano, que passa por (z, y, z), é

e, para que este plano passe pelo segundo_e terceiro ponto, devem ter
logar as equagdes de condigdo

1=Ah-|— Bk, Eiz—'_gAh—}- Bk., ........... (6) :
chamando % e I os augmentos de y e z provenientes da mudanga de

em &+ h nas equagdes da curva, e k, e [, os correspondentes 4 mudanga
de  para x4+ 2h.
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Eliminando A entre as duas equagdes (6), tirando B da equagio re-
sultante, e tomando o limite attendendo a que é .

h=h{'+ LBy +... I=hff +L R4,
k=2 h 2R .. L= 2hf 421 14
.. [} -
acharemos lim. Bm% ..................... (7).

Da primeira de (6) tira-se
k

lim. A=Ii-m.—:l——lim.' B. iim._I,

ou - lim A-—f’ - N T o) - r e (O

Substituindo em (5), em logar de A e B, os seus limites dodos por (7)
e (8), recahiremos na equagdo (4). Na linguagem dos infinitamente pe-
quenos, exprime-se isto, dizendo que o plano osculador passa por tres
pontos consecutivos da curva.

3.° Methodo. As equacdes da tangente & curva, tirada pelo ponto

(2, y, z), sko
z,—é.—-:f’ . (#=x) y—y=Y". (z—=).

E para que o plano (5), que tambem passa por aquelle ponto, con-
tenha esta tangente, ¢ sufficiente a condigao (Fr. T. 3.°, n.° 199).

da4Do=1 "0 AL BY=SLEI .00 (9).

Se pelo ponto (z, y, 5) tirarmos uma recla, parallela & tangente ti-
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rada pelo ponto correspondente a @+ h; a condigdo, para que o planu
conlenha esta segunda recta, é

AtBY (@+ B)==f @+ h).evnnren R (10).

Eliminando 4 entre (9) e (10), teremos
1} (h 4’n+ _1_ L q’m_f_ S -——'—kf"-{- ih’ f”+
‘ 2 . c) : 2 ------ [

d’onde se tira lim, B=—-.

fl.‘
Y

Em seguida obteremos lim. A por meio da equacio (9).
No methodo infinitesimal diz-se, que o plano osculador contem duas
tangentes infinitamente proximas.

A equacio (4) toma uma f6rma symetrica generalisando a variavel
independente por meio das [6rmulas do (n.° 41). D'este modo, empregando
as mesmas simplificacdes do n.° anterior, acharemos

(dz d*%y— dy d’z) (3,—3) + (dz d’x — dx d'z) (y,—y)
+ (dy d’s —dz d'y) (x,—x) =o0;

&

que péde escrever-se com mais simplicidade
Z(3—25)+Y(y—y) + X (z—x)=0i....0c00uu. (11)

pondo Z=daz d’y—dy d’x, Y=d’z de—dx d’z, X=dy d*zs—dz d’y.
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D’entre a infinidade de normaes a uma curva, que se¢ podem tirar por
um ponto d’ella, chama-se principal .a que existe no plano osculador res-
pectivo. As equagdes d'esta linha serdio as dos dois planos — normal e
osculador — ou as seguintes, que d’ellas se deduzem com facilidade,
(5,— ) (Zdow —Xdz) + (y—y) (Yda:——de)
(3—13) (Zdy —Yds) + (z— ) (Xdy—-'—]’dx) =0
Attendendo &s expressdes de X e Z, acharemos
Zdr— Xdz = de (dz d*y — dy d’x) -—dz (dy d’z - dz d'y) =
=d’ (dz’+ dy’ + dz”) —dy (d2 d'x+ dy d'y + dz d'z)=
=d’y.ds’— dy ds d’s==ds (ds d'y — dy d%);

donde se tira : ¢

de—-—Xdz—ds’d( ) Xdy——l’da: ds’ d( )
] .. (13),
de—Zdy=ds“d/ =)

e por tanto as equagdes (12) da normal principal transformam-se em

+dz dx
(@2 d (G| =(—2d(g)

ds \

(v—y) d (d—)«(z—z)d{ﬂ)\

Besignando por (a), (€) e (y). os angulos que a normal principal [érma
com cada um dos tres eixos coordenados, e pondo por simplicidade

dx {’ dy ZANIE
H_[d[ ) \ lds}) '{xd (dsjjl



* - acharemos (Parte 3.", n.° 20%)
dz dy dz
Aol v 3 g son o Bl
008 (@) = ——p—— c08 (6)= e (y)=—p—-- (15).

F. n.° 130 7 Circulo osculador.— Flezdo d’uma curva. 1.° Methodo. Conside~
rando o circulo como intersec¢io de uma esphera do mesmo raio como
um plano central, as esquagdes do circulo serdo

(x,—a)*+(y,—b)"+(3,—¢)* =n’£
A c=A (ml_a) +B (yf__ b) :

sendo indeterminadas as coordenadas a, b e ¢ do centro, o raio n, e ainda
os parametros 4 e B dos quaes depende a posi¢io do plano do circulo (+).

Como o circulo ha de passar pelo ponto (z, y, z), teremos as equagdes
de condigdo

(a4 (§—b)"+ (s—pn’
_ i
z—c=A (w—a)-i-B(y-—b)

E, para que o circulo tenha naquelle mesmo ponto um contacto de
dy dz d%y d’z
da’ do’ da*’ da?
equagdes do circulo, deverao serjeguaes s correspondentes da curva. Ora,
derivando primeira e segunda vez as equagdes (2), obtem-se

segunda ordem com a curva, as derivadas — tiradas das

l+(dy) (d) y--b +(z“°)£§=0,a‘%=3%,

(+) Como o circulo existe neste plano, a curva terd com elle um contacto de
2.* ordem (n.° 1—2), e por conseguinte este plano serd o osculador da curva;
0 que o calculo confirma.



e por conseguinle. suppondo que as equacdes da curva dada sio as mesmas
do n.° anterior, teremos, paro determinar os parametros do circulo, as equa-

«gdes (2) e seguintes (+)

 aa b)Y ()flm0 , [—A4BY &
R L =B+ (5= )= , BY'=f")
Resolvendo as equacdes, .ach_aremos

SRR S

& 'lfm-} f.'rz (’1‘}.1! 1!’1)4 »
L (R — )]
o ¢ :
=Y+ ¢ru_+_,m+(lv+r__¢rf7!)=
i e (%)
="+ "= (" =M
=12 + ‘b.'f2+fﬂé+ (f.f H' ffﬁ')
g bk L)

% i
[ (1 — ]

() Contmuando a considerar o circulo como interseccio de uma esphera com
um plano central, como ji conhecemos a equacio do plano que tem com a curva
um contacto da segunda ordem (plano osculador), bastard determinar os paramelros
da esphera, de modo que o centro fique neste plane, e que a esphera lellha com a
curva um contacto d'aquella ordem (n.° 1—3).

Ora a condigio, para que o centro_da -esphera esleja no plano osculador, é

Wie—z)=(¢'—¢f)a—z)+" b—y):

e as condices, para que a esphera tenha com a curva um contacto de 'segunda
ordem, sio expressas por
\& —a)t+ (y — b)2+ (5 —c)=n?

z—a—+(y—bY/+(z—c)f=0
1= (y—b) ¥+ (s —0) N+ 2+ =0

Eni im chegariamos ainda ao mesmo resultado, procurando as eqnaches de



Generalisando a variavel independente para tornar sjmetricas as for-
mulas precedentes, e repelindo as hypotheses do n.® anlerior para as po-
der escrever com mais simplicidade, as formulas (4) transformam-se em

S ds'(Ydz—Zdy) oy ds’(Zdw-—Xd_z)
: X4-Y+2z* '’ Xeraz:-
_ B, /¢ s oo A8)
- s ds*(Xdy —Ydz) o ds’ ;
Xz P2

Em fim, se empregarmos as formulas (13) do n.° anterior, e attender-
mos a que ¢

(¥dz—Zdy)*+ (Zde—Xdz)*+(Xdy— Vi)' =ds" (X ¥*+4 Z*)—
— (Xdz—4-¥dy+ Zdz)"=ds*(X*4 Y’+-Z°),

acharemos que as equagdes (8) podem ainda apresentar-se debaixo da se-
guinte forma

d\ (@) ds .\
d(— d =
a=z+4n’ (ds), b=y + n". d‘is" y6=35+ n“d_,%?g
¥ Ver (6)
Th = 2 I Bt T3 1
[N+ (@) + D) T

Pelos pontos da carva correspondentes aos valores z e z+h de z,
tirem-se duas tangentes; e designemos, por s o arco da curva comegado

um circulo subjeito a passar pelos tres pontos da curva, correspondentes aos va=
lores@, 2+h e x#+2h dea; e depois fazendo tender h para zero; o que se
exprime no methodo infinitesimal, dizendo que o circulo osculador passa por tres
pontos da curva infinitamente proximos.



a conlar d’uma origem qualquer e terminado no primeiro ponto, por s + § s
o comprehendido entre aquella origem e o segundo ponto, ¢ finalmente
por 6 o angulo, que formam entre si as duas tangentes.
E evidente que serd

b= (s+3ds),
e por tanto
db 0. oo
e=z 8 s-i- -éﬂ-d—‘;:' (63) +- LR R I B (7)

visjtoj ser Ps=o.

. Tt l ean
O coefficiente do primeiro termo do segundo membro, :—rac:nhm. TS
§ 5
mede a flexdo ou curvatura da curva no ponto (z, y, 5) («).

(+) Em um circulo de raio » tomemos um arco, cujo comprimento designa-
remos por &s; e pelas extremidades d’este tiremos dnas langentes. Designando
por g o angulo que estas fazem entre si, ou, anles, o arco reclificado que lhe serve
de medida, teremos, como ¢ sabido

4 oty
g=—27Js,
: r
: Lise 8- : ._ ' i
Assim, é S o 0 factor constante, pelo qual devemos multiplicar

qualquer arco &s, para obter o angulo 6, ou, o que vale o mesmo, para avaliar
0 quantum a langenle se inflectiu passando de uma para a outra extremidade do
arco 4's. 1

Para oulro circulo de raio r' leriamos 0'=? &' e por tanto, suppondo
ds=43s',

1 1
P — =
r r
: 3 > 1 1 J
Vé-se pois que, pela comparacio de — com T poderemos apreciar em qual
T T

dos dois circulos a tangenle se inflecte mais, para arcos do mesmo comprimento.
Mais geralmente, para uma curva gualquer, leremos, coms no lexlo,



Calculemos este coefficiente, no qual podemos considerar d 0 e d s como
representando as derivadas de 6 e s em ordem & varmel :ndependenle t
(§ 41)

Designando por a, 8 e y 0s ,angulos que a primeira tangente forma com
08 eixos coordenudos, e por o 3’y os da segunda, teremos

1 =cos" « +-cos” + cos”y
1 =cos” '} cos* 3+ cos® !

08 6 == c08 a o8 o'+ cos  cos 3’4 cos 7 cos v

oo a0 : ] :
e posto que o coeﬂimente_a nio seja sufficiente (como era no circulo) para de-

terminar, depois de multiplicado por & s, o angulo , visto o segundo membro de (7)
conter outros termos alem do primeiro ; todavia, diminuindo convenientemente &' s,
poderemos sempre conseguir que aquelle primeiro lermo represente a parte prin-
cipal do segundo membro d’aquella equacio.

Demais, para outra curva, ou para outro ponto da mesma, teriamos

!
]

dg
BF=F;T&8"+ w3

e suppondo §s=24s' , e repetindo, as.consiagraqﬁes do n.° 99, conheceremos fé-

!
cilmente que, segundo for s iﬂ—’
peguenos de & s. ds <ds

Na analyse das curvas o cenhecimenlo da flexdo offerece a mesma importan~
cia que tem na mechanica a delerminacio da velocidade num movimento qual-
quer. Estes dois elementos offerecem analogia em mais de um ponto.

, sera tambem ¢ >< o' para valores muito

ra
Fixando na curva tres pontos, correspondentes aos valores o, @ + h e
@ +2h de z ; unindo o primeiro ponto com o segunde, e este com o terceiro

: oy 3t
por meio de rectas ou cordas; e finalmente procurando o limite de 5 (sendo & ¢

o angulo agudo, que fazem entre si aquellas linhas, e & = o comprimento da
corda tirada entre os dois primeiros pontos), acharemos, como é facil de prevér,

¥ &t da'
nm.h T

d’onde se conclue que, por meio da flexio, podemos ainda determinar com uma
aproximacao indefinida o angulo & ¢ formado por duas cordas conseculivas.
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i
mas de cosﬂ:l—Esen“-g—B
: 1
tira-se 2 sen -é-ﬂ =V/[2— 2 cosb],

¢ por isso, attendendo &s formulas anteriores, acharemos

2 sen % b=V [ (cos a'— cos &)+ (Cos 3'— cos B)*+- (cos-{'—-—;cns 1)

ou 2 sen —é- b=1"[ (3 cos )+ (& cos )"+ (8 cos y)'].

- Da formula precedente deduz-se

1
e B .
i3 3 cosa 3 cos{.’;)’+ (8. cos T) i
_'_ \/[ , N \ 8 J
2
a qual da, tomando 0s llmlles, e attendendo a que € lim ___B—B_
: dcow dcosg dcosy = I
l '_='___— siaw
= 3s \/l ~ ds )+(\ ds )_! 8)
Finalmente as formulas (6) dao
da. dy
d cosa L*d—s) a—ax dcosﬁmd(m.)_b-—f
6. dE S g, e e e
idz
dcosy dl“c};_}_c—z
dss v s dgrT kb
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.e por tanto (8) reduz-se a

o (@) + @) +(4@) ]

—

ds ds

0‘.‘. . ﬁ?_l'o-o --------------- (‘m.

2.° Methodo. Suppondo ¢==z na f6rmula (9), o que nio altera o

valor de —, vem
ds

(@) (s dy—dy o) (ds Pr—ds )T
ds : dsig /| 2

-~

aonde por dy, dz, dy, d'z, ds, . . .. se representam s derivadas res-
pectivas d’aquellas quantidades, tomadas em ordem a 2.
E debaixo d’esta [6rma, e sem novos calculos, se deixa vér que o valor

d e 4] gL t
de :I_B- sera 0 mesmo para a curva proposta e para qualquer outra, que tenha

s .

com ella um contacto de segunda ordem, e, por tanto, para o seu circulo
= : ; ; di 1

osculador. Mas para esle ja se viu, em a nota anterior, que era d_=—'
5o

e, por conseguinte, para a curva dada serd tambem

db 1

ds n

que ¢ a formula (10) j& achada.
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Attendendo a esta relagio e a (9), acharemos

Ty |

que ¢ a ultima das f6rmulas (6).

No ponto de contacto o circulo osculador, que se procura, tem a
mesma tangente que a curva, e como o raio do circulo ¢ perpendicular &
tangente, segue-se que serh tambem normal & curva (pag. 23, nota); e por
tanto o raio tirado para o ponto de contacto € a normal principal. As
equagdes d’aquella linha serdo pois as (14) da pag. 27; e, para deter-
minar os angulos que ella [orma com os eixos coordenados, teremos as
[6rmulas (18) do mesmo n.°

g5 d”)
\ ds ds
cos (a) =— 7 t08 (8) == — T 008 (y) = T

E, como por outro lado sabemos que ¢

a—= b— y c— %
R s mERe R (6)= Sy ol $iig +n’
teremos finalmente
) )l
a=x+tn* ds b=y-+n® de b _ds_
ik ds ’ e ds ' ds

O duplo signal, que se vé nestas [6rmulas, provém, uio da natureza



do problema, mas do processo, que se empregou para o resolver; sendo
aliés facil de conhecer, que é o signal 4 que se deve aproveitar.

F.n° 431 8 Torsao d'uma curva. Se na formula (8) do numero anterior sup-
pozermos que «, £ e y representam os angulos, que o plano osculador, -
tirado pelo ponto (a, y, z) da curva, [6rma com os tres planos coordena~
dos, aquella mesma f6rmula daré a medida da torsao da curva naquelle

ponto (+)..

(+) Na curva proposta inscrevamos um polygono, cujos verlices snccessivos
designaremos pora, b, ¢, d, ...........

A medida que estes vertices se forem aprnxlmando entre si, o polygono ten-
derd para a curva, de modo que poderemos, com ‘uma aproximacio indefinida,
subslituir a curva pelo polygono. O plano, que passa por lres vertices consecu-
livos a, b e e, é o osculador 4 curva no ponto a, islo é, péde aproximar-se
d’este plano tanto, quanlo quizermos (n.° 6, 2.” methodo). Neste mesmo sentido,
o angulo agudo, que as duas cordas ab e be formam entre si, é o delerminado
pela flexdo da curva no ponto a (pag. 32, nota); e o angulo, formado por dois
planos osculadores conseculivos abe e bed, é o determinado pela torsdo naquelle
mesmo ponto.

Posto isto, facamos gyrar o plano bed (e com elle os elementos seguintes do
polygono, que lhe estio ligados) em torno de be, até que este plano coincida
com o anterior abe; depois facamos mover o lerceiro plano cde em volla de ed
até coincidir com o precedente: e assim successivamente. D’este modo, a curva
proposta ficard substituida por uma curva plana, cuja flexdo, nos scus diversos
pontos, é egual & flexdo da curva primiliva nos pontos correspondentes.

Na corva planificada facamos gyrar, no respeclivo plano, a parle bede.. . ..
em volta do ponto b, alé que o elemento be fique em direitura com ab; proce-
dendo assim com os elementos seguintes, a curva plana ﬁcaré transformada numa
linha recla,

Vejamos agora a maneira do reverter d'esla para a curva primitiva.

- Para isso dobraremos a recta pelo ponto b alé que a parte bede..... forme,
com o elemento ab, um angulo egual ao que é determinado pela flexio no ponto
a da curva proposta; em seguida a reclta bede.... pelo ponto e até que os ele-
mentos be e ede.... formem um angulo egual ao determinado pela flexdo rela-
liva ao ponlo b: e assim por deante.

Feilo isto, suppondo fixos o elemento ab e o plano da curva precedente, fa-
remos mover um plano conduzido pelos pontos b, ¢, d,.... em torno de be (o
que corresponde physicamente a uma torsio d’este elemento) alé que este plano
forme, com o primeiro, um angulo egual ao determinado pela torsao relativa ao
ponto a; depois fariamos gyrar um plano conduzido por ¢, d, e,.... em torno de
ed até que este plano formasse com o anterior um angulo egual ao que era des-
ignado pela torsio correspondente ao ponlo b: e assim successivamente,

Comprehende-se assim a muita propriedade com que se empregam, na theoria



Na determinaciio d’este elemento podemos calcular separadamente df
e ds. Comecaremos por df.
Tractando da flexdo achamos (n.° 7 f6rm. (10) e ultima de (8))

di=)[(d cos «)’+(d cos )"+ (d cos y)']= & +§sgidl ....... (1)
sendo
o8 o= - g cos 6= dy
 V[da'+ dy*+ds’]’ ~ V{de'+dy*+dz]
dz

Y= drrdy rda

e presentemente temos

- X ¥
€08 g=————————, €08 6=
VX3, Y2122 VX YR L Ze
Z
COp e
Vxaryii,e '’

e portanto passaremos da formula relativa & flexdo para a correspondente
& torsao, mudando respectivamente na primeira dz,dye dzem X, ¥ e Z.

das curvas, as denominacdes de flexdo e fors@o, bem como as de curvas enviesadas
ou torcidas para designar as curvas que nio sao planas.

Na passagem da linha recta para a curva plana, cada elemento tal como be sof-
freum primeiro desvio; e depois, na passagem para a curva primiliva, este mesmo
elemento é ainda desviado da posicio precedente, com a qual fica formando um
certo angulo, e pos isso alguns auctores designam a flexd@o e a torsao por primeira
e segunda curvatura, ¢ chamam curvas de dupla curvatura s curvas enviesadas.



_Chamando pois 7, U e ¥ os resultados provenientes de fazer aquella
substituigio em X, ¥ e Z, teremos pela formula (1)

da_(f‘ﬂ_{_ U!_i_ ]}'ﬂ)t_
T X4 124 22

Pi;ocurernos a expressio de T. Por ser
X = dyd% — dzdY,
teremos  T—YdZ—ZdY—(dad% — dwd%)(dod%y—dyd’a)
—- (dmd*y —dyd®e)(dsd3z—dzd?z),
ou T=dz[dz{d%xd3y—d2yd3z)+-dy(d2sd3s— dgm‘i”z) ?
- +de (dgydl"z——d?zd’*y}]———Adw.

De X passa-se para .Y mudando dy e dz em dz e dz, e por tanto
passaremos de T' para U mudando. ¥ e Z em Ze X; e esta ultima mu-
daoca effectua-se mudando respectivamente :

(2]

z y
_em oy Wiy 8 T
Fazendo pois esta substituicdo no .valm‘l de T, acharemos
U=dy{dw(é2yd35—rlezd3y) +dy{d®zd’v— ?zd?z) &

dds(d2ediy —d*ydie)]|=Ady;

e similhantemente
V=='dd3z;



Sers pois (T2 U2+ V2)'= Ads’; ¢ por conseguinte

Ads
N=rvirz"
e finalmente
d'J_t i A
o i ik iR W2 o 7

9 Esphera osculatriz. A equacio de uma esphera, em que s30 des- F. n.° 132
conhecidas a grandeza do raio e a posi¢do do centro, é

(@/—a) z‘l‘ (y—b)"+ (5, - ¢)’'= “2'

sendo a, b, ¢ e n indeterminadas. ~  * "
Como a esphera ha de passar pelo ponto (z, y, z) da superf‘cie dada
z={ (a, y,), temos esta primeira equacdo de condigao - .

v
Mla

@—@+@—b+@—q=m““””"ﬂﬂguuxn

E para que haja, neste mesmo ponto, um contacto de primeira ordem
devemos tornar os valores de P e Q, pertencentes & esphera, eguaes a0s
de p e ¢ relativos 4 superfieie ; e, por tnnto, como aquelles si\o dndos por

w—@+@—@P=mw—w+@—qo=m ' :

feremos
(e—a)tE—gp=0, (=b)+ E—0g=0-..... ()

As espheras, cujos parametros a, b, ¢ e n forem taes, que satisfacam
4s equagdes (1) e (2), terdo com a superficie um contacto de primeira
ordem.

A equacdo (1) significa que a esphera passa pelo ponto (2, ¥, 5),
e as equacdes (2) mostram que o centro esth sobre a normal & superficie,
conduzida por aquelle ponto; e, por tanto, tirada esta normal, todas as es-
pheras, descriplas d’um ponto qualquer d’esta linha como centro, com um
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raio egual 4 distancia d’este ao ponto (2, y, z), lerdo com a superficie um
contacto de primeira ordem,

Para que o contacto fosse de segunda ordem, seria preciso, que se ve-
rificassem ainda as relagdes

T¢=R, 5=S, B£=r, Cve e Er s B e o (3)

as quaes junctas a (1) e (2) prefazem o numero de seis, a que em geral
ndio é possivel satisfazer, por serem s6 quatro os parametros, que entram
na equagdo da esphera. E por isso, geralmente fallando, nem sempre &
possivel delerminar uma esphera, que tenha com uma superficie, em um
designado ponto, um contacto de segunda ordem (+).

F. n.° 133 10 Sobre a superficic dada trace-se uma curva qualciuer. que jmse
spelo ponto (z, y, z).
As suas equagdes serdo

z=f(2,9) i A PR LSO (4);

e a distancia entre os pontos d’esta curva, determinados por z== + h,
e os correspondentes de qualquer das espheras ja achadas, seré

0= %[(f—ﬁ)+ﬁ(s—5)in+ (t— T) m*| h*+ A,

pondo m____ff_? , € representando por A a reunido dos termos, em que
x
entra h com um expoente superior a 2.

(+) Os pontos particulares de cada superficie, onde uma esphera pode ter um
contacto de segunda ordem, seras dados pela equagio da superficie e pelas equa-
coes (1).(2) e [3}. nas quaes supporemos desconhecidos os parametros a, b, c e n
e as coordenadas z, ¥, e z. Aquellas equacoes serio suflicientes para determinar
todas estas quantidades.
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Como ainda resta uma arbitraria, podemos dispor d’ella para tornar
(o= B (a4S) th s (4 S D) eiosgs <1 woiss o5 e o (D)

e assim ficard complelamente determinada uma esphera, que terd um, con=-
tacto de segunda ordem com aquella curva, e ainda com qualquer outra
tragada na superficie, e que seja osculadora da primeira, ou, que tenha
a mesma tangente (+); o que pode exprimir-se mais concisamente dizendo,
que a esphera lem um contacto de segunda ordem com a superficie na
direcgdo assignada por m (xx). .

Os valores a, b, ¢ e n dados pelas equagdes (1), (2) e (5) sao tambem
as coordenadas ‘do centro e o raio do circulo osculador de uma secgdo
feita na superficie por um plano tirado pela normal e pela lnngente de
que se (racta.

Com effeito o circulo osculador d’aquella secglio tem o centro sobre
a normal, e portanto serd necessariamente o circulo maximo de algumas
das infinitas espheras, que tém com a superficie um contacto de primeira
ordem ; demais a esphera, a que pertence este circulo, tem com a curva
mencwnada um contacto de segunda ordem, e por tanto ha de verificar-se
para ella a relagio (5).

Substituindo na equacdo (8) em logar de R, S e T os seus valores
tirados da equacdo da esphera, resulta

(s—c¢) (r+ 2ms+;ts"‘)+ i +m*+ (p4 gm)*=o0........(6).

(+) As equacdes da tangente & curva (4) sio
5—s=p@—2z)+qy—y) , y—y=mn(z—2);

por onde se vé que a condigio, necessaria e sufficiente, para que outra curva tra-
¢ada na superficie, e que passa por (x, y, z), tenha neste ponto a mesma tan-
genle que # primeira, é ser o valor de m o mesmo para as duas curvas.

(*+) Pelo ponto (@, y, 0) tiremos no plano dos z y uma recta, que forme com
o eixe dos,@ um angulo, cuja tangenle seja egual a m, e quaesquer curvas que
tenham aquella recta por tangente no ponto dado. Se por eslas curvas elevar-
mos superficies cylindricas, cujas generalrizes sejam perpendiculares ao plano
dos @y, resullardo da inlerseccio, d'eslas com a superficie proposla outras lan-
tas curvas, com Llodas 'as quaes terd um contacto de segunda ordem, no ponto
(z, y, %), a esphera precedentemente delerminada.
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As equagdes (6) e (2) ddo as coordenadas do centro, e depois determina-
s¢ n por meio de (1) ; acharemos assim (+)

A+-m’+ (p4-gm)*

c—:z'-}- 15 -+ 2mS o dm’
- 104D gL oo
— — Ill.lbll‘..'--..l-.l.7
Bl r = 2ms 4 tm* W1 3 (,)
PRI Y 1+ m*+ (pﬂ—qmﬁ)
r 4 2ms -+ tm
: V___-'A_.T eyl - { a2t 4 321 1N A }
ob slpagnet 2 1 & LTI bl o6 gy sigfhogmen

r 4+ 2sm -+ tm*

& Z(*I.. #.r"f c_quagéi’:jg_s (7) determinam c@mp.l'eg_:amen;e a grandeza ¢ o signal das coor=
denadas a, b e c. Se livessemos combinado as equagdes, d’onde provieram aquelles
valores, pelo processo seguido no n.° 133 do Cale. Diff. de Fr., achariamos

np ng n

__._......l_._.’b:. —_—— — —-—. FARIANES b 9;
vV{i+p*+e) Yl _‘+¢[1+pz+q‘] e

a=w

nas quaes as coordenadas @, b e ¢ participam da ambiguidade do signal prove-
nienle de n, :
E para que estes valores concordem, com os precedentes, como deve ser, mostra

= 3 n

a comparacio de (7)€ (9) que nestas ullimas expressoes devemos dar a T
e 1 +m*+ (p+gm)? . v[1-2*- ¢

o mesmo signal que tem ————~— " jslo &, o ‘mesmo signal que {em o

r-2ms - tm*

denominador d’esta ultima expressio. por ser o numerador uma quantidade es-

n
v[1-p'+¢’]
temente o mesmo signal, e por isso, se, no caleulo dos valores de a, b e ¢ pelas
formulas (9),. convencionarmos em dar sempre a n o signal posilivo, deveremos

affectar y[1 + p*+ ¢?] do mesmo signal, que tiver r<-2ms + tm*. Mas com esta
ultima hypothese, o valor de n obtido pela formula (8) sahe sempre posilivo, e

sencialmente positiva. Assim r - 2ms + tm? e devem ter constan-
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A formula (8) determina a grandeza de n, e as equacdes (7) fixam as
coordenadas a, b, ¢ do centro do circulo osculador, e mostram por con- .
seguinte em que sentido € dirigida a curvatura da secgdo de que se tra-
cta ().

J(A)inspeccﬁo de qualquer d’estas férmulas (7) mostra, que as curva-
turas de duas differentes secgdes siio ambas dirigidas no mesmo sentldo..
ou em sentido conlrario, conférme sdo os mesmos, ou differentes, os si-
gnaes da expressdio r + 2sm -+ tm”, calculada com os valeres de m cor-
respondentes a cada uma das sec¢des. Ora ¢ sabido que, fazendo cor-
responder m seguidamente a todos os angulos desde zero até 1807, a ex-
pressdo r + 2sm <4 tm* conserva constantemenle o mesmo signal, se'as
raizes da equagio de 2.° grio r+ 2sm -+ tm*= 0 slio imaginarias, isto ¢,
se re~—s"> 0. Se as raizes sdo reaes e eguaes, ri—s'=0, o signal de
r+2sm-tm™ é ainda constante, mas ha um valor particular de m (o que
corresponde 4 raiz), que torna nulla aquella expressio. Em fim, se as
raizes sdo reaes e desiguaes, rt—s* <0, chamando « a primeira das
raizes que se encontra (fazendo variar m como acima se disse) e 6 a se-
gundo, a expressdo r < 2sm -+ tm” couserva um signsl constante para
todos os valores de m desde m=—0 alé m=a; para m =« annulla-se
aquella expressio; depois muda de signal para os valores de m compre-

'y

por lanto as duas condicGes precedentes, relativas aos signaes de n e de \r’[H—p 4 %],
podem resumir-se no seguinte «quando empregarmos as formulas'(8) e (9), para
determinar as cordenadas a, b e ¢, deveremos em todas ellas dar a V[H-p -+¢?]
o mesmo signal que tiver v+ 2ms -+ tm*».

(+) Imaginemos tirados 0 plano tangente e a normal 4 superficie no ponto
(2, ¥, z): e supponhamos que, tendo applicado as f6rmulas (7) e (8) a uma seceiio
correspondente a um valor particular de m, determinimos de que lado do pkmo
tangente estava collocado sobre a normal o centro de curvalura, Se depois ap-
plicarmos as mesmas férmulas a outra qualquer sec¢io, o centro de curvatura
d’esta ficard collocado do mesmo lado que o da primeira seccio, ou do lado
opposto, conférme r42 sm - tm?* tiver conservado ou mudado o signal. Por tanlo,
se, no calculo do raio m periencenle d segunda seccio, dermos a v[14+p*+g*] o
mesmo signal (posilivo ou negalivo) que se lhe altribuio quando se calculon o
raio da primeira sec¢io (o que é permiltido, visto que a férmula (8) serve apenas
para determinar a grandeza, mas ndo a direcciio do raio), o signul do n perten-
cenle aquella seccdo, serd o mesmo que o do n correspondente d primeira, quando
r 4+ 2gsm + tm? conservar o mesmo signal; e differente no caso contrario.

D'este modo, uma vez fixada a direccdo do raio n para uma seccdo designada,
a [ormula (8) é sufficiente para delerminar a grandeza e direccio do raio de
curvatura de oulra seccao qualquer.



F. n.°* 134

a4

hendidos entre o e 6; em fim reduz-se novamente a zero para m==g¢, e
recupera o signal primitivo para os valores seguintes de m.

Podemos. pois concluir que: 1.° Se for rt —s* > 0, as curvaturas de
todas os secgdes normaes correspondentes ao ponto, de que se trata, serdo
dirigidas no mesmo sentido; ¢ o que acontece, por exemplo, em qualquer
ponto de um ellipsoide. 2.° Se for rt —s*==0, as curvaturas serdo
dirigides no mesmo sentido, mas haverd uma sec¢do, a que corresponde
uma curvatura nulla: dé-se este caso com as superficies conicas e cylin=
dricas, e em geral com as superficies planificaveis. 3.° Se finalmente
for r¢ — "< 0 (imaginando o plano tangente, tirado pelo ponto (z,y,3),
e tracadas nelle as tangentes correspondentes aos valores « e & do m, as
quaes encontrando-se naquelle ponto formam quatro angulos, eguaes dois
a dois como verticalmente oppostos, que designaremos respectivamente por 6
e 180°— 0), serdo dirigidas no mesmo sentido as curvaturas de todas as
secgdes feitas por planos que passam pela normal e por tangentes coms=
prehendidas no angulo 6. Tambem o serldio as curvaturas das secgdes cor=
respondentesa tangentes comprehendidas em qualquer dos angulos 186°—¥0;
mas a curvatura d’estas ultimas seré dirigida em sentido contrario ao das
primeiras, comprehendidas no angulo 0 Finalmente para as duas sec-
¢des feitas por planos que passam pela normal e por qualquer das tan-
gentes que formam este angulo, a curvatura seré nulla, Neste caso o plano
tangenle ¢ so mesmo lempo secante no ponto de que se tracta, como
acontece, por exemplo, em qualquer dos pontos da ellipse de gola no
hyperboloide de um s6 ramo.

11.  Seccdes principaes. O raio n varia com m, e como a curvatura
das differentes secgdes normaes ndo pode augmentar ou diminuir indefi-
nidamente, concebe-se que o valor de n serd susceptivel de mawzimo e de
minimo. :

d d
Para os determinar formaremos a derivada ~— , o que da L
dm dm

=9 [14p"+ ¢']™ [s(1~q")—pgt] +mir(1+ ¢")—t(1+p") | +pgr—s(1+p%)
(r+ 2sm—|—tm")*"

T

=21 [1+p*+ g% 55
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¢ conseculivamente procuraremos os valores reaes de m; que lornam nulla
ou infinita esta derivada, isto ¢, que satisfazem a qualquer das seguintes
relacoes

N=0, M=0, N=ow ou M=o0.

As duas ultimas ndo satisfaz expressio alguma fnita de m; e como
a hypothese de M =0 torna infinito o valor de n, vé-se que a determi-
nacﬁo das seccdes normaes, a que podem perlencer valores maumos ou
minimos, mas finitos, de n, fica apenas dependente da equagdo M—

Resta saber se as raizes d'esta equaclio sdo reaes, e, no caso nﬁirma-
tivo, se a cada uma d’estas corresponde effectivamente o valor de n, que
se procura.

Esta indagacdo faz-se com muita facilidade, por um meio indirecto,
empregando uma transformaclio de coordenadas; por quanto d’este modo
a expressio de n toma uma forma muilo simples, por meio da qual se
reconhece facilmente a existencia de um maximo e de um minimo; e’
como, segundo o que acima se disse, as unicas secgdes, a que podem cor-
responder aquelles valores, sio determinadas pela equacdo do segundo
grio N==0, as raizes d’esla equacdo serdo reaes, ¢ os valores de n, que

- procuramos, serdo determinados pela equacio (8) do n.° anterior, sub-
stituindo successivamente nesta, em logar de m cada uma d’aquellas raizes.

Indiquemos como se faz a transformacao.

‘ Tomando para plano dos 2 y o tangente 4 superficie no ponto (z, y, 3),
e este ponto para origem das coordenadas, a equacdo da superficie, -que
era primitivamente z=f(2, ), ficord transformada em z=F (=, y);
mas & equacdo assim mudada convirdio ainda as formulas precedentemente
achadas, nas quaes, todavia, as quantidades @, y, %, p, ¢, ... terdo valores
numericos differentes dos primitivos.
Assim na hypothese actual teremos 2 —=y=z2=p=q¢=0; a re-
 lagio N=0 transforma-se em

Hm'+ (r—O)m—s=0,............. (1)
¢ a expressdo de n fica reduzida a

11m®
== — P
r-2ms4tm*
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dando a0 numerador um signal unico pelas razdes expostas em a nota
da pag. 43.

As raizes m' e m” de (1) sio reaes; e como ¢ m' m'" 4 1 =0, con-
clue-se que as duas tangentes, determinadas por aquella equacio, sdo per-
pendiculares uma & outra. Isto posto, camo aquellas duas linhas existem
no plano langente, que agora coincide com o plano dos @ y, poderemos
sempre tomar uma d'aquellas tangentes para eixo dos @, e a outra para
eixo dos y; com este systema de coordenadas, uma das raizes de (1) de-
verd ser nulla e a outra infinita (+), e como a somma das duas ¢ egual
a ‘-s—r, este coefficiente serd tambem mﬁnlto, e por conseguinte s-—-O

Neste mesmo systema a formula (2) ficard reduzida a

B e e LR )

- e, se chamarmos ¢ o angulo, que a tangente, determinada por m, forma
com o eixo dos «, teremos ainda

1 ; - ‘
reos® ot tsenq

 E—1

por meio da qual obteremos, com muita facilidade, a grandeza do raio n
pertencente a qualquer sec¢lio normal determinada por ¢.

Designando por N’ e N" o0s raios das secgdes normaes, cujas tangentes
coincidem respectivamente com os eixos dos z e dos 7, teremos pela forma
anterior

1 1 1 1

N= —e Nl= —, on re=— et
¥

¢ N N'',

(+) Paraque (1) se reduzisse a uma identidade, era necessario que fosse r—i=o,
e tambem s=0, e por conseguinte ainda teria logar a formula (3). Demais como
esta formula se obtinha, neste caso, sem ser preciso fixar a direccdo dos eixos dos
« e dos y, segue-se que ella substituird tomando para estes eixos quaesquer duas
linhas perpendiculares enlre si, liradas pela origem das coordenadas no plano tan-
gente.
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e, substituindo estes valores naquella formule, acharemos finalmente

cos’o  sen*o
3)

1
—;s—ﬁr—f-—lvr ee i wme e s

D’esta formula deduzem-se as seguintes consequencias.

1.° A somma algebrica das curvaturas de duas quaesquer secgdes nor-
maes, que formam entre si um angulo de 90°, & constante.

Seja ' o raio de curvatura de uma secgdo normal, cuja tangente ti-
rada pela origem das coordenadas, forma com o eixo dus @ um angulo a,
e n' o da seccdio normal que lhe é perpendicular, e cuja tangente: ['orma,
por: conseguinte, com aquelle eixo o anguloe 90°4-«, Applicando a. estas
duas secgdes a formula (3), vira

1 cos’a  sen’o

§ L e—==

o e

| sen” a cos” e

i P IR ey
¢ por tanto :
. 1 | 1 1
WA TN N

2.° Se N' e N" sio ambos do mesmo signal, qualquer raio n tem
ainda o mesmo signal, e por conseguinte as curvaluras sdo todas dirigi-
das no mesmo sentido. Alem d’isso o maior dos dois raios N' e N" ¢
maximo absoluto, e o menor é minimo.
Seja N'> N"; da formula (3) tira-se
f

?—-ros 04— N sen” g

A‘H Ni"'
— —gen” tp+ — cos’ [
n

N."
¢ visto ser — > 1, serd tambem N >n e N <

N
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3.2 Sendo N'= N", 6 tambem n==N'==N". Neste ¢aso as curva-
turas das differentes secgdes normaes sdo todas eguaes - dirigidas no
mesmo sentido,

4.° Se N'e N" sao de signaes contrarios, tornando explicito o signal
de N em (3), vém

cos’ sen’o

Nf Sdg N.".' i

e por esta formula se reconhece: que para =0, é n=N'; e que &
medida que ¢ augmenta, o raio n decresce couservando-se 1odav1a po-
cos®s  sen’p
N N"
angulo ¢ o raio n sahe infinito; e depois, continuando _q.- a crescer, n tor-
na-se negativo, e numericamente decrescente, até ser ¢ =90°, o que da
n==N". Para ¢ > 90° ou ¢==90° 4-§, o raio n reassume os valores ja
achados e correspondentes a g==90°—8. (Veja-se o n.° anterior pag. 44).

Neste caso, N e o menor dos raios positivos, e N”' o minimo (nu-~
merico) ou antes o maximo {algebrico) dos negativos.

.0 que fica dito nos casos 2.° 3.° e 4.° com referencia a0 maximo e
ao minimo, pdéde resumir-se assim. «Se num ponto de uma superficie a
curvatura ndo é constante na direccdo das differentes seccdes normaes,
ha sempre duas, e s6 duas, d’estas secgdes, cujos planos sdo perpendicu=
lares entre si, na direccdo das quaes é respectwamente maxima € minima
a curvatura da superficie.»

Para determinar estas seccdes ou os seus raios de curvatura, forma-
remos a equagio N==0: se esta se reduzir a uma identidade a curva-
tura da superficie serd uniforme no ponto designado (+); aliés aquella equa-
cio terd duas raizes reaes, e, substituindo-as successivamente na formula
(8) do numero anterior, acharemos os valores de n correspondentes
dquellas duas secgoes.

12. Dissemos a pag. 41 que os elementos, determinados pelas for-
mulas (1) e (2) don.°9, e (5) do n.° (10) eram as coordenadas do centro

sitivo, alé ser ———=0, 01 {g.¢ =-\/ . Para este

(+) Quando a curvatura da superficie for constante na direccao das differen-

& e dn :
tes seccdes normaes, serd ainda — =0, e por conseguinte N = 0. E como estas
am

relagGes hio de subsistir para qualquer valor.de m, N =0 sera uma identidade.
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e o raio de uma esphera, que tinha um contacto de segunda ordem com

7 )
a superficie, na direcgdoxassignada por m, e ainda na de qualquer outrar -~ o

curva, a que correspondesse a mesma tangente.

Isto posto, e tendo tracado na superficie uma d’estas curvas, suppo-
nhamos que se pretende determinar o seu raio de curvatura.

Imaginemos tirado o plano osculador da curva, que serd o seu pro-
prio plano, no caso d’esta ndo ser enviesada; e representemos por o o
angulo, que este plano forma com o normal que passa pela mesma tan-
genle.

Como a curva tem um contacto de segunda ordem com a esphera e
com aquelle plano, segue-se pelo theorema 2.° do n.° 1, que tera tam-
bem um contacto da mesma ordem com o circulo (menor) resultante da
intersec¢lo d’estas duas superficies. Este circulo sera, por tanto, o oscu-
lador da curva, e, chamando n' o seu raio, teremos pela resolugio d’um
triangulo rectilineo

n'=mn coSw;

na qual se cdmprehende o theorema de Meusnier.

FIM.
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1l restait donc & trouver la maniére de plier le
calcul differentiel & ce genre de problemes qui sont
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PRINCIPIOS FUNDAMENTAES

Do

CALCULO DAS VARIACOES

———} GO G pem——

1. Se perlendessemos determinar analyticamente o comprimento da
linha mais curla das que se podem tirar entre dous pontos sobre um
plano; como o comprimento de qualquer d’estas linhas é representado por

Vi 4. de,
xy

consistiria a difficoldade em achar a relagio y = fx, que torna minimo
o integral precedente.

E se os pontos extremos, em vez de serem dados, estivessem apenas
subjeitos & condigio de pertencerem respectivamente a dvas curvas dadas,
seria preciso, para a complela resolugio do problema, ndo 86 assignar
aquella func¢do mas ainda determinar as abscissas @y e @y d’aquelles
ponlos.

Da mesma sorte, querendo achar a curva plana, do qual o arco, com-
prehendido entre dous pontos dados, gera, por sua revolugio em volla
do eixo dos z, a menor area, teremos que determinar a relagdo y = fx,
que torna minima a expressio

T‘I"-a- & e
".J.n:/ yV 1~y da
VAR



6

A resolugio d’cstas e d’outras questdes analogas perlence ao calculo das
variagoes,

2. Para resolver esta especie de problemas consideraremos como co-
nhecida a forma da curva procurada; supporemos depois que todos os
seus pontos se movem de um modo arbitrario, mas permiltido pelas con-
di¢des da questdo, para formar uma nova curva (variada); e por ultimo
exprimiremos que a mudang¢a, que d'ahi resulta para o integral, deve
ser constanlemenle negativa no caso de maximo, e positiva no de minimo.

' O que passamos a desinvolver. :

3. Seja y= fx a equacdo da curva procurada, que tractaremos como
se ja fosse determinada. Como suppomos que todos os pontos d’esta
curva mudam de posicdo com um movimenlo, conlinuamenle variavel
d’um para outro; o ponto, determinado pela abscissa & naquella curva,
tera por coordenadas no fim do tempo ¢ (contado de qualquer origem,
que supporemos correspondente & curva y = [x)

z=g(@m O y=4(@ 0i....(1)

-

as quaes, para {=0, hdo de transformar-se em &=z, y=y=(fx (»)(s).

(») Taes sdo as unicas condicdes, a que por em quanto ficam subjeitas as fun-
ccoes designadas por g e §.

(++) Considerando ¢ como exprimindo o tempo contado de uma origem, que
fixdmos, tivemos unicamente em visla lornar menos abstracla a theoria que ex-
pomos ; e tudo que dizemos neste senlido, subsiste egualmente olhando ¢ como
um parametro arbitrario, sem que seja preciso attribuir-lhe aquella significacio;
por quanlo é facil mostrar que, quaesquer que sejam as [ormas e posicoes da
curva variada, serd sempre possivel achar duas funccoes 2 — o (2, t), ey, — ¢ (2. 1),
que para um mesmo valor attribuido a ¢ transformem os valores de z e y, per-
tencentes 4 curva primitiva, nos correspondentes de qualquer das variadas. ,

O que melhor se entenderd pelo que vamos dizer.

Sejam AB a curva primiliva, que suppomos limitada nos pontos A e B, e A'B',
A"B",... oulras tanlas curvas que chamaremos variadas. ab represenla a pro-
jeccio da primeira curva sobre o eixo dos &, e a mesma significagio tem a'd' a
respeilo de A'B/, etc. elc,

Posto isto imaginemos que dividiamos ab em um numero indefinidamente
crescentle de partes cguaes, e em oulras lanlas a"b’. a”b”. e pelus ponlos de
divisao elevemos perpendiculares, que ir@o delerminar em cada curva o mesmo
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Eliminando x entre as duas equagdes (1), obleriamos uma relagiio entre
x, y, e o paramelro {, a qual representaria » equagdo da curva na posicio
que lhe correspondia naquelle tempo, e que se tornaria em y == fx para

=0 (i], A

numero de pontos: chamaremos correspondentes nas differenles curvas os ponlos
que correspondem &s mesmas divisoes.

Em seguida tracemos uma curva limitada §=F (a), cujas ordenalas B sejam
respectivamente eguaes aos valores de @ da curva primiliva desde A até B; sobre
cada uma d’aquaellas ordenadas tomemos comprimentos eguaes s nbscissas cor-
respondentes da segunda curva A'B, o que dard uma nova carva f=F, (x); e
assim a respeito da lerceira, guarta, etc.

Tracta-se de fazer ver que é sempre possivel achar uma funcgio geral § = =x(a, 1),
que para nm dado valor t, de ¢t produza a curva § = Fa, para o valor ¢,, a se-
gunda curva B=F, (a), para ¢, a lerceira, e assim por diante.

E com effeilo escrevamos

B (a) -ty (o) 8 (&) e een wo(A)

designando = (z), =, («)... funccdes arbitrarias de «, e sendo o numero d’eslas
funccdes pelo menos egual ao das curvas F, F,, F,y...
Altribuindo a ¢ o valor ¢, a funccdo anterior deverd reduzir-se a F (a), e por

Ltanlo serd
w(u.}l-l-toﬂ' (2) + 2.2 =, (2) .. =F(u} e ()

E do mesmo modo obleriamos

)4ty () <27, (@) + oo =Fy(a) o)

= (a) +t, 7, (a) + 2" m, (a) .. .. =Fy(a) .. ..(a")

D e R R A N R B

Determinando pois por meio das relagdes (a), (a’), (al').. .. euntras tanlas fun-
cgdes &, w, m.... e subsliluindo-as em (A) acharemos assim a funccio g == (a, ),
na qual pode ainda entrar qualquer numero de funcgoes arbilrarias, se 0 numero
d’eslas funcgdes, que entrava em (A) for superior ao das relacdes (a), (@', (a’).. .

Fica assim confirmada a existencia da funccio ¢ com as propriedades que lhe
suppozemos; e o mesmo se pode dizer a respeito de §.

Veja-se tambem o n.° 141 das Reflexions sur la mélaphysigne du calcul infinile-
simal, por M. Cournot, 2." ou 3. edicao.

(+) Vé-se d’este modo que as hypotheses, que fizemos, equivalem a considerar
a curva procurada como interseccio de uma superficie, cujas coordenadas sio
z, yet, com o plano dos &y E evidente gue por qualquer curva se pode fizer
passar uma infinidade de superficies differentes, o que explica, neste sentido,
ser arbitraria a funccio = do n.° 6,
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Mudando ¢ em ¢+ At, as equagdes (1) dao

2+ Ax =9 (z, L+ Al), Yyt Ay=1{ (=,  + 21),

d’onde se tira

{

8 Sigg -005h g ol ot
Awj= Al+ Az“-;- .,Ay, ‘E’ dt’f P i (2)

que representam as mudnncus de 2, e de y, durante o tempo AL,

Os primeiros termos dos segundos men.bros de (2) chamam-se respe-
ctivamenle variacdes de x, e de Yy, e designam-se por 3z, e Jy,.

Por analvgia representaremos tambem At por §¢; e assim leremos

de= 2y, dy=t
e por lanto :
ax=(j—:”)oae=(:—f)0:, w=(%) s;_(‘;_f)o

%. O caleulo das variacdes dos integraes funda-se em alguns principios
analylicos, que passamos a demonstrar.

a) Sabemos que é §dw=djx, 3dy,=ddy,; e por tanto, pondo t==0,
serf tambem

ddz =d)x, ddy==ddy.

De mais, na carva a que correspondem z, e ¥, como coordenadas correntes,
lemos que y,' & fuccio de x,. e come x, & funcclio de z e de t, y serb
tambem funcgio d’estas duas quantidades; e por conseguinte leremos

ainda ddy'= ddy'. E ossim por diante. '
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b) Sendo V==F (2, 4, v/, y"...), sonde F representa uma funccdo
determinada, teremos, mudando ¢ em ¢+ 3t, ¢ pondo depois t==0,

8V—-~—3 + 8 +-8 Y+

(0 que significa que as ?armcﬁes se obtem pelo mesmo melhndo que as

differenciaes).

" ¢) E tambem §dV==d3V. &) :
d) §/U=/3U. Represente-se /U por V; sera

SU=V, logo U='-dV. e SU=48dV ou U =d3V

e por tanto S3U =4V ou [3U=3/T.

Ty ;
5. Sejaf Vdz (sendo V fucgdo de @, yy ', y"...) o integral, que
i |

pertendemos tornar maximo ou minimo. Suppomos que, pelas condi¢des
do problema, as extrgmidades da curva que corresponde ao maximo ou
‘a0 minimo &80 subjeitas a estarem respectivamente sobre duas curvas pla-
nas, que representaremos por (A) e {B). (ab) designa aquella curva; e
suppomos que adoplamos para @ e funcedes tues, que a curva (ab), vo-

riando, passa por duas posicdes conseculivas, numa das quaes a designa-

mos por (a'd’), e na outra por (a'b").

Supponhamos por um momento que (a’t’), correspondente ao tempo
t, represenla a curva de mnxlmo ou de minimo. Tirando da equacio d’esta
curva os valores de y,, y/, y/". .. expressos em x, e ¢ para os substituir
em Y, e formando o mlegral mdef‘mdo esle poderﬁ ser representado por .

SVdz=E @y t)..... (3):
E d'aqui se tira .

i Vda=E[(x)a ) —E[(x)1, =F,

(IHI
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Mudando na expressio precedente ¢ em ¢ - 3¢, obteremos a correspon-
dente & curva variada (@"6") (+)

Ilrh.'-—' k -]- al’: + &I, ..... (4).

representando por w, a reunido dos termos de ordem superior & primeira
em relacdo a §¢.

A formula (%) representa a integral [V, da, =k, relalivo & curya
(a"b"), expresso no integral k, pertencente & curva anterior (a'4'). Fa-'
zendo nesta formula t=0, obteremos este ultimo, expresso no integral
k relativo a (ab),

=k 1 3k + o,

D’onde se conclue, empregsndd a theoria ji" conhecida, dos maximos e
minimos (Francoeur. T. 4.° n.° 80)

. q.Tg 3
k=0, isto ¢ :!] Vdz==0.

xy

6. Achimos em o numere anterior, como conaicao commum ao ma=-

X3
Ximo e ao minimo, f?/‘ Vdz = 0: desinvolvamos esla condiciio.

&y

(*) Se mudarmos na formula (3) ¢t em ¢+ 8¢, obteremos o integral indefinido

correspondente d curva (a"b'l) fV”dx“=£(m”. t-+8t).
; (@ )z
E d’aqui resulla V dz, =g [(x,), t+ 8] —E[(x,). b+ 3] =k,
(xujl I
Mas é @)= (x)e+A(z)2 e (x,)1= ()44 (z)s;

¢ por tanlo serd k,=k+ 3k +o,.
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Pondo fVdxz =T, teremos

23 iR \*
.sf Viz—3U —3U :(w) - (yva ) — f §(Vdz)=
@ * 1 /1 /1 J
— f [dz3V—V3dz];
Xy y
) 73 4 L
masg é . f Vad;c:f Vddz = ( Via | — av . oz,
e 7 | Ty o B i &

e por tanto
+ v 9

&Iy &Iy
J Vo < (V&r) 4| [dz.3V—dV.3a).....(8).
o : 1 T

Temos tambem
SV=Xdz + Y3y + Y3y’ + YRy "+ . ..

dV=Xdz 4 Ydy + Ydy'+ YCldy'+-. .

A, Xy enclaes —, ——y <=
representanda por os coefficientes differ T d-y dy’

¢ por conseguinte

dxdV — dViz = Ydg 3y — y'8z) + Yldz (3y'— y"8x) d
+ Y®) 4z (Sy'—y"8@) 4. vt iann

As differentes variatdes 3z, 8y, 8y'....ndo sio completamente inde-
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pendentes, mas acham-se ligadas entre si por meio de relagdes, que va-
mos fazer conhecer (+), Eliminando & entre as duas equagdes (1), acha-
remos

y:=ﬂ L, ‘)"
e d'aqui resulta (

d d -
3y ——ﬂax + — a — ¢, ou 3y;,——y,'a:cj——_—-;_178c=m, s aeieson(@)
de de
e porque ¢é il 4 tambe
porq y_‘_dw;' serd tambem
& d’ " e | o
J e Mo el T bt IR
3y, —dx,’ x4 3t ou 39', Y, 3.1} F7ET T Br= T (a),
e da mesma sorte . 3yﬂ-—-y,”‘8.-r,=£%8t=f—l—-wij{. i
Pondo t=10 em (a), (a'), (a”)... vem ()
de o de
EATIPT ) S by Sim o= i E Eabymh opaph £ 290 i
Sy —ydz =0, dy—y"Sz 1! Sy'—y"Sx e etc (b)

(+) ‘1l est clair qu'on ne peut assigner la fonction y = fo dans I'étendue de
I'intégrale, sans déterminer par cela‘méme les fonctions dérivées [z, '@, elc.,
ni faire varier celte fonclion sans que toules les dérivées éprouvent des varia-
tions correspondantes. La variation de l'intégrale est donc déterminée implicite-
ment par la seule variation de la fonction y; et toule la difficulté. du probleme
consisle & mettre en évidence, & rendre explicites les liaisons de la variation de
y aux variations subordonnées de ses dérivées. (Cournor. Theorie des fonclions.
deuxiéme edition, T, 2.° pag. 107).

(+:) A respeito da significacio de o veja-se a nota a pag. 555 do T'ralado ele-
mentur do calculs differencial e integral, por Lacroix, 4.° edicio; e neste folheto
a nola final, aonde aguella mesma quantidade é representada por &:y. -
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Por meio das relacdes precedentes, e attendendo (6), a formula (5)
transforma-se em

f‘/' Ve = V&m) +f lYm + Yﬂl—_]. Y(iig_ B ] dx.
T

Integremos por partes cada um dos termos do segundo membro d’esta
ultima expressdo (+); teremos

S Yods =7 ¥ndz,

do dy)
H)i= MNdw — Y1) — it
ﬁ }d dz = [Y(do= Y ® © i dx,

x

L&

e do de - do d¥Y®
022 gras i vedll esver—— 1 i dpels
[1.( dx jy Qe =YO = | - —Lda

L 74

i 2y@)
L GE [“_dm,

dx dz dz*

dw o dYO0) de YO &*Y)
YHEL dp— YO = o it
/ e i iz g do . ﬁ e

(+) O processo do calculo fard ver, que se devem desembaragar, tanto quanto é
possivel, os termos que conlém déz. (Fr. T. &.° pag. 287, 2.* edi¢. de Coimbra).



Serd pois

. e
8 Viz=|
o X i

1%

_Y{U ay® @ry® g*y
g i gy

do| ay® @yl

| el B - g
Sopr i

d*w dy®)
' (R 5 L TS
T dz* dx

) aY)  @Y® - @&ye

—— — . LR dzl
rq [Y dw s da;l d.a"'}’ + ]w

Finalmente, restituindo na expressdo precedente por o,

am d’e

dz' do*’’

. 08

seus valores tirados de (b), acharemos um resultado, que se poderé apre-
sentar debaixo da seguinte f6rma

£
ff‘ Vdz =
W/

3 )
Y__dY

d*'y® d'ye)

dx

dxz*

T i ==

3y

(0) ) (n—1) ~ (a—1) |
Qdz+Q Sy+Q Jy'+...+Q

dry ) |
+

[T

wdr,
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sendo n o numero que ‘indica a ordem da derivada mais elevada que
entra em V.

&
7. Se representarmos por uodz o integral definido, que entra no
x4 J
segundo membro da ultima expressio do numero anlerior, e por L a
tolalidade dos outros termos, a condigio do maximo ou minimo ficara

expressa por
a9
J ¥ —l—-[ AT =0, . «we v+ « (7]
J I

a qual deve ter logar para todas as variagdes da curva procurada; o que
sémente pode acontecer sendo L=0, e u=0.

Com effeito, démos a &g, yq, y'1s y''1 o 324, Y10 Y1 oo 2, Y2, Y2 ... S22,
8ya ... valores determinados e permittidos pelas condi¢des do problema; é
evidente que podemos, conservando constantes aquelles valores, attribuir
differentes expressdes 4 quantidade w. Supponhamos pois que attribuimos
successivamente a esla quantidade expressdes toes, que para cada valor
dg = as quantidodes u e o tenham primeiramente o mesmo signal e de-
pois signaes contrarios em toda a extensdo do integral. Em ambos os
casos a quantidade L conserva-se constanle por hypothese, mas o inlegral
apresenta signaes contrarios: por tanto, a equaglio (7) sémenle pode

i) :

subsistir sendo N =0, ef uwdz =0 (). E por que, segundo ha pouco
L :

dissemos, a quantidade © pode ser tal que para cada valor de x tenha

_constantemente o mesmo signal ou signal contrario ao corespondente de u,

(+) Podiamos concluir ainda mais simplesmente a egualdade a zero da expressio

e
@y :
l uwdz, suppondo que os valores de z, y, g'. y'l..., relativos aos limites,
v
&
1
eram 0S mesmos na curva primiliva e na variada; por quanto neste caso seria
,
evidentemente L =0, e por conseguinte lamhem/ Uade =0,

&y
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e.a somma de quantidades, todas positivas, ou todas negalivas, nio po—
deria ser nulla, serd tambem u =0,
Assim a equagdo (7) do maximo ou minimo resolve-os nas duas

L=0, u=0.

Esta ultima ¢é a equagdo differencial da curva procurada. Integrando-a
obteremos a equagio finita da mesma curva F (2, y, a4, 02 ... @3,)=0, na
qual entram 2n constantes, cujos valores serdo determinados de modo que
satisfagam & relagdo L=10. O que melhor se verd no seguinte numero.

8. A equa¢io L==0 pode escrever-se

‘ : teg M (n=—1) . {n—1)
Q82+ Q 3y +Q 8y +ree+Q 3y
§ ¥ g Sty 2 2

' ) 1)
(ﬂ&w-!-ﬂ sy +ﬂ 8y oy e +ﬁ ) )-=='0-

na qual entram 2n 12 variagdes 372, §¥2, 8Y'a. - - - 021, SY1, 8Y'1. ...
(0) (0) '
e outros tantos coefficientes Qg, Qg « ¢« . Qq, O .. ..

Supponhamos agora que pelus condigdes do problema existem m rela-
odes entre as variaveis @, y, y'. .. y(*—1 relativas aos dous limites. Por
meio d’estas reliagdes eliminaremns de =0 as variagdes d’outras tantas
d’aquellas quantidedes, o que reduzirh o seu numero de 2n 42 a
2n - 2 —m. E por que estas variagdes ficam agora absolutamente inde-
pendentes, a equagdo L =0 ndo podera subsistir se ndo sendo. respecti-
vamente nullos os coefficientes das mesmas variagdes,

Teremos assim 2n + 2 —m equacdes, a que & necessario satisfazer
para que tenham logar as condigdes do maximo ou minimo; e junctando
aquellas &s m relagdes que as condigdes do problema estabelecem entre
as mesmas variaveis relativas aos limites, obteremos o numero total 2n+2
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de relagdes, a que teremos de satisfazer para a completa resoluclio do pro-
blema. Para isso, tiraremos do integral de u==0 os valores de ¥y, yy/,
y1"". ... expressos em 21 e nas 2n constantes arbitrarias ag, 3. .. ag.;
e os de vy, ¥'3, y'a. .. expressos nas mesmas constantes e em xa; e sub-
stituindo-os naquellas 2n -+ 2 equagdes, obteremos por meio d’estas os
valores de 1, 23 e das 2n constantes arbitrarias; o que resolve comple-
tamente o problema (vid. v.° 1).

9. Appliquemos agora a theoria precedente ao primeiro exemplo, de
que se falla em o n.° 1.

Neste caso 6 V=F"1 4 y'*; e por tanto

Vi Y

=— 3
Vi 45 ym

Comparando esta expressdo com a de 3V dada a pag. 11, acharemos

!

Y=Y ¥ —¥®=...=0:
Vl e ym 4
Y1)
com estes valores a equagio u=10 (vid. n.” 6 e7) reduz-s¢ a e
!
oun ——-y—-—-=conslante.
V1 s y”

Resolvendo esta ultima em ordem a y', vira
| y'=a,
e por meio da integraglio acharemos finalmente
y=—axr + a’:.

sendo g e a' duas constantes arbitrarias. ;

Até aqui temos abstrahido das condicdes relativas aos limiles, as quaes,
como ¢ sabido, ndio influem na natureza da curva, e sémente nos valores
das conslantes arbitrarias introduzidas pela integracao.

]

=
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Veremos agora o modo de determinar estas constanles, para o que
servird a equagdo relaliva aos limiles, que neste caso é

y'(y —y'de) ; ml/l_‘*“ Sz 4 y'8y\?
—““‘“—"_..__Tz e + 9 ‘) = _—_"'_""’T.‘;) _—
(, ity Jyoed\ Keler ¥,

Posto isto, distinguiremos diversos casos:
1. Os pontos extremos slio fixos. Neste caso

ya=Ca, y1==C1, 23 =1¢9, T =0

s30 as 2n + 2 equacdes, de que se falla em o n.° 8.
As duas ultimas determinam os valores de 1 e 23 e substituindo nas

duas primeiras por y; e ya as suas expressoes tiradas da equagdo da
curva, viria /

Co=—=awxs +a, e Gy =ax| + a,

que serviriam para determinar a e a'.
2.° A recta deve terminar d’'um e d’outro lado em duas ordenadas,
tiradas respectivamente &s distancias x1 ==¢1 e xa==rca.
Temos pois
T Oy —— 0 o ivs (k);

o que da d21=0, dwa =0.
A equagdo relqtivu aos limiles torna-se neste caso em

ydy \?
(VW Bl

a qual se resolve nas duas
rel ) 3 / 14 N\

e =0, o VRS
(Vi_|_.yrz;)» (Vl+-y")1 0-......(1),
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Tirando da equacdo da recla os valores de y'y e de y's, e substituin-
do-o0s na precedente, vird

a
Vi + e

=0, d’onde se tira a=0;

o que mostra que a recta & parallela ao eixo dos z.

Como as duas equacdes (I) ndo sdo dislinctas, pois equivalem a uma
56 a==0, (k) e (I) formam apenas 2n + 1 equacdes, em logar de 2n 4 2
(vej. n.° 8) de que careciamos; e por tanto o problema ¢ indeterminado.
E de facto, todas as rectas tiradas parallelamente ao eixo dos & satisfa-
zem & questdo.

3.° Caso. Uma das extremidades ¢ um ponto fixo, devendo a outra
- estar collocado sobre uma ordenada tambem fixa. As conclusdes sdo as
mesmas do numero antecedente com relerencia 4 direccio da recta, mas
o problema fica determinado.

4.° Caso. A recta & subjeita & condigdo de ter as suas extremidades
collocadas respectivamente sobre duas curvas, cujas equagdes sdo

yi="f1(21), ya=/fa(a2).

Como os dous limites sio completamente independentes, poderemos
tractar de cada um d’elles em separado.
Das equagdes relativas ao segundo resulta

Y2 =["y. 0.

Ora a equaclio relativa a este segundo limite é

'

3z + y'dy
<VW e

e por tanto, eliminando §ya por meio da penultima equagio e egua-
lando a zero o coefficiente resultante de $zs, vird

1-+y'af"s

Vize L4yla.fr=0....(m);
+93

0 que mostra que a recta ¢ normal 4 segunda curva limite.
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A mesma conclusio se tira com referencia 4 primeira.

Os valores das constantes e os de oy e x serdo determinados pela equagio
(m); por outra, analoga & precedente e relativa ao primeiro limite; e
pelas equacdes das duas curvas dadas (s).

10. Os principios anteriores referem-se aos problemas do maximo e
minimo absoluto: Tractaremos agora da questdo do maximo e minimo re-
lativo. Da-se este caso quando se pretende achar a func¢lo y==fa e os

respectivos limites, que tornam maximo ou minimo o integral\/ Vduz,
7 X9 :
com a condigdo de que um outro inlegral\/‘ Udz dependente d’aquella
&1

funcglio, tomado entre os mesmos limites, subjeitos 4s mesmas condigdes,
tenha um valor designado.

Assim, para achar a curva de comprimento dado, que passa por dous
pontos, e que intercepta entre as ordenadas tiradas por esles pontes e
o eixo dos x a area maxima; leremos de tornar maximo o integral

2 : 45
!f ydx, satisfazendo ao mesmo tempo & equaqao‘/ V14 de=),

I ]
aonde % designa o comprimento dado da curva.

2
Formando a variaciio de‘/m Udz, acharemos (n.” 7)
Ty

) &9
8[ Uda:=l+/. u (dy — y'da) d;
[E T J

e esla expressdo, como ¢ sabido, representa a parte, de primeira ordem
: g

em relagdo a ¢, da variagiio completa do integral/ Udz, quando sup-
|

(+) De proposito escolhemos um exemplo tio simples ¢ de cuja solucdo ja
conheciamos as diversas circumstancias, para moslrarmos a exaclidio com que
o calculo as reproduz.
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pomos que x e y se mudam respectivamenle em
dcp)
=9z, l)=a+ (g,' Nl

y=1 (x, ‘)I= Y+ (J—T)ot + e

2o -
Sendo assim, e querendo que o integral‘/I Udz conserve o valor pri-

Nz a9
milivo, que suppomos conhecido, é evidente que devera ser 13/’ Udz=0,
x4

&Ly . .
isto & l-{-f u(dy —y'dz)dr=0..... (A).

I

E reciprocamente, se os valores de 3y e du satisfizerem a esta relacio,
a mudanga da funcgdo e dos limites poderd [azer-se sem que por isso

Ty
mude o valor de/‘mUdm. Com effeito, representando por Lt/l Udz a
&y &4

mudanga completa do integral, a qual provém da mudanga tambem com-
pleta de « para @, e de y para y,, poderemos escrever

K2 z3
A/ waz&f Udz + W (i, v),
o & o &1
: Za
oa 1:./‘ Ude="Y (u, v),
]

: 4

visto suppormos i)‘/ Udz=0. E como as funcgdes ;. e v sdo inde-
x4y

terminadas, concebe-se que poderemos subjeital-as 4 condiglio de tornarem
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¥ (g v) =0, 0 que daria

&3
A Udx=0.
i 48

Assim, a equagao (A) exprime a condi¢do unica a que tem de satis-
fazer as variagdes de primeira ordem 8y e 8z, ou antes a quantidade o,
que d’ellas depende, para que a mudanga dos limites do integral, e a da

Ty
funccio se effeituem sem que o inlegraf Udz mude de valor,
xy

Podemos pois considerar (A) como uma equacio de condigdo a que
deve de satisfazer a quantidade w, que entra no segundo membro da se-

guinte relacio
%) g
8 Vde=L 4 vode=0...... (B);
x 2 |

a qual quantidade deixa por isso de ser -absolutamente arbitraria, contra
o0 que se tinha supposto em o n.° 7.

Sendo assim, procuraremos introduzir na equagao (B) a condiglo ex-
pressa por (A). Para o que poderd servir o artificio de analyse seguido
por Cauchy.

%
Pondo [ uvdr==mx(z)...... (C)y

1

¢ evidente que serd = (21)==0; e a equagio (A) transforma-se em
I+ = (22) =0.

Assim T (01) =0, =(29) Fl=0:ic.ccoceacioe. (A)

sio as unicas condicdes a que fica subjeita a funcgao =, mas = () é com-
pletamente arbitraria entre x1 e xs.
De (C) tira-se
= (2)

uw=r='(z), ou 0= §
u
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e substituindo esta ullima expressdo em (B), resulta

Ty 3 o
‘?/\ de=L+f (—-) %' (x) dz=0.
& &y 2

A fim de introduzir em logar de =’ () a sua primitiva = (2), cujas con-
digdes ja sao perfeitamente conhecidas, empregaremos a integragdo por
- partes no segundo membro d’aquella relagdo, o que dars, attendendo
a (A'),

2 et
3 f mngx=L+<%w (:c)) =l f @ (@) (%) de
xq R | &
v 2 :
el el
2 &y /

Como = (x) é completamente arbitrario, concluiremos, como em o
!

n.° 7, que a equagdo se partird em duas: a primeira é({j—) =0, ou

v+ au=0, sendo « uma constante arbitraria; e a segunda serd por
consequencia L~ al = 0. Aquella ¢ a equagdo differencial da curva pro=
curada; e & segunda satisfaremos por meio das conslantes arbitrarias in-
lroduzldas pela integragdo da primeira, o que servird ao mesmo tempo
para determinar estas.

A constante supernumeraria «, de que ndo carecemos para satislazer
4s condigdes do maximo ou minimo (vid. n.° 8), servird para attender &

29
equaq!!of Udx = constante, que accresceu neste problema.
x4y
E evidente que as equagdes v + au="0, L +-al =0, que obtivemos,
sio as mesmas a que chegariamos, se procurassemos 0 maximo ou minimo
absoluto da expressio

) g
Vdo + a‘:/ Udx;
axq &1

o que constitue a regra dada por Euler. Veja-se a nota (+) na pag. seguinte.
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Se em logar de uma s6 relagio tivermos duas

i) x3
f Udz =), f Tdxr'= e
& : X

suppondo por em quanto que 86 tinhamos de attender & primeira relagdo,
teriamos de procurar o maximo ou minimo absoluto de

", e )
f Vdz + o:f Udx;
) 1

e introduzindo agora a segunda condigdo, transfurmanamos a expressdo
precedente na seguinte '

Xy - [*xy xy
| Vda:+¢/ Udz+-3 [ Tdz,
Ty o I .1'}1

(+) Podemos ainda confirmar esta regra pelas seguintes consideragdes.

Suppondo que tinhamos achado a relacio 'y — f. e os limiles correspondentes,
que lornam a expressio precedente maximo absolufo, e suppondo depois que
passavamos da curva respecliva para a variada, teremos

i

,."xg (.’D
VieJ- o [ T0deS V de myreiad P
o &y { Ty < \/Ex)l it [;'” &

mas para lodas as curvas variadas, em que o‘'segundo integral conserva o seu
valor primilivo, é .
T, ,a(‘r-‘}x
Ude = | Udz......(0);
o Ty J (@),

e por lanto sera tambem
a‘Tz {31}2
[ m:»[' V,de, ... (c)-
o Ly . ('ZJ}J

Reciprocamente de (b) e (¢) deduz-se (a).
O mesmo se poderia dizer no caso do minimo.
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de que teriamos de procurar o maximo ou minimo absoluto. E assim
por deante ().

11, Temos supposto que debaixo do integral existia uma s6 variavel
principal y, e uma sé independente @, o que significa que a curva, de que
se tractava, era plana e situada no plano dos ay. No caso de uma curva
situada no espago, V serd funcgdo das duas variaveis principaes y e z e
de uma s6 independente . -

Neste caso supporemos

z=9(@ ), y=4y( 0, s5=nz 1);

e a analyse dos 0. 3, 4 e 5 serd eni tudo aqui applicavel.

L)
Procuremos agora a variagio def Vdz.

1
Formando a variagio de V, acharemos um resultado, que podemos re-
presentar por

SV =X8z4 Yy + Y(i§y'+- Y®3y" . ...

+ L3z + ZMN§z' + ZBYz" 4. . . .

d’onde se conclue facilmente e sem que seja preciso repetir os calculos

(-) Da regra d’Euler conclue-se «que a funccio, que torna maximo ou minimo
Ty Ty
o inlegral Vdz conservando-se conslante o inlcgral} Udz, é a mesma que
3 J oy :
Ly

! “Udr maximo ou minimo

conviria ao problema em que se perlendesse tornar |
T2 © iy
permanecendo constanle] Vdz.»
. xl

Mas os valores das constantes arbilrarias introduzidas pela integracio podem
nio ser 0s mesmos nos dous problemas.
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do n.° 6 que a variagio completa do integral ¢ assim representada

3 i dy®) y(3) @y
3 e Visaalfabeh Withart ok, oS08 ouls Siticius
@ dx dx? dz’
1 L &
dol.. ay®  @*yd A
e e e R
e dx dx dx*
e SRR e SR TR 1 SR R L
dz®  d*72®@ )
2 e e e e
S dx 34 dz?
A ! o
do| A7)
sl B RSt 2 e T S e 5
a T
O e
+ B s s 8 8 o ® % 8 4 % 5 8 % 8 8 8 8 B P VS S 8w s s owoe s e w0 )
- A/ 1
: \"-. g -.w2 = dY[‘l] d"Y(ﬂ] == .
- Va‘a:)+ 2 " S rathy - BRIt B S A wdz
dx dz*
/1 Ty L Z =
) dz  @*zn) :
-+ e el I R o s o de
o dx dax 9

onde se escreve o, em logar 3z — z/dx. \
E se empregarmos simplificagdes analogas &s que j& se usaram em o
n.° 7, a formula antecedente podera escrever-se

X9 T
b) Vdz =L+ (uo + uw) dz.
z 2

Emfim, repetindo as considera¢des feitas em o ultimo numero citado,
e attendendo & indeterminagdo de w e w;, concluiremos que deve ser

L=0, u=0;"%=90.
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As duas ultimas siio as equagdes differenciaes da curva procurada, por
meio das quaes obteremos os valores de y e z expressos em x. A pri-
meira, que se refere aos limites, satislaremos por meio das constantes
introduzidas pela integracio d’aquellas equagdes.

As quantidades e w, nllo seriam independentes como se suppoz, se as
condigdes do problema exigissem que aquella curva eslivesse situada sobre
uma superficie dada F(z, y, z) = 0. Neste caso eliminariamos uma das
quantidades © ou ©, por meio d’aquella relagdo, e egualariamos a zero
o coefficiente da restante; a equacdo resultante e a dada F==0 serdo as
da curva procurada.

Para fazer a eliminagdo, de que acobamos de: fallar, procederemos do
seguinte modo. De F =0 deduz-se

dF dF dF
] | N |
e 558w+—&;8y+§;8-=0,

multiplicando a primeira por 3, a segunda por dz, e subtrahindo uma
da outra acha-se facilmente

ARBaem Sy e gy s o0a
R;(Sy—-y&x)-}—a-é(és—-zax)—o

dF dF

ou agw+a~;mf=0 (*).

A mesma theoria se applica evidentemente ao caso de qualquer nu-
mero de variaveis principiaes e uma s6 independente.

(+) Esta equacao poderia ter-se deduzido mais simplesmente attendendo a que
o € o, represenlam as variacoes de y e z considerando @ constanle (vej. nota (=)
da pag. 12 e a final), e tomando nesle sentido a variacao de F =0, o que daria
immediatamente

dF dF
d‘;é‘xy'i"&';—&l‘ ='0.



NOTA SOBRE OS N.” 5, 4, b

Em logar das hypotheses do n.° 3 podemos usar das seguintes (+)
T=1, y=m=(1);

o que equivale a suppor que os pontos correspondentes das curvas pri-
miliva e variadas se conservam sempre sobre as mesmas ordenadas.

As variagdes tomadas neste ultimo sentido sdo designadas pelo symbolo
31; e € evidente que os mesmos principios analyticos demonstrados para
3 em o n.” 4 terdo egualmente logar para §i.

Para determinar a varia¢io do integral, faremos

ey
Vdz — E (.‘.!31. @3, fg)

T

{*) Se na primeéira equagio da pag. 12 suppozermos &, =z, teremos
y=m=(z, t);

e esta formula indica a maneira como variam as ordenadas correspondentes 4
mesma abscissa.



29
sendo a1 e x3 os valores respeclivos, correspondentes a t = 0=t de '

Xi=0¢1t, Xoge=pal:
Suppondo que ¢ se muda em ¢ -+ 8/, teremos

dr 8
1 :

Os dous primeiros termos dz oy + dg daa representam, como é
d.’.l':q da‘:g
_sabido pela theoria da differenciagdo das funcgdes de muitas variaves, a
variacdo de Z suppondo constante a funcglo y e variaveis os limites; e o
ultimo termo representa a variagdo do mesmo integral suppondo constan-
les os limites e variavel a funccdo,
Procuremos as expressoes d’aquelles diversos termos.

2
Se representurmo?f Vdz por da, serh f Vdz =1 (23) — { (21),
Z

e por tanto

dt
-E——-B‘ 1+ M&——t[ﬂ(ﬂbs) dxs — ¢/ (1) dy 5

\

mas & P (z) =V, logo = U'(xs)=Va, ¢'(z1) =V1,

e por conseguinte

d’3‘£+d3 =Vadayg —Vidz \J’c?:c2
ks &;m— 2 1021 = =

que é propriamente o que na theoria



30

~ presente se chama variagiio do integral e se indica pelo symbolo &;. Te-
remos assim, attendendo a que @ é considerado constante,

: (1) (2)
—3t0=3 / Vdm—/ 31 Vdm)——/ (Y31y+Y S1y'+Y yy'+..)de
I

Integremos por partes cada um-dos termos do segundo membro, e d’este

modo acharemos
Y

SYdx . §1y=/Ydz .81y

ﬁ(1idz.31y'= ﬁ“ia.;(y'd.m) a ﬁm Sidy =
dY“l

/Yf‘ldsiy =Y1§,y —-ﬁ:y ——dz.

/]‘{{%ldx Oy = fy{ﬂ) S1(y"ds) = [Y®3,dy' =

®
= ﬁm ' = Y319 [ 319 ‘%_ Pt

aye® | , ay® d*Y®
=Y® awl—f‘d_a;—ai (y dr)=Y 31y ST dy+ [ d1y. BT

...................................................

3

i e d~
Fazendo estas substituigdes no valor de e 319, acharemos uma expres=
0
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sio, que juncta 4 de :;2 8:&;4—%8.—31 dara finalmente I
L ave @y P
‘ s M= —— —elc.. .
‘\)‘/‘; Vdx (Va::) +\_ (Y FER T 31y
1 1 ) =1
% ay®) £l
B — e &
¥ + (Y et )313;
! L / = |
< et e oy

2 @Y aye
+j:: <Y_ T . +.....)81yda:.

As condigdes relativas aos limites estabelecem ligaclio entre as varia-
coes 3, 8y, dy’. . . relativas aos mesmos limites; e por isso para attender
aquellas relagdes é mister transformar as variagdes representadas por 8y
nas correspondentes a §, o que se faz usando das relagdes ja dadas a
pag. 12, que podem ainda ser confirmadas usando das seguintes consi-
deracdes. Em virtude da variagdio completa correspondente a §,, o valor
relativo a um dob limites transforma-se em

y4+Ay =y+ 81y + ¢,

sendo ¢ da segunda ordem. Mudando neste resultado  em x4 Az e
aproveitando sémente 0s termos até 4 primeira ordem, teremos

d
y+d—!:3Ax—l—---Siy+...+s+-._-.

=y—l—g—13&"+ 7Y e R o T TP






ADDITAMENTOS AO N.’ 6

Se a expressao V contiver algumas das quantidades z, ¥, y'. .. . rela-
tivas a qualquer dos limites, e se pelas condigdes do problema aquellas
quantidades ndo forem invariaveis, deveremos attender & sua variagio
quando formarmos a do integral. Assim por exemplo, se na expressao V

av
existir a quantidade y'y, a expressio de 8V conterd o termo-gg,—ﬁ‘y’ﬁ 0
' 1

22 av 3
que addicionard o termo Sy'}/ Ey—,i— 4 variacdo do integral ji achada
|

em o n.° 6 pag. 14,

Em alguns problemas a expressdo que existe debaixo do signal /; pode
ndo ter a forma Vdz, que lhe attribuimos em o n.° 5.

Querendo uma formula extensiva a todos os casos, bastara suppor que
aquella expressio, que designaremos por U, é uma funcglo de z, dz,
d’z,. ..y, dy, d*y...; e os principios apresentados em os n.” 4, 5 ¢ 6
serdo sufficientes para determinar completamente a variagdo do integral.

Mas ainda que este caso possa comprehender o primeiro, para o que
bastaria generalizar a variavel independente, e ter em vista as relagdes
que ligam as derivades com as differenciaes correspondentes; todavia
julgmos dever preferir a primeira hypothese, ndo 86 para evitar esta
transformacdo, mas principalmente por que, como ja dissemos, 0s prin=
cipios de que usamos neste caso, sdo sufficientes para determinor com
muita facilidade a variagdo do integral na segunda hypothese (+). Vej.
o n.° 270 do tom. 2.° dos Elementos de calculo infinitesimal — 2.* edi-
¢d0o — por M. Duhamel; e os n.** 232, 233 e 234 do tom. 4.° do Curso
de mathematicas puras— de Francoeur — 2.° edicio de Coimbra.
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Cumpre tambem observar que, applicando o processo que acabamos »
de propor para formar as equacdes differenciaes correspondentes ao ma-
ximo ou minimo, obteremos em geral mais uma do que comporta o pro-
blema: d’onde podemos concluir que aquellas equagdes ndo sio distin-
ctas, e que uma se comprehende nas outras, E o que se pode verificar
em os exemplos I, Il e III do calculo das variagdes de Francoeur.

Mas esta superabundancia de equagdes, longe de ser inconveniente
deve antes considerar-se vantajosa; por que, correspondendo cada uma das
equagdes & variagdo de cada uma das variaveis (vej. n.° 11), e bastando
obter as equagdes necessarias, poderemos escolher, entre todas, as que se
deduzirem com mais facilidade, ou as que forem mais simples: o que -
ndo aconlecia quando U tinha a férma Vdz, por que neste caso o nu-
mero das equacdes era apenas o sulficiente. Assim por exemplo, para
resolver um problema de mechanica, em que se pertende achar a traje-
ctoria de um ponlo em movimeato, temos de lornar minima a expressio

SV dr*4rdo* V' —2 [odr; e para isso deveriamos formar a variaglio
d’aquelle integral em ordem a 6 e a r; mas como as equagdes differen-
ciaes resultantes- ndo devem ser distinctas, e a variacio em ordem a 6§
se pode formar com muita facilidade, serd esta a que preferiremos, For-
mando pois a variagio do integral em ordem a 0, acharemos

P20V —2 fodr
- e e 0‘
Vidr 4 r*do*

que ¢ exactamente a equacdo differencial que se encontra a pag. 465
do T, 1.° do Curso de mechanica por Dubamel 3.* edigdo.

Mas nos exemplos do Curse de mathematicas puras de Fracoeur, que
citimos, deduziram-se todas as equagdes, e depois mostrou-se em ‘cada
exemplo que uma d’ellas estava comprehendida nas outras.

(+) Lorsque I'éxpression U est mise sons la forme | Vdx, c’est=a~dire qu’il n’en-

tre dans V. que les variables @, y ct les coefficients differentiels de y, le calcul
du développement de la varialion parail un peu plus compliqué, mais il mene
a des consequences remarquables. (Lacroix — Traité ¢lémentaire de cale. integr.
cinquiéme edition, pag. 554).
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DO MOVIMENTO CONSIDERADO INDEPENDENTEMENTE
DAS FORCAS QUE O PRODUZEM.

I. — Primeiras nogdes sobre o movimento d'um ponto.

1. A curva que um ponto movel percorre denomina-se traje-
ctoria; e chama-se espago a porglio da trajectoria comprehendida
entre um ponto determinado d’esta linha e a posigio do movel
num instante qualquer.

Designando por s o espago, e por ¢ o tempo correspondente,
é claro que serd s —fit). Tal é a equagdo do movimento.

O movimento diz-se uniforme, quando os espagos crescem pro-
porcionalmente ao tempo, isto ¢, quando os augmentos do espago
sfio proporcionaes aos do tempo. Alids é variado,
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Designando por s o espago correspondente ao tempo ¢, e por
84 as o respectivo a ¢ - a¢, chama-se velocidade do movel no

= AS
fim do tempo ¢, o limite para que tende = quando a¢ tende para

zero. A velocidade * serd pois dada por g—:= 1 (#).

Figura-se geometricamente este elemento, tomando, a partir da
posi¢lo occupada pelo movel, sobre a tangente 4 trajectoria e no
sentido do movimento ? um comprimento egual a f7 (¢).

Considerando tiradas duas rectas pela posigfio occupada pelo
movel no fim do tempo ¢, representando uma d’ellas a velocidade
do movel nesse instante e sendo a outra egual e parallela 4 ve-
~ locidade respectiva ao tempo ¢4 at; é claro, que a recta que
unir as extremidades discontiguas d’essas duas linhas serd fun-
cgdo de a¢. E chama-se acceleracdo o limite para que tende o quo-
ciente da divisio d’essa recta por a¢, quando A¢ tende para
zero.

Considerem-se tracadas, a partir d'um ponto O, differentes
rectas O A, OB, 0C,... OG, OH. Tirem-se, pelo ponto A uma
recta A B’ egual e parallela a OB, e no mesmo sentido d'esta
linha; por B/ uma recta B/ (' egual, parallela e no mesmo sen-
tido de OC'; por C' a recta C'D’ egual, parallela e no mesmo

1 O sr. José Anastacio da Cunha no seu Ensaio sobre os principios de me-
chanica define assim este elemento: « Velocidade de um movel em qualquer
ponto do espago que descreve, é o expoente da razlo que tem ultimamente o
espago infinitesimo, que alli principia a descrever, para o tempo em que o
ha de descrever.»

Esta definiglo, que equivale 4 que damos no texto, comprehende como
caso particular a defini¢fio geralmente conhecida de velocidade no movimento
uniforme. .

2 «Direcgdo do movel, ou tambem da sua velocidade... no principio do
espago, & a recta tirada por esse ponto de sorte que ndo faga angulo com o
espaco.» — Fnsaio sobre os principios de mechanica.
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sentido de O Dj. . .; e por G’ arecta G'H' egual e parallela a O H;
e finalmente una-se o ponto O com H' por meio d’uma recta. Feito
isto, chamaremos a O H' resultante,ea OA, 0B, 0C,...0G,0H
componentes 1.

Se as componentes forem tres, nfio situadas no mesmo plano,
a resultante serd representada, em grandeza e direcgfio, pela
diagonal do parallelipipedo construido sobre essas tres linhas.
E se forem sémente duas, a resultante coincidird com a diagonal
do parallelogrammo determinado por essas duas rectas. '

Tambem & manifesto que, considerando tres eixos coordenados
quaesquer, a projecgdo da resultante sobre qualquer d’elles é egual
4 somma das projeccdes respectivas das componentes. E recipro-
camente, se as projecgdes d’'uma linha sobre os tres eixos forem
respectivamente eguaes ds sommas das projecgdes d’outras rectas
tragadas em volta d'um ponto, aquella linha coincidird, em gran-
deza e direcglio, com a resultante d’estas.

2. Em vez de determinar as posi¢es successivas do movel
por meio dos espagos percorridos sobre a trajectoria, para o que
seria bastante a equaglio do seu movimento, podemos referil-as a

,tres eixos coordenados quaesquer, com os qua.es esteja invaria-

velmente ligada aquella curva.

1 Estas denominagdes — resultante e componentes — foram primeiramente
empregadas na Statica, donde passaram para a Cinematica; como se depre-
hende das seguintes palavras que transcrevemos da 2. edi¢io da Mechanica
de Duhamel: «Lorsque plusieurs forees sont appliquées & un méme point,
nous avons vu dans la Statique qu’elles pouvaient &tre remplacées par une
seule; et il y a une construction geometrique trés simple pour obtenir cette
resultante, lorsque toutes les forces sont representées, pour leurs grandeurs,
et pour leurs direetions, par des droites partant de ce point. Lorsque des
constructions semblables se rencontrent sans qu’il g’agisse des forces, il est
commode d'employer des denominations analogues qui indiquent immedia-
tement ce qui autrement exigerait des longues devellopements...»
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Neste présupposto, representando por @, ¥ z as coordenadas
variaveis do movel, ¢é claro, que ser4

@) . =9 (), y=u () z=%®,

designando ¢, 91, 95 tres funcgBes dependentes da natureza do
movimento.

Se eliminarmos ¢ entre duas d’essas equacBes, obteremos a
equaclio da projecclio da trajectoria sobre um dos planos coorde-
nados. Por exemplo, fazendo a eliminagfio entre a primeira equagfio
e a segunda, acharemos a equaglio da projecglio sobre o plano
dos 2 y. :

Demais, imaginando sobre cada eixo um ponto movendo-se de
modo, que a sua posi¢iio coincida constantemente com a projeccio

' respectiva do ponto material considerado, é claro, que a equagho

do movimento de qualquer d’esses pontos serd uma das de (1).
+Além d’estas relagles outras mais se verificam entre o movi-
mento do ponto material e os das suas projecgdes sobre os eixos,
sobresahindo entre ellas as que vamos expor.

3. A velocidade da projecedo é equal d projeccdio da velocidade.
Sejam, a  a differenca entre os valores de & correspondentes
aos tempos te £+ At; A8 e Asy as partes, cuja projecglio commum
sobre o eixo dos @ é a®, da trajectoria e da velocidade relativa

a0 tempo &.

Por ser lim. 22 — 1, teremos

A8
ds
dt ds AS As;  As
— = —=lim. —=lim.— = —
de dx Az Ax  Ag



ds dx :
0 que mostra, que entre — e 7 subsiste a mesma relagio que

dt

entre 5 8, e A, e justifica, por tanto, o principio relativamente

4 projecglo sobre o eixo dos . E o mesmo se demonstraria rela-
tivamente d4s projecgdes sobre os outros eixos 1.

ds de dy dz

A velocidade — chama-se resultante; —, y sfio as com-

dt at’ d¢ dt

ponentes 2 (veja-se o final do n.° 1).

4. A acceleragdo da projecgdo é equal & projeccdo da accele-
racdo.

A velocidade do movel no fim do tempo ¢ tem por projecgdes
dy dz

&i:, a7 ‘E; por tanto, serfo

sobre os eixos coordenados

dz de dy dy dz
+a A

dt dt dt d t

respectiva ao tempo ¢ - at; e, em consequencia, se pelo ponto

(,y,z) tirarmos duas rectas eguaes e parallelas a essas veloci-

dades e no sentido de cada uma d’ellas, as extremidades discon-

tiguas d’essas duas linhas terfio respectivamente por coordenadas

+ A %f as projeceles da velocidade

da +dy dz
w']"““ﬁ: ¥ TP ‘I‘EE:
+dm bdm +dy Ady dz+ dz
S VioRe T e Tae T K T

As projecgBes sobre os eixos coordenados da recta que unir

de” dy dz

essas extremidades serfio pois A—, a —, 8 — e dividindo
P T d

1 Veja-se na Mechanica de Delaunay a confirmacio d'este principio num

exemplo.
2 A componente da velocidade no sentido de qualquer dos eixos coorde-

nados varia com a diréegfio do plano-em que estiverem os outros dois eixos,
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estas expressdes por 4 ¢ e tomando os limites, acharemos finalmente

diz diy dip

dt? de’ d&

para representar as projecgdes da acceleragio.

Posto isto, applicando as expressSes precedentes a0 movimento
do ponto que percorre o eixo dos 2, acharemos, que neste mo-
vimento as componentes da acceleraglio ficam representadas por

d?x
i 0, 0;

donde se deduz, por serem nullas as duas ultimas componentes,
d®z 3 ' .
que 78 representa neste movimento a propria acceleragio.
Fica assim demonstrado o theorema em relaglio ao eixo dos z.
E do mesmo modo se provaria a sua exactiddo relativamente aos
outros eixos.

&. Resulta da definigio que démos de acceleragio que esta
recta existe no plano osculador da trajectoria tirado pela posigio
do movel. Por tanto, se agora tomarmos este plano para um dos
coordenados, a componente da acceleragfio serd nulla relativa-
mente ao eixo que estiver féra d'esse plano, e a acceleragiio po-
derd considerar-se como resultante simplesmente das duas outras
componentes.

Neste presupposto, tomando para eixos coordenados a tan-
gente 4 trajectoria e a normal principal, e attendendo a que, na
hypothese de serem rectangulares os eixos primitivos, os cosenos
dos angulos que aquellas duas linhas formam respectivamente
com os eixos coordenados sdo

dx dy dz n .dx n ddy n _dz’
ds’ ds’ ds  ds  ds’ ds  ds ds ' ds’
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onde n designa o raio de curvatura, teremos !:

ooy B do By dy P ds
PRSIENPE T 4 avhide U atide

ded?z +dyd?y + dzd’z_d’s
dsdit? T af

1 Designando respectivamente por a, B, ¥ e por a, b, ¢ 08 angulos que
com o8 eixos coordenados formam a tangente 4 trajectoria tirada no sentido
em gue cresce o arco s e a normal principal tirada da posi¢iio do movel para
o centro de curvatura, teremos

dz dy dz
cos:;—&—;, cuaﬂ—ﬁ,- wa1=g;
n _dy n _ds
=—d—, =—d= = —
cos a R cos b el cos ¢ 7 dds‘
e como &
dz dz ds dy dyds dz dzds
dt ds dt’ dt  ds dt dt ds dt »

obteremos, derivando estas ultimas equagdes e depois eliminando do resul-

dy dz

dz '
tado, por intermedio das primeiras, as derivadas —, e suas diffe-

ds ds ds
renciaes,
d%u_dzs dx ds dz d?g d st cos a
i df ds ae \ds) ~—de " Tag »
2y ds T ds® cos b dtz d?g ds? cos ¢
—=—co8 f + — — =—1C08 Y + —
i dp 32 a® dp aB ) aP =

Mostram estas expressdes, que a aceeleragdo do movel se pide considerar

: d*s
como resultante de duas outras, uma das quaes, representada por TR é

1R o



T —

2 12

d’mddw d’yddy dzd )m

ace. centrlpeta_d (d A= e e

——— [P (dsd?c — dad?®s) + d*y(dsd*y — dyd?s) +

ds 3dt“
= i 3 2
Po(dsd2z— dud?s)] = ds," AP Py PR — =
33 ‘: iﬂ"f ¥ f.-( - Ao . :?"I.-_
A o daa e
dirigida segundo a tangente, e a outra, expressa po R é di-

rigida no sentido da normal principal (veja-se o final do n.° 1); e, como con-
sequencia, que a acceleragio existe no plano osculador.

Finalmente a consideragiio do triangulo, & que nos referimos na definigéio
que démos de acceleragio, conduz directamente, e talvez ainda com mais faci-
lidade, aos mesmos resultados (veja-se a Mechanica racional de Delaunay).

1 Entre os movimentos rectilineos o mais simples — pela facilidade com
que nelle se determinam todas as circumstancias relativas 4 posiciio do mo-
vel —é, depois do uniforme, o uniformemente variado, no qual os augmentos,
positivos ou negativos, da velocidade sfio proporcionaes aos augmentos
correspondentes do tempo. Neste genero de movimentos, certamente um dos
primeiros considerados assim na formagfio eomo no estudo da sciencia, a ve-
locidade é dada pela formula v — a + b ¢, onde 4 quantidade b, que repre-
senta o augmento de velocidade produzido na unidade de tempo, se di ge-
ralmente o nome de acceleragdo. Assim pois nos movimentos d’esta natureza é

o, i de essfio d cel
—E—&tzaexpr o da aceeleraciio.

Ora applicando a este caso as formulas dadas no texto, e attendendo a
que, por o movimento ser reetilineo, é n — oo, acharemos que das duas com-
ponentes da acceleragfio, tal como a definimos em o n.° 1, é nulla a centri-

peta, e que por tanto a acceleragio fica simplesmente representada pela sua
d*s
componente tangencial, isto é, por ;ﬁ; o que concorda com o valor prece-

dentemente achado.

B porém manifesto que egual concordancia ainda teria logar, se, como
fazem alguns auctores, empregassemos o termo acceleragdo para designar
o mesmo clemento a que em nossa theoria chamfimos componente tangencial
da acceleragdo.

E, por exemplo, nesse sentido que se emprega o termo acceleragio no—
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6. Ainda quando a linha que o movel percorre nfio seja uma
curva material, sempre a poderemos considerar como tal; e o
movimento, de que temos tractado, ¢ o do ponto em relaglo ao
systema rigido de que fazem parte a trajectoria e os eixos coor-
denados que suppomos invariavelmente ligados com ella. Nio
obstante, se esse systema é considerado em repouso, o movimento
do ponto diz-se real ou absoluto: alids é apparente ou relativo.

Entre os elementos de movimento d’um ponto referido a dois
systemas d'eixos, uns fixos e moveis os outros, verificam-se re-
lagBes importantes, por meio das quaes se torna possivel deduzir
as circumstancias d'um d’esses movimentos das do outro, quando
seja conhecido o movimento do systema movel em relagdo ao fixo,
ao qual se dd o nome de movimento de transporte.

Antes porém de deduzir essas relagBes, e a fim de as poder inter-
pretar convenientemente, torna-se indispensavel dizer duas pala-
vras dcerca dos movimentos de que & susceptivel um corpo so-
lido ou systema rigido qualquer.

,

Ensato sobre os principios de mechanica— j4 citado, onde se 18: «Acceleragdio
-de um movel em qualquer instante, ¢ o expoente da raziio que tem ultima-
mente para o tempo infinitesimo, que alli nasce, a velocidade que alli nasce
com esse tempo, e com ellé cresce» e tambem «Direcgiio do movel, on tambem
da sua velocidade, ou tambem da sua acceleragiio no principio do espago, &
a recta tirada por esse ponto de sorte que nilo faga angulo com o espago.»

Veja-se tambem a Mechanica de Freycinet, § 7.9, e a de Dubamel, § 15.°
da introducgdo.
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II. — Determinagio dos movimentos de que é susceptivel um corpo solido.

@'« Considerem-se dois systemas d'eixos coordenados, uns
fixos e os outros moveis, sendo estes invariavelmente ligados ao
corpo. SuppJe-se que, no comego do movimento, os eixos moveis
sllo respectivamente parallelos aos fixos, e que o corpo se move,
conservando-se sempre esse mesmo parallelismo %.

O movimento, que o corpo entdo tem, chama-se de translagdo;
e ¢ facil de ver que, neste movimento, as velocidades dos diffe-
rentes pontos sfio constantemente eguaes entre si %

Qualquer que seja 0 movimento d'um corpo, se num determi-
nado instante as velocidades de todos os seus pontos forem eguaes,
diremos que, nesse momento, 0 movimento do corpo é uma rans-
lagdo instantanea.

&=. Se dois pontos d'um corpo forem fixos, tambem o serfo
todos os pontos da recta por elles determinada; e o corpo 86 po-
derd ter um movimento de rotaglio em torno d’essa linha ou eixo.

Neste movimento, qualquer ponto descreve uma circumferencia
situada sobre o plano tirado por elle perpendicularmente ao eixo,

! Se dois dos eixos coordenados moveis forem sempre respectivamente
parallelos aos fixos, tambem os outros eixos se conservariio parallelos.

2 Com effeito, designando por , ¥, # as coordenadas d'um ponto do corpo,
relativas aos eixos fixos, por @/, ¢/, # as coordenadas do mesmo ponto rela-
tivamente aos eixos moveis, e por &, B, y as coordenadas da origem d’estes
eixos em relagiio aos primeiros; teremos entre essas coordenadas as relagdes
& =o' +a, y=y'+B, =217, das quaes se deduzem, pela derivagio,

de da dyndﬁ dz_d’y

dt dt dt—adt . dt

queé mostram & verdade do que asseverdmos,
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e cujo centro estd sobre esta linha; e as velocidades dos diffe-
rentes pontos sfio directamente proporcionaes 4s distancias respe-
ctivas de cada um d’elles ao eixo da rotagio.

Chama-se velocidade angular a velocidade dos pontos, cuja dis-
tancia ao eixo ¢ egual 4 unidade. Designando por o esta veloci-
dade, e por r a distancia de qualquer ponto ao eixo, serd ro a
velocidade d’esse ponto.

Figura-se com muita simplicidade a direcgfio do eixo da rotaglo,
a velocidade angular e ‘o sentido da rotagdio, tomando um com-
primento egual a essa velocidade sobre o eixo da rotagdo, e num
sentido tal, que um individuo posto em coincidencia com esse
comprimento, tendo os pés na origem d’elle, veja executar-se o
movimento da esquerda para a direita.

Qualquer que seja o movimento d'um corpo, se num determi-
nado instante as velocidades dos seus differentes pontos tem entre
si as relagles que acabimos de indicar, diz-se que o movimento
do corpo é, nesse momento, uma rotagdo tnstantanea.

©O. Procuremos as expressdes geraes que, para um dado ins-
tante, determinam as velocidades dos differentes pontos d’'um
corpo que tem um ponto fixo.

Nesta determinagio empregaremos dois systemas d’eixos co-
ordenados orthogonaes, uns fixos e os outros moveis, sendo estes
invariavelmente ligados ao corpo e tendo ambos a sua origem no
ponto fixo, :

Designando por z, y, z as coordenadas d’'um ponto do corpo
relativas aos eixos fixos, e por @/, y/, 2/ as coordenadas do
mesmo ponto respectivas aos eixos moveis, teremos entre umas
e outras as relagles conhecidas

z=a @ +b y+c ¢,
@ y=a 2/ +¥ y + 2,

z_,_____ar_fw.r + b”y"“l'fr” Z’;
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das quaes se deduzem

s RN g ot e (B o Lol
D shabiii Ty dt i t’
- dy da ab de
3 el iteel ¥ el S I T L - e
©) <ca*.a; dt ty dt 5 dt'
dz_ da + d b’ 0, del!
R T dt dt’

Ora, por serem rectangulares os eixos coordenados, as quan-
tidades a, b, c, @/, ¥,... serfio ligadas entre si pelas relagdes

a 4a? a2 =1, B4V 452 =1, A2 4 =1,

4
ab+at/+a'¥'=0, acta'd+a/lc'=0, bo4bc/+¥'d"=0;

donde resulta que poderemos exprimir as nove derivadas que en-
tram nos segundos membros de (3) em func¢io sémente de tres
d’ellas. Bastard para isso derivar (4) em ordem a ¢, e depois, por
meio das seis equagles resultantes, eliminar de (3) outras tantas
derivadas. '

E o que vamos fazer, suppondo, para maior simplicidade, que,
no instante que se considera, os eixos moveis coincidem com os
fixos.

Derivando pois (4), e depois attendendo a que por hypothese &

a=bf=c”=], 6=c=a’=c’=a”=b"’=0,

feremos

da_dV_d¢'_db dd_de da'_d¢ AV _
di_ di L. ALt dioade i at at
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o que transforma (3) em

de do_ dd dy da'_dY' ds_ db _ do

Bt dt adt ot gF - dt dh, . di ar
ou

daz dy dz
—_—— e —_— — S T e
5) Tl A ) o damdod lz, =ty —ma,

! Ui
pondo por simplicidade %E:m, %:n, %:-J, e attendendo
a que é @' =w, y=y, =2
de dy dz
; T av ar
teremos, para determinar os pontos cuja velocidade é nulla, as
equagdes

Egualando a zero os valores precedentes de

mz—ny=0, ne—Ilz=0, ly—mae=0,

que equivalem simplesmente a duas, e mostram que os pontos
procurados estdo todos sobre uma recta que passa pelo ponto
fixo.

Posto isto, designando por ¢, ¢, 6 os angulos que essa recta
férma com os eixos coordenados moveis ou fixos, e pondo

VE fmitn =1, acharemos

m n
cos zp=—£, cosq;=~;;, Cosp——3
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com estes valores as equagdes (D) transformam-se em

mmk(z CO8 § — ¥ €08 0),

dt

d
d—i’=k(mcosu—zcos(p),
dz
-‘—i—g—-:k(ycos?—mcosqa);

e elevando ao quadrado ambos os membros de cada uma d’estas
equagles, e sommando-as depois ordenadamente, resulta

da?4-dy?+dz?
_ﬂ}i o =v?=Fk¥a? | 32 | 22) —k*(weosq + ycos + zcosp)?

isto &1
vi=kp? ou v=kp,

onde p designa o comprimento da perpendicular abaixada do
ponto (z, y, z) sobre a recta considerada.

O movimento do corpo é pois, a todo o momento, uma rotaglio
instantanea; k é a velocidade angular; ¢, ¢, 6 sio os angulos,
que o eixo da rotagiio forma com os eixos coordenados fixos 2.

1 g2+ 9222 é 0 quadrado da distancia da origem dos eixos ao ponto
(2, ¥, 2); @  cos gy cos ¢} = cos 0 representa a projecciio d’essa distancia
sobre a recta determinada pelos angulos g, ¢, 0.

2 Do que fica dicto facilmente se conclue que, qualquer que seja a dire-
cedio dos eixos moveis, ha sempre uma serie de pontos, dispostog em linha
recta, cujas coordenadas, sendo substituidas nos segundos membros das
equagdes (3), os annullam ; e que, para os pontos situados féra d'essa linha,
os segundos membros d’aquellas equagdes representam as componentes, sobre
08 eixos fixos, de uma recta ou velocidade, enja direcgiio é perpendicular ao
plano conduzido pelo ponto que se considera e pelo eixo instantaneo, e cuja
grandeza ¢ directamente proporcional ao comprimento da perpendicular abai-
xada d'esse ponto sebre o mesmo eixo.
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10O. Considerando agora um corpo inteiramente livre, empre-
garemos ainda dois systemas d’eixos coordenados orthogonaes,
fixos uns e os outros moveis. A origem dos eixos moveis é um
ponto qualquer do corpo, com o qual se suppde estes eixos inva-
riavelmente ligados.

Nesta hypothese, teremos (vejam-se as notagSes empregadas
em o8 n.** T e 9):

e=qs+a @+b y+cd,
6) y=p+a @+ y +d 2,
Z ::"._T+a,”m—'+bﬂyn'+c”zf,

donde resultam, pela derivagiio,

ik TR da ab dé
e g T ¥ gy hdgpt tigp
dy dg da ay , acd
W weinsg Ty F iyt g ¥ o
25 da L et

dy :
TR T T e

Mostram estas equagdes, que a velocidade de qualquer ponto
do corpo péde considerar-se como resultante de duas outras, que
tenham respectivamente por projecgdes sobre os eixos fixos, uma

d’ellas
da dp dxy
(8) E"E! E’E! '5:
e a outra os segundos membros: das equagJes (7) depois de sup-
primidos os termos precedentes.

#
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Vejamos pois o que representa cada uma d’essas componentes.
Pondo em (7) @/ =y'=2'=0, resultam

dax da dy d

EH

L
dt’

dz
di . At sge . arlodt

por onde se vé que a recta, cujas projecgdes sobre os eixos fixos
sllo %, g, %’ repreaenta a velocidade da origem dos eixos
moveis.

Agora, pelo que respeita 4 segunda componente da velocidade
effectiva de cada ponto, sabemos, pela nota (2) do n.° precedente,
que ella é nulla para uma serie de pontos situados sobre uma
recta, que passa pela origem dos eixos moveis; e que, para 08
pontos existentes féra d’egsa linha, além de que jd conhecemos a di-
recglo e o sentido d'essa componente, é a sua grandeza directa-
mente proporcional 4 distancia respectiva de cada ponto dquella
recta 1.

Em consequencia d'estas relagfes chamaremos 4 primeira com-
ponente — velocidade de translaglo, e 4 segunda — velocidade
de rotaglio. A velocidade de cada ponto ¢ a resultante d’essas
duas.

A velocidade de translagio, commum para todos os pontos do
corpo, varia com o ponto que se toma para origem dos eixos
moveis 2. Quanto ao eixo indicativo da rotacio (n.° 8) a que se

1 Os segundos membros de (7), abstrahindo nelles dos termos (8), sfio os
mesmos que se obteriam, derivando (6) na hypothese de ser fixa a origem
dos eixos moveis; donde se conclue que sdo aqui inteiramente applicaveis
as consideragdes que apresentimos em a nota (2) do n.° 9.

2 A velocidade de translagdo é a velocidade da origem, e por tanto varia
com esse ponto.
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refere a segunda componente da velocidade effectiva, a sua direcgio
e grandeza sfo independentes do ponto que se escolhe para essa
origem 1.

LS

III. — Comparagdo dos movimentos absoluto e relativo d’um ponto.

11. Sejam z, y, z e @/, ¥/, 2’ as coordenadas respectivas d’'um
ponto movel relativamente a dois systemas d’eixos coordenados
orthogonaes (n.° 10). Designamos por S o systema rigido deter-
minado pelos eixos fixos, e por §' o systema formado pelos eixos
moveis. E finalmente suppde-se conhecido o movimento de §' em
relaciio a S.

Entre umas e outras coordenadas teremos pois as relagdes (6).

Posto isto, derivando a primeira d’essas equagdes e pondo por

d
simplicidade ﬁ

= v,, obteremos

dw da. da de
9 gl e r_
®) g 'dr.+w’ yda+

da! d dz’
+a— 3‘%‘ ;

para representar a componente, no sentido do eixo dos w, da
velocidade d’esse ponto.

Applicando esta equaglio ao ponto do systema S/, com que, no

1% o que se pdde reconhecer sem difficuldade por meio dos valores de
I, cos g, cos ¢, cos 6, dados em o0 n.° 9, suppondo que tomavamos successiva-
mente para origem dos eixos dois pontos differentes, sendo as direcgdes d’esses
eixos a8 mesmas em ambos 08 casos.
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momento dado, coincidir o movel, e a que chamaremos ponto
coincidente, teremos, designando por (vz) a velocidade d’esse ponto,
proveniente do movimento do systema de que elle faz parte,

(Z::) (vo) = +a=’ -i-'@-i-zﬁ;'€=

i

donde se deduz que no segundo membro de (9), em logar da
somma dos termos da primeira linha, poderemos escrever (vz).
Quanto aos termos da segunda linha, é manifesto que a sua
somma representa a componente, no sentido do eixo dos x, da
velocidade relativa do ponto movel.
Designando pois por v/z esta ultima componente, teremos, em
logar de (9), a equagiio

(10) Ve = (Va) + V.
E do mesmo modo achariamoa
(11) vy=(vy) + vy, v:=(v;) + V.

Interpretadas geometricamente, as equagSes (10) e (11) signi-
ficam que, se pela posicio do movel tirarmos duas rectas que
representem, uma a velocidade d’esse ponto no seu movimento
relativo a S/, e a outra a velocidade do ponto coincidente no' mo-
vimento de transporte de S’ relativamente a S, a resultante
d’essas duas linhas serd a velocidade effectiva do ponto consi-
derado.

Considerando tres systemas S, S/, S, supporemos conhecido o
movimento de transporte de S em relagdo a S/, e o d’este sys-
tema relativamente a S.
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Posto isto, applicando a equagiio (10) a S e S/, teremos
ve = (v/s) + Ve
e, applicando a mesma equaglio a ' e S, acharemos

v’n — (v”‘) + ””&;
e logo
ve= (V) + (V's) + V"=

E analogamente para os outros eixos.
Finalmente, considerando n 4 1 systemas S, §, 8/,... SM,
achariamos, relativamente ao eixo dos

(12) ve= (Ve) 4 (V%) + (v") + .+ -+ (¥) + val¥);

e equagdes analogas em relaglio aos outros eixos.
Estas equagles slo susceptiveis de uma interpretaglio geome-
trica analoga 4 que démos para o caso de dois systemas !,

1 A equacgiio (12) e as analogas relativas aos outros eixos nfio sfio mais
que uma consequencia muito simples d’um principio elementar do caleulo
differencial.

Com eéeit.o, imaginemos construida a trajectoria T("} que o movel segue
)

; bem assim a trajectoria T" % do movi-
S("""}; T{“"ﬂl

- . n
no seu movimento relativo a S(

mento do ponto considerado relativamente a relativa a

n—2 ;
S( ];. ..3 T relativa a 8: depois do que poderemos abstrahir de todos os

demais pontos dos differentes systemas rigidos S, §/,... € considerar uni-
camente as trajectorias T, pt) . 7 S

Devendo o ponto movel achar-se simultaneamente sobre i ¢ aome{’“"—‘1 b
estas duas frajectorias deverfio ter, a todo o instante, um ponto de inter-
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122. Derivando a equagio (9) e pondo por simplicidade
dda
A= acharemos
[/ M N d*b dg c

R it dsi+y’dt3 7

d’ L By d*z/
Faga tlgw o aa

49 de! da dy' db dZ dc
dt dt ' dt dt ' dt dt)’

para representar a componente, no sentido do eixo dos z, da
acceleragdio do ponto material.

secgfio commum, que serd a posigio do movel no momento eonsiderado; quer

isto dizer: em quanto o movel percorre T{'), esta curva desloca-se ao longo

de T(“-ﬂ| de modo que, considerando sémente os dois systemas SM e S("_!),

& intersecgdio commum das duas curvas determina a posi¢iio— absolufa e

relativa (n.> 6)— do ponto movel. Do mesmo se veria que T" )

sobre T{“—”, T(“__EJ sobre T(H_S), ete.... Tm sobre T e todas estas curvas
tém, em qualquer instante, um ponto commum de intersecgfio, que representa
nesse momento & posi¢io respectiva do ponto movel.

Posto isto, e attendendo ao prineipio da differenciagiio das funcgdes com-
postas, teremos

se desloca

dx = dnx + (dnx) + (dn—%) + (dn—p) + ... (dsz) + dy2),

onde designamos, por dz a differencial completa de @, correspondente ao

movimento do ponto sobre T ¢ a0 d'esta e demais trajectorias, cada uma
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Applicando esta equaglio ao ponto coincidente, e representando

d?
por (:ﬁ?) a acceleragiio d’esse ponto, obteremos

d? d?a d?e
S s
(dt*) =R= am o at Y3 cw T

A

por onde se v&, que a somma dos termos da primeira linha do
segundo membro de (13) representa a componente, no sentido do
eixo dos @, da accelaraglo do ponto coincidente:

Quanto aos termos da segunda linha, é claro que a somma
d’elles representa a componente, no sentido d’esse mesmo eixo,
da acceleragfio relativa do ponto movel. Denotal-a-hemos por j'..

Resta conhecer a significagiio dos termos da terceira linha.

Para isso imaginemos tirada pela posi¢do do movel uma recta
parallela e egual ao dobro da que, no momento dado, representa
a velocidade relativa do movel; e pelo mesmo ponto tres eixos
coordenados respectivamente parallelos aos eixos moveis. Sup-
pde-se que, tanto aquella recta como estes eixos, estdo invaria-
velmente ligados ao systema movel,

Posto isto, serd facil conhecer que aquella extremidadp da recta,
que nfo coincide com a origem dos ultimos eixoa, tem por coor-
de! 9 dy'
at’ ©ate’ d
quencia, attendendo ao que se disse em o n.° 10, poderemos
concluir que a terceira linha do segundo membro de (13) repre-

denadas, em relagdo a elles, 2 ; e, em conse-

sobre a sua immediata; por dnz a parte d’aquella differencial proveniente

unicamente do movimento do ponto material sobre a trajectoria 'l‘(“}; e ge-

ralmente por (d ), sendo ¢ um numero que péde ter todos os valores desde 1

até n, a parte da differencial de @ proveniente unicamente do deslocamento

de T? sobre ", Dividindo pois por d ¢ ambos os membros da equagio
precedente, recahiremos em (12),
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senta a componente, no sentido do eixo dos @, da velocidade ! de
rotagio do ponto de ¥, determinado pela extremidade d’aquella
recta.

Designando esta ultima componente por (j)., teremos pois
Ja=(ja) +J'e + (9=

E como o que dissemos em relagfio ao eixo dos @ péde egual-
mente repetir-se a respeito dos eixos dos y e dos z, concluiremos
finalmente que a recta, representativa da acceleragio no movi-
mento absoluto, é a resultante de tres outras, que sfio: a acce-
leragiio do ponto coincidente, a acceleragiio relativa do ponto
movel e a acceleragio centripeta composta %

Se o movimento de S’ relativamente a S for uma simples trans-
lagfo, a acceleragio do ponto considerado serd simplesmente re-
sultante da acceleragiio do ponto -coincidente (ou de qualquer
outro ponto de ') e da relativa. E nesse caso, se a translagiio
for uniforme, a acceleragiio absoluta serd egual 4 relativa.

Todos estes resultados podem facilmente ampliar-se a tres ou
mais systemas n.° (11).

1 Essa velocidade, ou a recta que a representa, a que geralmente se dd o
nome de acceleragdo centripeta composta, ¢ perpendicular & velocidade re-
lativa e ao eixo instantaneo da rotagdo.

2 Designando por k a velocidade angular no movimento de 8/, e por o
angulo que o eixo instantaneo férma com a velocidade relativa v/, acharemos,
tendo em vista o que se disse em o n.° 10,

ace. cenlr. composta — 2 I v/ sen 0.



SEGUNDA PARIE

DO MOVIMENTO PRODUZIDO POR QUAESQUER FORCAS
APPLICADAS A UN PONTO MATERIAL.

I. — Leis fundamentaes do movimento deduzidas da observagdo *.

13. Lei da inercia, formulada por Kepler.

 Consiste esta lei em que todo o movimento & naturalmente ¢ in-
déjzmdamsnte rectilineo e uniforme.

Quer isto dizer, que um ponto material, uma vez posto em mo-
vimento, sem que depois actue sobre elle forga alguma, se moverd
indefinidamente em linha recta com uma velocidade constante.

- A primeira vista pdde parecer que os factos observados estfio
em opposi¢io com a presente lei; por quanto observa-se geral-
' mente que, dando a um corpo livre uma impulsie qualquer, o
movimento assim produzido, em vez de se prolongar indefinida-

LB haje‘ geralmente reconhecida a necessidade impreterivel de recorrer
4 observagio para descobrir e assegurar solidamente os fundamentos em que
deve assentar o estudo da mechanica.

Neste convencimento, comegaremos por expdr os prineipios ou leis funda-
mentaes de que earecemos para o objecto assds limitado, que nos propoze-
mos tractar; e juntamente indicaremos as observagdes e experiencias que
levam a admittir como verdadeiros esses principios.



28

mente com uma velocidade constante, termina sempre depois d'um
intervallo de tempo assds limitado ; além de que, na maior parte
dos casos, o movel se desvia mui sensivelmente da direcgiio re-
ctilinea em que foi langado.

Considerando porem que esses desvios ou alteragles, assim na
grandeza como na direcgio da velocidade inicial, tém sempre ou-
tras causas a que podem e devem ser attribuidos, sendo que,
4 medida que se diminuem os obstaculos que se oppSem 4 livre
manifestagio da lei, esta se observa cada vez mais exactamente!;
e, sobretudo, que a hypothese da inalterabilidade da velocidade
inicial, sendo convenientemente combinada com os effeitos natu-
raes das forgas, a que agora chamaremos perturbadoras, e a cuja
acglio nunca podemos subtrahir completamente os corpos que se
movem 4 superficie da terra, explica plena e satisfactoriamente
todos os movimentos observados 2, somos fatalmente levados a
admittir como verdadeira a lei enunciada.

1 Por exemplo, impellindo uma esphera sobre um plano, observa-se que
o centro da esphera se move, sensivelmente, em linha recta, e que, sendo
identicas todas as demais circumstancias, o movimento se prolonga tanto
mais, quanto mais polida é a superficie da esphera e a.do plano sobre que
se move; havendo assim motivo para erer, que o movimento se prolongaria
indefinidamente, se fora possivel, o que nflo &, evitar ecompletamente o at-
trito entre a esphera e o plano, e bem assim a resistencia do ar sobre a su-
perficie da esphera. :

2 Quando se tractar do movimento dos projecteis no vazio, se verd que o
processo que se emprega para determinar theoricamente a posigiio do movel
num instante qualquer equivale ao seguinte: «Traga-se uma recta indefi-
nida tirada pela posi¢iio inicial do movel na direcgiio da velocidade ou da
impulsfio inicial; marea-se sobre essa recta a posicfio que o movel ahi de-
veria ter, em virtude da lei da inercia, por effeito daquella velocidade; e de-
pois, partindo d’esse ponto como origem, toma-se, de cima para baixo, sobre a
respectiva vertical um comprimento egual ao espaco que o movel teria per-
corrido, sendo collocado naquella origem sem velocidade, e actuado pela forga
da gravidade desde o comego do movimento até ao instante que se consi-
dera,»
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Com A. Comte observaremos, que esta lei nflo deve ser con-

De modo que, inversamente, se pela posigio do movel num instante qual-
quer levantarmos a vertical, e sobre ella, a partir d’essa posigiio, tomarmos
um comprimento egual dquelle espago percorrido por effeito da acgiio da
gravidade, a extremidade superior d’essa linha deverd achar-se sobre a di-
recgiio da velocidade inicial e coincidir com a posigiio que o movel ahi teria,
em virtude da lei da inercia, por effeito sémente d’aquella velocidade.

Vé-se, pois, que, no movimento dos projecteis, embora curvilineo e reali-
sado com uma velocidade variavel, se encontra implicitamente comprehen-
dida a lei da inercia. I, sendo assim, ja se deixa ver que a comparagio dos
resultados theoricos, respectivos aos movimentos d'esta natureza, com os
realmente observados, poderd servir para aquilatar a exactidio d'essa lei.

O que dizemos do movimento dos projecteis pdde egualmente repetir-se
dcerca dos movimentos do pendulo, e, em geral, a respeito de todo e qual-
quer movimento, Ora, com quanto os resultados theoricos, fundados, como
vimos, naquella lei, nfio estejam em perfeita harmonia com os observados, &
todavia certo que as diserepancias que se encontram, melhor do que pela
inobservancia da lei se explicam como sendo devidos a causas ou forgas
perturbadoras, taes como a resistencia do ar no movimento dos projecteis,
e essa mesma resistencia e ainda o attrito nos movimentos do pendulo, ete.
ete., sendo eerto que, & medida que mais se evitam os effeitos d’essas for-
¢as, mais os resultados observados se aproximam dos determinados pela
theoria.

Sabe-se, por exemplo, que o movimento do pendulo, que nas eircumstan-
cias ordinarias dura apenas alguns minutos, nas experiencias emprehendidas
por Borda no Observatorio de Pariz para a determinagio da relagiio entre
o metro e o comprimento do pendulo de segundos, pdde prolongar-se por
mais de 30 horas, por se haver diminuido consideralvelmente a resistencia
do ar, rarefazendo-o.

O accordo, porém, dos resultados theoricos com os observados torna-se
principalmente notavel nos movimentos dos corpos do nosgo systema plane-
tario, a respeito dos quaes escreveu um auctor distincto «immenses pendules
de Ueternité qui batient les siecles comme les ndtres baltent les secondes (G.
de Pontecoulant).»

E que esses corpos, por se moverem num meio extremamente rarefeito e
por isso pouco resistente, encontram-se nas eircumstancias mais favoraveis
para a perfeita observancia da lei da inercia.
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fundida com a supposigiio que se faz na mechanica sobre o estado
dos corpos, que ahi se consideram como inertes, quer dizer, como
privados de forga propria, substituindo-se sempre por forgas ex-
teriores as forgas que por ventura possam residir no proprio corpo,
cujo movimento se estuda. :

E na verdade, ainda suppondo o corpo privado de forga pro-
pria, e abstrahindo do que a observagiio mostra, nenhuma razio
se descobre para assegurar que o movimento sé possa ser recti-
ctilineo e uniforme.

1 certo que na definiglo de forga se considera como tal toda
a causa capaz de produzir alteragio no movimento, e por isso
poderd parecer que, niio havendo forga no corpo, tambem nfo
poderd haver alteragio no movimento, e que assim deverd este
ser rectilineo e uniforme. Cumpre porém notar que, ao fallar-se,
na definicho de forga, de alteraglio no movimento, deve enten-
der-se alteragdo mo movimento naturalmente produzido, quer di-
zer, no movimento tal qual elle é por virtude da propria natu-
reza.

Ora ¢ esse movimento que a lei da inercia affirma ser recti-
lineo e uniforme. E é manifesto que sé pela observagﬁo e ex-
periencia se pode isso demonstrar.

‘14. Lei da independencia dos movimenios, formulada por Ga-
lileu.

Resume-se esta lei em que, se os diversos pontos d'um systema
tiverem, a todo o instante, velocidades eguaes — em grandeza,
direcgiio e sentido —, de modo que o movimento do systema seja
uma simples translagiio, e applicarmos a um d’esses pontos (ani-
mado ainda, a todo o instante, d'essa translagiio) uma forga
qualquer, esse ponto se desloca em relaglio aos outros, como se o
systema estivesse em repouso. Quer isto dizer, que o movimento
commum do systema nio altera o movimento relativo do ponto ;
e d’ahi vem a denominaglio da lei.

Sido innumeraveis as provas que se podem apresentar para evi-
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denciar a verdade d’este principio!; mas a sua melhor justifica-
¢llo encontra-se no accordo constante dos resultados theoricos fun-
dados nelle com o0s que a observagio quotidianamente nos offerece.

Cumpre advertir que, para o principio de Galileu ter logar, é
apenas necessario que o movimento seja commum para todos os
pontos, e, por tanto, que o movimento do systema seja uma
translaglio; podendo a velocidade do systema variar, a todo o
instante, de grandeza e direcglio. Ora, por virtude da lei da
inercia, essa variaclo s pdde ter logar por effeito da applicagiio
de novas forgas, as quaes se devem suppor eguaes para todos os
pontos, a fim de o movimento se conservar commum para todos
elles ; d'onde resulta que o principio de Galilen péde ainda enun-
ciar-se nos seguintes termos: «Se aos differentes pontos d’um sys-
tema material, animado d'wma translacdo rectilinea e uniforme,
applicarmos quaesquer forgas, constantes ou variaveis, continuas
ou de tmpulsdo, sendo essas forgas equaes para todos os pontos ; e
a um dos pontos applicarmos além d’essa forga mais uma outra:
o ponto, por ¢ffeito d’esta ultima forga, mover-se-d em relagio ao
systema, como se este estivesse em repouso.»

1 Agsim dentro em um navio, ou num wagon em movimento, a8 mesmas
forgas produzem sempre os mesmos effeitos sobre os corpos a que sfio appli-
cadas, qualquer que seja a velocidade da translagiio, uma vez que esses
corpos participem a todo o instante do movimento commum do transporte.

Sabe-se que a terra é animada de dois movimentos, um de translagdo e o
outro de rotagio em volta da linha dos polos. Todavia, attendendo & immensa
grandeza do raio da terra, pide suppor-se, considerando uma pequena ex-
tensfio da sua superficie, que todos os pontos d'ella tem velocidades sensivel-
mente eguaes. Ora, nflo obstante a velocidade de translagio da terra variar
consideravelmente no intervallo d’'um anno, nilo se tem até hoje notado a
mais leve differenga entre es movimentos produzidos por uma forga qualquer
nas epochas comprehendidas nesse cspago de tempo.

Outros mais exemploe podiamos ainda citar, mag, como ji dissemos, a
melhor justificagio da lei de Galileu encontra-se na concordancia dos resul-
tados theoricos com og observados. >
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Por outras palavras, quer isto dizer que se obtem a posigiio do
movel num instante qualquer, tractando o movimento commum
do systema como um movimento de transporte, e o do ponto em
relaglo ao systema como um movimento relativo. Da composi¢lio
d’esses dois moyimentos resultard o movimento absoluto do ponto
considerado 1.

1. — Da composi¢iio dos movimentos produzidos
por forgas de impulsdo.

15. Se sobre um ponto material actuarem simultaneamente
duas impulsdes taes que, obrando separadamente, the communica-
riam, uma d'ellas a velocidade a e outra a velocidade b: o ponto
mover-se-d com uma velocidade constante,representada, em gran-
desa, direcgdo e sentido, pela resultante de a e b. :

Tome-se para eixo dos  a recta, sobre que se moveria o ponto,
se sobre elle actuasse sémente a primeira impulsfo, e para eixo
dos y a recta que o ponto percorreria por effeito da segunda im-
pulsfo. Sobrepostos a estes eixos, no momento em que obram as
duas impuls3es, considerem-se outros, a que chamaremos dos '
e dos y'; e supponhamos que o systema rigido por estes deter-
minado tem um movimento de translagio constante com uma ve-
locidade representada por a.

Resulta do principio de Galileu que, para se obter a veloci-
dade absoluta do movel em qualquer instante, basta compbr a
sua velocidade relativa aos eixos moveis com a velocidade de
transporte do systema rigido determinado por estes eixos: por
tanto, tendo em vista a regra para a composi¢io d’essas veloci-

1 A doutrina do nosso artigo III da cinematica encontra-se em alguns
livros sob a epigraphe «Composigiio dos movimentos.»
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dades (n.° 11), recahiremos na proposiglio enunciada. Serd facil
ver que o ponto percorre o eixo movel dos y' com a velocidade &.

A demonstraglio precedente ainda podia applicar-se quando as
duas impulsdes obrassem na mesma direcglio. Nesse caso toma-
riamos essa linha para eixo dos @, e para eixo dos y qualquer
outra recta tirada pela posi¢ho inicial do movel; ou, mais sim-
plesmente, considerariamos sémente o eixo dos z e o dos @'

D’aqui resulta que as forcas instantancas sdo directamente pro-
porcionaes ds velocidades que ellas communicam a wm mesmo ponto
em repouso. ,

A doutrina d’este numero péde tambem servir para determi-
nar o movimento d'um ponto que percorrendo uma linha recta
com a velocidade a, seja actuado por uma impulsdio que, lhe com-
municaria, na hypothese de o ponto estar em repouso, a velo-
cidade b.

16. Quando um ponto se move, actuado a todo o instante
por uma for¢a continua, percorre, em geral, uma linha curva
com uma velocidade continuamente variavel.

Neste presupposto procuremos determinar em que se tornaria
o movimento, se, a partir d'um dado instante, a forga cessasse
de actuar sobre o movel.

Pela lei da inercia j4 sabemos, que o movimento que preten-
demos determinar ¢é rectilineo e uniforme; procuremos pois a
grandeza e a direcgiio da velocidade.

Considerando o movimento curvilineo e variado, designemos
por A a posiglio inicial do movel na trajectoria, e por A, A®),
A®), ... o0s pontos d’esta linha por onde elle passa successiva-
mente no fim dos tempos ¢, 20, 33, ... sendo s qualquer. Repre-
sentemos por ¢, sendo ¢ um inteiro qualquer, a corda compre-
hendida entre os pontos A @, A(+1); e ponhamos i:—)- =ul,

Imagine-se que no instante em que o movel, que designare-
mos por m, parte de A, outro movel, que denotarémos por m/,

3

1
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parte d'essa mesma posi¢io para percorrer successivamente 08
lados ¢, ¢, ¢@, ... do polygono inscripto naquella trajectoria !,
sendo u() a velocidade constante com que m' percorre ¢/ ,

E manifesto que os dois moveis se encontrarfo, um com o
outro, nas posi¢des A, AV, A®@), ...; e, por tanto, suppondo que
estes pontos se aproximam indefinidamente entre si, ou, o que
vale o mesmo, suppondo que ¢ tende para zero, serd facil con-
cluir que o movimento curvilineo péde considerar-se como limite
do polygonal.

Ora, se neste movimento, ao chegar m’ ao vertice Al+1),

ndio actuasse sobre elle forca alguma de impulsio, mover-se-ia
: e ;
- na direcglo de ¢ com a velocidade u(")=_a—; passando pois ao

limite, concluiremos que, se a partir d'um dado instante a forga
cessasse de actuar, o ponto se moveria sobre a tangente 4 traje-
ctoria, tirada pela sua posigiio nesse instante, com uma velocidade

d
que se pode designar? por d_:'

III. — Do movimento produzide por forgas _cnnstantes.

1'7’. Uma forga constante em grandeza e direcgdo, sendo appli-

1 Pode réalisar-se este movimento, fazendo actuar sobre o movel, nos dif-
ferentes vertices do polygono, forgas de impulsfio convenientemente escolhi-
das, (Veja-ge o n.° precedente).

2 Vé-se pois que, em qualquer movimento curvilineo e variado, o ele-
mento & que em n.° 1 demos a denominagdo de velocidade, representa, em
grandeza e direcgdo, a velocidade do movimento uniforme e rectilineo, em
que aquelle movimento se transformaria, se no instante considerado a forga
cessasse de actuar sobre o movel. (Veja-se a mechanica de Sturm, t. 1.0,
pag. 110, e a de Freycinet, t. 1.°, pag. 43).
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cada a um ponto material em repouso, produz nelle um movimento
uniformemente accelerado.

Evidentemente a trajectoria é neste caso uma linha recta, cuja
direcglio coincide com a da forga; e nds supporemos que a po-
si¢flo inicial do movel é a origem dos espagos.

Considere-se o tempo dividido em intervallos eguaes, o pri-
meiro dos quaes designaremos por g, 0 segundo por g, ...5 @
por em quanto supponhamos, que a for¢a, em vez de obrar con-
tinuamente, somente actua sobre o movel no comego de cada
um d’esses intervallos.

Em resultado da acgfio da for¢a no comego de o,, o movel ad-
quirird uma velocidade v, que se conservard constante durante
esse intervallo. Depois, por effeito da aeghio instantanea da forga
no principio de g,, 0 ponto adquirird (15) a velocidade v, =2v,,
que ficard constante durante esse espago de tempo. E do mesmo
modo se verd que a velocidade nos intervallos g, 0,, . .. é respe-
ctivamente v, =39, v, =47, ...

Por tanto, sendo n e ¢ dois inteiros quaesquer, teremos

Vn.Wiiin it

e logo

(¢)) Vn i VIING T8
ou

@ : Un it ta Lt

pondo no =ty toe=t:.

E como a proporglo (1) ou a sua equivalente (2) tem sempre
logar, qualquer que seja a grandeza de ¢,, que supporemos inde-
finidamente decrescente, segue-se que ainda subsistird no limite.
Assim, por effeito da acglo continua da forga constante, as velo-
cidades serfio respectivamente proporcionaes aos tempos.

Chamando pois  a velocidade do movel no fim da unidade de

#
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tempo, serd v=>¢ a sua velocidade no fim de tempo ¢ O mo-
vimento é pois uniformemente accelerado.

1. Se principiarem a actuar simultaneamente sobre wm ponto
material em repouso duas forgas, constantes em grandeza e di-
recqdo, e taes que, se actuassem separadamente, lhe communicariam,
uma a acceleragdo a e outra a acceleragdo b; o ponto mover-
se-d com uma acceleragdo constante, representada, em grandeza e
direcgdo, pela resultante de a e b.

Demonstra-se esta proposigio pelas mesmas consideragBes usa-
das em o n.” 15, substituindo ahi o termo velocidade pelo de
acceleragdo e tendo em vista a doutrina do n.° 12.

Resulta d’'este theorema que as forgas constantes sdo directa-
mente proporeionaes ds acceleragles que ellas communicam a um
mesmo ponto em repouso.

19. Se, a partir d'um dado momento, actuar sobre um ponto
animado d’uma velocidade a, constante em grandeza e direcgdo,
uma forga tambem constante; o ponto mover-se-d com uma acce-
leragdio que, em grandeza e direcgdo, é a mesma que a forga com-
municaria a esse ponto, se lhe fosse applicada estando elle em
repouso. -

Consideraremos aqui os mesmos systemas d’eixos ji4 empre-
gados em o n.° 1D, suppondo porém que se toma para eixo dos
« a recta sobre que o ponto se move por effeito da velocidade
a, e para eixo dos y a recta sobre que elle se moveria se, es-
tando em repouso na origem, lhe fosse applicada a forga. E final-
mente suppJe-se que o systema dos ' y' se move com a veloci-
dade constante a.

Posto isto, attendendo ao principio de Galileu e tendo em
vista a regra dada em o n.° 12 para a composigfio das accelera-
¢Ues, concluiremos a proposigdo enunciada.
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IV. — Do movimento produzido por forgas continuamente variaveis.

20. Se um ponto material em repouso for actuado por uma
Jorca de direccdo constante, mas cuja grandeza seja continuamente
variavel; em qualquer instante a acceleragdo no movimento resul-
tante serd a mesma que teria logar, se, a partir d'esse momento,
a forga se conservasse constante.

Seja, no fim do tempo ¢, P a intensidade da forga e v a ve-
locidade do movel ; e designemos por P 4 a P, v 4+ a v os valores
d’essas grandezas no fim do tempo ¢+ at.

Designando por Dv o augmento de velocidade que a forga P,
considerada constante, produziria durante o tempo at, é claro
que serd

3) Av=Duv+2v,

representando & v uma grandeza evidentemente menor, que a ve-
locidade que seria produzida por a forga a P, considerada con-
stante e obrando ! durante a ¢. '

Dividindo pois por a ¢ ambos os membros de (3), e depms to-
mando os limites, acharemos ?

av Dv
lim, — =lim. —;
at T

1 Suppde-se A ¢ asséis pequeno para que durante elle a forga seja constan-
temente crescente ou decrescente.
2 Representando por §; v o augmento de velocidade que a forga a P, consi-

P
derada constante, produziria no tempo 4 ¢, teremos %— = QP d’onde resulta,
v
AP v sres
tomando os limites e attendendo a que é lim. —13—__0 lim. — D =0. D'aqui ge
v
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- ; . Av
o que demonstra o theorema enunciado, visto como llm.—are-
A

Dwv
presenta a acceleragio no movimento considerado, e lim. T é

a acceleraglo respectiva 4 forga® P considerada constante.

O theorema precedente ainda subsistird quando o ponto mate-
rial, em vez de estar primitivamante em repouso, seja animado
d’uma velocidade qualquer. (Veja-se a demonstragio dada em o
n.’ 19).

 21. Se, em um dado instante, comegar @ actuar sobre um
ponto material antmado d'uma velocidade qualquer uma for¢a
continuamente variavel em grandeza e direcdo; a acceleragdo no
movimento resultante serd a mesma que teria logar, se a partir
d’esse momento, a forca se conservasse constante.

Seja j a acceleragio correspondente 4 forga P considerada con-
stante. Considere-se A ¢ dividido em um numero qualquer n de
partes eguaes, cada uma das quaes designaremos por 6; e sejam
P+&P, P+8P,... P4 8P=P+ aP os valores que toma
successivamente a forga no fim de cada um d’esses intervallos de
tempo. Comecaremos por suppor que a forga, em vez de variar
continuamente, conserva durante cada um d’esses pequenos in-

(o

conclue que §y v ¢ infinitamente pequeno em relagiio a D v, e como é Jv<C
81 v, serd tambem § v infinitamente pequeno em comparagio de D v.

1 13 manifesto que 4 forga continuamente variavel, que actua sobre o movel
durante o tempo A #, podemos substitnir nma for¢a constante P, 4 qual, em
todos os instantes comprehendidos em 4 ¢, virdio acrescer novas forcas de
grandeza tal, que, em qualquer d’esses instantes, a somma d'essas forgas com
P represente o valor respectivo da forga variavel, que realmente actua so-
bre o movel.

Ora resulta do que fica dito no texto, que a acceleragio produzida por
essas forgas addicionaes é infinitamente pequena em relagio 4 que provém
de P,
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tervallos a mesma direcgfio e intensidade, que tinha no principio
delle !,

Posto isto, consideraremos agora o theorema enunciado pri-
meiramente na parte que se refere 4 grandeza da acceleragio,
e depois na que diz respeito 4 direcgllo d'esse elemento.

a) Designando por j a acceleraglo respectiva 4 forga P, con-
siderada constante, e por &, 8,7, ... as correspondentes ds
forgas & P, 3, P, . .'., é claro que, para valores determinados
de n e at, a differenga entre j e a acceleraglio respectiva ao
tempo ¢+ A ¢, obterd o valor maximo quando todas as rectas des-
ignadas por & j, 8 7,... forem tiradas na mesma direcglo e sen-
tido de j. Tendo isto logar, para um valor determinado de at,
qualquer que seja o numero n, que suppomos indefinidamente
crescente, segue-se que ainda subsistird no limite; o que signi-
fica que, no movimento continuamente variado, a differenga entre
a acceleragiio respectiva ao tempo ¢ e a correspondente a ¢+ At
é menor do que seria se a forca, variando continuamente de
grandeza durante a ¢, conservasse a mesma direcgfio que tinha
no fim do tempo .

Ora neste ultimo caso j4 sabemos pela nota (1) da pagina pre-
cedente que essa differenga das acceleracles tende para zero
com A¢t. .

b) Pelo que respeita 4 direcglo, sabe-se que, propostas duas
rectas a e b, partindo b de uma das extremidades de a; preten-
dendo dispol-as de modo, que o angulo B, formado por @ com a
linha ¢ que fecha o triangulo, seja o maior possivel, deve o an-

gulo B ser determinado pela relagiio sen. B—= ?; , da qual tambem

I O movimento hypothetico assim eoncebido aproximar-se-4 do que real-
mente tem logar, tanto mais, quanto menor for o interyallo designado por 6;
de modo que a todos os respeitos, ou se considerem o0s movimentos oun as
forgas que os produzem, poderd o movimento real ser considerado como li-
mite do hypothetico que estamos examinando,
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se deduz que, para um valor determinado de a, seri B tanto
maior, quanto maior for b.

Applicando pois estas consideragdes ao nosso caso hypothetico,
facilmente se comprehende que a disposigio das linhas 8,7, 8,7,. ..
mais conveniente para fazer avultar o angulo ¢, formado por j
com a acceleragfio correspondente ao tempo ¢ 4-a¢, é a d’aquelles
elementos em linha recta e de modo, que seja !

Nj+ &g+
—}_ : .

gen. 6 —

Isto pois ainda subsistird no limite; e como pela nota (1) do
numero precedente sabemos que lim. (8 j + 3,5 + ...) é infini-
tamente pequeno relativamente a j, concluiremos que é

=0

e (am‘+&3?'+...)

e, por tanto, verdadeiro o theorema enunciado.

V. — Equagdes geraes do movimenlg d’um ponto.

22. Como, em virtude dos theoremas dos n.”* 18 e 20, as
forgas continuas, constantes ou variaveis, sio directamente pro-
porcionaes ds acceleragles que ellas communicam a um mesmo
ponto material, segue-se que, para poder determinar a accele-
raglio produzida num ponto por uma dada fbrca, bastard conhe-
cer a acceleraclio que a esse mesmo ponto daria outra forga tam-
bem determinada.

1 Para um valor determinado de Af, a conclusiio precedente tem sempre
logar, por maior que seja o numero 1.
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Para cada ponto material é a gravidade a forga que serve de
termo de comparagio a todas as outras.

Sabe-se que, em cada logar da superficie da terra, essa forga
é constante, e que ella communica a todos os pontos materiaes
a mesma acceleragiio, cujo valor aproximado é, na latitude de
Paris, g=9",80896.

Com estes elementos, e depois do que fica dito, nada mais
" facil do que determinar a acceleraglio produzida num ponto pela
applicaglo de uma forga,

Seja P essa forga e = o peso do ponto; e designemos por j e g
as accelerages respectivas a P e =.

Teremos

a|r
l
cc._]‘-a.

Para outra forga e outro ponto material teriamos do mesmo
modo

Pf jf
g
e logo
P sy
(4) ﬁ=.;. }r'.

Esta equagio estabelece uma relagfio entre as acceleragBes pro-
duzidas em dois pontos materiaes quaesquer e as forgas que lhes
sfio applicadas; mas, para que se possa fazer uso d’ella, é mister
determinar previamente os valores correspondentes das tres quan-
tidades P/, &/, 7.

Procuremos pois que peso deverd ter um ponto material para
que a unidade de forga, que, como se sabe da Statica, é o peso
d'um kilogramma, lhe communique uma acceleragfio egual 4 uni-
dade, isto ¢, egual a um metro. E essa unidade de forga, a de
acceleraglo, ¢ csse peso assim determinado serdio os termos respe-
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ctivos de comparago para todas as quantidades da mesma espe-
cie que tivermos a considerar d’aqui em diante.

A equaglio (4) dard a solugho que se procura. Bastard para
isso suppor em (4)

P=P =r=1 kilogramma, j=g=9",80896,

!

e depois deduzir o valor de —. Acharemos assim /= 9,80896,
™

Com taes unidades, e representando simplesmente por m o nu-

™
mero —, teremos, em logar de (4), a formula
P

(5) P=mj,

applicavel a todos os pontos e a todas as forcas.
O numero m é o que em Dynamica se chama massa do ponto
_material,

23. Sejam P, X, Y, Z a forga que, num dado instante, sol-
licita um ponto movel, e as suas componentes no sentido de tres
eixos coordenados quaesquer; j, jz, jys J. & acceleragio do movel
e as suas componentes no sentido d’esses eixos.

Como a direcgllo da acceleraglo j coincide com a da forga P,
e as acceleragles e as forgas se compdem e decompdem pelas
mesmas regras, teremos

H| A

X Z
P P

aq le
=y
J

mas a acceleragio j do movimento effectivo ¢ egual 4 que a forga
P produziria no ponto, sendo-lhe applicada estando elle em re-
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pouso; e como para esta é P==my, substituindo por P este
valor nas equagdes precedentes, ¢ attendendo a que é

- de ; dxy > d*z
.?‘_d_tz? JJ"ZEI J‘zd—tz’
teremos
d*x d%y d?z
(6) X=md—£§, = Z_md—tz.

Taes sho as equagdes differenciaes, por meio das quaes pode-
remos determinar todas as circumstancias de movimento, sendo
dadas as forgas que sollicitam o movel; ou tambem resolver o
problema inverso. '

Para se obter a soluglio do primeiro d’estes problemas, serd mis-

ter integrar as equagdes (6). Os integraes conterfio seis constan-
~ tes arbitrarias que se determinam por meio d’esses mesmos in-
tegraes e de suas derivadas de primeira ordem, dando a ¢, z, ¥, 2,
dx dy dz
e’ at’ at
movimento.

Assim determinadas as arbitrarias, essas mesmas seis equa-

de dy dz
“ae ae de

nessas equagdes os valores respectivos ao comego de

!

. gOes serfio bastantes para dar os valores de x, ¥,

respectivos a qualquer valor de ¢.

24. Sabe-se que em qualquer posi¢io do movel a direcclo
da for¢a é a mesma que a da acceleraglo, e como esta existe no
plano osculador, tambem a forga ahi serd contida.

Posto isto, designando respectivamente por T e Q a compo-
nente tangencigl (dirigida segundo a tangente) e a centripely
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(dirigida no sentido da normal principal) da forga proposta, e
attendendo ao que se disse em o n.° B, teremos

d*s v?

Q=m—.

T=m—
mdtz, ]

Resulta d’estas equagBes que: 1.° Se a forga que sollicita o
movel for constantemente dirigida no sentido da tangente 4 traje-
ctoria, esta serd rectilinea ; por quanto, de Q=0 se deduz ,— oo
2.° se a forga for constantemente normal 4 trajectoria, a veloci-

dade do movel seréd constante; pois que de T==0 resulta j-z—;=0

e logo d.’s_ tant
g dt_m .

VI. — Movimento d’um ponto sobre uma curva !
ou sobre uma superficie.

25. Sejam

) f (@, y, 2)=0, F (z, y, =0

as equagles da curva fixa sobre que se move o ponto.

Designemos por m a massa do ponto, por P a forga exterior
que o sollicita, e por X, Y, Z as suas componentes no sentido
dos eixos coordenados, que supporemos rectangulares.

1 Considere-se um arame ou um tubo com uma forma qualquer, e enfiada
no arame uma conta, ou mettida no tubo uma esphera. Imaginando o arame
ou o tubo reduzidos ao seu eixo de figura, e a mover-se nelle a conta ou a
esphera, reduzidas a um ponto, faremos idéa do que deva entender-se por
movimento d'um ponto sobre uma curva. (Delaunay, Traité de mécanique ra-
tionnelle),
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Sabemos pelo numero precedente que, a todo o instante, o

movimento serd produzido por duas forgas, uma tangencial ex-
d*s . 1 2
I e a outra centripeta representada por m:
Posto isto, considere-se que, a todo o instante, junctavamos &
for¢a exterior, que sollicita 0 movel, mais as seguintes

pressa por m ——

d2s v? d?s v?
T iy ae —ne

m—
de’ e ¢’ 0

Como estas forgas se destroem duas a duas no mesmo ponto,
é claro que a sua addigfio nfio poderd alterar o movimento, nem
tio pouco modificar os esforgos desinvolvidos entre o ponto e a
carva.

Ora, como j4 se disse, o movimento é unicamente produzido
(e
ZB e

d*s v? v
P77 — m— deverd ser, a todo o instante, normal 4
E

pelas forgas m — ; e, por tanto, a resultante das forcas

P,—m

curva.

Sendo assim, 1magmando a forga P decomposta em duas, T, Q,
a primeira tangencial e a segunda normal 4 curva, e depois ex-
primindo que é nulla a componente, no sentido da tangente, da
resultante das forcas

d?s 2
(8) —m T —m ;—, Q, 4 1
: teremos
d?s
9 T—m—=
(9) mo

A acglio do ponto sobre a curva, egual e contraria 4 reacglio
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d’esta sobre o ponto, serd representada pela resultante da forga
w2

centrifuga, —m —, e de Q.
P

As equagdes (7) e (9) resolvem completamente o problema
do movimento. Com effeito, por meio de (7) podemos eliminar
de (9) duas das variaveis @, ¥, z, as duas primeiras por exem-
plo; o que transformard (9) numa equaglo differencial de se-
gunda ordem entre z e . D'essa equaglo deduziremos o valor
de z em funcgfio de ¢, e depois as equagles (7) darfio as expres-
sles de z, y.

26. A determinagio do movimento d'um ponto obrigado a
percorrer uma curva fixa péde tambem obter-se pela theoria do
movimento d’um ponto livre. Bastard para isso junctar 4 forca
exterior que sollicita o movel uma forga egual & reacglio que
a curva exerce sobre esse ponto.

D'este modo, designando por X, Y, Z as componentes da forga
exterior, por N a forca desinvolvida pela superficie, e por n, p, ¢
os cosenos dos angulos que a direcglio d’esta forga forma com os
eixos coordenados, teremos

2

d dty D

A estas relagBes devemos ainda acrescentar as seguintes

(11) nadae+pdy+qdz=0, w4 p?tg=1,

a primeira das quaes exprime (n.° 25) que a direcglio de N &
normal & curva, e a ultima é a relaglio conhecida a que devem
satisfazer os cosenos dos angulos formados por qualquer recta
com os eixos coordenados rectangulares,
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Teremos assim cinco equagdes que, junctas com as da curva,
bastario para determinar @, y, 2z, N, n, p, ¢ em funcglio de ¢.

Uma forga egual e contraria a N dard a pressio exercida pelo
ponto sobre a curva.

227« Supponhamos agora que o ponto era obrigado a perma-
necer sobre uma superficie :

(12) f (@ y, 2)==0.

Raciocinando neste caso como o fizemos em o n.° 25, e usando
da mesma notaglo, se verd que a resultante de (8) deve ser
normal 4 superficie (12).

Neste caso teremos pois ainda a equagdio (9); e a pressfo
normal exercida pelo ponto sobre a superficie serd a resultante

. X
de Q ede —m L
.

Uma forga egual e contraria a essa resultante dard a acclio da
superficie sobre o ponto movel.

Posto isto, designando agora n, p, ¢ os angulos que a normal
4 superficie, tirada num sentido determinado, forma com os eixos
coordenados, teremos ainda neste caso as equagdes (10).

Estas equagBes e (12) slio bastantes para determinar #, ¥, 2, N
em funcgiio de ¢.
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VII. — Prineipio ! das areas.

283. Das equagdes (6) facilmente se deduz

d*z d?y
m(yﬁ—z d—t—z-) =yZ—zY,

Supponhamos
oV=9X, sX=0Z, yZ—=—=tY,

ou, o que vale o mesmo,

(13)

I

Ml 8
|
I
ba[.u

I «A formula geral...., que d4 todas as condi¢des do movimento de um
ponto material, estd comprehendida noutra analoga, a qual, como adiante
veremos, ¢ a formula mais geral da Dynamica, e resolve analyticamente

todas as questdes do movimento de um systema de corpos.

Antes da descoberta d'esta ultima formula, apenas se resolviam alguns
dos problemas de Dynamica por meio de theoremas especiaes, aos quaes
por isso se dava o nome de principios». (Elementos de mechanica racional

pelo sr. Castro Freire).
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teremos f [on obom omesm ofl
d?z d”y d"m d*z dy dw
19 v3—*3e 3% “as @a = "as Y e
d_ogde’se_ tira s _
dz d do N® g 23 Ay
(@)ym—z-ﬁzc, b e @ =y =y ==,

Con T TR |
déslgnando ¢, ¢, ¢ tres constantes arbitrarias.

“'Procuremos a s:gmﬁcagﬁo d’estas equm;ﬁea, eomegando pela
prlmeu'a

"Designando por 7 a pro_]ecgﬁo, sobre o plano dos y z, do ralo
vector tirado da origem das coordenadas para a poslqao do mo-

vel, e por o o angulo que  forma com o eixo dos y, teremos,
suppondo 08 eixos rectangulares,

1]

L h

y=r cosb, z=r sen o','
e logo VR
yds—zdy=rds.
Olra 2 d s representa o dobro da area elementar descripta por »
durante d ¢; por tanto, designando essa area por d ), teremos, em
logar da primeira de (15), -

.d A =% cdt,
donde resulta el
: 1
(16) 1=Ect,

sem: nova, constante arbitraria, por suppormos que a area a prin-
cipia a contar-se da posigio de » correspondente & ¢==0.
4
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Do mesmo modo achariamos
: : by 1 15
(17) £t ll,ﬂEG’t, 1"35(}”‘,

sendo »' e % as areas descriptas pelas projecgBes do raio vector
sobre os planos dos @z e dos @ y. .

. Por tanto, e a dineeglo da forga que sollicita o moveI ‘passar
constamtments pela origem das coordenadas?, as areas descriptas
 pelas projecgdes do raio vector (tirado d’esse ponto para o movel)
sobrs os planos coordenados crescerﬁo proporctonalmente ao tempo.

"A' reciproca ¢ tambem 'verdadeira. ;

Com eﬁ‘elto, de (16) e (17) resultam, por duas denvagﬁes suc-
cessivas, as ‘equagdes (14); e d'estas e das tres primeiras equa-
gﬁes da pag. 48 resulta (13). :

Nestas duas proposi¢des se encerra o principio das areas.

Multiplicando a primeira das equagles (15) por @, a segunda
por ¥, e a terceira por z, e depois sommando—as ordenadamente,
resulta : '

(18) cz+cdy+c'z=0;

0 que mostra, que a trajectoria existe num plano que passa pela
origem das coordenadas, como alids se podia prever.
i1 Sendo assim, é manifesto que as areas descriptas sobre os pla-
nos coordenados pelas respectivas projecgdes’ do raio veetor re-
presentam as projecgdes sobre esses planos da area que o raio
vector descreve no espago.. | '

Esta area serd pois representada por

1 oy e
EMV(:2 + ¢ + ¢

1'As equagdes (13) significam que a direcglio da forga passa pela origem
das coordenadas,
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e as areas descriptas pela projecglio do raio vector sobre quaes-
quer outros planos crescerfio proporcionalmente ao tempo.

Temos visto, que o principio das areas subsiste sempre que a
direcgio da forga que sollicita o movel passa por um ponto fixo,
caso em que poderemos suppor que a forga provém da acgiio:
d’esse ponto.

Posto isto, supponhamos agora que havia dms centros d’acglo,
@, para maior simplicidade, tomemos um d’esses pontos para ori-
gem das coordenadas, e para eixo dos z a recta que passa por
esse @ pelo outro centrov A todo o instante, a forga que sollicita
o movel existird no plano que passa por elle e pelo eixo dos 2,
e encontrard este eixo num ponto variavel, cuja coordenada des-
ignaremos por z.

Em logar das equagdes- (13) terernos pois neste caso

Y Z2—2

Kot Xipo sation]
donde se deduz, sem maior difficuldade, que o principio da pro-
porcionalidade das areas apenas terd logar para as que sllo des-
eriptas pela projecgiio 'do’raio’ vector ‘sobre planos pb‘rpendmuh-
res 4 linha que une os dois centros d'acgdio. _ ,

Egual conclus?io se tiraria'no caso de haver tres ou mais cen-
tros d’acglio, dispostos em linha recta, '

29. As equages (1) equivalem a

(y-—~—-=;’)=0, (z-——md’) =g, m(a:—-—--yf;: =0mn,”

onde C, C/, C" designam tres constantes arbitrarias,
Ora, considerando, em qualquer momento, a forga instantanea
eapaz de commyunicar ao movel em repouso a velocidade que elle

*®
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temy @ attendendo /a que; como se deprehende da doutrina dos
n.” 15.e 22, as forgas instantaneas se podem avaliar pela quan-
tidade de movimento (producto’'da massa do movel pela veloci-
dade) que ellas communicam a um ponto qualquer em repouso:
reconhece-se que jas equagles precedentes ou.as suas equivalen-
tes (15) tambem significam que sdo constantes em relagdo aos
eiwos coordenados: 0s momentos d’essa. forga instantanea. . .

-D’aqui se péde concluir que o momento resultante d’esses tres:
¢ tambem constante em grandeza e direcglo. E ver-se-ha, sem
difficuldade, que o plano d'esse momento é pa.rallelo a0 que re-
presenta a equagﬁo (18) 0

ab abbosl: (B9 JoTeiiav elaog m 0Z19 8ign |
» o VHE, = Prinecipio-das forgas vivas, b ol ol

~

30. Visto que, pondo N=0 em (10), resultam as equa-
gBes (6), segue-se que aquellas equagdes 8o egualmente proprias
para determinar, tanto o,movimento d'um ponto livre, como o de
um ponto obrlgado a mover-se. sobre uma superﬁcle ou sobre
uma curva.

_ Posto, isto, ;n_ult,x_plicangio ordenadamente a primeira de (10).

d d .
por d—wdt=dm, a B'egunda por —ydc==dy, e a terceira por

d:

d—zdt-—dz, sommando depois’as’ equagdes  resultantes, e atten-
da*+d dz*

dendo a que é v*= +df:+ ‘z Jberemogii o oA 282

d.mvE2(Xde+Ydy +Z dz) +2N(ndx +pdy+'qdz2),
ou, mais simplesmente,

(19) dmv*=2Xde+Ydy+2Zd2z),

visto como, sendo livre o movel, é N=0, e no caso de 0 ponto
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gen obrigado a mover-se. sobre uma curva ou sobm (ama nupa‘n«
ficie! é ndw +pdy +qdz=0. molo 2 d & on-109ilqq
A fim de poder traduzir commodamente em linguagem- aequa-
¢lo (19) e ainda outras em que figuram elementos semelhartes;
convencionou-se chamar for¢a viva d’'um ponto material em
movimento ao producto da massa d’ésse ponto! pelo quadrado da
sua velocidade, e trabalho élementar. d’'uma forga applicada s
um ponto, em movimento - a0 producto da: forga pela projecglio
sobre ella do espago elementar d s percorrido pelo seu ponto de
applicagfio 2.

Com taes denominag8es péde pois dizer-se que a equaglo (19)
exprime que o augmento infinitesimo da for¢a viva é egual ao
dobro do trabalko elementar da'forga emterior applicada ao miovel.

" Considerando agora' duas posigdes taes do movel, que o arco
ou espago que as separa seja finito; como a equagfio (19) ¢ np
plicavel a cada um dos elementos d's d’esse espago, acha'remo's','
procedendo ordenadamente & somma das eqnagﬁes (19) respe-
ctlvas a todos esses elementos, :

@0) ' mur—mur—23(Xdz+Ydy+Zdz),

designando respectivamente por v, ¢ v a velocidade do movel na

g HG1H

)

dy
: n——- —f-pd‘ -|-q-— representa o coseno do angulo formado por Neds.

2 Demgnando por P a forga, serd

P s cos (P, ds) =Xdo-+Ydy+%

o trabalho elementar.

A expressido P dscos (P, ds) do trabalho mostra que esse elemento péde
tambem ser definido como sendo o producto do espago elementar ds pela
projecgiio da forga sobré elle.

E d'esta definigio immediatamente s¢ deduz que o trabalho elementar da
resultante é egual 4 somma dos trabalhos elementares das componentes.
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origem e no ‘extremo do espago finito, e devendo o sommatomo-
applicar-se a todos os elementos d'esse espaco.

Esta equaglio ‘exprime que o augmento da for¢a viva é egnal
ao dobro do trabalho total da forga.

31. No caso de ser Xda+Ydy + Zdz a differencial exa-
cta d’'uma funcglo de x, y, z, poderd effeituar-se a integra¢lio
indicada no segundo membro de (20); ¢ entlo aeha.rembal de-a
notando por ¢ essa funcglo,

(21) m”z'_'m"f:'g?(wa Y ‘)_29(930! Yoy Zo)-
- Posto isto, designemos por @ % as coordenadas do movel
respectivas a uma das suas posigdes. Substituindo essas coorde-
nadas em ¢ (%, y, 2), esta funcglio tomard um valor determinado,
que em geral serd unico?, e ao qual designaremos aqui por C.
Restituindo agora a 2, y, z a sua variabilidade, a equagio
¢ (#, y, 2)=C representard uma superficie 4 qual, bem como a
todas as que esta equa¢io pide representar dando a C differen-
tes valores, se dd o nome de superficies de nivel, pelas razdes
que vamos expor.

A equagdo differencial que comprehende todas essas superfi-
cies, &

(22) Xsax+Yoy+Zsz=0,

|

I

1 Alguns auctores denominam prineipio das for¢as vivas o theorema con-
tido na equagdo (20); nés porém, com Timmermans, reservaremos essa de-
nominagio para quando o' segundo membro d’essa equagilo for integravel,
caso em gue (20) se transforma em (21).

2 Veja-se uma Memoria de M. Bertrand, inserta no 28.° eaderno do Jornal
da Escola Polytechnica de Franga, ou, na sua falta, um pequeno excerpto
d’essa Memoria, publicado no vol. xxu, n.° 12, do Instituto, com o titulo de
Theoria mechanica das condigdes d’integrabilidade das equagdes differen-
ciaes enlre duas ¢ lres variaveis; e sua applicagdo ao principio das forgas
vivas.
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onde, representamos por @, 3 ¥, ¢ z a8 differencas das ‘coorde-
nadas de dois pontos infinitamente proximos;, ambos situados
sobre uma d’essas superficies, as quaes differem das que temos
denotado por da, dy, dz, que designam as mudangas infinite-
simas das coordenadas do movel provenientes da sua passagem
d'um para outro ponto da trajectoria.

Ora a equaglo (22) exprime que a forga, cujas componentes
sfo X, Y, Z, é normal a cada uma d’essas superficies em qual-
quer dos seus pontos; e sabe-se, pela theoria da attracglio, que
ds superficies que gozam d’essa propriedade se di o nome de
superficies de nivel. .

Se a trajectoria fosse uma curva plana, tomando o plano d’ella
para um dos coordenados, bastariam duas das equagBes (6) para
determinar todas as circumstancias do movimento. Nesse caso
o segundo membro de (19) sé conterla duas variaveis, e em vez
de superficies bastaria considerar cwrvas de nivel.

Podemos agora terminar o que tinhamos para dizer dcerca do
principio das forgas vivas.

Depois do que fica exposto, é facil ver que a equagio (21)
exprime que ¢ constante o augmento da forga viva, proveniente
da passagem do movel d'uma superficie para outra; quer dizer,
se dois moveis partirem d'uma d’essas superficies, embora com
velocidades differentes e seguindo trajectorias diversas, ao che-
garem a outra superficie, ambos elles terflo gankho a mesma forga
viva, e se, pelo decurso do movimento, algum d’esses moveis
voltar a uma superficie por onde j4 tinha passado, terd no mo-
mento do regresso a mesma forga viva que possuia quando ahi
passou. :

322. Attenta a importancia da equagfo (21), serd conveniente
indagar em que casos é X da: 4 Y dy + Z dz a differencial d'uma
funcgio de =, y, z

Tem isso logar, sempre que a forga que sollicita o movel pro-
vem da acglo que outros pontos fixos — centros d’acgdo — exer-
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cem sobre elle, dependendo a intensidade d'essa acglol tho sd-
mente ‘da distancia do centro respectivo ao ponto movel.

‘Com ‘effeito, 'designando’ por a, b, ¢ as coordenadas d'um
d’esses centros d’acglo, por f a sud distancia ao movel, e por B
a funeglo de f, que representa a intensidade da for¢a proveniente
d’esse centro, teremos, conforme a forga for attractiva ou repul~
v , Seeal o

b—y. o—z

. . i : R
R=FP Y= F Z=%+TF:

dpw Rt oodn
e logo

f IR} B Lot {fals
de—{-Yd-y-{-Zdz:;tF(a_ w)dlm-ll-( fy)dy+(c B)dz’
ou San -

Xda +Ydy+Zdz= T Fdf,

visto ser 4 '

@—ap+y—be+E—dp=f

.. Ora F d f é differencial exacta d’'uma funegfio de f e, por tanto,
d’uma funcciio de @, Y. 2. '

O que dissemos da for¢ga F péde egualmente repetir-se dcerca
de cada uma das forgas, F/, F”,... provenientes dos outros cen-
tros d'acglo; e como o trabalbo (elementar ou total) da resul-
tante de quaesquer forgés applicadas a um ponto é egual 4 somma
algebrica dos. trabalhos respectivos das componentes (pag. 53,
nota 2) poderemos concluir que é

domyt=TF 2FdfF2Fdf T ...

e verdadeira a proposi¢io enunciada®.

1 D'esta ultima equagiio péde tambem inferir-se que, por effeito de qual-
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* Seth que o principiodas forgas vivas deixe de terlogar, pédel
tanmibem o movel ser actuado por uma forga dirigida perpendis
cularmente a um plano fixo e cuja intensidade seja uma funcg.ﬁo'
qualquer da distancia do movel ao plano. sl

Com effeito, designando por 'F ‘essa forga e‘pot f{'a dlstanclar
do movel ao plano, serd F, df; o trabalho elementar de F,. Ora
F, df, é differencial exacta de uma funcgdo de f; e, por tanto,
de uma funcglio de @, 'y) &/ 11 ¢ (0 v '

33. No caso de ser constantemente nullo o trabalho ele-
mentar da forga exterior que sollicita o movel, ) que sémente
poderd dar-se num de dois casos — quando nio existir forga ex-
terior, ou quando a sua direcglio for normal 4 trajectoria—, de-
duz-se de (19) que serd constante a forga viva do movel.

Nisto se resume o chamado principio da comsrvagda das for-
gas vivas.

D4-se, por exemplo, este caso quando um ponto ¢ posto em
movyimento . sobre uma curva ou sobre uma superficie sem que
depois actue sobre elle forca alguma exterior. Assim, em taes
circamstancias, o movel conservar a sua velocidade inicial L. 4

Cumpre porém notar que na ggalidade 0 movimento d'um pont@
sobre uma curva ou sobre uma superficie dd sempre logar ao
desenvolvimento d’'uma forga d’attrito, a qual obra tangenctl'dl:-
mente & trajectoria e em sentido contrario do movimento. O tra-

quer forga F, resultard para o movel um augmento de for¢a viva, quando,
sendo attractiva a forga, a distancia f diminuir, e nma diminuigiio quando
essa distan&ia augmentar; e que o inverso terd logar quando a forga for re-
pulsiva.

1 Tsto mesmo j4 tinha sido demonstrado em o n.° 24, visto como a forga
proveniente da curva ou da superficie sobre que'o pento'se mové ¢ norma]
4 trajectoria. E o mesmo resulta’ da equaghio (9), e péde tambem ser de-
monstrado directamente no caso do movimento ter logar sobré uma curva
fixa. (Veja-se'a Mechanica de Francoeur ou a 'de Boueharlat).
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balho elementar d’essa forga :serd pois. constantemente negativo:
e, por tanto, attendendo & equaglo (19), serd facil ver que, por
effeito d’essa forga, a velocidade do movel diminuird constante-
mente, e que, em consequencia, se tornard nulla. depois d'algum
tempo; 0 que a experiencia confirma,

IX. — Principio da minima. acgdo !,

34. Este principio tem logar nas mesmas circumstancias em
que se verifica o principio das forgas vivas, sendo que na demons-
traglo do primeiro se faz uso do segundo.

Digamos em que consiste o theorema.

Suppondo que se tracta do movimento d'um ponto livre ou

d'un ponto obrigado a permanecer sobre uma superficie, consi-
dere-se a parte da trajectoria comprehendida entre dois pontos
determmados d’ella, que todavia podem ser quaesquer. Fixando
esses dois pontos, imagine-se que se distendia continuamente o
arcg ou parte da trajectoria comprehendida entre elles, e que nés
suppbmog' extensivel e contractil, assentando sempre esse arco
sobre a superficie no caso de se considerar o movimento d’um
ponto obrigado a permanecer sobre ella. '
Suppondo que se havia calculado para o movimento sobre a
trajectoria primitiva o valor de Jmvds, sendo este um integral
definido em que os limites se referem aos dois pontos fixos jd
designados, ¢ sabido que, pretendendo-se passar do valor d’esse
integral para o respectivo ao movimento sobre a trajectoria cor-
respondente a uma das posigSes variadas da primitiva 2, conside-

1 Na sua denominagio conserya ainda hoje este prineipio claros vestigios
das nogbes metaphysicas que outr’ora lhe andavam ligadas.

2 No easo de que tractamos as forgas X, Y, Z sfio funcgdes determinadas
de @, y, z. (Veja-se o comego d'este n.° e o que dissemos em o n.° 32).
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rada como uma curva material que o movel é obrigado a.per-
correr, é sabido, diziamos nds, que o valor do novo integral é
dado por uma serie ou somma em que a primeira parcella ¢ re-
presentada pelo valor ji calculado do integral definido respectivo,
4 trajectoria primitiva, eo segundo é expressa pela variagdo
d’esse mesmo integral.

Posto isto, o theorema de que tractimos consiste em que ¢
nulla a variagdo do mtegml definido, respectwo ao movimento
sobre a trajectoria pﬂmttwa ae)

Antes de entrarmos na demonatragﬁo do theorema, cumpre adver-
tir que o principio das forgas vivas, que por hypothese tem logar
no movimento primitivo, ha de egualmente verificar-sé no movi-
mento sobre a trajectoria depois, de variada e considerada como
uma curva rigida que o movel é obrigado a percorrer.

Em todos os movimentos assim considerados a velocldade do
movel serd pois dada (n.° 31) pela relagio R i

(23) mve =25k + 2, (@, 9,2

s LI5S

sendo o uma funcglo determinada, e designando 2% uma con-
stante dependente das circumstancias iniciaes (respectivas ao pri-
meiro ponto fixo considerado), a qual péde ser constante para as
differentes trajectorias on variar continuamente d'uma para outra.

Com quanto o principio da minima acgio sémente tenha logar
na hypothese de % ser constante para as differentes trajectorias,
nds, para melhor patentearmos. essa restricgio do theorema, co-
megaremos por suppor k variavel.

35. Passando agora a demonstrar o theorema, supporemos
a massa do movel representada pela unidade, o que, sem preju-
dicar a generalidade da demonstragio, torna esta mais slmp]es.
Temos

(24) dfvds=[s(vds)=[vdds+ [dsdv,

-
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“«Pes ohaattdo d lavom o enp lsivalem svins amin omon ehax
3 7', _d#zgd#{%@w,aé Jer guo. pib
resulta . ,
U dbyds—dmads dysdyt desds;
é\d‘és_ta‘”" .

3 L. ox AR AL

(26) vads—d—dm i-—day+—v—daz.
“1a%v i 9 11
::; ]jemaia,_é_
ds;v:dtvav=§dta.v2;
é, como de (é3) resulta

$.02=23k+2Xox+Yoy+Zsz);

serd
dspv=ditsk+dtXsxe+Ydy+Zsz).

Agora, substituindo nesta equaglio, em logar de X, Y, Z, as
suas expressdes deduzidas de (10), acharemos?! ib

@z @y
=dts £ i e
dsdv=dit k+(d2m daz"""_l'dez”)d

—N@mdae+pdy+gdadi,

7 1 Como j4 tivemos occasido de dizer, as equagdes (10) so egualmente ap-
plxc(avms tanto a0 movimento d’um ponto livre como ao d'um ponto obn"d.do
“&moydr-se sobre uma superficie,
- L
b

......
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ouy mais simplesmente, ' 1.l vor ol wasiineliih astonupo

R
hd) &

2 d’y
(26)" ds&v-—dték-}-(d!‘z x 1~-——Jy+dr’&&z)dt
ﬁs’tﬁ"&.bﬁ&’,’ sendo livre o p'On'td, & N220, e, no caso dé ser obri-
gado a mover-se sobre uma superficie !, é ndz+pdy + g#z.—-O
Finalmente, de (24), (25) e (26) resulta '

fvds::&«!'k +fd (—8‘ + y-{- )

onde representamos por ¢ o valor do integral definido [d¢.

Effectuando a integragflo indicada no segundo membro d’esta,
equaglo, e attendendo & que, por serem fixos os.dois pontos &
que se referem os limites do 1ntegra.1 é, para ca.da um dellas,
& o =8 y== 34220, -acharemos /11 ob watn -

8‘fﬂd3=ﬂa‘k,

e, suppondo ¢ %=0,
¢ [vds=0.

36. Os tres principios, de que ultimamente nos temos occu-
pado, exprimem propriedades muito interessantes do movimento
d’um ponto; mas, sob o ponto de vista analytico, nem todos elles
tém a mesma importancia. :

O principio das areas fornece tres integraes de primeira ordem

1 Veja-se & nota (1) da pag, 53.
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das equagdes differenciaes do movimento !, éxpressos pelas equa~
gles (15).

O das forgas vivas dd um integral ‘de primeira ordem, repre-
sentado pela equagio (21).

Finalmente o principio da minima acgfio nfio d4 integral algum;
e apenas poderia servir para se obterem as equagdes differenciaes
dp mowmento, se, por ventura essas equagﬁes nilo estivessem Jai
deduzidas 2.

4

1l

1 Como| é sabldo, a8, equaguas dlﬁ'eran?ls.es do- movimento ad:‘nﬂ:em seis
1nt,egmes &mtmctos de pnmelra ordem. *

A primeira vista poderi parecer que o principio das areas fornece tam-
bem os tres integraes finitos d'essas equagies, sendo esses integraes repre-
sentados pelas eﬁﬁa@eﬁ (16) e (17). Ci.l'mpra'p{‘)réin notar que, sendo desco-
nhecida a expressiio das grandezas ahi representadas por 1,2/, 3/, estas equa-
gies; com quanto exprimam’ prop'nedades dos 1nbegraea, ‘nfio ddio a gua for~
mula ow composigio analytica. | P

2 Veja-se a Mechanica de Duhamel, tomo 1. °, Pag. | 463 e spgumtes.
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G A pagina 38, linhas 13 e 14, em logar de «Seja § a acceleracio
correspondente a4 forga P considerada constante» deve ler-se erI}To fim do

tempo ¢ seja P a intensidade da forga que sollicita o movel»,
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