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TRIGONOMETRIA ESPHERICA .. (t
-
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cos.

I

Noções preliminares e formulas fundamentaes

_

1. A trigonometria espherica tem por objecto a l'e-

sO'J:U""ç-ã dos triangulos esphericos, isto é, obter o conhe­
cimento de todos os elementos de um triangulo esphe­
rico, quando são dados, os sufficientes. paya determiner
os outros. Chttm na-ngú'l' es]?1íèrico a porção da

'superfície de uma esphera comprehendída entre tres ar­

cos de circulos maximos que se interceptam dois a dois.
-"r Satïido é que os pontos de intercepção dos tres ar

cos de circulos maximos são vertices de mais de um

triangulo espherico. Assim (fig. L'') os vertices A, B, C
pertencem tanto ao triangulo que tem por lados BC = a,
AC = b, AB = c, e por· angulos oppostos a estes Ia­
dos a, �, 'V, como áquelles cujos elementos sejam os lados
BDC = 3600 - a, b, c, e os angulos 3600 -

ex, 1800 - �,
1800 -

'V' ou a outro com os angulos, 3600 -�, 1800 - a,
1800 -'- 'V, e os lados 3600 - b, a e c, etc., etc.; mas a

determinação das partes de um triangulo onde haja ele­
mentos superiores a 1800 vem sempre a depender da

resolução de outro formado de elementos menores. Por
este motivo basta considerar somente os triangulos es­

phericos n'estas condições.
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Se do centro da esphcra tirarmos rectas ]Jara os pontos
em que os arcos se interceptam, serão ell as as arestas
de um triedro com o vertice no mesmo centro, cujos
elementos, tres faces e tres angulos diedros, são os ele-:
mentos do tdangulo espherico; os lados d'este são os

arecs que medem os angulos planos do triedro, e os

diedros do triedro são os angulos do triangulo esphe­
nco.

Tambem se sabe que, se de um ponte qualquer ti­
rarmos tres perpendiculares sobre as faces de um triedro,
estas rectas serão as arestas de um novo triedro, que .

chama supplemental' em relação ao primeiro; os angulos
planos de um são supplementos dos diedros do outro,
e as faces d'este supplementos dos diedros d'aquelle. Se
o ponto d'onde partem as perpendiculares fôr o vertice
do primeiro triedro e centro de uma esphera, os pontos
onde a superfície d'esta é encontrada pelas perpendicu­
lares são os palas dos arecs, lados do triangulo � -

rico que aquelle triedro determina ; e reciprocamente os

vertices d'este triangulo são os palas do que é formado
pelos arcos de cirealos . raxí rn os que-_unem duas a duas

aquellas intersecções. Entre os elementos de ambos os

triangulos, os quaes se dizem polares um"1r respeito do

outro, ha pois as mesmas relações que entrë+trs
dois triedros suplementares: os lados e angulos do pri­
meiro são supplementos dos angulos e lados do segundo.

Por este modo em triangulos de elementos menores

que 180.°, e attendendo a que os elementos de um trian­

gula espherico são os mesmos que os do triedro respe­
ctivo, dos theoremas geometricos relativos aos triedros con­

elue-se immediatamente que:
l,O A semma dos tres lados é sempre mener que 360°.
2.° A semma dos tres anqulos está comprehendida entre dds

e seis rectos.

3.° Q'ualq'LwT lado é inenor que a semma dos outros doi' ,

e maior que a s'na d�fJ'e1'ença.
4.° Dois trumqulo» esphericos são eguaes, quando os tres an-



7

qulos, on os tres lados, mt dois lados e o angtÛO compreheu­
dido, on uni lado e os dois angulos adjacentes forem /'el)pe­
ciioamenie egnaes cada 'Win a cada uni e semillianieruenie (til)­

postos. Quando se verificam aquellas condições de egual­
dade, mas desacompanhadas da mesma disposição das par­
tes, dois triangules assim constituídos dizem-se symetri­
cos, correspondem a triedros com a mesma denominação,
e, sendo os triangulos existentes em espheras do mesmo

raio, teem areas eguaes.
5 ..

° O ano ele circulo maximo abaixado do vertice de Win

---;"iangtdo espherico isosceles perpetulicularmenie sobre a base,
divide-a ao meio, como lambem, divide ao meio o anqulo elo
venice.

6.° Em qualquer truinqulo espherico Cl lados eguaes ficam
oppostos angulos egLtaeS, a maior lado maior angulo, e reei­

procamenie.
2. Seja ABC (fig 2:) um triangulo espherico traçado

so re uma esphera, cujo raio OA = 1', e o centro é cm

O, e supponhamos que cada um dos lados AB = c, AC =ó
é menor do que 90°. Tirando pOl' A UIlI plano pcr­
pendiéiilâr ao raio A, e, pIgno cortará as faces do
triedro correspondente sêb'lmdo as rectas AE AD DE'

o
.,) '"

que formam o triangulo rectilíneo DAE e onde o angulo
�

D \ r
'

0DE1�lCsmo que o angulo A do triangule espherico.
A recta ,opposta aquelle angulo, é tambem lado do

triangule rectilineo DOE, opposto ao angulo DOE o qual
tem pür medida o arco BC = a do triangule espheríco. As
intersecções AE, AD do plano secante com as faces AOE,
AOD do triedro formam com OA e as rectas OE, OD
os triangulos rectangulos OAE, UAD. Estes nos dão:

OA I'
OE=----=---

cos AOE cos b

OA l'
OD=-·-=-,-

COS AOD cos c

AE = AO tang AOE = l' tang b
AD = OA tang AOD = r tang c ;
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e dos triangules OED, AED tiramos

DE2= OE2+ OD2_ 20E . OD casa,

-o -2 -o

DE"= AE + AD" - 2AE . AD cos A
,

equações que, por subtracção e attendendo aos valoros
antecedentes, nos dão

2r2 Cali a

O = 21,2 - ----- + 2r2 tano' b tano' c cos A
cos b cos c

<:> <:>

d'onde se tira a formula

cos a = cos b cos c +- sen b sen c cos A (1)

que estabelece a relação entre os tres lados o o angulo
opposto a um d' elles,

3. Esta formula, como se vê, foi deduzida ml, hypo­
these de serem os laclos b e c, tanto um como outro"
menores que 900, pois só assim é que as rectas AD, A E

tangentes aos arcos AB, AC encontram as arestas OD,
OC do triedro, c subsistem por isso aquelles triangules
rectilineos e aE: c,.illlselluencias que se derivam. Mas a

formula é ainda verdadeira Iïõ� outi'OS casos, como pas-
samos a mostrar, ,

Soja primeiro. c> 90° e b < 900• Prolonguemos (fig.
3_a) os lados AB· e BC até se encontrarem em�.r­
angulo ]3' = B. Fazendo CB' = a', AB' = c', ao trian­

gulo AB'C, onde temos b < 90° e c' < 900, é applica­
vel a formula (1) que nos dá

•

cos a' = cos b cos c' + sen b sen c' cos B'AC

e corno é a' = 180°-a, c' = 180u-c e B'AC = 180°-A,
teremos finalmente

eos a = eos b cos c -t- sen b sen c cos A ,

llue li a formula (1).
Sejam agora b > 90° c c> 900, e prolonguemos es­

tes Iados até o seu encontro em A' (fig. 4.a). Fazendo
A'C = 1./ , NB = c' , o triangule kBC nos dá
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cos a = cos b' cos c' + sen b' sen c' COH A' ,

e por ser A' = A , b' = 1800 - b , Cf = 180° - c , re-

cahimos na formula (1). '.

Supponhamos que temos ao mesmo tempo b = 90° e

c = 90°. N'este caso o triangulo é birectilatero, o ponto
A é o polo do arco BC e o angulo A tem por me­

dida o mesmo lado BC = a ; mas por ser então cos b = O ,

.cosc=O, senb=l, senc=l, a formula' (1) applí­
cada nos dá, como deve,

cosa = cos A,

e por tanto é ainda verdadeira.
Passemos a suppôr que é b = 90° e c < 90°. No trían­

gulo ABC (fig. 5.") prolongue-se AB até D de modo

que seju AD = 90° ; então A é polo do arco DC, e no

triangulo DBC temos

D = 900 , BD = 90° - c , DC = a' = A ,

podendo a' ser ou não egual ti 900. Se é a' = 90° , como Jl:t
ternos b = 90° , será C polo do atco AB, e por tanto A =

90° , a = 90°, a' onul' Hpplicaùa ao triangule
ABC, dá-nos

0=0

� �...isso é verdadeira .

. :;y Se 'ã é différente de 90°, então já sabemos por (;1,1-
guns dos casos antecedentes que 'l-)()delllOS applicar a for­
mula (1) ao triangulo BDC, onde, fazendo BD = c' nos

vem
,

'+
' ,

Dcos a = cos a cos c sen a sen c cos
,

c por que é

D = 900 , Cf = 900 - c , e af = A ,

cos a = cos A sen c
,

� é O que se obtem, com b = 90°, applicando Il formula

(1) ao triangulo ABC.

Suppondo finalmente b = 90° c c � 90°, tomando no

j
r

,
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lado AB (fig. 6.") Ulna parte AD -= 900, c unindo D com C
COl110 no caso antecedente, teremos o triangulo DEC, onde é

� , DC = ct' = A , BD = c-90° , BDC = 90° ,

e a formula (1), que é applicavel, nos dá

cos ct = cos ct' cos Cc - 90") = cos A sen c ,

como dariu, sendo applicada ao triangule ABC e fazendo
b = 900•

Logo a formula (1) é verdadeira cm todos os Casos.

4. Tirando pelos outros vertices B c C do trÏangntO
'

espherico planos tangentes á esphera e repetindo as mes­

mas deduções que no n." 2, ou permutando as letras na

formula (1), o que vale o mesmo, temos mais duas for­
mulas que com aquella formam o grupo

cos ct = cos b cos c + sen b sen c cos

A!cos b = cos ct cos c + sen ct sen c cos B (A)
cos c = cos a cos b + sen ct sen b cos C

, .

E porque, salvo os casos duvidosos, o que mais tarde

discutiremos, l1la....trianp-ulo es herico fica determinado,
quando forem dados tres c os seus elerïïêntos, das equações
que estabelecem as relações entre estes não podem ser

distinctas mais do que tres; podemos por isso consi­
derar o grupo (A) como o das formulas funda�"'l;-�
da trigonornetria espherica. Mas nos diversos casos que
se apresentam é conveniente ter formulas que deem im­
mediatamente a expressão da incognita, e as quae::; IJUs­
samos a deduzir combinando aquellas devidamente.

5. A fim de obter uma relação entre <lois lados (l c

b e os angulos oppostos A e B, basta,eliminar c entre

,as duas primeiras formulas (A), o que se consegue fa­

cilmente introduzindo n'ellas os senos dos angulo em lQ­
(far dos cos enos. A nrimeira equação nos dá
o � ,

cos a - cos b cos c
cosA=

sen b sen c

d'onde
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'J ,,:;cll:lb sell:2(' - (cos c -cósb casu)!
"cn-A = 1 -cos- A =

"0>sen-ú seu-c

(1 - co,,2&) (1 - cos�c) - (casa-cash cosc)�
-

sell2bs;ü2c
-

1 - cos2a - cos2ú - cos2c + 2 cos a cos h cos c

sell2ú sen�c
e ]Jur' tanto

seu 2 A 1 - eos"'a - eos;)b -- eo�2G + 2 cos a cos ú co� c

-;!en::i�
-

sen2a SCll2h sell:2c
",,_.---

de
sen �,A__ ' A

Este valor ,e, como se ve, uma expressão sy_
sen <a

metrica em relação a a, b e c, não muda com a permu­
tação crestas letras; por conseguinte, da segunda e ter-

sen
i B sen+C

cetra de (A) tiraríamos para valores sell-ifj- c sen-fe
�1l mesma expressão, e assim será

sell 2A sell '2 B sell :te
sen;) a

-

sen'2 b
-

sell '2 c

Extrahindo a raiz uadrada, c attendendo ti que us

senos ele arecs menores ao ue
-

'1-&e>0 são positi vos, te­
remos as formulas

sen A sell B

sell a sen b

sen C

sen o \ (B)

que constituem a chamàdu regra dos quatro senos,

6. Sejam A' , B', C' , a' , b' , c' os elementos do trian­
gulo polar do triangule ABC.

A primeira de- (A) dá-nos
cos a' = cos ó' cos o' + sen b' sen c' cos A' ,

c porque são

a' = 1800-A
b' = 1800-B
c' = 180° - C

A'= 1800-a
B' = 1800-h
C' = 180°-0

introduzindo estes valores c trocando os slgnaes a am­

bos os membros da equação, virá
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cos A = - cos B cos C + sen B sen C cos a

deduzindo do mesmo modo as expressões dos cosenos

dos outros dois angulos do triangulo ABC, teremos pois
cos A = - cos B cos C + sen B senC cos a

eos B = - cos A cos C + sen A sen C cos b (C)
cos C = - cos A cos B + sen A sen B cos c

7. Se na primeira das equações (A) introduzirmos o

valor de cos c tirado da terceira, teremos

cos a = cos a cos2b + sen a sen b cos b cos C + sen b sen c cos A ,

passando para o primeiro membro os termos em (', re­

duzindo e dividido por sen b, fica

eos ct sen b � sen ct cos b cos C = sen c cos A (2),
\

e pela permutação de ) etras se obteriam mais cinco for-
mulas analogas. Agora, se dividirmos ordenadamenteã

.....
.­

equação (2) por esta

-

� -'

Pela permutação de letras obteem-se mais cinco fof-'
mulas, as quaes com esta se podem escrever aSSIm:

cos b cos C = - sen C cot A + sen b cot a

1cos c cos A = - sen A cot B + sen c cot b
.

eos ct cos B = - sen B cot C + sen a cot c

eos Ct cos C = - sen C cot B + sen a cot b

Icos b cos A = - sen A cot C + sen b cot c

cos c cos B = - sen B cot A + sen c cot a

(D)

que se tira de

sen c sen A
sena =- --­

sen C

vem

cot ct sen b - cos b cos C = cot A sen C .

8. Cada uma das equações dos grupos CA), CB), CC) è

CD) contem quatro dos seis elementos de um triang,:lo; �

ellas são cm numero de quinze, que é o das combina­

ções de seis objectos' quatro a quatro. Para as applica­
ções bastará em cada caso escolher a equação conve-
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niente para dar de prompto a incognita em funcção dos

elementos conhecidos, e appopriar a mesma equação ao

calculo Iogaríthmico. Para auxiliar a memoria podem ser

cornpendiadas nos seguintes enunciados:
I." O coseno de um lado qualquer de um trumqulo es­

plierico é equal ao producto dos cosenos dos outros dois la­

dos, mais o producto doe senas de estes mesmos lados mul­

tiplicado pelo coseno do arujulo opposto ao primeiro.
2." Nos trùuiqulos esphericos os senas dos angulos estão

P1_lf:l"fr si como os senas dos lados oppostos.
3.° O coseno de um ang'Ltlo é equal a somnui' algebrica do

producto dos cosenos dos outros dois angulos, mais o P?'O­
ducto dos senas de esses mesmos angulos multiplicado pelo
coseno do lado opposto ao primeiro angulo, devendo dar-se o

signal negativo ao producto em que entrem. só anqulos.
4.° Postos quatro elementos contiguos de unri trianqulo, o

-lJ?'od'Ltcto dos cosenos das partes medias é egnal il semma

dos productos dos senos das mesmas partes multiplicodos
pelas cotangentes das extremas, lado coni lado e œnqulo com

anqulo, dando-se o signal .:J:JI;IJ"at£vo ao producto em que fi­
guram angnlos.

II

Resolução dos triangulos rectangulos

9. Designando p<\! a a hypotenuse, faremos A = 900
nas formulas acabadas de deduzir, e assim nos virá:
pela primeira de CA)

CDS a = cos b cos c

pela regra dos quatro senas

sen b = sen a sen B I
sen c = sen a sen C I

pela primeira, sexta, segunda e quinta de CD)

(3),

C 4),
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tang b = tang a cos C

IItang c = tang Ci cos B

tang b = sen c tang B

tang c = sen b tang C

(5),

e finalmente por CC)
cos a = cot B cot C

Icos B = cos b sen C
cos C = cos c sen B

(6).

N'mn triangulo rectangulo, alem do angulo recto que
é conhecido, ha mais cinco elementos dos quaes �oi:­
bastam para determinar os outros tres. O numero de
combinações que se podem formar com esses cinco ele­
mentos tomados tres a tres é dez, e tantas são as equa­
ções (3), (4), (5) e (6) que resolvem todos os casos dos
triangules esphericos rectangulos, e estão já adaptadas ao

.-al culo logarithmico. Estas formas comprehendern-se to­
das nos seguintes enunciados, que são as

,...

No trianglllõesphe'l'icrr-t'fJCtanguüJ-o coseno da parte me­

(Ha fi equal ao producto dos senos das partes separadas.
No triasujulo espherico recianqulo o coseno da "parte media

fi equol ao producto das cotangentes elas parter; \o!!i;J:%'t«.�
No 11:';0 e applicação d'estas regras deve:rn.oo:-
1.0 Em relação á contagem e ordem dos elementos

do triangule não fazer caso do angulo recto, tomando-o

corno não existente.
2.° Ver na figura a disposição das tres partes, duas

dadas e uma pedida. Quando todas as tres forem conti­

guas (como C, a e B na fig. 7.a), chamaremos conjunc­
tus as que. occupam os extremos (C e B na mesma fi­

gma) e media a outra. Quando' uma ficar isolada GUS ou­

tras duas por elementos que não figuram na formula,
será aquella a media, e estas as separadas; assim na fi­

gura 8:' b é a media e B e c são as partes separadas.
3.° Em YCl. de as funcções t.rigonometricas, que as re-
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gras indicam, tornar as complementares, quando for ca­

theto o elemento a que aquellas funcções se referem.
10. As formulas do paragrapho antecedente manifes­

tarn irnmediatamente algumas propriedades dos triaugu­
los rectangulos.

1.0 A equação (3) faz ver que, quando um dos lados
fôr maior do que 90°, tambem o será um só dos outros,
de sorte que o numero de lados maiores que um qUfL­
drante é dois ou nada.

� Qualquer das duas ultimas formulas (5) mostra

que um catheto é da mesma espécie que o angulo op­
posto, isto é, maior ou menor que 90°, comforme ()

angulo opposto tambem fôr (nfaior ou menor que mil

recto. �

.1.° As duas primeiras do mesmo gnlpo (5) indicam

que a hypotenusa e UIll catheto são da mesma especio
quando o angulo comprehendido fôr agndo, e (le aspe'·
cie différente se fôr obtuso.

11. Bem que sejam dez as conbinações que se possam
formar com cinco elementos tres a tl'es-{ou dois a dois),
são só seis os casos distinctos qu-€ importa consíderar.
Assim, quando é dada a hypotenusa e um angulo ael­

jacente, temos a e B ou a e C duas combinações dis-
""..",.""·.!.w..:.t..us...._p um só caso para discutir, etc, etc. Passemos a

percorrer todas estes casos.

PRIMEIRO CASO. E' dada ft hypotenusa e um catheto,
a e b. A equação (3) dá o catheto c, a primeira de (õ) da
C, e a primeira de (4) dá B. Ainda que este angu] o é
dado por um seno, que tanto compete a um angulo
agüdo como ao seu supplemento, não ha ambiguidade
por sabermos que o angulo B é cla mesma espécie que L,

SEGlÆDO CASO. São dados os dois cathetos, ú c c. A
equação (3) dá a hypotenusa, as duas ultimas (5) dão
13 e C.

TERCEIRO .

CA'SO. E' elada a hypatenusa e 'am arumlo
'adjacente, Ct e B. A primeira das equações (4) dá Ú, ft

segunda de (5) dá c, e a primeira de (G) dá, C. O ludo
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b é dado por um seno, mas não ha ambiguidade por
ser da mesma especie que B.

QUARTO CASO: São dados os dois angulos adjacentes á

hyp a tenusa, 13 e C. Obteem-se os tres lados, usando das
formulas (6).

QUINTO CASO. E' elada um catheto e o onqulo adjacente,
beC. A primeira e a ultima Jas equações (5) dão a

hypotenusa e o outro catheto c, a segunda Je (6) dú
o angulo B.

SEXTO CASO. E' elada urn catheto e o angulo oppostr::
b e B. A primeira das equações (4) dá a, a terceira de
(5) dá c, e a segunda de (6) dá C. Todos estes elementos
são dados por senos, e �im é este o unico caso duvi­
doso na resolução dOB tr..!.ltlgulos esphericos rectangulos.
O problema tem duas soluções: mas quando outras con­

dições do mesmo problema determinem a espécie de C
ou c, por exemplo de C, então será da mesma c, como é

sabido, e a Je Cl é determinada depois pela eqwlç-o ;�).
Na figura 9." estão representadas as duas soluções,

por que com o dados AC = b e B tanto se pôde COIlS­

truir o triangul �æc, -CUrou o- eutro AB'C que com

o primeiro forma a lunula BCB'AB; e se vê clara­
mente como os elementos a, c e C de um são os sup­
plementos dos elementos homonymes Jo ontr�j.uan.�.J11{)

III

Transformação e adaptação das formulas funda­
mentaes ao cale uIo logarithmico; formulas de

Delambre. e analogias de Neper.

12. A primeira Jas formulus CA), resolvida cm ordem

fi cos .A, dú-nos

COs a - ros b COR C

eORA =- -- -

sen b seu ('



= v.' cos (b - c) - cos a

2 sen b sene

I" J
r

17

e introduzindo este valor nas formulas conhecidas

1 V 1- casA
sen-A= ----

2 2

cos _!_ A = V 1· + cos A
,

2 2

temos

1 V sen b sen c + cos b cos c - cos a

sen
"2

A =

2 sen b sen c

\I a+e-b a+b-e
sen sen----

= 2 2,
\ sen b sen c

1 V cos a - cos b cos c + sen b sen c
cos - A = -----::--:,--:,--....:_----

2 2 sen b sen c
"--�='

= V cosa - cosCb +e)
2 sen�b sen c

Por permutação de letras n'estas formulas, ou rEiPe­
tindo a deducção com os valores de cos B e cos C tira­
dos das equações- CA), obteem-se formulas analogas para

os senos e cos enos dos angulos � B e � C. Depois por
..., ..

divisão obteem-se as tangentes e, chamando 2p ao pen­
perimetro a + b + c do triangule, teremos por fim:

2



sen � B ---:- V sen Cp - a) se� (p - c)
,2 sen a sene (7)

18

1
A V sen(p - b) sen(p - c)sen- =

2 sen b sen c

sen � C ='V sen Cp - a) sen Cp -- b)
2 .

sen a sen b
'

. 1
A V sen p sen (p - a)

, J'cos- =

2 sen b sen c
f

1
B V senpsenep =b) (8)cos - =

2 sen a sen c

1
C

.

V senp ,sen(p - c)cos - = .

,
.

2 sen a sen b

tIA V sen (1) - b) sen CP - c)ang- =

2 senp sen(r - a)

tang � B = VIseniE_::_- al_�e_� (j1 - c2, (9)2 S.ill!�i12 - b2
1

C 0-sen(r - a) sen(p - b).
tang - = ,

2 senp sen (p - c)

N'estas formulas devem sempre os radicaes ser-to.r..:mr

dos com o signal mais, por ser menor do que 1800 cada
Um dos angulos do triangulo. )L

12� Chamando e ao excesso espherico no triangulo
ABC, e designando por a',b',e',A',B',C', os elementos do

triangulo polar, temos

e = A + B + C - 1800

A' = 1800 - a, B' = 1800 - b ; C' = 1800 - c ,

a' = 1800 _:_ A, b' = 1800 - B, c' = 1800 - C ,

- ,..

, 3: 1800 _..;.. (A + B + C) 3.1800 - (1800 + e)
p=

2
=.

2'

- Q. 'r 4 J
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a a

sen - A = sen ( O - - ) = cos -

,

2 2 2

i '
a a

cos
2

A = cos (90 -2) = sen2 ;

então a applícação das formulas (8) e (7) ao triangulo
kB'C', e depois a di visão ordenada, dá para o triangulo
ABC

19

,
1

P = 180 -2" e

p' _ a' = IbO - � - 180 + A = A - � g ,

2, 2

"
1

p-h=B--e2

, , C
1

»>:> > --3,
2 \

- 1 \1 sen � e sen (A -
� e)

sen"2a = 2 2

sen o sen B

V-I
1

1
b

sen - e sen (B - - e)
sen"2 = 2 2,

sen A sen C

�� 0= Vsen� :; sen (C -- � e)
2 ,

sen A sen B

1 VIIsen (B -- - e) sen (C -- - e)cos -- a= 2 2 -

2 ,

sen B sen C

VIIcos � b =
sen (A -

2 e) sen (C --

2 e)

sen A sen C

1 VIIcos
""2 c -

sen (A -

2" e) sen (B -

2' e)
sen A sen B

I) -

(10)

,(11)
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VII1 sen -2 e sen (A -

-2 e)tang"2 a =

_

1 l'
sen CB -"2 e) sen (C -

'2 e)

/ 1 1

t
1

b \ sen- e sen CB -
- e)

ang"2 = 2 2

1 1
sen (A - - e) sen (C - - s)2 2

(12)

V
1 � 1

1 sen - ê sen CC - - s)
tang"2e= 2· 2

1 1
sen (A -

"2 ê) sen (B -

2" s)

formulas onde os radicaes são, como anteriormente, to­
rnados com o signal positivo,

13. Combinando por multiplicação as duas primeiras
formulas (7) COITI as duas rimeiras (8), e ternbem cada

par (7) e (8) entre si, vem --

Ilsen (p - b) �enp sen (p - c)
sen - A cos - B = -

2 2- ��- �a�b

=

sen (p - b)
cos � C ,

sen c 2

Ilsen (p - a) Vsenp sen (p - c) ....,_

cos-Asen-B= �
2 2 sen c .sen a sen b

=

sen (p - a) cos.!. C ;
sen c 2'

Ilsen p Vsen (p - a) sen (p - b)
cos - A cos - B = --

2 2 sen c sen a seu b

senp 1
C=-- sen- ,

sen c 2

Ilsen (p - c) V sen (p - a)-sen (p - b)
sen - A sen - B =----

2 2 sen c .aen a sen b

sen (p - c) 1
C=

sene sen"2'
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d'onde se tira

1 1
+

1 �Bsen - A cos - B cos - A sen
22 2 - 2

1
cos 2"

C

=

sen CP - b) ± sen CP - a)
sen (J

sell (J

Mas, recordando as expressões das sommas e das di­

fferenças de dois senos em funcção dos senos e cos enos

das semisommas e semidi:fferenças dos arcos, e atten­

dendo a que e 2p = a + b + c, ternos

1 1
sen (p - b) + sen (p - a) = 2 sen

2'
(J cos

2" Ca - b) ,

1 1
sen (l' - il) - sen (p - a) = 2 cos - (J sen - (a - b) ,

- 2 2

1 1
sen p + sen (p - (J) = 2 cos

2"
(J sen"2 Ca + b) ,

1 1
sen p - sen (p - c) = 2 sen - (J cos - (a + b) ,

2 2

e é alem d'isso
1 1

sen c = 2 sen 2" c cos
2"

c ,

e por tanto as egualdades antecedentes tornam-se nas

seguintes formulas achadas por Delambre:
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1 1
.

sen
2' (A + B) cos - (a -b)2

1 1
cos - C cos - c

2 2 .

l' 1
sen - (A - TI) sen'2 (a-,b)2

1 1
cos 2' C sen'2 c

(13).1 1
cos 2' (A + B) cos

2' (a+b)
1 1

sen
2'

C cos
'2 c

1 1
cos - (A -,B) sen

2' (a+b)
. I2 -,

1 1

s8n2 C sen - c I2 '

.

14. Dividindo a primeira das formulas de Delanbre

pela terceira, a segunda pela quarta, a quarta --:}la '-';VL
.

ceira, e finalmente a segunda pela primeira, ôbteem-se
'

as quatro seguintes conhecidas pela denominação de ana­

logias de Neper.
1

cos - (a - b\
1 2 l' / 1

tanz - (A + B) = cot -c- C
'" 2 1 �

cos
2 (a + b)

....__.

1
; \

.

1 sen'2 (a - b./ 1
tang 2-(A - B) = 1

cot � C

sen'2 (a + b)

1

1
cos

'2 (A - B)
tang 2 (a + b) =

1
cos 2(A + B)

1
tang 2'

c ,

1

1
sen 2' (A - B) 1

tang 2' (a - b) =

--1
---- tang 2

c ,

sen 2'(A + B)

(14).
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tices B e 1- arcos de circulos maximos perpendicular­
mente sobre os lados oppostos, construem-se os triangu­
lOS rectangulos BCE e ACD, dos quaes tiramos, appli­
cando a regra de Neper,

cos C = cot a tang CE = cot b ,tang CD ,

e comparando estas equações com (15) e (17) reco­

nhece-se qne os arcos auxiliares cp e -,� são os arcos

CE e CD comprehendidos entre o vertice do angulo dado
e os pés d'aquelles arcos perpendiculares. Por esta forma

h-cp é o arco AE, e a-� é BD.
Ora ternos tambem no triangulo BCE

sen cp = cot C tang EB

e no triangulo ABE

sen (b - cp) = cot A tang EB ,

equações que, divididas membro a membro, dão

sen (b - cp) cot A

��---
=

co! C '

ou

cot C
cot A = -- sen (b - m)

sen cp
T ,

ue é a equação (16).
Ternos ainda nos triangules rectangulos ABD, ACD

sen (a - �) = tang AD cot B ,

sen � = tang AD cot C ,

�' pela dívidão vem

sen (a - �) _

cot B

sen �
-

cot C '

ou

cot C
cot B =

--,I, sen (ct - ,10 ,

sen't'
't'

que é a equação (18).
Tira-se ainda

cos c = cos (b - cp) cos BE ,
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cos a = cos <p cos BE ,

e por tanto

cos c cos (b - <p)
-_=---

cos a cos <p
ou.

cos a
cos c = _,__ cos (b - <p) ,

cos <p

e esta é a equação (19).
Na fig" 11.& o pé D do arco perpendicular fica sobre

o lado a do triangulo. E' o que acontece sempre, SP

os angulos B e C forem ambos agudos ou ambos ohtu­
sos; mas se estes angulos forem de especiaes differentes,
então o pé do arco cahirá no prolongamento de CB.
Para o reconhecer basta tornar o valor do lado AD
nos dois triangulos rectangulos ACD, ABD e, chamando

\ Iji e f os dois segmentos do lado a, vem

tang AD = seu t.!J tang C = seu t.!J' tang B ;

ora sendo C e B da mesma espécie, as suas tangentes são
do mesmo signal, pelo que acontece o mesmo a sen �
e seu �', e a -é semma dos dois -segmentos. Quando B
e C forem de especiaes differentes, sen � e sen f teem

signaes constrarios, e Ù1l1 dos segmentos d.e a .é negativo;
o pé D cahe então no prolongamento de este Iado, Cu'illV

se vê na fig. 12.& O triangulo ABC é n'este__...Gasô a diffe­

rença entre os dois triangulos ACD, ABD e temos

t.!J = CD , t.!J' = BD = t.!J -:- a,

e dos dois triangulos rectangulos t.iramos

sen (t.!J - a) = cot (180° - B) tang AD

- sen (a - �) = - cot � tang AD ,

ou

e

sen t.!J = cot C tang AD ,

e obt.em-se pela divisão de estas duas equações ainda a

formula (18)
Quando acontece, como na fig. 13.", ser o angulo B
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agudo e o angulo dado C obtuso, o pé do arco per­

pendicular cahe em K no prolongamento de a, e fa­

zendo

vem ..

sen Ca + o) =cot B tang AK,

sen (,) = cot (1800 - C) tang AIÇ ,

ou as equações
sen (a - �) = cot B tang AK ,

- sen � = - cot C tang AK" '

que, divididas uma pela outra, dão do mesmo modo a

equação (18).
Conclue-se d'esta discussão que o emprego dos angu-

Jos auxiliares para achar os elementos A, B e c equi­
vale a+decompor o triangulo ABC em somma ou dif­

ferença de dois triangulos rectangulos, e resolver estes

ultimos.
21. QUARTO CASO. E' dado um lado Com os dois angu­

los adjacentes. Designando por A, B e c os elementos da­

dos, trata-se de achar a, beC.
Cern rr-terceira e quarta das analogias de Neper cal­

culam-se os lados a e b, e depois qualquer das forrnu­
las de Delambre dá sem ambiguidade o angulo C.

Tambem se póde resolver o problema com o em­

prego de angulos auxiliares. Para isso tiramos do gru-
po (C)

.

a cos A .

cosC= -- sen(B-G)
sen G (21).

cos C = - cos A cos B + sen A sen B cos o

. .e fazendo
= cos A ( - cos-B + sen B tang A cos c),

tang A coso = cot G (20),

B
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Para obter a com os dados do problema tiraremos
do grupo (D)

cot a sen c = cot .'\. sen B + cos c cos B

(cot A)= cos c cos B + sen B --
cos c

,.

.�

e com o mesmo angulo a definido pela equação (20), e

qUB se pôde escrever

cotA
-- =tanga
cos c

fica por fim
cot c

cot a = -_ cos.(B - a)cos a . (22);

para ter b tornamos o angulo hl definido pela equação
cot B
--=tanfI(')
cos c

<:> (23),

22. No triangulo ABC (fig. 14.&) abaixando de A e

B arcos de circulo maximo sobre os lados oppostos, re­

conhece-se promptamente nos triangules rectangulos &S­

sim formados que os angulos DBA, BAE são os auxi­

liares a e hl; e por isso tambem n'este caso o emprego
de taes auxiliares vale o mesmo que resolver o trian­

gulo proposto por decomposição em triangules rectan­

guloso
Na verdade, designando por lc o arco perpendicular

BD, o triangulo ABD dá

e vem

cot c
cot b = -- coS"{A - o)

cos o
(24).

cosc=cotA cot DBA,

e comparando com (20) vê-se que é DBA = a. Tiramos
ainda

cos A= cos k sen a
,
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e no triangulo BCD temos

cos C
I

cos
ê

seu (B - G) j

cos G = tang lc cot c ,

pela eliminação de k entre estas duas equações obtem-se
a equação (21).
Os mesmos triangulos dão mais

cos (B - G) = tang IG cot a

e, eliminando lc, vem a equação (22).
Dos triangulos ABE, ACE tiramos respectivamente,

chamando k' ao arco perpendicular AE, e (') ao angulo
BAE,

cos w = tang 1,;' cot c
,

/

cos (A - w) = tang k' cot b ,

e se cone ue a equação (24).
23. QUINTO CASO. São dados dois lados e o angulo op­

posto a um d'elles. Sejam a, b e A os elementos conhe­
cidos; pedem-se B, C e c.

A regra dos quatro senos dá

senB
sen A seu b

sen a (25).

ter c tiramos das fundamentaes

cos a = cos b (cos c + seu c tang b cos A) ,

taug b cos A = tang cp (26),

cos b
..

cosa=--cos (c- cp)cos cp

cosa;'
cos (c-p)= - cospcosb (27).
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Para Q valor de C recorremos ao grupo (D), do qual
tiramos

(CotA)cot a sen b = cos b cos C + sen C --

. ,
cos b

I
temos

cotA
--=tang�
cos b (28),

cos (C_·f.)cot a tang b = .

'j'

.

cos � (29).

Se abaixar-mos de C (fig. I5.a) o arco CD perpendi­
cular ao lado AB, acha-se que o triangulo AB'C é a

a differença, ABC a somma, dê dois triangulos rectan­

gulos, cuja resolução conduz ás mesmas formulas (27')
e (29). De facto, chamando lc a esse arco perpendicular,
ternos no triangulo ACD

cos A = tang AD cot b ,

cosb=cotA cot ACD ,

e comparando com (26) e (28) vemos que- é AD = cp e

ACD = � ; e por tanto no triangulo ABC fica-noL
DB = b -

cp, DCB = C - �, e no triangulo ACB' é
DB' = cp

-

y=- (c,- cp), pCB' = � - q= - (C - �).
Qualquer dos triangulos CDB ou CDB dá

cos a = cos lc cos (c - cp),

e como temos no triangulo ACD

cos b = cos lc cos cp ,

eliminando lc vem a equação (27).'
Temos ainda

cos � = tang lc cot b ,
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E no triangulo BCD ou B'CD

cos (C -�) =tang lc cot a,

e a eliminação de k entre estas duas equações dá a for­
mula (29).

24. O angulo B é na equação (25) dado por um

seno, que tanto pode convir ao angulo agudo encon­

trado nas tabuas, como ao seu supplemento; e depois
de calculados cp e � pelas formulas (26) e (28) as

equãÇões (27) e (29) determinam cosenos, que tanto

podem competir a (c - cp) e (C -- �), como a (cp -cÎ e

(� - q). Assim temos, em geral, duas soluções: o trian­

gulo ACB com os angulos B = CBA, C = BCA e

o lado c = BA; e o triangulo ACB' com os elementos
B' = CB'A = 1800 - B, C. ACB' e c = AB'. No pri­
meiro é DB = c -

cp, DCB = C -; �; no segundo temos
,

�� cp - c, DCB' = � - C.
25. SEXTO CASO. São dados dois ang�dos e o lado op­

posto a um. d'elles. Sejam A, B e b os elementos conhe­
cidos; pfêterrde=se -ãetermÏÍlar a, c .e C.

Pela regra dos quatro senos temos

sen A
sena=--sen b

sen B (30).

Para achar C tiramos do grupo CC)
cos A =cosB (- cos C + senCtang Bcosa),

e com o emprego do angulo auxiliar e dado por

fica
tang B cos a = cot e (31)

cosB
cos A = -- sen (C - ei

,
sen a ( 32).

A fim de obter c, servindo-nos da sexta equação do
grupo CD), teremos

3



f

34

cot a

-B- sen c - cos c = cot A tanz B ,
cos "

e pondo
cot a

--=cotc.>
cosB (33),

. ,

VIra

sen Cc - c.> ) = cot A tang B sen c.> (34).

.

Estas mesmas formulas (32) e (34), que nos dão

(C.-e) e (c-c.», se obteem, como anteriormente, pelos
tríangulos rectangulos. Sendo na fig. I5.a CD = h o arco

perpendicular, e chamando c.> ao arco BD e e ao an­

gulo BCD, temos nos triangulos BCD e ACD

cos B = cos lc sen e,
cos A = cos lc sen CC - e) ,

sen c.> = cot B tang lc
,

sen (c - c.» = cot A tang lc ,

e a eliminação de l: entre as duas primeiras de-sestas­
. equações dá a formula (32), entre as duas ult.imas con­

duz á (34).
M s o lado a na-eq-ua:çã (-3 é -dado por um seno,

que rtence, em resolução de trjangulo� a dois arecs

supplvnentares, e o problema pode muitas vezes ter duas

soluções. E' o que melhor passamos a esclarecer II
discussão dos casos duvidosos.

v

Casos duvidosos na resolução dos tríangulos
espherícos

26. O quinto e sexto caso que acabamos de tratar

são os unicos que pódern admittir mais de uma solução,
e ainda assim nem sempre. Para conhecer bem as cir­

cumstancias que fazem haver ou não uma só, nenhuma,
ou mais de uma solução, consideremos uma esphera de

centro O (fig. I6.a), e n'ella um hemispherio cuja base
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é o circulo, maximo AKaMA; pelo polo de este cir­

culo e centro da esphera façamos passar um plano, o

qual será perpendicular á base do hemispherio, e cor­

tará a superfície d'este segundo uma circumferencia de

circulo maximo representada em perspectiva pela linha

MN...
Os angulos AMN e' ANM são por tanto diedros

rectos.
'

Tomando na circumferencia, que chamaremos meri

diana, um ponto C que não seja palo da base do hemis­

v-----' pherio, e fazendo passar por' esse ponto diversos arcos

de circulo maximo, teremos que:
1.0 Os planos de estes circulas fazem com o plano

da base angulos diedros supplementares, sendo o agudo
voltado para o segmento menor da meridiana.

2.° Dois arcos equidistantes da meridiana e termina­
dos na base do hemispheric são eguaes.

3.° O segmento menor da meridiana é o menor dos
'_"�---""rcos de circulo maximo que se podem tirar do ponto

C para a circumferencia da base; o segmento maior é
o maior dos mesmos arcos.

4.° Os arcos são tanto maiores, quanto mais proxi­
mos do segmento maior.

Para mostrar a verdade de estas proposições conside­
remos um de esses arcos, tal corno CA, girando em

o 'no do raio CO, e formando assim com o segmento
menor CM = k e com arecs da base do hemispheric di­
versos triangulos rectangulos MCA, MCK, MGx, etc.
Chamando então b ao lado CA variavel, e e ao angulo
tambem variavel MCA, temos no triangulo MCA

cos e = cot b tang lc
sen le = sen b sen CAM

(a)
(�).

Ora, por que k é o segmento menor, e por tanto infe­
rior a 90°, sen k e tang k são quantidades e positivas.
Então a equação (a) nos faz ver que, crescendo e desde
zero até 90°, b cresce desde o valor minimo k até 90°;
quanto for e = 90°, o triangulo, tal como MCrc, é bire-



e o triangulo espherico degenera n'uma lunula,
é a quarta parte da superfície da esphera, Ao

tempo a equação (�), dando-nos

a qual
mesmo
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ctangulo e o ponto K é polo do arco C¥. A equação
(�) dá CAM = 90° quando b = lc, mas então não ha

triangulo; crescendo b desde lc até 90°, o anguJo CAM,
que é .,sempre agudo, diminue até, tomar o valor mi­
nimo k;. que é quando o ponto " for o polo de CM.

Continuando a crescer o angulo e desde 90 até 180°,
o cos e torna-se negativo e vae augmentando o seu va­

lor absoluto; o mesmo acontece a cot b , como indica
a equação (a). Então o arco b continua a crescer desde
90° até ao seu valor maximo 180° -lc , como mostra
a mesma equação dando-uos, para e = 180° ,

tang b= - tang k ,

sen Te
sen CAM = --

,
sen b

mostra como o angulo CAM, tendo attingido o seu va­

lor minimo � para G = 9.0°, principia a crescer repas­
sando pelos mesmos valores até tornar a ser recto, o

que acontece quando b = 180°- k, e o triangulo dege­
nera na lunula.

Finalmente, para angulos eguaes de um lado e o ro

da meridiana, MCA = G e NICA' = -

e, a equação (a)
dá O mesmo valor para b; os dois. triangules rectangu­
los são eguaes por symetria. Vê-se ao mesmo tempo
que na lunula KCK'MK, onde existe o segmento mener

da meridiana, se podem tirar do ponto C para a cir­

cumferencia da base muitos pares de arcos eguaes, CB
e CB', CA e CA', CF e CF', etc., devendo cada arco

ser maior do que lc e mener do que um quadrante. Na
outra Iunula, que com a primeira prefaz o hemisphcrio,
se pode fazer o mesmo, sendo então cada arco superior

t

a 90° e menor de que 180° - lc; taes são os arcos

Ca e Ca', CB" e CB"', etc.
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27. Sabido isto, figuremos os dados do quinto caso,
e supponhamos primeiro o angulo A agudo; o lado b

pode ser menor, egual ou mawr qu� um quadrante.

A < 900 j b < 900

Se a < b , na Iunula , cujo angulo é CAM = A, pó­
dem construir-se com os mesmos elementos dois trian­

gulos espherícos dífferentes ; o problema tem assim duas
soluções, que são os triangulos CBA e CB'A, e o an­

gulo B' de um é o supplemento do angulo B do outro.

Se a = b , ha só uma solução; é o triangulo isosce­
les ACA', onde o angulo A' = A é agudo.

Se a> b e a + b < 1800, ha só uma solução, qu,e
é um triangulo tal como ACF', ficando o pé F' do arco

�ntre O'. e A' , pois que o arco Ccc de figura é o pro­
longamento do arco AC = b. O angulo em F' é agudo.

Se a> b , e a + b > 1800, não ha solução, por que
n'um caso haveria Iunula e não triarígulo, no outro o

pé do lado a cahiria fóra da Iunula do angulo A, fi­
cando por isso o lado c maior que uma sernicircurnfe-

A < 900 j b = 900

Se a < b , ha duas soluções. Sendo na figura CK =

900, são dois triangulos CBK e CB'K; um dos angulos
B' é agudo, o outro obtuso.

'

Se a = b , temos lunula ou nada, e por tanto não ha

triangulo.
Se a > b, tambem não ha solução, por que o ter­

ceiro lado do triangulo viria maior que uma semicir-'
cumferencia, vindo o pé do arco a a cahír na Iunula
de angulo 1800 - A � por exemplo em B"'.



A < 90° ; b > 90°

Seja A o angulo em a, e b o arco Ca.
Se a <. b, e a + b < 180° , temos duas soluções, taes

como os triangulos BCa e B'Ca , cahindo o pé do lado
em algum ponto entre A e A'. Um angulo B é agudo,
o outro obtuso.

Se a < b e a + b = 180° , existe só uma solução; é
o triangulo a CA' com o angulo em A' obtuso.

Se a < b e a + b > 180° , ha uma solução unica; é
um triangulo como a CF', cahindo F' entre A' e a, e

sendo obtuso o angulo em F'.
28. Supponhamos agora o angulo A recto, e consi­

deremos os casos de ser b menor, egual ou maior que
um quadrante.

A = 90° ; b < 90°

O triangulo é rectangulo e ternos

cos a = cos b cos c

Se a < b , é cos a > cos b, donde resulta cos c > 1.

O· triangule é impossivel, e não ha solução.
Se a = b , é cos a = cos b e cos c = 1 : temos então

c = o, e não ha solução, por que não existe trían­

gulo.
Se a> b e a + b < 180°, ha uma solução unica; é

um triangulo rectangulo como MCB ou o seu syme­
trico MCB', onde o angulo B é agudo.

Se a> b e a + b = 180°, vem cos a = - cos b , cos

c = - 1 ou c = 180°; fica uma lunula, e não ha solu­

ção.
Se a >]», e a+b>180°, fazendo b'=900-b e

a + b = 180° + a' , teremos
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b = 90· - b' ,

a = 90· + (a' + b') ,

e nos dá
CDS a - sen (a' + b')

cos c =

cos b
=

sen b'

ora, por ser a' + b' = a-90° < 90° , e tambem
b' = 90° - b < 90° , sahe para valor absoluto do cos c

um numero maior que a unidade, o que é absurdo. Não
ha solução.

A = 90· ; b = 90·

Se a < b , temos
cos a

cos c = -0-
= 00 ;

o triangulo é impossivel e não ha solução.
Se a= b, vem

o
cos c =0' '

o que nos indica haver uma infinidade de soluções. Nfl­
verdade, se do polo de hemispherío tirarmos quadran­
tes de circumferencias maximas e taes, que não sejam
uns o prolongamento dos outros, dois quadrantes quaes-

.er n'estas condições e o arco da circumferencia da
base comprehendida entre elles fecham, um triangulo
isosceles ou equilatero, formado assim com os dados do

problema; e são innumeraveis os triangulos que d'est'
arte se poderão construir.

Se a > b , temos ainda cos c = Ç/J , e não ha solu­

ção.

A = 90· ; b > 90·

Se «<c b , e a+b<180°, pondo
b = 90· + b' ,

a + b = 180· - a' j
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temos
a = 90° - (a' + b')

e nos dá
sen (a' + b')

cps c = -

sen b' ;

um coseno de valor absoluto maior que a unidade mos­

tra que o tríaugulo é impossivel, e não ha solução.
De a < b e a + b = 180°, temos

cos c = -1,

que dando c = 180°, mostra existir lunula, e não ha
solução.

Se a < b , e a + b > 1800, temos uma solução; é um

triangulo tal como NCB' ou o seu symetrico NCB, onde
o augulo B é obtuso.

Se a=b, temos cosc= 1, ou c=O e não ha solu­

ção.
Se a> b , por ser b > 90° e tanto este lado como a

!nferiores a 180°, e porque no segundo quadrante a maior
arco corresponde um coseno maior em valor absoluto, a

equação
cos a

cosc=-->l
cos b

mostra a ímpossibilidade de se formar triangulo, e não

ha solução.
29. Supponhamos finalmente o angulo A obtuso. Te­

mos ainda de considerar os casos de ser b menor, egual
ou rriaior do que 90°.

A>900;b<90°

Seja a < b. Figuremos por CAN na lunula CANaC o

angulo A. Os arcos menores que CA = b e partindo de
C terminam entre A e A', ficando na lunula cujo an-
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gula é 1800-A. Nas condições postas não pode pOlS
existir triangulo, e não ha solução.

Sendo a = b , temos c = O e não ha solução.
Se a>b, e a+b<180°, ha só uma solução; e to­

mando Ca'=Ca= 1800-b, vemos que essa solução é um

triangula ACF do qual o lado a = CF termina entre A

a a'. O angulo em F é agudo.
Sendo a>b, e a+b=180°, só existe uma solução;

é o triangulo ACa', onde o angulo em a' é agudo.
Sendo a>b, e a+b> 180°, temos duas soluções;

são triangulos taes como ACB" e ACB''', dos quaes o

Iada a termina n'urn ponto de circurnferencia da base
do hemispheric entre a e a'.

O angulo B de um triangulo é agudo, o outro obtuso.

9."

A> 900 ; b= 900

Figuremos CK = b, e CKN=A.
Se a < b , o lado a ficaria na lunula do angulo

1800_A, terminando entre K e K', não é possivel
formar triangulo com taes elementos, e assim não ha

solução.
_

Se a = b , temos lunula ou nada e não ha solução.
Se a> b, ha duas soluções, como são os triangulos

KCB" e KCB"'; um tem agudo o angulo B, o outro
tem-no obtuso. Estes dois triangulos porém, quando seja
a = A, reduzem-se ao triangulo rectangulo KCN, for­
mando uma só solução.

A> 900 ; b> 900

Seja CaN=A e Ca =b.
Se «<ib , e a+b< 180°, tomando CIX'=CIX, vê-se que

deveria o pé do arco a cahir entre A e IX' para que o

mesmo lado a fique menor do que o, lado b e exista
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na Iunula do angulo A; mas vinha a ser a + b > 180°.
Cahindo o pé do arco A entre A e A', tinha-se a < b e

a + b < 180°; mas o terceiro dado sahiría maior do que
uma semi-circumferencia. E' pois impossivel satisfazer ás

condições, e não ha solução.
Se a-c.b , e a+b= 180°, temos lunula e não ha so­

lução.
Se a<b, e a+b> 180°, ha urna solução unica; é

um triangulo como aCF, cahindo o pónto F entre A e a'.

O angulo em F é obtuso.
Se a = b , temos uma só solução; é o triangule isos­

celes aCa'.
Se a> b , ha duas soluções; são dois triangules como

aCB" e aCB"', tendo um agudo, e outro obtuso, o an­

gulo B.
30. Compendiando n'um quadro os resultados d'esta

discussão, e ornittindo, por desnecessarios, os casos de

ímpossíbilídade, forma-se a seguinte tabella primeira,
applicavel ao caso de serem dados dois lados a e b e

angulo A opposto ao primeiro d'estes lados.
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TABELLA PRIMEIRA

Angulo diedro A I Arco b I R I" 1 b�umeroe aço es (e a com
de soluções

I
a<b Duas

i «: 90· a=b Uma
a> b , e a + b < 1800 Uma

A<90· b= 90· I a<b I Duas
I,.._.

I
a < b , e a + b < 1800 Duas

b> 900 a<b, e a+b=180· Uma
a < b ,

e a + b > 1800 Uma

i «; 90· I a>b, e a+b< 1800 I Uma

A=90° b=90° I a=b I Infinitas

b> 900 I a<b, e a+b> 180· I Uma

I a>b, e a+b< 180· Uma
i «: 90· a>b, e a+b=180· Uma

a>b, e a"+b> 1800 Duas
." i-....;,

I IA> 900 b=90· a>b Duas
�

a<b,ea+b>180° Uma
b> 90· a=b Uma

Ia>b Duas

31. Applicando esta tabella primeira aos elementos
a, b' e A' do triangulo A'B'C' polar do triangulo ABC,
construe-se um quadro que, attendendo ás relações co­

nhecidas a'=180o-A, b'=180o-B e A'=180o-a, se

torna na seguinte tabella, a qual serve, quando são dados
dois angulos A e B, e o lado a opposto ao prImeIro.



TABELLA SEGUNDA

I
..

Numero
Arco a Aogulo diedro B Il elações de A com B

de soluções

I
A<B Duas

B<90° A=B Uma

A>B, A+B< 180° Uma

a< 90° B=90° 1 A<B 1 Duas/

«B
, , A+B< 180' Duas

B> 90° A<B, e A+B=180° Uma

A<B, e A+B> 180° Uma

B<90° IA>B, e A+B < 180°1 Uma

a=90° B=90° 1 A=B I Infinitas

B> 90° IA < B , e A + B > 180° I Uma

t>B"A+B<180'
Uma

B < 90° A> B, e A+B=180° Uma
A > B , e A + B > 180° Duas

a> 90° B=90° 1 A>B 1 Duas

A < B
,

e A + B > 180° Uma

B> 90° A=B Uma

! A>B Duas

c i
Io(C• ./

"?" >7'

.....::..../

1

�
.'
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APPENDIOE

Outros modos de dedueção das formulas
fundamentaes da trigonometria espherica

1. Po-r outra construcção egualmente simples se podem
deduzir as formulas fundamentaes da trigonometria es-

pherica.
•

Seja O (fig. 17.a) o centro da esphera, e tiremos raios
__QA, B e OC para os vertices do triangulo ABe,.Llo
quãf suppomos a e b menores que um quadrante, agudos
os angulos A e B, e projectemos I() ponto C perpendicu­
larmente sobre o plano do lado opposto, e bem assim
sobre os raios OA e OB. Sejam P, Q e R estas pro­
jecções; tiremos as rectas PQ e PR, as quaes, pelo theo­
rema geometrico clíamado das tres perpendiculares, formam

angulos rectos com OA e OB; finalmente tiremos QS
parallela e PR, e PT parallela a OB.

Temos assim os angulos PQC = A e PRC =B, por
serem os rectilineos dos diedros A e B do triedro OABC;
e os angulos PQS e AOB=c são eguaes como comple­
mentos do mesmo angulo OQS.

Chamado It ao raio da esphera, será
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OR=R cosa,
CR=R sena,
OQ=R cos b,
CQ=R senb,
QT=PQ cose,

SR=PT=PQ sen e,

OS = OQ cos e = R cos b cos e ,

PQ = CQ cos A = R sen b cos A ,

PR = CR COA B = B sen a cos B ,

QS = OQ sen QOS = R cos b sen e ;

e por ser

OR=OS+SR,
PR=TS=QS-QT,

CP = CQ sen A = CR sen B ,

substituindo os valores precedentes c supprimindo o factor
commum 11" vem

cos a =cos b cos c + sen b sen e cos A , �sen a cos B = cos b sen c - sen b cos e cos A, (aj,
sen b sen A= sen a sen B, .

Estas tres equações não são distinctas, por quanto, se

elevar-mos ao quadrado e as somhlarmos ordenadamente,
�11-se urna identidade. Projectando porem o ponto B
sobre o plano do arco b e sobre os raios oe �v
tira prornptamente a equação

sen C sen a = sen A sen e,

a qual com o grupo (a) forma o syntema de tres equa­
ções distinctas entre os seis elementos do triangulo.

Ainda que, deduzidas n'uma hypothese particular, as

formulas são geraes, pois vimos, discutindo a primeira
d'ellas em diversas condições, que esta sempre se veri­

ficava; e vimos egualmente como, applicando aos outros

dois lados b e c, o theorema que elle representa, se con­

segue o grupo (A), do qual se deduzem, corno então fi­

zemos, todas as formulas de trigonometria espheríca,
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2. As mesmas equações Ca) se podem ainda obter pelas
formulas de transformação de coordenadas. (Fig. IS.a)

Sejam x, y, z as coordenadas rectangulares do ponte
C; designemos por R a sua distancia CO á origem, por
a o angulo que esta recta faz com a parte positiva do

eixo dos z, e por. B' o angulo diedro do plano COz

com o dos zx, o qual tem por medida o seu rectilineo

formado em O pelo eixo dos x com a projecção OP da

recta oe sobre o plano dos xy. Temos assim

Y =R seu a sen B'

x=R sen a cos B'

z=R cos a

Agora, conservando a mesma origem e o mesmo eixo
dos y, tomemos novo systema de coordenadas rectangu­
lares; o plano des x'z' é ainda o mesmo que o dos zx,

s eixos Ox é Ox' fazem entre si um angulo, o qual
é o mesmo que o formado por Oz com Oz', e que desí­

gnarem03 Eor c. _.projectando então o ponto C sobre o

plano dos y'x', chamando b ao angulo COz', e A ao .díedro
comprehendido pelos planos COz', e z'Ox, e contando o

diedro a partir de este plano, corno o diedro B', teremos

.,do o rnüd.o
-

a/ =R senb cos A,
y'= R sen b sen A ,

z' =R cos b

Pelas formulas de transformação de eoordenadas são

z = x'sen c + z'cos c,

y=y' ,

æ = al'cos c - s'sen c ,

e, pondo n'ellas os valooes precedentes das coordenadas
de um e de outro systema, e supprimindo o factor com­

mum R, vem
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cos a = sen b sen c cos A + cos b cos c ,

sen a seu B' = sen b sen A ,

seu a cos B' = sen b cos c cos A - cos b sen c

Ora uma superfície espherica, cujo centro seja 6, e

o raw R = CO, é encontrada nos pontos A, B e C pe­
las rectas Oz', Oz e OC, as quaes são as arestas de um

triedro com o vertice em O, que tem por elementos os

angulos planos a, b e c, e os diedros A, B = 1800 = B' , e

BCOA=C. As faces d'este tiedro deterrninam na super­
ficie da esphera o triangulo ABC, e as equações ante­

cedentes, fazendo B' = 180° - B , tornam-se nas seguintes

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A
,

seu a seu B = sen b seu A
,

sen a cos TI = cos Ú sen c - sen b cos c cos A
,

que são as equações (a ).
D'estas equações a primeira dá, pe la permutação â:ãs�

letras, o grupo que foi de;;ignado por (A), e pelo uso

do triangulo polar o grupo (C); a div..i�o entre as ou­

tras las dá uma equação, que por permutações fornece
o grupo (D), e a regra dos quatro senos egualrnente
constitue o grupo (B).

II

Problemas de trigonometria espherica

1.0

Calcula?" o volume de iun parallelipipedo obliquo, conhe-:
cendo as arestas . e os angulos que estas fazem entre S2.

(Fig. 19.a). • •
•

Seja M um vertice elo parallelipipedo, onde as tres

arestas MA = a, MB = b e MC = c se encontram e fa-
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zem os angulos BMC=o:, CMA=13 e AME=y ; abaí­

xemos do ponte C, extremidade da aresta c, as per­
pendiculares CP e CQ sobre a face AMB e a aresta

MA ou seus prolongamentos, e tiremos a recta PQ. To­

mando M para centro de uma esphera, as intersecções
da sua superficie com as faces do parallelípipedo for­

mam um triangulo espherico, que tem por elementos
0:, �, Y e os angulos diedros cujas arestas são l\fA, ME,
e MC ; o angulo rectilinio CQP é a medida do angulo A.

Escolhendo para base do paraflelipipedo H face de­
termida pelas arestas ct e b , será CP = h a altura, e de­

signando por V o volume do parnllelipipedo e por h' a

perpendicular CQ, temos

h' = c sen � ,

h =h' senA,
a por tanto

2.°

h = c sen � sen A ,

gue nos dá
v = abc sen � sell y sen A .

Ora, fazendo o: + � + y = 2p, temos

sen 2_ A = Vsen_O? - �) sen (1) - "()
2 sen � sen "(

1
\. V sen J7 sen (1J - 0:)cos -1 =

2 sen � "PH Y

que, por ser

1 1
sen A = 2 sen - A cos - A

2 2
nos dão

Dadas as coordenadas qeoqraphicae de dois pontos da sn­

«
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perficie da terra, achar sobre a mesma superficie a mener

distancia entre esses pontos.
Suppoem-se a terra espherica, e os dois pontos pro­

jectados sobre a superficie dos mares prolongada.
Sejam A e B (fig. 5.a e 10.") os dols logares. Se o

meridiano principal CD passa entre elles (fig. 10."), te­
mos um triangule espherico ABC, onde o angulo C no

polo ô a somnia da longitude oriental de B corn a lon­
git\l(lc occidental de A, e por t�nto conhecido. Os Ia­
elos Cl e b são os complementos das latitudes dos mes­

was logares, quando ficam no mesmo hemispherio; sé
.,

um d'elles ficar em hemispheric opposto, o respectivo
lado será egual a 90° mais a latitude n'esse hemisphe­
rio. Temos assim no triangulo ABC conhecidos dois la­
dos e o augulo comprehendído.

O mesmo acontece quando, como na fig. 5.", o meri­
diano principal cahe fóra do angulo dos meridianos dos
dois logares; então o angulo C é a dífferença das suas­

longitudes.
A incognita é o arco AB. As formulas (15) e (19)

do n." 19 dão-nos em graos o valor d' esse arco, e ado­

ptando para comprimento do grao'medio G = 11113 T",
teremos em metros a, distancia pedidg, multiplicando por
G- o numero, inteiro ou fraccionario, que exprime aquelle",
arco em graos.

FIl\1
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ERRATAS

Pago Linha. Erros Emendas

16 formas formulas

15 25 todas todos

16 10 opposto opposto,
20 5 positivo, positivo.
23 11 um, o mesmo; um; o mesmo,

"
23 isocèles isosceles

24 22 a tratar tratar

25 20 os clais clais

- "
25 o lado a: o lado a.

"
27 equáção equação

,



 



 



 


	Trigonometria espherica
	I - Noções preliminares e formulas fundamentaes
	II - Resolução dos triangulos rectangulos
	Regras de Neper

	III - Transformação e adaptação das formulas fundamentaes ao calcuIo logarithmico; formulas de Delambre e analogias de Neper
	V - Casos duvidosos na resolução dos triangulos esphericos
	APPENDICE
	I Outros modos de deducção das formulas fundamentaes da trigonometria espherica
	II Problemas de trigonometria espherica

	ERRATAS



