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TRIGONOMETRIA ESPHERICA i/t
oS

Nocdes preliminares e formulas fundamentaes

4. A trigonometria espherica tem por objecto a re-
solucdo “dos triangulos esphericos, isto é, obter o conhe-
cimento de todos os elementos de um triangulo esphe-
rico, quando sdo dados os sufficientes para determinar
0s outros. ChamRmRe=FFANEUID cspherico a poreio da
superficie de uma esphera comprehendida entre tres ar-
cos de circulos maximos que se interceptam dois a dois.
~- Sabido é que os pontos de intercepcdo dos tres ar
cos de circulos maximos sido vertices de mais de um
triangulo espherico. Assim (fig. 1.*) os vertices A, B, C

. pertencem tanto ao triangulo que tem por lados BC = a,
AC=0b, AB=¢, e por angulos oppostos a estes la-
dos a, 3, v, como 4dquelles cujos elementos sejam os lados
BDC= 360°—q, b, ¢, ¢ os angulos 360° — , 180°— B,
180° — «, oua outro com os angulos, 360° — g, 180° — «,
180°—1v, e os lados 360°—b, a e ¢, etc., ete; mas a
determinagfio das partes de um triangulo onde haja ele-
mentos superiores a 180° vem sempre a depender da
resoluciio de outro formado de elementos menores. Por
este “motivo basta considerar somente os triangulos es-
phericos n'estas condigdes.
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Se do cenfro da esphera tirarmos rectas para os pontos
em que os arcos se inferceptam, serdo ellas as arestas
de um triedro com o vertice no mesmo centro, cujos
elementos, tres faces e tres angulos diedros, sdo os ele-
mentos do triangulo espherico; os lados d'este sio os
arcos que medem os angulos planos do triedro, e os
diedros do triedro sio os angulos do triangulo esphe-
I'Lco.

Tambem se sabe que, se de um ponto qualquer ti-
rarmos tres perpendiculares sobre as faces de um triedro,
estas rectas serfio as arestas de wm novo triedro, que se
chama supplementar em relacdo ao primeiro; os angulos
planos de um sio supplementos dos diedros do outro,
e as faces d’este supplementos dos diedros d’aquelle. Se
o ponto d'onde partem as perpendiculares for o vertice
do primeiro triedro e centro de wma esphera, os pontos
onde a superficie d'esta é encontrada pelas perpendicu-
lares sio os polos dos arcos, lados do triangulo csphe-
rico que aquelle triedro determina; e reciprocamente os
vertices d'este triangulo sfio os polos do que € formado
pelos arcos de Gireulessduaxiinos gue unem duas a duas
aquellas intersec¢oes. Entre os elementos de ambos os
triangulos; os quaes se dizem polares um @ respeito do
outro, ha pois as mesmas relagdes que entre Ussdos
dois triedros suplementares: os lados e angulos do pri-
uieiro sdo supplementos dos angulos e lados do segundo.

Por este modo em triangulos de elementos menores
que 180.° e attendendo a que os elementos de wmn trian-
aulo espherico sio os mesmos que os do triedro respe-
ctivo, dos theoremas geometricos relativos aostriedros con-
clue-se immediatamente que:

1.2 A somma dos tres lados é sempre menor que 360°.

2.° A somuma dos tres angulos estd comprehendida entre dovs
e seis reclos.

3.2 Qualquer lado é menor que a somma dos outros dois .
e maior que @ sua differenga.

4.° Dois triangulos esphericos sio equaes, quando os lres.an-
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gulos, ow os tres lados, ou dots lados ¢ o angulo comprehen-
dido, ou wm lado e os dois angulos adjacentes forem respe-
clivamente equaes cada wm @ cada wm e senilhantemente dis-
postos. Quando se verificam aquellas condi¢oes de egual-
dade, mas desacompanhad‘xs da mesma disposig@o das par-
tes, dois triangulos assim constituidos dizem-se symetri-
08, corteapmu.lcm a triedros com a mesma denominagéo,
¢; sendo os triangulos existentes em espheras do mesmo
'aio, teem areas eguaes.

52,0 arco de circulo mavimo abaizado do vertice de um
~trian Jm’o espherico 1sosceles perpendicularmente sobre a base,
divide-a ao meto, como tambem divide ao meio o an Jm'o do
vertice.

6.2 Em qualquer triangulo espherico a lados equaes ficam
oppostos angulos equaes, a maior lado maior angulo, ¢ reci-
procamente.

2. Seja ABC (fig 2.") um triangulo espherico tragado
~ sobrc uma esphera, cujo raio OA=7, e o centro é em
0O, e supponhamos que cada um dos lados AB=¢, AC=5
¢ menor do que 90° Tirando por A um plano per-
pendicular , CSte plano cortard as faces do
triedro unrespondeutc segundo as rectas AE, AD, DE,
quc formam o triangulo rectilineo DAE ¢ onde o angulo
L\ﬁmesmo que o angulo A do triangulo uspheruu
~\ rect E, opposta aquelle angulo, é tambem lado do
triangulo rectilineo DOE, opposto ao angulo DOE o qual
tem por medida o arco BC =g do trian rrulu espherico. As
intersecgoes AE, AD do plano secante com as faces AOE,
AOD do triedro formam com OA ¢ as rectas OE, OD
os triangulos rectangulos OAE, OAD. Estes nos dio:

OA ’” o ~ehE e
OF =S - " g i
e cos AOE cos b oD A
G e OF'— AE*—

cos AOD ~ cos ¢

AE = AQ tang AOE —» tang b
AD = 0A taJJgAOD_—r tang¢ 3

O ‘l" ot
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e dos triangulos OED, AED tiramos
DE'= ﬁﬂ—}— OD°— 20E . OD cosa ,
DE'= AE’-}- AD° — 2AE . AD cos A ,

equacoes que, por subtrac¢io ¢ attendendo aos valores
antecedentes, nos ddo

21'- cos
0 =212 — - 2 -+ 2p? tang b tang ¢ cog A
cosb cosc
d'onde se tira a formula 2
cos @ == Cos b cosc |- send senc cos A @h)

(ue cstabelece a relagio entre os tres lados ¢ o angulo
opposto a um d’elles.

3. Lsta formula, como se vé, foi deduzida na hypo-
these de serem os lados b e ¢ tanto wn como outro,
menores que 90°, pois s¢ assim € que as rectas AD, AlL
tangentes aos arcos AB, AC encontram as .avestas OD,
OC do triedro, e subsistem por isso aquelles triangulos
rectilineos e @s. consequencias que se derivam. Mas a
formula ¢ ainda verdad@ifa nog Outros casos, como pas-
samos a mostrar. O s ———

Seja primeiro ¢ > 90° e b < 90", Prolonrruemm (fig.
3-%) os lados AB:e BC até se encontrarem e 3w
angulo B'=B. Fazendo CB'=d , AB'=¢", ao trian-
gulo AB'C, onde temos b << 90°ec <90°, €é applica-
vel a formula (1) que nos dd

”

o' cosB'AC ;
¢ eomo é @ =180°—a,c =180°—¢ e BAC =180°—A,
teremos finalmente

L3
cos @ = cus b cosc |- send senc cosA 5 o

que ¢ a formula (1). ,

Sejam ‘agora b > 90° e ¢ > 90°, ¢ prolonguemos cs-
tes lados até o seu encontro em A" (fig. 4%). Fazcndo
AC=V , AB=¢ , o triangulo A’BC nos da
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Iabads i

cosa = cos b’ cosc’ - send sene’ cos A’

e por ser A=A, 6 ¥=180°—b, ¢ =180°—¢ , re-
c,almnos na formula (1). :

Supponhames que temos ao mesmo tempo b= 90° e
¢ = 90° Nleste caso o triangulo ¢ birectilatero, o ponto
A ¢ o polo do arco BC e o angulo A tem por me-
dida o mesmo lado BC == a ; mas por ser entfio cosb=0,
“cose=0 , senb=1 , sen¢=1 , a formula (1) appli-
ada nos dd, como deve,

e

S~ A cos @ = cos A

e por tanto € ainda verdadeira.
~  Passemos a suppdr que é b= 90° e ¢ << 90" No trian-
gulo ABC (fig. 5.) prolonguese ADB até D de modo
(ue seja AD = 90° ; entdo A € polo do arco DG, ¢ no
triangulo DBC temos

iD= 90° , BD =900 —¢ , DE=d = A ,

o QY

. podendo @ ser ou nio egual a 90°. , como ja
temos b= 90", serd C 1)010 do atco rfL[), e por tanto A = %
90° , a@== B L cada ao tnann‘ulo
ABC, da-nos

vlls

0="0 -

Y 13'10 é verdadeira.

W86 @€ differente de 90°, ontéo ja sabemos por al-
ouns dos casos antecedentes que -podemos applicar a for-
mula (1) ao triangulo BDC, onde, fazendo BD = ¢ nos
vem

cosa = cosa’ cosc’ -~ sena’ senc’ cos D ,

’

¢ por que €
: D=%0“,G'=90°——G,t‘.ﬁ'=&,
- fich-nes.
cosa == cos:A senc ,
x\;: 0 que se obtem, com b= 90", applicando a formula
i

(1)ao0 triangulo ABC.
buppondo hmlmbnte b=190° ¢ ¢>> 90°% tomando no
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lado AB (fig. 6.%) uma parte AD = 90° ¢ unindo D com €
¢omo no caso antecedente, teremos o triangulo DBC, onde ¢

a.t DC=—4a"=A , BD—¢ — 90°:, BDG = 90° 5
Lt
¢ a formula (1), que é applicavel, nos d4

eos a = cosa’ cos (¢ — 90%) = cos A sen¢ ,

como daria, sendo applicada ao triangulo ABC e fazendo
b = 90"
Logo a formula (1) ¢ verdadeira em todos os casos.

4. Tivando pelos outros vertices B ¢ € do triangwdo™

espherico planos tangentes 4 esphera e repetindo as mes-
mas dedugdes que no n’ 2, ou permutando as letras na
formula (1), o que vale 0 mesmo, temos mais duas for-
mulas que com aquella formam o grupo
cosa—cosb cose - sen b senc cos &'
cosh = cosa cos¢ -} sena senc cos B i
C

o8 ¢ = cos @ cos b |- sena sen b cos "

X porque, salvo os casos duvidosos, o que mais td.lll(.
diseutivemos, smn_trianoulo espherico fica determinado,
quando forem dados tres dos seus’e emcnmq, d&s equ:ttf{ws
que estabelecem as relagdes entre . estesm

distinetas mais do que tres: podemos p01 1880 consi-
=
derar o grupo. (A) como o das formulas fundasaities:

da trigonometria espherica. Mas nos diversos casos que

se apresentam ¢ conveniente ter formulas que deem im-

mediatamente a expressio da incognita, e as quaes pas-
samos a deduzir combinando aquellas devidamente.

5. A fim de obter uma relacio entre dois lados @ ¢
b e os’angulos oppostos A e B, basta ‘eliminar ¢ entre
‘as duas primeirag formulas (A), o que se consegue fa-

cilmente introduzindo n’ellas os senos dos angulo uu__lu_-_

gar dos cosenos. A primeira equagiio nos di

cosa — cog b cos e
EOR A T= ~ 5
sen b sen ¢ >

d'onde

i
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2
sen?h sene — (eosa — ¢osh cos¢)?

sencA = 1 —eos® A — B 5

sen=) sen=c

(] = (..Oh"b) s cos?e) — (cosa — cos b b ) cos c)
" sen?b sen’

1 — cos?a — cos?h — cos?c | 2cosa cosb cose

senZb senze
¢ por tanto

sen?A 1 — cos?a — cos?h — cos®e |- 2eosa cosd cose
sene gen®a sen2) senc
R o— sen A, 5 :
- Este valor de — ,— €, como se vé, uma expressdo sy.
sen *a ¢

metrica em relagio a @, b e ¢, ndo muda com a permu-

ttu,au d’estas letras: por conseguinte, da segunda e ter-
sen® B sen *C
ceira de (A) tirariamos para valores ——.— e
' en’h  sen‘c
o~ INesma expressao, e assim serad
sen?A  sen®B  sen3C

sen 2 sen2l  senZe

undo a da, e attendendo @ que os
SCNos du arcos MeHorcs (o que 150° sdo positivos, te-
remos as formulas o

sen A sen BB sen € )

.. S Sen a sen b sen e

que constituem a chamada regra dos quatro senos.

6. Sejam A", B, C', @, b, ¢ os elementos do trian-
culo polar do trianguln ABC.

A primeira de (A) dd-nos

; cos a’ = cos " cosc’ - send’ sen¢’ cos A’

e porque siao

—a g’ ="T80—=% AT =By
| lf’:: 180 — B B'= 180°—}
18 e =180° — C " = 180> —¢ ’

.\ .
infroduzindo estes valores ¢ trocando os signaes a aw-
bos 08 mewbros da equagio, vird
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cos A = —cos BB cosC - senB senC cosa ;

deduzindo do mesmo modo as expressdes dos cosenos
dos outros dois angulos do triangulo ABC, teremos pois

cos A= — coz B cos C - sen B senC cosa ’
cos B = — cos A cos C 4 sen A sen C eosd ; (C)
€08 C = — cos A cos B 4 sen A sen B cosc§

7. Se na primeira das equagdes (A) introduzirmos o
valor de cos ¢ tirado da terceira, teremos

cosa == cosa cos?h | sena send cosb cosC |- send senc cosA ,

passando para o primeiro membro os termos em «, re-
duzindo ¢ dividido por senbd, fica

cose send— sena cosb cosC =senc cos A (2),

e pela permutaciio de letras se obteriam inais cinco for-
mulas analogas. Agora, se dividirmos ordenadamecnte @
equaciio (2) por esta :
senc sen A :
L e

"-‘“--...,____ha_ Sen 8
. b x T o S
que se tira de (B), vem

cota senb — cosb oSO —cot A sen o

T
Pela permutacio de letras obteem-se mais cinco for:
mulas, as quaes com esta se podem escrever assim: ;

~cosh cosC = —senC cot A -} senb cota £
cosc cos A= — sen A cot B - senc¢ cot! )

" tosa cos B=—senB cotC | sena cote | D)
cos e cosC = —senC cot B |- sena cotd
cosb cos A— — sen A cot C |- sen’ cote |
cos¢ cos B = — sen B cot A -} sene¢ cota

8, Cada uma das equagdes dos grupes (A), (B), (€) e
(D) contem quatro dos seis elementos de um triangulo;
ellas sio em numero de quinze, que ¢ o das combina-
¢oes de scis objectos quatro a quatro. Para as applica-
¢oes bastard em cada caso escolher a equagdo conve-
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niente para dar de prompto a incognita em funcciio dos
elementos conhecidos, e appopriar a mesma equagio 8o
calculo logarithmico. Para anxiliar a memoria podem ser
compendladas nos seguintes enunciados:

1. O coseno de wm lado qualquer de wmn triangulo es-
pherico é equal ao producto dos cosenos dos outros dois lu-
dos, mais o producto dos senos de estes mesmos lados mul-
tiplicado pelo coseno do angulo opposto ao primeiro.

2.° Nos triangulos esphericos os senos dos an, Jet.’os estao

« entre—siweomo os senos dos lados oppostos.

3.0 O coseno de um angulo ¢ equal a somma alg Jebfrwa do
producto dos cosenos dos outros dots angulos, mais o pro-
ducto dos senos de esses mesmos angulos multiphcado pelo
coseno do lado opposto ao primeiro angulo, devendo dar-se o
signal negativo ao producto em que entrem s6 angulos.

4.° Postos quatro elementos contiguos de uwm t-r-r'anqulo, 0

»producto _dos cosenos das partes medias ¢ egnal ¢ somma
~ dos p;m?nc-fos‘ dos senos das mesmas partes multiphcados
pelas cotangentes das extremas, fmfa com lado e angulo com

angulo, d@gg}fo-se 0 _swgnal_negative. ao_producto em que fi-
gquram angnlos.”
.
11
< i P s : *""‘-u

Resoiuedo dos triangulos rectangulos

N\

9. Designando per @ a hypotenusa, faremos A= 90°
nas furmulas acabadas de deduzir, e assim nos vird:
pela primeira de (A)

o8 @ = Cogd cose (3),

pela regra dos quatro senos

sen b — zena sen B
sen¢ = sena sen C )

pela primeira, sexta, segunda ¢ quinta de (D)
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tang b = tanga cosC )
tange = tanga coz B
tang b = sen ¢ tang B
tang e = sen b tang C

e finalmente por (C)

cos o = cot B cot C
cos B = cosd senC )
cos C=—cose senB

N'um triangulo rectangulo, alem do angulo reeto que
¢ conhecido, ha mais cinco elementos dos quaes~dois
bastam para determinar os outros tres. O numero de
combinacdes que se podem formar com esses cinco ele-
mentos tomados tres a tres é dez, e tantas sio as equa-
¢oes (3), (4), (5) e (6) que resolvem todos os casos dos
triangulos esphericos rectangulos, e estio j4 adaptadas ao
caleulo logarithmico. Estas formas comprehendem-se to-
das nos seguintes enunciados, que sio as : 3 s

o s

REGEAS DE NEPER

No triangulo esphemeorectangulo_o-coscio da parte me-

ha ¢ e JuaZ a0 pr oducto dos senos das partes aeamdas.

No uso e apphraoao fl estas regras deve
1> Em relagio 4 contagem e mdem dos elementos
do triangulo nio fazer caso do angulo reeto, tomando-o
como nao existente.

2.° Ver na figura a disposi¢ao das tres partes, duas
dadas e uma pe(hd.a. Quando todas as tres forem conti-
ouas (como C, ¢ e B na fig. 7.%), chamaremos conjunc-
tas as que  occupam 0s extremos (C ¢ B na mesma fi-
gura) e media a outra. Quando uma imar isolada das ou-
tras duas por eclementos que n@o figuram na formula,
serd ftquelln a media, e estas as separadas assim na fi-
gura 8. b ¢ a media ¢ B e ¢ sio as partes separadas.
2.2 Em vez de as tuucr,ues tmgonmnetnms, (que as re-
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* gras indicam, tomar as complementares, quando for ca-

~theto o elemento a que aquellas funcgoes se referem.

10. As formulas do paragrapho antecedente manifes-
tam immediatamente algumas propriedades dos triangu-
los rectangulos.

1> A equagiio (3) faz ver que, quando um dos lados
for maior do que 90° tambem o serd um sé dos outros,
de sorte que o numero de lados maiores que um qua-
drante é dois ou nada.

o 2°4Qualquer das duas ultimas formulas (5) mostra
que um catheto é da mesma especie que o angulo op-
posto, isto ¢, maior ou menor que 90° comforme o
cangulo opposto tambem for 43{1&1'01‘ ou menor que wmn
srecto. f&’_g :

3.° As duas primeiras do mesmo grupo (5) indicam
que a hypotenusa ¢ um catheto s@o da mesma especic

. quando o angulo comprehendido for agudo, e de espe-
cie differente se fér obtuso.

1. Bem que sejam dez as conbinacdes que se possamn
formar cam cincoyeleinentos tres.a tres (ou dois a dois),
sio 80 seis o3 casos distinctos que-importa considerar.
Assim, quando ¢ dada a hypotenusa e um angulo ad-
Jjacente, temos @ e Brow @ e U duas combinacdes dis-

ddpgtas asum 86 caso para discutir, ete, ete. Passemos a
percorrer todas estes casos. '

Privimo caso. B dada a hypotenusa e wm  catheto,
“a e b. A equacio (3) dd o catheto ¢, a primeira de (5) dd
U, e a primeira de (4) d4 B. Ainda que este angulo ¢
dado. por um seno, que tanto compete a um angulo
agudo como ao seu supplemento, nio ha ambiguidade
por sabermos que o angulo B ¢ da mesma especie que b.

SEGUNDO CAS0. Sdo dados os dois cathetos, b e c. A
equacao (3) dd a hypotenusa, as duas ultimas (5) ddo

e O o

TerceRO “cASO. B dada a hypotenusa e wm angulo
‘adjacente, ¢ e B. A primeira das equacoes (4) dd b, a’
segunda de (5) dd ¢, e a primeira de (6) d4 C. O lado
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b ¢é dado por um seno, mas nido ha ambignidade por
ser da mesma especie que B.

Quarro. caso. Sdo dados os dois angulos adjacentes d
hypotenusa, B e C. Obteem-se os tres lados, usando das
formulas (6).

Quinto caso. B dado wmn catheto e o angulo adjacente,
b e C. A primeira ¢ a ultima das equagdes (5) dio a
hypotenusa ¢ o outro catheto ¢, a segunda de (6) di
o angulo B.

Sexro caso. B dado wm catheto e o angulo opposto
b e B. A primeira das equacoes (4) d4 @, a terceira de
(5) dé ¢ e asegunda de (6) dd C. Todos estes elementos
sfio dados por senos, e assim é este o unico caso duvi-
doso na resolug¢iio dos t.lﬁlgulus esphericos rectangulos.
O problema tem duas solugdes: mas quando outras con-
di¢oes do mesmo problema determinem a especie de C
ou ¢, por exemplo de O, entdo serd da mesma ¢, como ¢
sabido, e a de a é determnmda depois pela, qquavﬁf) (3).

Na figura 9.* estdo representadas as’duas soluc¢oes,
por que coun 03 dados AC==5 e B tanto se pdde cons-
truir o triangulo™ Wﬂ“ﬁﬁtﬂl ABC que com
0 primeiro _ forma. & lunula  BC vé clara-
mente como os elementos @, ¢ e C de um sa0 os sup-
plementos dos elementos homonymos do outro friangul

111

\

Transformacdo e adaptacio das formulas funda-
mentaes ao calculo logarithmico; formulas de
Delambre e analogias de Neper.

12. A primeira das formulas (A), resolvida em ordem
a cos A, dd-nos

cosa — cos b cose

eosA =
sen b sen¢



17

T introduzindo este valor nas formulas conhecidas -~
1 Al ‘/ 1 — cosA R T
sen —2' —_—— 2 ] ] .’
b FE
1 1.4 cos A r
Cos E An=— ‘/ ‘-‘i§“—‘ )

1 ‘/senb sen ¢ —}-cosb cosc—cosa

Bm§A= 2senb senc

‘/ cos (b — ¢) —cosa
= 2send senc

/ Sp=—5 b — '
' t.:” sena+c -sena_i_ 2
= : 2 2 )
s 2 send senc

cos

temos

cosa — cos (b -} 0)

LN e i 2 send senc
_\/(mna—!-&—%cseu_b—l*c—a
= 3 2 2 2
: N send sene

b
Por permutagao de letras n’estas formulas, ou repe-
tindo a deducc¢io com os valores de cosB e cosC tira-
|dos das eqﬂagoes (A), obteem-se formulas analogas para

‘03 senos e cosenos”dos; angulos 3 2 e —C Depois por
|

FleISaO obteem-se as tangentes e, chamando 2p a0 peri-
perimetro @+ b + ¢ do tr1anrru10, teremos per ﬁm.
2

i



18

sén%—A=l/5°n(P—b) sen (p — ¢) |

sen b sen¢
seniB:l/S‘m(P‘"ajSe;(p—c) , @)
2 Sen @ senc
i G|/ E =Dl 1)y
2 sena send
1 —
COS_A__l/senp sen (p a) :
2 send senc
1 e
o8 — Biae— ‘/ senp sen(p — b) ’ (8)
2 sen @ senc ;

1 ' ot RO 3
cos_c:|/ﬁsﬂp_ﬁez_@ B
T sen a sen b J

g+ A O —D G0
2 senp sen (p — a)

tang—;- =‘l/:-.fs.e1.1(p'—a) sen (p—-c) | (9)

N’estas formulas devem sempre os radicaes Ser tosreaw——
dos com o signal mais, por ser menor do que 180° cada
~um dos angulos do triangulo.

12, Chamando ¢ ao excesso espherico no triangulo
ABC, e designando por o V¢ ,A,B',C’, os elementos do
triangulo polar, temos

¢=A+ B4 C—180°

A =180° —a, B'=180° =5, ¢'—180°—c,
o = 18P A, ¥ = 180°— B T¢=180° — Gy

s 5 180"'“(&~¥-15—|-(}) 8. 180" — (180° - )
i 9

A +£‘Iif4@
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. |
r 1 I
™ G#ng, g
g 1
g
p'_a’=1oo_—%—180+_A=A—-2—a,
1
P =B, W,
: 1 )
;.r___ ’:C Sl | A
P ¢ 2 ] T 174}
- S lA'— (90 )--—cl:mfi
ueng — sen 5 i 5

Cos %A’ = cos (90 ———;-)z sen% i

.|tent§0 a aﬁpli’caq:ﬁo das formulas (8) e (

1ABC
i'"-*-. =
1
; e i : - e
1 s o —
SenE&:\/LL.u2a$c11(I : ) ?
‘;\__k sen A sen C | 2
1 3 -
3 sen——c_ﬁ Sen—-ssen( ___2_3)
b sen A sen B ’}

1 1
eos—;—az"\/ sen (B— 5_5) sen (C— 2—'5)
sen B sen C

sen(A—-—-—— s) gen (C — — s)

cos-—b—ﬂ

sen A sen C

C = T ~—
‘m.%c:‘_ \/ sen (A — = ¢) sen (B — 5 ¢)
! sen A sen B

3

7) 20 triangulo
WBC, e dePom a divisio ordenada, d4 para o triangulo

(10)

}(11)
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W_a_\/ L oo (a— L)

B—--— ¢) sen (C ——.:;,)

1 1
i = PR :
tang — b sen - € sen (B 5 €)
2 3 — T (12)
sen(A——é—s)sen (€ — 55) 1

e 1
1 A R
oty = \/ sen - ¢ sen (© 5 £) ,

sen (A — %s) sen (B —% e |

I

formulas onde os radicaes sdo, como anteriormente, to-
mados com o signal positivo,

18. Combinando por multiplicagio as duas’ primeiras
formulas (7) com as duas primeiras (8), e tembem cada

par (7) e (8) entre si, vem : ™
sen 1 A cos .1.. B — ﬁel_] (P T.i) f‘ﬂ?—‘, BN (}_7—_ 6‘2
2 2 na sen b

1 1 — senp sen (p — ¢ =
cos — A sen-—B:Een (@ 4 e @ )
o % sen ¢ sena send

Sl e T 2 5% cos —1-0
2

g sen ¢ !

sen p sen (p—a) sen (p—25)

1
cosgi&cos§B—_—-

sen ¢ sen a seud
'aenp E c
_ sen G 2 : . i BN '_.,4"
it — sen (p— a)sen (p—20&
sen-—Asen-B:sen(P g (v ) (p._ b
2 23 sen ¢ sena senbd

& ”
s SR Les _
* gene 2 2
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d’onde se tira

1 1 1 1
nEAcoséBicos §Asen ‘:‘B

1
—C
cos 3

__sen(p—5) Tsen(p—a)
sen ¢ -

1 S (St Sk 1 i
cos EACQS §B+ sen§ A sen—g— B

S 8¢ as Sem) _ércngzas dos arcos, e atten-
dendo a que é 2p a + b 4 ¢ temos

1 1
,,-,Ben(p—b)—l—sen@—a)zﬁsené—ccos-_z—(a—ﬁ),
1 e
_sen (p —b) —isen (p — a) = 2 cosaaseug(a——b),
1
senp+sen(p—c)_2cos—csen (a+b),

1
sen p — sen (p——c)._ﬁsen—ccos (a—}—b),

e € alem d’isso

sen 2 2
en ¢ — 2 sen — ¢ €08 — ¢
2 ey

e por tanto as egualdades antecedentes tornam-se nas
seguintes formulas achadas por Delambre:



A
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sen —21 (A B)_cos —21-(0:—5) I

1
cos —C =
) : cos — ¢

1 1
sen. o (A—D) sen 5 (a-—;b)

1] 1
cos — C sen — ¢

2 2 \
cos 2—1-(A—{-B) cos zl(a—|—b)

I Yo i

senEC cos — ¢ e

2
COS _E(A-—lMB) sen-—(a-|—f)

S
e e (e Serb
B anﬁ ¢

14, Dividindo a primeira das formulas de Delanbre
pela terceira, a segunda pela’ quarta, a Wﬂ e

ceira, e finalmente a segunda 'pela primeira, obteem-se
as quatro seguintes wghu,ldaa sela denominacio de ana-

!ogms de Aepu

_‘-.-.’_— X pEt I
ta.na (A -+ By = o cot §C .
cos (a - b)
. 1 T - S
sen — (a —b)
1 2 1
tang 2~(A R = 14_{'.015 -C,
sen 3 (a4 b)
i (14).
cos — (A — B)
tang — (a + b)) = —————— tang 2 :
(A Tj?'w b |
s _ SeﬁTZ'(A_B) 1
mngg(a—a)m———ﬁ-—-mgg :
: ; shn (A. -]-~ IB) ; :
=7 Cd 250
i o ; £l el L
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tices B e A" arcos de circulos maximos perpendicular-
mente sobre os lados oppostos, construem-se os triangu-
1os reetangulos BCE e ACD, dos quaes tiramos, appli-
cando a regra de Neper,

c0s C = cota tang CE = cot ) tang CD ,

é: comparando estas equacdes com (15) e (17) reco-
nhece-se qne os arcos auxiliares ¢ e W s@io os arcos
CE e €D comprehendidos entre o vertice do angulo dado
€ 08 pés d’aquelles arcos perpendiculares. Por esta forma
b—q¢ é o arco AE, e a— ¢ é BD.

Ora temos tambem no triangulo BCE }1“‘

sen © = cot C tang EB
e no triangulo ABE
sen (b — ©) = cot A tang EB , _

equacoes que, divididas membro a membro, dio

 — . B Rk ) WO
sen f.p_ _".:Uf__(.j 2

ol - P Tar it

cot, C
; CObiA = e sen (b — @) ,
. "‘qﬁ'ﬁvé a_equacio (16).
~  Temos ainda nos tI'l:ln"ll].OS rectangulos ABD, ACD
sen (a — W) = tang AD cotB ,
= ; sen. ) = tang AD cot C ,
'3 pela dlvﬁao vem

»

_ sen(a—)  cotB
" sen ) et}
ol N
ot
cot:Bi=—
sen
que € a equac;a.o (18)
‘Tira-se ainda

c
qJ:\ien(a—g};},

cos ¢ = cos (b — o) cos BE ,



¢ e ¢ os dois segmentos do lado a, vem
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cos @ = cos @ cos BE ,

e por tanto
cos ¢ cos (b — @)
on
- cosa
o) — a)—s—-(pcos (b —9),

e esta € -a equagdo (19).

Na fig. 11* o pé D do arco perpendicular fica sobre|
o lado @ do triangulo. E' o que acontece sempre, sef
os angulos B e C forem ambos agudos ou ambos obtu-]
sos; mas se estes angulos forem de especiaes differentes, §
entdo o pé do arco cahird no prolongamento de CBf
Para o reconhecer basta tomar o valor do lado ADS
nos dois triangulos rectangulos ACD, ABD e, chamando

tang AD — sen t{.}t&ng o= sen )’ tang B3 = 4 I

: .i
ora sendo.C e B da mesma especie, as suas tangentes S0
do mesmo signal, pel6 que acofitece o mesmo a senys
e seud, e « & somma,dosedoisssegmentos. (Quando Bz
e C forem de especiges differentes, sen§ e sen ' teem|
signaes constrarios, e um dos segmentos de « ¢ negativoi]
o pé D cahe entio no prolongamento de este lado, cumit
se vé na fig. 12.* O triangulo ABC € n'este caso a diffes
renca entre os dois triangulos ACD, ABD e temos

Y=CD,{ =BD=1{ —aq,
e dos dois triangulos rectangulos tiramos
I B) tang AD

L]

sen (p — a) = cot (180°
ou e
— sen (@ — ¢)) = — cot B tang AD,
€ ' .
sen ) == cot C tang AD,

e obtem-se pela divisdo de estas duas equacOes ainda
formula (18)
Quando acontece, como na fig. 13", ser o angulo
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agudo e o angulo dado C- obtuso, o pé do arco per-
‘pendicular cahe em K no prolongamento de a, e fa-
zendo

R=p=—11

vem ¢
sen (¢ + @) ==cot B tang AK ,

sen o = cot (180° — C) tang AK ,

sen (@ — ) = cot B tang AK ,
—seny = —cot C tang AK ,

| que, divididas uma pela outra, dio do mesmo modo a
| equaciio (18). : , :
| Conclue-se d'esta discussio que o emprego dos angu-
| los auxiliares para achar os elementos A, B e ¢ equi-
§ vale a-decompor o triangulo ABC em somma ou dif-
| ferenca de_dois triangulos rectangulos, e resolver estes
Pultimos. — ochms - o
. 21. Quarto caso. E dado wm lado com os dois angu-
llos adjacentes. Designando por A, B e ¢ os elementos da-
‘dos, trata-se de achar a, b e C. : :

|’ Com mteTceira e quarta das analogias de Neper cal-
culam-se os lados a e b, e depois qualquer das formu-
| las de Delambre dé sem ambiguidade o angulo C.

|§I Tambem se péde resolver o problema com o em-
.prego de angulos auxiliares. Para isso tiramos do gru-

| !Jo (C). '

cos C= — cos A cos B -} sen A sen Beose
&= cos A (—cosB | sen B tang A cos'¢),
¢ fazendo '
S tang A cosc=cot (20),
lica -~ 1 ‘
‘“'\.._ﬁ__ \‘\.\I ';_i'; ¥k A . 5 3 3 .
~ 1._\‘ cosC— P (B—10) (21).
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Para obter @ com os dados do problema tirarémus
do grupo (D)

cot @ sen ¢ == cot A sen B -} eos ccos B

cot A
=—=cos¢(cos B sen B
( T cos c) .

¢ com o mesmo angulo ¢ definido pela equacio (20), e
que se pode escrever

—— —tangf
cos ¢ s

fica por fim

cot ¢
col @ —

cos b

cos{B — ) (22);

para ter b tomamos o angulo o definido pela equagio

> i cose . 28O (23
e vem '
cotg
cot b — (24)

L R e A e S P T T N s
22. No triangulo ABC (fig. 14.), abaixando de A e
B arcos de circulo maximo sobre os lados oppostos, re:.
conhece-se prbmptamente nos triangulos’ rectangulos: &s-
sim formados que os angulos DBA, BAE sdo os auxi-
liares ¢ e o; e por isso tambem n’este caso o emprego
de taes auxiliares vale o mesmo que resolver o trian-
gulo proposto por decomposi¢do em triangulos rectan-
gﬂlNQS verdade, designando por % o arco perpendicular
BD, o triangulo ABD di

cos ¢ = cot A cot DBA |

e comparando com (20) vé-se que ¢ DBA =g Tiramos
ainda

A\

cos A= cosk senb ,
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e no triangulo BCD temos
L s
.' cos C==cos b sen (B—9) ;
;

pela eliminagiio de £ entre estas duas equagdes obtem-se ’6’

a equacio (21). ‘L
- \“ﬁh v

0s mesmos triangulos d@o mais

cos § —tangk cote ,

. *
- e cos (B—H)=tangh cota !A' - I A

¢ eliminando %, vem a equagio (22).
Dos triangulos ABE, ACE tiramos respectivamente,
[_chamando k' ao arco perpendicular AE, e o ao angulo

]

cos @ — tang &’ cote ,

i} cos (A — ) ==tang I’ cotd ,

i se conclue a equag,rlo (Z-L)
23, QuiNro: caso. Sdo. dados deis-lados e o angulo op-
isto a wm delles. ejam a, . A 0s elementos conhe-
0s; pedemse B, C e c.

A regra dos quatro senos dd

o . . sen A sen b : ;
o= SSlB = (25).
Sen @ : e
Para ter ¢ tiramos das fundamentaes ¥ X e
-4 . v ¥ .
,, cosa==cos b (cosc--senc tangb cos A) , / ; >
 fizendo v
Cos b % “"-'_h-'-. : i
) i = -\J f o ‘.'
a= COS?COB (C 9) (- & hr‘;l :
008 (c— 9) = cosa = s (27).

cosb ?/CE\\
\\‘é“
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Para o valor de C recorremos ao grupo (D), do qual
tirtamos

cot
cota send=—=cos b ( cos C - senC 2
Cco8

cot A

e };O{dé :
< g A- 25
; )

o/ 47N ey o)
/ :
fr vl

= . 1&‘ cot @ mn"b_coa{(}—‘{g)

g ] SN a0k : (29):

Se abaixar-mos de C (fig. 15.%) o arco CD perpendi-
cular ao lado AB, acha-se que o triangulo AB'C"é a
a differenca, ABC a somma, de dois triangulos rectan-
gulos, cuja resolugio conduz 4s mesmas formulas (27)
e (29). De facto, chamando /£ a esse arco perpendicular,
temos no triangulo ACD -

eos. A —tang AD cotd ,

cos b— cutA cot. ACD

T Ll -

e comparando com (26) e (28) vemos que- é AD—qp e

ACD=¢; e por tanto no triangulo ABC ficamos

DB=¢—o, DCB C—4¢, e no trlanrrulo ACR &

DB =g — o= — (¢ o DOB =y -G (G~ 0t
Qualquer dos trla(ncrulos CDB ou CDB

cos a = cos k cos (¢ — @), 3 .I\\.
e como temos no triangulo ACD
cosb=coskcosq ,
eliminando k vem a equagiio (2 7)..

Temos ainda !
cos ) =tangkeotd , ! %)
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E no triangulo BCD ou B'CD
cos (C— {) =tang kcot a,

e a eliminacdo de k entre estas duas equacoes d4 a for-
mula (29).

24. O angulo B € na equagio (25) dado por um
seno, que tanto pode convir ao angulo agudo encon-
trado nas tabuas, como ao seu supplemento, e depois
de gglculados ¢ e ¢ pelas formulas (26) e (28) as
eqiacoes (27) e (29) determinam cosenos, que tanto
podem competir a (¢c— ) e (C— y), como a (¢ —¢) €
¢ — (). Assim temos, em geral, duas solugbes: o tri
gulo ACB com os angulos B= CBA, C=DBCA e
o lado ¢e=BA; e o trmntrulo ACB’" com os elementos
B’—CBA—ISO"—B C—— ACB' e ¢=AB'. No pri-
meiro é DB=¢— o, DOB C — ; no segundo temos -
~ N =9 —¢ DOB'=4y—C.

25. Sexto ©As0. Sdo dados dois angulos e o lado op-
Ppostong, um d’eﬂes _Se'am A, B e b os elementos conhe-
mdos;,P oride=s0 de ar o

=

Pela regra dos quatro senos temos 'S
sen a s i b ‘3
- P = (30).

Para_achar C tiramos do grupo (C)
cos A = cos B (— cos ¢ —-sen Ctang B cosa),
¢ com o emprego do angulo auxiliar ¢ dado por

: tang B eosa==cot § 31
= g (31)

€Ol
cos A —

2

*B sen (C—8) (32)

AN B de obter ¢, servindo-nos da sexta equagio do
grupo (D) teremos

3
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cot a
——— §én ¢ — cos c=rot A tang B,
cos B
e pondo
cot a "
(30_5:3 = Cot.t (33),
vird .
4
sen (¢ — w) = cot A tang B sen (84).

- Estas mesmas formulas (32) e (34) que mnos diio
(C—0) e (c—w), se obteem, como anteriormente, pelos
triangulos rectangulos. Sendo na fig. 15.* CD =4} o arco
perpendmuhr e chamando © ao arco BD e ¢ ao an-
gulo BCD, temos nos triangulos BCD e ACD

cos BB = cos k sen §,

cos A — cos I sen (C—9),
sen o = cot B tang i,

sen (¢ — @) ==cot A tangi,

e a eliminaclio de k entre as duas primeiras de &stas
equacies dd.a formula (32), entre as duas ultimas con-
duz 4 (34).

Mgs o lado @ na C@W&Q}—é—d&do por um seno,

0 IJI‘() e a P ! er duas
solugou:. E o que melhor passamos a \SCLLIU('("T‘ pnlw-

N,

discussao dos casos duvidosos. g

v

Casos duvuiosos na resolucio dos triangulos
esphericos

26. O quin'ro e sexto caso que acabamos de tratar
sfo os unicos que poédem admittir mais de uma solut;ao,
e ainda assim nem sempre. Para conhecer bem as cir-
cumstancias que fazem haver ou nio uma sd, nenhuma,
ou mais de uma soluciio, consideremos uma esphe1a de
centro O (fig. 16."), e nella um hemispherio cuja base

L4
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é o circulo. maximo AKaMA; pelo polo de este cir-
culo e centro da cqphera facamos passar um plano, o
qual serd perpendicular 4 base do hemispherio, e cor-
tard a superﬁcm d’este segundo uma ecircumferencia de
circulo maximo representada em perspectiva pela linha
MN. Os angulos AMN e ANM sdo por tanto diedros
rectos.

Tomando na c1rcumferen01a que chamaremos meri
diana, um ponto C que nio seJa polo da base do hemis-
pherio, e fazendo passar por’esse ponto diversos arcos
de circulo maximo, teremos que:

1. Os planos de estes circulos fazem com o plano
da base angulos diedros supplementares, sendo o agudo
voltado para o segmento menor da meridiana.

2. Dois arcos equidistantes da meridiana e termina-
dos na base do hemispherio sio eguaes.

3.° O segmento menor da mendlana ¢ o menor dos

—~—zreos de cireulo maximo que se pédem tirar do ponto

C para a circumferencia da base; o segmento aior é
0 mamr [].Ob 1ESIMOS_arcos.

4.2 Os™Mare 20 tanto maijores, quanto mais proxi-
mos do segmento maior.

Para mostrar a verdade de estas proposicoes conside-
__Ieémos de esses arcos, tal como CA, girando em
torno jo raio CO, e formando assim com o segmento
menor CM=1F% e com arcos da base do hemlapheno di-
versos. triangulos rectangulos MCA, MCK, MCz ete.
Chamando entdo b a0 lado CA variavel, e § ao angulo

tambem variavel MCA, temos no triangulo MCA

cos f = cot & tang k (=)
sen i =sen dsen CAM (B).

Ora, por que k& é o segmento menor, e por tanto infe-
rior a 90°% sen k e tang k s@io quantidades e positivas.
Entio a equagiio («) nos faz ver que, crescendo g desde
zero até 90° b cresce desde o valor minime % até 90°;
quanto for 6 = 90° o triangulo, tal como MCK, ¢é bire-



36

ctangulo ¢ o ponto K é polo do arco CM. A equacdo
@® d4a CAM = 90° quando b=k, mas entio nio ha
triangulo; crescendo & desde k até 90°, o angulo CAM,
que € sempre agudo, diminue até tomar o valor mi-
nimo K que € quando o ponto K for o polo de CM.

Continuando a crescer o angulo ¢ desde 90 até 1802,
0 cos b torna-se negativo e vae augmentando o seu va-
lor absoluto; o mesmo acontece a cot b, como indica
a equacfio («). Entdo o arco b continua a crescer desde
90° até ao seu valor maximo 180° —/ , como mostra-
a mesma equaciio dando-nos, para § = 180°,

tang b= —+tang I,

e o triangulo espherico degenera n'uma lunula, a qual
€ a quarta parte da superficie da esphera. Ao mesmo
tempo a equagdo (3), dando-nos

sen b

5 sen b’

mostra como o angulo CAM, tendo attingido o seu va-
Ior minimo & 'Jpara 9=00°, principia.a crescer repas-
sando pelos mesmos valoras até tomar a_ser recto, o
que acontece quando b= 1801 Nnotlo dege-
nera na lunula. -

Finalmente, para angulos eguaes de um lado e eutro
da meridiana, MCA=¢ e MCA'=—y¢, a equacio ()
d4 o mesmo valor para b; os dois triangulos rectangu-
los sfio eguaes por symetria. Vé-se ao mesmo tempo
que na Junuls KCK’ MK, onde existe o segmento menor
da meridiana, se podem ftirar do ponto C para a cir-
cumferencia da base muitos pares de arcos eguaes, CB
e CB’, CA e CA’, CF e CF’, etc, devendo “cada arco
ser maior do que k o menor ‘do que wm quadrante. Na
outra lunula, que com a primeira prefaz o 11(,uubphcr10,
se pode fazer o mesmo, sendo entdo cada arco superior
a 90° e menor de que 180°—Fk; taes s@o 0s arcos
Ca e C«, CB" e CB”, ete
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27. Sabido isto, figuremos os dados do quinto caso,
e supponhamos primeiro o angulo A agudo; o lado &
pode ser menor, egual ou maior que um quadrante.

1?

A < 90° 55 < 90°

Se @ <b, na lunula, cujo angulo é CAM=A, pd-
dem construir-se com os mesmos elementos dois trian-
gulos esphericos differentes; o problema tem assim duas
solu¢des, que sdo os triangulos CBA e CB'A, e o an-
gulo B’ de um é o supplemento do angulo B do outro.

Se a=0>, ha s6 uma solugio; é o triangulo isosce-
les ACA’, onde o angulo A"= A ¢ agudo.

Se a>b e a+b <180°, ha sé6 uma solucio, que
é um triangulo tal como ACF’, ficando o pé F’ do arco
~ @ entre « e A’, pois que o arco Ca de figura é o pro-
Tongamento do arco AC= 5. O angulo em F’ ¢ agudo.

Se a>b, e a+ b~ 180°, nio ha soluciio, por que
n‘um caso haveria lunula“e n@e triangulo, no outro o
pé do lado @ cahiria féra da lunula do angulo A, fi-
cando por isso o lado ¢ maior que uma semicircmnfe—
rencia.

S 0

A < 90°; b= 90°

Se a<<b, ha duas solugdes. Sendo na figura CK =
90°, siio dois triangulos CBK e CB'K; um dos angulos
B’ é agudo, o outro obtuso.

Se a=>, temos lunula ou nada, e por tanto ndo ha
triangulo.

Se a>b, tambem ndo ha solugio, por que o ter-
ceiro lado do triangulo viria maior que uma semicir-
cumferencia, vindo o pé do areo @ a cahir na lunula
de angulo 180°— A, por exemplo em B’



3%

3'0
: A< 90255 90°

Seja A o angulo em «, e b o arco Czx.

Se a<<b, e a-+b<<180°, temos duas solucdes, taes
como os triangulos BCz e B’Ca , cahindo o pé do lado
em algum ponto entre A e A Um angulo B € agudo,
o outro obtuso.

Se a<<b e a+b=180°, existe s¢ uma solucdo; é
o triangulo « CA” com o angulo em A’ obtuso.

Se ¢ <<b e a-+b>>180°, ha uma solucio unica; é
um triangulo como « CF’, cahindo F" entre A" e «, e
sendo obtuso o angulo em F'

28. Supponhamos agora o angulo A recto, e consi-
deremos os casos de ser & menor, egual ou maior que
um quadrante.

4_0

4 | A= 90°; 5 < 90°

O triangulo é rectangulo e temos-

t s

Sea<6 é cos @>cos b, donde resulta cos ¢—> 1.
0 trlangulo ¢ impossivel, e nio ha solugdo.

Se a=1b, é cos a=cos b e cos ¢=1: temos entdo
¢=o0, ¢ ndo ha solugio, por que nio existe trian-
gulo.

Sea>b e a-+b<<180°% ha uma solucfio unica; é
um triangulo rectangulo como MCB ou o seu syme-
trico MCB’, onde o anﬂrulo B é agudo.

Se a>6 ¢ a+b—180" vem cos @==—cosb, cos
c=—1 ou ¢=180°; fica uma lunula, e nio ha solu-
0.

g Se a>b, e a+b>180°, fazendo §'=90°—0b e
a-+ b= 180°+a', teremos
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b= 90—,
a=90"+4 (¢ + 1),
e nos da
cosc:cosa_—&.cn(& —|—b)
cos b sen b’

ora; por ser a + ¥ =a—90°<90° , e tambem
b =90°—b<90° , sahe para valor absoluto do cosc
um numero maior que a unidade, o que € absurdo. Néo
ha solugao.

5.0

A =G (sie—sd ()
Se a<<b, temos
CO8 a
0

€os ¢ = (.
o triangulo ¢é impossivel e ndo ha solugdo.
Se a=b, vem
it 0

CO8 ¢ = —
o

“0 que-nos indica a_infinidade de solucdes. I\a.
ﬁ ie

verdade, se {To pof mlsp}lemo tirarmos quadran-
tes de circumferencias maximas e taes, que n@o sejam
uns o prolongamento dos outros, dois quadrantes quaes-
_guer n'estas condi¢cdes e o arco da circumferencia da
base comprehendida entre elles fecham.um triangulo
isosceles ou equilatero, formado assim com os dados do
problema; ¢ sido innumeraveis os triangulos que d'est’
arte se poderdo construir.
Se a>1b, temos ainda cos ¢= o , e nio ha solu-
¢ao.
b‘o
As=—=290°s0==-90°
Se a<<b, e a+ b<180° pondo
b=0900+4 0",
a4 b= 180°—a;
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temos
a=—90° — ( + ¥)
e nos da
r b!
o P e
s sen &

um coseno de valor absoluto maior que a unidade mos-
tra que o triangulo ¢é impossivel, e nio ha solug¢fio.
De a<b e a-+ b= 180° temos

cos = — 1,

que dando ¢=180° mostra existir lunula, e nfo ha
solucao.

Se a<<b, e a+b>180°% temos uma solugio; € um
triangulo tal como NCB’ ou o seu symetrico NCB, onde
o augulo B é obtuso.

Se a=b, temos cosc=1, ou ¢=0 e nio ha solu-
¢io.

Se a>b, por ser h>90° e tanto este lado como @
mfenmeq a 180“ e porque no Segundo quadrante a maior
arco corresponde mm coseno maior em valor absoluto, a
equacio

mostra a impossibilidade de se formar tnangulo, e nfo
ha solucdo.

29. Supponhamos finalmente o angulo A obtuso. Te-
mos ainda de considerar os casos de ser b menor, egual
ou maior do que 90°

7-0

A>90°; 5 < 90°

Seja a<<b. Figuremos por CAN na lunula CAN«C o

angulo A. Os arcos menores que CA=5 e partindo de
C terminam entre A e A’, ficando na lunula cujo an-
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gulo é 180°—A. Nas condi¢bes postas ndo pode pois
existir triangulo, e nfio ha soln¢do.

Sendo a==b, temos ¢=0 e niio ha solucdo.

Se a>b, e a+b<<180°, ha sé uma soluc¢io; e to-
mando Cz’= Czx=180°—5 , vemos que essa solugio é um
triangulo ACF do qual o lado a=CF termina entre A
a o. O angulo em F é agudo.

Sendo a>b, e a—|—5—180, 86 existe uma solucéo;
é o triangulo ACz’, onde o angulo em <" é agudo.

Sendo a=>b, e a-+b>180°, temos duas solucdes;
sdo triangulos taes como ACB” e ACB™”, dos quaes o
lado @ termina n'um ponto d€ circumferencia da base
do hemispherio entre « e «'.

O angulo B de um triangulo € agudo, o outro obtuso.

L0
A>90°; 5 —90°

Figuremos CK=5b, e CKN=A.

Se_a<b , o lado a ficaria na lunula do angulo
180°—A , terminando~entresd e K", nio & possivel
formar triangulo com taes elementos, e assim nio ha
solucio.

e a=b, temos lunula ou nada e niio ha solucio.

®e"a> b, ha duas solugdes, como sdo os trmncrulos
KCB” e KCB”’, um tem agudo o angulo B, o outro
tem-no obtuso. Estes dois triangulos porém, quando seja
a=A, reduzem-se ao triangulo rectangulo KCN, for-
mando uma sé solucdo.

9-0
A>90°; 5> 90°

Seja CaN=A e Ca=Hh.

Se a<<b,ea+b<180°, tomando Ca’ C:x, vé-se que
deveria o pE. do arco a cahir entre A e o’ para que o
mesmo lado a fique menor do que o lado b e exista
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na lunula do angulo A; mas vinha a ser a—+5> 180"
Cahindo o pé do arco A entre A e A', tinha-se a<<bh e
a-+b<<180°; mas o terceiro dado sahiria maior do que
uma semi-circumferencia. I pois impossivel satisfazer ds
condi¢oes, e ndo ha solucdo.

Se a<<b, e a+b=180°, temos lunula ¢ nio ha so-
lucao.

Se a<<b, e a+b>180°, ha uma solu¢io unica; é
um triangulo como »CF, cahindo o ponto I entre A e o~
O angulo em F é obtuso.

Se a=b, temos uma s¢ solugio; € o triangulc isos-
celes 2Ca’,

Se a>b, ha duas solu¢des; sdo dois triangulos como
«CB” e «CB”, tendo um agudo, e outro obtuso, o an-
gulo B.

30. Compendiando n'um quadro os resultados d’esta
discussdo, e omittindo, por desnecessarios, os casos de
unposslblhda.de, forma-se a seguinte tabella primeira,
applicavel ao caso de serem dados dois lados « e b e
angulo A opposto ao primeiro d'estes lados.
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TABELLA PRIMEIRA

Angulo diedro A Arco b Relagies de a com b d(_N‘:gﬂﬁ:gm
: j a<lb Duas
b= 90° a—b Uma
l a>b,eatb<180° | Uma
A <90 b=190° | a<_b Duas

‘ a<b,ea--b< 180° | Duas
b> 90° a<b,eat b=—180° Uma

E a<b,ea-tb>180° Uma
b<90¢° a>b,ea-}b<180° TUma
A=190° —9()F a=—1b Infinitas

b= 90° | a<b,ea-b>180° Uma

[ a>b,ea-tb<180° Uma

b << 900 a>b,ea-tb=180° Uma

[ a‘>b,ed’~|—b>18(}° Duas
TAS900  ( b=90° a>b Duas
L :,ca—|—5>180° Uma

b 2 90° a==0D Uma

pa ; T =D Duas

31. Applicando esta tabella primeira aos elementos
a@ybiwesA” do triangulo A'B'C" polar do triangulo ABC,
construe-se um quadro que, attendendo 4s relacoes co-
nhecidas ¢ =180°—A, §’=180°—B e A'=180°—a, se
torna na seguinte tabella, a qual serve, quando sio dados
dois angulos A e B e o lado a opposto ao primeiro.
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TABELLA SEGUNDA N

Arco a Angulo diedro B He‘.[.'lt“ﬁ{-!s. de A com B deN:;Rl:;(‘?ea
A<B Duas
B < 90° A=—B Uma
A>B,A|+B<180°| Uma
=90 B=90° | A<B " | Duss
A<B,e A4 B<180°| Duas
B>90° (A<B,e A-}B=—180°| Uma
A<<B,e A4 B>180° Uma

B< 90" |A>B,e A} B <180°| Uma
a=90° B=90° A—B Infinitas
[ B>90° [A<B,eA+B>180°| Uma

A>B,e A} B<180°| Uma

B<90 (A>B,e AB=180°] Uma

) A>B,e A-}B>180°| Duas

a > 90° B—90° | A>B Duas
A<B,eA-+}+B> 180°| Uma

B > 90° AN Uma

[ A>B Duas

R mhM.ﬂg_M‘

5 i 1431 "6’;

‘\f;;‘."i'/

\.




APPENDICE

Outros modos de deduccao das formulas
fundamentaes da trigonometria espherica

——— ——

1. Por outra construcgio egualmente simples se podem
deduzir as formulas fundamentaes da trigonometria es-
pherica.

Se}\. O (ﬁu 17.") o centro da esphera, ¢ tiremos raios

C para os vertices do triangulo ABE; o

suppomos @ e b menores que um quadl‘ante, 'wudos

os ﬂ.]lU’UIOS A e B, e projectemos o ponto C perpcndlcu-

larmente sobre o plano do lado opposto, e bem assim

sobre os raios OA e OB. Sejam P, Q e R estas pro-

Jecgdes; tiremos as rectas PQ e PR, as quaes, pelo theo-

rema geometrico cHamado das tres perpendiculares, formam

angulos rectos com OA e OB; finalmente tiremos QS
parallela e PR, e PT parallela a OB.

Temos assim os angulos PQC=A e PRC=DB, por
serem os rectilineos dos diedros A e B do triedro OABC;
e os angulos PQS e AOB=c¢ so eguaes como comple-
mentos do mesmo angulo OQS.

Chamado R ao raio da esphera, serd
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OR=R cosa ,
CR=R sena ,
OQ=—R cos b ,
CQ=R send , : ,
QE—PGQ cosips "

SR —PT'— P sencn

0S—=0Q cosc=—R icos b cos ¢’y
PQ=CQ cos A=—TR sen b cos A,
PR —CR cos B=—=B sen a cos B ,

QS=0Q — R cosh senc ;
e POI' Ser
OR — OS-} SR,
PRTS—0QS—QT1,

CP=C(CQ sen A—CR senB ,

substituindo os valores precedentes ¢ supprimindo o factor
commum R, vem

eos a=—=cos [l cos e—-senb senc cos A ,
sen a cos B=—cosb sen¢-—senl cosc cos A (@)s
senb sen A—gena sen B,

Estas tres equaroeq nio sao dlqtmctas, por quanto, se
- quag € as nadamente,
.qbtum se uma i entidade. ro3ec ando po’rem’ 0 Pl
sobre © plano do arco b e sobre os raios OC o4
tira promptamente a equacio

sen C sen a==sen A sen ¢,

a qual com o grupo (@) forma o syntema de tres equa-
¢bes distinctas entre os seis elementos do’ triangulo.
Ainda que, deduzidas n'uma hypothese partlculftr, as
formulas sdo geraes, pois vimos, discutindo a p1'1me11'a
d’ellas em diversas condicoes, que esta sempre se veri-
ficava; e vimos egualmente como, applicando aos outros
dois lados b e ¢, o theorema que elle representa, se con-
segue o grupo (A), do qual se deduzem, como entéo fi-
zemos, todas as formulas de trigonometria espherica.
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9. As mesmas equacoes (a) se podem ainda obter pelas
_ formulas de transformacdio de coordenadas. (Fig. 18.%)

Sejam x, 7, z as coordenadas rectangulares do ponto
C; designemos por R a sua distancia CO 4 origem, por
a o angulo que esta recta faz com a parte positiva do
eixo dos 2, e por B" o angulo diedro do plano COz
com o dos zz, o qual tem por medida o seu rectilineo
formado em O pelo eixo dos @ com a projecgio OP da
recta OC sobre o plano dos zy. Temos assim

y=R sen asen B’
=R sena cos B
z2=—R cos a

Agora, conservando a mesma origem e o mesmo eixo
dos y, tomemos novo systema de coordenadas rectangu-
lares; o plano dos 22" ¢ ainda o mesmo que o dos zz,

~ mraswos. eixos Ox e Oz’ fazem entre si um angulo, o qual
é o mesmo que o formado por Oz com Oz, e que desi-
gnaremes. por ¢. Projectando entéio. o ponto C sobre o
plano dos »’a’, chamando b ao angulo COZ, e A ao diedro
comprehendido pelos planos COZ, e 70z, e contando o
diedro_a partir de este plano, como o diedro B', teremos
— dn mpz“ia modo :

@' —R senl cos A ,

¥'=R senb sen A ,

2—R cos b

Pelas formulas de transformacio de eoordenadas sfo

r
z=—ua'sen ¢~ z'cos ¢,
s
==Y
#=—&'cos ¢ —z'sen ¢ ,

e, pendo nellas os valooes precedentes das coordenadas -

de um e de outro systema, e supprimindo o factor com-
mum R, vem
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cosg==sen) senc cos A - cosh cosc ,
sena sen B'=—sen b sen A ,
sena cos B'=—sen) cosc¢ cos A— cosh sene ,

Ora uma superficie espherica, cujo centro seja O, e
o raio R=C0, é encontrada nos pontos A, B ¢ C pe-
las rectas Oz’, Oz e OC, as quaes sio as arvestas de um
triedro com o vertice em O, que tem por elementos os
angulos planos a, b e ¢, ¢ os diedros A, B=180%=0D', e
BCOA=C. As faces d'este tiedro determinam na super-
ficie da esphera o triangulo ABC, e 4s equacGes ante-
cedentes, fazendo B'=180° — B, tornam-se nas seguintes

cosa=cosbh cosc—|-senl sene cos A ,
sena sen B=—=senb sen A ,
senacos B—coslh senc—senl cosc cos A ,

que sio as equagdes (a). % it
Destas equagdes a primeira déd, pela permutagio das
letras, o grupo que foi designado por (A), e pelo uso
do triangulo polar o grupo (C); a divisio entre as ou-
tras duas d4 wma egquacio, que por permutagdes fornece

o grupo (D), e a regra dos quatro senos egualmente
~constitue o grupo (D). ._

I
 Problemas de trigonometria espherica

1-0

Caleular o volume de wn parallelipipedo obliquo, conhe:
cendo as avestas ¢ 0s angulos que estas fazem entre St
(Fig. 19 4

Seja M um vertice do parallelipipedo, onde as tres
arestas MA=a, MB=0 e MC=c¢ se encontram e fa-
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zem os angulos. BMC=2 CMA=p ¢ AMB=v ; abai-
xemos do ponto C, extremidade da aresta ¢, as per-
pendiculares OP e CQ sobre a face AMB e a aresta
MA ou seus prolongamentos, e tiremos a recta PQ. To-
mando M para centro de uma esphera, as intersec¢Oes
da sua superficie com as faces do parallelipipedo for-
mam um triangulo espherico, que tem por elementos
, By ¥ e os angulos diedros cujus arestas sio MA, MB,
e “C 0 angulo rectilinio CQP ¢ a medida do anfrulo A
v Lsco]hendo para base do pamllehmpedo a face de:
termida pelas arvestas @ e b, serd CP=4h a altura, e de-
signando por V o volume do parallelipipedo e por /" a
perpendicular CQ , temos

i ==ic i aniv i
h=17" sen A ,
a por tanto
Y h—¢ genf} sen A ,
que nos dé
' V= abcsanﬁsonT senA.

01:1, i’t?endo e ﬁ T e ‘)P I temua

e |20 ) sen (p — D
- sen 3 seny

1 sen p sen (p— o) |
cos g ot l/———— = b
sen i senvy
que, por ser ' i s

1 1
sen A —2 senEA cosgA
nos dao

R

V'=2alc/senp sen (p—a) sen (p— f}). sen (p—v)

= 9.0

-

Dadas._as coordenadas geographicus de dois pontos da su-
4

E



perficie da terra, achar sobre a mesma superficie a menor
distancia enire csses pontos.

Suppoem-se a terra espherica, e os dois pontos pro-
jectados sobre a superficie dos mares prolongada.

Sejam A e B (fig. 5.* e 10.) os dois logares. Se o
meridiano principal CD passa entre clles (fig. 10.%), te-
mos um triangulo espherico ABC, onde o angulo C no.
polo ¢ a somma da longitude oriental de B eom a lon-
gitude occidental de A, e por tanto conhecido:%Qs la-
dos @ e b sio os complementos das latitudes dos mes-
mos logares, quando ficam no mesmo hemispherio; se
um d’elles ficar em hemispherio opposto, o respectivo
lado serd egual a 90° mais a latitude n’esse hemisphe-
rio. Temos assim no triangulo ABC conhecidos dois la-
dos e o augulo comprehendido. ;

O mesmo acontece quando, como na fig. 5.% o meri-
diano principal cahe féra do angulo dos meridianos dos
dois logares: entdio o angulo C é a differenca das suas
longitudes. - _

A incognita é o arco AB. As formulas (15) e (19)
do n." 19 do-nos em graos o valor d'esse arco, e ado-
ptando para comprimento do grao medio G=111137",

1} 3 ] 'S Cl; Ancla. pedida.. il = XT3 sV ¥8Y PU]‘.

G 0 numero, inteiro ou fraccionario, que exprime.aquelle
, :

arco enl graos.

-
-
-
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