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il a été pense avanl d'a.voir été écrit. Es tas palavras, comple ta -
mente justas , dão tes temunho do cuidado com que está escr ipto 
o livro. 

Os pontos de Ar i thmet ica cuja exposição é mais diflicil, como 
a introducção da noção de fracção e a theor ia dos números 
irracionaes, são n'esta obra excellente I ractados com a maior 
clareza e da maneira mais própria para se rem comprehendidos 
pelos alumnos. O auctor , vendo quanto é inconveniente para os 
alumnos uma exposição demas i adamen te abstracta d 'estes as-
sumptos, introduz, com a noção de numero fraccionado e de 
numero irracional, a representação d 'estes números por segmentos 
de recta, e explica as operações sobre estes números pelas ope-
rações sobre as rectas que os r ep resen tam. 

A obra é dividida em seis par tes , em que são es tudadas , além 
das doutrinas que habi tualmente são consideradas em livros d 'esta 
natureza , a theoria das quant idades negativas, os princípios da 
theoria das congruências b inomias , etc. 

Terminando diremos que o Tra tado de Ari thmet ica do sr. 
HamIier t é um livro excellente, com a publicação do qual este 
sábio geometra prestou um g rande serviço aos alumnos, que tem 
n'elle um bom guia para o seu estudo, e aos professores que 
tòm n e l l e um bom modelo para o seu ensino. 

P. Paiiilevê. — Mémoire sur Ies équations différentielles du pre-
mier ordre, (Paris, G. Villars, 1892). 

A theoria geral da integração das equações diíTerenciaes de 
pr imeira ordem tem sido objecto da par te do sr. Painlevé de 
t rabalhos importantes . Na presente memor ia , que mereceu a alta 
honra de ser p remiada pela Academia das sciencias de Par is , 
estudou este eminente geometra a equação completa F (ar, y, y')=0 
para procurar o que acontece a cada integral par t icular d esta 
equação quando se faz var iar x de uma maneira qualquer no 
plano onde esta variável se r ep resen ta , tendo em at tenção os 
pontos crilicos do integral , isto é os pontos em que alguns valo-
res de y se p e r m u t a m . Par t indo dos t rabalhos dos srs. Fuchs e 
Poincaré a respeito dos integraes que só têm pontos crilicos 
fixos (isto é que não variam com as constantes a rb i t ra r ias da 
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integração) e general isando estes últ imos, estuda os in tegraes 
que têm pontos críticos moveis, no caso em que, x variando sem 
descrever curvas fechadas que contenham os pontos crít icos fixos, 
z adqui re um numero limitado de valores em cada ponto x, e 
de te rmina as condições para que esta circumstancia se dô. Para 
t rac ta r esta questão difficil faz o auctor, em dois capítulos pre l i -
minares , um estudo profundo de a lgumas propriedades c a r a c t e -
rísticas das equações differenciaes de pr imei ra ordem e das 
propr iedades das t ransformações racionaes das curvas algébricas. 

Ch. J. de In VaJlee Poussin. — FAude des integrales à limites 
infinies, ele. (Annales de la Société scientifique de lirvxelles, 
t . x v i ) . 

Reeherehcs sur la convergence des integrales définies (Jour-
nal de math. purés et ap., 1892). 

Na primeira d 'es tas bellas e importantes memorias o auctor , 
considerando os integraes com limites infinitos das funeções con-
tinuas, dá regras precisas [tara a di íferenciação e in tegração das 
funeções definidas por estes in tegraes . Para esse fim introduz a 
noção de convergência uniforme dos integraes definidos (conside-
rando como uniformemente convergente no intervallo de a = a a 
x = b o integral / p " f(x,aí)dx quando a todo o numero positivo 
e corresponde um numero n' tal que seja 

\JJ- f [ x , a)dx\<t " 

para todo o valor de a no intervallo considerado e todo o valor 
de n super ior a n ' j e dá methodos para reconhecer se qualquer 
integral dado 6 uni formemente convergente . Dos princípios e x -
postos faz applicação aos in tegraes mais importantes que têm 
sido considerados pelos geómet ras . 

Na segunda memoria considera o illustre geometra belpa os 
in tegraes das funeções descontinuas em um numero finito ou 
infinito de pontos. Faz p r ime i ramen te um estudo profundo das 
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condições de convergência tanto dos in tegraes simples como dos 
integraes duplos e estuda em seguida ás condições em que é 
possivel inverter a o rdem das integrações . 

P. Pizzeti.— / fondamenti matematici per la critica dei risultati 
sperimentali (Atti delia R. Universitá di Génova, 1892). 

N'es te excel lente t rabalho estuda o sr . Pizzeti , debaixo do 
ponto de vista theorico, o problema que tem por objecto combi -
nar do modo mais vantajoso as observações e assignar a precisão 
de um resul tado exper imenta l . N ' e s t e estudo não se occupa, como 
elle mesmo diz, das par t icular idades de interesse pu ramen te 
practico do problema, mas sómente da sua par te fundamenta l e 
phj losophica . A exposição da theoria a que o t raba lho é consa-
grado é acompanhada de uma critica profunda dos trabalhos mais 
importantes dos geómet ras a este respeito e de mui tas informa-
ções históricas relat ivas a cada ponto considerado. 

Revue semestrielle des publications mathémaliques, Amsterdarn, 
Versluys. 

Com o íim de fazer conhecer sem demora importante o ti tulo 
e um resumo do assumpto das memor ias mathemat icas publicadas 
nos principaes jornaes scientificos, vem a Sociedade mathemat ica 
de Amsterdam de fundar uma revista , com o titulo p receden te , 
confiando a sua direcção aos illustres professores Schoute , 
Kor teweg , Kapteyn , Kluyver e Zeeman. Em janeiro e julho de 
cada anno será publicado um fascículo d 'esta revista, contendo o 
fascículo de janeiro a analyse dos t rabalhos publicados desde I 
de março até 1 de outubro do anno precedente e o fascículo de 
outubro a analyse dos t rabalhos publicados desde 1 de outubro 
do anno preceden te até 1 de março do anno cor ren te . 

Com esta publicação presta a Sociedade mathematica de 
Amsterdam um serviço relevante aos geómet ras dando- lhes sem 
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demora conhecimento do que se vae publicando sobre sciencias 
mathemat icus . 

G. Fonlené. — Lhypercspace a n— 1 dimensions, Paris, Gau-
thier- Villars, 1892. 

Em geomet r ia nào euclideana as propriedades métr icas estão 
ligadas á quadr ica directr iz de uma correspondência por polares 
rec iprocas . Na presente Memoria o sr. Fontené , collocando-se 
n 'um ponto de vista mais geral , considera, em logar d'esta cor -
respondência por polares reciprocas, uma correlação métr ica 
geral e estuda as propr iedades métr icas do espaço assim consti-
tuido. 

A. Macfarlane.— Principies of lhe Álgebra of Physics, (Salem, 
1891). 

Tlie imaginary of Álgebra, (Salem, 1892). 

Refe rem-se estes opusculos à ex tensão ao espaço da theor ia 
das quant idades geometr icas . N'el les o auctor, professor na 
Universidade de Texas , lança os fundamentos de uma a lgebra 
mais geral do que a ordinaria , que unifica o methodo de Hami l -
ton e o methodo de Grassmann. Encont ram se ainda n 'estes 
opusculos mui tas indicações históricas e interessantes observações 
criticas a respei to do assumpto considerado. 

5". Pinclierle.—Analisi algébrica, Milano, Hoepli, 1895. 

O presente manual de Analvse algébrica faz par te de uma 
collecçào de manuaes que com o nome de Manuali Iloepli está 
sendo publicada em Milão. É um pequeno livro em que o sr . 
P incher le conseguiu reuni r a pa r te mais essencial da Analyse 
algébrica, sem que da concisão, a que foi obr igado pelo espaço 
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a que tinha de se l imi tar , resulte falta de clareza ou omissão de 
alguma consideração necessaria para o r igor das demonst rações 
e regidar encadeamento dos assumptos . 

Eis o objecto de cada um dos doze capitudos d 'esta obra 
exce l l en te : 

I . Números inteiros. II. Números r eaes . III. Números c o m -
plexos. IV". Limites . V. Raizes. VI . Calculo combinatorio. 
VII. Appl icaçòes do calculo combinator io (desenvolvimento do 
binomio, potencias similhantes dos números na tu raes , p robabi l i -
dades). VIII . Series . I X . 1'roductos infinitos. X. F racções con-
t inuas. XI. Ser ies de potencias. XI I . Funcção expornecia l . 
Funcções circulares. 

C. A. Laisant. -RecueiI de probièmes de Malhématiques, Paris, 
Gaulhier- Villars. 

Mais dois volumes de obra util, a que nos re fe r imos na pagina 
83 do t. xi d 'este Jornal, vêm de ser publicados. 

O pr imeiro é dedicado á Geometria analvtica a t res dimensões 
e á Geometr ia super ior , e ahi são successivamente considerados 
problemas relativos a figuras rect i l ineas, a figuras espher icas , a 
curvas e superfícies de segunda o rdem, aos Iogares geometr icos 
de pontos, aos Iogares geometr icos de rectas , ás superfícies 
envolventes, ás curvas e superfícies a lgébricas e ás curvas e su-
perfícies em gera l . 

O out ro volume é dedicado a Ar i thmet ica , Álgebra e lementa r 
e T r igonomet r i a , e ahi são considerados os problemas relativos 
á par te d 'estas sciencias que em Portugal é es tudada nos L j c e u s , 
reservando o auctor para volumes seguintes os problemas que 
exigem maiores conhecimentos. 

Annuaire pour Van 1893, publié par Ie Rureau des Longitudes, 
(Paris, Gaulhier- Villars). 

Além das informações praticas que é uso conter esta util 
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publicação, o Annuaire du Bureau des Longitudes para 1 8 9 3 
contem art igos sobre moedas, s tat is t ica, geographia , e tc . , e as 
noticias «cientificas segu in te s : Sobre o Ol/servatorio do Monte 
Branco, por Jansen . Sobre a correlação dos phenomenos de ele-
ctricidade estalica e dynamica e a definição das unidades electricas, 
por Cornu. Discurso sobre Aeronáutico, por Janssen. Discurso 
pronunciado nos funeraes de O. Bonnet, por Tisserand , e tc . 

E. Lampe. — DicEnticicheIungderMalhemalik im Zusamme-
nhange mil der Ausbreilung der Kullur, (Berlim, 1895). 

Contem este opúsculo um interessante discurso pronunciado na 
Real Eschola technica superior de Ber l im pelo illustre Di rec to r 
d 'es ta Eschola o sr . E. Lampe , no dia 26 de jane i ro de 1 8 9 3 , 
a respeito do desenvolvimento adquir ido pelas sciencias m a t h e -
mat icas na actualidade. Nota-se n 'este discurso uma noticia d e -
senvolvida sobre as publicações periódicas que têm sido fundadas 
nos diversos paizes para o estudo especial das sciencias m a t h e -
mat icas . 

Davide Besso.— Sopra un opuscolo di Michelangelo Ricci (Pe-
riódica di Malemalica, etc., t. v m ) . 

Ricci nasceu em Roma em l(i 19 e morreu n 'esta mesma ci -
dade em 1 6 8 2 . O opusculo a que o sr. Besso se r e f e re int i tu-
l a - s e : Exercitado geametrica de maximis et minimis. 

Merriman. — Final formulas for lhe algebraic solution of quarlie 
équations (Rui. of lhe Mew York Malh- Society, 1892). 
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A. Gulzmer. — Vber gewisse parlielle Di/ferenlialgleichungen 
Iwherer Ordnwig, (Berlin, 1895). 

G. Pirondini. — Intorno alie indicatrici spheriche delle Unnee 
dello spazio (Rivista di Matemalica, t. n i ) . 

M. Lerch. — Sludic se oboru Malmstenovsliych rad a invariantu 
forem kvadratickych (Mémoires de VAcadémie de Prague, 1893). 

M. Lerch. — Sur une integrale d'Euler (Bulletin des sciences 
malhématiques, 1892). 

Demonstração simples da formula de Euler 

xa~l dx ir J o 1 + x sen (/ TZ 

Ch. Hermite.—Sur Ia Iransformnlion des fonctions elliptiques 
(Memoires de VAcadémie de Prague, IS92). 

II. Burkliardt.— I cber einen fundamentalen Satz der Lehre von 
den endlichen Gruppen Unearer Subslilutionen (Mathematische 
Annalen, t . 4 1 ) . 
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G. Vivanli. — SUWUSO delia represe»Iattone geomelrica nella teo-
ria aritmética dei numeri eomplessi (Rivista di Malemalica, t. 11). 

F. Giudice. — Sulle equazioni algebriche (Rivista di Malema-
U'ca, t . 11), 

D. André. — Sur Ie parlage en quatre groupes des permutalions 
des il premiers nombres (Comptes rendus de /'Acad. des sciences 
de Paris, 1 8 9 3 ) . 

R. Guimarães. — Sobre uma formula geomelrica (Progreso ma-
temalico, t. 11). 

Guccia. — Due proposizioni relalive alie involuzioni di specie qua-
lunque dotate di singolarilà ordinarie (Rend. dei Circolo mate-
malico di Palermo, 1 8 9 3 ) . 

G. T. 
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SUR L E S S É R I E S D E F O N C T I O N S 

PAB 

S. PlNCHERLE 

( P r o f e s s e u r u 1 'Univers i té de Bologne) 

Je me propose, dans cet te note , de mon t r e r comment on peu t 
passer d 'une série de la forme 

( O S - S -
n=0 X — a„ 

à une série de Ia forme 

(2) v t . . 
n=o —ao) — a i ) . . . [x — an) 

Je suppose que pour toutes Ies valeurs de x qui ne coíncident 
avec aucun des points ao, a\,... an>... Ia sér ie 

(3) S (t, x) — í - T j i - r 
n=o ln+*{x-an) 

soit convergente pour toutes Ies valeurs de t telles que 1'on ait 
9 
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| í ] > a , a étant un nombre positif fini. Si 

? ( < ) = 2 c»< n 

est une série de puissances convergente dans un cercle de rayon a' 
supérieur à a, on aura, en désignant par (p) une circonférence de 
centre t = 0 et de rayon compris entre a' et «: 

i r oc c" 
(4 ) — T S (t, x) © (t) dt= 1 . 
1 ' 2 itij (f}

 V' a„ 

Réciproquement, toute série (1) telle que 2c„< n so i t convergente 
dans un cercle de rayon supérieur à a peut s ' expr imer par une 
intégrale définie de la forme du premier membre de (4). 

Posons maintenant 

/>„(*) = (« — a 0 ) (a — a j ) . . . [x— a„), 

et considérons les polynòmes en t 

1 t Ii In 

(Jn ( í ) = Ã H + / T T ( ^ ) + ^ + • • - ¾ " ^ ) ' 

ou p ' , (a ; )es t la dérivée de pn(x). 
On a immédiatement 

( 5 ) ~ f S (t,x)qn(t)dt = —1—, 
(p) Pn (®) 

d'après Ia formule de décomposition d'une fraction rationnelle en 
ses fraction simples. 
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Or, je dis que toute série de puissances ® (í) peut , au moins 
formellement, se développer en une série de Ia forme 

2 gnqn(t). 

En effet, en multipliant qo=l, qi (t), qi(t), . . . qn(O respe-
etivement par l ,po(a»)»Pi • • • Pn-i («n) et en sommant , on 
obtient 

1 +P0 W 71 W +Pl K) H W + • • • +Pn-I (an)?n (O = 

= l ík / P k - i («») + Pk (««) + _ § + P n - I K ) \ . 
f c = 0 \ /?'*¾) / f c + t K ) " ' p'n(ak) ) ' 

or Ie coefficient de tk, pour k < . n , en dehors du facteur 

(a„ — ap) (an — a\) . . . (a„ — 1) 

(ak — ao) (a,; - a , ) . .. (ak — a f c _ j ) 

commun à tous ses termes, est égal à 

i + a " ~ a ' k + K - « * ) ( « , , - a n - i ) 
afc - a / r + 1 (a/i - a / í + t ) («/»• — a k + i ) 

(a.n — a f c ) ( q n — a k + i ) . . . ( a „ + a w - t ) 

(flA — a f t + j ) a * — ( a A + 2 ) . . . ( a * — a n ) ' 

lequel, par une formule connue dans la théorie des fonctions in-
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tcrpolaires, est identiquement nul. 1'our k = 1 uu contraire , Ie 
coefiicient est égal à 1'unité. On obtient ainsi 

(G) «» = 1 + po (a„) q\{t)+ Pi (an) qi (<) + • • • + Pn-\ (a„) qn (t) 

qui permet d 'obtenir Ie développement formei de 9 (í) en une 
série de fonctions r/„(í). Si l'on a 

Ies coefficients </„ sont donnés par 

(7) ^ = ^ - ) ( ^ ) + ^ + 1 / ^ - 1 ( 0 , , + 1 ) + . . . + Cn+vPn—1 (««+»)+. . . 

Quant à la convergence de ce développement, elle dépend 
d 'abord du système «o. a j , . . . a„,. . . ; ensuite, pour un sys-
lème donné, du rayon de converge de Ie série de puissances 9 (í). 
Supposons que ce développement converge uniformément Ie Iong 
de toute la circonférence qui a été précédemment indiquée par (p); 
on aura 

2c„l*=2gnqn(l), 

±fs (t,*)i(i)dt 
(P) 

S (í, x) qn (O dt, 

d'ou, par Ia formule (5) 

1 

2 n i 
f S (í, *)*(/)</< = 2 - / f -

J (p) n=0 pn [X) 
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En rappelant la formule (4), on conclui enfin 

(8) . . . S — 
, 1 = 0 x — an ,=O (as — a 0 ) {x — a , ) . . . ( x — a„)' 

OO 
2 

oíi Ies coefficients gn sont expr imés pa r la formule (7) en fonction 
des c„. C e s t là la formule qu'il s 'agissai t d 'é tabl i r . 

La question inverse, ou étant donnée une série de la forme (2), 
on veut la t ransformei - en une série (1) , ou bien, ce qui revient au 
même, la résolution du système infini d 'équations l inéaires (7) par 
r appor t aux inconnues c„, est beaucoup plus facile. On a, en effet , 

1 1 1 

Pn {x) P1
n ( ao) (x — a 0 ) p „ ( a , ) (x — a j ) 

+ .. . + 

1 + 
p'n ( a „ ) (x — any 

d 'oú , formel lement , 

ou 

( 9 ) . . . * 

Ce qui résout Ie problème. 11 est facile aussi de donner une con-
dition sous laqueile cet te résolution furmelle est en même t emps 
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effective. En supposant 

lim. an = oo, 
Il=X 

et que pour t ou t e s va leurs de r, s on ait un n o m b e r positif d tel 
q u e 

I ar — as I > d; 

enfin, en supposant que la sér ie Zgn tn soit convergen te dans un 
cerc le de rayon non nul , d ' ou suit 1 'existence de deux n o m b r e s 
positifs M et a tels que 

| g n I < M a n , 

on au ra p o u r a < d 

M a ' 
c, < • 

Cv 
et sous la m ê m e condi t ion, la sér ie 2 est conve rgen te a b -

x — a, 
so lument et u n i f o r m é m e n t p o u r tou tes Ies valeurs de x, Ies an 

exclus . 

APPLICATION. P o u r far ie une appl icat ion de ce qui p r écède , 
supposons a„ = n. On a alors 

pn (x) = x (x — 1) (x — 2) . . . (x — n) 

n ( A 1 ^ d - ' ) " 
3 n ( í ) = 
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Ie devéloppement de <p (t) en série de qn (l) n 'est donc aut re cliose 
que Ie devéloppement en série de Maclaurin, et I on a 

(10) 

ou (jn = (p( l ) . La formule (8) est applicable pourvu que Ie devé-
loppement (1) soit convergent dans un cercle de cent re t = 1 et 
de rayon plus grand que 2, et sous ce t te condition on a 

? W (0) 
= 2 

pM(l) 

„=o (x—n) n^ox(x—i) (x — 2) . .. ( x - n)' 

que j 'ai déjà donnée sous une forme un peu diíférente dans Ies 
Rendiconli dei Circolo matemalico di Palermo, t. u, décembre, 
1888. 
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S O B R E A ADDIÇÃO E AS D I F F E R E N C I A E S 
NAS F U N C Ç Õ E S E L L I P T I C A S 

POR 

J . PEDRO TEIXEIRA 

I 

A primeira das funcções duplamente periódicas, 

dn(x — z) 
(1) <f\(x-z) 

(2) 

Stl (x — z) cn (x — z) 

cn (x — z) dn (x — z) 

sn (x — z) 

t em os poios pr inc ipaesa ; e x + w, com os resíduos —1 e -(- 1 ; 
e a segunda, os poios pr incipaes x e x-¥m', com aquelles mes -
mos resíduos. 

As propr iedades das funcções ellipticas, relativas á addição dos 
semiper iodos, mos t ram que as funcções consideradas satisfazem 
ás relações 

A*2 k^snxcnx 
( 3 ) » ( * — o - ^ w = 

cnx dnx (4) 92 (x —»«') = — 92 (x) = — 
snx 

que havemos de utilisar no que vae seguir -se . 
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Como a funcçâo 

snz sn (z + a), 

é também duplamente periódica e tem os infinitos principaes ito', 

ití—a, com os residuos — , — - r — o Iheorema de Liou-
Ii sn a ksna 

ville applicado aos productos 

sn z sn (z + x) <pi (x — z), 

dá 

sn z sn (z + x) 92 (x — z), 

ísn (x + w) sn (x + a + co) — snx sn (u + o) 

(5) < i 

[+77 [¢1 (x—i &>') — 91 (x + O-Iw7)] = O, 
\ Ii sn a 

isn (x + «o') sn (x + a + i<»') — snxsn [x + cf 

( « ) • • • • 1 
-I- 77 [92(^ — J i o O - l P a Or + 0— Í01 ')] — 

k sn a 

Tendo em vista as relações (3) e (4) e as propriedades das fun-
cções ellipticas, a que já nos refer imos, estas equações d à o : 

(5') 

cn x cn (x + à) 

dnxdn [x + a) 
• sn x sn (x + a) 

1 Tsn (x + a) cn (x + a) snxcn 

s n a | _ dn(x + a) dnx J ' 
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1 

(6') 
I kisnxsn(x + a) 

•snxsti (a? + o) 

1 

k tSna 

cn xdnx cn (aj + o) dn (x + a) 

snx sn (x + a ) 

É d 'es tas relações que t i ramos os theoremas annunciados na ep i -
g r a p h e d 'es ta nota pela analyse que segue. 

I l 

Multiplicando ambos os membros da segunda por k^sna, e 
a t tendendo a que as expressões 

k* snxsn a sn (x + a) , 
cn (x + a ) dn [x + a ) 

sn [x + a ) 

são funeções symetricas de x e a, vem 

sn a cnxdnx 

sn x sn x + a ) sn x 

sn x enadna 

Sll asn(x 4- a) sn a ' 

ou 

(7) sn ( x + a)--
S l l i X - S l l i O 

sn x cn adna — sn a cn x dn x 

que é a formula de addiçâo relativa á funeção sn x. 
Se quizessemos passar para a formula ord inar ia , bas tar ia mul-

t ipl icar ambos os t e rmos da f racção antecedente pelo binomio 

snx enadn a + snacnx dn x. 
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As formulas de addição relativas ás outras funcções são conse-
quências da anter ior e das relações e lementa res conhecidas ; po-
diam, porém, es tabe!ecer-se d i rec tamente por um processo ana-
logo. 

A equação (S f), por meio de considerações mui to simples, dá 
o theorema de addição deba ixo da fórma 

snxcnxdna + snacnadnx 
sn a ; + a = — - — — . 

snx snadnx dna-f- cnx ena 

Fazendo n'esta equação Ze = O, resulta 

. , , sen x cos x + sen a cos a 
sen + a) = , 

sen x sen a + cos x cos a 

que é uma fórma do theorema de addiçào da funcçâo angular 
seno. 

III 

Escrevendo os segundos membros das equações (5') e (6') sob 
as formas 

1 

e at tendendo a que 

Iim — — = i , 
O = 0 sna 

a 1 

sna ' a 
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temos: 

í CHiJC 
8 = S f l X ' 

«Pi (x) ClniX 

(9) d ^ i ( x ) = k i s n i x - ~ Mt Jb 

As equações (1) e (2) m o s t r a m q u e : 

1 
. Cfl te) = Cn iX, 

?! (x) 

e por isso 

1 1 
92 (x) dX -T-T + —TT flX 9° tej = 2 cn £ (Zic cn x. 

9, (o) 91 (x) 

1 
Subs t i t u indo n 'es ta equação os valores de -—, m(x) e das 

9i (x) 
suas de r ivadas , dados pelas equações (8) e (9) , vem, depois d ' u m 
calculo s i m p l e s : 

dx Ciix = - snxdnx. 

As ou t ras equações 

dx snx = cnx dnx, 

dx dnx = — Iiisnxcnx, 

são consequências d a q u c l l a e das re lações f u n d a m e n t a e s conhe-
cidas. 
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IV 

As equações (5) e (6) dão theoremas de addição dos s e m i p e -
riodos com respeito á funeção s u x s n ( x + a); po rém, as conside-
rações e m p r e g a d a s , para es tabelecer aquellas equações, nào são 
part iculares áquella funeção, podendo e m p r e g a r - s e para ob te r 
theoremas do mesmo uso respe i tan tes a todas as funeções dup la -
mente periódicas, d 'onde , por ven tura , se poderão t i ra r t h e o r e -
mas ge raes de addição. Assim, se F (x) fòr duplamente periódica 
e tiver os poios pr incipaes aj ( / = 1, 2 , . . . m), com os resíduos 
respectivos A j ( j = 1 , 2 , . . . m), ob te remos muito f ac i lmen te : 

(10) 

F (as + tu) = F (as) — 2 j Aj (pi (x — dj), 
1 

\F (aH-iw')= F (as) — Ij Aj ip2 (x — etj) 
1 

D'estas equações deduz-se o seguinte theorema , que poderá t e r 
alguma impor t anc i a : 

Duas funeções duplamente periódicas são idênticas quando 
tiverem os mesmos poios simples, com os mesmos resíduos, e satis-
fizerem conjunctamente a alguma das relações: 

( H ) / > + <•>) = - / » . 

(12) 

(13) 

f ( x + i J ) = - f ( x ) , 

C 
f ( x + lú) = ± 

Nos nossos estudos sobre as funeções ellipticas temos encon-
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t rado muitas funcções ás quaes é applicavel esta proposição. Por 
exemplo : a funcçâo <pi (x), que n 'esta nota empregamos como 
elemento simples de decomposição, e a funcçâo definida pela serie 

2IHX 
2iic « . r <•> , "i—i 

2n — e q M e - ? i H , 

onde q \ = e ~ " « í , que sat isfazem a (12) . 
Quando os poios forem múltiplos, as equações (10) devem es-

crever-se d 'este m o d o : 

ÍF(x+IÚ)=F(X)—2 j^Aoçi ( x - u ) + A 1 d. D 1 (x—«a) +...+ 

(10 ' ) 

P - i 
+A d (pi (x—10) 

P 1 W 

F(x+ia')=F{x)-2 Ao<p2(a;— w ) + A \ d a y % ( x — w ) + . . . 4 -

+ A 
P - I - j 

d 92 (®— w) 
I w J 

onde os sommator ios se devem es tender a todos os poios w e onde 
p designa o grau de mult ipl ic idade d ' es te polo. 

Como exemplo , tomemos a funcçâo p (x) do sr. W e i e r s t r a s s , 
a qual tem 0 como polo duplo. O seu desenvolvimento, 

p (x) = — + ao Xi + ai X1 +. . . , 
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pelo theorema de Laurei i t , mostra que nas formulas (10') s ã o : 
A0 = O, Aj = I, e por isso temos, a t t endendo a que 

[«/„ 91 (a: — w) ] u =o = — 4 ?i (x), 

[ds <ps (x - w)]w=o = — dx (fá (as), 

as seguintes equações 

p ( a j + w) =p{x) + dx<? i(x), 

p [x + I(Or) =p (x) + dx 92 (x) . (*). 

Subst i tu indo n 'esta ultima equação o valor de p ( x + ia ' ) , dado 
pela equação 

. 1 1 + f t » 
P ( t f ) ã Q ' 

STLIX 3 

(#) Halphen, no seu tractado das funcções ellipticas, obteve as equações 
seguintes para a addição dos semiperiodos de p (x): 

p(x + «) =el +
 (g'~ r p (a.) — 

^V ' 1 P ( X ) - P3 
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o b t e m o s 

IiiSrrx = p(x) + dx <p2 (x) + , 

que , i n t e g r a d a e n t r e O e x, dá a funcção Z (x) do s r . H e r m i t e (*), 
e x p r e s s a na funcção ç2 (x) e na funcção Ç(x) do sr. W e i e r s t r a s s . 

E s t a funeção Z(x) f igura , como 6 sabido , na e x p r e s s ã o do a rco 
de e l l ipse . 

(#) Nota do sr. Hermite no Calculo de Lacroix. 
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SUR L E S L I G N E S G É O D É S I Q U E S D E S P A R A B O L O I D E S 

TAB 

R. MARCOLONGO 

On sait i n t é g r e r les équa t ions d i f fé ren t ie l l es des l ignes g é o d é -
siques des pa rabo lo ídes par Ies fonct ions e l l i p t i q u e s ; Ies coo rdon -
nées d 'un point de Ia géodés ique peuven t s ' e x p r i m e r ra t ionnel le -
ment pa r des fonctions 9 d 'un seul a r g u m e n t , c o m m e j ' a i m o n t r é 
dans une note i n s é r é e d a n s Ies « R e n d . Acc . d . Lincei1 Maggio 1 8 9 0 B . 
Dans une a u t r e note , en employan t les fonctions p et <J, j ' a i mis 
1 'équation des l ignes géodés iques sous une fo rme t rês s imple . En 
employant encore Ies m è m e s fonctions je veux m o n t r e r d i r e c t e -
ment Ia p rop r i é t é que Ies coordonnées des points de Ia géodés i -
que sont des fonctions ra t ionnel les de fonctions d o u b l e m e n t p e -
r iod iques de d e u x i è m e espèce et d 'un seul a r g u m e n t . I l ne faudra 
plus s ' appuye r sur une fo rmule donnée p a r Kosenliain e t sur ses 
t r a n s f o r m é e s . 

Cons idérons Ie pa rabo lo íde e l l i p t i que : 

et soient Xj1 >.j les rac ines , d i f férentes de zero , de 1 'équat ion: 

** - 2 , + X 
a2 +1 b* + \ 

to 
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qui sont les pa ramèt res des paraboloides elliptiques et hvpe rbo -
liques homolocaux au premier . Si l'on pose : 

S ( ^ ) = X (a 2 + X) (6* + X ) (c2 + X ) = X1 + 4 a t X3 + G a 4 x ' + 4 a 3 X 

avec : C i = a 2 — p . ' 2 , ou pi'2 est une constante comprise entre 
zéro et a 2 — ò2 , 1'équation différentielle des lignes géodésiques 
e s t : 

X 3 itkj ^ 0 

/ S ( X 1 ) VZS(X2) 

Fa i san t : 

, 1 P1U — pi 
> = + ã " — 2 pU—J)OL 

a é tant une constante définie par les deux re la t ions : 

2 3 
/JOt = Ot 1 -a<i \ //01 = 0 3 - 3 ^ ^ + 2 ^ , 

l 'équat ion des lignes géodésiques e s t : 

0U\ , CMj 

p est une constante e t : 

1 / c'ot\ 

W = 2 ( a , + ~ ) (Mt + " 2)-

Les racines X r de 1'équation: 
S (X) = O 



MATHEMATICAS E ASTROxNOMlCAS 147 

sont réelles et égales à: O, — a 2 , — ô 2 ,— c 9 ; Ie discriminant 
des fonctions elliptiques est positif et x é réel et compris entre 
0 e 2a>; Ies racines sont données en fonction de a par Ies formules : 

Oy V = - O i -
¥
 + 

(r = 0, 1 , 2 , 3 ; wo = 0); elles sont rangées dans 1'ordre 

^O > > ^2 > » 

(Halphen. Fonct . Ell ip. T. 1.° p. 121) et puisque Ion a: 

a 2 > C4 > 6 2 > O 

'on devra pose r : 

— a 2 _ 
1 ^ ' ( I " + ' 0 ) + / ' ' 0 

- a , ~ 2 / « 

— 0- = - O1 — — ; 
2 / « \ 

P[ 2 + T U Y + P * 

Si nous définissons donc deux au t res pa ramèt res [t, v tels q u e : 

(A2 = a 2 + ; v2 = — a 2 — fy 
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nous a u r o n s : 

1 \2 J 1 1 P7M1-PI
A 

2 /• \ 2 pu\—pa. ' 

v 
2 /a \ 2 pu% — p a. 

P(lí + " ' ) ~ P * 

La formule d 'addit ion pour la fonction T nous donnera : 

C'est une fonction rationnelle de pu\ el p'u\, qui a Ies inf in is 

UJ = 0 , MJ = — « , 

a donc Ia f o r m e : 

a a 
Uf = 0, Mj = — a, et les zéros Mj = w — —, Mj = — u ; elle 2 2 

G ̂ Mj — W + -ijc ̂ Mj + «O + — 

^ a i / j c (MJ + a ) 

ou A est une cons tante ; multipliant les deux membres par MJ+«, 
puis fa isant MJ = — A, on t r o u v e : 

ca. 

C { W + — )<7 [ W -2/ V 2 
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Mais si Ion se rappelle q u e : 

ff (« + to) = — Q (U — <O) E5" 

on a : 

2,(,,, + 1 - . ) «« (« I + I — ) 

í cu 
\ 2 

CMJ <J (MJ + 3T) 

Changeant de signe, et remplaçant «j avec W2 nous a u r o n s : 

ax 2>; 

. • f — j 
OM2 G (m9 + a) 

Les coordonnées des points de la ligne géodésique son t : 

J/2 = ^ 2 - ^ ) ( ¾ 2 + V2) 

o u : A2 = a2 — ò 2 ; par conséquen t : 

M + . O W W i r - C O 
« \ «/ a 

.e^(«i+tt2+a—8») 
Z I 4 , / « \ ' «JMJ OU 2 c ( í í j + a ) 1 ( « 2 + a ) 

ff l to 1 
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ou encore : 

X = G e m " + " — ; M = M 1 4 Ui. 
DU\ GUI 

G,m,n sont des cons tan tes faciles à fo rmer . 

Pa r tons m a i n t e n a n t de 1'équation à t rois t e r m e s : 

a (x — y) o (x + y) G (z — ir) G (z 4 w) 4 

4 a (y — z) n (y 4 - z) o (x — w) s (x 4 w) 4 

4 <J [z — x) a 1(z 4 x) n (y — w) a (y 4 ic) = 0 

en y f a i s a n t : 

2 x = u 1 4 u j ; ' I y = U i - U w 2 z = U 1 4 « 2 4 2 a ; 2 Í C = M 1 4 M J 4 « — 2 w . 

On t rouve : 

3 * \ / a , 
CWL G U I ff U 4 — W C TO 4 2 1 \ |2/ \ 

4 <t(MJ 4 a) a (<Hi 4 a) g ^it + — — 10 
U ~ 2 

= — Gt C (u 4 a ) c | m j 4 - W ^ w 2 4 — < 
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ou b i e n : 

c w — 

GU1 CMG ca. 

<j( u + — — + p eiw G^u 4 - — — «o 

G (w + a ) 

Donc enfin. 

x = Gj e m " + n 

c | -y- — w ^ + p e-w cíu + — — «o 

C (u + a) 

Pour t rouver y i l faut observer q u e : 

L i 1 P ' u \ - P a 
^ 8 - ^ = - 6 2 + 0 £ 

2 pu\ —pa 

ou, ce qui est la même chose : 

p ' - W - p ' « , 

2 = = _ 1 A L / 1 P1UI-P1CL 

^ 2 / a \ 2 o «i — b a 
P h r + " ' - P a 

c'est à dire que l'on peut obtenir Ti2 — f*2, en changeant dans f*2 
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Ie signe et w en w'. Ainsi on déduira A2 + v2 en changeant dans 
v J , cu en w ' ; 011 aura donc. 

Ju + — p eiw aíu + — «o1 

V = G» — L -
y 2 c ( « + a) 

Rome, Mai 1 8 9 3 . 
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B i B L I O G R A P H I A 

A. Ii. Forsylh: Theory of Funclions o fa complex variabíe, Cam-
bridge, 1895. 

A obra de que vamos dar noticia é notável pelo modo p ro -
fundo, desenvolvido, claro e, em muitos pontos, original como 
o sr. Forsyth t racta a theoria geral das funcções analyticas. O 
illustre geometra inglez não só considera todos os pontos d 'esta 
theoria que sào essenciaes, mas apresen ta como exercícios 011 
exemplos um numero considerável de resul tados e theoremas 
interessantes que a este respei to tem sido apresentados pelos 
geómetras . 

A theoria das funcções analyticas tem feito nos últimos tempos 
progressos notáveis, para o que teem concorrido com trabalhos 
importantes muitos dos maiores geómet ras do nosso t e m p o . Pois 
o sr. F o r s j t h toma em consideração todos estes t rabalhos e dá 
noticia de todos estes progressos, tornando assim a sua obra 
muito própria para dar aos leitores um conhecimento completo 
do estado actual d esta par te da Arialyse. 

As doutr inas de que o auctor se occupa estão dispostas em 
vinte e dois capítulos, de cujos assumptos vamos dar uma rapida 
noticia. 

Os primeiros se te capítulos são dedicados á theoria das f u n -
cções uni formes . No estudo d 'estas funcções é empregado o 
methodo de Cauchy, baseado na theoria dos in tegraes tomados 
entre l imites imaginar ios , que p r ime i ramen te é expos ta . N e l l e s 
se encontram os t rabalhos de Cauchy, W e i e r s t r a s s e Mi t tag-
Leffler a respeito da theoria geral d 'es tas funcções. 

No capitulo VIII é es tudada , pelo methodo de Cauchy, a 
theoria geral das funcções mul t i formes e em especial a theoria 
das funcções algébricas, 
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Nos capítulos IX a XIII são estudadas as funcções mul t i formes 
definidas por integraes das funcções a lgébricas e as funcções 
uni formes que resultam da inversão de alguns d 'estes integraes. 
O methodo seguido é ainda o de Caucby como foi empregado 
por Briot e Bouquet na sua obra sobre a theoria das funcções 
ellipticas. Encon t ra - se n 'estes capítulos um estudo desenvolvido 
da theoria geral das funcções duplamente periódicas de pr imei ra , 
segunda e terceira especie, e em especial a theor ia das funcções 
p (u), £ ( u ) , c (m) de We ie r s t r a s s . 

O capitulo XI l I é dos mais interessantes da obra . N'el le o 
auctor resolve a questão que consiste em procurar as funcções 
que admi t tem um theorema de adicçâo algébrico. A solução 
d 'esta questão, obtida por Weie r s t r a s s , leva á consideração das 
funcções ellipticas e dá assim um dos modos de en t ra r n 'esta 
theor ia . O livro do sr. Forsyth 6 a pr imeira obra didactica em 
que é exposto este assumpto , a respei to do qual muito pouco 
tem sido publicado. 

Nos capítulos XIV a XVII I é exposta a theoria das funcções 
mult iformes pelo methodo de Riemann , sendo o pr imeiro d 'estes 
capítulos destinado á exposição de algumas proposições g e o m e -
tricas necessarias para a exposição do methodo , o segundo ao 
estudo da represen tação geometr ica empregada por Biemann, o 
terceiro ao es tado das funcções algébricas e seus in tegraes , o 
quar to ao problema de Der ichle t para o caso de duas variaveis 
independentes , etc. 

Os capítulos X I X e XX conteem um estudo profundo da 
doutr ina relativa á represen tação conforme. 

F ina lmente os capítulos X X I e XXII são consagrados á theo-
ria das funcções fuchsianas, u l t imamente creada pelos t rabalhos 
de Poincaré . 

Como se vè por esta rapida noticia dos assumptos de cada 
capitulo, o sr . Forsy th empregou no estudo das funcções analy-
ticas os methodos de Cauchy, Riemann e W e i e r s t r a s s , isto é os 
t res methodos fundamentaes que existem para este es tudo. 

Terminando diremos que esta obra excellente, digna dos 
maiores elogios, nos parece uma das mais próprias para se es-
tudar com largueza a theoria das funcções analyticas e que nos 
parece dest inada a pres tar os maiores serviços aos que fazem 
d 'es te bello assumpto objecto de seus estudos e de suas indaga-
ções. 



MATHEMATICAS E ASTROxNOMlCAS 155 

J. Tannerij e J. Molk: I1JIemenIs de la lliéorie des fonctions elli-
pliques, Paris, G. Villars, I. i, 1893. 

O presente volume 6 o pr imeiro de uma obra que constará 
de quatro volumes, na qual será es tudada a theoria das funcçôes 
ellipticas com suas principaes applicaçôes. Os auctores e m p r e -
gam principalmente, na exposição d'esta theor ia , as notações de 
W e i e r s t r a s s , fazendo todavia conhecer a respei to das notações 
anter iormente empregados o sufiiciente para se poderem ler os 
t rabalhos em que estas notações são empregadas . 

A exposição do assumpto é feita de modo que possa ser c o m -
prehendida pelos que conhecem as doutrinas que são objecto do 
ensino minis t rado nas Faculdades de França e que se encontram 
nos manuaes ac tualmente clássicos. Para os assumptos de AnaIyse 
que não são ensinados n'essas faculdades com assaz desenvolvi-
mento e que teem na obra maior applicação, des t inaram os a u -
ctores uma parte considerável do presente volume, em que se 
encontra uma exposição mui to bem feita da theoria das series e 
dos productos infinitos a dupla en t rada , da theoria das series e 
dos productos infinitos cujos termos dependem de uma variavel 
e finalmente da theoria das funcçôes t ranscendentes inteiras. 

A par te relativa á theoria das funcçôes ellipticas que se en -
contra no presente volume está distr ibuída por dois capítulos, 
sendo no pr imeiro es tudada a theoria geral das funcçôes pe r ió -
dicas e no segundo a funcçâo <7 (u) de Weie r s t r a s s e as funcçôes 
p (M), £ ( » ) , etc. que d'ella der ivam. 

Seguindo o caminho de W e i e r s t r a s s , os auctores definem a 
funcçâo o (u) por meio de um producto infinito a dupla e n t r a d a , 
tiram d e s t a definição as propr iedades de <j(w) e passam para as 
funcçôes £(w) e p (u) por meio de derivações. Encont ra - se ainda 
n 'este volume o estudo, feito com a maior clareza, da theoria da 
t ransformação das funcçôes c. 

Pela leitura d 'es te pr imei ro volume vê-se jà que, com a pu-
blicação da sua obra , os srs. Tannery e Molk veem junc ta r mais 
um bello t rabalho á tão rica collecção de escriplos relativos á 
theoria das funcçôes ellipticas, e fornecer aos que querem es -
tudar este ramo de Analyse um livro excellente e dos mais p r o -
prios para os guiar r fes te es tudo. 
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G. Lazzeri. — Traltalo di Geometria analítica, Livorna, 1893. 

Contém este livro não só os assumptos das lições de geomet r ia 
analvtica dadas pelo auctor na Eschola naval de Livorno, mas 
ainda os assumptos d'esta sciencia que em Italia é uso es tudar 
nos cursos universitários. 

Lendo esta obra excellente nota-se em primeiro logar que o 
sr. Lazzeri não separa a Geometr ia plana da Geometria no e s -
paço, como já fizera no livro que ha annos publicou sobre Geo-
metria e lementa r em collaboração com o sr. Bassani. 

No ta - s e em segundo logar que o auctor leve a boa ideia de 
dar igual desenvolvimento á exposição do systema de coorde-
nadas car tesianas e do systema de coordenadas projectivas, e de 
fazer quasi igual uso dos dois svstemas, approveitando um ou 
outro segundo a natureza da questão a resolver. 

Abre o livro por uma introducção em que são expostos os 
princípios de Geometria projectiva necessários para a intel l igen-
cia dos assumptos considerados. N e i l a são estabelecidas as no-
ções de projectividade, rec iprocidade e omologia e é exposto o 
principio de dual idade. 

Segue-se depois a Primeira parle, composta de cinco capí-
tulos, onde são es tudadas as coordenadas cartesianas e projec t i -
vas das formas geometr icas de pr imei ra , segunda e terceira es-
pecie, as propr iedades das rectas no plano e das rectas e planos 
no espaço, e as propr iedades do circulo e da esphera . 

A Parle segunda contém qua t ro capítulos onde são respect iva-
mente estudadas as propr iedades projectivas das cónicas e das 
quadricas, as propr iedades métr icas das cónicas e das quadricas , 
os fócos e directrizes das cónicas e das quadricas e finalmente 
as construcções e problemas graphicos relativos ás cónicas. 

Cada capitulo é seguido de uma lista de problemas bem es-
colhidos, relativos ao assumpto considerado no capitulo. 

Como se vê pelas precedentes indicações, o sr. Lazzeri ao 
planear o seu livro teve em vista preparar os alumnos com os co-
nhecimentos dos metliodos fundamentaes de Geometria analytica 
necessários para o estudo dos trabalhos modernos sobre Geome-
tria. Cremos que conseguiu o seu fim, e que este livro será [tara 
elles do maior proveito. A clareza e elegancia da exposição 
tornam a sua leitura fácil e a t t r ahen te . 
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M. G. de Longchamps.— Supplémenl au Cours de mathématiques 
speciales, Paris, Delagrave, 1893. 

No tomo v i u (pag. 1 11) d 'es te jornal deu-se noticia da an te -
rior edição do Supplemenlo do sr. Longchamps ao seu Curso de 
mathematicas especiaes. Na nova edição, que vem de ser publ i -
cada, o auctor acrescentou alguns assumptos . Assim contém a nova 
edição a mais a t r igonometr ia plana e espher ica , e a par te da 
mechanica racional que comprehende a s ta t ica , a dynamica do 
ponto mater ia l e a statica do solido invariavel. Na exposição d 'estes 
assumptos revelam-se as mesmas boas qualidades que dissemos 
já exis t i rem na exposição dos assumptos que se encontravam na 
anterior edição. 

E. Lucas.— Récréations mathématiques, Paris, G. Villars, t. 111, 
IS 93. 

O auctor d 'esta bella e in teressante obra Ialleceu em Paris em 
3 de jane i ro de 1 8 9 1 , depois de ter publicado dous volumes 
d elia. En t r e os seus manuscriptos foram encontrados pelos srs. 
Delannov, Laisant e Lemoine , encar regados pela Sociedade ma-
thematica de França de os examinar , mais dous volumes da mesma 
obra quasi complemente p reparados para a publicação. O pri-
meiro d 'estes volumes vem de ser publicado. Contém septe recreios 
assim int i tulados: 1.° calculo d ig i ta l ; 2 . ° machinas de ca l cu la r ; 
3.° o jogo do Camaleão e o jogo da juncção de pontos ; 4 . ° o jogo 
militar e a tomada da Bas t i l ha ; o.° a pata do ganso e a f e r r a -
dura ; 6 .° o jogo a m e r i c a n o ; 7 . ° a estrella nacional e os jogos do 
vermelho e negro. Todos estes recreios são estudados em um 
bello volume de 2 0 0 paginas cuja leitura é das mais agradaveis . 

Index du Répertoire bibliographique des sciences mathématiques, 
Paris, G. Villars, 1893. 

Na pag. 1 4 3 do vol. ix d 'es te jornal publ icámos as resoluções, 
tomadas no congresso de mathemat ica que teve Iogar em Paris 
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em 1889 , re la t ivamente á publicação de um Hepor tor io bibl io-
graphico das sciencias mathemat icas . Logo depois foi publicado 
um opusculo contendo a classificação dos assumptos mathemat icos 
adoptada pelo congresso. lTma nova edição d 'este t raba lho , mais 
completa , vem de ser publicada. 

R. RrtlazzL — La risoluzione dei problemi numerici e geomelrici, 
Torino, 1895. 

N'es te opusculo, muito bem feito e mui to util, o sr . Bet tazzi 
t ra ta do es tudo dos methodos geraes empregados na resolução 
dos problemas numéricos e geometr icos . 

Principia o auctor pelo estudo dos methodos para a resolução 
dos problemas em geral , explicando n 'esta par te , com o maior 
cuidado, em que consistem os methodos chamados analytico, 
synlhetico e mixto. Vem depois o estudo dos methodos empre -
gados na resolução dos problemas ar i thmet icos e algébricos. Vem 
finalmente o estudo dos methodos, quer puramente geometr icos 
quer algébricos, empregados na resolução dos problemas geome-
tricos. O es tudo dos methodos é acompanhado dos exemplos su f -
ficientes para os esclarecer . 

Ein geral no ensino das mathemat icas e lementares os alumnos 
são levados ao conhecimento dos methodos geraes para a r e so -
lução dos problemas por uma especie de inducção resultante de 
repet idas resoluções de problemas que lhes são propostos. Cha-
mar - lhes a attençâo para os methodos que e m p r e g a m é de van-
tagens evidentes; porisso com a publicação do seu livro, onde 
estes methodos podem ser estudados com a maior faci l idade, 
prestou o illustre professor do lyceu de Tur in um bom serviço 
aos alumnos. 

M. Mansion. — Notiee sur Ies Iravaux scicntifiques de L. Ph. 
Gilbert, Paris, G. Villars1 1895. 

Contém este opusculo in teressante a biographia , o r e t r a to e a 
lista dos t rabalhos de L. Ph . Gi lber t . IVeIle ext rahimos os 
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seguintes apontamentos a respeito d 'este geometra eminente , que 
a Bélgica perdeu em 4 de fevereiro de 1892 . 

Ph. Gilbert nasceu a 7 de fevereiro de 1 8 3 2 em Beaur ing . 
Estudou pr imei ramente no collegio de Dinant e em seguida na 
Universidade de Louvain, onde tomou o grau de doutor em 
sciencias physicas e ma themat icas em 1 8 5 5 . IVeste mesmo anno 
principiou a reger n 'esta Univers idade as cadeiras de Analyse 
infinitesimal e Mecanica analytica, cont inuando esta regencia a té 
á sua mor te . Para. o seu ensino d 'es tas sciencias escreveu os seus 
excellentes livros: Cours d'analyse infinitesimal e Cours de Meca-
nique analytique. Escreveu impor tantes memor ias e notas sobre 
muitos pontos de analyse, geometr ia , mecanica , physica m a t h e -
matica, e tc . , que foram publicadas nas pr incipaes collecçôes 
scientificas da Bélgica e da F rança , e que lhe ab r i r am as portas 
da Academia das Sciencias de Par is , sendo eleito socio co r r e s -
pondente d'esta Academia em 3 de fevereiro de 1 8 9 0 . Foi um 
dos fundadores da Sociedade Scientifica de Bruxellas em cujos 
Annaes publicou algumas das suas principaes memor ias . 

E. Carvallo. — Traité de Méeanique, Paris, Nony, 1893. 

Es te livro, escr ipto pelo auctor para uso dos alumnos da classe 
de mathematicas e lementares dos Lyceus francezes, contém as 
doutrinas de mechanica exigidas pelos respectivos p rogrammas , 
isto é, a theoria da composição das forças, dos centros de grav i -
dade, do equil íbrio dos solidos e das machinas simples. O des t ino 
do livro obrigou o auctor a ter na maior a t tenção a clareza e 
simplicidade na exposição dos assumptos . Ju lgamos que conse-
guiu que o livro tenha estas qualidades, sem todavia em ponto 
algum sacrificar o r igor . Escr ip to todo com o maior cuidado, 
merece todavia principal a t tenção o modo como são t ra tadas a 
theoria das forças paral lelas, e a dos centros de gravidade. 

Cada capitulo é acompanhado de uma lista de exercícios bem 
escolhidos. 
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E. Lemoine.—La Géomélographie ou Varl des conslruetions géo-
mélriques Associalion francaise pour Vavaneement des sciences, 
1892). 

O auctor (Teste t rabalho tracta de appresen ta r processos para 
de te rminar o grau de simplicidade e de exact idão das cons t ru-
cções geometr icas com regoa e compasso, que se empregam para 
resolver g raphicamente os problemas . 

As operações e lementares de que, segundo o sr. Lemoine , 
depende qualquer d 'cstes problemas são: 1.°, pôr a borda da 
regoa em coincidência com um ponto; 2.° , t raçar a linha r e c t a ; 
3.°, pôr uma ponta do compasso n u m ponto de t e rminado ; 4 . ° . 
pôr uma ponta do compasso em um ponto indeterminado de uma 
linha rec ta ; o.°, t raçar a c i rcumferencia . Representando r e s p e -
ct ivamente por R 1 , R 2 , C(, C 2 , C3 estas operações , qualquer 
construcçâo feita com a regoa e o compasso é representada por 
Z1 H ( + /¾ H 2 + /«1 Ci + Hi2 C 2 -f m 3 C 3 . 

A somma dos números inteiros /1, /2, m \ , w'í> í713 representa 
para o auctor o grau de s implicidade da operação, a somma dos 
inteiros 1\, mi e m2 o grau de exact idão (porque o grau de 
exact idão das construcções depende das operações preparatór ias 
e não das operações de t raçado) . 

Estes são os princípios geraes do que o sr. Lemoine chama 
Géomélographia. Na presente memoria são elles discutidos e 
applicados a um numero considerável de exemplos. 

Te rmina remos aqui esta rapida noticia com o (piai t ivemos em 
vista c h a m a r a a t t enção para um t rabalho em que são desenvol-
vidas considerações que, pela sua applicaçâo em geometr ia pratica 
e em especial em geomet r ia descriptiva, nos pa recem dever ser 
conhecidas. 

G. T. 
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NOTA M A T E M A T I C A 

JUAN J. DURÁN LORIGA 

Capi tan de Ar t i l l e r i a 

Cuando um triangulo se deforma conservando Ia base fija en 
magnitud y posicion y constante el area (esto es moviendose el 
vertice sobre una paralela á Ia base) los puntos notables dei t r i -
angulo describen lineas que es curioso conocer ; la naturaleza de 
las descritas por ciertos puntos se vé faci lmente à pr ior i , asi por 
ejemplo el centro de gravedad marca una paralela á la base fija, 
el centro dei circulo circunscripto se mueve en Ia mediatriz c o r -
respondiente al lado inmovil D. En la presente nota vamos a in-
dicar el procedimiento general para Ilegar à las ecuaciones de 
las dist intas lineas á que hemos hecho re fe renc ia . 

Sea ABC el t r iangulo en cuestion y Jc las coordenadas 
absolutas mr y mp de un punto cualquiera m con relacion á los 
lados a y c de dicho tr iangulo. Tomemos como ejes car tes ianos 
el lado fijo a y la pe rpend icu la r en B. 

Se tiene evidentemente 

ms •-
m < 

cos B 
, rs = mr -f r = — 

cos B' tang B 

mr m 9 

tang B sen B 

de donde se deduce faci lmente Ilamando ha la al tura relativa 
11 
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ai lado a y p Ia projeecion sobre BC dei lado BA 

1* = ¾ 
ha ha 

Ahora bien, en los 2.O J miembros de las anter iores ecuacio-
nes figuran en general t res paramet ros variables b, c y p, pero 
por médio de las relaciones 

ct = h*+p*, F = Iii + (a-p)* « * a 

se l legará o tener un solo paramet ro p y dos ecuaciones de Ia 
forma 

x = f ( p ) , y = 9 (Zj); 

la eliminacion de p conducirá á la ecuacion dei lugar geometr ico 
dei punto m. 

Aplicaciones: 
1 . ' — Centro de gravedad . 
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El lugar geometrico es pues en este caso, como se vé á priori, 
una parallela à Ia base, manifestando el valor de x una propr ie-
dad geométrica fácil de enunciar. 

2 . " — Punto de Lemoine. 

2apS + 2 c S i V / í + ' 1 

Zia (a2 + 62 + c3) ha 

2 a S + + 

estas ecuaciones se transformai! facilmente en las siguientes 

O1P + a (Jii +p*) 
QQ 

2 (a2 + A2 + p* - ap) 

O1Iln 

2 (a* + h* + p*- — ap)' 

la eliminacion dei parametro p conduce à la siguiente ecuacion 
para el lugar geometrico: 

4 KiX* + 4 (4 Zi2 + 3 a 2) y2 - 4 a/i9 x - 8 O1Ky + a2 / i2 = O, 
N
 x

 A N ° N 

que representa una elipse. Si trasladamos los ejes paralelamente 
tomando como nuevo origen el médio de la ordenada dei punto 
de Lemoine dei tr iangulo isosceles equivalente al dado, resulta 
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la ecuacion 

4 A 2 + 3 a 4 ( 4 Z i 2 + 3 a V 
a a , a 9 4 

T X 4 + ^ J / 4 = 1 . 
a * Zi2 

Vemos pues que los ejes de esta cónica son 

v/ 
2 a 2 

- • > 
4 A 2 + 3 a 9 

2 a 9 K 
4 A4 + 3 a 9 

a 

y la es t ruc tura de estas expresiones permi te deducir facilmente 
la construccion geometr ica para el t razado de la curva. 

E s t e es el procedimento general , pero la eliminacion dei para-
met ro p se liace con frequencia penosa v de aqui que convenga 
en muchos casos acudir á las propiedades par t iculares dei punto 
que se considere, asi p. e encontrar íamos la linea descrita por el 
or tocent ro (que se sabe es una parábola) el iminando p ent re las 
ecuaciones 

h a 1 
x = — , V = x—a) 

P y P K J 

deducidas tomando como ejes el lado fijo y una perpendicular al 
lado a en B. La eliminacion dá 

Xi , ax 

ha ha 

y si se toma como nuevo origen el or tocentro dei t r iangulo isos-
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ceies equivalente al dado, pêro conservando la misma direcion de 
ejes, resulta 

Xi = -Ilay 

que representa una parábola de eje vertical y extendiendose por 
la region de las y negat ivas . Como los valores 

a a 2 

verifican la ecuacion, resulta que la curva pasa por Ios vertices de 
la base, como debe suceder . 

Si ahora queremos obtener la linea descri ta por el punto de 
Lemoine, con mas sencillez que an te r io rmen te Io hemos hecho, 
podemos cons ide rado como interseccion de Ia recta que t iene por 
ecuacion 

2 Sa 
y ~ a 2 + ó* + c s 

y la que une el médio de Ia base con el de la altura cor respon-
d e n t e . Si tomamos como ejes la base fija y la media t r iz , la 
ultima recta tiene por ecuacion 

ha w = — x 
" 2 p 

teniendo p la misma significacion que an te r io rmente . Como el 
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pr imer valor de y se t r ans fo rma en 

2 a 2 / i a 

V ~ i h i + 3 a 2 + 4 » 2 ' n 4 

la eliminacion de p conduce á la siguiente ecuacion 

( 4 h* + 3 a 4 ) y 2 + / ^ 2 - 2 a 2 ha y = 0 , 

y trasladando el origen al médio de la ordenada dei punto de 
Lemoine dei tr iangulo isosceles correspondiente se obtiene la 
misma ecuacion que antes para la curva descrita por el citado 
punto . 

Resulta por consiguiente que, dado um triangulo cualquiera , se 
pueden considerar como adjuntas por cada punto notable tres 
lineas de la naturaleza de las que hemos considerado, pero claro 
está que la ímportancia que tengan en la geometr ia dei t r ian-
gulo dependerá de las propr iedades de que gozen. 

En este concepto puede ser interesante un detenido estúdio 
sobre este par t icular . Ja insist iremos sobre este punto cuando 
contemos con t iempo para ello, asi como tambien sobre la d e -
formacion de un tr iangulo conservando dos vertices fijos y movi-
endose el te rcero sobre la circunferência circunscripta. 

La Corufia, oc tubre de 1 8 9 3 . 
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SUR U N E É Q U A T I O N 
AUX D I F F É R E N C E S F I N I E S E T P A R T I E L L E S 

P A R 

G. VIVANTI 

Cette équation se présente dans Ie calcul des dérivées succes-

sives de l a fonction f ( z ) = e z . On a : 

— r i 2 1 — 

et en généra l : 

X 

1 

oíi S, (a) est une fonction rationnelle et entière de —. Nous po-

serons: 
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et dé tc rminerons avant Iout Ies nombres m V ) n , . De 1 'égal i té : 

/•("+D (z) = ( - 1) ' f l Sv-|-i ( , ) . L ( - , 1 _ l . S y ( z ) 

il s u i t : 

S , + I ( z ) = - S , (z) 

ou b i e n : 

«v+1 ,1 « v + i mv-f-1 — nv+1 + 1 _ «v + 

( 1 ) 

fU I , Tl . . ~ftl , ^ 
Z » + 1 Z V-FL S Y_J_2 

m . - » , + 1 m , a
V(t a<, m v - n , + l 

H H rir 4" . . . + n„ i a mv-l-l z M-2 Z 1 z » , + l 

et par conséquent 

ffiv-j-i= m, + 2, «v-j-i «=«v + 1. 

Or JTi1 = ít] = 2 ; donc m, = 2v, nv = v + 1, e t : 

S ( Z ) - a ^ + a*>~ + -u a V + 1 
s M * ) - + ^ z i + - . - + - ^ t -

1 

On a en outre , en comparant Ies coefficients d e — — e t ceux 

de — dans Ies deux membres de 1'équation ( 1 ) : 

av+1,l = «»',!> av+1/2v+3—s = av^v+3—s + (« — 1) a , , 2 , + 2 - s , 
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on bicn en faisant v = .r, 2v + 3 — s = y: 

(2) ax+hy=axiy+(2x — y + 2) aXlV-\. 

Il s 'agit maintenant d ' in tégrer ce t te équation aux différences fi-
nies sous les conditions : 

Ux,y= 1, ax,y = 0 pour y>x. 

Désignons comme toujours par la différentiat ion et 1'inté-
gration finies, et par ^ry Ia faculté d 'o rdre y àex, c. à. d. Ie p ro -
duit x (x — 1) (x— y + 1). Nous pouvons écr i re 1'équation a ins i : 

bx <*x,y = (2x — y +2) a X f í , 

ou encore en i n t é g r a n t : 

ax,y = 2{2x-y + 2) aX]J_x + 9(y), 
X 

ou <p(y) est une fonction a rb i l ra i re de y, qui peut tout aussi bien 
contenir x, pourvu qu'el!e ait la période 1 par rappor t à cet te 
variable. Si toutefois l'on entende par 2 1'intégrale part icul ière 
qu'011 obtient en sommant 1'expression différentiel le depuis x=i 
jusqu'ò x = x~ 1, il est aisé de voir que la fonction <p (y) est 
identiquement nulle. On a d o n c : 

aXiy = 2(2x-y + 2) ax,y_j, 
X 
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et par conséquen t : 

aXiy = 2 ( 2 ® - 1 / + 2) 2 ( 2 a : - 2 / 4 - 3 ) . . . 2 ( 2 & - l ) 2 2 « . 
X X X X 

Il suit de là pour y = 2 ¢^ pour t/ = 3: 

Uxfi = 2 2x = Xi> 
x 

a X i 3 = 2 ( 2 ® — 1 ) Z2 = 2 [a r j + — l ) i ] a*2 = 2 [ ® i + l ) l ] -
X X X 

En posant U = Xi, Au = (x— 1), et par sui te AM = 2XI, 
1 x, 

t? = — ( a ; — 1)2, v + Ac = —, et en appliquant 1'identité connue: 

(3) MV = 2 [AM (y + Al)) + uAuJ, 

en o b t i e n t : 

1 / 4Y 
^ 3 = - 5 - ^ 2 ( ^ - 1 ) 2 -

On peut t en te r de général iser cet te formule, en p o s a n t : 

0 X ' ' J = ( y - 1 ) ! ^ y - 1 ^ ~ 1 

et il ne res te qu'à en vérifier 1 'exacti tude par la méthode de 1'in-
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duction compiè te ; en d ' au t r e s t e rmes , on doi t démont re r que : 

1 1 
2 (2^ - y + 1 ) Xy-I (x -!);,_!=— Xy (X - 1 )y. 

[y — 1)! x » J J,J-1 y 

Désignons par M Ie p remier m e m b r e de cel te relat ion, et po-
sons : 

U = Xy, Av = (x—l)y—i, 

d'oii il s ' ensu i t : 

àu = y x y - \ , t = — (x—\)y, v+ Av = Xy ; 

en vertu de 1'identité (3) nous a u r o n s : 

M- —— 2 [x+ { x - y + 1)] Xy-I ( x - l)y_, . 
* ) • X ( y - 'j- x 

1 

( y - 1 ) ! * 
2 [a?;/— \xy+xy(x— l] 

1 1 1 
Au (d+ Au) + uAv) = ——•— M = D- XyXy—i, 

( y - 1 ) ! / ; (y-1)! y \ 

c. q. f. d . 
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Les nombres aX/y forment une espèce de tr iangle a r i thmé 
t i q u e : 

1 

1 2 

1 6 6 

1 1 2 3 6 2 4 

1 2 0 1 2 0 2 4 0 120 

1 3 0 3 0 0 1 2 0 0 1 8 0 0 7 2 0 

dont la Ioi de formation est représen tée par 1'équation (2). 

Mantoue 1 I e 23 mai 1 8 9 3 . 
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NOVO M E T H O D O DE D E S E N V O L V E R OS D E T E R M I N A N T E S 

POB 

J . PEDRO TEIXEIRA 

Em o Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas (t. x i , 
n.° 3 ) , apresentámos processos expedi tos para desenvolver os 
de te rminantes de te rce i ra , quar ta e quinta ordem, inferidos da 
analyse de seus desenvolvimentos, obtidos pelos methodos conhe-
cidos. Rellectindo pos te r io rmente sobre aquelles processos, de s -
cobrimos os princípios geraes a que obedecem, os quaes , por nos 
parecerem de algum interesse , vão fazer objecto d 'es te t r a -
balho. 

Ein pr imeiro logar, es tabelecemos proposições novas a r e s -
peito dos Índices, mediante as quaes der ivamos d 'um t e rmo do 
determinante 2/i — 1 novos t e rmos , d 'um modo expedito ; d e -
pois, os te rmos , que denominamos primitivos, pela analogia de 
seu papel com o de cer tas raizes de un idade ; f inalmente, o de s -
envolvimento do de te rminan te em funcção de certos e lementos , 
dependentes dos termos primitivos, a que cor respondem schemas 
d'um calculo simples e mnemónico. 

I 
Seja 

ai 6, . . h 

a 2 bi . . h 
a 3 h • k 

a„ bn . In 
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um de terminante do grau n e 

(2) ( — l ) m d#lfx .. t'„ . .axlK 

um dos seus te rmos , onde suppomos que se real isam m inversões 
em re lação ás letras e aos Índices. 

Suppondo n nullo e junctando depois uma unidade a cada in-
dice, resulta 

que é evidentemente um outro t e rmo do mesmo de te rminan te , 
onde se realisam m' inversões. Procuremos o valor de m' . 

Na passagem de (2) para (3), sómente pôde te r variado o 
numero das inversões em relação aos Índices, pois que as le t ras 
se acham dispostas do mesmo modo nos dois te rmos . Seja x o 
numero das letras que precedem i e y o das que se lhe seguem. 
Pondo esta de par te , os Índices das out ras real isam em (2) e (3) 
o mesmo numero de inversões ; e, considerando também aquella 
le t ra , os Índices das precedentes não realisam inversões com o 
seu em (2) e rea l i sam x em (3), emquanto que os das seguintes 
realisam com aquelle y em (2) que de ixam de real isar em (3). 

Conseguintemente , na passagem de (2) para (3), o numero de 
inversões variou de x — y, e por isso temos 

D ' a q u i , visto que x — y é impar ou par , conforme n for pa r ou 
impar , conclu ímos: 

TIIEOHEMA I. Se em um termo d'um determinante do grau N 

(3) (— l ) m ' df i+l A"x_}-1 . . Í\ . . íla-f-l 'x-t-1, 

m' = m + x — y, 



MATHEMATICAS E ASTROxNOMlCAS 175 

substituirmos n por zero e junctarmos em seguida uma unidade a 
cada indice, obtemos outro termo, do mesmo ou de di/ferente signal, 
conforme n for impar ou par. 

E x e m p l o : de a2 63 c\ do determinante ((I1 62 c3) deduzi-
mos ¢13 bi C2; de — ai b\ C2 d3 do de te rminante (ai ô2 C3 di) 
deduzimos ai &2 c3 d 4. 

Se applicarmos a operação a que se re fe re aquelle theorema 
/1—1 vezes successivamente a um te rmo, obtemos n— 1 novos 
termos, differentes en t re si e do de p a r t i d a ; e repe t indo-a sobre 
o ultimo reproduz-se aquelle, como se vê neste quadro 

— ai ò 3 c2 d i — a i 63 d 2 C1 e-á 

+ a 2 64 C3 d\ — a 2 64 d 3 C8 et 

— a 3 61 C4 di — a 3 b 5 di C t C2 

+ a i ci d 3 — a 4 61 dg C2 «3 

— a 5 J 2 d i C3 e 4 

I l 

Tomando de novo o t e rmo 

(-l)m d& kx ..a* L 

e invertendo a ordem dos Índices, obtemos 

( - 1 ) ' » " dx . . a , / M 

que é t ambém um te rmo do de te rminante considerado. 
Procuremos o factor (— 1)'"". 
A operação p receden te equivale evidentemeote a pe rmu ta r en t re 
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si os Índices das letras d e i , 1; e a, etc. ; por isso tendo em vista 
a proposição conhecida, ácerca das permutações dos Índices, d e -
duzimos : 

m"=m + 2p, (— 1 )•»" = (— i)m, se n for de fórma 4/) ou 4/) + 1 ; 

m ' ' = m + 2 / ) + 1 , ( - 1 )•»"=—(— 1)•"», se n for de fórma 4 / ) + 2 ou 4 / ) + 3 . 

D 'aqui resulta : 

TIIEOIIEMA II. .Se em um termo d'um determinante do grau n 
invertermos a ordem dos Índices, obtemos um outro termo, do mesmo 
signal, se n for da fórma 4p ou 4p+ /, e de signal differente, se 
n for da fórma 4p + 5 ou -íp + 5. 

E x e m p l o s : De a3 bi c% (n = íji + 3) deduz-se — a2 C3 ; 
de — Oi b3 Ci di (n = íp), —ai Iil c3 <?2; de a3 bi c.2 <Z4 e s 

(n = 4/) + 1), a B 6. i C2 (Z1 P 3 ; de O1 b3 Ci d.2 Cti f3 (n = 4/> + 2), 
— « 5 >'(i C 2 (Z1 C 3 fí . 

III 

Tomemos o t e rmo principal 

( a ) a, &2 . . ; n _ 2 Zi f l-! /» 

do de te rminante considerado e, sem al terar a ordem dos Índices, 
levemos a letra j até ao fim, por trocas successivos de logar e de 
signal. Ob temos d 'este modo 

(i) 

— Ct1 &2 . . Z í „ _ 2 j „ _ l In , 

+ O1 . . /Í„_2 / „_ ] j n . 
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distinclos en t re si e do pr imeiro e que per tencem também ao 
de terminante . Iim cada um dos te rmos de (&) e ( j ) levemos a 
letra i até ao fim, pelo processo anter ior , o que nos dá um grupo 
(i) formado de 3 . 3 te rmos do de te rminante . Continuando assim 
até termos considerado a letra b, obtemos outros grupos (h), (g),.. 
(b) de te rmos t ambém per tencentes ao de te rminante . Es tes te rmos 
receberão aqui a designação de lermos primitivos. O seu numero 
é a somma 

3 + 3 . 3 + ( 3 + 3 . 3 ) 4 + [ 3 + 3 . 3 + ( 3 + 3 . 3 ) 4 ] 5 + . . + 
+ j 3 + 3 . 3 + ( 3 + 3 . 3 ) 4 + . . J ( u — 2 ) 

cujo valor é 

1 . 3 . 4 . . ( n - U Cn-1) 

Para formar as pe rmutações das n— 1 letras b, c, . . k, l, 
consideramos os grupos kl e Ik e introduzimos a le t ra j em todos 
os logares possíveis, podendo começar no pr imeiro pela esquerda 
e no segundo pela direi ta, e nas pe rmutações resul tantes faremos 
o mesmo a respei to da letra i e assim por deante a té t e rmos con-
siderado a letra b. Tendo presente a geração dos te rmos pr imi-
tivos, vemos que elles t ambém se podiam obte r escrevendo a 
letra a á direita das permutações que se derivam de kl, aífectando 
em cada uma as le t ras dos Índices 1 , 2 , . . , n, s empre por esta 
ordem, tomando depois as pares com o signal + e as impares 
com o signal —; logo o numero dos dictos te rmos primitivos é 

egual a - . (»i — 1)!, como já tinliamos visto. Porém, o fim pr in -

cipal d'esta nota é o que se s e g u e : 
At tendendo ao modo como formamos as permutações das letras 

b, c,. . . I, faci lmente se reconhece que invertendo a ordem das 
letras em grupo do derivado de kl ob temos uma do derivado 
de Ik ; por isso, e por serem distinctas todas as permutações , se 
em uma do pr imeiro grupo invertermos a o rdem das letras , não 

12 
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podemos obter uma outra d 'este mesmo grupo. D'aqui resulta esta 
proposição que havemos de u t i l i sa r : 

Se em um lermo primitivo invertermos a ordem das leiras, não 
considerando a letra a, o resultado não pôde ser outro termo pri-
mitivo. 

I V 

Sendo A, B, C . . , L os t e rmos primitivos e AM, A W , . . At"—1) 
os que se ob tém applicando o theorema I suceessivamente n — 1 
vezes a A, etc. , formemos o quadro 

A B C . . L 

Ad) Bd) C(I) . . L O 

AW BW C(2) . LW 

A í " - » BC»—D O - i ) . L M ; 

e, appl icando o theorema II a cada um dos seus te rmos , f o rme-
mos t a m b é m 

Ai B 1 C t L 1 

A1(I) B 1 O C 1 O . . L 1 O 

A 1 W B1W C1W . . L 1 W 

A1(O-I) B 1 ( ^ i ) C j h - i ) . . L , ( » - D . 
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Nos dois quadros ha n ! termos do determinante , os quaes vamos 
provar que são distinctos. 

Os termos d 'uma columna qua lquer do pr imeiro quadro são 
distinctos uns dos outros, pelo que já se disse (I). 

Um te rmo DW da columna dos D do pr imei ro quadro só po -
deria ser idêntico ao te rmo IIW de columna dos H, pois que é o 
único d'esta columna onde a letra a entra com o indice com que 
Iigura em DCO; porém, como nos dois te rmos ha pelos menos duas 
letras com Índices dif ferentes , é impossível aquella ident idade. 

No segundo quadro não ha dois termos idên t icos ; porque, se 
o contrario tivesse logar, haveria t a m b é m dois t e rmos idênticos 
no primeiro, o que já se demonstrou não poder da r - se . 

Os termos do pr imeiro quadro são distinctos dos do s e g u n d o ; 
porque, se assim não fosse, a inversão dos índices em um t e rmo 
d'aquelle poderia reproduzir um de seus outros termos, o que não 
pôde dar - se , pelas razões que se seguem. 

Suppunlianios que F>') reproduzia I ) ; . pela inversão dos Índi-
ces. E \ iden temen te , t ambém Ft i + 1 ) reproduzir ia D O + 1 ) e , conti-
nuando, concluiriamos que F reproduziria t a m b é m um da colu-
mna dos D, o qual não podia ser senão D( n — ' ) , que tem a letra a 
com o indice n; por isso, sendo, por exemplo, 

F = A1 gt /13 c4 d-6 e6 /"7 b8 , 

deveriamos t e r 

D I " - 1 ) = A 8 ( /7 ZI6 C 5 d i e 3 f c b x ; 

como, applicando o theorema I ao ultimo te rmo de qua lquer co-
lumna, reproduzimos o pr imei ro (I) , t e remos 

D = a{ (Jfi hi C 6 <h ei f3 6 2 , 

que, postos os Índices pela ordem natura l , dá 

D = a j Ò £ / 3 C 1 D 5 C 6 /17 D 8 . 
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Comparando F com D, concluir-se-ha que, pondo de parte a 
letra a, um se transforma no oatro pela inversão da ordem das 
letras, e por isso (III) um não será termo primitivo, o que é contra 
a hypothese. 

V 

Sendo os termos precedentes todos distinctos, em numero de n! 
e todos pertencentes ao determinante , o desenvolvimento d 'este 
é a sua somma algébrica. 

Designando, pois, a somma algébrica d'um termo primitivo e 
dos que d'elle se derivam, por meio dos theoremas (I) e (II), pelo 
t e rmo primitivo encerrado em colchetes, teremos 

(a) . . ( a j 62 . . /„)«= j a j è2 . . Z*j — Ja1 6¾ . . kH—*jn—\ in j + 

+ j a i Òg • • / ' n - 2 / , i - l J n j 

onde os signaes são os dos termos primitivos. 

VI 

Para achar rapidamente o desenvolvimento d 'um colchete, pro-
cederemos do seguinte m o d o : 

Escreva-se o termo primitivo e, applicando-lhe o theorema II, 
escreva-se á direita o resultado, e em seguida applique-se a cada 
um d'estes dois termos n—i vezes successivamente o theo-
rema I. 
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Assim t e r e m o s : 

para n = 4 p , 

• • fcn-1 K j = a i h • • k „ _ 1 Zn + a „ ò „ _ i . . A2 Z1 

— a 2 63 . . A-„ Zi — a j 6„ . . A 3 Z2 

+ <13 64 . . Aj Z2 + a 2 6 j . . k i Z2 

— a „ ò i . . A „ _ 2 Z „ _ i — a „ _ 2 . . k\ ln; 

para n = 4 / ) + 1 , 

JAI 6¾ .. ZBJ=ai h • • AN-I h+ anK—1 .. A2 ZJ 

+ O 2 63 . . An Zi -I- a i bn . . A3 Z2 

+ 0 3 64 . . Ai Z2 + O2 61 . . A4 Z3 

+ a „ 6 1 . . AN—2 Zn—1 + a n _ 2 . . A I ZN; 

para n = 4/> + 2, 

j o j & 2 . . A n _ i ZnJ — a 1 & 2 . • An—1 Z n - o , , 6 n _ i . . A 2 Z i 

— a 2 63 . . An Zi 4- a i b,J . . A 3 Z2 

+ 03 64 . . A T Z 2 — O 2 ÒI . . A 2 Z 3 

— a„ Z»i . . A n _ 2 Z n - I , + O n - I & n _ 2 . . Ai Z n ; 
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para n = 4p + 3, 

[ a j fi-2 • • h — 1 In j = «1 h . . A „ _ l In ~ a n K - I • • h h 

+ a 2 ò 3 . . A11 h — ax bn . . A 3 Z3 

+ a 3 64 . . Ai Z2 ~ ai b\ - - A i Z3 

+ a n 61 . . A „ _ 2 Z „ _ i — a „ _ 1 bn~a . . Ai Zn . 

Como exemplo tomaremos o de te rminante do quarto g rau . 
Temos 

( a j h C 3 ( ' i ) = | a i ^ C 3 ( Z i J - j a t c 2 M i J + j a i c 2 (Z3 ô 4 | . 

J a 1 Z»a c J i i ^ i J = «i c3 <*4 + a4 b3 C2 (Zi 

— A 2 Z>3 C4 (Z1 — AI 64 C3 (Z2 

+ O 3 64 Ci (Z2 + a 2 61 c 4 (Z3 

— a 4 61 C 2 (Z3 — a 3 &2 C ] (Z4 

— | a i c 2 ^ 3 d 4 J = — a i c 2 ò 3 (Z4 — a 4 C 3 Ò 2 ( Z i 

+ a 2 C 3 6 4 d i + a i c 4 63(Z 2 

— a 3 c 4 61 (Z2 — a 2 C1 Zi4 (Z3 

+ a 4 Ci ò 2 (Z3 + a 3 c 2 61 (Z4 

a I C2 (Z3Ò4| = + a , C 2 ( Z 3 6 4 + « 4 C i C k b i 
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— a2 C3 di b\ — ai C4 d3 b-> 

+ 0 3 ci d\ ò 2 + a 2 Ci di 63 

— ai c 1 d 2 — a 3 c2 ^i 64. 

VII 

Tome-se, por exemplo, o primeiro colchete do determinante (a) 
e fórme-se o quadro 

a i bi Ci • • i\ A-I Il 

a 2 h C2 • • /2 /.'2 k 

63 C3 • • / 3 A3 h 

a n _ 2 í»n-i Cn—2 • • jn—2 /'n—2 Zn—2 

a » — l C n - I • • jn—1 Zn-I 

a » K Cn . . y« kn Zn 

Os elementos do te rmo primitivo acham-se na diagonal aj Zn 

d'este schema, e os que resultam da applicaçâo do theorema (I) 
acham-se respectivamente nas linhas a2 kn e /1, j„ e Z2 , ai 
l» e Ji HT - ^n e 61 Z„_i , parallelas âquella diagonal. 

Os termos que resultam da applicaçâo do theorema (II) acham-se 
na diagonal an 11 e nas linhas aj e ò„ Z2, a2 b1 e cn Z3, 03 Ci e 
dn Zj , . . a „ _ i k\ e Zn parallelas a ella. 



184 JOIiNAL DE SC1ENC1AS 

D'aqui e dos theoremas (I) e (II) resulta q u e : 
Para achar o desenvolvimento d'um colchete da formula (a), 

forme-se o schema correspondente (b) e depois os productos dos 
elementos da diogonal aj In e os dos elementos das liidias a2 k„ e 
'l > 33 j„ e ki I 2 , 84 i„ e ji I3 ele., a„ e bj /„_ 1, tomando os resul-
tados com o signal + ou com os signaes + e — alternativamente, 
conforme n for impar ou par; depois os productos dos elementos 
da diagonal an Ij e os dos elementos das linhas aj e b„ Z2 , a2 bi 
e I3 > 83 Ci e <Jn U, • • ^n-1 e In seguindo a mesma ordem dos 
signaes que precedentemente, se 11 for da fórma An ou 4n + 1, e 
ordem contraria, se n for da fórma 4n + 2 ou 4n + 3. 

Por ordem contrar ia dos signaes intenda-se que, se os p r ime i -
ros t iverem sido positivos, os últimos serão negat ivos ; se os pri-
meiros t iverem sido a l te rnadamente positivos e negativos, os ú l t i -
mos serão a l t e rnadamente negativos e positivos. 

Dado o de te rminante em a notação de Cauchy, 

a i h . • /1 h h 

a 2 h • 

a„ b» 

os schemas obtêm-se immedia tamente precedendo com as colu-
mnas como no t e rmo principal procedemos com as letras para 
formar os termos primitivos. 

Tomemos , por exemplo, o de te rminante de quarta ordem. 

d] b\ c\ dj a\ by ci d} 

a 2 C2 J 2 a 2 ò2 C2 d-> 

a3 63 C 3 ¢/3 a3 63 C 3 í/3 

di />Í Cj (/4 04 64 C4 di 

a j Ai d] 

Oi C2 b<i c/2 

«3 C3 63 f/3 
a4 C4 64 di 
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+ 

0 , CL dl 

O2 CI di h 

<13 C3 d3 b3 

O4 C1 di h 

T o m a n d o o p r i m e i r o schema , vem, visto que n = \p 

a\ CL <h 

«2 h C2 d. 

«3 h C3 d3 

a 4 64 Ci di 

j a t ^ ¢ 3 ^ 4 - 0 2 6 3 0 4 ( ^ 1 + 0 3 6 4 ^ ( / 2 - 0 4 6 1 C^d3 

IOi 63 ^ i - O i 64 C3 d 2 + o 2 b\ ¢ 4 ( / 3 - 0 3 62 Cj (/4 

e do m e s m o modo se o b t é m os desenvolvimentos dos ou t ro s . 
E s t e processo é , pois, applicavel t a n t o a d e t e r m i n a n t e s n u m é -

ricos como l i te raes . 
App l iquemol -o ao d e t e r m i n a n t e 

1 2 O O 1 2 O O 

1 3 3 O O 1 3 O 

1 4 6 4 O 2 6 4 

1 5 1 0 1 0 O 3 1 0 1 0 

que dà o s egundo n u m e r o de Bernoul l i (*) . 

(#) Vide o nosso artigo, Swr Ies nombres bernoulliens, apresentado á Aca-
demia Real das Scieucias e publicado no Jornal de Mathematicas de abril 
de 1893. 
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Temos 

1 2 0 0 1 0 2 0 1 0 0 2 

0 1 3 0 0 3 1 0 0 3 0 1 
+ 

0 2 6 4 0 6 2 4 
+ 

0 6 4 2 

0 3 10 10 0 1 0 3 10 0 1 0 1 0 3 

= 1 . 1 . 6 . 1 0 — 1 . 3 . 2 . Í O + Í . 3 . 4 . 3 — 1 . 1 0 . 4 . 1 = — 4 

e por isso B 3 = —. 

Por to , dezembro de 1 8 9 3 . 
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SOBRE UMA F O R M U L A DE A N A L Y S E 

POB 

JOÃO A R E Z 

A formula 

(1) 
F(x) + f { x + h ) - f [ x ) ¥(x) + hf (x + bh) 

F 1 (x) + fx(x + h)~ fx (x) F 1 (x) + h Z7
1 (x + 6 h)' 

que foi deduzida pelo sr. dr . J . B. de Cabedo do theorema dos 
accrescimos finitos ( 1 ) , pôde ser t i rada do theorema de Rolle e 
ser applicada depois para achar a formula dos accrescimos finitos. 

Com efleito, pondo 

F (x) + f{x + h ) - f ( x ) 

F i ( x ) + / i ( x + A ) - / i ( x ) ' 

a funcç3o 

? ( Z ) = F ( X ) ^ + / » - / - ( X ) - A F J ( X ) . 
S - X 

+ /"l ( * ) - / » 

(*) Jornal de Sciencias math. e estr. t. ix, pag. 129. 
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que se annulia para z = x e z = x + h, dá, representando por 
Ô uma quant idade positiva e menor que a unidade, 

ç ' ( « + O f c ) - F ( a ; ) . - i + P (x + Ô/t) — A > i ( 4 

+Pl ( * + fIh) J = O, 

equação d 'onde se 'tira a formula (1), resolvendo a em ordem 
a A. 

Pondo na formula (1) F (x) = O Fj (x) = O, (só com estas con-
dições obtemos o theorema de Cauchy) e f\(z) = x-\-h — z a 
formula dá a dos accrescimos finitos 

f(sc + h) — f ( x ) = hf (x + 8¾). 
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B I B L I O G R A P H i A 

A. Rebière. — Mathématiques et Mathématiciens, Paris, Nony, 
4893. 

Na pag. 56 do vol. ix d 'este jornal deu-se noticia da 1." edição 
d'este livro Uma nova edição vem de apparecer contendo o dobro 
das maté r ias da edição an te r io r . É um livro in teressante , em 
alguns pontos instructivo, que se lè com o maior prazer . Como 
dissemos a respei to da l . a edição, contém anecdotas relativas a 
mathemat icas celebres , paradoxos interessantes a que levam as 
mathemat icas , noticias sobre problemas curiosos e muitas in for -
mações históricas úteis. 

Ed. Weyr.— Sur une fonction discontinue (M. da Acad. de Praga, 
t. ii, 1895). 

O auctor construe uma funcçâo da variavel real x, continua 
para todos os valores irracionaes de x, que , para os valores racio-
naes de x é contínua re la t ivamente aos augmentos positivos de x 
e discontínua re la t ivamente aos augmentos negativos. 

G. Vivanti. — SuWapplicazione delia fitnzione elitica p (u) alia 
teoria dei poligoni di Poncelet (Rend. dei Circolo mal. de Pa-
lermo, t v n ) . 

Deducção simples, por meio da consideração da funcçâo p(u), 
dos resul tados de Jacobi relativos aos polygonos de Poucelet e 
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es tudo dos casos part iculares a que correspondem degenerações 
das funcções ell ipticas. 

A. IIurtciIz. — Bewcis der Traneendenz der Zahl e (Nach. von 
der k. Gesellsehaft de 11¾. zu Góttingen, 1893). 

Contém esta nota uma demonst ração , muito simples e fundada 
em considerações completamente e lementares , da t ranscendência 
do numero e. 

L. C. e Almeida. — Novas regras para desinvolver os determi-
nantes lilteracs do terceiro e quarto gráo (Instituto, de Coim-
bra, 1893). 

G. Vivanti. — Sulle serie di potense i cui coefficienli dipendono di 
una variable (Annali di Matemalica, 1893). 

P. Mansion. — Sur la Ioi des grands nombres de Poisson (Buli. 
de VAcad. de Belgique, >1893). 

J. Deruytz. — Sur Ies formes algébriques (Buli. de VAcad. de 
Belgique, 1893). 

Swr Ies relalions qui existent entre certaines déterminants 
(Item). 

Sur la rèduclion la plus complete des foactions invariantes 
(Item). 
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/{. Marcolongo. — Rlsoluzione di due problemi relalivi alia defor-
mazione di una sfera omogenea isotropa (Rcnd. delia R. Acad. 
dei Lincei, 1892). 

Inlorno ad un punlo delia teoria delia rotazione di un corpo 
(Rend. dei Circolo mal. di Palermo, 1893). 

Sulla rieerca dei cenlri di curvatura dclle traieltorie dei puncli 
di una figura mobile (liem). 

Alcune applicazioni delle funzioni elliltiche alia teoria del-
Yequilibrio dei fili flessibili (Rend. delia R. Accad. de Napoli, 
1892). 

G. Loria.— Lodierno indirizzo e gli attuali problemis delia storia 
delle scienze esalte, (Génova, 1895). 

Contóm este opuseulo um interessante discurso sobre os actuaes 
problemas da historia das scieneias mathemat icas , pronunciado 
pelo auctor no Congresso historico italiano que teve logar em 
setembro de 1 8 9 2 . 

G. Pirondini. — Alcune formule relative alie linee Iracciate sopra 
una superfície e Ioro applicazini (Annali di Matematica, 1895). 

E. Lemoine.— Résultats et théorímes concernant la Géomêlrie du 
triangle (Associalion française pour Yavancement des Sciences, 
1892). 

M. Lerch.— Z poctu integrálniho (M. da Acad. de Praga, 1895). 

A. Macfarlane. — The fundamental theorems of Analysis genera-
lised for space, Boston, 1895. 

G. T. 

FIM DO VOLDME X I . 
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