
I ) TTy / V i - / 

JORNAL 
DE 

SCiGIAS M E i T O S E ASTRONÓMICAS 
PUBLICADO 

PELO 

D R . F . G O M E S T E I X E I R A 

Professor na. Academia Polyteclnnica do Porto, 
antigo Professor na Universidade de Coimbra, 

socio da Academia Real das Sciencias de Lisbou., etc. 

VOLUME XI 

COIMBRA 
IMPRENSA DA UNIVERSIDADE 

1892 





OOIS T H E O R E M A S D E G E O M E T R I A E L E M E N T A R 

POR 

FRANCISCO DA PONTE IIORTA 

Demons t rou-se em Geometr ia analytica, no estudo das p ropr ie -
dades da parabola, que a c i rcumferencia circumscripta ao t r i a n -
gulo formado por t res tangentes a essa curva passa pelo fóco. 
P a r e c e - m e porém de algum interesse dar a esta proposição uma 
feição mais abstracta e gera l , facil i tando o seu ingresso na Geo -
metria e lementar , enunciando-a e demons t rando-a do seguinte 
modo : 

Se t res c i rcumferencias de circulo se in t e rcep ta rem no mesmo 
ponto, e as suas t res out ras intercecções estiverem em linha 
rec ta , digo que os centros d 'es tas c i rcumferencias es tarão n 'outra 
c i rcumferencia que passará pelo ponto commum das tres p r i -
meiras . 

Seja M a intersecção commum das t res c i rcumferencias C, C' 
e C " ; e II, A e B' as t res intersecções res tantes . 

T i r e - se por A ( intersecção comprehendida entre C e B') uma 
transversal parallela á linha dos centros das circumferencias que 
se intersectam em A, a qual cor tará as mesmas c i rcumferenc ias 
em E e E ' . Se t i rarmos a recta CC', C'C", MC e MC" t e r - s e -ha 
produzido o tr iangulo OC'C" , cor tado pela recta MC an t ipa ra l -
Iela a C'C". 

Com effeito, por se rem eguaes os ângulos B A E e B 'AE ' , t e r -

se-ha BE = B ' E ' ( > , e por conseguinte MB° = M B ' ° , e logo 
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MCO = OC C' ; concluindo-se o exist irem os quat ro pontos M, 
C, C' e C" na mesma circumferencia w. 

Rec iprocamente , se de t res vertices d 'um quadr i lá te ro inscri-
ptivel, como centros , descrevermos circumferencias que passem 
pelo quar to verl ice, digo que as outras tres intersecções d 'es tas 
c i rcumferencias es ta rão em Iinlia recta . 

Sejam por sua ordem CM, C'M, C"M as t res circumferencias 
dadas e sejam B e A respect ivamente as intersecções da l . a e 2.°, 
e da 1e 3 . \ e supponha-se que a 3." não encontra a 2." na in te r -
secção B' d 'esta com a recta AB, mas que corta esta recta em 
Bj ou B2; descreva-se en lào nova ci rcumferencia C"i por A, M, 
B'. A primitiva circumferencia C" e a actual C"i teem ambas os 
respectivos centros na recta CC" perpendicular á corda MA, si-
tuados á direita d 'e l la; e visto que ambos esses centros estão na 
circumferencia <0 (propos. d i re t . ) , já cortada pela dita pe rpen -
dicular á esquerda de M A ; segue-se que esta c i rcumferencia 
será cortada por uma recta em t res pontos C, C" e C" i , o que é 
absurdo . 
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B I B L f O G R A P H f A 

L. C. Almeida. — Primeiras noções sobre o calculo das quanti-
dades geometricas. — Coimbra, 1892. 

Contem este opusculo a theoria das operações sobre quan t i -
dades geometr icas e a da represen tação d'estas quant idades por 
números imaginarios . A exposição d 'es tas doutr inas é feita com 
a maior clareza e s implicidade, de modo a poderem ser compre -
hendidas pelos alumnos dos Lyceus. 

Contém ainda o mesmo opusculo as demonst rações do theo -
r ema fundamenta l da Álgebra que se baseam nas theorias n'elle 
es tudadas . 

E. Mosnal. — Problèmes de Géométrie analylique, t. l i . — Paris, 
1892. 

Deu-se na pag 21 do t. x d 'es te jornal noticia do vol. i d 'es ta 
boa collecçâo de problemas . No presente volume o auctor 
occupa-se ainda da Geomet r ia analvtica plana, appresentando a 
este respe i to 6 9 9 problemas, uns rom as respectivas soluções e 
outros s implesmente enunciados. Os assumptos a que estes p ro -
blemas se r e fe rem são aquelles que são exigidos aos candidatos 
ás Escholas Polytechnica e Normal de Par is . 

Es tes assumptos sendo en t r e nós es tudados numa cadeira do 
pr imeiro anno dos cursos super iores de Mathemat ica , r e c o m -
mendaremos esta collecçâo de problemas aos alumnos que f r e -
quen tam esta cadeira. 
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Ed. Weyr. — Sur iintégrale elliptique de troisième espèce (BoIIelin 
da Academia bohemia de Praga, t. n ) . 

N ' e s t e bello ar t igo o auctor de te rmina os integraes definidos 

obtendo por um meio novo dois resul tados importantes devidos 
ao sr . H e r m i t e . 

fí. Guimarães. — Nola sobre Ia construccion de una normal a 
una elipse (El Progreso malemalico, t. 11). 

Exposição de um meio fácil de t raçar a normal á ellipse, 
cujos eixos são a e b, pelos pontos cujas distancias ao centro são 
a + b e a — b, e demons t ração de que exis te um ponto na c i r -
cumferencia de raio a — b tal que a normal t raçada por elle 
passa pelo ponto de desvio máximo. 

G. de Longcliamps. — Le calcul des séries convergentes (El Pro-
greso matematico, t. n ) . 

N 'es te ar t igo tracta o sr. Longchamps de resolver, em alguns 
casos, o problema que consiste em de te rminar o numero de t e r -
mos de uma serie convergente dada que é necessário toinnr para 
t e r a somma da serie com uma approximação de te rminada . 

P. Giinther. — Das Additionstheorem der elliptischen Funclionen 
(Journal fur die reine und angewandte Mathemalik, t. 109) . 
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P. Gunther. —• Ueber die eindentigen Functionen von zwei durch 
eine algebraielie Gleichung verbundenen Verànderlichen (Item). 

O auctor d 'estes dois bellos t rabalhos falleceu em Berlin em 
27 de se tembro de 1 8 9 1 , tendo apenas 24 annos de idade. 
Es tas duas memorias foram publicadas depois da sua mor te . 

Ed. Weyr.— Construction von Osculalionskegelschnitten der durch 
krumme projectivische Reihen utul Bilsehal erzugten Curven 
(Bolletin da Academia bohemia de Praga, t. n ) . 

Zur Theorie der Fláclien, welche eine Schar von Kegels-
chnitten enllialten (Monatshefte filr Malhemalik und Physik, 
t . II). 

G. Vivanli.— Notice Iuslorique sur la théorie des ensembles (Bi-
bliotheca malhematica, 1892). 

H. Burkhardt. — Zur Reduction des ProbIems der Geraden der 
allgemeinen Flàche drilter Ordnung auf das Transformations-
problem der hyperelliptischen Funclionen p = 2. (Nachrichten von 
der K. Gesellschaft der Wissenschaflen zu Gotlingen, 1892). 

L. Kônigsberger. — Ueber die Irreductibilitiit der algcbraischen 
partiellen Di/ferentialgleichung (Sitzungsberichte der k. bayer 
Alcad. der Wiss., t. x x i ) . 

J. Bergbohm. — Neue Jntégrationsmethoden auf Grund der Poten-
zial, Logarithmal und Numeralrechnung, Stuttgart, 1892). 
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J. Bergbohm.—Neue Rechnungsmethoden der hoheren Mathematik. 
— Stuttgart, 1892). 

R. Mehmke. — Veber eine allgemeine Construction der Kriim-
mungsmittelpunkte ebener Curven und eine neue Begriindung 
der Fundamentalsatse der Flâchentheorie (Rivista di Matematica, 
t . l i ) . 

J. A. Serrasqueiro. — Tratado de Geometria Elementar, 8 . 8 edição, 
Coimbra, 1892. 

—— Tratado Elementar de Ârithmetica, 11." edição, Coimbra, 
1892. 

G. T. 
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SUR L A C O N I Q U E O S C U L A T R I C E D E S L I G N E S P L A N E S 

PAB 

GEMINIANO PIRONDINI 

(à Parme) 

I 

Equation de la conique osculatrice 

R app or to n s une Iigne plane que lconque L au sys tème d ' a x e s 
f o r m é pa r une de ses t angen te s (axe des £) e t pa r la n o r m a l e 
c o r r e s p o n d a n t e ( a x e des TI) et s o i e n t : R Ies coordonnés d 'un 
point q u e l c o n q u e ; s et o l ' a rc et Ie rayon de c o u r b u r e de L ; e 
1'inclinaison d 'une t a n g e n t e que lconque s u r I ' axe des £. On a Ies 
fo rmules : 

ds drt 
P = - j - ; di; = cos e . d s ; dn = sin í ds ; - - = = t a n g e ; 

et à 1'origine A des axes , ou l 'on a e = 0, on peu t é c r i r e : 

d d*ri _ 1 d 3 , . _ i dp 

\dí '' = P*ds '' 

( 1 ) 
2 / d p Y J _ £ f 

\ d A ~ ^ \ d s ) ~ P i d s 2 ' 
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Une conique quelconque K, tangente à la courbe donnée L à 
1'origine A des axes, a pour é q u a t i o n : 

(2) A í c 2 + 2Bícy + Cj/2 + 2D?/ = 0, 

A, B, C, D étant des constantes et Ies coordonnées x, y é tan t 
comptées suivant Ies axes des £ et des YI respect ivement . 

Si l'on dérive successivement 1'équation (2) qua t re fois par 
r appor t à x, en re raarquant que l'on a : 

x = 0 , t/ = 0 , - 2 - = 0 

à 1'origine A, on trouve que la p remière des équation? dérivées 
est vérifiée par ident i té et Ies autres suivantes dev iennen t : 

D - ¾ - + A = O ; D ^ | + 3 B ? | = 0 ; 
(Ix i dx3 dx* 

(S) ' 

dxi dxV dx3 

Ies dérivées é tant évahiées à 1'origine A. 
Les quant i tés A, B, C, D peuvent è t re dé terminées de façon, 

à r endre au point A: 

dti dy dh d?y dh d3y d4» __ d4y 
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ce qui, en force des (1), (3) , nous d o n n e : 

A 1_ H __ 1 p C _ 3 p p " - 2 p ' í - 9 

D ~ T ; I i - T y ; T > 9 ? ' 

En prenant D = 9p, on peut dire que 1'équation de Ia conique 
osculatrice à une ligne plane quelconque (courbes dont Ie contact 
mutuei est du qua t r ième ordre) est Ia (2) , A, Ii, C, D é tant d é -
finis comme il s u i t : 

(4) A = — 9 ; B = 3 p ' ; C = 3 p ? " - 2 p ' í - 9 ; D = 9p. 

Cet te conique est donc une ellipse, une parabole ou une hy -
perbole suivant que Ia quant i té 

3p?' ' — 2p'2 — 9 

est , a u point considéré, < 0 , = 0 , > 0 . 

APPLICATION. — D 'ap rè s ce qui vient d ' ê t re di t , 

3pp" — 2 p ' 2 —9 = 0 

est 1'équation différentielle de Ia courbe dont toute conique oscu-
latrice est une parabole . 

Et puisque par Ie calcui habituei on o b t i e n t : 

d p 
= s + b, 

a p 3 — 9 
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a et b étant des constantes, on voit que la ligne cherchée est e l le-
m ê m e une parabole (*); Ies coniques osculatrices coincident donc, 
dans ce cas, avec Ia ligne osculée. 

Les points ou la conique osculatrice d 'une ligne plane est une 
parabole sont donc des points isolés; et sur Ia courbe donnée, 
dans Ie voisinage d 'un de ces points, Ies coniques osculatrices sont 
d 'un côté des ellipses et de l 'autre des hyperboles. 

P a r exemple sur la cha lne t t e : 

il y a seulement Ie point S = A^- ou la conique osculatrice e s t 
une parabole ; dans Ies aut res points cette conique est une ellipse 
ou une hyperbole suivant que : 

Si Ia conique osculatrice est une ellipse ou une hyperbole , Ie 
cent re est à distance finie; en désignant par XQ, yo ses coordon-
nés par rappor t à Ia tangente et à la normale au point de contact , 
on a : 

/ 

P = — + a 
a 

s < a i / - | , ou s > a 

II 

Centre de la conique osculatrice 

B D A D 
X 0 = ~W^AC' y o B 2 - A C ' 

(#) Cesaro — Sur deux classes remarquabies de lignes planes — N. An-
nales de Mathématiques, 1888. 
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c 'es t -à-d i re à cause des (4) : 

3pp' 9o 
( 5 ) ' 0 - 0 X 7 5 — w ' y o = = 

9 + p'2 —• 3po" 9 + f ' J — 3 p p ' ' ' 

Prenons pour direction positive de 1'axe des y celle qui va du 
point de contact au centre de courbure et pour direction positive 
de l 'axe des x la direct ion de la courbe suivant laquelle Ie rayon 
de courbure augmente . On voit alors que Ie centre de Ia conique 
osculatrice à Ia Iigne plane L est placé, par rappor t à la t a n -
gente de L, du côté de Ia concavité ou de Ia convexi té , e t , par 
rapport à Ia normale de L, du côté ou Ie rayon de courbure crolt 
ou diminue, suivant que cet te conique est une ellipse ou une Iiy-
perbole . 

Lorsque Ia conique osculatrice est une parabole , Ie cen t re est 
à Tinfini sur la droi te passant par Ie point de contact et inclinée 
à Ia t angente de Ia ligue osculée de 1'angle 9 défini par 1'équa-
tion : 

yo 3 
tang 9 = — = —. 

P 

APPLICATION.— Si I on exclut de notre considérat ion Ie cercle, 
la p remiére des (o) nous apprend qu'il ne peut pas être ^0 = O; 
la nortnale à Ia courbe osculée n'est donc jamais un axe de Ia 
conique osculatrice. 

Nous allons voir, avec plus de général i té , s'il y a des Iignes ou 
Ies axes des coniques osculatrices sont inclinés d 'un angle constant 
sur Ies tangentes des Iignes osculées. Si O est 1'inclinaison d 'un 
axe de Ia conique sur 1'axe des x, 011 a : 

2 B 6p' 
tang (20) = -

A - C 2p ' 2 — 3 p ; " ' 
d o u i l s u i t : 

3 tang ( 2 6 ) . p p " - 2 t ang (29 ) . -J i + 6p ' = 0. 
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Lorsque p ' ' = O, léqua t ion que l'on vient d 'écrire d o n n e : 

p = 3 cot ( 2 8 ) . s ; 

toute spirale logari t t imique appar t ien t donc à Ia famille des Iignes 
dont il s ' a g i t ; et si l'on désigne par i 1'inclinaison constante de 
ce t te courbe sur Ies rayous vecteurs issus du pôle, on a : 

cot i ± V 9 + cot 2 i 
cot 6 = . 

Si p'' n 'es t pas = 0, on obt ient à l 'a ide d 'un calcul usue l : 

* *">g(2ô) / V p 

J Pi 

— tang (26) = s + 

P3 + K 

k et a étant des constantes a rb i t ra i res . 

l.ER CÃS. — Si k<0, en remplaçant k par — A2, on a après une 
q u a d r a t u r e : 

1 I , , t / P ' - A z. cot (26) 
p « + A - I o g X / I 7 - = 6 A - i . í , 

V K + k k 

b étant une constante . 
2.EME — Si k < O, on remplace k par k1 et un procédé analo-

gue au p récéden t nous d o n n e : 

3- , » / p 3 \ , , cot (20) 
P1 — k . a r e . tang (v— \ = b + - ^ j - • s> 

b étant une constante . 
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Le prob lème proposé est donc résolu dans toute sa généra l i t é . 

CAS PARTICELIER.— Si ® = 1 'équation difTérentielle du p r o -

b lème s e r édu i t à : 

3pp" = 2p ' 2 , 

d 'ou par i n t é g r a t i o n : 

p = {as + 6)3, 

a et 6 é tant des constantes . 

III 

Axes de la conique osculatrice 

L'équa t ion de la conique osculatr ice r a p p o r t é e à ses axes e s t : 

M x 2 + N y 2 + P = O, 

M, N, P étant liés par Ies r e l a t i o n s : 

M + N = A + C; MN = A C - B 2 ; P = D y 0 , 

et t/o étant donné pa r Ia d e u x i è m e des (5). 
Si donc on pose : 
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on o b t i e n t : 

| T " ^ v Z 9 + f V v ' ( I 8 + V 2 - 3 f p " - v / 3 6 p ' H (2p ' 2 -3p p ' < ) 2 ) 

Lorsque la conique osculatrice est une ellipse, on a: 

9 + p ' 9 — 3 f P " > 0 ; 18 + 2 p ' 2 - 3 p p " = ( 9 + p ' 2 - 3 p p " ) + (9 + p ' í ) > 0 

(18 + 2o ' 2 — 3pp")2 > 3 6 p ' 2 + (2p'2 — 3pp")2 , 

ce qui démont re que a et ò sont des quanti tés réelles et de p lus : 

a>b; 

2a est donc Ie g r and -axe de 1'ellipse osculatrice et 2b Ie pe t i t - axe . 
Si la conique osculatrice est une hyperbole , on a: 

9 + p ' 2 - 3 p p " < 0 

e t c o n s é q u e m m e n t : 

(18 + 2P
 2 - 3pp")4 < 36p ' 2 + (2p'2 - 3pp")2 , 

c ' e s t - à -d i r e : 

18 + 2 p ' 2 - 3pp" < V / 3 6 p ' 2 + ( 2 p ' 2 - 3 p p " ) 4 . 

L 'express ion de a est donc réelle et celle de b est imag ina i r e ; 
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2a est par conséquent l ' axe réel de 1'hyperbole osculatrice et 

2 6 / — 1 Ia longuer réel le de 1'axe imaginai re . 

APPLICATIONS—1) a et 6 soient des cons tantes . 
Les (6) nous d o n n e n t : 

1 1 (9 + p'2 — 3pp'') ((9 4- p'2 —3pp") + ( 9 + p ' 8 ) ( 
1 ; a 2 6* 8 1 p 2 

(8) «6 = I 

(9 + p'8 — 3pp")® 

d 'ou, en éliminant 9 + p'2 —3pp" , 

On obt ien t par intégrat ion : 

c ' e s t -à -d i re 1'équation intrinsèque des coniques (*). 
Donc «entre Ies lignes planes il riy a que Ies coniques dans Ies-

(#) Cesaro — Mémoire cité. 
2 
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quelles toutes Ies coniques osculalriees soienl égales entre elles; et 
dans ce eas Ies coniques osculatrices coineident avec la courbe os-
culée». 

2) Si Ies coniques osculatrices sont des ellipses ayant une su r -
face constante, la (8) nous d o n n e : 

m étant une cons tan te ; cette équat ion différentielle peut se r e n -
dre linéaire du p remier o rdre par une transformation visible. Une 
in tégra t ion effectuée sur 1'équation t r ans fo rmée , nous donne : 

(9) 9 + P ' 2 - 3 p p " = mp,; 3 

£ 
(10) 9 + p'2 + m p 3 = n p 3 , 

n étant une nouvelle constante. 
La (9) rédu i t la (7) à I a u t r e : 

1 I 1 mp3 ( 9 + p'2 + wp 3 ) 

qui, par 1'application de Ia (10), dev ien t : 

1 1 mn 
+ b* 8 1 ' 

Les condit ions: 

ab = const, -5 + — = c o n s t 
a 1 Ot 

nous apprendent que la conique osculatrice est tou jours égale à 
s o i - m ê m e ; en appliquant donc Ie théorème précédent , on a: 

«Si Ies coniques osculatrices d'une ligne plane sont des ellipses 
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d surface constante, cette ligne est elle-méme une ellipse; et dam ce 
cas Ies coniques osculatrices coincident avec la courbe osculée». 

3) Si Ia coniqne osculatrice à une ligne plane est toujours 
une hyperbole équi latère , on a : 

c ' e s t - à -d i re , à cause des (6) : 

3 : p " - 2 p ' * - 1 8 = 0 . 

Cet te équation, par un procédé três connu, donne 

— ^ =s + const, (m — const) 

I B p i - 9 

qui représente une hyperbole équilatère (*). 
Donc «entre Ies Iignes planes il ny a que Ihyperbole équilatère 

dans Iaquelle toutes Ies coniques osculatrices soient des hyperboles 
équilatères; et dans ce cas Ies coniques osculatrices coincident avec 
la courbe osculée». 

4) Si la conique osculatrice est une ellipse et l 'on désigne par 
S sa surface, on a à cause de 1'équation (8) : 

( 9 + p ' 2 - 3 p p y 

Si donc Ie r appor t de Ia surface du cercle osculateur à celle de 

(#) Cesaro — Mcmoire cit. 
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1'ellipse osculatr ice est une cons tan te k, on a 1 'équat ion: 

( 1 1 ) 3 f p " - p ' * = a 

dans I aque l Ie : 

(12) a = 9 ( l — i 

L ' équa t i on (11) , p a r un calcul t r ê s facile, d o n n e : 

(13) = s + 

mp3 — a 

m et 6 é tan t des cons tantes . 
I l i n CAS.— Si a > 0, c 'es t -à-di re k < 1, la cons tante m est po -

sitive ; en la r emplaçan t p a r » ! 2 et en ef lèc tuant la q u a d r a l u r e ( 1 3 ) , 
on a : 

i t / I / i * / 5 \ 2 m 3 

(14) mo 3V »n2p3 — a + a . Iog (mp 4 + V m2p3 — a) = s + h-

2 E M E CAS.— Si a = 0, c ' e s t - à - d i r e k = 1, Ia cons tan te m doit 
ê t r e pos i t ive ; en Ia r e m p l a ç a n t pa r m 4 , Ia ( I O ) nous d o n n e : 

a 

(15) p = (cí + 6)-J 

c et b é t an t des cons tan tes . 

3 E M E CAS.— Si a < 0 , c ' e s t - à - d i r e k> 1 , posons : 

(16) A a = 9 ( v ^ 2 - l ) 
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et 1'équation (13) d e v i e n t : 

df k - = scons t 

A + mp3 

a) — Si m < 0 , on peut Ia remplacer par — m 2 et alors, en 
effectuant Ia quad ra tu re , on a: 

( 1 7 ) mp Va- m2p3 + A are • tang\ 
m sp 3 \ 2m 3 

mp 

— S i m = O, on a : 

(18) P= \J A. s + b. 

Y) — Si m > 0, on peut la remplacer par m 2 , ce qui donne : 

(19) mp : 
I 1 / J / J T / A 2 M 3 

3 V A + m 2 p 3 - A l o g ( m p 3 + V A + m 2 p 3 ) = - õ ~ s + b . 

En résumant , des lignes planes dans Iesquelles Ies coniques 

osculatr ices sont des ellipses ayant un rappor t constant — aux 
K 

cercles osculateurs il v en a une seule famille (celle représen tée 
par (14) . a é tant donné par (12)) si k < 1; une seule famille (celle 
représentée par (15) ) s i A - = I ; trois familles (celles représen tées 
par ( 1 7 ) , (18) , (19) , A é tant donné par (16)) si k> 1. 

La (18) nous apprend que Ies spirales Iogari thmiques a p p a r -
t iennent à la famille des lignes dont il s ' a g i t ; pour ces courbes 
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Ie r appor t k ( > 1) est lié à l 'angle constant i sous lequel Ies spi-
rales coupent Ies rayons vecteurs issus du pôle par la r e l a t i on : 

cot » = 3 ^ ^ - 1 . 

IV 

Propriétés caraetéristiques de quelques lignes 
particulières 

1) Si A est Ie point de contact , Cj , Ies centres de pre-
mière et de deuxième courbure de Ia ligne osculée et C Ie cen-
t r e de la conique osculatr ice, la condition que Ies points C i , Cg, 
C soient en Iigne droi te est ;/o = p, 2/0 étant donné par la deu-
x ième equation (5) . 

Cela nous o f f r e : 
3 p f " - p ' 2 = 0 , 

équation que Fon peut dériver de Ia (1 I) en y supposant a — O, 
ce qui coiitliiit aux lignes représen tées par (15) . 

])onc «Ies lignes planes dans Iesguelles Ies centres de première et 
de deuxième courbure et Ie centre de la conique osculatrice sont en 
liyne droite, sont caractérisées par Ia propriété que la conique 
osculatrice est toujours une ellipse ayant la mème surface du cercle 
osculateur. Ces lignes sont représentées, en coordonées intrinséques 
p, s, par l équation (15 )» . 

2) Soit C3 Ie cent re de troisième courbure de la ligne osculée 
et Ies points C^, C3, C soient en ligne droi te . Puisque Cj est, par 
rappor t à la normale de Ia ligne L, du côté ou Ies rayons de cou r -
bure d iminuent , 011 doit avoir XQ = — pj , a"o é tant donné par Ia 
p remière des (5) et pi é tant Ie rayon de courbure de Ia ligne 
donnée. 

Et puisque pi = pp', il r é s u l t e : 

3pp" — p ' 4 = 12, 

équation que l'on dérive de la (11 ) en posant a = 12 . 
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Donc «Ies lignes planes dans lesquelles Ies centres de première et 
de deuxième courbure et Ie centre de la conique osculatrice sont en 
ligne droite sont douées de la propriété que la conique osculatrice 
est toujours une hyperbole. Ces lignes sont representées en coordon-
nées intrinsèques p, s, par l équation (14) pourvu que l'on y sup-
pose a = 1 2 » . 

3) Si dans l 'équation de la coniqne osculatr ice on p o s é a : = 0, 
on a pour y deux va leurs : 

18o 
!/1 = 0 . t/2 ^ 9 + 2 p ' 2 — 3 p p " ' 

Il suit que 1'équation : 

(20) 3pp" — 2 p ' 2 + 9 = O, 

que l'on obtient en posant = p, r eprésen te Ies lignes planes dans 
lesquelles Ies coniques osculatrices passent par Ie cent re de cour -
bure . 

L 'équat ion de ces lignes est donc : 

1) . = s + const, 

m étant une constante. 
Si à la condition du passage de Ia conique osculatrice par Ie 

cent re de courbure on ajoute Tautre que cette conique soit une 
ellipse ayant un rappor t constant au cercle osculateur, on a Ie 
système des équat ions (11) , (20) d'oíi, en re t ranchant et inté-
g r a n t : 

o = 3 v / 2 - V k i . s + const, 
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la constante k étant donnée par 1 'égali té: 

(22) 

En appl iquant donc ce que l'on a vu à la fin du § III, on a Ie 
t l i éo rème: 

« La famille de Iignes planes dans lesquelles Ies coniques oscula-
trices sont des ellipses passant par Ie centre de courbure et ayant 

un rapport constant — aux cerdes de courbure est constituée par 
k 

Ies spirales logarithmiques coupant Ies rayons vecteurs issus du póle 

statil k est donné par ( 2 2 ) . 

KEBJARQUE. — Les équat ions (20) , (21) nous donnen t : 

Si donc m < 0 , la conique osculatrice est toujours une el l ipse; 
si tn = 0, on tombe sur Ies spirales logar i thmiques que 1'on 
vient de dé te rminer et conséquemment la conique osculatrice est 
toujours une e l l ipse; si m > 0, Ia conique osculatrice est une 
ellipse, une porabole ou une hyperbole suivant que la quant i té 

m p — — est, a u point d e conlact , < 0 , = 0 , > 0 . 

4) Soit 6 1'inclinaison de la tangente au point de contact sur 
la droit A C a j o i g n a n t A au cen t re Cg de deuxième c o u r b u r e ; si 
l 'on r emarque que Ie rayon pi de deuxième courbure est lié à p 
par Ia relation p( = pp', on a: 

3 pp'' — p'2 — 9 = p'2 — 18 = »np3 - —. 
JU 

4_ 
3 

3
4 2 7 

P 1 t a n g e = — = —. 
Pi P 
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Et si I o n élimiue x en t re 1'équation de la conique osculatrice 
et 1 'équat ion: 

x = f'y 

de la dro i te A Ca, on a pour y d eux valeurs : 

!/1 = 0 . y 2 = 
18 p 

18 + 5 p ' 2 - 3 p p " 

Il suit que 1'équation: 

(23) 3 op''— 5 p'2 + 9 = 0 , 

que l'on obt ient en posant t/2 = P> représente Ies lignes planes 
dont Ies coniques osculatrices passent par Ie centre de deuxième 
courbure . L ' équa t ion de ces l ignes est donc: 

(24) 
d p 

+ m p ' 

= s + const, 

m étant une constante. 
Les lignes pour lesquelles sont vérifiées Ies équations (11) , 

(23) sont r eprésen tées par 1'équation 

P = I ^ / * 2 . s + const, 
z 

k é tant défini par 1'égalité: 

3. 

(25) * _ ( * ) ' : 
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si donc on a présent Ies dern ières considérations du § III , 
on a : 

a La famille de ligues dans lesquelles Ies coniques osculatrices 
sont des ellipses passant par Ie centre de deuxième courbure et ayant 

1 
un rapport constant — aux cercles osculateurs, est constituée par k 
Ies spirales logarithmiques coupant Ies rayons vecteurs issus du 

3 

pôle sous langle i tel que c o t / = — = . Pour ces lignes Ie rapport 

constant k est donné par ( 25 )» . 

REMARQUE. — Les équat ions (23), (24) nous donnen t : 

- 5 4 
3 p p " - p ' í - 9 = 4 m p 3 - — . 

O 

Si donc m < 0 , la conique osculatrice est une e l l ipse ; s i 
»i = 0, on obt ient Ies spirales logar i thmiques que l'on a d é t e r -
miné , et par conséquent Ia conique osculatrice est une ell ipse; si 
m> O, la conique osculatrice est une ellipse, une parabole ou 

f 5 4 
une hyperbole suivant que la quant i té 4 m p — est, au point 

O 
d e contact , < 0 , = 0 , > 0 . 

Application à la spirale logarithmique 

L'équat ion intrinsèque de la spirale Iogari thmique L coupant 
Ies rayons vecteurs issus du pôle sous 1'angle constant i peut 
s ' éc r i r e : 

p = s . cot t ; 
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et puisque on en dérive: 

3 p p " — p'2 —9 = — (9 + cot 2 i ) < 0, 

on conclut que Ies coniques osculatrices sont des ellipses. 
Si TI sont Ies coordonnées d'un point quelconque de Ia Iigne 

A Iieu des centres des coniques osculatrices de L, Ies équations 
(5) donnent : 

3 s . c o t 2 í 9« . cot i 
S = x + T T Z — ^ . c o s a + - -5-; cos \; 

9 + c o t s I 9 s . Cot 2 J 

3 s . c o t 2 t 9 s . c o t í 

+ MííCMp + Õ + ^ 1 5 0 8 » 1 ' 

(cosa , cos 3) , (cos>, cos pt) étant Ies cosinus directeurs de la 
tangente et de normale de L. 

En désignant donc par c 1'arc de A, on a: 

(26) 4 r 0 t í 

d s / 9 + cot2 j 

dP cot i cos a + 3 cos \ dii cot i cos p + 3 cos [i 

d a »/9 + Cot2V ' d a v/9 +co t 2 / ' 

I I cot J cos — 3 cos a 

(27) 
da 2 p 4 cot i 

Id2YJ 1 co t í C O S f A - 3 cos p 

d a 2 p 4 cot J 
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et si pi est Ie rayon de courbure de A, Ies (27) donnen t : 

4 cot i 4 cot4 i 
Pl = . P = . - • «. 

/ O H - C o t 4 J v 9 + cot 2 i 

c 'es t -à -d i re , à cause de Ia ( 2 6 ) : 

Pj = <7 . cot /'. 

Donc «Ie Iieu des centres des ellipses osculatrices d'une spirale lo-
garithmique L est une nouvelle spirale logarithmique A égale à la 
primitive et ayant Ie même pôle». 

Si A, Ao sont deux points correspondants des lignes L, a; & 
Ia distance AAo et <p Tinclinaison de AAo s u r Ia tangente de L, 
on a, à cause des ( 5 ) : 

3 cot i 

/ 9 + c o t 2 í 
tang o = — = 3 tang i, 

Xo 

d'ou Ton dér ive : 

à = s . cot i . sin <p = p . sin ç . 

Le point Ao est donc Ia projection orthogonale du centre de 
courbure sur la droi te AAo; puisque Ies droi tés comme AAo 
sont inclinées d'un angle constant sur L, on a: 

aLes droites joignant Ies points d'une spirale logarithmique L 
aux centres correspondants des ellipses osculatrices sont Ies tangentes 
à la spirale A Iieu de ces centres». 

Puisque Ies formules (6) et celle donnant la surface de 1'ellipse 
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osculatrice deviennent dans notre c a s : 

3. 1 

1 (9 + c o t s i)4 ( / 9 + cot* i j - cot if 1 

a 9 cot i s 
(28) 

3 

1 ( 9 + c o t 2 i ) 4 ( / 9 + c o t 2 » + cot O 1 

b 9 cot i s 

(9+co t 2 í ) 

on conclut : «Les ellipses osculatrices d'une spirale logarithmique 
sont semblables entre elles; Ie rapport de Ieur surface à celle du 

cercle osculateur est la constante 27 (9 + cot21) 2 » . 
(Voir , pour cet te de rn iè re propr ié té , Ia fin du § III). 
Considérons Ie t r iangle AAoB dou les sommèts sont Ie point 

de contact A, Ie centre Ao de !'ellipse osculatrice et Ie point B 
ou Ia tangente AT est coupée par 1'axe de 1 'ellipse ayant 1'incli-
naison 0 sur la t angen te . Puisque II) : 

et 1'inclinaison de Ia droi te AA 0 sur Ia tangente est définie de 
Ia manière suivante (§ V) 

3 

(29) 

tan ç = tang (TAAo) = 3 . t ang i, 

il r ésu l te : 

et cela démont re que Ie t r iangle AAoB est isoscèle sur la base 
BA 0 . 
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Si donc on remarque que la droi te AAo est tangente à Ia 
spirale A et que, dans une ellipse, Ia tangente , dont Ie pointe de 
contact est à Ia mòme distance du cent re et des t races de ce t t e t an -
gente sur Ies axes de Ia conique, est parallèle à Ia droi te jo ignant 
Ies extrómités du cadran elliptique qui contient Ie point de con-
tact , on arr ive aux propr ié tés suivantes : «Dans la spirale loga-
rithmique Ies axes de Vellipse osculalriee sont inclines d'un mime 
angle constant sur Ies tangentes de la ligne donnée et du Iieu des 
centres de ces ellipses». 

«Si à un point quelconque d'une spirale logarithmique on con-
siruit Vellipse osculatrice, Ia tangente commune à ces lignes, au 
point de contact, est parallèle à la droite joignant Ies deux som-
méts de cette conique entre lesquels est placé Ie point de contact». 

Si nous revenons un instant au cas d 'une ligne quelconque L, 
et l'on conserve aux symboles 9 et ^ la même signification 
qu 'auparavan t , on a : 

yo 3 . r r — \ 3 P y/9 + P ^ 
t a n g ^ W 5 + = 9 + 

La condition & = p . s i n ç , m e n a n t à 1'autre: 

9 + p'2 1 

(9 + p ' 2 - 3 p p " ) 2 _ l T + ? 2 ' 

donne o" = 0, cas de Ia spirale logar i thmique. 
Si l'on rappel le 1'expression de tang (29 ) du § II , on voit que 

la condition 26 = <p équivaut à 1 'autre: 

6 0 ' _ 3 

2 p ' 2 - 3 p p " ~ ? " ' 

ce qui ent ra lne l 'équation p;/ = 0 de la spirale logar i thmique . 
Donc «/a propriété que dans la spirale logarithmique Ie centre 

de Ia conique osculatrice est la projection orthogonale du centre de 
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courbure sur Ie diamèlre de Ia conique passanl an point de con-
tact, et Vautre que Ies axes de Ia conique osculatrice onl la même 
inclinaison sur la tangente de cette conique au point de contact et 
sur Ie diamèlre passanl par ce point, appartiennent exclusivement 
à la spirale logarithmique». 

VI 

Une propriété générale de la spirale logarithmique 
et ses applications 

Si x i , t/1 sont Ies coordonées d 'un point quelconque de Ia 
ligne Li que l'on obt ient de Ia spirale logar i thmique L 

p = s . cot i 

en menant par ses points des droi tes inclinées de 1'angle constant 
<p à Ia courbe L et en prenant sur ces droites des port ions ks pro-
portionnelles à 1'arc s, on a: 

x + ks (cos a cos <p + cos X sin <p); 

y + ks (cos jS cos X + cos JJI sin <p), 

X1 = 

(30) j 
' y i = 

(cos a, cos (cosX, cos tu) é tant Ies cosinus d i rec teurs de Ia 
t angente et de la normale de L. 

Si si est 1'arc de Li et l'on p o s e : 

(31) m = / ( 1 + k cos <p — k sin <p. t a n g / ) ' 2 + A 4 (sin <p+cos <p . t ang i ) 2 



32 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

on ob t i en t : 

ds\ = mds 

(32) 

ldx\ 1 

\ ds\ m 

Idyi _ 1 

\ ds\ m 

(d2a:i 1 ) 1 
2 — —2^*+Acos<p—Asinç. tangi) cosX—A(sin<p+cos<p.tangí)cosa j— 

I d h h l í . . I 1 

—2 = —(H-Arcosç»—/tsin<p.tangí)cos|A—A;(sin<p+cos(p.tang/)cos[â . 

Puisque les dernières équat ions nous donnent : 

P1 = mp = Sj . cot i, 
on conelut que Li est une spirale égale à L; la construction 
géomét r ique donnant Li nous apprend à son tour que les deux 
spirales L, Li ont Ie mème pôle. 

Soient A( et Aj Ies points de Lj qui correspondent au point 
A de L, suivant que 1'on r ega rde Ies lignes L et Li dans Ia 
dépendance quí dérive de Ia construction géométr ique précédente 
ou bien dans la dépendance qui dérive de Ieur égalité. Soient : 
O Ie pôle commun; OAB, O A f B ) , OAa ' e s rayons vecteurs ; AC, 
A j C ) Ies tangentes et A A i D la droite joignunt A à A j . 
On a : 

B A C = i ; C A A J = < p ; OA AI = W — (Í + 9 ) . 

Puisque Ies cosinus di recteurs de A A i D sont Ies mult ipl icateurs 
de As dans Ies (30) et ceux de la tangente A j C i sont donnés par 



.MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS 33 

Ies (32) , on a : 

/ R A M + COS 9 cos (C 1 Ai l ) ) = 
m 

d o u : 

r A n //í: + cos 9 
L i A i U = a re . cos 

\ TTL 

Il résul te donc: 

A A n n \ ™ • Í]í + cos f A A i U = D)A]D = i + are . cos 
m 

et 

tk + COS (p' 
(33) AOA 1 = 9 - - are . cos 

m 

Si R = Ro • e c o l i • w est l 'équation polaire de L, et ( R j , W j ) , 
(Hg. wj) Ies coordonnées polaires des points A j , Ag, on a: 

Il i = Roe c o l i-" ' ' , Ra = R o e c o l i - ^ 

d 'oú, en r e m a r q u a n t que Ra = OAa = O A : 
T 

OA O A 2 

Et puisque: 

. gCOt i (<0.1 — (O1) 

O A j O A 2 

0 A 1 A H A — — = — , C O 2 - W 1 =AiOAi, UAi m 

il résul te : 

(34) A i O A 2 = — t a n g i . I o g m . 
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Si donc on pose ^ = AOA^ , ' e s équat ions ( 3 3 ) , (34) d o n n e n t : 

( 3 5 j = <p — tang t. Iog m — a r e . cos 

P a r conséquent «si Von mène des droites inclinées de Vangle 
constant 9 aux tangentes d'une spirale logarithmique L, et sur ces 
droites on prend des distances ks proportionnelles à l'arc de L, Ie 
Iieu Li des extrémités est une nouvelle spirale logarithmique égale 
à L et ayant Ie même pôle. On obtient Ia spirale L] dans sa posi-
tion en faisant tourner L autour du pôle, suivant la direction dans 
Jaquelle Ies rayons vecteurs augmentent, d'un angle /. donné par 
(35) , m étant defini par ( 3 1 ) » . 

APPLICATIONS.'—S'il s ' ag i t du Iieu A des cen t res des el l ipses 
oscula t r ices de L , on a : 

3 cot i 
^ = A A J = — . — . s ; t ang (p = 3 . t a n g 

l/í) + COt8J 

3 cot i 4 cot i 
puis k = ; m = — . 

l / 9 + co t 2 i t / 9 + c o t 2 í 

lí + COS <p 

m 

La ro ta t ion x que l 'on doit d o n n e r à la spi ra le L au tour de 
son pôle, pour ob ten i r A dans sa posi t ion, est donc donnée pa r 
! ' équa t ion : 

(36) v. = are . t a n g (3 t ang i) + t a n g i. Iog 
/ 9 + cot - i 

4 cot i 

Il suit de là que la condit ion nécessa i re et suíí isante pour que 
Ies spira les L colncident , est que 1 incliituison i de Ia courbe 
donnée L sur Ies rayons vecteurs issus du pôle soi t une r ac ine 
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réel le de 1 'équation: 

are 
/ v/9 + cot 2 í \ 

. t ang (3 t ang í) + tang i. Iog ( — - - — — — ) = 0. 

Si Li est Ia spirale Iieu des centres de courbure de L, la dis-
tance ent re deux points correspondants de ces l ignes est 

p = s . cot í ; 

on a donc dans ce cas : 

. f f 
K = c o t í , 9 = —, m = cot i 

Jà 

et conséquemment : 

x, = —• + tang t. Iog (tang i) . 
Z 

Si 1'on identifie ce t te équation à lá (36) , on voit que la spirale 
A Iieu des centres des ellipscs osculatrices de L coincide avec la 
spirale Li Iieu des centres des cercles osculateurs , Iorsque 1'incli-
naison i est une rac ine réelle de 1'équation: 

are . tang (3 tang i) -f tang i. Iog 

Le théoròme précédente conduit à une foule d 'au t res consé-
quences três in teressantes ; pnr exemple Ies Iieux des deux Ioyers 
de 1'ellipse osculatrice, Ies Iicux des quatres sommèts de cet te 
conique, Ies courbes enveloppées par Ies deux axes, celles enve-
loppées par Ies deux directr ices, etc. , sont des spirales logar i th-
miques égales à Ia primitive et ayant Ie même pòle. Il n'y a aueune 
dilliculté à dé t e rmine r Ia rotation à laquelle on doit assujé t i r la 
courbe donnée pour obtenir chacune des aut res . 
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VII 

La spirale Iogaritlrmique considérée commerenveloppe 
de ses ellipses osculatrices 

Je me propose de dé te rminer Ies conditions sous lesquelles on 
doit déplacer une ellipse var iable , pour que elle soit, à chaque 
instant, la conique osculatr ice de la spirale logar i thmique enve-
loppée. Soient : 

pi = ff. cot i, p = s . cot i 

les équations des spirales égales A, L, dont la première est 
pa rcourue par Ie centre de 1'ellipse mobile et la deuxième est 
enveloppée par cette conique. La (26) rédui t Ies (28) aux 
a u t r e s : 

9(7 

4 (9 + cot2 if V7 v/9 + cot 2 i - cot i 

(37) 

' 6 = 
4 (9 + cot 2 if V7 v/9 + cot2 i + cot i 

Si l'on désigne par e 1'inclinaison d'un des axes de TeIlipse 
osculatrice sur la spirale logar i thmique une propr ié té démon-
t rée au § V ncxis apprend que e n'est au t re cliose que 1'angle 6 
de la formule ( 2 9 ) ; on a donc: 

( 3 8 ) tange < 
/ 9 + c o t 2 í — COti 
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Cela posé, so i t : 

«2 62 

1'équation d 'une des el l ipses osculatr ices et soient A, B Ies s o m -
mé t s placés sur Ies axes des x et des y, C Ie cen t re et MN la 
t a n g e n t e para l lè le à Ia d ro i t e A B ; son point de contac t P est , 
par une p rop r i é t é d é m o n t r é e au § V, Ie point de contac t e n t r e 
la conique et Ia sp i ra le Iogari t l imique osculée . 

Or s i l 'on r appe l l e 1 'expression ( 2 8 ) des d e m i - a x e s de 1'ellipse, 
on a : 

h i/q 4. coi2; _ 
t a n g ( N M C ) = t ang ( B A C ) = - = 

d o 

et ce t te formule d é m o n t r e que c 'est Ie g r a n d - a x e de l 'el l ipse 
oscula t r ice celui dont 1'inclinaison sur la t angen te au point de 
contact a é t é dés ignée par ¢). 

On peut donc énoncer Ie t h é o r è m e : « Une ellipse se déplace sur 
un plan de façon, que Ie centre parcourt une spirale logarithmique 
A, tandis que Ies demi-axes a, b varient suivant la Ioi exprimée 
par Ies équations ( 3 7 ) . Si Ie grand-axe de l'ellipse coupe la tan-
gente de A sous 1'angle e defini par la ( 3 8 ) : 

1." Ia ligue mobile enveloppe une spirale logarithmique L êgale 
à A et ayant Ie mrme pôle; 

2.° 1'ellipse mobile est, dans toute position, la conique osculatrice 
de la spirale enveloppée.» 
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APPENDICE 

Une nouvelle équation intrinsèque des coniques 

A u x §§ I , III de ce mémoi re j ' a i eu 1'occasion de r appe le r 
1 'équation en coordonnóes intr insèques p, s que M. CESARO a 
donné pour Ies coniques ; je prends occasion de cela pour faire 
connai t re une au t re équation int r insèque de ces courbes . 

L e s équa t ions : 

donnent Ies coordonnées d 'un point quelconque d 'une l igne 
p lane , s é tant 1'arc et R Ie rayon vecteur issu de 1'origine des 
axes . Et puisque ces équat ions donnent pour Ie rayon de cou r -
b u r e p 

on conclut qu 'une ligne plane est dé te rminée d 'une man iè re c o m -
plète par une équat ion donnant Ie rayon vecteur R en fonction 
de l ' a rc s. 

Je me propose ' ici de t rouver ! 'équation carac té r i s t ique des 
coniques en coordonnées in t r insèques R, s . 

R / L - R ' 2 

P 
R R " + R I - I 

CONIQUES A CENTRE. — Si O, OJ s o n t Ies f o y e r s , a la d i s 
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tance O O i , R Ie rayon vecteur jo ignant O à un point quelconque 
A (x, y) de la conique, les cosinus d i rec teurs des rayons vecteurs 
O A , O j A et de Ia tangente à la conique en A sont r e spec t ivemen t : 

x y x — a y dx dy 

R ' R ' + ! / R H o r - I o x ' d s ' d s ' 

P a r conséquent, si l'on désigne par w et wj les angles que Ies 
rayons vecteurs OA, O j A font avec la tangente , i l r é s u l t e : 

XX1 + W d R 
cos (d = - = — ; 

R ds 

lx-a)x' + yy' d ^R2 + a 4 - 2 a x 
cos Wl = ' — = . 

/ R 2 + a 2 - 2 a a ; d s 

Or on a pour x 1'expression (39) et d 'ai l leurs, à cause d 'une 
propr ié té carac tér is t ique des coniques à cen t re , &> = «»,; on a 
donc pour ces l ignes: 

d R 
d\JR2 + a 2 - 2 a R . cos ^ J ^ - L - - . d^j 

ds ds 

d'ou par in t ég ra t ion : 

R - * = + a 2 - 2 a R . cos Q ^ L J * ? . d ^ j , 
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k étant une constante . On a d ' i c i : 

/ Y l - I V 2 , / 2 k R + a 2 — A2\ 
/ . ds = are . cos ( ; J R \ 2 a R / 

et si 1'on dérive cet te équat ion par rappor t à s, on obtient après 
quelques calculs: 

1 / 4 R ( R - A ) - ( a 2 - A 2 ) 
2 V K ( R - A ) 

Donc «les coniques dont Ie centre est à distance finie sont r e -
présentées en coordonnées R, s par 1 'équation: 

2 I J ,„ . d l\ L s + const . , 
J V 4 K ( K - A - ) - ( A 2 - A I ) 

Ie pôle é tant un des foyers». 

PARABOLE. — Soien t : O Ie foyer, CA et UJ les angles que la 
tangente au pointe A forme avec Ie rayon vecteur OA et avec Ie 
conique passant par A. Nous avons: 

(JR 
c o s w = — ; 

ds 

et s i I'on prend l 'axe de la parabole pour axe des x: 

dx 
COS W J = — . 

ds 
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En rappelant 1'expression de x et Ia propr ié té carac tér i s t ique 
de la parabole W = Wj, on o b t i e n t : 

( / V T = F " 2 N 

d\ R . cos I — — ds 
d R V . R 

ds ds 

d'ou par in tégra t ion : 

/ V l - R ' 2 

R — k = R . cos I ds, 
J  R  

k é tan t une constante a rb i t r a i r e . 
On a de cette équa t ion : 

/ I l - R 2 , /R — k\ 
J — r — arC' c 0 s I - R - ) ' 

d'oíi par dérivat ion et après quelques cálculs: 

Cet te équat ion, mult ipl iée par ds et in tégrée , donne : 

% i | 
Iog ( / 2 R + / 2 R - k ) ' 1 + - V 2 R ( 2 R - k ) = t + const. 

«Telle est 1'équation en coordonnées R, s de la parabole , Iors-
que Ie pôle coincide avec Ie foyer .» 

Pa rme , decembre , 1 8 9 1 . 
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A L G U N S THEQREIYIAS DE IYIECANICA 

POB 

ANTONIO CABREIRA 

A l u m n o da Escholo Po ly t echn ioa de Lisboa 

I 

Ascenção no plano inclinado 

I . VALOR D A FORÇA ASCENCIONAL D E C M C O R P O . — S u p p o n h a -
mos dois pontos no espaço, m e M, definindo a linha de maior 
declive de um plano inclinado, e, ao mesmo tempo, existentes em 
duas superfícies de nivel do peso do corpo, que pre tendemos elevar 
de um para outro dos mesmos pontos. Ora, quer a ascençào se 
faça segundo a linha de maior declive, 011 segundo a vert ical , 
t i rada por M, o t rabalho desenvolvido é representado sómente 
pela differença dos potenciaes relativos ás superfícies de nivel con-
s ideradas . 

Logo , se designarmos por F, f, Pj e pj, as forças applicadas 
ao corpo n 'aquellas duas hypotheses , e as projecções, sobre as 
suas direcções, dos caminhos percorridos no plano e no espaço, 
t e remos a seguinte equação : 

FxPj = f x p j (1). 

Vejâmos agora qual é a lei da variação d 'estes e lementos , 
quando a inclinação do plano permanece invariavel. Não conhe-
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cemos F, à priori, nem mesmo Pj; pelo contrar io, f e pj de ter -
minam-se sempre , lima vez que se saiba o valor do peso e qual 
a distancia que separa as duas superfícies de nivel. Notemos po-
rém que a di recção de F faz com o plano inclinado um angulo 
egual ao angulo de at t r ic to e que dando a este todos os seus va-
lores possíveis, podemos, immedia tamente , es tabelecer as cir-
cumstancias em que F se ap rox ima , a t t inge ou excede f , q u a n -
t idade facilmente conhecida. 

Vé-se t a m b é m que F é funcção de a, inclinação do plano, e 
da resistencia do meio que suppomos invariavel ; emquanto que f 
não depende senão do peso do corpo, da al tura percorr ida e d 'a-
quelle ultimo elemento. En tão se variarmos o angulo de a t t r ic to , 
i, e conservarmos a inclinação do plano, /' e pj ficam constantes, 
d 'onde resulta a equação (1) per tencer á fórmula X Y - I C I . Logo 
os valores porque F passa, variando-se i, podem-se analyt icamente 
represen ta r pelo r a m o superior de uma hyperbole, re fer ida ás suas 
assymptotas. Deduzâmos pois a solução geral da equação Fx P j 
= f x p j , discutindo os valores do angulo de a t t r ic to . 

Consideremos em pr imeiro logar nullo o i; neste caso Pj con-
funde-se com a linha de maior declive, e adquire , por esse m o -
tivo. o máximo valor, o que exige F a t t ingir o minimo valor. A 
medida que o at tr icto a u g m e n t a , Pj, g i rando em volta de M, 
aproxima-se de pj, e portanto F augmenta successivamente, a p r o -
ximando-se d e f . 

Determinemos agora o valor que i precisa ter , para F a t t i n g i r f 
e depois exceder esta quant idade. 

Ora , se nós introduzirmos a egualdade das forças propostas na 
equação (1) temos, como consequência a egualdade das projecções 
sobre as suas direcções dos caminhos percorr idos pelo corpo. 
Mas a direcção de F é perpendicular á geratr iz do cone de equi-
líbrio, cujo angulo, com a linha de maior declive, está voltado 
para m. Por outro lado, aquella ultima egualdade implica a coin-
cidência das duas projecções. Logo para F ser egual a f è neces-
sário e sufficiente que aquella gera t r iz fique parallela ás superfícies 
de nivel consideradas, e portanto, que i seja complemento de a. 

No caso par t icular da inclinação do plano ser de 45° as duas 
forças I rm a mesma intensidade, quando o coelliciente de a t t r ic to 
for a unidade. 

Continuemos a augmen ta r i. Com isso fazemos com que Pj' di-
minua successivamente, e por tanto com que F exceda f . 
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Se i at t ingisse 9 0 ° , Pj annullava se e a direcção de F ficava 
perpendicular ao plano, caso em que haveria equilíbrio. 

Esta circumstancia tornava absurda a equação (1) e revellava 
a impossibi l idade do corpo ser conduzido peto plano inclinado. 

Supponhamos , em segundo logar, variavel o angulo a e con-
stante o angulo i. 

Es tudemos , n 'esta hypothese , a lei da variação das quant idades 
que figuram na equação (1). 

Agora a quant idade que fica constante é simplesmente Pj: F, f 
e pj augmentam com a. E f e c t i v a m e n t e , como a linha de maior 
declive descreve uma rotação de 90° em volta de m, Pj apenas 
muda de posição no espaço, mantendo a mesma grandeza e a 
mesma inclinação em relação ao plano; emquanto f , que 6 funcção 
da a l tura , augmenta de grandeza , pois h varia de 0 até ao com-
pr imento mM. 

É fácil de ver que F só pôde ser egual a f quando ainda as 
duas projecções se confundirem ou, inversamente ; e que, antes 
ou depois, de realisada essa condição, F é menor ou maior que f . 

Logo o valor da força ascencional de um corpo pode-se e x p r i -
mir pelo seguinte t h e o r e m a : 

A força dispendida para elevar um corpo, segundo a linha de 
maior declive, num plano inclinado, é menor, egual ou maior (pie 
a força dispendida para o erguer verticalmente, conforme o an-
gulo de attricto é menor, egual ou maior (jue o complemento do 
angulo de inclinação. 

2. Supponhamos que pre tendemos elevar o corpo, segundo a 
linha geodesica de te rminada por dois pontos m e M, existentes 
em duas superfícies de nivel do. peso do corpo e n u m a s u r p e r -
f ic ie curva, 

Se o corpo percor re r a concavidade da superfície, que imagi-
namos voltada no sentido dos zz positivos, as cousas passam-se 
como se o corpo percorresse um plano, cuja inclinação variasse 
de 0 a 90° ; se, pelo contrar io a concavidade estiver voltada 
para os zz negativos, en tão cahimos na hypothese que figurámos, 
quando a decrescia , desde 90° até 0. 

Logo o theorema anter ior applica-se t ambém ás superfícies 
curvas. 

Idênticas considerações podemos fazer para os volumes de r e -
volução, de simples curvatura , porque , em todas as suas gera t r izes 
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podemos imaginar um plano tangente , e por tanto real isadas as 
circumstancias que temos es tabelec ido . 

3 . L E I S D O MOVIMENTO ASCENCIONAL.— D a e q u a ç ã o ( 1 ) t i -
ra - se 

F - M 
p r 

Ora pj = x sen a e Pj = x sen p, designando x a distancia p e r -
corrida pelo corpo na linha de maior declive, e p o angulo que 
a mesma recta faz com a perpendicular , baixada do seu e x t r e m o 
inicial, sobre Pj. Logo 

f sen a f sen a 

sen p cos i 

dlh 
at tendendo a que p 6 complemento de i. 3Ias f = m — ; por tan to 

,, dlh sen a 
r = m — x r . 

dl2 cos i 

d^x 
Notando t ambém que F= m ——, será finalmente verdadeira a 

seguinte e g u a l d a d e : 

d-x d-h sen a ^ ^ 
dl"- dl- cos i ' 

r. , , sen a 
s u p p o n d o cons tante a relação r e in tegrando v e m : 

cos l 

dx dh s e n « 
- 7 7 = ,7 x + v 0 . dl dt cos Í 
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dx , dh 
Represen tando — por velocidade correspondente a F, 

por V, velocidade correspondente a f, e considerando milla a 
velocidade inicial, chegamos á fórmula 

sen a 
V x r-. 

COS L 

É evidente que, se as forças impressas ao corpo forem instan-
taneas , quaesquer que sejam as intensidades, v e V annullam-se, 
decorr ido um certo tempo. Nós porém queremos es tudar a hypo-
these e m que F e f sào al imentadas por uma fonte d e energ ia , 
que lhes permit te vencer a acção da gravidade , nas diversas po-
sições do corpo, uo espaço. Sendo assim, as forças actuam como 
se fossem constantes, e segundo as leis que r egem o movimento 
descencional . Temos também que as variações do movimento p r o -
duzido por f , quando eleva o corpo vert icalmente, dependem e x -
clusivamente da natureza do meio ; o que já não succede a F, cuja 
velocidade correspondente é além d'isso, funcção de a e de i. 

Para de te rminarmos as leis do movimento ascencional, n'esta 
hypothese, precisamos pois var iar aquellas quant idades, e ainda a 
natureza do meio em que exis te o plano inclinado, e lemento que 
inllue no valor de V. 

Devemos notar que, se a fonte de energia fosse inexgotavel , 
poder íamos abs t rah i r da resistencia do meio, porque, qua lquer 
que ella fosse, seria to ta lmente vencida pelas forças propostas . 

Consideremos então dois meios : o vácuo, c um, cuja densidade 
cont rar ie sensivelmente o movimento ascencional. 

Discut indo aquella ultima fórmula para o pr imei ro meio, acha-
mos os seguintes r e su l t ados : 

Ila movimento uniforme: l . ° — q u a n d o a for constante e o cos» 
angmenta r o mesmo que V; 2 ." — quando i for constante e o sen a 
diminuir tan to quanto V a n g m e n t a r ; 3.° — quando o cos» soíFrer 
os mesmos accrescimos que V sen a. 

Ila movimento retardado: I . 0 — quando a Ior constante e o 
cos i aúgmen ta r mais do que V; 2 . ° — quando i Ior constante e 
o sen a d iminuir mais do que V a ú g m e n t a r ; 3 . ° — q u a n d o o cos i 
aúgmen ta r mais do que V sen a. 



MATHEMATICAS E ASTKONOMICAS 47 

IIa movimento accelerado: l . ° — quando a for constante e o 
cos i diminuir segundo qualquer lei, ou augmenta r menos do que V; 
2 . ° — quando i Ior constante e o sen a diminuir menos do que V 
augmen ta r , ou augmenta r , segundo qualquer l e i ; 3.° — quando a 
e i forem constantes S 4 .° — quando o cos i augmen ta r menos do 
que F sen a . 

A discussão da fórmula v = V r t e m duas partes , cor res -
cos J 

pondentes a dois estados de movimento, quando imaginamos o 
plano inclinado n u m meio bas tante res i s ten te . 

EfTectivamente, quando o corpo, vindo do vácuo, penetra n 'esse 
meio, a velocidade, proveniente de f , recebe cada vez accrescimos 
menores , até que o movimento se torna uniforme, n 'uma cer ta 
superfície de nivel, a par t i r da qual se dá o r e t a r d a m e n t o . 

Fazendo pois, em pr imei ro logar, a discussão do valor de t , 
n 'aquella região , obtemos os seguintes r e su l t ados : 

IIa movimento uniforme: 1 . ° — q u a n d o a for constante e í = 0; 
2 . ° — quando i for constante e i = 9 0 ° ; 3 . ° — quando a e i forem 
cons tan tes ; 4.° — quando sen a e c o s i d iminuí rem ou augmen-
ta rem na mesma porporção. 

1 Ia movimento retardado : 1 . " — quando a for constante e o cos i 
augmen ta r , segundo qualquer l e i ; 2 . ° — q u a n d o i for constante 
e sen a diminuir , segundo qualquer l e i ; 3 . ° — q u a n d o o cos i 
augmenta r mais do que o sen a. 

Ila movimento accelerado: l . c — q u a n d o a for constante e o 
cos i diminuir , segundo qualquer l e i ; 2 . ° — q u a n d o i for constante 
e o sen a augmenta r , segundo qualquer l e i ; 3 . ° — q u a n d o cos i 
passar por valores inferiores ao sen a. 

Discut indo agora a mesma fórmula para uma superfície de 
nivel do peso do do corpo, em que V decresce, deduzimos os se-
guintes r e su l t ados : 

IIa movimento uniforme: í . ° — quando « for constante e o cos i 
diminui r o mesmo que F; 2 . " — q u a n d o i for constante e o sen a 
augmentar tanto quanto F d iminu i r ; 3 . ° — quando o cos i d i m i -
nuir o mesmo que V sen «. 

IIa movimento retardado: 1 . ° — q u a n d o a for cons tante e o 
c o s i diminuir menos do que F; 2 . u — q u a n d o i for constante e 
o sen a diminuir , segundo qua lquer lei, ou augmen ta r menos do 
que Fd iminu i r ; 3 . ° — quando a e i forem constantes; 4 . ° — quando 
o cos i diminuir menos do que F sen a. 
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Ha movimento aceelerado: l . ° — q u a n d o a for constante e o 
cos i diminuir mais do que F; 2 . ° — quando i for constante e o 
sen a augmentar mais do que F diminuir ; 3 . ° — q u a n d o o cos i 
diminuir mais do que V sen a. 

Coordenando estas conclusões, e considerando o movimento 
desde o vácuo até uma certa profundidade de um meio, sensivel-
mente resistente, ficam demonstradas as seguintes leis de movi-
mento ascencional : 

1 .*— Quando os ângulos de inclinação e attricto são con-
stantes, ha movimento accelerado, uinforme ou retardado, 
conforme o corpo sóbe pelo plano inclinado, no vácuo, nas 
primeiras regiões ou na profundidade de um meio resis-
tente. 

2 . " — Quando sómenteé constante o angulo de inclinação, 
ha movimento uniforme, retardado ou aceelerado, conforme o 
angulo de attricto diminue até 0 e em seguida augmenta; 
ou, depois de diminuir até um certo valor, augmenta brusca-
mente; ou, por ultimo, augmenta ou diminue, segundo qual-
quer lei. 

3."-—Quando somente é constante o angulo de attricto, ha 
movimento uniforme, retardado ou aceelerado, conforme o 
angulo de inclinação, variando descontinuamente, passa 
por 90°; ou diminue continuamente, ou, depois de diminuir, 
cresce sensivelmente a partir de uma certa profundidade do 
meio resistente; ou, por ultimo, augmenta para diminuir a 
uma certa profundidade do meio resistente. 

4 . ANALYSE D A FORÇA ASCENCIONAL.— N ' u m p l a n o i n c l i n a d o 

cujo angulo de attricto está comprehendido entre o e 90°, a força 
ascencional de um corpo nào é parallela nem perpendicular ao 
plano; logo pode-se decompor em duas componentes tangencial 
e normal. Estudemos, n'esta hypothese, os valores des sa s com-
ponentes. 

Sejam então F, I\ r, Ft, Pt, rt, Fn, Fn e rn a força ascencional 
o pezo do corpo, a resistencia do plano e as respectivas compo-
nentes tangenciaes e normaes. 

Ora , porque a resultante de F, P e r, tem uma componente 
tangencial egual á somma geometrica de F/ , P^ e rt, bem como 
uma componente normal expressa por uma somma idêntica 
d'aquellas componentes normaes, temos as seguintes equações, 
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que vamos discut ir : 

\ F t \ - ( \ P t \ + \ r t \ ) - r n ~ (a) 

mv1 

|F„|-( |P„|+|rn | ) = (6). 

Estabe leçamos agora as condições da ascençâo, dependentes 
da natureza do plano; estas são : 1 . " — a resistencia do plano ha 
de ser egual ao pezo do corpo; 2." a resistencia do plano ha de 
ser superior ao pezo do corpo. 

A pr imei ra condição verifica-se quando 

I n . H P , | e In I==I p I ; 

a segunda condição rea l i sa-se : 1.° quando 

2 . ° quando 

3.° quando 

| P í | > l n | e | P n | < | r „ | ; 

| P í | < | n | e | P „ | > | r n | ; 

| P í | < | r t | e | P « | < | r | . 

Supponhamos, em pr imeiro logar, constante a inclinação do 
plano. Sendo assim, a t rajectória do corpo é recti l ínea, e, por-
tanto p to rnar - se infinito, donde resulta a equação (6) t r ans fo r -
mar - se em 

IFflI= i P,|+|r.| (c) 

emquanto que a equação (a) subsis te . 

Se | r | = | P j , fica | P n | = j r „ | . Mas como são de signaes con-

4 
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t rar ios , a sua somma annulla-se, donde Fn = 0 e portanto F 
— Ft, c i rcumstancia que só se obtém quando o at t r ic to é nullo. 
Temos pois que á primeira condição da ascenção do corpo cor-
responde o mínimo valor para Fn e o máximo valor para F j . 

In t roduzamos agora na equação (c) as desegualdades r ep re -
sentat ivas da segunda condição de ascenção. 

A pr imei ra torna Fn egual á reacção da resultante das compo-
nentes normaes do pezo e da resistencia do plano. A segunda 
e x p r i m e Fn pela acção dos mesmos componentes. 

Em todos estes casos Ft é expressa pela somma geomelrica da 
componente tangencial da resultante de F, P c r 1 « da resultante 
das componentes \\ e r;. 

Supponhamos , em segundo logar, que a linha de maior declive 
do plano inclinado descreve uma rotação de 90° em torno da 
posição inicial do corpo. 

E n t ã o o corpo é obr igado a percor rer um arco de quadrante , 
d v 

o que exige a annullação de —. Logo a equação (a) t rans for -

ma-se em IFil=IPiIflriI (d). 

Consideremos I r I=Z i ; d 'es ta egualdade deduzimos, em vir-
tude da primeira condição de ascenção, | r / | = \Pt\, parcellas de 
signal contrar io a Ft. Logo: Ft pode-se considerar egual á reacção 
da resultante dos componentes tangenciaes do pezo do corpo e da 
resistencia do plano, e nunca se annulla. 

Introduzindo na equação {d) as desegualdades a que já nos 
re fe r imos chegavamos á mesma conclusão. 

A equação (6) t raduz-nos, n 'es te caso, o valor de Fn: repre-
presenta a somma geomelrica da força centrípeta originada e da 
resultante das componentes normaes do pezo do corpo e da resis-
tencia do plano. 

II 

Somma de areas e derivada volumar 

5 . SOMMA D E A U E A S . — S u p p o n h a m o s q u e F=F\ + F g , s e n d o 
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estas duas ultimas forças definidas por quaesquer intensidades e 
direcções differentes , existentes na mesma superfície de nivel do 
pezo do movei, em repouso, sobre que ac tuam. Consideremos os 
seus momentos nullos em relaçào a um eixo fixo, o dos zz, e que 
o movei está ligado por um vector á or igem das coordenadas . 

Sendo assim, o movei se fosse só actuado por F\ descreveria 
uma certa t ra jectór ia 110 tempo t; se, por sua vez, fosse isolada-
mente sollicitado por descreveria outra t ra jec tór ia , cuja corda, 
sommada geomet r icamente com a corda da p r imei ra , havia de 
dar aquella correspondente á t ra jec tór ia que o corpo, actuado por 
F, descreveria no mesmo tempo t. 

Ora a acção isolada de cada uma das forças propostas d e t e r -
mina uma area , descripta pelo vector considerado, area l imitada 
por um tr iangulo. 

Mas, como a base de um d'esses tr iângulos (a corda cor res -
pondente á t ra jectór ia originada por F) é egual , como vimos, á 
somma das outras duas bases (cordas correspondentes a F\ e F%) 
e a altura é commum (a distancia da superfície de nivel ao plano 
dos ccy) temos o seguinte t h e o r e m a : 

A area descripta pelo vector, quando o movei è actuado por F 
é egual á somma das areas, descriptas pelo mesmo vector, se o 
movei, isoladamente, for actuado por Fj e Fo, nas condições que 
estabelecemos. 

©. DERIVADA VOLUMAR.— Imaginemos agora a seguinte hy -
po these : 

Um movei, inicialmente em repouso, é durante um cer to 
tempo, t , actuado successivamente por mui tas forças constantes , 
cujas direcções divergem e existem 11'uma superfície de nivel do 
pezo do movei. Em virtude do que dissemos no pa ragrapho a n -
ter ior , a resultante r, das duas pr imeiras forças f\ e /2, d e t e r -
minará uma area egual á somma dos de terminados por es tas 
forças; depois da acção de /3, obtemos uma nova resul tante rg, 
que produz idênticos resul tados a r\; e assim por deante . 

Ora da formação successiva de todas estas resul tantes nasce, 
necessar iamente , uma rotação da corda, cor respondente á t r a j e -
toria inicial do movei; e por tanto , uma revolução da area p r i m i -
tiva descripta pelo vector, a rea , que augmentando de valor, ge ra 
um cone de base espira l i forme. 

Fe i t a s estas considerações, chamamos derivada volumar ao l i -
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mite da re lação do accresc imo do volume, ge rado n 'um intervallo 
de t empo , inf in i tamente pequeno , para esse mesmo interval lo; e 

. dV 
expr imimos o seu valor po r —. 

5>. A der ivada volumar , por isso que e x p r i m e o l imite da r e -
lação de um espaço, inf in i tamente pequeno pe rco r r ido n 'ura in-
te rva lo de t e m p o , t a m b é m inf in i tamente pequeno , para esse 
m e s m o interval lo, represen ta a velocidade volumar, que , der ivada 
em re lação ao t empo , or ig ina a acceleraçâo volumar de p r ime i r a 
o r d e m ; e assim success ivamente . 

O r a uma força qua lquer pôde ser s e m p r e expressa pelo p r o -
ducto da massa do corpo, sobre que ac tua , pela acceleraçâo q u e 
p roduz . Logo , t e remos a seguin te e q u a ç ã o : 

[/721/-1 

ou 

/dV\ 

ih ] + [ / Y + [ / 3 ] + - - . = m m 
Mult ipl icando ambos os m e m b r o s por dt e i n t eg rando fica 

d V 
•m\ r - i • Idt Ji0 

P o r t a n t o f ica demons t r ado o seguinte t h e o r e m a : 
O accrescimo das quantidades de movimento volumar, adquirido 

no intervallo que vae de IQ a t, é egual á somma dos integraes 
geometricos das impulsões elementares das forças que, n'esse mesmo 
intervallo de tempo, originaram o movimento volumar. 

S e , 11'esta ul t ima exp re s são dividirmos ambos os m e m b r o s 
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por m e tomarmos para unidade de t empo o intervallo de tempo 
que vae de IQ a t, deduzimos o seguinte enunciado: 

A acceleraçâo volumar é egual ao quociente da somma dos in-
tegraes geometricos das impulsões elementares das forças, que na 
unidade de tempo actuaram o corpo, pela massa do mesmo corpo. 

<PV 
8. IMPULSÃO E TRABALHO DA RESULTASTE M—R-, — P a r a 

dí2 

uma força dotada de potencial, suppondo a massa unidade, os 
theoremas das forças vivas e das quant idades de movimento 
dão-nos 

4 v2 — ^r t>2 = M— Mn 2 2 0 u 

v — v 0 = í 
J TO 

Fdt. 

Multiplicando esta ult ima egualdade por v -f to , dividindo o 
resul tado por 2 e comparando com a p r imei ra , deduzimos 

J to V + r0 

L o g o : 
A impulsão total de uma força, no intervallo t — to e egual ao 

dobro do quociente do accrescimo do potencial pela somma das 
velocidades inicial e final. 

Applicando este theorema á resul tante proposta vem 
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OU 

d 'onde 

dV0 DV 

l i 

M-M0 

dV dVo 

I T + dt 

L W - L í t h V - M - M . 
2 \ d t J 2 \ dí / 

d 2 V 

expressão que define o t raba lho de m — en t re duas das suas 

superfícies de nivel. 
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S O B R E A NORIYIflL A E L L I P S E 

RODOLPIIO GUIMARÃES 

Dado um ponto sobre o plano de uma secção cónica não é fácil 
de conduzir por elle uma normal á cónica. O problema admi t te 
qua t ro soluções, isto é, podem-se pelo ponto dado t i rar quat ro nor -
maes e são taes que os pés da 3." e o ponto symetr ico do pé da 
4 . a re la t ivamente ao centro da cónica estão situados sobre um 
circulo (circulo de Joachimsthal) . Ha porém certos pontos por 
onde se podem conduzir normaes de um modo fácil. Os pontos do 
plano de uma ellipse que estão n 'estas condições são em grande 
numero, porém nem todos se podem aprovei tar porque as e x p r e s -
sões que servem para os definir são e x t r e m a m e n t e complicadas. 
Assim, é fácil conduzir normaes pelos pontos situados sobre os 
eixos da ellipse (ques tão que Ioi t ractada por d 'Ocagne no jornal 
de Longchamps e na Revue coloniale et maritime, e por Lebon nos 
Nouvelles annales de Mathéma tiques). Pelos pontos s i tuados sobre 
circumferencias de raios a — b a a + b t ambém o problema é s im-
ples como mostrámos no El Progresso Matematico. Ha um out ro 
ponto particular por onde se pôde conduzir uma normal á ellipse. 

A equação da ellipse sendo verificada pelos valores 

a* + b*' y a* + 6 4 

temos que a equação da normal no ponto definido por estas coor-
denadas é 

C 2 
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e os pontos N e N' de intersecção da normal sobre os eixos t êm 
por coordenadas 

- C 2 

0 . e . O 
l / a » + 6* l /a* + b* , 

Vê-se pois que o t r iangulo ONN' , que a normal in tercepta sobre 
os eixos, é rectângulo e isosceles, sendo 

Q N = O N ' = 
\/a- + 62 

— C2 

N N ' = . 
t / a 2 + ò 2 

Unindo o ponto médio I) de NN ' com o centro O temos que 
o t r iangulo O D N é rectângulo em D e isosceles e portanto 

1 1 C2 

O D = --- N N ' = . ( 1 
2 / 2 t / a 2 + /;2 

D O N = - ^ - . 
4 

Logo, por todo o ponto D si tuado no plano de uma ellipse e dis-
tan te do centro O de uma grandeza definida pela expressão (1) 
e fazendo um angulo de 4 o ° com o eixo maior , é possível con-
duzir uma normal á ellipse. A normal procurada 6 então a rec ta 
perpendicular a O D » . 

Es tudei t ambém uma outra normal especial, isto é a normal 
conduzida por um ponto IVI da ellipse, tal que OMA = 4 5 ° . Pa-
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rece-me comtudo que as formulas a que chego são jâ conhecidas 
e mesmo sem ut i l idade. Em todo o caso vou aqui consideral -o . 

«Se o vector OM faz um a n g u l o - ^ - com o eixo maior OA de 
4 

uma ellipse, as coordenadas do ponto M, são 

/ , a b 
x = y' = 

Z a 2 + 6 * 

e a equação da normal no ponto M será 

s v ahc<i 
O I X - O X L = ( 1 . 

Fazendo n 'esta expressão 

x = — l / a - - f 6 2 | 
a 

acha-se \ (2). 
2 ab 

^a2 + ò2 

Se t ambém fizermos na mesma expressão (1) 

y = +6«] 

virá \ (3 
2 ab 

QQ 

Z a 2 T i 2 

Ora os pontos definidos pelas coordenadas (2) e (3) assim como 
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as do ponto M, satisfazem á relação 

Jfi ( X i - X 3 ) + t/2 (x3~xi) + y3 — Xi) = 0 

que expr ime a condição para que os t res pontos estejam em linha 
r ec t a . 

Logo dado um dos dois pontos N ou N' definido pelas coorde-
nadas (2) ou (3) pode-se por elle conduzir uma normal á ell ipse. 
Basta para isso unil-o ao ponto M da intersecção da ellipse com 
o vector OM t i rado a 4o° sobre O A » . 

O motivo porque me parece que estes pontos são conhecidos 
é por causa da ligação que ha en t r e elles. Com effei to a e x -
pressão 

é igual á grandeza OE que a tangente em M intercepta sobre o 
eixo menor p ro longado ; e , fazendo 

— V W 62 
a 

a ; = A v V + ò 2 = = O E , 
a 

a 2." das expressões (2) torna-se 

Da mesma fórma as coordenadas do 2 . ° ponto N' são 

y = O F 
e 
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Gino Loria. — Nicola Fergola e la scuola di malemalici che lo 
ebbe a duce (Génova, 1892). 

Nicolau Fergola nasceu em Nápoles em 1 7 5 3 , e n 'esta c idade 
ensinou as mathemat icas , ora par t icular orn publ icamente , desde 
1 7 7 5 até 1 8 2 2 , anno em que m o r r e u . É das descober tas d 'es te 
geometra eminente e das descober tas dos mathemat icos illustres 
que sairam da sua escola que o sr. Gino Loria se occupa na 
sua bella e impor tan te memoria , t raçando d 'este modo a historia 
de um periodo br i lhante para as sciencias geomet r icas , que dá a 
maior honra á l ta l ia . 

A presente memoria foi publicada pela Universidade de Génova, 
e constitue mais um t raba lho valioso com que o sábio professor 
d'esta Universidade veio aúgmen ta r a lista dos t rabalhos impor -
tantes com que tem enriquecido a historia das mathemat icas . 

Albert Wintcrhalter. — Tlie international aslrophotographic Con-
gress and a visit lo certain europian Observatories and other 
institulions (Washington, 1889). 

N'este volume, publicado pelo Observatór io de Wash ing ton , o 
auctor , delegado d 'es te Observa tór io ao Congresso de As t ro -
photographia que teve Iogar em Par i s em 1 8 8 7 , apresenta o 
re la tor io das sessões d'este Congresso, e o relatorio das visitas 
que fez a muitos dos observatorios da Europa . Na sua digressão 
pelo nosso continente viu o illustre astronomo amer icano os p r in -
cipaes observatorios da França , Ingla ter ra , AIIemanha, Áus t r ia , 
Bélgica, Holanda, Dinamarca , e le . , e a respeito de cada um 
de l les apresenta na presente obra informações de ta lhadas , dando 
noticia da sua organisaçâo actual , descrevendo os seus pr incipaes 
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ins t rumentos , informando a respei to da sua historia, etc. Excel-
Ientes es tampas, representando os pr incipaes observatorios visi-
tados e os principaes instrumentos vistos pelo auctor , acompanham 
a bella obra de que es tamos a dar noticia e contr ibuem conside-
rave lmente para a to rnar mais in teressante . 

Te rminando diremos que não conhecemos obra alguma melhor 
do que a p resen te para se tomar conhecimento do estado actual 
dos principaes observatorios da E u r o p a . 

C. A. Laisant e E. Perrin. — Premiers príncipes d'Algèbre (Pa-
ris, 1892). 

Dos livros, em numero considerável, que têm sido publicados 
a respei to dos pr imeiros princípios de Álgebra , nenhum conhe-
cemos em que estes princípios sejam mais bem expostos do que 
no livro excellente que vêm de publ icar os srs. Laisant e P e r r i n . 
Cremos bem que qua lquer es tudante regu la rmente intel igente, 
apprendendo por este livro, não encontrará d i f íkuldade a lguma 
em comprehender os princípios da Álgebra e que, quando ter -
minar a sua le i tura , ha de mane ja r com facil idade o calculo 
algébrico. E garant ia d'isto a clareza com que o livro está escripto 
e a boa escolha dos numerosos exercícios que seguem a cada 
assumpto considerado. 

As doutr inas que contém o novo manual de Álgebra são aquellas 
que no nosso paiz const i tuem os p rogrammas dos Lyceus e estão 
divididas em tr inta e quatro lições, mais ou menos extensas s e -
gundo é mais ou menos fácil a doutr ina estudada em cada lição. 
As onze pr imei ras lições são consagradas ao estudo das operações 
algébricas e ao es tabe lec imento de algumas formulas que são 
consequência das regras para eíTectuar estas operações. 

As lições doze a \ in te e nove são consagradas ao estudo das 
equações do pr imeiro grau a uma e a mui tas incógnitas, ao 
estudo das equações do segundo grau a uma incógnita, e á reso-
lução e discussão, feita com o maior cuidado, dos problemas que 
levam ás equações precedentes . 

As lições t r inta a t r inta e qua t ro são consagradas ao estudo 
das progressões, dos Iogari thmos e dos problemas de juros com-
postos e annuidades. 
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N'um appendice, muito bem lei to, occupam-se em seguida os 
auctores dos arranjos e combinações , do desenvolvimento do 
binomio, da cont inuidade e r ep resen tação geomet r ica dos tr i-
nomios do segundo g rau , etc. Nota-se n 'este appendice demons -
t rações muito interessantes de a lgumas proposições a r i thmet icas 
por intermedio de um taboleiro de xadrez . 

Te rmina remos esta rapida noticia recommendando vivamente 
aos professores e estudantes dos nossos Lyceus este exce l len te 
livro. 

H. Burkliardt. — BemhardRiemann, (Gollingen, 1892). 

Contém este opusculo um discurso pronunciado pelo sr. Burk-
liardt na Sociedade mathemat ica de Gõt t ingen , no dia do vigésimo 
quinto anniversario da mor te de Riemann , para recordar os t ra -
balhos d 'este geoinetra ce lebre . 

A. Gulzmer. — Bemerchungen úber die Ileralion linearer homo-
gener Di/[erenlialgleichungen (Sitzungsbericht der 1;. bôhm. Ge-
sellschaft der Wissenschaflen, Prag, 1892). 

Refe re - se este ar t igo ao mesmo assumpto a que se r e f e r e o 
ar t igo publicado pelo mesmo geomet ra na pag . 3 do t. x d 'este 
jornal . 

E. Lemoine. — Sar Ies Iriangles orthologiques et sur divers sujets 
de la Géomêlrie du triangle (Associalion française pour Yavan-
cement des sciences, 1888). 

Sur Ies Iransformalions systématiques des formules relalives 
au triangle. Transformation continue. Divers resultais concer-
nant la Géomêlrie du triangle (Item, 1891). 

Elude sur une nouvelle Iransformalion dite Iransformalion 
continue (Mailicsis, 1892). 

Sur une Iransforrnation relative à Ia Géomêlrie du triangle 
(Bullelin de la Société malhématique de France, 1891). 

Sur la transformalion continue (Item). 
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Todos os art igos precedentes são relativos á nova Geometr ia 
do t r iangulo. O auctor d'elles é um dos geómet ras que mais t êm 
concorrido para a formação e progresso d e s t e ramo da Geo-
met r i a . 

No pr imeiro ar t igo es tuda o sr . Lemoine as propr iedades dos 
tr iângulos A B C e A ' B ' C que satisfazem cá condição de as per-
pendiculares abaixadas de A, B e C sobre B'C' , C A ' , A'B' con-
cor re rem n u m mesmo ponto. Em seguida apresenta um numero 
considerável de proposições e formulas, relat ivas aos elementos 
notáveis do t r iangulo, das quaes nos é impossível dar noticia em 
cur to espaço. 

Nos outros artigos estuda o auctor uma t ransformação g e o m é -
trica por meio da qual de cada formula relativa ao tr iangulo se 
t i ram outras , e continua a ap resen ta r muitas formulas e p ropo-
sições relat ivas á Geometr ia do t r iangulo . 

R. Guimarães. —Sur les transformées des secíions planes du cone 
de révolutivn (Journal des mathématiques élemenlaires, 1892). 

N'es t e ar t igo acha o auctor a equação polar da t ransformada 
de uma secção plana qualquer feita n 'um cone de revolução, o 
que o leva a rectif icar uma passagem da Geometria descriptiva 
de Amiot . 

JIarold Jacoby. — Tlie Rutlierfurd photographic measures in lhe 
groitp of lhe Pleiades (Neic-York, 1892). 

Contém este opúsculo os resultados das observações photo-
graphicas do grupo de Pleiades feitas por Ku the r fu rd nos annos 
de 1 8 7 2 e 1 8 7 4 . 

Gino Loria. — Sulla teoria delia curvatura delle superfície (Rivista 
di Matematica, t. l i ) . 

Contém este ar t igo um modo de expor a theoria da curva tura 
das superfícies sem introduzir hypothese alguma relativa á posição 
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dos eixos cartesianos re la t ivamente íi superfície a es tudar . E s t e 
modo de exposição 6 o adoptado pelo auctor no seu curso na 
Universidade de Génova. 

G. Vivanti. — Su certi integrali primi dellc cquazioni dei moto 
d'un punto (Rend. dei R. Istiluto Lombardo, 1892). 

Os integraes de pr imeira ordem das equações do movimento 
de um ponto estudados pelo auctor são os da fórma 

A x t i + Bf/ '2 + Cz'2 - D i / V - E s V - Fa fy ' = 2 V + c, 

A, B, C, D, E, F, V represen tando funcções das coordenadas 
x, y, z do ponto e c a constante a r b i t r a r i a . 

G. Vivanti. — SuIla determinazione di qualtro funzioni mediante 
una equazione única [Rend. dei Circulo matematico di Palermo, 
t. vi). 

Determinação das funcções f { x ) , ¥(x), <p (y), <J>(y) que 
satisfazem à equação 

V — 9 ) m — ( F - * / / " ) ( * - = 0 . 

H. G. Zeuthen. — Nouvelle démonstrotion du príncipe de corres-
pondance de Cayler et Brill et méthode à la détermination des 
comcidences de correspondances ahjébriques sur une courbe d'un 
genre quelconque (.Mathematische Annalen, t. XL). 

G. Peano. — Generalizzazione delia formula de Simpson (Atti 
delia R. Accademia di Torino, 1892). 
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G. Pirondini. — Ligne d'interseclion d'une surface de révolution 
avec un cilindre dont les génératices sont parallèles à Vaxe 
[El Progreso matemalico, t. n) . 

Asaph Hall. — Saturn and its Ring (Washington, 1889). 

S. Pinclierle. — Sulla forme di/ferenziale lineare (Rend. delia R. 
Accademia dei Lincei, 1892). 

A. Gutzmer. — Zur Erinnerung au Paul Gunther (Zeitschrift 
fiir Mathematik und Physik, 1891). 

G. Veronese. — Osservazioni sopra una dimonstrazione contra il 
segmento infinitesimo attuale (Rend. dei Circolo matemalico di 
Palermo, t, v i ) . 

G. T. 
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S U R L A D D I T i O N D E S A R G U M E N T S D A N S 
L E S F 0 N C T I 0 N S E L L I P T I Q U E S 

PAR 

M. CH. HERMITE ~ 

Soit R ( ; ) un polynôme quelconque du 4-me degré en et 
l = <f(x) Ia fonction définie par 1 'égalité: 

Ç dl rç J 

J t/R-© 

on a, en désignant par a une constante , Ia relat ion suivante : 

2 ? » = V (a + y) + ?» + 9 ' ( a - ; / ) + ?'(a) 

9Íx + y)-?(a) f(a + y)~ -P i a ) v ( a - y ) - < p ( a ) 

i a + y ) ~ f ' fo) ^ ( a —y) + 9 ; ( a ) 
?(q + y ) - 9 ( « ) ? ( q - y ) —?(«)* 

C'est Ie théorême pour Taddition des a rguments dans la fonction 
9 (x); j ' indiquera i succinctement comment on en conclut Ies 
formules qui concernent les quant i tés sn (x + y), cn (x + y) et 
dn (x-\- y). Supposons à cet effet que 9 (x) soit une fonction impai re 
et prenons a = 0; Ies deux p remie r s t e rmes se dé t ru isent , et 

S 
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1 on t rouve ainsi : 

t ix+y) f{y)~? (*) ? (y) + ? (*) 

= 2 * ( * ) ? ' M n j l M i M 

d ' o ú : 

? ( * ) ? ' ( y ) - ? ' « ? ( ! / ) 

Cela étant , les résultats cherchés s 'obt iennent par un calcul facile 
en faisant successivement 

snx snx 
9{x) = snx, ? ( * ) = —, 9 ( * ) ' = ^ -

Pour parvenir à 1'addition des a rguments dans la fonction p (x), 
il faut supposer a infiniment peti t , et employer 1'expression 

p (#) = — , en négligeant Ie carré et Ies puissances supér ieures de 

a. On est de cette maniòre amené à la relat ion suivante : 

1 2 

p(x + y)=p (ar) + p (y) - - D . Iog [p (x) - p (y)] 

- 1 V 0 S [ p ( x ) - p ( y ) ] 

1 2 

~ 2 B y hSÍP(x)-P(y)] 

d 'ou se conclut sans peine Ia formule habi tue l le í 

L 
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D E M O N S T R A Ç Ã O DO S E G U N D O T H E O R E M A DA MEDIA 

POB 

J. BRUNO DE CABEDO 

( P r o f e s s o r na Un ive r s idade de Co imbra ) 

Se f (x) e 9 (x) s3o funcções finitas e de t e rminadas en t re a 
e x, a formula de in tegraçào por par tes 

Jf(x)<.p (x) dx = f (x) f 9 (x) dx — j f (x)J <p (x) Í/X J r f x 

dá 

/ f (x) 9 (X) dx = 
J a 

f ( x ) <p (x) dx 
~\x rxr rx ~i 
: — / f (x) I <f(x)dx \dx. 

Posto isto, designando por X] uma quant idade comprehendida 
en t re a e x, e suppondo que, dentro d 'este intervallo, f (x) varia 
no mesmo sentido, o pr imeiro theorema da media applicado ao 

integral J l r 9 (x) dx dx t ransforma a formula anter ior 

na segu in te : 

f f ( x ) 9 (x) dx = f ( x ) I \ (x) dx - [ f ( x ) - f(a)] j % (x) dx. 
J' a Ja Ja 
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R É S O L U T I O N C O M P L È T E D E S É Q U A T I O N S INDÉTERIYIINÉES 

x « + l = 2 j / 2 ; X 2 - I = 2 y 2 ; 

FAS 

E. LEMOINE 

Ancien élève de l 'école p o l y t e c h n i q u e 

Nous allons d ' abord é tab l i r quelques résul ta ts qui nous servi-
ront à résoudre la question. 

Trouver Ie terme de rang n d'une suite ainsi formée: Ie 1':r lerme 
est a, Ie 2'me 6 et Ie terme de rang n se forme en ajoutant 2 fois 
Ie terme de rang n— 1 au terme de rang n — 2 . 

I e r t e r m e a + O 
2ième t e r m e 0 + b 

3 i è m e t e r m e a + 2 6 
4ième t e r m e 2a+ 5 6 \ (K) 

gième t e r m e 5 a + 1 2 6 | 

gième t e r m e 12a + 2 9 6 

Remarquons que, si l'on appelle An et B11 Ies coeflieients de a 
et de 6 dans Ie n ièmc t e r m e , on a A„ = B n _ j . Ce qui est facile à 
dómont rer en faisant voir que si la cliose a Iieu pour t rois t e r -
mes conséeutifs elle a Iieu pour Ie suivant. 
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On conclut de lã que la suite des coefficients de a à par t i r du 
2ième t e rme de K est la même que la sui te des coefficients de b 
à par t i r du I c r t e r m e et sont Ies nombres O, 1 , 2 , 5, 12 , 2 9 , . . . 
formés avec O et 1, comme la suite K est formée avec a et b. 

Formons avec ces nombres O et 1 Ie tableau H de ces coeffi-
cients. 

I e r t e r m e . . 
2 i è m e t e r m e _ 

3 i è m e t e r m e _ . 

4 . i ème t e r m e . . . 

5 i è m e t e r m e . . . 

g . è m e t e r m e . . . 

7 i è m e t e r m e . . . 

S i è m e t e r m e . . . 

9 i é m e t e r m e . . . 

10 i è m o t e r m e . . . 

O = O 

1 = 2 « 

2 = 2 1 

5 = 2 2 + 1 

12 = 23 + 2 . 2 
2 9 = 8 4 + 3 . 2 4 + 1 

7 0 = 2 s + 4 . 2 3 + 3 . 2 » 

1 6 9 = 2 6 + 5 . 2 4 + 6 . 2 2 + 1 

4 0 8 = 2 7 + 6 . 2 3 + 1 0 . 2 3 + 4 .2> 

9 8 o = 28 + 7 .2® + 1 5 . 2 4 + 1 0 . 2 4 + 1 

(H) 

et comparons Ie tableau H avec Ie tr iangle a r i t hmé t ique de Pascal 
(tableau L) 

1 

~i T 
1 _ 2 1 

1 3 3 ~ T 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 

1 6 15 2 0 15 " 1 

1 7 2 1 3 5 3 5 2 1 7 

2 8 1 

9 

_ 2 8 5 6 7 0 5 6 

7 

2 8 8 i ! 

1 9 3 6 8 4 1 2 6 1 2 6 8 4 3 6 9 | 1 
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On aperçoi t que Ies CotiITieients des puissances de 2 dans Ies 
colonnes du tab leau H sont Ies n o m b r e s cor responden ts des c o -
Ionnes du tab leau L, et il est facile de voir que la Ioi est généra le 
en m o n t r a n t que , si elle a Iieu dans Ie tab leau II j u s q u a u n l è m e 

t e r m e , elle a Iieu pour Ie su ivant . 
On a donc en dés ignan t pa r N s n - I e t Non Ie 2 n — l i è m e e t Ie 

2nième t e r m e s du t ab leau H 

N 2 n _ i = 2 2 n _ 3 + C 2 f t - i 2 » - 5 + C 2 n - i 2 2 n — 7 

2n—1 
+ C . 2 

2 n—í 

2n—2 1 2)1—i 2 2n—6 
N = 2 + C . 2 + C . 2 

2n 2n—3 2n—3 

Vn o 9 
+ c " . 2 + 1 ; 

2 « - 3 

d ' apròs cela si !Sp est Ie pième t e r m e du t ab leau K on a: 

A p = a N p _ i + 6 N r 

Soien t m a i n t e n a n t à r ésoudre en n o m b r e s ent iers positifs ou 
négatifs Ies deux équat ions indé te rminées 

(1) a 2 + l = 2 y s 

( 2 ) XT-X = 2 ? / 2 (voir, Nouvelles Anuales de 
Mathématiques, 1 8 7 2 , pag . 1 7 3 ) . 
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Il est évident que , x et y représentan t des nombres ent iers et 
positifs, si x, y est une solution soit de (1) soit de (2) Ies 
couples 

— x , - y ; +x, — y; —x, + y 

seront aussi des solutions; il nous suflira donc de chercher toutes 
Ies solutions positives. 

Il est facile de voir que si x et y sont une solution de (1) 

x + 2y, et x -f y 

seront une solution de (2) et que si x et y sont une solution de (2) 

x + 2y e t x 4- y 

sont une solution (1 ) ; pour Ie démont re r subst i tuons dans (2) 

x + 2y et x + y 

à la place de x et de y, et il viendra 

(a: + 2i / ) 2— 1 = 2 (a; + t/)2 

d o u 

x 2 + 1 = 2 y \ 

ce qui est vérifié par hypothèse e tc . 
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On dédui t de là que, si x et y sont une solution de (1), 

3x + í y , 2x+3y 

sont aussi une solution de (1) ainsi que 

3^ — 4 y et 3y—2x; 

si de m ê m e x et y sont une solution de (2), 

3x + fy,3y + 2x et 3x — íy et 3y — 2x 

seront aussi des solutions de (2). 
Une solution connue de (1) ou de (2) conduit donc à une fa-

mille de solutions de (1) ou de (2 ) ; 

x = l , y = l 

est une solution évidente de 1'équation (1), de même que 

X= 1, y = O 

pour 1'équation (2) 
Il dérive donc de ces valeurs une famille de solutions pour les 

équat ions (1) et (2); nous allons démon t r e r que toutes les solu-
tions possibles de ces équat ions appar t iennent à cet te même fa-
mi l le ; il SiifRt de Ie démon!rer pour Tune des équations (1) ou (2) 
puisque nous avons vu que Ieurs solutions sont liées l inéa i rement . 

Nous allons donc Ie démont re r seulement pour ( í ) . 
Soit x, y une solution de (1) en nombres entiers et positifs; nous 
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avons vu que 

x' = 3x — 4-y 

y' = 3y-2x 

est aussi une solut ion; comme 011 a: 

x = 3x' + 4y', y=2x' + 3y' 

il est clair que, si x! et y' sont posit ifs, on aura 

x!<x y'<y; 

comme de x1 et de y' on peut déduire une solution x", y'\ etc. , 
il est clair que nous pouvons supposer que x, y est la dern iè re so-
lution positive de la famille décroissante de solutions qu 'el le e n -
gendre . Ces solutions décroissantes sont données par les formules 

x\ = 3x — 4 y 

y\=3y — 2x. 

Puisque x et y positifs sont une solution de (1) on a: 

2 / , = 3 ^ - 2 / 2 ^ - 1 

ce qui est toujours positif dans Phypothèse faite de y > 0 et Ie 
signe du radical é tant exp l i c i t é ; mais comme x et y sont par 
hypothòse Ia plus peti te solution positive de (1 ) , et ces valeurs sont 
toutes deux positives, il faul qu'011 ait 

x\ > 0 ou 3 — 1 — 4 y < 0 
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OU 

3 
2i/2 — 9 < O ou y < ——; 

/ 2 

ainsi Yy de la dernière solution positive d 'une famille quelconque 

de solutious est plus petit que — = , i l ne peut donc ê t re que 2, 
V 2 

1, ou 0 . 
Or y = 2 ne correspond à aucune valeur entière de x sa t isfai-

sant à (1 ) ; 
y = 1 donne X= 1, ce qui conduit à la famille que nous 

avons s ignalée; 
y = O ne correspond à aucune valeur ent ière de x. 

Donc toute solution de (1) appar t i en t à la famille dér ivée de 
x= i, y = 1 et par suite toute solution de (2) à la famille dér i-
vée de x= 1, 2/ = 0. Cela posé, nous aurons donc complètement 
résolu 1'equation (1) si nous donnons toutes Ies solutions positives 
de Ia famille de solutions que nous avons reconnue. 

En par tant pour ! 'équation (2) des valeurs x=l y = O et pour 
1'équation (1) de x=\ y= 1, on peut former Ie tableau T des 
solutions positives de ces deux équat ions 

Valeurs de x y 

Pour I 'equation (2) 1 O 

(1) 1 í 

( 2 ) 3 2 

(1) 7 5 | 

(2) 1 7 1 2 I 

(1) 4 1 2 9 

Op voit que la colonne des x du tableau T colncidera avec Ies 
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t e r m e s du t ab l eau K dans Iequel on suppose a = 1 , 6 = 1 et que 
la colonne des y du t ab leau T coíncidera avec Ies t e r m e s du t a b l e a u 
K ou l 'on suppose 

a = O, 6 = 1 . 

On dédu i t de ce qui p récòde que tou tes Ies solutions pos i t ives 
de (1), e t p a r su i te tou tes Ies solut ions, sont données pa r 

x„ = N 2 „ _ i + N2FL = N 2 n - | - i — N 2 N 

J/n = N 2 N 

et tou tes Ies solut ions de (2) p a r 

= N 2 N _ 2 + NON—I 

J/n = N 2 n _ i . 

REMARQUE. N 2 „ _ I a : n— 1 t e r m e s , 

N 2 n a : n 4- 1 t e r m e s . 

II es t t r ê s facile de voir que la quest ion que nous venons de 
t r a i t e r peut s ' énoncer a i n s i : 

Donner explicitement toutes Ies valeurs entières de n pour Ies-
quelles 2 r f l — 1 est un carré parfait et toutes Ies valeurs entières 
de n pour lesquelles 2 « 4 + 1 est un carré parfait. 

La solution que nous venons de d o n n e r des équa t ions i n d é t e r -
minées (1) e t (2) s ' a p p u i e sur la fo rmat ion du t ab l eau I I , c ' e s t -
à - d i r e sur Ia résolut ion d ' u n e équat ion aux di f férences f inies 

U N = 2 . U N _ I + U N - 2 

IaquelIe n 'ost qu 'un cas pa r t i cu l i e r de la suivante 

U N = Z. U N _ 2 + M U n _ i . 

Nous allons terminei- ce t t e note en donnant la solution comple t e 
de cet te de rn iò re équa t ion en supposan t que Ies deux p r e m i e r s 
t e r m e s soient a et 6. 
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Formons Ie tableau K' de la s é r i e : 

I c r t e r m e : a + O 

2 i ? m e t e rme : O + b 

3ieme J e r m e . Ia + mb 
4.iême t e r m e . Im a + (f + m2) l 

5 i ê m e t e r m e : l (l + m 2 ) a + m (U + m 2 ) b 
gième t e r m e . Im ^aI + m2j a + (P + 3/ma + m4) 6 

p—2 3 p—3 2 r p—2 3 p—3 2 
2p i è m e t e r m e : Iml ( p - i ) . I + C .1 .m + 

L p 

5 p—4 4 2p—4 2p—2-1 
+ C .1 .m+...(2p-i)l.m +m a 

p+i J 

R 
V 

! 
r p—1 2 p—2 2 4 p—3 4 

(2p + l) i è m e t e r m e : l\l + C J . ? n + C . 1 . m + . . . 
L p p—í 

]' 
[• p—1 3 p—i 2 S p—3 4 

pl +C .1 . m +C .1 .m +. 

p+1 p - 2 

> 

' p— 1 2 p—2 2 4 p—3 4 
+ 1 l + C . l . m + C .1 m + . . . 

L p p+i 
2p—4 2p—4 2p—2-

+ C . l . m + m 16, 
2p—3 

2p—4 2p—i 2p—2" 
+ C .l.m + m 

2p—3 

p _ i 3 p_2 2 3 p—3 
: .1 . m + C 
p+1 p - 2 

2p—3 2p—4 2p—2-
+ C .l.m + m 

2p—2 

et il sulTit de inontrer que si la Ioi est vraie jusqu 'à un certain 
t e r m e elle est généra le . 
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N O T E SUR L E S S É R I E S D O N T L E S T E R M E S 
S O N T F O N C T I O N S D U N E V A R I A B L E C O M P L E X E 

PAB 

CH. DE LA VALLÉE POUSSIN 

(P ro fe s seu r à 1 'Université de Louvain) 

REMARQUE PRÉLIMINAIRE. — Soit f ( z ) une fonction cont inue 
d 'une variable complexe z; on sait q u e ' s i f{z) est synect ique 
dans une a i re A, la valeur de 1'intégrale 

r f (z) dz 
J 

ne dépend que des ex t r émi t é s de la ligne d ' in tégra t ion , à sup-
poser que l 'on ne sorte pas de A. 

Réciproquement, soient zo et z Ies ex t r émi t é s d 'une ligne L; 
si l ' in tégrale , effectuée Ie Iong de cet te ligne, 

( 2 M d z J *0 

ne dépend que de zo e^ de z (L é tant dans A), la fonction f ( z ) 
est synectique dans 1'aire A. 

En effet, la fonction 

z)=r ^ d z 
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est alors une fonction uniforme de sa limite supérieure z; de plus 
cette fonction a une dérivée unique et bien déterminée f (z), car 

Iim 9(z + h)-<y(z) r + k 
Z1 = O k = UmJ J ( z ) d z = f ( z ) ; 

donc ç ( z ) est synect ique: il en est alors de mème pour toutes ses 
dérivées, e t pour f ( z ) en particulier. 

THÉORÈME. — Considérons la série 

uo + «i + 4- + u n + 

dont tous les termes sont fonctions synectiques de z dans une 
a i re A; si cette série converge uniformément dans la même 
a i r e : 

Io) La somme de Ia série est une fonction synectique dans 
I'aire A ; 

2o) La série des dérivées d 'ordre p 

d* u0 d? U1 d> Mn 
— "T T T *T" 
dzf dzf dzf 

est uniformément convergente dans toute aire A' intérieure à A 
d? f ( z ) 

et a pour somme — 

Démonstration. Soit e un nombre arbi t ra i rement pe t i t ; puis-
que la série converge uniformément, on aura , pour n assez 
grand, 

f(z) = M0 + M1 + + Mn r„ , 

| r n | < e, 

et Ton sait d'ailleurs que f ( z ) , donc rn aussi, seront des fonctions 
continues de z dans 1'aire A. 
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Soient zo e t z ' e s ex t rémités d 'une ligne d ' intégrat ion L; on 
aura 

f f(z)dz = ruodx+ I u^dz+ + I undz + j r„ dz, 
J l J í0 J Z0 J z0 JL 

| j r n d z J < e S , 

S étant la Iongueur de la ligne L. 
Faisons tendre n vers Tinfmi et e vers zéro, nous aurons, à Ia 

limite, 

R* R>Z R*Z NZ 

/ f{z)dz=\ uodz+ U^dz+ + un dz + 
Jl J Z0 J z0 J Z0 

ce qui prouve deux choses: I o ) que la série infinie 

Cz Cz 
I uodz+ +u\dz+ 

J Z0 J Z0 

et convergente; 2o) que la somme de cette série ne pouvant 
dépendre que de z0 et de z, extrémités de Ia ligne L, il en sera 
de même pour Ia valeur de 1'intégrale 

j f W d z , 

et, par conséquent, en vertu de notre remarque préliminaire, 
f ( z ) est s jnec t ique . 

La démonstration de Ia seconde par t ic du théorème en dérive 
immédiatement . 

Soient z un point de 1'aire A', 11 sa plus courte distance au 
contour de 1'aire A; Ia fonction f i z ) sera s jnect ique dans un ce r -
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cie de rayon R , décr i t a u t o u r du poin t z , et , pa r conséquen t , r n 

Ie s e r a é g a l e m e n t ; d 'a i l leurs , on a su r ce cerc le 

| rn | < e, 

d ' oú pa r un t h é o r è m e b ien connu on conclut au point z 

d? r„ 

dzP 

1 . 2 . . . p 

R H 8 -

Cons idé rons m a i n t e n a n t 1 'équation 

d? f (z) de U0 dP Mi 

dz? dz? dzP 

df un de rn 

dz? dz? 

t an t que Ie point z r e s t e ra dans A' supposé in t é r i eu re à A, R 
r e s t e r a s u p é r i e u r à un n o m b r e f ixe, donc 

dP rn 

dzf 

t e n d r a u n i f o r m é m e n t vers zéro quand u t end ra vers 1'infini, 
donc la sér ie des dér ivées d ' o r d r e p est u n i f o r m é m e n t conver -
g e n t e e t a pour s o m m e 

d>f(z) 

dz! ' 

quel que soit p. 

R E M A R Q U E . — L e s p rop r i é t é s des fonctions supposées connues 
dans cet te démons t r a t ion sont démon t r ées dans p re sque tous Ies 
t r a i t é s avant celles des sér ies potent ie l les . Cependan t , la p lupar t 
de celles-ci sont g é n é r a l e m e n t é tabl ies p a r des considéra t ions 
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spéciales, tandis qu'elles ne sont que des cas part icul iers du 
théorème précédent . Il nous paral t rai t plus philosophique de 
commencer pa r é tabl i r Ie théorème général et de 1'appliquer 
ensui te aux séries potentiel les. On peut se demander en ou t r e 
si la p remiè re par t ie du théorème n 'est pas implici tement sup -
posée dans la démonstrat ion des théorèmes classiques de W e i e r s -
t rass et de Mit tag-Lefl ler pour la représen ta t ion des fonctions. 
Ce sont ces considérat ions didactiques qui nous ont engagé à 
réd iger cet te pet i te Note . 



82 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

BIBLIOGRflPHIA 

J. Alves Bonifacio. — Geometria elementar plana e no espaço 
(Porto, 1892). 

Contém este manual de Geomet r ia e lementar todos os a s sum-
ptos que ord inar iamente fazem par te das obras d 'esta na tu reza , 
dispostos com boa ordem em dez livros, sendo os cinco primei-
ros dedicados à Geometr ia plana, os qua t ro seguintes á G e o m e -
tria no espaço, e o ul t imo aos princípios da theoria geometr ica 
das secções cónicas e das superfícies de segunda ordem. E i s um 
re sumo dos assumptos t rac tados em cada um d'estes l ivros: 
I. Ângulos. Perpendicu la res e obliquas. Paral le las . II. Arcos e 
cordas . Tangen te s á c i rcumferenc ia . Medida dos segmentos de 
recta , dos arcos e dos ângulos. III . Tr iângulos . Linhas perpen-
diculares no circulo. IV. Polvgonos. Rect i f icação da circumfe-
rencia . V. Areas . VI. Planos e r e c t a s no espaço. VII . P j r a m i d e s , 
pr ismas e polyedros. VIII . Cvlindro, cone e esphera . I X . Areas 
e volumes. X. P ropr i edades e lementa res da ellipse, da hyperbole 
e da parabola . Transversaes no t r iangulo. F igu ras homothet icas . 
Superfícies do segundo grau . 

Cada livro é acompanhado de numerosos exercícios relativos 
às doutr inas n'elle t rac tadas . 

A clareza com que é feita a exposição dos assumptos, a boa 
o rdem na disposição dos mesmos e a boa escolha das demons t r a -
ções empregadas tornam o novo manual de Geometr ia e l ementa r 
muito proprio para o ensino da Geometr ia nos Lyceus. 

A Faculdade de Mathematica da L niversidade de Coimbra (Coim-
bra, 1892). 

Contém este opusculo um pequeno addi tamento á Memoria 
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histórica da Faculdade de Mathemalica, publicada em 1 8 7 2 pelo 
sr. dr . F. de Castro F r e i r e ; as propostas appresen tadas ao Con-
selho super ior de Inst rucçào publica no biennio de 1 8 8 5 a 1 8 8 6 
pelo illustre delegado da Facu ldade o sr. d r . L. da Costa e 
Almeida ; e finalmente um projecto de r e fo rma da mesma F a c u l -
dade e laborado por ella em 1 8 8 7 . 

C. A. Laisant.— Reeueil de problèmes de Malhématiques lGeome-
Irie analylique à deux dimensions), Fai ts, Gauiluer- Villars, 
1892. 

E s t e volume 6 o pr imeiro de uma obra mui to útil, que cons-
tará de sete volumes, na qual serão reunidos, dispostos por ordem 
scientifica, os enunciados dos problemas que têm sido propostos 
nas Nouvelles Annales, na Nouvelle Correspondance, no Journal 
de Malhémaliques élémentaires, no Mathesis, e tc . As soluções não 
são appresentadas , mas cada problema é acompanhado de uma 
indicação do logar em que naque l l e s jo rnaes se encontra a so-
lução. 

No presente volume são reunidos os problemas que se r e f e r e m 
á Geometr ia analytica plana e á Geomet r ia super ior . Está divi-
dido em sete par tes em que são respect ivamente dispostos os 
problemas relativos ás figuras recti l íneas e c i rculares , ás cónicas, 
ás curvas algébricas, ás curvas t ranscendentes , aos Iogares g e o -
métr icos , ás envolventes e as t ra jectór ias . Cada uma d 'es tas p a r -
tes é subdividida em muitas outras . Es ta distr ibuição ordenada 
dos problemas permi t te procurar-se com facilidade se um certo 
problema vem na collecção e em que logar foi publicada a solu-
ção. A uti l idade de uma publicação d 'es ta na tureza é ev iden te ; 
porisso com ella fez o sr. Laisant um g rande serviço aos que 
cultivam as sciencias m a t h e m a l i c a s . 

A. Antomari.-—• Léçom de Cinématique et de Dynamique (Paris, 
Nony, 1892). 

Contém este volume a par te da Cinematica e da Dwiamica 
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que é exigida pelos p rogrammas de admissão á Eschola Poly te-
chnica de Paris . Contém além d'isso a pa r te da Stat ica do solido 
invariavel em que se t racta da determinação dos centros de g r a -
vidade. Na exposição das doutr inas , que é feita com a maior 
clareza, o auctor subordina o estudo da Statica ao estudo da 
Dynamica . 

A obra é dividida em tres partes , sendo na pr imei ra estudada 
a Cinematica do ponto, na segunda a Dvnainica do ponto e na 
terce i ra a theor ia dos centros de gravidade dos solidos. 

N ' u m capitulo prel iminar é es tudada a theoria geometr ica 
dos vectores, cuja importancia em Mecanica é bem conhecida. 

Cada capitulo é seguido de muitos exercícios para os alumnos 
se famil iar isarem com as doutrinas tractadas. 

J. Deruyts. — Essai d'une théorie génêrale des formes algêbriques 
(Bruxelles, 1891). 

O illustre auctor d 'este bello e importante t rabalho tem-se 
occupado muitas vezes da theoria das formas algébricas em a r t i -
gos publicados nas principaes collecções scientificas belgas. Na 
presente memoria coordena e completa os resul tados obtidos 
nos trabalhos anter iores . N'ella estende ao caso de mui tas series 
de qualquer numero de variaveis os resul tados anter iormente 
obt idos pelos geómetras para o caso de muitas series de duas 
variaveis. Considerando pr incipalmente as funcções invariantes, 
reduz estas funcções a certas funcções invariantes com n—l 
series de n variaveis, a que dá o nome de covariantes primá-
rios, cujas propr iedades estuda desenvolvidamente. 

S. Pincherle. — Contributo alia integrazione delle equazioni diffe-
renziali lineari mediante integrali definiti (Memorie delia R. 
Acad. di Bologna, 1892). 

O objecto d'esta impor tante memoria é a t rans formação do 
in tegra l <& (t) de uma equação linear qualquer , regular e com 
coelTicientes racionaes, no integral de uma nova equação l inear, 
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t a m b é m regu la r e com coefficientes racionaes, por meio da re la -
ção 

nos casos de A [t, x) r epresen ta r uma das funcções (t — x)? ou 
Gp (í, x), G (t,x) sendo uma funcção inteira . 

V. Retali. — Sullo sportamento finito di una figura piana nel suo 
piano (Memorie delia R. Acad. di Bologna, 1892). 

N'es ta memor ia o auctor rectifica uma proposição enunciada 
por Charles no n.° 17 da sua memor ia — Propriétés rélatives au 
déplacemenl fini quelconque dans 1'espace d'une figure de forme 
invariable. 

P. H. Schoute. — Le déplacement Ie plus général dans Vespace à 
n dimensions (Annales de l'Ecole Polytechnique de Delft, t, v i l ) . 

N 'es ta memor ia muito interessante t rac ta M. Schoute , p ro fes -
sor na Univers idade de Groningen, de ob te r por methodos geo-
métricos muitos resul tados relativos á questão da congruência e 
da symetr ia de duas figuras no espaço a n dimensões , anter ior-
mente obtidos pelo sr. Rahusen por meio da theoria dos d e t e r -
minantes . Em seguida estuda de uma maneira mais profunda 
estas questões e deduz um meio de represen tação simples da 
re lação en t re duas figuras congruentes e da re lação en t re duas 
figuras symetricas no espaço a n dimensões . 

J. Duran Loriga. —Sobre las funciones simétricas simples de las 
racines de una ecuacion (El Progreso matematico, t. u ) . 
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Dr. J. Ifergbohw. — Entivurf einer neuen Integrulrechnung etc. 
(Leipzig, 1892). 

M. Lereh. — Záliladové thenrie MalmsténovsLycli rad (Bullelin da 
Academia de Praga, t. n ) . 

Poznámky k theorii Interpolace (liem). 
- Prispevky k theorii funkci elliptickch, ele. (Item). 

M. d'Ocagne. — Sur la construction de la parabole osculatrice en 
un point d'une courbe donnée 'Nouvclles Annales des Mathéma-
tiques, 1893). 

Sur la corrélation entre les systèmes de coordonnées pon-
ctuelles et les systèmes de coordonnées tangentielles (liem). 

Sur Ia Iiaison entre Ies expressions du rayon de courbure 
en coordonées ponctuelles cl en coordonnées Iangcnllelles (Bulle-
Iin de la Soeiéle malliématique de France, 1891). 

Sur une délerminalion parlieulière du centre de courbure 
des lignes planes [Item). 

Délerminalion du rayon de courbure en coordonnées paral-
lèles ponctuelles (Bulletins de VAcadémie de Belgique, 1891). 

S. Pincherle. — Sulle forme differenziali lineari (Rend. delia B. 
Ac. dei Lyncei, Roma, 1892). 

A. Giitzmer. — Bemerkung úber die Jacobische Thetaformel (Jour-
nal fiir die reine und augwandte Mathematik, t. 110) . 

V. Betali. — Sur quelques problèmes concernanl Ie douhle contact 
et Ie contact du troisièmc ordre des coniques (Mathesis, 1892). 
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E. Cesáro. — Sulle curve di Kertrand (Rivisla di Matemalica, 
t . 11) . 

./. Deruyls. — Sur une extension de Ia Ioi de réciprocité de M. 
Hermile (Bulletins de l'Acad. de Belgique3 1891).. 

Sur Ie développement de certaines fonctions algèbriques 
(Mémoires de 1'Acad. de Belgique, 1892). 

G. Pirondini. — Contatto e ortogonalitá di due elicoide (Rivista 
di Matemalica, t. II). 

G. Vivanti. — L'infinito nella natura e nella scienza (Milano, 
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Sugli integrali delle equazioni dei moto d'un punto che sono 
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matematico di Palermo, 1892). 

G. T. 



88 2 JORNAL DE SCIENCIAS 

PROCESSOS EXPEDITOS PARA ACHAR OS DESENVOLVIMENTOS 
DE ALGUNS DETERMINANTES 

Determinantes de terceira ordem 

POB 

JOSÉ PEDRO TEIXEIRA 

T o m e - s e o typo, ai òg C3, inverta-se a o rdem dos índices e 
mude- se de s igna! ; nos te rmos assim obtidos junc te-se a cada 
indice uma unidade, considerando, no acto de addiçâo, o indice 
t res como nullo, e repita-se esta operação t res vezes sobre cada 
t e rmo , conservando os s i gnaes : a somma algébrica dos te rmos 
assim obt idos é o desenvolvimento do de te rminante de terceira 
o r d e m . 

Convirá dispôr o calculo a s s i m : 

+ a i h C3 — «13 ò 2 ci 

+ cii h ci — a i 63 C2 

+ 03 61 C2 — aa 61 C3. 

Pa ra os de te rminantes li teraes, esta regra é mais expedi ta 
ainda do que a de Sar rus . 

Determinantes de quarta ordem 

Tome-se o t e rmo typo, O1 C3 d{, t roquem-se as letras a e b 
e mude-se de signal, e no resul tado t roquem-se as letras a e c 
e mude-se t ambém de s igna l ; inverta-se a ordem dos índices nos 
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t r e s t e r m o s a s s i m o b t i d o s , c o n s e r v a n d o o s s i g n a e s ; j u n c t e - s e , e m 

c a d a u m d o s s e i s t e r m o s , u m a u n i d a d e a c a d a i n d i c e , c o n s i d e -

r a n d o , n o a c t o d a a d d i ç S o , o i n d i c e q u a t r o c o m o n u l l o , e r e p i -

t a - s e a o p e r a ç ã o q u a t r o v e z e s , m u d a n d o s e m p r e d e s i g n a l : a 

s o m m a a l g é b r i c a d o s t e r m o s a s s i m o b t i d o s é o d e s e n v o l v i m e n t o 

d o d e t e r m i n a n t e d e q u a r t a o r d e m . 

Disponha-se o calculo ass im: 

a\ b i C3 d i — è j a-2 C3 d i + 61 Cj <13 d j + 

+ d l 63 C2 DL — Ò4 CI3 CJ DI + 64 C3 0¾ DI 

— a j b 3 C4 d] + ò j ¢13 C4 d i — 6¾ C3 04 d} — 

— AI 64 C3 D J + 61 A I C3 D J — 61 C4 <13 D J 

+ 0 3 64 CJ DJ — 63 0 4 CI D 2 + 63 CJ AI DJ + 

+ a j 61 C4 d3 — ai C4 d3 + 6 j Ci 04 d3 

— 04 6 j c j d 3 + í>4 ai C2 d3 — 64 ci aj d3 — 

— 03 6 j Ci d i 4- 63 a j Ci d4 — 63 Cj ai d i 

T a m b é m se pôde achar o desenvolvimento do de t e rminan te da 
manei ra que se s e g u e : Rep i tam-se as t res pr imeiras l inhas e fo r -
me-se o q u a d r o : 

AI h CL DL 

AJ h CJ D J 

a3 h C3 D 3 

ai h C I di 

AI 61 CL DI 

AJ h CJ DJ 

A 3 6 3 C3 D 3 

Forme-se o somma dos productos dos elementos das d iagonaes 
que se cruzam nos pontos de o rdem impar (*) e d 'esta somma 

(#) Consideramos os pontos que os dividem em partes eguaes, 
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subtrahe-se a somma dos productos dos e lementos das diagonaes 
que se cruzam nos pontos de ordem par , e seja Aj o resul tado. 
Repe t indo a mesma operação nos quadros 

6, «1 Ci di 

bi a 2 C2 J 2 

h «3 C3 <h 

h aI C1 di 

h a\ Cl di 

b>2 a 2 C2 

63 «3 C3 dz 

61 Cl a\ di 

h C2 a 2 di 

b3 «3 «3 dz 

h C4 ai di 

bl Cl a i di 

b* C2 
a 2 di 

h C3 a 3 dz 

e sejam A3 e A3 os r e su l t ados ; será 

Ai — A 2 + A3 

o valor do de t e rminan te de quar ta o rdem. 

Determinante de quinta ordem 

T o m e - s e o te rmo typo, ãj ò2 C3 d,i e5, t roquem-se a e b, depois 
a e c, depois a e d, mudando de signal a cada troca ; obtemos 
assim : 

a\ bi C3 di e-i — b\ a*, C3 d1 es + òj c2 a 3 d4 — b\ c2 dz «4 ¢5 (1) 
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N'esta expressão, t roquem-se b e c e mude-se de signal, o que 

dá 

— a\ c2 63 di e s + C 1 a 2 63 d 4 e 5 — C 1 52 a 3 ¢/4 eg + C 1 63 d 3 a 4 eg; (2) 

e t ambém 6 e d, mudando t a m b é m de signal, o que dá 

— ( J 1 d 2 C 3 64 e g + d i O 2 C 3 6 4 e 3 — d j C 2 a 3 64 e 3 - f d í C 2 6 3 a * e s (3) 

Em (1), (2) e (3) inverta-se a ordem dos índices, conservando 
os s ignnes; e, nos te rmos obtidos, junc te-se a cada indice uma 
unidade, considerando, no acto da somma, o indice o como nullo, 
e repi ta-se a operação cinco vezes, c o n s e n a n d o os s i g n a e s : a 
somma algébrica dos termos assim obtidos é o desenvolvimento 
do determinante de quinta ordem 

T a m b é m se pode obter o mesmo desenvolvimento do modo 
s e g u i n t e : Rep i t am-se as quat ro pr imei ras linhas e fo rme-se o 

A 1 C1 d, e\ 
a 2 h C 2 d 2 e 2 

a 3 h C3 d3 « 3 

a 4 h C1 di eI 

«3 h Cq d g 

A 1 h Cl di e\ 

a 2 b2 C 2 d 2 ¢ 2 

« 3 h C3 d3 « 3 

« 4 bí C1 di n 

e os que se deduzem d'aqui collocando a p r imei ra linha successi-
vamente em 2.°, 3.° e 4.° l u g a r ; fo rmem-se depois os productos 
dos elementos das diagonaes e sejam A 1 , A 2 , A 3 , A4 as sommas 
d 'estes productos relativos aos quat ro q u a d r o s ; rep i tam-se todas 
estas operações re la t ivamente aos de te rminan tes (a\ C 2 63 d4 eg), 
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( a l á j ¢ 3 6 4 6 3 ) , q u e se o b t é m do p r o p o s t o t r o c a n d o b e c , e 6 e 
d , e s e j a m A ' I , A ' 2 , A ' 3 , A I

I , e A " j , A ' ' 2 , A ' ' 3 , a s q u a n t i d a d e s 
a n a l o g a s á s p r e c e d e n t e s : s e r á 

A i — A 2 + A 3 - A i 

- A ' , + A ' 2 - A ' 3 + A R
I 

+ A " I - A " 2 + A ' ' 3 - A " 4 

o v a l o r d o d e t e r m i n a n t e (¢4 í 2 C 3 d ^ eg) 



iMATIIEMATICAS E ASTRONOMICA 93 

SUR U N E R E P R É S E N T A T I O N D E S F O N C T I O N S 
E X P 0 N E N T 1 E L L E S PAR D E S PRODUITS INFINIS 

PAB 

M. A. BASSANI 

(P ro fe s seu r à 1'Ecole Nava le de L ivou rne ) 

1. Sous Ie même t i t re M. Lipschitz publia une Note dans Ies 
Comptes Rendus de TAcadémie de F r a n c e (T . x c i x , pag. 7 0 1 ) , 
dans IaqueIle Fhabi le analyste dédui t , à pa r t i r de la sér ie t r è s -
connue 

oc Z OC 

oíi 9 (n) est la fonction a r i thmét ique de Gauss, un développement 
Z 

en produi t infini de la fonction exponentiel le e 
La m ê m e quest ion, t ra i tée sous un point de vue plus général , 

forme Ie sujet du présent travail , dans lequel je me suis borné 
à considérer seulement quelque exemple rélatif aux développe-
ments susdits, quoíque la mé thode puisse s 'e tendre à une foule 
d 'aut res . 

8 . Soit 

(1) S (z) = F (1) + F (2) z + F (3) z2 + F (4) z3 + . . . 

une série infinie, absolument convergente quand z est compr ise 
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au dédans d 'un cercle de rayon égal à l 'uni té , décrit de Torigine 
comine cent re , n étant un nombre ent ier positif fini on infini et 
F (n) une fonction ent iòre de n. Supposons que l'on ait 

(2) F (n) = I f (H), 

ou f est une fonction, qu'il faut dé te rminer , et la somme 2 se 
roppor te à tous les díviseurs du nombre n. On sait que pour 
chaque fonction F il exis te une et une seule fonction /', qui vérifie 
la (2 ) ; cette fonction est donnée, en désiguant par u, v, w, . . . 
Ies facteurs p remiers de n, par la rélation suivante 

\ U ) \UV/ \ UVW / 

ou, en employant Ia fonction renversante de M. Cesàro, dont Ie 
savant professeur a fait ressort i r toute Timportance dans ses beaux 
t ravaux d ' a r i thmét ique supér ieure , par la rélat ion 

~ 2 l * ( y ) F (J) = S f t ( J ) F ^ - ) . 

oii les sommes se r appor teu t à tous Ies díviseurs £ du nombre n. 
La fonction \J. ($) est la fonction renversante susdi te ; elle est 

généra lement nulle, mais egale à (— l)'1 lorsque 5 est Ie produi t 
de I; facteurs p remiers , inégaux. 

Cela posé, si I on subst i tue dans la (1) au Iieu de F (ti) la 
valeur donnée par Ia (2), et , en égard à Ia convergence absolue 
de (1), on a r range convenablement Ies t e imes , on trouve la sér ie 

( 3 ) S (Z) = A D J ^ z + A 2 ) J ^ + f(3) J ^ + . . • 

qui in tégrée , à par t i r de O, Ie Iong d 'une ligne comprise à Tinté-
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r ieur du cercle de convergence, nous donne 

(3)' - l F ( n ) - = / - ( l ) I o g ( l - z ) + ^ l o g ( l - ^ ) + ^ y i o g ( l - z 3 ) + . 
l / l _ o 

qu'on peut me t t r e sous la fo rme 

(4) 

la convergence du produit ayant Iieu dans Ie domaine de conver-
gence de Ia série (1). 

1 
En écrivant — au Iieu de z, on trouve aussi 

et Ie second m e m b r e est convergent en déhors du cercle ayant 
son centre à Torigine et son rayon egal à 1'unité. 

«*. Pour appl iquer Ies résultats à quelque exemple , considé-
rons l a f o n c t i o n a r i thmét ique qui r ep résen te I e n o m b r e 
des fractions i r réduct ibles , de n u m e r a t e u r x, non infér ieures à v. 
On voit que cet te fonction comprend Ia fonction <p (x) de Gauss 
pour v= 1, e t dans ce cas est egale au nombre des nombres 
premiers avec x et infér ieurs à x. 

En employant Ie symbole E pour indiquer Ie plus g rand 

z 

entier contenu en x, on démontre t ròs-a isément que 

(5) = E ( v ) ' 
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d'oíi l 'on t ire, en s 'a idant de la (4), 

*,. / n \ z" <pv (") 
(6) J i l j T = S ( I - ^ ) T [ v - 1 , 2 , 3 , . . . ] 

í 

Main tenant posons 

00 / n \ zn 

S ( z ) = 2 E - - ; 
1 \ V / n 

on aura alors, en dérivant , 

* / n \ 
. S ' ( s ) = 2 E ( _ U 

qu'on peu t met t re sous la forme 

2 v — 1 3»—1 iv —1 
z S ' ( z ) = 2 z" + 2 2 zn + 3 2 2 « + . . . , 

v 2v 3» 

ou, en effectuant les sommes dans Ie second m e m b r e , 

W L - Z V ) Z 2 V ( I - Z V ) Z 3 V ( I - Z V ) 
s S ' ( z W V + 2 - — 7 - i + 3 - 4 > -W 1 —Z 1 — Z 1 —Z 

I - Z V ZV 

T - T ( I - Z V ) 2 ' 
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On en (ire, en intégrant , 

W J 0 ( I - Z ) ( I - V ) ' 

et par conséquent la (6) peut èlre écri te ainsi: 

( 6 / ' J o ^ " ^ ( l - Z * ) n . 

CZ (1Z Z 
En part iculier , pour v = l on a I — —= , e t la der-

J o (1 — ZJI l — z 

nière formule devient 

1 * sM 
(7) e~ i-* = ll ( t - z " ) « , 

qui est la formule de M. Lipschitz. 
1 

En remplaçant , dans la précédente, z par — , on trouve 

_ J _ * / zn \ f M 
(7). ' - - ' ' ( ^ t ) ' 

pourvu qu'on ait m o d z > l . 
Lorsque v = 2, on a 

z d z 

7 
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En posant z = sin 9, ou t rouve 

r zdz Ç t a n g o d 9 r s i n 2 9 d 9 ^ Tsin 9 

J (i —z)(l —z-)~J 1 — sin 9 J cos : t 9 ,/ cos 3 

1 + sin 9 1 

•2 c o s - 9 2 ' " 0 " " " 0 V 4 2 
+ — l o g . t a n g ( - - — ) , 

e t p o u r cela 

z 1 / r a rc s in ; 
S W = 2 U = l i + 2 l 0 - , a n g 4 2 -: ( 1 - z ) 

donc 

z 1 / j* _ _arc_íin z\ x ?-2(") 
(S) e 2 («-*) 2 '°s l a , ; g V 4 2 ) = II (1 _ z") — . 

1 

4. U n e fonction qui p résen te que lque ana log ie avec l a p r é -
c é d e n t e est la fonction i (x) de W. Cesaro (*), qui r e p r é s e n t e Ie 
n o m b r e des f rac t ions i r r éduc t ib les , dont un t e r m e au moins es t 
égal à x. La fonction en ques t ion n 'es t que Ie doub le de la fon-
ct ion de Gauss , sauf pour x = i , car i (1) = 2 9 (1) — 1; par con -
séquen t 011 peu t é c n r e 

2 i ( a ) - 2 n - 1 , 

et de Ia (4) on t i r e 

« 1 „ Iz I M 
( 9 ) T - = e " + LOI? = 1 1 ( 1 - * • ) « • 

1 

(*) Annali di Matem, di Brioschij serie 2.", pag. 235. 
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5. I l est aisé d 'obteni r aussi les développements en produi ts 
infinis des fonctions exponentiel les e~z, e—arc-1K % dont Ie pre-
niier, du à M. TchebicheF, a óté donné par M. Ber t r and dans Ie 
Calcai Differentiel. 

En effet, considérant Ia fonclion P (JT) de AI. Cesaro, on voit, 
par Ia définition mème de Ia fonction, qu 'el le donne Iieu à l ' éga-
lité 

F ( » ) = ^ (S) = 
0 si n > 1 

1 si n = 1 

et l'on peut alors en dédui re FaciIemenl par Ie moyen de (4) 

T 2 = I I ( I - S N ) » , 
í 

c 'est-à-dire 

(IO) f 
(1 

1 ± 1 1 
t — S«)6 (| —-10)10(1 _ 2 1 i j 1 i ( l _ 2 1 3 ) l 5 . 

( 1 - , ^ ( 1 - ^ ( 1 - , ^ ( 1 -
I J _ 

7 ) 7 ( 1 _ S 1 1 ) U 

Jl j; 
De même , en posant dans (2) F (n) = sin on obtient 

/ » = 2 f i ( i ) sin ~ 

D'ailleurs on a évidemment 

x n-K zn s® Zs z7 

^ s i n ~2~ • T = 3 ~ T + 1 - y + • • • - a r c - t a " S 
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donc, d 'après ce qui a été démont ré , 

, H V - aro tang , - « ) ( 1 - « « ) « ( I - « ' ) 8 (< ~ « ! < ) • 
V1 / — " 1 2 2 2 

(1 _ jgí) 2 (1 _ z3) 3 ( i _ a 7) 7 ( t _ 211) 11... 

6. En poursuivant 1'exposition des résultats, qu 'on peut t i rer 
des formules démontrées p récédemment , considérons maintenant 
Ie cas, ou F ( n ) = nr, r étant uri nombre entier positif ou negat i f . 
Posons alors 

2 <|.r (*) = »»' 
d'oii l'on t i re 

1,.(,,) = ^ 2 ^ - = ^ 1 1 ( 1 - -
r w S r \ pr 

Ie produi t II se rappor tan t à tous les facteurs premiers p du nom-
bre n. 

En pa r t i cu l i e r : I o , pour r = 0 il est aisé de voir qu'on a 

i 0 («) = 
O si n > 1 

; 1 si n = 1 

2o pour r = 1 on a 

J m In) = n\\( 1 
\ P 

qui coincide avec la fonction 9 (n) de Gauss ; 
3o pour r = 2 on obt ient 

M n ) = — 9 ( » ) * ( N ) , 
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ou N est Ie produit des facteurs p remie r s de n, et $ (N)1 en 
employant la notation de M. Kronecker , est la somme des d iv i -
seurs d e N ; 

4 o , pour r = — 1 on trouve 

S0 si l'on pose r = —2 il en résul te 

<j/(")_2 = f (n) <I> (N) ; 

etc. etc. 
En subst i tuant dans la (4) et considérant p r emiè remmen t Ie 

cas, ou r est positif, nous avons 

(12) e > = ( 1 - 2 ) ( 1 a ( I - ^ 3 ) - J - . . . 

Mais pour une propr ié té qui a é té mise en évidence par M. 
Catalan dans son Mémoi re «Sur une suite de polynòmes en l ie r s» , 
on sait que 

z + 2 r — 1 Z2 + 3 r— 1 z3 + . .. = 2 A i ( O r - I ) f i , ( r > 1) 
1 I I — 7. * 

ou A1 ( O r - 1 ) r ep résen te Ie coefficiente d e - - d a n s Ie développe-

ment de ( e ® — l ) r ~ 1 en série ordonnée suivant Ies puissances de 
x, c ' es t -à -d i re 

; (i—i) r—i 
A< ( O r - ' ) = 1 - i [i - 1 ) ^ - 1 + v 1 (i - 2) - . . . 
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Conséquemment la formule précédente peut s 'écrire 

(13) , - S 4 ' ( ' r V V 1 = ( 1 - z f 0 ) ( 1 _ ^ j s T 1 ( 1 - S 3 ) ' f - . 

Mainlenant il est aisé d 'expr imer Ie premier membre de cette 
dernière égalité par Ie moyen des nombres ultra-bernoulliens, ainsi 
nommés par M. Trudi , qui en a fait sujet d 'étude dans un Mé-
moire Iu à 1'Académie de Naples. M. Cesaro reprit ensuite dans 
les Nouvelles Annales 1'étude de ces nombres, et , pour met t re en 
vue 1'analogie, qui existe entre eux et Ies nombre de Bernoulli, 
proposa la définition symbolique 

( B + l ) ' - z B * = v, [v = 0 f l , 2 f 3 , . . . ] 

z é tant une quantité arbi t ra i re différente de zero. On en conelut, 
de proche en proche, 

B . W - 0 . B 1 W = - J l - , 

B , ( * ) _ z 2 Z i B 4 ( z ) _ Z 

3 ~ " [ T 1 - I j 2 ( 1 - Z 3 ) ' 4 = ~~ ( I - I ) 2 ' 

6z 2 6 z3 

- ( T ^ z ) 3 - ( 1 ^ 7 4 " - • 

M I U _ A ' ( F - I ) - A 4 O R — 1 I - — . 

-r—1 
- A - I Oi ' ) . 

1 {i—y 
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En conséquence Ia formule ( 1 3 j peut étre mise sons la forme r e -
marquable 

B, (z) ^ i(v_(n} 
(14) = I I (1 — ZN) « . 

1 

En parliculier, pour r = 1 les formules (13), (14) n'ont pas de 
sens, mais il est aisé de voir que nous sommes dans Ies cas du 
développement de M. Lipscliitz donné auparavant . 

Pour r = 2, 3 , . . . Ia (14) donne Iieu aux développements 

- z OC feíl» 
c (1-z)* = 1 1 ( 1 - 2 « ) « , 

1 

«(i+«) , feíí 
e

_ T ! = i F = 1 1 ( 1 - 3 » ) » , 
í 

Venons maintenant à considérer Ie cas, oíi r est un nombre 
négatif, et dans Ie but de met t re sous forme intégrale la somme 

s W - - ^ M -

qui se présente dans Ie premier membre de (12), lorsqu'on y fait 
r négatif, considérons Ie développement 

= 2 e ~ x + z s e~*x + z 3 e~3x + . . . 
ex — z 

qui subsiste tant que mod z > 1 et mod e — X < 1 . 
En multipliaat par xr dx et intégrant de O à ao, en vertu de 
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Ia formule connue 

, r l 

Jo n r + 1 

on obt ient sans peine 

1 rxzxrdx =C Zn 

Tf I d T _ ^ nr+i' 

Conséquemment la (12) nous donne 

1 Czxrd x X 
(15) C - T i J o e i - T = H ( I - Z n ) » 

En part iculier , pour r = 0, on t i re de là 

glog(l i _ Z j 

qui est évident. 

9 . Voici main tenant une application t ròs -é tendue . qu'on peut 
fa i re de (-1), en supposant que Ia fonction f ( n ) soit un p o h n ò m e 
quelconque en n. 

Puisque chaque fonction rationnelle et ent ière de n, du dégré 
p, est toujours décomposable suivant Ia forme 

a o - t - f l i n + a g v ^ ~ - + . 

n (n + 1) (n + 2 ) . . . (» ~hp— 1) 
+ a p — j , 

p! 

on peut dé te rminer Ies coefBcients aoi ai> * • •»  ap manière à 
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avoir iden t iquement 

n (n + 1) , n ( n + 1 ) . . . (n + n— 1) 
/•(«) = a o + a , » + «2 2 , + . . . + flp — j — ± 

Cela posé, en emplovant une t rans format ion , due à Jacobi , on 
obtient 

Z 32 23 OC 1> AS1 ZN 

d'oii l 'on dédui l 

(.,6) « í e i i 

En part icul ier , pour O1 = I et ao = aj = .. . = a ( j = O, on a 
/"(n) = n et F (n) = $ (n ) ; donc la dern iè re formule devient. 

- 2 
> I n = e í = 11 ( 1 - 2 " ) . 

1 

Encore , si l'on pose ao = 1, ai = a» = . . . a ; ) = O, il en dérive 
f ( n ) — 1 et F (n) égale au nombre des diviseurs de n, que nous 
désignerons par (ti). On en conclut 

_ v K 4 v M l r r f l l 1 
e » =e " = 1 1 ( 1 — 2 " ) » , 

l 

etc. etc. 

8. Pour finir, représentons par v (#) une fonction généra le -
ment nulle, mais , lorsque x est un nombre p remie r ou puissance 
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d 'un n o m b r e p r e m i e r , éga le au l o g a r i t h m e de ce n o m b r e . On 
a u r a 

2 v (S) = Iogn , 

et pour cela 

Iop 2 IogS Iog 2 _ ? l 2 r _ ? . n 
(1 —Z2) 9 (1—Z3) 3 ( 1 - z 4 ) 4 . . . = < ? 7 

D'ai l leurs 

- n L í! £Í 
2 I o g n — = Iog 1 1 1 2 2 3 3 . . . 1 , 

n 

donc 

Iog 2 log_3 log_2 

(17 ) ( 1 - z 2 ) ( 1 - Z 3 ) "3" ( 1 - Z 4 ) 4 . . . = 2~ 2 . 3 3 . 4~ 4 . . . 

d 'oii l 'on peut t i r e r des iden t i t é s cur ieuses . 
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SUR LA D I F F É R E N T I A T I O N D E S S É R I E S 

( E x t r a i t d ' u n e l e t t r e a d r e s s é c á G o m e s Te ixe i r a ) 

I U E 

M. LERCH 

(Professeur à 1'Éeole Polytoolinique de Prague) 

Je prends la l iber te vous communiquer une r e m a r q u e à la 
quelle m'a donné 1'occasion Ia note de M. de Ia Vallée Poussin 
contenue dans Ie 3 m e numero du t . xi de votre journal . Dans mes 
leçons à 1'École te rhnique tschèque j 'ai développé une démons t ra -
tion d'un théorème qui t ra i te un sujet analogue à celui de M. 
de Ia Vallée Poussin, mais avec moins d 'hypothèses . 

Le théorème dont il s 'agit est Ie suivant : Supposons que Ies 
te rmes de Ia série infinie 

sont des fonctions uni formes et synectiques dans une a i re finie 
que 'eonque A et que Ia sér ie soit un i formément convergente 
lnrsque Ia variable x parcourt tout Ie contour S de ce t t e a i re A. 
Aloi s je dis que la série sera convergente aussi pour tous les 
points intér ieurs de A et qu'elle représente une fonction analy-
t ique F (x) dont Ies dérivées s 'obt iennent en différentiant Ies 
termes de la série considérée . 
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Employons à cet eíTet la formule 

M - W i l 
L f M z I d I 
KiJ S z — x 

ou x est un des points intér ieurs de A, 1'intégrale étant prise Ie 
Iong du contour S dans Ie sens positif. Il s 'ensuit 

or Ia série 1 fn (z) é tant un i formément convergente sur Ie con-
tour S, on peut t rouver une limite »io telle que, pou rchaque valeur 
de M supér ieure à VIQ, chaque corps de t e rmes éloignés 2 fn (2), 
In = m,m+ 1, . . .,m+p) a une somme moindre qu 'une q u a n -
t i té e donnée d 'avance, quelque soit p. 

On aura ainsi 1'inégalité 

en représentant par ds la différentielle de Tarc du contour s. De 
là il suit que Ia série 2 f n ( x ) (ti = O, 1 , 2 , . . .) est convergente 
lorsque x est à Tintérieur de A, mais on ne voit pas encore si 
ce t te convergence est uni forme. Pour ce but je représente par 
k la distance moindre d 'un point intér ieur au contour S et je 
considère Tentourage de ce point donné par 1'inégalité | X—XQ | < p , 

p étant une constante positive moindre que k. La distance de 
tous Ies points de cet en tourage aux points z du contour S étant 
infér ieure à Ic- p, 011 aura \z — x\<k — p et par conséquent 

f ds S 

J ? I s — x I k— z' 
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en convenant de r e p r é s e n l e r pa r S la Iongueur de la p é r i p h é -
r ie S . f 

Ainsi Iorsque x a p p a r t i e n t à 1 'entourage du point 2¾ Ia s o m m e 
1 f n ( x ) , (n = m, m+ 1, . . . m + p) sera i n fé r i eu re à une cons -

«S 
tante ——7. r» tl"ou il sui t que no t r e série converge uniformé-

2n(k — p) 1 

ment dans Ies environs de tous Ies points i n t é r i eu r s de ! 'aire A. 
On vois de m ê m e que I on a 

n=o Z-X 

en posan t , sur Ie con tour S, 

F (z) = l f n ( z ) , 
71=0 

d 'ou 1'on t i re a i sémen t que nous a \ o n s dans l ' en tourage cons i -
déré du point 0¾ 

» =0 1 r F f z W z 
Ifn(X)=I Cm(X-X0)", C r o = - - T / U 

n=0 m=0 2HlJst (z — Xo)"1+1 

ce qui p rouve que not re sér ie r e p r é s e n t e une fonction ana ly t ique . 
La quant i t é Cm est é v i d e m m e n t éga le à Ia sér ie 

c = 1 J L f f * ( * ) J z 

n = 0 2niJ s (z —Xo)"1+1 

i den t ique avec la su ivante 

H 
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ce qui démontre qu'aussi Ies séries dérivées sont convergentes et 
ont des sommes égales à des dérivées de Ia somme primitive, ce 
qui est Ie résul ta t auquel nous voulions parvenir . 

C e s t précisément Ie théorème de M. Weiers t rass modifié 
pour une aire quelconque. Car l ' illustre g é o m è t r e considere une 
somme de te rmcs de Ia forme 

OO 

f„ (x) = 1 a , X\ 
V = O 

1'aire A étant ici un cercle | x \ < R, et suppose que la somme 

fn (xj soit un i fo rmément convergente pour tous Ies points de Ia 
c irconférence | x | = R; dans ce cas nous aurons évidemment , en 
prenant dans notre résultat Xu = O, p < R, | x | < p , 1'équation 

ao oo oc 
2 fri (x) = i CmXm, Cm = 2 dnm• 

n = 0 « 1 = 0 » i = 0 

On peut dési rer une général isa t ion qui aurais plus d 'analogie 
formale avec Ie théorème de l illustre géomètre , en étudiant une 
catégor ie spéciale des développements 

SC 
f„(x)= 2 a(iv 9v (x) 

. V = O 

et en se proposant la question relativo à des conditions à r e m -
plir p o u r q u o n ait 

X OO OO 
2 fn [x) = 1 C v 9 , (x), Cv = 2 a„» . 

» 1 = 0 v = 0 J 1 = O 

Cette circonstance se vérifie toutes Ies fois que Ies fonctions 
9»(x) soient entières et que l'on ait Iim 9, ( x ) . x — m » = K, cet te 

*=30 
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quantité-ci é tant constante, mais 011 n'a pas aucun théorème 
général sur ce su je t . 

J a i essavé de résoudre cet te question sous des condilions qui 
sont souvent remplies . 

Je suppose que les fonctions 90 (®)> ¥1 Or). 92 [ x ) i • • • S 0 l | t 
synectiques et uniformes dans l 'a i re A et telles qu'il Ieur co r -
responde une suite de fonctions ^ (z), (z)> 'Is (z)> définies sur 
la ligne S pour lesquelles 1'intégrale 

prise Ie Iong du contour S est zéro en généra l , mais égale à 
í 'unité Iorsque m = n. 

On suppose de plus qu 'en représentan t par 41» Ie module 
max imum de A, (z) sur Ie contour S. Ia sér ie 2 (x) soit 
absolument convergente . 

A 1'aide de ces hypothèses on établi t ce t te proposition ana-
logue à celle de Cauchy qu'en représentant par g Ie module 
maximum sur Ie contour S de Ia somme 

supposée uni formément convergente sur Ie contour S, on a 
1'inégalité 

f ( z ) = 1 C9,(z) 

Considérons main tenant une série de Ia forme 

V (x) = > fn (x), OU fn (x) = 2 0„V 9 , (X), 
oe oc oe 
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toutes Ies séries V (z) et f„(x) é tan t supposées un i formément 
convergentes sur Ie contour S. Nous allons établir Io) que V (x) 
converge aussi à 1'intérieur de A et 2 o ) que Ion a V(#)==2<p.(#)2an»-

On t i re d 'abord de la convergence uniforme V (z) 1'inégalité 

m+p _ ^ m+p 
| - fn (-) I <£ ou bien | 1 ç, (z) 2 an» | < E> {z est sur la 
n=m v=o n—m 

ligne S), 

qui a Iieu pour une quant i té e donnée d 'avance, lorsque 1'entier m 
surpasse une certaine l imite. En employant Ie t l iéorème (1) on en 
dédui t 

m+p S 

0 ) I 2 «nv I < - , 8'J/„ 
n—m ^tc 

ce qui prouve que Ies sér ies 2 a„» = A, sont convergentes, et 
! ! = O 

que leurs restes satisfont à 1'inégalité 

S 
(?) I 2 a w | 

JI=M — — 

La p remiòre par t ie du théorème se vérifie a isément à l 'aide 
de 1'inégalité (a). Car soit x un point in tér ieur de l 'aire A, et 
observons que f i d e n t i t é 

m+p oo m+p 
2 fnix)= 2 i}iv(ar) 2 a«» 

n—m v=o «=tn 

combinée avec 1'inégalité (a) donne 

m+P Sa » 
I 2 / • „ ( í r ) | < — 2 I ? , ( * ) ! f ; 
n=m V=O 
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or s é tant infiniment petit pour m infini, on voit que la série 
- fn{%) doit è t re convergente, ce qui prouve Ia p remiè re p ropo-
sition. 11 faut encore établir la convergence de Ia série 2 A, 9, (x) 
et mont re r qu'elle est égale à V ( x ) . Décomposons à cet effet Ia 
série A, comme il su i t : 

»>—1 x 

A, = A , ' + A„", A , ' = 2 a „ „ A v " = 2 a„v, 
n=0 n=m 

il est clair que 1'on a 

m ~ 1 OO S 
2 fn(x)= 2 Av'9,(x), |A,"|< — e f ; 

la dern ière inégali té prouve que la série 

00 S 00 
2 I A, 9v(a?) |< — 3 2 1 ^ , 9 , (x) I 

v=0 - - »=0 

et par conséquent aussi la sér ie 2 A , " 9,(0:) est convergente et 
devient infiniment peti te avec s. Puisque 

2 f „ { x ) - 2 A, 9, Or) = 1 fn U) - 2 A, ' ' 9, (x) 

et que les deux sommes deviennent infiniment pet i tes pour m infini, 
il est claire que cet te dif lerence est r igoureusement zéro. 

Dans Ie théorème démont ré plus haut on n'a pas fait voir 
quel est Ie carac tè re de convergence de la série 2 fn(%) Iorsque 
x s 'approche indéfiniment du contour S. Ce t te question exige un 
moyen un peu moins é lémenta i re , à savoir Ie théorème que Ies 
valeurs de la par t ie réelle (imaginaire) de fn (x), pour Ies points 
intér ieurs^de A, sont contenues entre deux valeurs réelles ( i m a -
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ginaires) de fn (z ) sur Ie contour S. M. Jules Riemann en a 
conclut que la par t ie réelle ainsi que la par t ie imaginaire du 
corps de t e i m e s éloignés 

m-\-p m-j-jj m-f-p 
2 fn ( x ) = 2 U n 4- i 2 Vn 

J i = m n=m n—m 

sera contenue entre deux limites indépendantes de x et de p, 
qui seront infiniment pet i tes pour m infiniment croissant. En 
d 'au t res t e imes , on a cet te proposition beaucoup plus précise 
(mais superf lue pour quelques buts), que la co inergence de notre 
série I f n (x) sera uniforme dans loule Taire A. 
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E X T R A I T D U N E L E T T R E DE IVI. D O C A G N E A BI. E. L E M 0 1 N E 

«. . . 11 n'est pas saris intérét de remarqner que votre équation (2) 
(Journal de M. Teixeira, vol. xi , pag. 70) , à laquelle, ainsi que 
voos 1'avez fait voir, peut se ramener l 'équation (1), et que vous 
traitez par une métliode si simple, est un cas particulier de 
l 'équation 

x 2 - Kt/2 = 3» 

dont j 'ai fait connaítre la résolution en nombres entiers (lans Ies 
Comples rendus de VAeademie des Seienees de 188Í- (T. 9 9 , pag. 
1112) . En faisant K = 2 et 5 = 1 dans mes formules, on r e -
tombe bien sur Ies vòtres. 

C'est d'ailleurs aussi, au moyen des suites réeurrentes , que j ' a i 
traité Ie problème ainsi généralisé, et , à ce propos, je vous de -
manderai encore la permission de vous Iaire observer que j 'ai , 
par une marche directe, obtenu la formule générale (K') qui t e r -
mine votre note et qui donne Ia solution de 1'équation aux diffé-
rences (inies 

U„ = fU , l _2 + m U n _ i . 

Cette formule (écrite avec d 'autres notations) résulte, en effet , 
du simple rapprochement des formules (8) et (12) de ma Théo-
rie élémentaire des séries réeurrentes (Noucelles Annates de Mathé-
matiques, 1 8 8 4 , pag. (39 et 7 1 ) , 

Dans un grand Alémoire sur Ies suites réeurrentes achevé de -
puis quelque temps et qui paraitra dans Ie 64 e cahier du Jour-
nal de VEcole Polyleehnique, j 'é tends ma méthode aux équations 
aux dillérences finies analogues à la précédente , mais d 'ordre 
quelconque. . .». 
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N. J. L O B f l T C H E F F S K Y 

Em outubro de 1 8 9 3 tem logar o centenário do nascimento 
do eminente geometra russo Lobatcheifskv, o pr imeiro que de -
monstrou que o postulado de Eucl ides relativo á theoria das rectas 
parallelas nào pôde ser deduzido como corollario mathemal ico dos 
outros postulados e das definições e axiomas da Geometr ia e le -
menta r , e que a admissão d 'este postulado equivale á admissão 
de cer tas propr iedades do nosso espaço que só podem ser verifi-
cadas pela observação e pela exper ienc ia . N ' u m a serie de me-
morias que escreveu a respeito d 'esle assumpto, fundou mesmo 
uma geometr ia , independente do postulado das parallelas, não 
applicavel ao nosso espaço. 

Para ce lebra r o centenário d 'este sábio resolveu a Sociedade 
physico-mathematica da Universidade de Kasan, em que elle foi 
professor desde 1 8 1 2 até 1 8 4 6 e re i tor desde 1 8 2 7 até 1 8 4 6 , 
abr i r uma subscripçâo com o louvável fim de fundar um premio 
em sua honra e de lhe levantar um busto no edifício da Uni-
versidade. Uma circular vem de ser dirigida aos geómetras convi-
dando-os a associar-se a esta manifes tação jus ta . Assignam esta 
circular o sr. Wassil ieff , presidente da Sociedade physico m a t h e -
mat ica de Kasan, o sr. Souvoroff, v ice-pres idente da mesma 
Sociedade e os professores de mathemat ica na Universidade de 
Kasan. 
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D E F I N I Ç Ã O ANflLYTICfl DOS N Ú M E R O S C O M P L E X O S 

POR 

J. BHUNO DE CABEDO 

(1 ' rofessor na Univers idade de Coimbra) 

1. Com a, b,... a', b',... significamos números positivos ou 
negativos. 

Posto isto, chamaremos numero complexo a todo o symbolo 
da forma a ^ b ^ (*) sujei to ás definições s egu in t e s : 

8. Diz-se que a-— b^ = a'^b'% , quando fòr a = a', b = b'. 
I)iz-se que a-^b^ — a' , quando fòr a = a', ò = 0. 
Para simplificar, com o symbolo b^ representaremos o numero 

complexo 0 - ^ 6 ^ . 

3 . Chama-se addição dos números complexos e a ' — b ' ^ 
á operação definida pela egualdade 

( a ~ 6 # ) + ( a ' ~ ò ' # ) = (a + a')^(b + 6 ' ) * . 

Como a = a<~^O^ e b .̂ = O ^ b i l t , resulta da p receden te def i -
nição 

a + bm = ( a ^ O , ) + = a ^ b , . 

(#) Symbolns que não difTerem essencialmente de a ^ b . são usados nas 
mais rudimentares applieações da arithmeliea, quando se pede a descripção 
quantitativa e qualitativa de um todo composto de elementos de duas espe-
cies differentes. 
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Logo todo o numero complexo a—^b^ pôde pôr-se debaixo da 
fórma a + b^ 

4. Chama-se multiplicação dos números a + b^ e a' + 
á operação definida pela egualdade 

(a + (a + J = (aa ' - bb') + (ab' + ba%. 

D'e? ta definição resulta b . = (6 + 0 * ) ( 0 + IJ = 6 * . 
Logo lodo o numero complexo pôde pôr-se debaixo da íórma 

a + b. 

Quanto ao numero 1 * , mostra a mesma definição que é 

1 * . 1 * = ( 0 + 1 * ) ( 0 + l * ) = - l . 

5. Com estes princípios a exposição completa da theoria dos 
números complexos não apresenta a menor d i f icu ldade . 
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BIBLIOGR APKIA 

A. Faifofer. — Elemenli di Geometria, <S.a ed., (Venezia, 1891). 

E n t r e os livros que têm sido publicados para subst i tuir nas 
escholas a obra immortal de Euclides, um dos melhores que co-
nhecemos 6 o que, com o t i tulo precedente , foi publicado em 
Italia pelo sr. Fa i fo fe r , professor no Lyceu Marco Foscarini de 
Veneza. Por suas boas qual idades mereceu esta obra elogios de 
alguns geómet ras illustres, como Bel t rami, Mansion, etc. , e 
obteve um.successo tal entre os professores i tal ianos que onze 
edições d'ella foram até hoje publicadas. Está na verdade escr i -
pto com um cuidado tal que é um verdadeiro modelo a seguir 
em obras d 'esta natureza. 

As doutr inas que se encontram nos Elementi do sr. Fa i fofer 
são aquellas que ordinar iamente contem os manuaes de Geome-
tria e lementar destinados ao ensino, e estão dispostas em vinte e 
quatro capítulos, sendo um dest inado ás noções fundamentaes , 
quatorze á Geometr ia plana e os res tantes á Geometr ia no 
espaço. 

Dos capítulos que pelo modo original como estão escriptos, 
merecem mais a t tenção, mencionarei em pr imei ro logar o capi -
tulo primeiro, onde o auctor tracta de enumera r e fixar com o 
maior cuidado quaes os princípios que a sciencia geometr ica 
vae buscar á observação ex te r io r . IVelIe o sr. Fa i fo fe r subl i tue 
muitas definições ininteligíveis, (pie apparec iam nos anter iores 
manuaes de geometr ia e lementar , por postulados c la ramente 
explicados. 

Merece t ambém at tenção o modo simples como é t ractada a 
theoria da equivalência. O auctor chama equivalentes duas su-
perfícies que se possam dividir no mesmo numero de par tes 
respect ivamente eguaes. Par t indo d'esta definição, mais compre -
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hensivel do que a dada nos manuaes an ter iormente publicados, 
tracta com a maior clareza da equivalência dos polygonos. Para 
abranger as superfícies terminadas por linhas curvas é esta defi-
nição es tendida no capitulo int i tulado ciclometria. 

N'es te capitulo, um dos melhores da obra , o auctor collo-
cando-se p r imei ramente n 'um ponto de vista gera l , introduz a 
noção de classe de grandezas (grupo de grandezas que satisfazem 
a uma determinada condição) e de classes contíguas (duas classes 
taes que cada grandeza de uma das classes seja maior do que 
todas as grandezas da outra classe, e taes que se possam achar 
duas grandezas, uma de cada classe, cuja diíferença seja menor 
do que uma grandeza da mesma especie dada qualquer) e estuda 
as propr iedades d 'estas classes de grandezas. Em seguida , ba-
seando-se n 'estas propr iedades , demonst ra a proposição funda-
menta l segundo a qual, dado um circulo, existe um segmento e 
um só que tem a propr iedade de ser menor do que o per ímetro 
de qualquer polygono circumscripto e maior do que o perímetro 
de qualquer polygono inscripto. É este segmento que por defi-
nição considera como equivalente ao circulo e cuja de te rminação 
consti tue o problema da rectif icação da c i rcumferencia . 

Depois de resolver este problema, passa á resolução do p r o -
blema da quadra tu ra approximada do circulo. N'este logar, 
fazendo a extensão da noção de equivalência a que já nos r e f e -
rimos, considera como equivalentes duas superfícies que estejam 
comprehendidas entre duas mesmas classes contíguas, e mostra 
que a superfície do circulo é equivalente a um triangulo de base 
equivalente á circumferencia e de altura egual ao raio. 

A falta de espaço não nos permit te indicar mais pontos da 
Geometr ia do sr . Fa i fo fe r que merecem at tençâo. Te rmina remos 
pois esta noticia dizendo que as modificações introduzidas pelo 
sr . Fa i fo fe r na exposição da Geometr ia e lementar têm sido ado-
ptadas na maior par te dos livros italianos poster iormente publ i -
cados e recommendando a sua excel lente obra aos professores 
dos Lyceus portuguezes. 

Humbert. — Traité d'Arilhmélique, (Paris, Nony, 1893). 

Diz o sr. Tannerv , no prefacio d 'este livro, refer indo-se a el le: 
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