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DOIS THEOREMAS DE GEOMETRIA ELEMENTAR

PFOR

Francisco pa Ponte HoRTA

Demonstrou-se em Geometria analytica, no estudo das proprie-
dades da parabola, que a circumferencia circumscripta ao trian-
gulo formado por tres tangentes a essa curva passa pelo féco.
“arece-me porém de algum interesse dar a esta proposicio uma
feigdo mais abstracta e geral, facilitando o seu ingresso na Geo-
metria elementar, enunciando-a e demonstrando-a do seguinte
modo: )

Se tres circumferencias de circulo se interceptarem no mesmo
ponto, e as suas tres outras interceccdes estiverem em linha
recla, digo que os centros d’estas circumferencias estario n’outra
circumferencia que passara pelo ponto commum das tres pri-
meiras.

Seja M a intersecgho commum das tres circumferencias C, €/
e C"; e B, A e B as tres intersecgdes restantes.

Tire-se por A (intersec¢do comprehendida entre € e B) uma
transversal parallela & linha dos centros das circumferencias que
se inlersectam em A, a qual cortard as mesmas circumferencias
em E e E'. Se tirarmos a recta CC’, C'C", MC e MC/ ter-se-ha
produzido o triangulo OC'C”, cortado pela recta MC antiparal-
lela a C'C". :

Com effeito, por serem eguaes os angulos BAE e B/AE/, ter-

e el . e PR
se-ha BE =B'E", e por conseguinte MB =MB", e logo
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MCO =0C"C'; concluindo-se o existirem os quatro pontos M,
C, €' e C” na mesma circumferencia w.

Reciprocamente, se de tres vertices d'um quadrilatero inscri-
ptivel, como centros, descrevermos circumflerencias que passem
pelo quarto vertice, digo que as outras tres intersecgdes d’estas
circumferencias estardo em linha recta.

Sejam por sua ordem CM, C'M, C"M as tres circumferencias
dadas e sejam B e A respectivamente as inlerseccdes da 1." e 2.°,
edale3.e suppunha-se que a 3." ndio encontra a 2.* na inter-
secqlo B’ d'esta com a recta AB, mas que corta esta recta em
By ou Ba: descreva-se enldo nova circumferencia C”y por A, M,
B'. A primitiva circumferencia C” e a actual C"; teem ambas os
respectivos centros na recta CC” perpendicular & corda MA, si-
luadus & direita della; e visto que ambos esses centros estdo na
circumferencia » (propos. diret.), ja cortada pela dita perpen-
dicular & esquerda de MA; segue-se que esla circumlerencia
serh cortada por uma recta em tres pontos C, C" e €y, o que é
absurdo.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 5]

BIBLIOGRAPHIA

L. C. Almeida. — Primeiras nogdes sobre o caleulo das quanti-
dades geometricas. — Coimbra, 1892,

Contem este opusculo a theoria das operacdes sobre quanti-
dades geometricas e a da representacio d'estas quantidades por
numeros imaginarios. A exposi¢io d'estas doutrinas ¢ feita com
a malor clareza e simplicidade, de modo a poderem ser compre-
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rema fundamental da Algebra que se baseam nas theorias n'elle
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E. Mosnat. — Problémes de Géométrie analytique, 1. . — Paris,
1892.

Deu-se na pag 21 do t. x d'este jornal noticia do vol. 1 d'esta
boa colleccio de problemas. No presente volume o auclor
occupa-se ainda da Geomelria analytica plana, appresentando a
este respeito 699 problemas, uns com as respectivas solugdes e
outros simplesmuulu enunciados. Os assumplos a que esles pro-
blemas se referem sdo aquelles que slio exigidos aos candidatos
4s Escholas Polytechnica e Normal de Paris.

Estes assumplos sendo entre nés estudados numa cadeira do
primeiro anno dos cursos superiores de Mathematica, recom-
mendaremos esta collecgio de problemas aos alumnos que fre-
quentam esta cadeira.
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da Academia bohemia de Praga, t. u).

N'este bello artigo o auctor determina os integraes definidos

.‘Kﬁg

’ sna ena dna snz "EA+IK 19 5nq ena dna sn? xdx
o 1—R2miasmiz

'

K | —k2snasniz

obtendo por um meio novo dois resultados importantes devidos
ao sr. Hermite.
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G. de Longchamps. — Le caleul des séries convergentes (El Pro-
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SUR LA CONIQUE OSCULATRICE DES LIGNES PLANES

FAR

GEMINIANO PIRONDINI

(& Parme)

I
Equation de la conique osculatrice

Rapportons une ligne plane quelconque L au systéme d'axes
formé par une de ses tangentes (axe des £) et par la normale
correspondante (axe des u) et soient: £, » les coordonnés d'un
point quelconque; s et ¢ I'arc et le rayon de courbure de L; ¢
I'inclinaison d'une tangente quelconque sur I'axe des £. On a les
formules :

ds dn
_—— F= - - = 1 s — == AN & >
ot i) di =cose.ds; dn=sineds; i tange;

et i l'origine A des axes, ou I'on a ¢ =0, on peut écrire:
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Une conique quelconque K, tangente & la courbe donnée L a
l'origine A des axes, a pour équalion :

(2) Az®+ 2B xy+ Cy*+ 2Dy =0,

A, B, C, D étant des constantes et les coordonnées x, y étant
comptées suivant les axes des £ et des n respectivement,

Si l'on dérive successivement |'équation (2) quatre fois par
rapport & &, en remarquant que l'on a:

1
z=0, y=0, -;%-:

a l'origine A, on trouve que la premiére des équations dérivées
est vérifiée par identité et les autres suivantes deviennent :

Y pamo: DOY sanTY g
Dod+A=0: DIX 4382 —0;

(3)

dy dly\ 2 dy
nd—;,+3c< 3) +4B. =0,

les dérivées étant évaludes i l'origine A.
Les quantités A, B, C, D peuvent étre déterminées de facon,
a rendre au point A:

dn dy ds ks d!yl ¥y L2 day_ diy £ diy
d_ﬁ g 'd_ET{ T dzt’ dEd  dx®’ dEt dxt
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ce qui, en force des (1), (3), nous donne:

En prenant D=9, on peut dire que I"équation de la conique
osculatrice & une ligne plane quelconque (courbes dont le contact
mutuel est du quatriéme ordre) est la (2}. A, B, C, D étant dé-
finis comme il suit :

() A=—9; B=3p; C=3p"—2*—9; D=9,

Cette conique est donc une ellipse, une parabole ou une hy-
perbole suivant que la quantité

3ps" — 292 —9
est, au point considéré, <0,=0, > 0.
ArpLicaTiON. — D’aprés ce qui vient d'étre dit,

3pp — 2 —9=0

est I'équation différentielle de la courbe dont toute conique oscu-
latrice est une parabole.
Et puisque par le calcul habituel on obtient :

L R

JV@LQ
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a el b étant des constantes, on voit que la ligne cherchée est elle-
méme une parabole (); les coniques osculatrices coincident done,
dans ce cas, avec la ligne osculée.

Les points oil la conique osculatrice d'une ligne plane est une
parabole sont donc des points isolés; et sur la courbe donnée,
dans le voisinage d'un de ces points, les coniques osculatrices sont
d'un coté des ellipses et de l'autre des hyperboles.

Par exemple sur la chatnette :
!

-
s

il y a seulement le point s=ay/ oii la conique osculatrice est

une parabole ; dans les autres points celte conique est une ellipse
ou une hyperbole suivant que :

s<ay3, ou s>ayi.

i1
Centre de la conique osculatrice

Si la cenique osculatrice est une ellipse ou une hyperbole, le
centre est a distance finie ; en désignant par ag, yp ses coordon-
nés par rapport i la tangente et & la normale au point de contact,
on a:

A0 LB AD
L SIGNG T S T . e BETV5

(#) Cesaro— Sur deux classes remarquables de lignes planes — N. An-
nales de Mathématiques, 1888,




m'msm'nc&s E ;smommc;s 13

c'est-a-dire & cause des (4):

3¢’ 9e
5 el Ol S EIE S AR,
( } 3'0. 9 + Frg i 3PPH 5'0 9 + ?;! i SPP”

Prenons pour direction positive de 'axe des y celle qui va du
point de contact au centre de courbure et pour direction positive
de I'axe des x la direction de la courbe suivant laquelle le rayon
de courbure augmente. On voit alors que le centre de la conique
osculatrice & la ligne plane L est placé, par rapport i la tan-
gente de L, du coté de la concavité ou de la convexité, et, par
rapport & la normale de L, du cdté oit le rayon de courbure croit
ou diminue, suivant que celte conique est une ellipse ou une hy-
perbole,

Lorsque la conique osculatrice est une parabole, le centre est
a l'infini sur la droite passant par le point de contact et inclinée
a la tangente de la ligne osculée de I'angle ¢ défini par I'équa-
tion :

o 3
tang p—y;; = _PT

AppLicaTION. — Si I'on exclut de notre considération le cercle,
la premiére des (5) nous apprend qu'il ne peut pas étre xg=0;
la normale & la courbe osculée n'est donc jannais un axe de la
conique osculatrice.

Nous allons voir, avec plus de généralité, s'il y a des lignes oil
les axes des coniques osculatrices sont inclinés d’un angle constant
sur les tangentes des lignes osculées. Si 6 est I'inclinaison d'un
axe de la conique sur Faxe des @, on a:

2B 6g'
tang () = — =~ S35
d'oir il suit : '

3 tang (26) . pp" — 2 tang (24) . :"* + 6’ = 0.
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Lorsque p"=0, I'équation que I'on vient d'écrire donne :
p=13cot (20).5;

toute spirale logarithmique appartient donc a la famille des lignes
dont il s’agit; et si 'on désigne par ¢ l'inclinaison constante de
cette courbe sur les rayous vecteurs issus du pole, on a:

coti =V 9+ cot?s
cot B = 3 i

Si p” n'est pas=0, on obtient & I'aide d’un calcul usuel:

k * 4
Etang(ﬂﬂ}] i S
A

k et a étant des constantes arbitraires.

1.* cas.—S8i k<0, en remplacant k par— A%, on a aprés une
quadrature :

L
1 b —k cot (26
o + klog \/_*’7_ =b——#£—].s.

b gk

b étant une constante.
2.2 — 8§i k<0, on remplace k par k* et un procédé analo-
gue au précédent nous donne :

s Wi cot (24)
g —k.arc. tang (I)Eb + -._k‘_Tg,

b étant une constante.
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Le probléme proposé est donc résolu dans toute sa généralité.

CAS PARTICULIER, — Si § = —I—. I'équation différentielle du pro-

bléme se réduit a:

3pp! =207,

d’oi par intégration :
p=(as+b)3,

a et b étant des constantes.

1

Axes de la conique osculatrice

L'équation de la conique osculatrice rapportée i ses axes est :
Mz?+ Ny2+P=0,
M, N, P étant liés par les relations :
M+N=A+C; MN=AC-B?; P=Dy,,

et yo étant donné par la deuxiéme des (5).
Si donc on pose :

A R I_\/'N'_
e _Fr .3 P-
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on obtient :

9+’ —
"&" — ?];\/ F ( IS + QPJE—SPP”—HV’Jb? 2 ot (ﬂpu— 399“}‘)

9 —
_z—\/ +P Spp" (184242 3:¢"+V 3657 + (25— 3¢¢")")

Lorsque la conique osculatrice est une ellipse, on a:
9452 30" >0; 18+ 2% 3pp''=(9+p2—3pp") +(9+¢%) >0
(18 + 242 — 3pg")2 > 360" + (22 — 3pp")?,
ce qui démontre que @ et b sont des quantités réelles et de plus:
a>b;

9a est donc le grand-axe de I'ellipse osculatrice et 2b le petit-axe.
Si la conique osculatrice est une hyperbole, on a:

942~ 3pp" <0

et conséquemment :
(18+ 2p 2 — 3pp")? < 362+ (29— 3pp")",

¢'est-d-dire :

18+ 2p'2 — 3pp" < vV 36"+ (25— 3pp")".

L’expression de a est donc réelle et celle de b est imaginaire ;
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2a est par conséquent 'axe réel de I'hyperbole osculatrice et
26V — 1 la longuer réelle de 'axe imaginaire.

AppricaTioNs — 1) a et b soient des constantes.
Les (6) nous donnent :

{ | [:9' + p’! 3pp”} 1(9+ p’! Jpp")+ (94"}
a? bt 319 :

27,1

8) ab—— —E
(9+ ¢ —3pe")’

d'ou, en éliminant 9 + " — 3pp",

=/ i)~ -

On obtient par intégration :

s+ const = —[ i
\/k "”“(ﬁ)af

c'est-d-dire Iéquatum mtrmséque des comqut,s (% J
Donc «entre les lignes planes il n'y a que les coniques dans les-

(#) Cesaro — Mémaoire ciié,
2
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quelles toutes les coniques osculatrices soient égales entre elles; et
dans ce cas les coniques osculatrices coincident avec la courbe os-

culéen.
2) Si les coniques osculatrices sont des ellipses ayant une sur-

face constante, la (8) nous donne :

A
(9) 9+ p'* — 3pp" —mp,’

m étant une constante ; cette équation différentielle peut se ren-
dre linéaire du premier ordre par une transformation visible. Une
intégration effectuée sur I'équation transformée, nous donne :

i £
(10) 9+ p2+my’ =ng’,

n étant une nouvelle constante.
La (9) réduit la (7) & l'autre :

i 4
1 % 1 mp® (9+ 2+ mp?)
;i b* & 81 F£

qui, par I'application de la (10), devient :

| 4 | mn
a? it 81°
Les conditions :
ab = const, — 4+ — = const
' gt bt

nous apprendent que la conique osculatrice est toujours égale a
soi-méme ; en appliquant donc le théoréme précédent, on a:
«Si les coniques osculatrices d'une ligne plane sont des ellipses
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a surface constante, celte ligne est elle-méme une ellipse ; el dans ce
cas les coniques osculatrices coineident avee la courbe osculéen.

3) Si la conigne osculatrice 4 une ligne plane est toujours
une hyperbole équilatére, on a:

a—!=‘—‘i'

bt
c'est-d-dire, 4 cause des (6):
3:p"—2p2—18=0.

Cette équation, par un procédé trés connu, donne

jj._.. dP —— =s-+const,  (m=const)
\/m pé'_— 9

qui représente une hyperbole équilatére ().

Donc «entre les lignes planes il n'y a que Uhyperbole équilatére
dans laquelle toutes les coniques osculatrices soient des hyperboles
équilatéres; et dans ce cas les coniques osculatrices coincident avec
la courbe osculéex.

4) Si la conique osculatrice est une ellipse et 'on désigne par
S sa surface, on a & cause de I'équation (8):

27 wp?
(9 +p—3pp")

o

Si donc le rapport de la surface du cercle osculateur a celle de

L B P8 e AP

(%) Cesaro — Mémaire eit.
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I'ellipse osculatrice est une constante k, on a |'équation:

(11) 3 —pt=a
dans laquelle :

(12) a=9 (1 —Vi).

L’équation (11), par un calcul trés facile, donne :

(13) Jvﬁﬂqanm
mp' —a

m et b étant des constantes.
{er cas.— Sia >0, c'est-d-dire k < 1, la constante m est po-
sitive ; en la remplagant par m? et en effectuant la quadrature (13),

on as

PR P = 2m?

{(14) mo \/n!' —a+ta. log(mp"+\f{m*p —a) - T-"“f'b

QEME gas.— Si a =0, ¢'est-A-dire k=1, la constante m doit
&tre positive ; en la remplagant par m%, la (10) nous donne:

3
(15) p=(cs +b)°
¢ et b étant des constanles,

3evE cas.—Si a <0, c'est-d~dire k> 1, posons:

(16) A=—a=9(Vit-1)
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et I'équation (13) devient :

— =g const

s

a)—Si m <0, on peut la remplacer par —m? et alors, en
effectuant la quadrature, on a:

(Va —m?’ ) gms

(17) mpf’\/ﬁ—m'p + A . arc. tanglk v

1_
mg’

3)—Sim=0,o0na:
(18) p=VA.s+b.

¥)—Si m>0, on peut la remplacer par m? ce qui donne:

1 A R Wit .
(19) mf-:'\/A+m’pJ:—AIog(mp°+\/A+m'ip‘)-=-gl—:+b.

En résumant, des lignes planes dans lesquelles les coniques
osculatrices sont des ellipses ayant un rapport cunstantTaux

cercles osculateurs il y en a une seule famille (celle représentée
par (14), a étant donné par (12)) si k < 1; une seule famille (celle
représentée par {[5\ ) s1 k=13 trois familles (celles représentées
par (17), (18), (19), A étant donné par (16)) si k> 1.

La (18) nous apprend que les spirales logarithmiques appar-
tiennent a la famille des lignes dont il s’agit; pour ces courbes
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le rapport k (> 1) est lié¢ a I'angle constant i sous lequel les spi-
rales coupent les rayons vecteurs issus du péle par la relation:

coti =3\ Vit —1

v

Propriétés caracteristiques de quelques lignes
particuliéres

1) Si A est le point de contact, Cy, Cg les centres de pre-
midre et de deuxidme courbure de la ligne osculée et C le cen-
tre de la conique osculatrice, la mmhlmn que les points Cy, Ca,
C soient en Ilgne droite est yp=1¢, yo Clant donné par la deu-
xiéme equation (5).

Cela nous offre :

3pp" —p2 =0,

équation que I'on peut dériver de la (11) en y supposant a =0,
ce qui conduit aux lignes représentées par (15).

Donc «les lignes planes dans lesquelles les centres de premiére et
de deuxiéme courbure et le centre de la conique osculatrice sont en
ligne droite, sont caractérisées par la propriété que la conique
osculalrice est toujours une ellipse ayant la méme surface du cercle
osculateur. Ces lignes sont représentées, en coordonées intrinséques
P 8, par ['équation (15)».
| 2) Soit Cy le centre de troisitme courbure de la ligne osculée
et les points Cg, Cy, C soient en ligne droite. Puisque Cq est, par
: rapport & la normale de la ligne L., tlu cdté ol les rayons de cour=
| bure diminuent, on doit avoir xg=—py, ¢y étant “donné par la
' premiére des (5) et gy étant le rayon de courbure de la ligne
donnée,

Et puisque py=gpl, il résulte :

3pp" — ¢t =12,

équation que I'on dérive de la (11) en posant a = 12.
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Done «les lignes planes dans lesquelles les centres de premiére et
de deuziéme courbure et le centre de la conique osculalrice sont en
ligne droite sont douées de la propriété que la conique osculatrice
est toujours une hyperbole. Ces lignes sonl representées en coordon-
nées intrinséques o, s, par l'équation (14) pourvu que l'on 'y sup-
pose a=12».

3) Si dans I'équation de la conique osculatrice on posé =0,
on a pour y deux valeurs:

IRP
=0, -
n Ya 9+29;g_3FFH

1l suit que I'équation :

(20) 3p0" — 2,2+ 9=0,

que I'on obtient en posant yy = o, représente les lignes planes dans
lesquelles les coniques osculatrices passent par le centre de cour-
bure.

L’équation de ces lignes est donc:

- dp
21 %
21) j\/§+me“

m ¢tant une constante.

Si 4 la condition du passage de la conique osculatrice par le
centre de courbure on ajoute l'autre que cette conique soit une
ellipse ayant un rapport constant au cercle osculateur, on a le
systéme des équations (11), (20) d'ou, en retranchant et inté-
grant :

= 5+ const,

p=3",2—ﬁ.s+consl,




o
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la constante k étant donnée par I'égalité :

22) k= (%)'.

En appliquant donc ce que l'on a vu & la fin du § 111, on a le
théoréme:

«La famille de lignes planes dans lesquelles les coniques oscula-
trices sont des ellipses passant par le centre de courbure et ayant

un rapport constant I aur cerdes de courbure est constituée par
les spirales logarithmiques coupant les rayons vecteurs issus du pdle

sous I'angle i tel que coti=

. Pour ces lignes le rapport con-

V2
stant k est donné par (22).

Remanque. — Les équations (20), (21) nous donnent :

L

L
Jpp ' —p2—9mpt— lB:mpx——%.

Si done m <0, la conique osculatrice est toujours une ellipse;
si m=0, on tombe sur les spirales logarithmiques que l'on
vient de déterminer et conséquemment la conique osculatrice est
toujours une ellipse; si m>0, la conique osculatrice est une
eIIiPse. une porabole ou une hyperbole suivant que la quantité

i { .
mp e est, au point de contact, <0, =0, > 0.

4) Soit & l'inclinaison de la tangente aun point de contact sur
la droit ACs joignant A au centre Cg de deuxiéme courbure: si
I'on remarque que le rayon gy de deuxidme courbure est lié & p
par la relation py = pp', on a:

P

1
tang|=-=7.

e '
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Et si l'on élimive z entre I'équation de la conique osculatrice
et I'équation:

z=p'y

de la droite ACg, on a pour y deux valeurs:

18¢
= IS+ spt—3pp

y’=0|

) suit que I'équation:
(23) 3ep" —5p2+9=0,

que T'on obtient en posant ya=¢, représente les lignes planes
dont les coniques osculatrices passent par le centre de deuxiéme
courbure, L'équation de ces lignes est donc:

»  dp
—— =5 const,

(24) e
j \/_2 me’

m étant une constante.
Les lignes pour lesquelles sont vérifices les équations (11),
(23) sont représentées par |'équation

3 Vi
P=~2-'*2ﬂ V k2 . s+ const,

k étant défini par I'égalité:

(3
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si donc on a présent les derniéres considérations du § I,
on a:

«La famille de lignes dans lesquelles les coniques osculatrices
sont des ellipses passant par le centre de dewxiéme courbure et ayant

un rapporl constant Pt cercles osculateurs, est constituée par
les spirales logarithmiques coupant les rayons vecteurs issus du
pole sous I'angle i tel que coti= e Pour ces lignes le rapport

constant k est donné par (25)».

REMARQUE. — Les équations (23), (24) nous donnent:

n. B4

3pp" —p2—9=4mp’ G

Si donc m<0, la conique osculatrice est une ellipse; si
m =0, on obtient les spirales logarithmiques que I'on a déter-
miné, et par conséquent la conique osculatrice est une ellipse; si

m >0, la conique osculatrice est une ellipse, une parabole ou
L

une hyperbole suivant que la quantité Smp® —‘? est, au point

de contact, <0, =0, > 0.

4

Application & 1a spirale logarithmique

L'équation intrinséque de la spirale logarithmique L coupant
les rayons vecteurs issus du pole sous I'angle constant i peut
§'éerire:

?=s.c0tf:
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P LSS

et puisque on en dérive:
3pp" —p2—9=—(9+cot?i) <0,

on conclut que les coniques osculatrices sont des ellipses.

Si £,  sont les coordonnées d’un point quelconque de la ligne
A lieu des centres des coniques osculatrices de L, les équations
(5) donnent:

: 3s.cot?i Os . coti 2
=3+ -———.C088 T —5CO8);
9+ cot®i 9s. coti
+3s.rut‘i +ﬂs.mtf
B s GRG0
=Y 9 ¥ ot OFcotti L7

(cosa, cosB3), (cosy, cosp) élant les cosinus directeurs de la
tangente et de normale de L.
En désignant dooe par ¢ I'arc de A, on a:

g de Kroti
{2‘)) -J; — S
V9 + cot?i
d:  coticosa+ 3 cosd dn coticos B+ Jcosp
de Vo+tcothi ds V9 + col2i

[d?% 1 coticosh—3cosa

do®  p heoli

(27)
d¥y 1 coticosp—3cosi

L—i?‘=?' koot
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et si py est le rayon de courbure de A, les (27) donnent:

Lcoti oot

8,

Pror J 5 e
VO4cotti V94 cot?i

c’est-d-dire, & cause de la (26):
Pi=0c.coti.

Donc «le liew des centres des ellipses osculatrices d'une spirale lo-
garithmique L est une nouvelle spirale logarithmique A égale & la
primitive et ayant le méme poles.

Si A, Ap sont deux points correspondants des lignes L, A; &
la distance AAg et ¢ l'inclinaison de AAy sur la tangente de L,
on a, & cause des (5):

3= f£’+y:=¢—“7',= lﬂng'r=i—:=‘3tﬂ"8"s

d'oir I'on dérive:
d=s.coti.sing=p.sing.

Le point Ag est donc la projection orthogonale du centre de
courbure sur la droite AAg: et puisque les droités comme AAp
sont inclinées d'un angle constant sur L, on a:

alLes droites joignant les points d'une spirale logarithmique L
aux centres correspondants des ellipses osculalrices sont les tangentes
a la spirale A lieu de ces centres».

Puisque les formules (6) et celle donnant la surface de I'ellipse
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osculatrice deviennent dans nolre cas:

a e " i
‘1 9+ cotti)* (VOF colfi—cot i)' 1

a 9 coti s
(28)/
1 (9+cot2i) (V9+cotti+coti) 1 ;
b 9 cot i 74
27
S= o npg,
(9-+cot®i)?

on conclut: «Les ellipses osculatrices d'une spirale logarithmique
sont semblables entre elles; le rapport de leur surface a celle du
3

cercle osculateur est la constante 27 (9 + cu!‘f}-' ».

(Voir, pour cette derni¢re propriété, la fin du § III).

Considérons le triangle AA¢B don les somméts sont le point
de contact A, le centre Ag de I'ellipse osculatrice et le point B
oii la tangente AT est coupée par I'axe de I'ellipse ayant I'incli-
naison 6 sur la tangente. Puisque (§ 11):

Lo 6o’ : g
{2“} lilllg ('2.{':] = 29]" 23 3 E;;_;; =J. tﬂllg 1

et l'inclinaison » de la droite AA, sur la tangente est définie de
la maniére suivante (§ V)

tan p =tang (TAAy) =3 .tangi,
il résulte: ¢=26;

et cela démontre que le triangle AAgB est isoscéle sur la base
BA,.
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Si donc on remarque que la droite AAy est tangente & la
spirale A et que, dans une ellipse, la tangente, dont le pointe de
conlact est & la méme distance du centre et des traces de cette tan-
gente sur les axes de la conique, est paralléle & la droite joignant
les extrémités du cadran elliptique qui contient le point de con-
tact, on arrive aux propriétés suivantes: «Dans la spirale loga-
rithmique les axes de Uellipse osculatrice sont inclinés d'un méme
angle constant sur les tangentes de la ligne donnée et du lieu des
centres de ces ellipses».

«8i @ un point quelconque d'une spirale logarithmique on con-
struit Tellipse osculatrice, la tangente commune a ces lignes, au
point de contact, est paralléle a la droite joignant les deux som-
méts de cetle conique entre lesquels est placé le point de contact».

Si nous revenons un instant au cas d'une ligne quelconque L,
et I'on conserve aux symboles ¢ et § la méme signification
qu’auparavant, on a:

w 3 <3 3pV09+,"0
tangop-:-a;n?‘ Vx“+y“=9_——_+_;‘?—ﬁpp”'

La condition § = p.sing, revenant a I'autre:

94 p”' 0 1
fg T 913_3”:!}! gy +P'i‘

donne ¢" =0, cas de la spirale logarithmique.
Si I'on rappelle I'expression de tang (26) du § II, on voit que
la condition 20 = ¢ équivaut a I'autre:

6! 3
v

;29@___ 3 é?_"

ce qui entraine I'équation p” =0 de la spirale logarithmique.
Donc «la propriété que dans la spirale logarithmique le centre
de la conique osculatrice est la projection orthogonale du centre de
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courbure sur le diamétre de la conique passant an point de con-
tact, et l'autre que les axes de la conique osculatrice ont la méme
inclinaison sur la tangente de celle conique au point de contact et
sur le diamétre passant par ce point, appartiennent exclusivement
a la spirale logarithmique .

Y1

Une propriété génerale de la spirale logarithmique
et ses applications

Si 2y, yy sont les coordonées d'un point quelconque de la
ligne Ly que I'on obtient de la spirale logarithmique L

p=s.coti

en menant par ses points des droites inclinées de I'angle constant
¢ @ la courbe L et en prenant sur ces droites des portions ks pro-
portionnelles & I'arc s, on a:

xy=a+ ks(cosacos g+ cos Asing);

(30)
Y1=y + ks (cos & cos A + cos p sin ¢),

(cosa, cosB), (cosk, cosp) étant les cosinus directeurs de la
tangente et de la normale de L.
Si s est I'arc de Ly et I'on pose:

(31) m=v(1+kcosy—ksing. tangi)*-+ k*(sin g+ cos g . tang )
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on obtient:

d.ﬂ = s

dzy 1 | : b ) _

E= 5 )(H— keosp— ksing.tangi)cosa+k(sin-+-cosp.tangi)cosi
(32) |

Jyl 1!' 1-+k Nensi4-kising H

.ds|.=;£{ +kcosg—hksing. tangi)cns i +k(sing EOS?.iEI'I]gI'}(‘OSP.E

dexl ! : ; . * l

st m® (l"'kc“S'P“kS'“?-‘B"gl}l:ﬂsl—kl:sm?-!—(:ﬂs?.tangf]cusn.l?

I L e b AN e e et e, 8

ds,2 m:;:_‘!j{ cosg—hsing.tangi)cosp—Fk(sing+-cosp. anbl;-cospi %

Puisque les derniéres équations nous donnent:
p1=mp =5y . cot1,

on conclut que Ly est une spirale égale a L; la construction
géométrique donnant Ly nous apprend & son tour que les deux
spirales L, Ly ont le méme pole.

Soient Ay et Ay les points de Ly qui correspondent au point
A de L, suivant que I'on regarde les lignes L et Ly dans la
dépendance qui dérive de la construction géométrique précédente
ou bien dans la dépendance qui dérive de leur égalité. Soient:
O le pole commun; OAB, OA{By, OAs les rayons vecteurs; AC,
Ay Cy les tangentes et AA(D la droite joignant A & Ay.

On a:

BAC=i; CAA;=g; OAA;j==—(i+¢)

Puisque les cosinus directeurs de AA;D sont les multiplicateurs
de ks dans les (30) et ceux de la tangente AyCy sont donnés par
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les (32), on a:

k+cosg
m B

cos (CiA{D) =

d'oii:

k+ cos
CiA¢D = arc. cos (——M)

m

Il résulte done:

f 'k + cos g
AAO=BAD =i i—:m'.tus( f“_"q:'>
m
et
. k + cos
(33) AOA; =g —arc.cos ( +—FP?—?)_
m

Si R=Ryp.eol, o est I'équation polaire de L, et (Ry, wi),
(Rg, wg) les coordonnées polaires des points Ay, Ag, on a:

I{I e |{“ cl'-nii.wJ‘ [{! it “DPIL‘UI.I'.N.‘.,

d’oll, en remarquant que Ry=0Ag=0A:

OA  OA,
0A; OAg

= pCol1 {tig — Wy

Et puisque:

0A
= — — = J ( Shdy
OA; m = A0
il résulte:
(34) A{OAy =—tangi.logm,
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Si done on pose y = AOAg, les équations (33), (34) donnent:

k -+ cos 9)

(35 y=gp—tangi.logm—arc. cus( e

Par conséquent «asi I'on méne des droites inclinées de I'angle
conslanl  aux langentes d'une spirale logarithmique L, el sur ces
droites on prend des distances ks proportionnelles a I'arc de L, le
liew Ly des extrémités est une nouvelle spirale logarithmique égale
a L et ayant le méme pdle. On obtient la spirale Ly dans sa posi-
tion en faisant touwrner L autour du pdle, suivant la direction dans
laquelle les rayons vecteurs augmentent, d'un angle » donné par

(35), m étant de‘ﬁm par (31)».

Arrrications.— §'il sagit du lieu A des centres des ellipses
osculatrices de L, on a:

3= AIA[=_.3.(‘0“ .8 tang g =3 . tang ¢,
VO 4+ coti
Jcoli : 4 coty

puis k= . m=—
VO + cot?i V9 4coti

La rotation x que l'on doit donner & la spirale L autour de
son pole, pour obtenir A dans sa pusiliun, est done donnée par
I'équation:

(36) tang (3 tang i) + tang i .| V9 Feothi
= arc.ang J[l t dn" og ; »
Y Scoti

* 1 suit de la que la condition nécessaire et suflisante pour que
les spirales A, L coincident, est que linclinaison i de la courbe
donnée L sur les rayons vecteurs issus du pole soit une racine
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réelle de I'équation:

¢ %
arc . tang (3 tang #) + tang i . log (i‘;%> =0

Si Ly est la spirale lieu des centres de courbure de L, la dis-
tance entre deux points correspondants de ces lignes est

p=s.coti;
on a donc dans ce cas:

k=-coti, §= m = coli

=
‘2 ]

el conséquemment:
“ - -
N + tang . log (tang ).

Si I'on identifie cette équation i la (36), on voit que la spirale
A lieu des centres des ellipses osculatrices de L coincide avec la
spirale Ly lieu des centres des cercles osculateurs, lorsque I'incli-
naison ¢ est une racine réelle de I'équation:

: V9+ cot?i
am,tﬂng{-'itangr}+lungt.!0g(-- ;ﬂ—‘ =%.

Le théoréme précédente conduit & une foule d'autres consé-
quences trés intéressantes; par exemple les lieux des deux foyers
de lellipse osculatrice, les lieux des quatres somméts de cette
conique, les courbes enveloppées par les deux axes, celles enve-
|U|i|lécs par les deux directrices, elc., sont des spirales logarith-
miques égales & la primitive et ayant le méme pole. 1l n'y a aucune
difficulté a déterminer la rotation & laquelle on doit assujétir la
courbe donnée pour obtenir chacune des autres.
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Vil

Laspiralelogarithmique considérée commel’enveloppe
de ses ellipses osculatrices

Je me propose de déterminer les conditions sous lesquelles on
doit déplacer une ellipse variable, pour que elle soit, 4 chaque
instant, la conique osculatrice de la spirale logarithmique enve-
loppée. Soient:

p1=ga.coti, p=s.cott

les équations des spirales égales A, L, dont la premiére est
parcourue par le centre de I'ellipse mobile et la deuxiéme est
enveloppée par cette conique. La (26) réduit les (28) aux
aulres:

=

i 9s

[ e ——

& (9 + cot®i)’ V V9 +coti +coti

Si l'on désigne par e l'inclinaison d'un des axes de 'ellipse
osculatrice sur la spirale logarithmique A, une propriété démon-
trée au § V nous apprend que e n'est autre chose que I'angle 6
de la formule (29); on a donc:

1""_.'-!':# cot¥i—coti
3

(38) tang e =
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Cela posé, soit:

PUREY

I'équation d'une des ellipses osculatrices et soient A, B les som-
méts placés sur les axes des x et des y, C le centre et MN la
tangente paralléle a la droite AB: son point de contact P est,
par une propriété démontrée au § V, le point de contact entre
la conique et la spirale logarithmique osculée.

Or si I'on rappelle I'expression (28) des demi-axes de I'ellipse,
on a:

oy i
tang (NMC) = tang (BAC) = E i "',9+l‘0§3 i—coti

et cette formule démontre que c'est le grand-axe de I'ellipse
osculatrice celui dont I'inclinaison sur la tangente au point de
contact a été désignée par 6.

On peut donc énoncer le théoréme: « Une ellipse se déplace sur
un plan de fagon, que le cenlre parcourt une spirale logarithmique
A, tandis que les demi-axes a, b varient suivant la loi exprimée
par les équations (37). Si le grand-axe de Uellipse coupe la tan-
gente de A sous Uangle ¢ défini par la (38):

{.° la ligne mobile enveloppe une spirale logarithmique L égale
@ A et ayant le méme pole;

2.” lellipse mobile est, dans toute position, la conique osculatrice
de la spirale enveloppée.»
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APPENDICE

Une nouvelle équation intrinseque des coniques

Aux §§ I NI de ce mémoire j'ai eu l'occasion de rappeler
I'équation en coordonnées intrinséques g, s que M. Cesaro a
donné pour les coniques; je prends occasion de cela pour faire
connaitre une autre équation intrinséque de ces courbes.

Les équations:

vvl——-—-l_RFg
x=R.cns(J—Hr~ds :

_ Vi—RE
y=R.sin (j—-li .ds

donnent les coordonnées d’un point quelconque d'une ligne
plane, s étant I'arc et R le rayon vecteur issu de l'origine des
axes. Et puisque ces équations donnent pour le rayon de cour-
bure p

RV1—R?

FERR FRE— 1

on conclut qu'une ligne plane est déterminée d'une manidére com=
pléte par une équation donnant le rayon vecteur R en fonction
de I'arc s.

Je me propose’ici de trouver I'équation caractéristique des
coniques en coordonnées intrinséques R, s.

ConiQues A centre, —Si O, Oy sont les foyers, a la dis-
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tance 00y, R le rayon vecteur joignant O & un point quelconque
A (z,y) de la conique, les cosinus directeurs des rayons vecteurs
0A, O4A et de la tangente a la conique en A sont respectivement :

r—a

i I y N R
R° R’ yR'+a'—20z VR'+al—2az & a8

Par conséquent, si I'on désigne par o et wy les angles que les
rayons vecteurs OA, O4A font avec la tangente, il résulte:

za:’+yy’_a‘l{.
TR

L'ﬂsmm

(z—a)a'+yy dVRI+a®—2ax
€O8 @y = ——— = : -,

VRE+ a®— 24z ds

Or on a pour z I'expression (39) et d’ailleurs, & cause d’une

propriété caractéristique des coniques & centre, w=wy; on a
donc pour ces lignes:

e e
iR d\/R!-I-a’—ﬂaR.cus( -VII 8 .-is)

ds

d’ou par intégration:

R-—f;=\/li*+u!—‘2ull . €05 ( )‘-El—_—-ﬂ——-.ds),

(% I{
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k étant une constante. On a d’ici:

{—RS
—"—{-——L.ds=arc.ms<

2R +at— %\
R L]

2alt

et si I'on dérive cette équation par rapport & s, on ohllent aprés
quelques caleuls:

RF

1, /4R (R—k)—(a?—k?)
3 T e

Done «les coniques dont le centre est & distance finie sont re-
présentées en coordonnées R, s par Iéquation:

q’ " RR—F)
7 \ m “-— L)—_'ﬂ!—nll_,

dR =35 + const.,

le pdle étant un des fq::.f*l'.-‘-.

ParaBoLE. — Soient: O le foyer, @ et oy les angles que la
langenle au pointe A forme avec le rayon vecteur OA et avec le
conique passant par A. Nous avons:

C05m=a;

et si I'on prend I'axe de la parabole pour axe des x:

dx

COS ] =- f.'i_'
{
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En rappelant I'expression de x et la propriété caractéristique
de la parabole &= wy, on obtient:

d’our par intégration:
VIZR?
R—k=R.cos I V'_“

ds,

k &tant une constante nrhlilr.'lire.
On a de celte équation:

"1 { _R? j~ : Il—.’r)
_T_-_f.-.-=nn..ms( i)

d'oit par dérivation et aprds quelques caleuls:
2R
oS TR
Cette équation, multipliée par ds et intégrée, donne:
SEt A n SR g SR B b
log (V2R + V2R —k)*+5 V2RER —F) =s + const.
aTelle est I'équation en coordannées R, s de la parabole, lors-

que le pole coineide avec le foyer.»

Parme, decembre, 1891.
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ALGUNS THEOREMAS DE MECANICA

AxToNto CABREIRA

Alumno da Eschola Polytechnica de Lisboa St

Ascengfio no plano inclinado

1. VALOR DA FORGA ASCENCIONAL DE UM CORPO.— Supponha=
mos dois pontos no espago, m e M, definindo a linha de maior
declive de um plano inclinado, e, a0 mesmo tempo, existentes em
duas superficies de nivel do peso do corpo, que pretendemos elevar
de um para outro dos mesmos pontos. Ora, quer a ascengiio se
faca segundo a linha de maior declive, ou segundo a vertical,
tirada por M, o trabalho desenvolvido é representado sémente
pela differenca dos potenciaes relativos s superficies de nivel con-
sideradas.

Logo, se designarmos por F, [, Pj e pj, as forcas applicadas
ao corpo n'aquellas duas hypotheses, e as projecgdes, sobre as
suas direcgdes, dos caminhos percorridos no plano e no espago,
teremos a seguinte equagdio :

FxPje=sfo<p] cooveniarannnns (1)-

Vejimos agora qual é a lei da variagio d’estes elementos,
I.Iuando a inclinagiio do plano permanece invariavel. Nao conhe-
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cemos F, a priori, nem mesmo Pj; pelo contrario, f e pj deter-
minam-se sempre, uma vez que se saiba o valor do peso e qual
a distancia que separa as duas superficies de nivel. Notemos po-
rém que a direcgdo de F faz com o plano inclinado um angulo
egual ao angulo de aftricto e que dando a este todos os seus va-
lores possiveis, podemﬂs, immediatamente, estabelecer as cir-
cumstancias em que F se aproxima, atlinge ou excede f, quan-
tidade facilmente conhecida.

Yé-se tambem que F ¢ funcgio de a, inclinagio do plano, e
da resistencia do meio que suppomos invariavel ; emquanto que f
ndo depende sendio do peso do corpo, da altura percorrida e d'a-
quelle ultimo elemento. Entdo se variarmos o angule de attricto,
i, & conservarmos a inclinagho do plano, f e pj ficam constantes,
d’onde resulta a equagiio (1) pertencer & férmula zy =k*. Logo
os valores porque I passa, variando-se i, podem-se analyticamente
representar pelo ramo superior de uma hyperbole, referida s suas
assymptotas. Deduzimos pois a solugdo geral da equagio F < Pj
= [><pj, discutindo os valores do angulo de attricto.

Consideremos em primeiro logar nullo o i; neste caso Pj con-
funde-se com a linha de maior declive, e adquire, por esse mo-
tivo, o maximo valor, o0 que exige F attingir o minimo valor.
medida que o attricto augmenta, Pj, girando em volta de M,
aproxima-se de pj, e portanto F augmenta successivamente, apro-
ximando-se de [,

Determinemos agora o valor que i precisa ter, para F attingir [
e depois exceder esla quantidade.

Ora, se nos introduzirmos a egualdade das forgas propostas na
equaclio (1) temos, como consequencia a egualdade das projeccdes
sobre as suas direccdes dos caminhos percorridos pelo corpo.
Mas a direcgio de F é perpendicular & geratriz do cone de equi-
librio, cujo angulo, com a linha de maior declive, estd voltado
para m. Por outro lado, aquella ultima egualdade implica a coin-
cidencia das duas projeccdes. Logo para F ser egual a f é neces-
sario e sufficiente que aquella geratriz fique parallela 4s superficies
de nivel consideradas, e portanto, que 7 seju complemento de a.

No caso particular da inclinacio do plano ser de 45° as duas
forcas 18m a mesma intensidade, quando o coefliciente de attricto
for a unidade.

Continuemos a augmentar ¢, Com isso fazemos com que Pj di-
minua successivamente, e portanto com que F exceda f.
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Se i attingisse 90°, Pj-annullava se e a direcgio de F ficava
perpendicular ao plano, caso em que haveria equilibrio.

Esta circumstancia tornava absurda a equagio (1) e revellava
a impossibilidade do corpo ser conduzido pelo plano inclinado.

Supponhamos, em segundo logar, variavel o angulo = e con-
stante o angulo i.

Estudemos, n'esta hypothese, a lei da varia¢io das quantidades
que figuram na equacdo (1).

Agora a quantidade que fica constante ¢ simplesmente Pj: F, [
e pj augmentam com z. Effectivamente, como a linha de maior
declive descreve uma rotagio de 90° em volta de m, Pj apenas
muda de posi¢do no espagco, mantendo a mesma grandeza e a
mesma inclinagio em relagiio ao plano; emquanto [, que ¢ funegdo
da altura, augmenta de grandeza, pois h varia de 0 até ao com-
primento m M.

E facil de ver que F s6 pode ser egual a [ quando ainda as
duas projecgies se confundirem ou, inversamente; e que, antes
ou depois, de realisada essa condi¢ho, F & menor ou maior que f.

Logo o valor da forga ascencional de um corpo pode-se expri-
mir pelo seguinte theorema :

A forca dispendida para elevar um corpo, sequndo a linha de
mator declive, num plano inclinado, ¢ menor, egual ou maior que
a forga dispendida para o erguer verticalmente, conforme o an-
gulo de atiricto ¢ menor, equal ou maior que o complemento do
angulo de inclinagdo.

2. Supponhamos que pretendemos elevar o corpo, segundo
linha geodesica determinada por dois pontos m e M, existentes
em duas superficies de nivel do peso do corpo e n'uma surper-
ficie curva,

Se o corpo percorrer a concavidade da superficie, que imagi-
namos voltada no sentido dos zz positivos, as cousas passam-se
como se 0 corpo percorresse um plano, cuja inclinaciio variasse
de 0 a 90% se, pelo contrario a concavidade estiver voltada
para 0s 3z negativos, entdo cahimos na hypothese que figuramos,
quando « decrescia, desde 90° até 0.

Logo o theorema anterior applica-se tambem &s superficies
curvas.

Identicas consideragdes podemos fazer para os volumes de re-
voluglio, de simples curvatura, porque, em todas as suas geratrizes
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podemos imaginar um plano tangente, e portanto realisadas as
circumstancias que temos estabelecido.

3. LEIS DO MOVIMENTO ASCENCIONAL.— Da equaglio (1) ti-
ra-se

F=l¥
Py

Ora pj=a sen a e Pj = xsen f, designando z a distancia per-
corrida pelo corpo na linha de maior declive, e 8 o angulo que
a mesma recta [az com a perpendicular, baixada do seu extremo
inicial, sobre Pj. Logo

2

d*h senz

F=m—; x —.
diz  cost
d? :
Notando tambem que F=m Ty serd finalmente verdadeira a
seguinte egualdade : ”

d*z  d*h sena

G, ===
di*  di® cost

sena |
- e integrando vem :
4

Suppondo constante a relacio

"

dx dh senz

o a -
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d : dh
Representando d_T por v, velocidade correspondente a F, e =

por ¥, velocidade correspondente a f, e considerando nulla a
velocidade inicial, chegamos & f6rmula

E evidente que, se as forcas impressas ao corpo forem instan-
taneas, quaesquer que sejam as intensidades, v e ¥ annullam-se,
decorrido um certo tempo. Nos porém queremos estudar a hypo-
these em que F e [ sdo alimentadas por uma fonte de energia,
que lhes permitte vencer a ac¢do da gravidade, nas diversas po-
sigdes do corpo, no espago. Sendo assim, as forcas actuam como
se fossem constantes, e segundo as leis que regem o movimento
descencional. Temos tambem que as variagdes do movimento pro-
duzido por f, quando eleva o corpo verticalmente, dependem ex-
clusivamente da natureza do meio ; o que ji ndo succede a F, cuja
velocidade correspondente & além d'isso, funcgio de a ¢ de i

Para determinarmos as leis do movimento ascencional, n’esta
hypothese, precisamos pois variar aquellas quantidades, e ainda a
natureza do meio em que existe o plano inclinado, elemento que
influe no valor de V.

Devemos notar que, se a fonte de energia fosse inexgotavel,
poderiamos abstrahir da resistencia do meio, porque, qualquer
que ella fosse, seria totalmente vencida-pelas forgas propostas.

Consideremos entdo dois meios : o vacuo, e um, cuja densidade
contrarie sensivelmente o movimento ascencional.

Discutindo aquella ultima f6rmula para o primeiro meio, acha-
mos os seguintes resultados :

Ha movimento uniforme : 1.°— quando « for constante e o cosi
angmentar o mesmo que V; 2.° — quando ¢ for constante e o sena
diminuir tanto quanto V' angmentar ; 3. — quando o cos i soffrer
0s mesmos accrescimos que ¥ sen «,

Ha movimento retardado: 1.° — quando a [or constante e o
cos ¢ angmentar mais do que V; 2.” — quando ¢ for constante e
o sen « diminuir mais do que ¥V augmentar ; 3.°— quando o cos
augmentar mais do que ¥ sena.
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Ha movimento accelerado : 1.° — quando « for constante e o
cos i diminuir segundo qualquer lei, ou augmentar menos do que ¥;
2.°— quando i for constante e o sena diminuir menos do que ¥
augmentar, ou augmentar, segundo qualquer lei; 3.° — quando «
e i forem constantes ! 4.°— quando o cos i augmentar menos do
que ¥ sena. A

sena
V——tem duas partes, corres-
cos
pondentes a dois estados de movimento, quando imaginamos o
plano inclinado n'um meio bastante resistente.

Effectivamente, quando o corpo, vindo do vacuo, penetra n’esse
meio, a velocidade, proveniente de f, recebe cada vez accrescimos
menores, até que o movimento se torna uniforme, n‘uma certa
superficie de nivel, a partir da qual se dé o retardamento.

Fazendo pois, em primeiro logar, a discussiio do valor de v,
n'aquella regido, obtemos os seguintes resultados :

Ha movimento uniforme : 1.°— quando « for constante e i = 0;
2.'— quando 1 for constante e 2= 90°; 3.°— quando « e i forem
constantes ; 4.°—quando senz e cosi diminuirem ou augmen-
tarem na mesma porporgio.

Ha movimento retardado : 1."— quando « for constanle e o cos 1
augmentar, segundo qualquer lei; 2.— quando ¢ for constante
e sena diminuir, segundo qualquer lei; 3.°— quando o cosi
augmenlar mais do que o sena.

Ha movimento accelerado: 1.“— quando a for constante e o
cos i duminuir, segundo qualquer lei ; 2.°— quando i for constante
e o sena augmentar, segundo qualquer lei; 3.°— quando cosi
passar por valores inferiores ao senea.

Discutindo agora a mesma [6rmula para uma superficie de
nivel do peso do do corpo, em que V decresce, deduzimos os se-
guintes resullados :

Ha movimento uniforme : 1."— quando « for constante e o cos ¢
diminuir 0 mesmo que ¥; 2,°— quando ¢ for constante e o sena
augmentar tanto quanto ¥ diminuir ; 3.°— quando o cosi dimi-
Hl.lil' 0 mesmio L]Hl.!' ”' sena,

Ha movimento retardado : 1.— quando « for constante e o
cost diminuir menos do que ¥; 2.°— quando ¢ for constante e
o sena diminuir, segundo qualquer lei, ou augmentar menos do
que ¥ diminuir; 3.°— quando a ¢ i forem constantes; §.°— quando
0 cos ¢ diminuir menos do que ¥ sena.

A discussio da f6rmula v=
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Ha movimento accelerado : 1.°— quando « for constante e o
cos i diminuir mais do que V; 2.°— quando i for constante e 0
sena augmentar mais do que V diminuir; 3.°— quando o cosi
diminuir mais do que V sena.

Coordenando estas conclusdes, e considerando o movimento
desde o vacuo até uma certa profundidade de um meio, sensivel-
mente resistente, ficam demonstradas as seguintes leis de movi-
mento ascencional :

1.*— Quando os angulos de inclinagio e attriclo sdo con-
stantes, ha movimento accelerado, uniforme ou retardado,
conforme o corpo sobe pelo plano inclinado, no vacuo, nas
primeiras regides ou na profundidade de wm meio resis-
tenle.

2.*— Quando sémente é constante o angulo de inclinacdo,
ha movimento uniforme, retardado ou accelerado, conforme o
angulo de altricto diminue até 0 e em sequida augmenta ;
ou, depois de diminuir até um certo valor, augmenta brusca-
menle ; ou, por ultimo, augmenta ou diminue, sequndo qual-
quer lei.

3.*— Quando somente é constante o angulo de altricto, ha
movimento uniforme, retardado ou accelerado, conforme o
angulo de inclinacdo, variando descontinuamente, passa
por 90° ou diminue conlinuamente, ou, depois de diminuir,
cresce sensivelmente a partir de uma certa profundidade do
meio resistente ; ou, por ultimo, augmenta para diminuir a
uma certa profundidade do meio resistente.

4. ANALYSE DA FORGA ASCENCIONAL.— N'um plano inclinado
cujo angulo de attricto estd comprehendido entre o e 90° a forga
ascencional de um corpo ndo ¢ parallela nem perpendicular ao
plano; logo pode-se decompor em duas componentes tangencial
e normal. Estudemos, n'esta hypothese, os valores d'essas com-
ponentes.

Sejam entdo F, P, r, Fy, Py, 1y, F,, P, e ry a lorca ascencional
o pezo do corpo, a resistencia do plano e as respectivas compo-
nentes tangenciaes € normaes.

Ora, porque a resultante de F, P e r, tem uma componente
tangencial egual & somma geometrica de Fy, Py e ry, bem como
uma componente normal expressa por uma somma identica
d'aquellas componentes normaes, temos as seguinles equagdes,




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 49

que vamos discutir:

N |
If'fl_clfifl+|r[|}=m%:i. R R I R (ﬂ)
mu?
IRl (P i) == S

Estabelegamos agora as condicdes da ascencio, dependentes
da natureza do plano; estas sio: 1."— a resistencia do plano ha
de ser equal ao pezo do corpo; 2.* a resistencia do plano ha de
ser superior ao peso do corpo.

A primeira condigdo verifica-se quando

[ral=|Pu] € Ind=1P |

a segunda condigdo realisa-se: 1.° quando

[P>re| € [Pa]<|ra]3
2.° quando

| Pil<|re| e |Pa]>|ra s
3.° quando

[Pi<|ril e |Pa]<|r |

Supponhamos, em primeiro logar, constante a inclinagio do
plano, Sendo assim, a trajectoria do corpo & rectilinea, e, por-
tanto p tornar-se infinito, donde resulta a equacdo (b) translor-
mar-se em

| Fa|=| P.,[—I—[r,,[ ................ ()

emquanto que a equa¢do (a) subsiste.
Se |r|=|P|, fica |Py|=|ry|. Mas como sdo de signaes con-
X




50 JORNAL DE SCIENCIAS

trarios, a sua somma annulla-se, donde F,=0 e portanto F
= F, circumstancia que s6 se obtem quando o attricto é nullo.
Temos pois que d primeira condicao da ascengio do corpo cor=
responde o minimo valor para ¥, e o mazimo valor para Fy.

Introduzamos agora na equacdo (c) as desegualdades repre-
sentativas da segunda condi¢do de ascencio.

A primeira torna F, egual @ reacedo da resultante das compo-
nenles normaes do pezo e da resistencia do plano. A segunda
exprime Fy, pela acp@o dos mesmos componentes.

Em todos estes casos F; € expressa pela somma geometrica da
componente tangencial da resultante de ¥, P e r, e da resultante
das componentes Py e 1y,

Supponhamos, em segundo logar, que a linha de maior declive
do plano inclinado descreve uma rotagio de 90° em torno da
posiclo inicial do corpo.

Entao o corpo é obrigado a percorrer um arco de quadrante,

: v
o que exige a annullagio de i Logo a equagdo {a) transfor-

ma=se em
Bl Pt - soras i dasenld).

Consideremos |r|=P; d'esta egualdade deduzimos, em vir-
tude da primeira condigio de ascencio, |ry=|Pyl, parcellas de
signal contrario a Fy. Logo: F; pode-se considerar equal a reacgdo
da resultante dos componentes tangenciaes do pezo do corpo e da
resistencia do plano, ¢ nunca se annulla.

Introduzindo na equagdo (d) as desegualdades a que j& nos
referimos chegavamos 4 mesma conclusio.

A equagio (b) traduz-nos, n’este caso, o valor de F: repre-
presenta a somma geomelrica da forca centripeta originada e da
resultante das componentes normaes do pezo do corpo e da resis-
tencia do plano.

Somma de areas e derivada volumar

&. Somma DE AREAS. — Supponhamos que F=F; + F3, sendo
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estas duas ultimas forcas definidas por quaesquer intensidades e
direcgdes differentes, existentes na mesma superficie de nivel do
pezo do movel, em repouso, sobre que actuam. Consideremos os
seus momentos nullos em relagiio a um eixo fixo, o dos zz, e que
o movel esta ligado por um vector & origem das coordenadas.

Sendo assim, o movel se fosse s6 actuado por Fy descreveria
uma cerla trajectoria no tempo ; se, por sua vez, losse isolada-
mente sollicitado por Fa, descreveria vulra Lrajectoria, cuja corda,
sommada geomelricamente com a corda da primeira, havia de
dar aquella correspondente & trajectoria que o corpo, actuado por
F, descreveria no mesmo tempo L.

Ora a acgiio isolada de cada uma das forgas propostas deter-
mina uma area, descripta pelo vector considerado, area limitada
por um triangulo.

Mas, como a base de um d'esses triangulos (a corda corres-
pondente & trajectoria originada por F) € egual, como vimos, &
somma das outras duas bases (cordas correspondentes a Fy e Fy)
e a altura é commum (a distancia da superficie de nivel ao plano
dos xy) temos o seguinte theorema:

A area descripta pelo vector, quando o movel é actuado por F
¢ equal 4 somma das areas, descriptas pelo mesmo veclor, se 0
movel, isoladamente, [or actuado por Fy e Fa, nas condicies que
estabelecemos.

@. DErivapa voLumar, — Imaginemos agora a seguinte hy-
pothese:

Um movel, inicialmente em repouso, ¢ durante um certo
tempo, t, actuado successivamente por muitas forcas constantes,
cujas direcgdes divergem e existem n'uma superficie de nivel do
pezo do movel. Em virtude do que dissemos no paragrapho an-
terior, a resultante r, das duas primeiras forcas [ e fs, deter-
minari uma area egual 4 somma dos determinados por estas
forgas; depois da acclo de f3, obtemos uma nova resultante ry,
que produz identicos resultados a ry; e assim por deante.

Ora da formaglio successiva de todas estas resultantes nasce,
necessariamente, uma rotagio da corda, correspondente & traje-
toria inicial do movel; e portanto, uma revolugao da area primi-
tiva descripta pelo vector, area, que augmentando de valor, gera
um cone de base espiraliforme.

Feitas estas consideragdes, chamamos derivada volumar ao li-

L
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mite da relagio do accrescimo do volume, gerado n'um intervallo
de tempo, infinitamenle pequeno, para esse mesmo intervallo; e

exprimimos o seu valor por =
{

9. A derivada volumar, por isso que exprime o limite da re-
lagho de um espago, infinitamente pequeno percorrido n’'um in-
tervalo de tempo, tambem infinitamente pequeno, para esse
mesmo intervallo, representa a velocidade volumar, que, derivada
em relaglio ao tempo, origina a aceeleracdo volumar de primeira
ordem; e assim successivamente.

Ora uma for¢a qualquer péde ser sempre expressa pelo pro-
ducto da massa do corpo, sobre que actua, pela acceleragio que
produz. Logo, teremos a seguinte equacio:

A+ 1+ )+ = ]

—

dt

)

{f1]+{,fg]+[f3]+...=ml:

Multiplicando ambos os membros por dt e integrando fica:

J,:. [fy]de+ j:; |fa] de+ j :,’JSJ dt+...=m [%:—’]‘—-—m [%1“.

Portanto fica demonstrado o seguinte theorema:

O accrescimo das quantidades de movimento volumar, adquirido
no intervallo que vae de ty a (, ¢ equal a@ somma dos integraes
geometricos das impulsies elementares das forcas que, n'esse mesmo
intervallo de tempo, originaram o movimento volumar.

Se, n'esta ultima expressdo dividirmos ambos os membros
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por m e tomarmos para unidade de tempo o intervallo de tempo
que vae de fy a ¢, deduzimos o seguinte enunciado:

A acceleragdo volumar ¢é equal ao quociente da somma dos in-
tegraes geomelricos das impulsies elementares das forcas, que na
unidade de tempo actuaram o corpo, pela massa do mesmo corpo.

: dv
8. IMPULSI0O E TRABALHO DA RESULTANTE m—&—tf.—l’nra

uma forga dotada de potencial, suppondo a massa unidade, os
theoremas das forgas vivas e das quantidades de movimento
dao-nos

1
heord 50 u:=M— M,

b | ==

t
v—uvg=| Fdi.
(1]

Multiplicando esta ultima egualdade por v+ vy, dividindo o
resultado por 2 e comparando com a primeira, deduzimos

t SR
f Fliag oy
0 v+ 1y

Logo:

A impulsio total de uma for¢a, no intervallo t —ty é equal ao
dobro do quociente do accrescimo do potencial pela somma das
velocidades inicial e final.

Applicando este theorema & resullante proposta vem

QY M— M,
i P
Im Pt g A

di dt
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ou
dv dVo M—M,
de dt dv dVy
dt dt
d'onde
1 7dv\2 1 [dVp\?
ST

dzy
expressio que define o trabalho de m e entre duas das suas
0

superficies de nivel.
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SOBRE A NORMAL A ELLIPSE

POR

RopoLpio GUIMARAES

—— e

Dado um ponto sobre o plano de uma secglio conica nlo é facil
de conduzir por elle uma normal 4 conica. O problema admitte
quatro solugées, isto é, podem -se pelo ponto dado tirar quatro nor-
maes e siio taes que os pés da 3.* e o ponto symetrico do pé da
4." relativamente ao centro da conica estdo situados sobre um
circulo (circulo de Joachimsthal). Ha porém certos pontos por
onde se podem conduzir normaes de um modo facil. Os pontos do
plano de uma ellipse que estio n'estas condigdes sdo em grande
numero, porém nem todos se podem aproveitar porque as expres-
sbes que servem para os definir sdo extremamente complicadas.
Assim, ¢ facil conduzir normaes pelos pontos situados sobre os
eixos da ellipse (questdo que foi tractada por d’Ocagne no jornal
de Longchamps e na Revue coloniale et maritime, e por Lebon nos
Nouvelles annales de Mathématiques). Pelos pontos situados sobre
circumlerencias de raios a—b e a + b tambem o problema é sim-
ples como mostramos no El Progresso Matematico. Ha um outro
ponto particular por onde se péde conduzir uma normal 4 ellipse.

A equagdo da ellipse sendo verificada pelos valores

temos que a equagio da normal no ponto definido por estas coor-

denadas é
2

T—f—=

Vai+ b
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e os pontos N e N' de intersecciio da normal sobre os eixos (ém
por coordenadas

0!‘_——. e o e L) “ .
Vat+ bt Va*+ b

Vé-se pois que o triangulo ONN', que a normal intercepta sobre
os eixos, ¢ rectangulo e isosceles, sendo

: |
DN ON o
Va®+b*
R e b
Vat+ bt

Unindo o ponto medio D de NN’ com o centro O temos que
o triangulo ODN & rectangulo em D e isosceles e portanto

i -1
i A A SRR e £y
2 V2 Va+bt
T
DON=—.
o

Logo, por todo o ponto D situado no plano de uma ellipse e dis-
tante do centro O de uma grandeza definida pela expressio (1)
e fazendo um angulo de 45° com o eixo maior, & possivel con-
duzir uma normal 4 ellipse. A normal procurada & entdo a recta
perpendicular a OD».

Estudei tambem uma outra normal u.-sp::ri;ll, isto & a normal
conduzida por um ponto M da ellipse, tal que OMA = 45°. Pa-




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 57

rece-me comtudo que as formulas a que chego sdo j& conhecidas
e mesmo sem utilidade. Em todo o caso vou aqui consideral-o.

= _ .,
¢Se o vector OM faz um angulo 3 com o eixo maior OA de

uma ellipse, as coordenadas do ponto M, sio

ab

P e e S

Vat+ b?
e a equagdo da normal no ponto M serd

b2
> G St 2 R N
Vat+ b2

Fazendo n'esta expressio
b RN LT
x=—Val+ b!t
a

e 2ab s

acha-se

Ve
Se tambem fizermos na mesma expressio (1)

i % Vat+ bt

vira t < R e
2ab

e e
Va4 B

Ora os pontos definidos pelas coordenadas (2) e (3) assim como
o
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as do ponto M, satisfazem & relagio

91 (23— 23) + ya (X3 —21) + y3 (2 —29) =0

que exprime a condiglo para que os tres pontos estejam em linha
recta.

Logo dado um dos dois pontos N ou N' definido pelas coorde-
nadas (2) ou (3) pode-se por elle conduzir uma normal 4 ellipse.
Basta para isso unil-o ao ponto M da intersecgdo da ellipse com
o vector OM tirado a %5° sobre OA».

O motivo porque me parece que estes pontos slio conhecidos
é por causa da ligagio que ha entre elles. Com effeito a ex-
pressio

b ——
—Vat+ 0
a

é igual & grandeza OE que a tangente em M intercepta sobre o
eixo menor prolongado ; e, fazendo

..~,=f.’.v’a!+ b2 = OE,
i

a 2. das expressdes (2) torna-se

bt

)

Da mesma [6rma as coordenadas do 2.° ponto N' sdo

y=

y =0F

at

¥

B
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Gino Loria. — Nicola Fergola e la scuola di matematici che lo
ebbe a duce (Genova, 1892).

Nicolau Fergola nasceu em Napoles em 1753, e n'esta cidade
ensinou as mathematicas, ora particular ora publicamente, desde
1775 até 1822, anno em que morreu. E das descobertas deste
geometra eminente e das descobertas dos mathematicos illustres

ueé sairam da sua escola que o sr. Gino Loria se occupa na
sua bella e importante memoria, tragando d’este modo a historia
de um periodo brilhante para as sciencias geometricas, que da a
maior honra & alia.

A presente memoria foi publicada pela Universidade de Genova,
¢ constitue mais um trabalho valioso com que o sabio professor
d’esta Universidade veio augmentar a lista dos trabalhos impor-
tantes com que tem enriquecido a historia das mathematicas,

Albert Winterhalter. — The international astrophotographic Con-
gress and a visit lo cerlain europian Observatories and other
institutions (Washington, -fSSQ).

N’este volume, publicado pelo Observatorio de Washington, o
auctor, delegado d'este Observatorio ao Congresso de Astro-
photographia que teve logar em Paris em 1887, apresenta o
relatorio das sessdes d'este Congresso, e o relatorio das visitas
que fez a muitos dos observatorios da Europa. Na sua digressiio
pelo nosso continente viu o illustre astronomo americano os prin-
cipaes observatorios da Franca, Inglaterra, Allemanha, Austria,
Belgica, Holanda, Dinamarca, ete., e a respeito de cada um
d’elles apresenta na presente obra informagdes detalhadas, dando
noticia da sua organisacio actual, descrevendo os seus principaes
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instrumentos, informando a respeito da sua historia, ete. Excel-
lentes estampas, representando os principaes observatorios visi=
tados e os principaes instrumentos vistos pelo auctor, acompanham
a bella obra de que estamos a dar noticia e contribuem conside-
ravelmente para a lornar mais interessante,

Terminando diremos que nao conhecemos obra alguma melhor
do que a presente para se tomar conhecimento do estado actual
dos principaes observatorios da Europa.

C. A. Laisant ¢ E. Perrin. — Premiers principes d’ Algdbre (Pa-
ris, 1892),

Dos livros, em numero consideravel, que tém sido publicados
a respeito dos primeiros principios de Algebra, nenhum conhe-
cemos em que estes principios sejam mais bem expostos do que
no livro excellente que vém de publicar os srs. Laisant e Perrin.
Cremos bem que qualquer estudante regularmente inteligente,
apprendendo por este livro, ndo encontrard difficuldade alguma
em comprehender os principios da Algebra e que, quando ter-
minar a sua leitura, ha de manejar com facilidade o calculo
algebrico. E garantia d'isto a clareza com que o livro esté escripto
e a boa escolha dos numerosos exercicios que seguem a cada
assumpto considerado.

As doutrinas que contém o novo manual de Algebra sio aquellas
que no nosso paiz constituem os programmas dos Lyceus e estio
divididas em trinta e quatro ligdes, mais ou menos extensas se-
gundo é mais ou menos facil a doutrina estudada em cada ligao.
As onze primeiras ligdes sdo consagradas ao estudo das operagdes
algebricas e ao estabelecimento de algumas formulas que sao
cnnﬁequﬂm‘iﬂ das regras para effectuar estas operacdes.

As ligdes doze a vinte e nove sdo consagradas ao estudo das
equacdes do primeiro grau a uma e a muitas incognitas, ao
estudo das equacdes do segundo grau a uma incognita, e & reso-
luciio e discussio, feita com o maior cuidado, dos problemas que
levam as equacdes precedentes.

As lighes trinta a trinta e qualro siio consagradas ao estudo
das progressdes, dos logarithmos e dos prnhlcmns de juros com-
postos e annuidades.
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N'um appendice, muito bem [eito, occupam-se em seguida os
auctores dos arranjos e combinagdes, do desenvolvimento do
binomio, da continuidade e representacio geometrica dos tri-
nomios do segundo grau, etc. Nota-se n'este appendice demons-
tracdes muito interessantes de algumas proposicdes arithmeticas
por intermedio de um taboleiro de xadrez.

Terminaremos esta rapida noticia recommendando vivamente
aos professores e estudantes dos nossos Lyceus este excellente
livro.

H. Burkhardt. — Bernhard Riemann, (Géttingen, 1892).

Contém este opusculo um discurse pronunciado pelo sr. Burk-
hardt na Sociedade mathematica de Giittingen, no dia do vigesimo
quinto anniversario da morte de Riemann, para recordar os tra-
balhos d’este geometra celebre.

A. Giitsmer. — Bemerchungen dber die Ieration linearer homo-
gener Differentialgleichungen (Sitzungsbericht der k. bohm. Ge-
sellschaft der Wissenschaften, Prag, 1892).

Refere-s¢ este artigo a0 mesmo assumpto a que se refere o

artigo publicado pelo mesmo geometra na pag. 3 do t. x d'este
jornal.

E. Lemoine.— Sur les triangles orthologiques et sur divers sujets
de la Géométrie du triangle (Association frangaise pour I'avan-
cement des sciences, 1888).

Sur les transformations systématiques des formules relatives

au triangle. Transformation continue. Divers résultats concer-

nant la Géométrie du triangle (ltem, 1891).

Etude sur une nouvelle transformation dite transformation

continue (Mathesis, 1892).

Sur une transformation relative @ la Géométrie du triangle

(Bulletin de la Société mathématique de France, 1891)

Sur la transformation continue (Iltem).
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Todos os artigos precedentes sdo relativos & nova Geometria
do triangulo. O auctor d’elles é um dos geometras que mais tém
concorrido para a formagdo e progresso d'este ramo da Geo-
melria.

No primeiro artigo estuda o sr. Lemoine as propriedades dos
triangulos ABC e A'B'C’ que satisfazem & condigiio de as per-
pendiculares abaixadas de A, B e C sobre B'C’, C'A’, AB con-
correrem n'um mesmo ponto. Em seguida apresenta um numero
consideravel de proposicdes e formulas, relativas aos elementos
notaveis do triangulo, das quaes nos & impossivel dar noticia em
curto espago.

Nos outros artigos estuda o auctor uma transformagio geome-
trica por meio da qual de cada formula relativa ao triangulo se
tiram outras, e continua a apresentar muitas formulas e propo-
sicdes relativas 4 Geometria do triangulo.

R. Guimaries. — Sur les transformées des sections planes du cdne
de révolution (Journal des mathématiques élementaires, 1892).

N'este artigo acha o auctor a equagdo polar da transformada
de uma seccdo plana qualquer feita n'um cone de revoluglo, o
que o leva a rectificar uma passagem da Geometria descriptiva
de Amiot.

Harold Jacoby.— The Rutherfurd photographic measures in the
group of the Pleiades (New-York, 1892).

Contém este opusculo os resultados das observagdes photo-
graphicas do grupo de Pleiades feitas por Rutherfurd nos annos

de 1872 e 1874.
Gino Loria.— Sulla teoria della curvatura delle superficie (Rivista
di Matematica, t. n).

Contém este artigo um modo de expor a theoria da curvatura
das superficies sem introduzir hypothese alguma relativa & posigiio
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dos eixos cartesianos relativamente 4 superficie a estudar. Este
modo de exposicio ¢ o adoptade pelo auctor no seu curso na
Universidade de Genova.

G. Vivanti. — Su certi integrali primi delle equazioni del moto
d'un punto (Rend. del R. Istitutv Lombardo, 1892).

Os integraes de primeira ordem das equagdes do movimento
de um ponto estudados pelo auctor sio os da forma

Az?+By?+ Gz —Dy's' —Es's’ —Faly' =2V +¢,

A, B, C, D, E, F, V representando funccies das coordenadas
x, y, 5 do ponto e ¢ a constante arbitraria.

G. Vivanti.— Sulla determinazione di quattro funzioni mediante
una equaszione unica (Rend. del Circulo matematico di Palermo,
t. vi).

Determinagio das funcgdes f(x), F(z), ¢(y), @(y) que
satislazem 4 equacio

f—9t—(F—y/)(®—a¢)=0.

H. G. Zeuthen. — Nouvelle démonstration du principe de corres-
pondance de Cayler et Brill et méthode & la détermination des
coincidences de correspondances algébriques sur une courbe d'un
genre quelconque (Mathematische Annalen, t. xL)

-

G. Peano.— Generalizsazione della formula de Simpson (Aui
della R. Accademia di Torino, 1892).
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G. Pirondini. — Ligne d'intersection d'une surface de révolution
avec un cilindre dont les génératices sont paralltles a l'axe
(El Progreso matematico, t. 1).

Asaph Hall. — Saturn and its Ring (Washington, 1889).

S. Pincherle. — Sulla forme differenziale lineare (Rend. della R.
Accademia dei Lincei, 1892).

A. Gutzmer. — Zur Erinnerung au Paul Ginther (Zeitschrift
fiar Mathematik und Physik, 1891).

G. Veronese. — Osservazioni sopra una dimonstrazione contra il
segmento infinitesimo attuale (Rend. del Circolo matematico di
Palermo, t, vi).

G. T.

B




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 65

SUR L'ADDITION DES ARGUMENTS DANS
LES FONCTIONS ELLIPTIQUES

FAR

M. Cu. HermiTE

Soit R(Z) un polyndme quelconque du 4™ degré en £, et
t=¢ () la fonction définie par I'égalité:

dE

VRE

on a, en désignant par a une constante, la relation suivante:

2¢/(a) _9'(aty)+9¢'(a) —y)+¢'(a)
plety)—e(@) gty -—¢(a) .-'a—y)—@(a)

_Y@aty)—¢(s) ¢'—y)+e' (@)
vaty)—e¢(@ ¢la—y—¢@)"

C'est le théoréme pour I'addition des arguments dans la fonction
¢ (2); jindiquurﬂi succinclement comment on en conclut les
formules qui concernent les quantités sn (z+y), en (z+y) et
dn (z+y). Supposons a cet effet que ¢ () soil une fonction impaire
et prenons a=0; les deux premiers termes se détruisent, et

5
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I'on trouve ainsi:
2¢(0) __¢0)—¢@ , {)+¢@
p@ty)  eW)—s@ e +e¢(

o t@YH—¢ @)
' (0)—9* ()
[

d'oli:
et = ¥ O[e*@)—¢ wﬂ
sy P P

Cela étant, les résultats cherchés s ubllennent par un caleul flacile
en flaisant successivement

Snr \ snrT

PIY PR
L | = ST ) =—=— T) = —.
?\ / J P\ enx ?( / (h

Pour parvenir 4 I'addition des arguments dans la fonction p (z),
il faut supposer a infiniment petit, et employer l'expression

p(x)= O négligeant le carré et les puissances supérieures de

a. On est de cette manitre amené a la relation suivante:
l . [} !
p(z+y)=p(a)+p(y)—3D,log[p(@)—p ()
i 5 e
—D, log[p(z)—p )]
{3
—5 D, log[p(*)—p®)]
d'oit se conclut sans peine la formule habituelle !

.ftf > ]
e +arm—piei—p+ H[L=2 ]

e e v
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DEMONSTRACAO DO SEGUNDO THEOREMA DA MEDIA

POR

J. Brnuno pE CABEDO

(Professor na Universidade de Coimbra)

Se ['(x) e ¢ (x) sio [uncgdes finitas e determinadas entre a
e o, a lormula de integragiio por partes

.ﬁ'(xj ¢ (@)de=[(z) r :? (z)dx— j I:,(" r\:rIJJ ::p (x) d.r]d:r.

da

j: [ (w)?{x)d.r—[f (rijja (.r‘ld.z-—l::-—— fﬂ :[," (x) f: ® (x)d;],a,,-_

Posto isto, designando por x; uma quantidade comprehendida
entre a e z, e suppondo que, dentro d’este intervallo, f(x) varia
no mesmo sentido, o primeiro theorema da media applicado ao

w n
integrulJ [ﬂ{zy q.(.:,‘ld::—ld.r transforma a formula anterior
a a 1

na seguinte :

Ja [ (@) 9 () da = ,f(.zru :rep (@) dz — [f(x) — f(a)]j:’l:p (x) dx.
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RESOLUTION COMPLETE DES EQUATIONS INDETERMINEES
24+1=2 22—1=2%

E. LEMOINE

Ancien éléve de 'école polytechnique

Nous allons d'abord établir quelques résultats qui nous servi-

ront & résoudre la question,

Trouver le terme de rang n d’'une suite ainsi formée: le 1 terme
est a, le 2™ b et le terme de rang n se forme en ajoutant 2 fois
le terme de rang n—1 au terme de rang n—2.

fer  terme....... e a1t ety a+ 0
Qitme terme. ........ AR R 04+ b
b Lo T at+ 2b
Bitme torme..ucoiiaaiveasiess 20+ B )(K)
BN LorIMB L . o tieens s niaies e ba+ 120
ORO® forme. . o2 ioseensbssase 12a+ 290

Remarquons que, si I'on appelle A, et B, les coefficients de a
et de b dans le n™ terme, on a A, =B, 4. Ce qui est facile &
démontrer en faisant voir que si la chose a lieu pour trois ter-
mes consécutifs elle a lieu pour le suivant.
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On conclut de la que la suite des coefficients de a a partir du
2iéme terme de K est la méme que la suite des coefficients de b
& partic du 1* terme et sont les nombres 0, 1, 2, 5, 12, 29,...
formés avec 0 et 1, comme la suite K est formée avec a et b.

‘ Formons avec ces nombres 0 et 1 le tableau H de ces coeffi-
cients.

ier terme ... 0=10
Qitme terme . , , 1=20
Jitme terme .., 2=21

Jitme terme.. . . B=22+41
Bitme torme.,.. 12=2%42.2
6itme terme.. .. 29=8143.2%4+ 1 (H)

7itme terme.... T0=2544,23+3 2!

8itme terme.... 169 =204+5.204+6 .22+ 1

Qitme terme.... 408 =274+6.29410.234+4 .21
10ime terme.... 985 =28+47.28415.2¢4+10.2'+1

et comparons le tableau H avec le triangle arithmétique de Pascal
(tableau L)

| 7i21]38) 38 21| 7| 1
8| 28| 56| 70, 56 28| 8§

e Dt el R

q
T A
TER TR
1 3i_31 1
S T T
A5 |10] 10| 8 1| (L)
1| 615 20_;_15_6' 1!
LE
4
{

'r

1|
9 | 36 81|126,T§ﬁ‘ 84|36 9|
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On apergoit que les coéfficients des puissances de 2 dans les
colonnes du tableau H sont les nombres correspondents des co-
lonnes du tableau L, et il est facile de voir que la loi est générale
en montrant que, si elle a lieu dans le tableau H jusqu’au nitme
terme, elle a lieu pour le suivant.

On a donc en désignant par Na,—y et Na, le 2n— fitme et le
2nitme termes du tableau H

Nan—1=2803+ C;.n——i b4 C;ﬁ.—l 1

+ - - C Ig

In—i
-2 1 In—§ 2 I—b
N =2 +C R +C 12
i In—13 2n—13

-2 2

sl C 2 +1;
2n—3

d'aprés cela si A, est le pitme terme du tableau K on a:

Soient maintenant & résoudre en nombres entiers positils ou
négatifs les deux équations indéterminées

(1) 22+ 1=2¢y*

(2) 2*—1=2y2 (voir, Nouvelles Annales de
Mathématiques, 1872, pag. 173).
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1l est évident que, = et y représentant des nombres entiers et

positifs, si z, y est une solution soit de (1) soit de (2) les
couples

—z,—Y; +z,—y; —x,ty

seront aussi des solutions; il nous suffira donc de chercher toutes
les solutions positives.

1l est facile de voir que si @ et y sont une solution de (1)

z+2y, et z+ty

seront une solution de (2) et que si 2 et y sont une solution de (2)
a+2 et zt+y

sont une solution (1); pour le démontrer substituons dans (2)

z4+2 et zty

a la place de x et de y, et il viendra

(2 +2y)—1=2 (z+y)*
d’on

z! + l- == Ey!)

ce qui est vérifié par hypothése ele.
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On déduit de la que, si & et y sont une solution de (1),
3z+4y, 2243y
sont aussi une solution de (1) ainsi que
3z—4y et 3y—2ax;

si de méme z et y sont une solution de (2),

Je+4y, 3y+2z et 3zx—4y et 3y—2z

seront aussi des solutions de (2).
Une solution connue de (1) ou de (2) conduit donc & une fa-
mille de solutions de (1) ou de (2);

Ze=1, ym{
est une solution évidente de I'équation (1), de méme que

z=1, y=0

pour I'équation (2)

1l dérive done de ces valeurs une famille de solutions pour les
équations (1) et (2); nous allons démontrer que toutes les solu-
tions possibles de ces équations appartiennent a cette méme fa-
mille; il suffit de le démon!rer pour I'une des équations (1) ou (2)
puisque nous avons vu que leurs solutions sont liées linéairement.

Nous allons donc le démontrer seulement pour (1).

Soit z, y une solution de (1) en nombres entiers et positifs; nous
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ayons vu que

=3z —4y
y' =3y —2x
est aussi une solution; comme on a:
z=32+4y, y=22+3y
il est clair que, si @' et y' sont positifs, on aura
d<ae y<y;

comme de ' et de y’ on peut déduire une solution =", y”, etc.,
il est clair que nous pouvons supposer que @, y est la derniére so-
lution positive de la famille décroissante de solutions qu’elle en-
gendre. Ces solutions décroissantes sont données par les formules

x =3z — 4y
y1=3y—
Puisque z et y positifs sont une solution de (1) on a:
yi=3y—2vV2—1

ce qui est toujours positif dans I'hypothése faite de y>0 et le
signe du radical étant explicité ; mais comme z et y sont par
hl[ll}thi:"\e la plus petite solution pnutlw de (1), et ces valeurs sont
toutes deux positives, il faut qu'on ait

#1>0 ou 3V2P—1—by<0
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ou

2 —9<0 ou y<- 2

Ve

ainsi I'y de la derniére solution positive d'une famille quelconque
I | q

: : S
de solutions est plus petit que —‘;;—_ il ne peut donc étre que 2,
2
1, ou 0,
Or y=2 ne correspond A aucune valeur entidre de x satisfai-

sant & (1);

y=1 donne z=1, ce qui conduit & la famille que nous
avons signalée;

y=0 ne correspond & aucune valeur entidre de .

Done toute solution de (1) appartient a la famille dérivée de
z=1, y=1 et par suite toute solution de (2) a la famille déri-
vée de z=1, y=0. Cela posé, nous aurons donc complétement
résolu I'equation (1) si nous donnons toutes les solutions positives
de la famlle de solutions que nous avons reconnue.

En partant pour I'équation (2) des valeurs z=1 y =0 et pour
I'équation (1) de =1 y=1, on peut former le tableau T des
solutions positives de ces deux équations

Valenrs de X y
Pour I'equation (2)| 1 0
........... (1) 1 i
CAE R g s A 2 3 2
..... AP | ) 1 T b
..... SRl L e e
........ . ()] 41| 29

On voit que la colonne des z du tableau T colncidera avec les
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termes du tableau K dans lequel on suppose a=1, b=1 et que
la colonne des y du tableau T cotncidera avec les termes du tableau
K ou l'on suppose

a=0, b=1.

On déduit de ce qui précéde que toutes les solutions positives
de (1), et par suite toutes les solutions, sont données par

& = Nan—q + Nay = Nap 1 — Now
Yn=Nan
et toutes les solutions de (2) par
@9 = Nay—9 + Nog—1
Yn= Nan—1.
ReEMARQUE. Ngp—t 8: n— | termes,
Ne, a: n+1 termes.

Il est tris facile de voir que la question que nous venons de
traiter peut s'énoncer ainsi :

Donner explicitement toutes les valeurs entiéres de n pour les-
quelles 2y — 1 est un carré parfait et toutes les valeurs entiéres
de n pour lesquelles 2n® + 1 est un carré parfait.

La solution que nous venons de donner des équations indéter-
minées (1) et (2) s’appuie sur la formation du tableau H, c'est-
a-dire sur la résolution d'une équation aux différences finies

Up,=2.Up—1+ U2

laquelle n’est qu'un cas particulier de la suivante
Up=1.Us—2+mU;.

Nous allons terminer cette note en donnant la solution complite

de cette derniére équation en supposant que les deux premiers
termes soient a et b.
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Formons le tableau K’ de la série:

1 terme: a+0

ime terme: 0+ b

3ime terme:  la+mb

4 terme: Ima+ (I+m?)b

§ime terme: I(l+mYa+mU+m?)b

6éme terme: Im (al +m2) a+ (B + 3im? +mb) b

B el p—f 2
+C 0 m+.2p-Sl.m +m Ja

pH1
—1 T p— : ] i p—3 |

(K) +[r T DT Ry
- P H

2p—i 1 9p—2
+C d.m +m :I b,
2p—3

2

_ PTG T A e el e SRR i E
(2p+ 1)*™ terme : .'I:.' +C .40 w0 A amita
’ 1
2p—4 Pp—i 2p—2
+C d.m +m ]
2p—13
p—1 3 —2 2 5 —3 i
+m[p£ 5 TR e i 4 ISR SRt
1 p—2
3-8 i 993
+C AIm 4= Jb,
Ip—32
et il suflit de montrer que si laloi est vraie jusqu'a un certain
terme elle est générale.

B A e A B
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NOTE SUR LES SERIES DONT LES TERMES
SONT FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE

PAR

CH. DE LA YALLEE PoussiN

(Professeur & I'Université de Louvain)

REMARQUE PRELIMINAIRE. — Soit f(z) une fonction continue
d’une variable complexe z; on sait que”si f(z) est synectique
dans une aire A, la valeur de I'intégrale

[ reas

ne dépend que des extrémités de la ligne d'intégration, & sup-
poser que l'on ne sorte pas de A.

Réciproquement, soient 5y et 5 les extrémités d'une ligne L;
si l'intégrale, effectuée le long de cette ligne,

f: f(z)ds

ne dépend que de z et de = (L étant dans A), la fonction [ (z)
est synectique dans 'aire A.
En effet, la fonction

i ]
@ (z) =J f(z)ds
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est alors une fonction uniforme de sa limite supérieure z; de plus
cette fonction a une dérivée unique et bien déterminée f(z), car

li (z+h—g(2) 7

f:“;o LT-;;-—iEé—lim (@)= = (@)

donc ¢ (z) est synectique: il en est alors de méme pour toutes ses
dérivées, et pour [(z) en particulier,

TrtorEME. — Considérons la série
uu+u1+ug+ ...... +Hn+. ..... "

dont tous les termes sont fonctions synectiques de z dans une
aire A; si cette série converge uniformément daps la méme
aire:

1°) La somme de la série est une fonction synectique dans
l'aire A;

2°) La série des dérivées d'ordre p

df wuy | df uy d? u,,
ds? dz? dz?

est uniformément convergente dans toute aire A’ intérieure & A
d? f(z)

ds?

Démonstration. Soit ¢ un nombre arbitrairement petit; puis-
que la série converge uniformément, on aura, pour n assez

grand,

el a pour somme

[(B)=uptug+ ......Fusry,

lrnl‘:h

et I'on sait d'ailleurs que f(z), donc ry aussi, seront des fonctions
continues de z dans l'aire A.
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Soient zp et z les extrémilés d'une ligne d'intégration L; on
aura

P T
jf(z}dz u.;.ds-i—J u,d:+......+J u,.dz+jr,dz,
FA £ J L

|j rydz |!<eS,
le/ L |

S étant la longueur de la ligne L
Faisons tendre n vers l'infini et ¢ vers zéro, nous aurons, i la
limite,

Jf(..)d..=-fuﬂdz+ Mds+ cense. +fu“dz+.......
l.-—u ]

ce qui prouve deux choses: 1°) que la série infinie

j ug ds + + WAEt i
Ty

et convergente; 2°) que la somme de cette série ne pouvant
dépendre que de zq et de 3, extrémités de la ligne L, il en sera
de méme pour la valeur de I'intégrale

[ res,

el, par conséquent, en vertu de notre remarque préliminaire,
[(2) est synectique.

La démonstration de la seconde partie du théoréme en dérive
immédiatement.

Soient z un point de l'aire A, R sa plus courte distance au
contour de I'aire A; la fonction [(z) sera synectique dans un cer-
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cle de rayon R, décrit autour du point s, et, par conséquent, ry
le sera également; d'ailleurs, on a sur ce cercle

|l <e,
d’ou par un théoréme bien connu on conclut au point z

dery {l.E...
dzf Re

Considérons maintenant I'équation

def(z) dPug  dPuy +dPun+dir,..

dz?  ds? | daf dze

tant que le point = restera dans A’ supposé¢ intérieure a A, R
restera supérieur & un nombre fixe, donc

dira |
dz¢

tendra uniformément vers zéro quand u tendra vers linfini,
donc la série des dérivées d'ordre p est uniformément conver-
gente el a pour somme

& /()
dzp '

quel que soit ;.

ReEmMaARQUE. — Les propriétés des fonctions supposées connues
dans cette démonstration sont démontrées dans presque tous les
traités avant celles des séries potentielles. Cependant, la plupart
de celles-ci sont généralement établies par des considérations
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spéciales, tandis qu'elles ne sont que des cas particuliers du
théoréme précédent. Il nous paraitrait plus philosophique de
commencer par établir le théoréme général et de 'appliquer
ensuile aux séries potenlielles. On peut se demander en outre
si la premiére partie du théoréme n'est pas implicitement sup-
posée dans la démonstration des théorémes classiques de Weiers-
trass et de Mittag-Lefller pour la représentation des fonctions.
Ce sont ces considérations didactiques qui nous ont engagé a
rédiger cette petite Note.

e e
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J. Alves Bonifacio. — Geometria elementar plana e no espago
(Porto, 1892).

Contém este manual de Geometria elementar todos os assum-
ptos que ordinariamente fazem parte das obras d'esta natureza,
dispostos com boa ordem em dez livros, sendo os cinco primei-
ros dedicados & Geometria plana, os quatro seguintes & Geome-
tria no espago, ¢ o ultimo aos principios da theoria geometrica
das secgdes conicas e das superficies de segunda ordem. Eis um
resumo dos assumptos tractados em cada um d'estes livros:
I. Angulos. Perpendiculares e obliquas. Parallelas. II. Arcos e
cordas. Tangentes & circumferencia. Medida dos segmentos de
recta, dos arcos e dos angulos. I1I. Triangulos. Linhas perpen-
diculares no circulo. 1V. Polygonos. Rectificagio da circumfe-
rencia. V. Areas. VL. Planos e rectas no espago. VII. Pyramides,
prismas e polyedros. VIIL Cylindro, cone e esphera. 1X. Areas
e volumes. X. Propriedades elementares da ellipse, da hyperbole
e da parabola. Transversaes no triangulo. Figuras homothelicas.
Superficies do segundo grau.

Cada livro ¢ acompanhado de numerosos exercicios relativos
4s doutrinas n’elle tractadas.

A clareza com que é feita a exposicio dos assumptos, a boa
ordem na disposi¢io dos mesmos e a boa escolha das demonstra-
¢oes empregadas tornam o novo manual de Geometria elementar
muito proprio para o ensino da Geometria nos Lyceus.

A Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra (Coim-
bra, 1892).

Contém este opusculo um pequeno additamento & Memoria
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historica da Faculdade de Mathematica, publicada em 1872 pelo
sr. dr. F. de Castro Freire; as propostas appresentadas ao Con-
selho superior de Instrucgdo publica no biennio de 1885 a 1886
pelo illustre delegado da Faculdade o sr. dr. L. da Costa e
Almeida ; e finalmente um projecto de reforma da mesma Facul-

dade elaborado por ella em 1887.

C. A. Laisant, — Recueil de problémes de Mathématiques [ Géomé-
trie analytique a deux dimensions), Paris, Gauduer-Villars,

1892.

Este volume é o primeiro de uma obra muito util, que cons-
tard de sete volumes, na qual seriio reunidos, dispostos por ordem
scientifica, os enunciados dos problemas que tém sido propostos
nas Nouvelles Annales, na Nouvelle Correspondance, no Journal
de Mathématiques élémentaires, no Mathesis, etc. As solugdes ndo
siio appresentadas, mas cada problema é acompanhado de uma
indicagio do logar em que n'aquelles jornaes se encontra a so-
lucio.

No presente volume sio reunidos os problemas que se relerem
4 Geometria analytica plana e i Geometria superior. Esta divi-
dido em sete partes em que sio l't!sjlm'li\i!lm‘lllt: {|i:ipr|-5lu:i 08
problemas relativos 4s figuras rectilineas e circulares, 4s conicas,
s curvas algebricas, &s curvas transcendentes, aos logares geo-
melricos, s envolventes e as trajectorias. Cada uma d’estas par-
tes ¢ subdividida em muitas outras. Esta distribuicio ordenada
dos problemas permitte procurar-se com facilidade se um certo
problema vem na colleccio e em que logar foi publicada a solu-
¢ho. A utilidade de uma publicagio d'esta natureza é evidente ;
porisso com ella fez o sr. Laisant um grande servigo aos que
cultivam as sciencias mathematicas.,

X. Antomari. — Légons de Cinématique et de Dynamique (Paris,
Nony, 1892).

Contém este yolume a parte da Cinematica e da Dynamica
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que é exigida pelos programmas de admissio 4 Eschola Polyte-
chnica de Paris. Contém além d’isso a parte da Statica do solido
invariavel em que se tracta da determinagio dos centros de gra-
vidade. Na exposigio das doutrinas, que ¢ feita com a maior
clareza, o auclor subordina o estudo da Statica ao estudo da
Dynamica.

A obra é dividida em tres partes, sendo na primeira estudada
a Cinematica do ponto, na segunda a Dynamica do ponto e na
terceira a theoria dos centros de gravidade dos solidos.

N'um capitulo preliminar ¢é estudada a theoria geometrica
dos vectores, cuja importancia em Mecanica é bem conhecida.

Cada capitulo é seguido de muitos exercicios para os alumnos
se lamiliarisarem com as doutrinas tractadas.

J. Deruyts. — Essai d'une théorie générale des formes algébriques
(Bruaxelles, 1891).

O illustre auctor d'este bello e importante trabalho tem-se
occupado muitas vezes da theoria das [6rmas algebricas em arti-
gos publicados nas principaes collecdes scientificas belgas. Na
presente memoria coordena e completa os resultados obtidos
nos trabalhos anteriores. N'ella estende ao caso de muitas series
de qualquer numero de variaveis os resultados anteriormente
obtidos pelos geometras para o caso de muitas series de duas
variaveis. Considerando principalmente as funcgdes invariantes,
reduz estas funcgdes a certas funcgdes invariantes com n— 1
series de n variaveis, a que dd o nome de covariantes prima-
rios, cujas propriedades estuda desenvolvidamente.

S. Pincherle. — Contributo alla integrazione delle equazioni diffe-
renziali lineari mediante integrali definiti (Memorie della R.
Acad. di Bologna, 1892).

O objecto d'esta importante memoria é a transformacio do
integral ¢ (1) de uma equago linear qualquer, regular e com
coeflicientes racionaes, no integral de uma nova equagio linear,
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tambem regular e com coefficientes racionaes, por meio da rela-
¢iio

1 (a) =£A (t,2) o (1) dt,

nos casos de A (t,x) representar uma das func¢des ((—ax)? ou
G# (t,z), G (t, ) sendo uma funcglo inteira.

V. Retali. — Sullo sportamento finito di una figura piana nel suo
piano (Memorie della R. Acad. di Bologna, 1892).

N'esta memoria o auctor rectifica uma proposi¢io enunciada
por Charles no n.° 17 da sua memoria — Propriétés rélatives au
déplacement fini quelconque dans I'éspace d'ume figure de forme
invariable.

P. H. Schoute. — Le déplacement le plus général dans l'espace a
n dimensions (Annales de I Ecole Polytechnique de Delft, t, vn).

N'esta memeoria muito interessante tracta M. Schoute, profes-
sor na Universidade de Groningen, de obter por methodos geo-
metricos muitos resultados relativos 4 questdo da congruencia e
da symetria de duas figuras no espago a n dimensdes, anterior-
mente obtidos pelo sr. Rahusen por meio da theoria dos deter-
minantes. Em seguida estuda de uma maneira mais profunda
estas questdes e deduz um meio de representagio simples da
relagio entre duas figuras congruentes e da relagdo entre duas
figuras symetricas no espago a n dimensdes.

J. Duran Loriga. — Sobre las [unciones simélricas simples de las
racines de una ecuacion (El Progreso matematico, t. ).
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Dr. J. Bergbohm.— Entwurf einer neuen Integralrechnung ete.
(Leipzig, 1892).

M. Lerch. — Zdkladové theorie Malmsténovskych rad (Bulletin da
Academia de Praga, t. n).

Pozndmky k theorii interpolace (Item).

——— Prispevky k theorii funkci elliptickeh, etc. (ltem).

M. d Ocagne. — Sur la construction de la parabole osculatrice en
un point d'une courbe donnée ;:."\'.l’.li‘n‘i'”r‘.’.li Annales des Mathéma-
tiques, 1892).

—— Sur la corrélation entre les systtmes de coordonnées pon-
ctuelles et les systémes de coordonnées tangentielles (Item).

Sur la liaison entre les expressions du rayon de courbure

en coordonées ponctuelles et en coordonnées tangentielles (Bulle-

tin de la Société mathématique de France, 1891).

Sur wne détermination particuliére du centre de courbure

des lignes planes (liem).

Détermination du rayon de courbure en coordonnées paral-

léles ponctuelles (Bulletins de I Académie de Belgique, 1891).

S. Pincherle. — Sulle forme differenziali lineari (Rend. della R.
Ac. det Lyncei, Roma, 1892).

A. Giitzmer. — Bemerkung dber die Jacobische Thetaformel (Jour-
nal fiir die reine und augwandte Mathematik, t. 110).

V. Retali.— Sur quelques problémes concernant le double contact
el le conlact du troisiéme ordre des coniques (Mathesis, 1892).
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E. Cesdro.— Sulle curve di Bertrand (Rivista di Matematica,
t. nn).

J. Deruyts.— Sur une extension de la loi de réciprocité “de M.
Hermite (Bulletins de I' Acad. de Belgique, 1891)..

Sur le développement de certaines [onctions algébriques

(Mémoires de I’ Acad. de Belgique, 1892).

. Pirondini. — Contatto ¢ ortogonalité di due elicoide (Rivista
di Matematica, t. ).

G. Vivanti.— L'infinito nella natura e nella scienza (Milano,
1892).

Sugli integrali delle equazioni del moto d’un punto che sono

funzioni lineari fratte delie velocita componenti (Rend del Circolo

matematico di Palermo, 1892).

G. T.
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PROCESSOS EXPEDITOS PARA ACHAR 0OS DESENVOLVIMENTOS
DE ALGUNS DETERMINANTES

Determinantes de terceira ordem

FOR

Jost PeEpro TEIXEIRA

Tome-se o typo, ay by cg, inverta-se a ordem dos indices e
mude-se de signal; pos termos assim obtidos juncte-se a cada
indice uma unidade, considerando, no acto de addigdo, o indice
tres como nullo, e repita-se esta operagiio tres vezes sobre cada
termo, conservando os signaes: a somma algebrica dos termos
assim obtidos & o desenvolvimento do determinante de terceira
ordemn.

Convird dispdr o calculo assim:

+ajbycz—agbyey
+agbsc,—a| ﬁ'al‘.‘g
+a351 Cg—agfll c3.

Para os determinantes literaes, esta regra é mais expedita
ainda do que a de Sarrus.

Determinantes de quarta ordem

Tome-se o termo typo, a4 bg cg dy, troquem-se as letras a e b
e mude-se de signal, e no resultado troquem-se as letras a e ¢
e mude-se tambem de signal ; inverta-se a ordem dos indices nos
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tres termos assim obtidos, conservando os signaes ; juncte-se, em
cada um dos seis termos, uma unidade a cada indice, conside-
rando, no acto da addigdo, o indice quatro como nullo, e repi-
ta-se a operacho quatro vezes, mudando sempre de signal: a
somma algebrica dos termos assim obtidos é o desenvolvimento
do determinante de quarta ordem.

Disponha-se o calculo assim:

aybycgdy—byagecgdy+ by cgagdy +
+agbycady —byageady +byegas dy

—agbyegd) +bgagegdy —byegagdy —
— b;c:;dg-i-b;a;c;;dg—b] cyagds

+agbyeidy—byageydy+bgegagdy+
+ ag by ey dg — ba aq ¢y dg + ba ¢y ay dy

—agbycadygt+byascadg—byeyagdy—
—agbg ey dy+ by ag ¢y dy — by ca ag dy
Tambem se pide achar o desenvolvimento do determinante da

maneira que se segue : Repitam-se as tres primeiras linhas e for-
me-se o quadro:

a b o dy
& B o d
ag by g ds
ag b e 4
ay by o1 dy
ag by g dy
& b g d

Forme-se o somma dos productos dos elementos das diagonaes
que se cruzam nos pontos de ordem impar (») e d'esta somma

P P

(#) Consideramos os pontos que os dividem em partes eguaes,
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subtrahe-se a somma dos productos dos elementos das diagonaes

que se cruzam nos pontos de ordem par, e seja Aq 0 resultado.
Repetindo a mesma operaglo nos quadros

by (O € dy
by s Cca dg
by ag €3 dy
by ag oy dg
by ay €1 dy
bs aa g dg
by a; tg dy
by e ay d,
by c3 ag da
by 3 ag dy
by ¢y a; dy
by ey ay dy
be cp ag da
b eg dg dy

e sejam Ag e Ag os resultados; serd
Al —A!'l‘ Aa
o valor do determinante de quarta ordem.

Determinante de guinta ordem

Tome-se o termo typo, ay bs eg dj ey, troquem-se a e b, depois
a e ¢, depois a e d, mudando de signal a cada troca; obtemos
assim :

U .{lgcs di fg;—r'.*; facy f_l'; e ‘I“EII ry dg d; ﬂ:;—f)g L‘g{f3 ag ey l:l)
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N'esta expressio, troquem-se b e ¢ e mude-se de signal, o que

da
—d|cgb3dit5+61 ﬂ!bgdiﬂﬁ—q biﬂadiﬂﬁ'l"q bgd;aﬂieﬁl {2)

e tambem b e d, mudando tambem de signal, o que da
—aydgcgbyes+dyagegbyes—dycaagbyes 4 djeabgages (3)

Em (1), (2) e (3) inverta-se a ordem dos indices, conservando
os signaes; e, nos termos obtidos, juncte-se a cada indice uma
unidade, considerando, no acto da somma, o indice 5 como nullo,
e repita-se a operacio cinco vezes, conservando os signaes: a
somma algebrica dos termos assim obtidos é o desenvolvimento
do determinante de quinta ordem

Tambem se péde obter o mesmo desenvolvimento do modo
seguinte : Repitam-se as quatro primeiras linhas e forme-se o
quadro :

a by ¢ dy e
oEsily ey
ag by c3 d3 e
ag by cg  dy eq
ag - by g dy e
ay by e dy e
as by @ dy e
ag by o dy &
¢ W a d g

e 0s que se deduzem d'aqui collocando a primeira linha successi-
vamente em 2.°, 3.” e 4.° lugar ; lormem-se depois os productos
dos elementos das diagonaes e sejam Ay, As, Ag, A; as sommas
d'estes productos relativos aos quatro quadros ; repitam-se todas
estas operagdes relativamente aos determinantes (ay ca by dj ey),
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(a1 dg cg by es), que se obtem do proposto trocando b ec, e b e
d, e sejam A'y, A's, Ay, A'g, e A"y, A3, A3, A"} as quantidades
analogas 4s precedentes : serd

Ai—As+Az3— Ay
—A +A—-AG+ A
+ Ay — Ally + Ay — A"

o valor do determinante (ay bg ¢y dj e5)

e
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SUR UNE REPRESENTATION DES FONCTIONS
EXPONENTIELLES PAR DES PRODUITS INFINIS

PAR

M. A. Bassani

(Professeur & 1'Ecole Navale de Livourne)

1. Sous le méme titre M. Lipschitz publia une Note dans les
Comptes Rendus de I'Académie de France (T. xcix, pag. 701),
dans laquelle I'habile analyste déduit, & partir de la série trés-
connue

’H
1—30

o e
29 (n) = 3Nz,
1

ol ¢ (n) est la fonction arithmétique de Gauss, un développement
£

en produit infini de la fonction exponentielle e 1—2,

La méme question, traitée sous un point de vue plus général,
forme le sujet du présent travail, dans lequel je me suis borné
i considérer seulement quelque exemple rélatil aux développe-

ments susdits, quoique la méthode puisse s'etendre A une foule
dautres,

2. Soit

(1) S(E)=F(1)+F(2)s+F(3)s2+F(&)s3+...

une série infinie, absolument convergente quand 5 est comprise
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au dédans d’un cercle de rayon égal & I'unité, décrit de I'origine
comme centre, n étant un nombre entier positif fini on infini et
F (n) une fonction entiére de n. Supposons que 'on ait

(2) F(n)=2[(d),

oii f est une fonction, qu'il faut déterminer, et la somme 3 se
ropporte @ tous les diviseurs 4 du nombre n. On sait que pour
chaque fonction F il existe une et une seule fonction f, qui vérifie
la (2); celte fonclion est donnée, en désignant par u, v, w, ...
les facteurs premiers de n, par la rélation suivante

fL")=F{ﬂJ-:;F(E>+zl-’<i)—};t‘( : )—}—
u v R Y

ou, en employant la fonction renversante de M. Cesaro, dont le
savant professeur a fait ressortir toute 'importance dans ses beaux
travaux d’arithmétique supérieure, par la rélation

n n
W=3g(Z\F@ =2 O F(=)
A ”(s) il (a)

ol les sommes se rapporteut & tous les diviseurs § du nombre n.
La fonction p. (3) est la fonction renversante susdite; elle est
généralement nulle, mais egale a (— 1)¥ lorsque 3 est le produit
de k facteurs premiers, inégaux.
Cela posé, si I'on substitue dans la (1) au lien de F(n) la
valeur donnée par la (2), et, en égard & la convergence absolue
de (1), on arrange convenablement les termes, on trouve la série

-2

-
- -

(3
l—zﬁ+f' J t~z3+

(3) S(z)= .’{!} 'lé_" + fl,9.1

qui intégrée, A partir de 0, le long d'une ligne comprise & l'inté-
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rieur du cercle de convergence, nous donne

n 2 i
@) — ;F{n)% =f(1) log (1—23) +Q.?'._] log (1—3%)+ f{3i] log (1—33)+...,
1 1

qu'on peut mettre sous la forme

Forei
it

=M=z »,
]

™ . gm
_xF(m)—
1 “n

4 e

la convergence du produit ayant lieu dans le domaine de conver-
gence de la série (1).

: 1 ; ;
En écrivant — au lieu de z, on trouve aussi

lx =N Ir:."."
5 gin 1 Sl
(%) 1 (:“-—- l)

et le second membre est convergent en déhors du cercle ayant
son centre & l'origine et son rayon egal a I'unité.

&. Pour appliquer les résultats & quelque exemple, considé-
rons la fonction .'lrithm(?tiqm: % (%), qui représente le nombre
des fractions irréductibles, de numerateur , non inférieures a v.
On voit que cette fonction comprend la fonction ¢ () de Gauss
pour v=1, el dans ce cas est egale au nombre des nombres
premiers avec z el inférieurs & .
x

En employant le symbole E( ) pour indiquer le plus grand

4
enlier contenu en z, on démontre trés-aisément que

z ?1 (8} = E(_':‘)l
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d’oui I'on tire, en s'aidant de la (§),

o TE LT AN o)
(6) e‘;hk»)ncl.u_;n) n [v=1,2,3,...]
1

Maintenant posons

S(:)=3E (i)‘"‘—:
1

¥ n

on aura alors, en dérivant,
n
58 (5)=3E (_);n.
i v

qu'on peut meltre sous la forme

v—1 dw—1 iv—1
s8(s)= 3 42 3 43 2 +..,,
v v v

ou, en effectuant les sommes dans le second membre,

r Ez"{:l--z") (1 —2) (1 —13")
28 (3) g +2 e +3 g 2

1—z 3"

1 (=)
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On en lire, en intégrant,

5 tgrd-bds

el Ju (1—2)(1—=

el par conséquent la (G) peut re écrite ainsi:

En particulier, pour v=1 on .'lj*- 215 w=—, 6f 1o der-
' : c[{—3p 11—

niére formule devient
(7) e T all(1—2) w ,

qui est la formule de M. Lipschitz.

i
En remplagant, dans la précédente, = par —, on trouve

-

i e E T

pourvu qu’on ait mod z > 1.
Lorsque v=2, on a

80 =f i=an=m
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En posant z=sin%, ou trouve

& sds “langodg win2gdyg win g d
[- _ “-__]..’*"“*Jr[“”?
J(1—

i} o cost %

cos? g

et pour cela

z | ® arcsinz
S(z)=— — 4+ —log . lang | — — — )3
e T R T DX A 2

—z f—siny

=\
=31

ro|-e

| a

{ +si
= = + -I log . tang (

2costp 2

donc
A . g 1 Wl 'I.r—ﬁii“z;‘. =3 ®aln)
® ¢Fos seweli T ) fig-me .
1

4. Une fonction qui présente quelque analogie avec la pré-
cédente est la fonction i (@) de M. Cesaro (#), qui représente le
nombre des fractions irréductibles, dont un terme au moins est
égal A . La fonction en question n'est que le double de la fon-
ction de Gauss, sauf pour z=1, car i (1)=2¢ (1) — 1; par con-
séquent on peut écrire

3i(d)=2n—1,

et de la (4) on tire

_i!_";.‘r-- -.?_T_._| v (1—2) s /|
(O et a3 T Tl - R
1

A b hiaa

(%) Annali di Matem. di DBrioschi, serie 2.1, pag. 235.
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&. Il est aisé d'oblenir aussi les développements en produits
infinis des fonctions exponentielles e—=, e—ar¢- & 2, dont e pre-
mier, div & M. Tchebichel, a été donné par M. Bertrand dans le
Calcul Différentiel.

En eflet, considérant la fonction g (z) de M. Cesaro, on voit,
par la définition méme de la fonction, qu'elle donne lieu a I'éga-
lité

Osin>1

1 sin=1

et F'on peut alors en déduire facilement par le moyen de (4)

c'est-d-dire

1 1 1 1
¥ \ # * Al P I" =15\ 15
(10) ¢* = I —3) (1 -8 (1 —s1)W (1 — 1M (1985, .,
/ 2 i 1 i 1 1
(l—:"]’ [1—-53;"; {l-—:ﬁ}‘"‘[l— :TJT“ _;IIJII A

. R=® ;
De méme, en posant dans (2) F (n) = sin - ;- on obtient

F; x) e
1) = Fu (3) sin —,
f_u) 2 (8)si 33
D'ailleurs on a évidemment
®» . AE * £y gl
?mn Rt b o - + ...=are. lang 3,
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done, d’aprés ce qui a été démonlré,

2 : | 9
(1 — 2\ (1 —g8)6(f—290(1 -z
i ar¢ lang 2 ln_l-_";ti'_“,- \l 5% {I B) Clene
(11) e - 3o bl S e AL N

i 2
(1—sy2 —2h3(1 —37)7 (1 —s")1...

6. En poursuivant I'exposition des résultats, qu'on peut tirer
des formules démontrées précédemment, considérons maintenant
le cas, ot F(n)=n", r étant un nombre entier positif ou negatif.
Posons alors

2 (3)=n"
d’ou 'on tire

B ; 1
Yr(n)=n"3 E;fl =n"ll (l — -i;"-) '

le produit Il se rapportant a tous les [acteurs premiers p du nom-
bre n.
En particulier: 1°, pour r=0 il est aisé de voir qu'on a

iUsin::-l
do (n) = :
{1sin=1

2° pour r=1 on a

by (n) = nl](i = _:)

qui comcide avec la fonction ¢ (n) de Gauss;
3° pour r=2 on obtient

2
$a (n) = N ¢ (n)@ (N),
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oit N est le produit des facteurs premiers de n, et ® (N), en
empin:.'nnt la notation de M. Kronecker, est la somme des divi-
seurs de N;

4°, pour r=—1 on trouve

5° si I'on pose r=—2 il en résulte

e N
§_s= S9N

ete. ete.
En substituant dans la (4) et considérant premiéremment le
cas, ot r est positil, nous avons

:I' g r (1) vr (2 el
(12) ei" T =(1—n)" V-t q_pmtd

Mais pour une propriété qui a été mise en évidence par M.
Catalan dans son Mémoire «Sur une suile de polyndmes entiers»,
on sait que

r—1 i
= el Al i dorcie ikl g\ o
s+215804-3 1234, .= 3 A% (0™

i=1

(=g >0

o
olt AT(0™—1) représente le coefficiente de —;— dans le développe-

ment de (ef — 1)—! en série ordonnée suivant les puissances de
x, ¢ est-d-dire

o o
af.;nr—lj;.=:r—1—f:i—i)r—t+'--(-' ;'a'rl'} ) 5 sl
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Conséquemment la formule précédente peut s'écrire

¢ (2) ¥ (3)

(13) &8 O 1o a1 a8 3

Maintenant il est aisé d'exprimer le premier membre de cette
derniére égalité par le moyen des nombres ultra-bernoulliens, ainsi
nommés par M. Trudi, qui en a fait sujet d'étude dans un Mé-
moire lu & I"Académie de Naples. M. Cesaro reprit ensuite dans
les Nouvelles Annales I'étude de ces nombres, et, pour mettre en
vue |'analogie, qui existe entre eux et les nombre de Bernoulli,
proposa la défimition symbolique

BH1p—zB =y, [v=0,1,2 3,...]

z étant une quantité arbitraire différente de zero. On en conclut,
de proche en proche,

: 1 Bs () 4
Bo(z) =0, Bz =——, ——=— !
0(3) 1(3] T 3 =
By (s s b By(s) %
3 (-2t (1-s%" &  (1—s)t
62 69
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En conséquence la formule (13 peut étre mise sons la forme re-
marquable

£) . e (m)

B. .
=l (=) 8.
|

(14) e

*|

En particulier, pour r = { les formules (13), (14) n'ont pas de
sens, mais il est aisé de voir que nous sommes dans les cas du
développement de M. Lipschitz donné auparavant.

Pour r=2, 3,... la (14) donne lieu aux développements

oy PO ™
e (=P =ll{1—3")n,
1

Venons maintenant & considérer le cas, oii r est un nombre
négatif, et dans le but de mettre sous forme intégrale la somme

qui se présente dans le premier membre de (12), lorsquon y fait
r négatil, considérons le développement

e R, SR T . P T

e —x

qui subsiste tant que mod 2> 1 et mod e—=<1.
En multipliaat par 27 de et intégrant de 0 & oo, en vertu de




10% JORNAL DE SCIENCIAS

on oblient sans peine

1 " zardx o 3"
Huiy! Mg ! e

rllp e—2z

Conséquemment la (12) nous donne

1 [ iz = b sl
(lﬁ' e ¥ "fl'_:zlll[:l—:n‘lr N

En particulier, pour r =0, on tire de la

glog (1—z) — | o
qui est évident.

9. Voici maintenant une application trés-étendue, qu'on peut
faire de (%), en supposant que la fonction f(n) soit un polyndme
quelconque en n.

Puisque chaque fonction rationnelle et entitre de n, du dégré
P, est toujours décomposable suivant la forme

+1) ( +9
ag+ayn+as Tt"('ngq -+ ag o ;_:"(n } ¥

.

AL B

on peut déterminer les coeflicients ag, ay, ..., a, de maniére a
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avoir identiquement

nn+1) n(n+1)...n+p—1)
f{ﬂ}=ﬂﬂ+ﬂ]ﬂ+ﬂ'i—21—-—- Fooeta———— P ¥t

Cela posé, en employant une transformation, due a Jacobi, on
obtient

- 22 5% ®
1 + [(2) -+ fB) ——+..= 2 e
f[: .J i ,r }l_zf_ f( "'I_;.I"'_ ﬂ=1'iu“_z_n‘)-+l

P a, "

d'oi I'on déduit

= z aw ! ' —

(16)  eila B S0 Tiey J=IT(1—sm)lin)
1

En particulier, pour ay=1 et qp=ag=...=a,=0, on a
[(n)=n el F(n) =g (n); donc la derniére formule devient.

s (m) el | P

4_.-\_.‘9_- —_— =

priliic S U Dl
n =g 1N 1—:“=|[|:_[_:;")_

e

-

Encore, si I'on pose gg=1, ay=as=... a,=0, il en dérive
[(n)=1 et F(n) égale au nombre des diviseurs de n, que nous
désignerons par % (n). On en conclut

ele. ele.

8. Pour finir, représentons par v () une fonction générale-
ment nulle, mais, lorsque @ est un nombre premier ou puissance
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d’'un nombre premier, ézale au logarithme de ce nombre. On

aura
2v(8)=logn,

et pour cela

log2 g log? 3 logm_y
1—2% (1% 3 (1)t . met »
D'ailleurs
=N LBt ‘-:
slogn—=log [1122%33,..],
n
done
log2 log 3 log 2 B, BT o e
(17) 1—=}) 2 (1—s%) 3 (1Y) 8 ... =2 2.3 1.4 4,

d'ou I'on peut tirer des identités curieuses.
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SUR LA DIFFERENTIATION DES SERIES

(Extrait d'une letire adressée & Gomes Teixeira)
PAR :

M. LErcu

(Professeur i I'Ecole Polytechnique de Prague)

Je prends la liberté vous communiquer une remarque a la
quelle m’a donné I'occasion la note de M. de la Vallée Poussin
contenue dans le 3™ numéro du t. X1 de votre journal. Dans mes
lecons & I'Ecole tec bnique tschéque jai développé une démonstra-
tion d’un théoréme qui traite un sujet analogue a celui de M.
de la Vallée Poussin, mais avec moins d'h]'pulilésus.

Le théoréme dont il s’agit est le suivant: Supposons que les
termes de la série infinie

hi@+h@+faE+...+hE)+...

sont des fonctions uniformes et synectiques dans une aire finie
que'conque A et que la série soit uniformément convergente
lorsque la variable & parcourt tout le contour S de cette aire A.

Alors je dis que la série sera convergente aussi pour tous les
points intérieurs de A et quelle représente une fonction analy-
tique F(z) dont les dérivées s’obtiennent en différentiant les
termes de la série considérée,
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Employons & cet effet la formule

fo @) = 2;-}“ fn (:1 ds ’

5§ §—&

oit z est un des points intérieurs de A, 'intégrale étant prise le
long du contour S dans le sens positil. 1l s’ensuit

mip (4 de W7
b i:r__i-=] - 3 fu(3);
n==m 83— n=m

or la série 3 f;(s) étant uniformément convergente sur le con-
tour S, on peut trouver une limite my telle que, pour chaque valeur
de m supérieure & mg, chaque corps de termes éloignés ¥ [, (3),
(n=m,m+1,...,m+p) a une somme moindre qu’une quan-
Lité e donnée d’avance, quelque soit p.

On aura ainsi l'inégalité

m--p . 1.
12 h@<gef =

n=m 2% ‘Slz_'r|1I

en représentant par ds la différentielle de I'arc du contour s. De
I il suit que la série 3 fy(x) (n=0,1,2,...) est convergente
lorsque z est & l'intérieur de A, mais on ne voit pas encore si
celte convergence est uniforme, Pour ce but je représente par
k la distance moindre d'un point intérieur 29 au contour S et je
considére I'entourage de ce point donné par I'inégalité | z—ag |<p,

p Etant une constanle positive moindre que k. La distance de
tous les points de cet entourage aux points 5 du contour 8 étant
inférieure & k—¢, on aura | z—a& | <k—p et par conséquent

- 5
J._ i:—.—rI <.ﬁ'—9'
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en convenant de représenter par S la longueur de la périphé-
rie S. 2
Ainsi lorsque x appartient i 'entourage du point xy la somme
2ful@)y (n=m, m+1,...m+p) sera inférieure & une cons-
tante ﬁ—d d’or il suit que notre série converge uniformeé-
ment dans les environs de tous les points intérieurs de l'aire A.
On vois de méme que l'on a

z hl i fF(s)ds
- ] & 7 g o e e
Rl 2m § £—I !

en posant, sur le contour S,

™ i
Fo)= 3f()

#
a=0

d'ott I'on tire aisément que nous avons dans |'entourage consi-
déré du point zy

> = ook Fis)ds
n=0 m==0 _21'51.}“ [::—;I'u_:|m+"

ce qui prouve que notre série représente une fonction analytique.
La quantité Cy, est évidemment égale i la série

S e O el
=0 28/ L_;-*.T“""I"

|
/

identique avec la suivante
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ce qui démontre qu'aussi les séries dérivées sont convergentes et
ont des sommes égales i des dérivées de la somme primitive, ce
qui est le résultat auquel nous voulions parvenir,

C'est précisément le théoréme de M. Weierstrass modifié
pour une aire quelconque. Car l'illustre géométre considére une
somme de lermes de la forme

fn(x:'= ; ayx,

w=()

I'aire A étant ici un cercle | x| <R, et suppose que la somme
fu () soit uniformément convergente pour tous les points de la

circonférence |z |=R; dans ce cas nous aurons évidemment, en
prenant dans notre résultat 2y =0, p <R, | x| <, I'équation

o0 . i m W ad
2 fal@)= 3 Cua™, Cu=_3 Gum.
a=0 m=I) n=l)

On peut désirer une généralisation qui aurais plus d’analogie
formale avec le théoréme de l'illustre géométre, en étudiant une
catégorie spéciale des développements

an
§ " Fi
(@)= 2 apne(z)

et en se proposant la question relative & des conditions & rem-
plir pourqu’on ait

kS o -
'.f. ,rn EI}= & Cv?v (-T?o {:'b= P Ay -

=0l =il n==()

Cette circonstance se vérifie toutes les fois que les fonctions
7y (2) soient entitres et que 'on ait lim g, (z).2—™, =K, celle

Y=
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quantité-ci étant constante, mais on n'a pas aucun théoréme
général sur ce sujet.

Jai essayé de résoudre celle question sous des conditions qui
sont souvent remplies.

Je suppose que les fonctions ¢ (), 91 (z), 2 (2), ... sont
synectiques et uniformes dans I'aire A et telles qu'il leur cor-
responde une suite de fonctions § (3), ¢; (2), 4a(z), définies sur
la ligne S pour lesquelles Pintégrale

1 et
ori) g om (=) ¥n (2)

prise le long du contour S est zéro en général, mais égale a
I'unité lorsque m =n.

On suppose de plus qu'en représentant par ¢, le module
maximum de ¢, (z) sur le contour S. la série ¢, g.(z) soit
absolument convergente.

A T'aide de ces hypothéses on établit cette proposition ana-
logue & celle de Cauchy qu'en représentant par g le module
maximum sur le contour § de la somme

—
(2]
e
I
| 8
Ca

-
-

<
-
—

supposée uniformément convergente sur le contour S, on a
I'inégalité

S
€<y, b
Considérons maintenant une série de la forme

V(z)= 3 fulx), ol f5(z)= > auy Gy (),

=l =

L




112 JORNAL DE SCIENCIAS

toutes les séries V(x) et f;(x) étant supposées unilormément

convergentes sur le conlour S. Nous allons établir 1°) que V(z)

converge aussi a l'intérieur de A et 2°) que I'on a V(z)=3¢.(z)3au,.
On tire d"abord de la convergence uniforme V(z) l'inégalité

n-{-p
Y aw|<e (3 est sur la

m+-p @ .
n=m

| 2 /a(3)1<e ou bien | 2 ¢.(3)
!|=m am=()
ligne §),

qui a lieu pour une quantité ¢ donnée d'avance, lorsque I'entier m
surpasse une certaine limite. En employant le théoréme (1) on en
déduit

m+p S
(") | 3 anl< O 5'-]‘\1

n=m

-

ce qui prouve que les séries ¥ a, = A, sont convergentes, et
n==0

que leurs restes satisfont & U'inégalité

(8) | 3 a;vlfﬂsj;e:!;'-

Hn=m

La premiére partie du théoréme se vérifie aisément a I'aide
de I'inégalité («). Car soit & un point intérieur de l'aire A, et
observons que lidentité

m--p L] IJ'IJ,P
E Irﬂ (IJ =1 -\- 4'-. ':I} 2 1
n=m v={) fi=m

combinée avec I'inégalité («) donne

m+-p Se o=
|ﬂ5mr.(x)l<§éot¢_gsn+.:
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or ¢ élant infiniment pelit pour m infini, on voit que la série
X fulz) doit étre convergente, ce qui prouve la premiére propo-
sition. 1l faut encore élablir la convergence de la série 3 A, ¢, (z)
et montrer qu'elle est égale a V(z). Décomposons & cet effet la
série A, comme il suit:

ad o
r‘u = 1‘11 + Avg”. AJ . }: [/ T Awﬂ — }: ﬂ.n
=) =m

il est clair que I'on a
m—1 o S
2 i@= 3 Alg.(@), |A |<—eds
n=0 =) '—Ew
la derniére inégalité prouve que la série
o S =
Ay o) | <—e¢ 2 v x
3 1A e@lggs S 4o o]

et par conséquent aussi la série 3 A" ¢, (x) est convergente et
devient infiniment petite avec . Puisque

2 fi@— 2 Avgela)=
0

=1 W

| v«8
| 1«8

[a(x) — §U A/ ¢, (z)

et que les deux sommes deviennent infiniment petites pour m infini,
il est claire que cette différence est rigoureusement zéro.

Dans le théoréme démontré plus haut on n'a pas fait voir
quel est le caractére de convergence de la série ¥ f, (z) lorsque
z s'approche indéfiniment du contour S. Celte question exige un
moyen un peu moins élémentaire, & savoir le théoréme que les
valeurs de la partie réelle (imaginaire) de f, (z), pour les points
intérieurs de A, sont contenues entre deux valeurs réelles (ima-

8
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ginaires) de f,(z) sur le contour S. M. Jules Riemann en a
conclut que la partie réelle ainsi que la partie imaginaire du
corps de termes ¢loignés

m.:l-._;; ' m-4-p _m-p 3
b fn (I = ¥ Un +t 3 Vi
fi=m n==in nu=m

sera contenue entre deux limites indépendantes de = et de p,
qui seront infiniment petites pour m infiniment croissant. En
d’autres termes, on a cette proposition beaucoup plus précise
(mais superflue pour quelques buls), que la convergence de notre
série 2 [y (x) sera unilorme dans toute I'aire A.
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EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. D'OCAGNE A M. E. LEMOINE

«... Il n'est pas sans intérét de remarquer que votre équation (2)
(Journal de M. Teizeira, vol. x1, pag. 70), & laquelle, ainsi que
vous I'avez fait voir, peut se ramener I'équation (1), et que vous
traitez par une méthode si simple, est un cas particulier de
I"équation

x:— Kyﬂ p—

dont j'ai fait connaitre la résolution en nombres entiers dans les
Comptes rendus de I Académie des Sciences de 188% (T. 99, pag.
1112). En faisant K=2 et 3=1 dans mes formules, on re-
tombe bien sur les votres.

C'est d'ailleurs aussi, au moyen des suites récurrentes, que j'ai
traité le probléme ainsi généralisé, et, a ce propos, je vous de-
manderai encore la permission de vous faire observer que jai,
par une marche directe, obtenu la formule générale (K') qui ter-
mine votre note et qui donne la solution de I'équation aux diffé-
rences finies

Un - FUn_Q -+ mU._j 2

Cette formule (écrite avec d’autres notations) résulte, en effet,
du simple rapprochement des formules (8) et (12) de ma Théo-
rie élémentaire des séries récurrentes (Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, 188%, pag. 69 et 71),

Dans un grand Mémoire sur les suites récurrentes achevé de-
puis quelque temps et qui paraitra dans le 64° cahier du Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, j'étends ma méthode aux équations
aux différences finies analogues & la précédente, mais d'ordre
quelconque...»,

&
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N. J. LOBATCHEFFSKY

Em outubro de 1893 tem logar o centenario do nascimento
do eminente geometra russo Lobatchefisky, o primeiro que de-
monstrou que o postulado de Euclides relativo  theoria das rectas
parallelas nao pode ser deduzido como corollario mathemalico dos
outros postulados e das definicdes e axiomas da Geometria ele-
mentar, e que a admissdo d'este postulado equivale & admissao
de certas propriedades do nosso espaco que s6 podem ser verifi-
cadas pela observacho e pela experiencia. N'uma serie de me-
morias que escreven a respeito d'este assumpto, fundou mesmo
uma geometria, independente do postulado das parallelas, nio
applicavel ao nosso espago.

Para celebrar o centenario d’este sabio resolveu a Sociedade
physico-mathematica da Universidade de Kasan, em que elle foi
professor desde 1812 até 1846 e reitor desde 1827 alé 1846,
abrir uma subseripglio com o louvavel fim de fundar um premio
em sua honra e de lhe levantar um busto no edificio da Uni-
versidade. Uma circular vem de ser dirigida aos geometras convi-
dando-os a associar-se a esta manilestacio justa. Assignam esta
circular o sr. Wassiliefl, presidente da Sociedade physico mathe-
matica de Kasan, o sr. Souvoroff, vice-presidente da mesma
Sociedade e os prolessores de mathematica na Universidade de
Kasan.

B S P,
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DEFINICAO ANALYTICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

roR

J. Bruno pE CABEDO

(Professor na Universidade de Coimbra)

1. Com a, b,... a', V,... significamos numeros positivos ou
negaltivos,

Posto isto, chamaremos numero complexo a todo o symbolo
da forma a—b, (+) sujeito as definigdes seguintes :

2. Diz-se que a—b,=a' b, quando for a=a', b=V

Diz-se que a—b, =a , quando for a=a', b=0.

Para simplificar, com o symbolo b, representaremos o numero
complexo 0—~b, .

8. Chama-se addigio dos numeros complexos a—b, e a'—b
& operagdo definida pela egualdade

(a~b,) +(@—b,) = (a-+a)~(b+1), .

Como a=a—~0, e b, ,=0""b,, resulta da precedente defi-
ni¢lio

a+b, =(a—~0,)+ (0—b,)=a—b,.

T

(#) Symbolos que pio differem essencialmente de a—b, io nsados nas
mais rudimentares applicacdes da arithmetiea, quando se pede a deseripgio
quantitativa ¢ qualitativa de um todo composto de elementos de duas espe-
cies differentes,
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Logo todo o numero complexo a—b, pode por-se debaixo da
forma a+ b,

4. Chama-se multiplicagdo dos numeros a+4b, e a'+ ¥,
& operagdo definida pela egualdade

(a+b,) (a'+ V)= (aa' — V') + (ab' + ba'),.

D'esta definigdo resulta b. 1, =(b+0,) (0+1,)=0b,.

Logo todo o numero complexo piode pir-se debaixo da [6rma

a+b.1,.
Quanto ao numero 1, mostra a mesma definigho que é

{, 1,=(04+1)(0+1,)=—1.

5. Com estes principios a exposicdo completa da theoria dos
numeros complexos ndo apresenta a menor difficuldade.
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A. Faifofer.— Elementi di Geometria, 8.* ed., (Venezia, 1891).

Entre os livros que tém sido publicados para substituir nas
escholas a obra immortal de Euclides, um dos melbores que co-
nhecemos é o que, com o titulo precedente, foi publicado em
Italia pelo sr. Faifofer, professor no Lyceu Marco Foscarini de
Veneza. Por suas boas qualidades mereceu esta obra elogios de
alguns geometras illustres, como Beltrami, Mansion, etc., e
obleve um.successo tal entre os professores italianos que onze
edigdes d'ella foram até hoje publicadas. Esta na verdade escri-
pto com um cuidado tal que é um verdadeiro modelo a seguir
em obras d’esta natureza.

As doutrinas que se encontram nos Elementi do sr. Failofer
sio aquellas que ordinariamente contém os manuaes de Geome-
tria elementar destinados ao ensino, e estdo dispostas em vinte e
quatro capitulos, sendo um destinado &s nogdes fundamentaes,
quatorze & Geometria plana e os restanles 4 Geomelria no
espago.

Dos capitulos que pelo modo original como estdo escriptos,
merecem mais atten¢lo, mencionarei em primeiro logar o capi-
tulo primeiro, onde o auctor tracta de enumerar e fixar com o
maior cuidado quaes os principios que a sciencia geometrica
vae buscar & observacio exterior. N'elle o sr. Failofer subtitue
muitas definicdes ininteligiveis, que appareciam nos anteriores
manuaes de geometria elementar, por postulados claramente
explicados.

Merece tambem attencio o modo simples como é tractada a
theoria da equivalencia. O auctor chama equivalentes duas su-
perficies que se possam dividir no mesmo numero de partes
respectivamente eguaes. Partindo d'esta defini¢do, mais compre-
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hensivel do que a dada nos manuaes anteriormente pnblicados,
tracta com a maior clareza da equivalencia dos polygonos. Para
abranger as superficies terminadas par linhas curvas € esta defi-
ni¢lio “extendida no capitulo intitulado eiclometria.

N'este capitulo, um dos melhores da obra, o auctor collo-
cando-se primeiramente n'um ponto de vista geral, introduz a
nocdo de classe de grandezas (grupo de grandezas que satisfazem
a uma nlulurrmnudﬂ condicio) e de n"rtﬁwh Hl?lffJNH'i l::limutl.lqwﬁ
taes que cada grandeza de uma das classes seja maior do que
todas as grnndezns da outra classe, e taes que se possam achar
duas grandezas, uma de cada classe, cuja differenga seja menor
do que uma grandeza da mesma especie dada qualquer) e estuda
as prupru.dmlea d'estas classes de grandezas. Em seguida, ba-
seando-se n'estas propriedades, demonstra a propbsi¢ao funda-
mental segundo a qual, dado um circulo, existe um segmento e
um s6 que tem a prnllrimlmle de ser menor do que o perimetro
de qualquer polygono circumscripto ¢ maior do que o perimetro
de qualquer polygono inscripto. E este segmento que por defi-
nigho considera como equivalente ao circulo e cuja determinagio
constitue o problema da rectificagio da circumferencia.

Depois de resolver este problema, passa & resolucio do pro-
blema da quadratura approximada do circulo. N'este logar,
fazendo a extensdo da nogho de equivalencia a que ji nos refe-
rimos, considera como equivalentes duas superficies que estejam
cnmprehendidﬂs entre duas mesmas classes contiguas, e mostra
que a superficie do circulo & equivalente a um triangulo de base
equivalente 4 circumferencia e de altura egual ao raio.

A falta de espaco niio nos permitte indicar mais pontos da
Geometria do sr. Faifoler que merecem attengio. Terminaremos
pois esta noticia dizendo que as modificagdes introduzidas pelo
sr. Faifofer na exposicio da Geometria elementar tém sido ado-
ptadas na maior parte dos livros italianos posteriormente publi-
cados e recommendando a sua excellente obra aos professores
dos Lyceus portuguezes.

Humbert. — Traité & Arithmétique, (Paris, Nony, 1893).

Diz o sr. Tannery, no prefacio d'este livro, referindo-se a elle:
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il a été pensé avant d'avoir été écrit. Estas palavras, completa-
mente justas, ddo testemunho do cuidado com que esta escripto
o livro.

Os pontos de Arithmetica cuja exposicio ¢ mais difficil, como
a introducgdo da nocdo de fraccdo e a theoria dos numeros
irracionaes, sdo n'esta obra excellente tractados com a maior
clareza e da maneira mais propria para serem comprehendidos
pelos alumnos. O auctor, vendo quanto é inconveniente para os
alumnos uma exposigio demasiadamente abstracta d'estes as-
sumptos, introduz, com a noglo de numero fraccionario e de
numero irracional, a representacio d’estes numeros por segmentos
de recta, e explica as operacdes sobre estes numeros pelas ope-
raghes sobre as rectas que os representam,

A obra é dividida em seis partes, em que slo estudadas, além
das doutrinas que habitualmente sio consideradas em livros d’esta
nalureza, a theoria das quantidades negativas, os principios da
theoria das congruencias binomias, etc.

Terminando diremos que o Tratado de Arithmetica do sr.
Hambert & um livro excellente, com a publicacio do qual este
sabio geometra prestou um grande servigo aos alumnos, que tém
n'elle um bom guia para o seu estudo, e aos professores que
tém n'elle um bom modelo para o seu ensino.

P. Painlevé. — Mémoire sur les équations différentielles du pre-
mier ordre, (Paris, G. Villars, 1§92).

A theoria geral da integracdo das equagdes differenciaes de
primeira ordem tem sido objecto da parte do sr. Painlevé de
trabalhos importantes. Na presente memoria, que mereceu a alta
honra de ser premiada pela Academia das sciencias de Paris,
estudou este eminente geometra a equacio completa F (z, y, y')=0
para procurar o que acontece a cada integral particular d'esta
equacio quando se faz variar # de uma maneira qualquer no
plano onde esta variavel se representa, tendo em attengdo os
pontos eriticos do integral, isto é os pontos em que alguns valo-
res de y se permutam. Partindo dos trabalhos dos srs. Fuchs e
Poincaré a respeito dos integraes que so6 Lém pontos criticos
fixos (isto ¢ que niio variam com as constantes arbitrarias da
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integracio) e generalisando estes ultimos, estuda os integraes
que tém pontos criticos moveis, no caso em que, x variando sem
descrever curvas fechadas que contenham os pontos criticos fixos,
5 adquire um numero limitado de valores em cada ponto z, e
determina as condigdes para que esta circumstancia se dé. Para
tractar esta questdo difficil faz o auctor, em dois capitulos preli-
minares, um estudo profundo de algumas propriedades caracte-
risticas das equacdes differenciaes de primeira ordem e das
propriedades das transformagdes racionaes das curvas algebricas.

Ch. J. de la Vallée Poussin. — Etude des integrales @ limiles
infinies, etc. (Annales de la Société scientifique de Bruaxelles,
t. xvi).

Recherches sur la convergence des intégrales définies (Jour-

nal de math. pures et ap., 1892).

Na primeira d’estas bellas e importantes memorias o auctor,
considerando os integraes com limites infinitos das funcedes con-
tinuas, da regras precisas para a differenciagio e integragio das
funcgdes definidas por estes integraes. Para esse fim introduz a
nogdo de convergencia uniforme dos integraes definidos (conside-
rando como uniformemente convergente no intervallo de x=a a
a=0b o integral /° f(x,a)dz quando a todo o numero positivo
e corresponde um numero ' tal que seja

| S5 [lx,a)dz] <e

para todo o valor de « no intervallo considerado e todo o valor
de n superior a n) e di methodos para reconhecer se qualquer
integral dado é uniformemente convergente. Dos principios ex-
postos faz applicagho aos integraes mais importantes que 1ém
sido considerados pelos geometras.

Na segunda memoria considera o illustre geometra belga os
integraes das func¢des descontinuas em um numero finito ou
infinito de pontos. Faz primeiramente um estudo profundo das
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condigdes de convergencia tanto dos integraes simples como dos
integraes duplos e e-lud.: em seguida s condigdes em que é
possivel inverter a ordem das integragdes,

P. Pizzeti. — I fondamenti malematici per la critica dei risultati
sperimentali (Atti della R. Universitd di (renova, 1892).

N'este excellente (rabalho estuda o sr. Pizzeti, debaixo do
ponto de vista theorico, o problema que tem por objecto combi-
nar do modo mais vantajoso as observacdes e assignar a precisiio
de um resultado experimental. N'este estudo ndo se occupa, como
elle mesmo diz, das particularidades de interesse puramente
practico do problema, mas sémente da sua parte fundamental e
phylosophica. A exposicio da theoria a que o trabalho é consa-
grado & acompanbada de uma critica profunda dos trabalhos mais
importantes dos geometras a este respeito e de muitas informa-
¢oes historicas rul.lluae a cada ponto considerado,

Revue semestrielle des publications mathématiques, Amsterdam,
Versluys.

Com o fim de fazer conhecer sem demora importante o titulo
e um resumo do assumpto das memorias mathematicas publicadas
nos principaes jornaes scientificos, vem a Sociedade mathematica
de Amsterdam de fundar uma revista, com o titulo precedente,
confiando a sua direccdo aos illustres professores  Schoute,
Korteweg, Kapteyn, Kluyver e Zeeman. Em janeiro e julho de
cada anno serd puh!u'ariu um fasciculo d’esta revista, contendo o
fasciculo de janeiro a analyse dos trabalhos publicados desde |
de margo até 1 de outubro do anno precedente e o fasciculo de
outubro a analyse dos trabalhos publicados desde 1 de outubro
do anno precedente até 1 de mar¢o do anno corrente.

Com esta publicagdo presta a Sociedade mathematica de
Amsterdam um servigo relevante aos geometras dando-lhes sem
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demora conhecimento do que se vae publicando sobre sciencias
mathematices,

G. Fontené. — L'hyperespace a n— 1 dimensions, Paris, _Grlu-
thier-Villars, 1892,

Em geometria nlio euclideana as propriedades metricas estio
ligadas & quadrica directriz de uma correspondencia por polares
reciprocas. Na presente Memoria o sr. Fontené, collocando-se
n'um ponto de vista mais geral, considera, em logar d'esta cor-
respondencia por polares reciprocas, uma correlaclo metrice
geral e estuda as propriedades metricas do espago assim consti-
tuido.

A. Macfarlane. — Principles of the Algebra of Physics, (Salem,
1891).

—— The imaginary of Algebra, (Salem, 1892).

Referem-se estes opusculos & extensdo ao espago da theoria
das quantidades geometricas. N'elles o auctor, professor na
Universidade de Texas, langa os fundamentos de uma algebra
mais geral do que a ordinaria, que unifica 0 methodo de Hamil-
ton ¢ o methodo de Grassmann. Encontram se ainda n'esles
opusculos muitas indicacdes historicas e interessantes observagdes
criticas a respeito do assumpto considerado.

S. Pincherle. — Analisi algebrica, Milano, Hoepli, 1893.

O presente manual de Analyse algebrica faz parte de uma
collecgdo de manuaes que com o nome de Manuali Hoepli esti
sendo publicada em Milao. E um pequeno livro em que o sr.
Pincherle conseguiu reunir a parte mais essencial da Analyse
algebrica, sem que da concisdo, a que foi obrigado pelo espaco
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a que tinha de se limitar, resulte falta de clareza ou omissao de
alguma consideragiio necessaria para o rigor das demonstracdes
e regular encadeamento dos assumptos.

Eis o objecto de cada um dos doze capitudos d'esta obra
excellente :

I. Numeros inteiros. Il. Numeros reaes. 1ll. Numeros com-
plexos. IV: Limites. V. Raizes. VI. Calculo combinatorio.
VII. Applicacdes do calculo combinatorio (desenvolvimento do
binomio, potencias similhantes dos numeros naturaes, probabili-
dades). VIII. Series, IX. Productos infinitos. X. Fracgdes con-
tinuas. XL Series de potencias. XII. Funegio expornecial.
Funccies circulares.

C. A. Laisant. — Recueil de problémes de Mathématiques, Paris,
Gauthier-Villars.

Mais dois volumes de obra util, aque nos referimos na pagina
83 do t. x1 d'este Jornal, vém de ser publicados.

O primeiro é dedicado & Geometria analytica a tres dimensdes
e & Geomeltria superior, e ahi sdo successivamente considerados
problemas relativos a figuras rectilineas, a figuras esphericas, a
curvas e superficies de segunda ordem, aos logares geometricos
de pontos, aos logares geometricos de rectas, s superficies
envolventes, 4s curvas e superficies algebricas e és curvas e su-
perficies em geral.

O outro volume ¢ dedicado a Arithmetica, Algebra elementar
e Trigonomelria, e ahi sio considerados os problemas relativos
a parte d'estas sciencias que em Portugal é estudada nos Lyceus,
reservando o auctor para volumes seguintes os problemas que
exigem maiores conhecimentos,

Annuaire pour U'an 1893, publié par le Bureau des Longitudes,
(Paris, Gauthier-Villars).

Além das informagdes praticas que & uso conter esta util
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publicagio, o Annuaire du Bureau des Longitudes para 1893
contem artigos sobre moedas, statistica, ,t_'vug_:t'ﬂ[ihi;l, ete., e as
noticias scienlificas seguinles: Sobre o Observatorio do Monte
Branco, por Jansen. Sobre a correlagio dos phenomenos de ele-
ctricidade estatica e dynamica e a definicdo das unidades electricas,
por Cornu, Discurso sobre Aeronautica, por Janssen. Discurso
pronunciado nos funeraes de O. Bonnet, por Tisserand, etc.

E. Lampe. — Die Entwickelung der Mathematik wn Zusamme-
nhange mit der Ausbreitung der Kultur, (Berlim, 1 895).

Contem este opusculo um interessante discurso pronunciado na
Real Eschola technica superior de Berlim pelo illustre Director
d’esta Eschola o sr. E. Lampe, no dia 26 de janeiro de 1893,
a respeito do desenvolvimento adquirido pelas sciencias mathe-
maticas na actualidade. Nola-se n'este discurso uma noticia de-
senvolvida sobre as publicagdes periodicas que tém sido fundadas
nos diversos paizes para o estudo especial das sciencias mathe-
malicas.

Davide Besso.— Sopra un opuscolo di Michelangelo Ricei (Pe-
riodico di Matemalica, elc., L. vin).

Ricei nascen em Roma em 1619 e morreu n'esta mesma ci-
dade em 1682. O opusculo a que o sr. Besso se refere intitu-
la-se : Exercitatio geametrica de maximis el minimis.

Merriman. — Final formulas for the algebraic solution of quartic
equations (Bul. of the New York Math. Society, 1892).
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A. Gatzmer.— Uber gewisse partielle Differentialgleichungen
héherer Ordnung, (Berlin, 1893).

G. Pirondini.— Intorno alle indicatrieci spheriche delle linnee
dello spazio (Rivista di Matematica, t. m).

M. Lerch.— Studie se oboru Malmstenovskych rad a invariantu
forem kvadratickych (Mémoires de I' Académie de Prague, 1893).

M. Lerch.— Sur wune inlegrale d' Euler (Bulletin des sciences
mathématiques, 18932),

Demonstragio simples da formula de Euler

- ® go—1p T
lll i+z

senawm

"

Ch. Hermite. — Sur la (ransformation des fonctions elliptiques
(Memoires de I' Académie de Prague, 1892).

H. Burkhardt. — Ueber einen fundamentalen Satz der Lehre von

den endlichen Gruppen linearer Substitutionen (Mathematische
Annalen, t. 41).
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G. Vivanti.— Sull'uso della representatione geometrica nella teo-
ria aritmetica dei numeri eomplessi (Rivista di Matematiea, 1. ).

F. Giudice. — Sulle equazioni algebriche (Rivista di Matema-
tica, t. 1),

D. André, — Sur le partage en quatre groupes des permutations
des n premiers nombres (Comptes rendus de I'Acad. des sciences
de Paris, 1893).

—

R. Guimardes. — Sobre uma formula geomeirica (Progreso ma-
tematico, t. ).

Guccia. — Due proposizioni relative alle involuzioni di specie qua-
lunque dotate di singolarita ordinarie (Rend. del Circolo mate-
matico di Palermo, 1893).

G T.

L L TP L




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

SUR LES SERIES DE FONCTIONS

PAR
S. PINCHERLE

(Professeur d 1'Université de Bologne)

Je me propose, dans cette note, de montrer comment on peut
passer d'une série de la forme

i une série de la forme

g ¥ 2
(@) cernnns b (x— ag) (3—‘9!:] weo (@—an) F

Je suppose que pour toutes les valeurs de = qui ne coincident
avec aucun des points ag, ay,... @g,... la série

|

..S(t.ﬂf)='._z__um

soit convergente pour toutes les valeurs de ¢ telles que l'on ait
9
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|t|>a, a élant un nombre positif fini. Si

¢()= ; Cp 1"
n=0

est une série de puissances convergente dans un cercle de rayon o/
supérieur & a, on aura, en désignant par (PJ une circonférence de
centre (=0 et de rayon compris entre «' et a:

ch

| i e
B) o ieene=—=1 S{t, Ndi= 2 :
(¥ 3] S P0d= 2 o~

Réciproquement, toute série (1) telle que Sy (* soit convergente
dans un cercle de rayon supérieur & a peut s'exprimer par une
intégrale définie de la forme du premier membre de (%).

Pusuns maintenant

pa(2) = (2 —ag) (z—ay). .. (z—a),

et considérons les polyndmes en ¢

AL N R
n o 0 7 T D e T T Y
= (a0) p™(@)  Palas) D

oit p's(x)est la dérivée de p, (z).
On a immédiatement

- 1 |
(B) -cvosves =y ) S\.',a,- gn (1) dtﬁa@'

d’aprés la formule de décomposition d'une fraction rationnelle en
ses [raction simples.
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Or, je dis que toute série de puissances g (i) peut, au moins
formellement, se développer en une série de la forme

2 gnga(0)-
a={

En effet, en multipliant go=1, ¢, (1), ¢ (o), ... s (t) respe-

ctivement par 1, py (a,), py (@s)s + « « Pa—1 (@s) €t en sommant, on
obtient

1+ py (as) g1 () + py () g2 () + ... +pay (@n) ga (t) =

=0 Prar) Pt (ay) Palas)

& E;k(ﬂ‘i@+ mle) _,_Pn—r{#_))

or le coefficient de ¢, pour k<n, en dehors du facteur

(ﬂu‘-ﬂﬂ} (ﬂu_ 01) wia {a,—-ak_ﬂ
(@ —ao) (ax— ay) . .. (@ — ar—y)

commun & tous ses termes, est égal a

{4 G0 (al—ﬂkj\(ila"‘ak—l—l)
Ag— iy (G — apyq) (@ — apqs)

+ .ok

(ak = htr) Gr— (aps) . . . (05— ay)

(a0 — ay) (@5 — 1) . . (a0 + dey)

lequel, par une formule connue dans la théorie des fonctions in-
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terpolaires, est identiquement nul. Pour k=1 au contraire, le
coefficient est égal & I'unité, On obtient ainsi

(6) =1 +po(an) g1 () +p1(aa)q2(O) +. . .+ pa—1(an) ga (©)

qui permet d’obtenir le développement formel de @ () en une
série de fonctions ¢, (). Si lI'on a

Zeal=2gaqn (!),
les coefficients g, sont donnés par
(7) Gn=Cn Pr—1 (0n)F Cat1 Pa—t (@nt1) oot Cnfy Pt (@apo) e

Quant & la convergence de ce développement, elle dépend
d'abord du systéme ag, ay,... @y,...; ensuile, pour un sys-
téme donné, du rayon de converge de le série de puissances  (f).
Supposons que ce développement converge uniformément le long
de toute la circonférence qui a é1é précédemment indiquée par (p);
on aura

e { =
— IS, Dy (Ndl=— 3 L (1) dt,
Eﬂll I,PF\ x,-" ? I\ j d 2?{[‘ :|iﬂ Efn HF}S l:l. z) qn’ I\ i t

d'ou, par la formule (5),

85 w. - g
— | S(Lha)p()di= 2% ——.
2“‘pr} (h2)¢ (0 n=0 Pn ()
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En rappelant la formule (%), on conclut enfin

oo Ca ] iIn

2 7 %
0T— 0y a—p(@—ap) (x—ay)...(x—ay)

ou les coeflicients g, sont exprimés par la formule (7) en fonction
des e,. Cest la la formule qu'il s"agissait d’établir.

La question inverse, oit étant donnée une série de la forme (2),
on veut la transformer en une série (1), ou bien, ce qui revient au
méme, la résolution du systéme infini d'équations linéaires (7) par
rapport aux inconnues cy, est bcfuu‘oup plus facile. On a, en effet,

1 | |
el . — 4 : +...+
P (@) Pa(a) (z—ag)  pla(a)(@z—ay)

|
P'n (@) (2 —an)’

d’oil, formellement,

S fu I,

e s Ll

n=0 Pn ﬂz:l ye=i) &— Ay

oil

g" g‘-’-l [/
ARl DO T =
:I p ] l\ﬂ'\-) P 1 (ﬂi_} P v (ﬂ\,)

Ce qui résout le probléme. 11 est facile aussi de donner une con-
dition sous laquelle cette résolution formelle est en méme temps
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¢ffective. En supposant

lim. a,= oo,
fi==30

et que pour toutes valeurs de r, s on ait un nomber positil d tel
que

|ar—as|>d;

enfin, en supposant que la série g, ™ soit convergente dans un
cercle de rayon non nul, d’ou suit I'existence de deux nombres
positifs M et « tels que

|9a| < Ma,
on aura pour a<d
P Ma®
] d'_l'[a ﬁ} »

_ : €
et sous la méme condition, la série ¥ RS AR convergente ab-
T v
solument et uniformément pour toutes les valeurs de z, les a,
exclus.

AppricatioN. Pour farie une application de ce qui précéde,
supposons ag=n. On a alors

Pa(@)=x(z—1)(z—2) ... (x—n)

et

— )& (1 —\n
et

n! :
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le devéloppement de ¢ (t) en série de ¢, (1) n'est donc autre chose
que le devéloppement en série de Maclaurin, et I'on a

d0) .. A g il

n!

oii gu=1¢ (1). La formule (8) est applicable pourvu que le devé-
loppement (1) soit cmuer"em dans un cercle de centre =1 et
de rayon plus grand que 2, et sous cette condition on a

. W0 _ = U
2 i =
a=p B! (2—n)  amp .:t:(.r— 1; (x— {.L'— rl)

que j'ai déja donnée sous une forme un peu différente dans les
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. u, décembre,
1888.

T
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SOBRE A ADDICAO E AS DIFFERENCIAES
NAS FUNCGOES ELLIPTICAS

POR

J. PEDRO TEIXEIRA

I

A primeira das funcgdes duplamente periodicas,

Bt on 91 (x—3) = dn (o —3)

sn (z—z)en(x—3z)

_en(x—2z)dn (x—3)

sn (x— z)

tem os polos principaes x € £+ w, com os residuos —1 e +1;
e a segunda, os polos principaes x ¢ z+iw', com aquelles mes-
mos residuos.

As propriedades das lunccdes ellipticas, relativas 4 addicfio dos
semiperiodos, mostram que as funcgdes consideradas satisfazem
is relages

8 2 k2 snx enx
[3:].....-13: {-""-_’“‘J: 91 (2) " dnz
enx dnx
r — T} . — =-_— — —_—
(4) eriitp(z—in)=— g2 (2) "

que havemos de utilisar no que vae seguir-se.
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Como a funcgio

snzsn (3 + a),

¢ tambem duplamente periodica e tem os infinitos principaes i«’,

1 | )
iw —a, com os residuos - — ———, 0 lheorema de Liou-
ksna'  Ksna

ville applicado aos productos

mzm(z+z)g (z—2)

F A

snzsn(z+ ) gs (@ —3),
da

sn(z+ w) sn(z+a+ o) —snzsn(u+ta)

o A
_l.,

Vs (91 ([x—iw)—g (z+a—io)] =0

sn(z+w)sn(r+a+iv)—snzsn(z+a)

P{r.i'.snaﬂ‘g" —iw)—ga(z+a—iw)]=0.

Tendo em vista as relagdes (3) e (§) e as propriedades das fun-
c¢des ellipticas, a que ja nos referimos, estas equagdes ddo:

enx en (x + a)

dnadaimta) T TmEte)

(59 ..

| I:sn (x+a)en(zx+a) snxenz
~ sna dn (z+ a) dnx ]
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i :
=L ——snxsnix+a
kEsnzsn(z+a) : )

Rk [cna:rfru: en (x+a)dn (z+ a)
 ksmal sz s (z+ a) __—I'

E d'estas relagdes que tiramos os theoremas annunciados na epi-
graphe d’esta nota pela analyse que segue.

Il

Multiplicando ambos os membros da segunda por k¥sna, e
attendendo a que as expressdes

f {
Ksnzsnasn(z+a), e (= + ')_d.fl.fiﬂ'
: sn(z+ a)

sho funcgdes symetricas de z e a, vem

sna enzdnax
snxsn(x+a) snx

snx cnadna
snasn (x+ a) sma

ou

sntr —snia

(7) cevee.m(z+a)=

3 »
snxmﬂd:m—snacnxdnx

que é a formula de addigdo relativa & funcgio sn 2.
Se quizessemos passar para a formula ordinaria, bastaria mul-
tiplicar ambos os termos da frac¢do antecedente pelo binomio

snxenadna+ snacna dna,
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As formulas de addig@io relativas &s outras funcgdes sio conse-
quencias da anterior e das relagdes elementares conhecidas; po-
diam, porém, estabelecer-se directamente por um processo ana-
logo.

A equagio (5), por meio de consideracdes muito simples, dé
o theorema de addigdo debaixo da f6rma

snxencdna+ snacnadnz
s (z+a)=

snzsnadnzdna+cnzena
Fazendo n'esta equagiio k=0, resulta

senz cosx+senacosa
sen(zt+a)=—— - ———
S€Nn X sen a- cos X cos a

que € uma f6rma do theorema de addicio da funccdo angular
seno.

Escrevendo os segundos membros das equacdes (5) ¢ (6') sob
as [6rmas

P 1 1
sna a I:qq (z+a) ¢ {1':1]'

|
— el (et 0 — g2 )

‘El'l-ﬂ a

e attendendo a que
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(9) «eenennen dagt(@)=Rtonta— —

As equagdes (1) e (2) mostram que :

| o :
—— . 43 (&) =cn?z,

%1(2)

e por isso

v2 (@) dy -—L + —I~-1 dyga(z)=2cmzxd;enz.

“@) ()

1
—, ¢a(x) e das
%

suas derivadas, dados pelas equacdes (8) e (9), vem, depois d'um
calculo simples :

Substituindo n'esta equagdo os valores de

dyenz=—snxdnz.

As outras equagdes
dy snx=cne dnz,
dednz=—k2snzenz,

sio consequencias daquella e das relagdes fundamentaes conhe-
cidas,
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1V

As equagdes (5) e (6) dao theoremas de addi¢lio dos semipe-
riodos com respeito & func¢do snxsn (x4 a); porém, as conside-
racdes empregadas, para estabelecer aquellas equagdes, nio sio
particulares dquella funcgdo, podendo empregar-se para obter
theoremas do mesmo uso respeitantes a todas as funcgdes dupla-
mente periodicas, d'onde, por venlura, se poderdo tirar theore-
mas geraes de addigdo. Assim, se F (z) [0r duplamente periodica
e liver os polos principaes a; (j=1, 2,... m), com os residuos
respectivos A; (j=1, 2,...m), obteremos muito facilmente :

m
F(z+ tu:]=F(a::l-—¥j-’lj?l (x — aj),

F (z+iw')=F (x) — %J' Ajpa (x—aj).

D'estas equagdes deduz-se o seguinte theorema, que poder ter
alguma importancia :

Duas funcgdes duplamente periodicas sio identicas quando
tiverem os mesmos polos simples, com os mesmos residuos, ¢ satis-
fizerem conjunctamente a alguma das relagées :

£ 3 e ey flza+w) =— f(z),
F e G Py (),
(x4 :] = = C_
Attt i Y
(1 anenieg A
f($+f¢nr"r'=tﬁ‘i—)

Nos nossos estudos sobre as funcgdes ellipticas temos encon-
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trado muitas funccdes bs quaes ¢ applicavel esta proposicdo. Por
exemplo : a funccio ¢y (x), que n'esta nota empregamos como
elemento simples de decomposigiio, ¢ a funccio definida pela serie

=iz Amix

Qin - . ta § —1
Za e rﬂ'i'a[f — ’l] '

onde g — %, que satisfazem a (12).
Quando os polos forem multiplos, as equacdes (10) devem es-
crever-se d'este modo :

rF{;r-i—w):F(.r}—E [ﬁﬁ?](.t- w)tAd.9(a—w)+...+

p—1
+A d ¢ (r—w) |

— =

(10).....

F{x+sm*;-=F(a»)—z[Am{x- ROy S PR o |

=1 i
. +A d tpg(x—m}J
\ =1 e

onde os sommatorios se devem estender a todos os polos w e onde
p designa o grau de multiplicidade d'este polo.

Como exemplo, tomemos a funccio p(z) do sr. Weierstrass,
a qual tem 0 como polo duplo. O seu desenvolvimento,

i
p{z}-—;-lru.,_.r‘+a;.r"+....
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pelo theorema de Laurcnt, mostra que nas formulas (10') sdo:
Ag=0, Ay=1, e por isso temos, attendendo a que

[du 91 (#— 0)] =0 =—dz 91 (2),
[d pg (¢ — ©)] o =—d 52 (2),
as seguintes equagdes
p(ete) =pa)+de o1 (),
p(@+io) =p (@) + depa (a) . (#).

Substituindo n’esta ultima equacio o valor de p (z + iw'), dado
pela equaglo

2
Sl R

(#) Halphen, no sen tractado das funegdes elliplicas, obteve as equagdes
seguintes para a addigiio dos semiperiodos de p (z) :

B e (ey — &) &y — &)
pl@t+e) =6+ @) —en °

- (g—ed) ey —ey)
p(ﬂ'*{-[u}—ﬂ;J_— F(IJ_PS R
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oblemos

. 14+
I2sntx = p () + dy g9 (2) + oy
que, integrada entre 0 e x, dé a funcgdo Z (z) do sr. Hermite (),
expressa na funcgdo s () e na funcgdo I (x) do sr. Weierstrass.

Esta funcg¢io Z (z) figura, como ¢ sabido, na expressio do arco
de ellipse.

(#) Nota do sr. Hermite no Caleulo de Lacroix.
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SUR LES LIGNES GEODESIQUES DES PARABOLOIDES

FAR

R. MaARCOLONGO

On sait intégrer les équations différentielles des lignes géodé-
siques des paraboloides par les fonctions elliptiques; les coordon-
nées d'un point de la géodésique peuvent s'exprimer rationnelle-
ment par des fonctions 6 d'un seul argument, comme j'ai montré
dans une note insérée dans les « Rend. Acc. d. Lincei, Maggio 18905.
Dans une autre note, en employant les fonctions p et o, j'ai mis
I'tquation des lignes géodésiques sous une forme trés simple. En
employant encore les mémes fonctions je veux montrer directe-
ment la propriété que les coordonnées des points de la géodési-
que sont des fonctions rationnelles de fonctions doublement pe-
riodiques de deuxiéme espice et d'un seul argument, 1l ne faudra
plus sappuyer sur une formule donnée par Rosenhain et sur ses
transformées.

Considérons le parabolotde elliptique:

a4
Zrans

et soient Ay, %q les racines, différentes de zero, de I'équation:

7 yt

S b L

a*+% b+ WL
10
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qui sont les paramétres des paraboloides elliptiques et hyperbo-
ique ofocaux 'mier. Si I'on pose:
liques homolocaux au premier. Si 'on po

S () = (a4 3) (B4+2) (24+2) =3+ Bay 28 + 6ag3 7+ g

avec: cr=a—p?, ol p" est une constante comprise entre
zéro et a®— b2, I'équation différentielle des lignes géodésiques
est:

. S Wi .

= [.
|/ S ';.}‘1} ]."'r S I}g)
Faisant:
2 pu—pa

a étant une constante définie par les deux relations:

1 3
pa=ua,—as; P'u=ﬂs—3ﬂ|ﬂi+iﬂl,
I'équation des lignes géodésiques est:

a (u_;.-l- a) 6 (ug + a)

= el :
Gy . Gl

p est une ronslante et:

40 == 1(;1, b G—f) (ug + ua).
2 L1~ |

@

Les racines 2, de |'équation:

S()=0
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sont réelles et égales a: 0,—a?, —b% —c®; le discriminant
des fonctions elliptiques est positif et x é réel et compris entre
0 e 2w; les racines sont données en fonction de « par les formules:

: p"(;—+ mr) q p'(g— +wr) +pla

Vy=—tj- = " "“"=—fffj—-— —
2 () + o \ i +
P 2 I’/ P 2 Wy P z
(r=0,1,2,3; wy=0); elles sont rangées dans I'ordre
N>M>h>N;
(Halphen. Fonct. Ellip. T. 1.° p. 121) et puisque I'on a:

at>cls> 00

l'on devra poser:

_ﬁr_m_j_
p(£+m)+p¢
2
f(u .f)
ik 48 k9 s
x
s

Si nous définissons donc deux autres paramétres g, v tels que:

nt=a?+; V=—al—2
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nous aurons :

e 4
- 1 p(‘lj‘__m)+1 var ‘:-:’r.'g_—p"n

2 ;U(i-!-s--;;ulz 2 pug—pa'
2

La formule d’addition ponr la fonction ¥ nous donnera:

p=T luy + a) — Luy +{(m-—- ;)-——{(;.n-{k%).

C'est une fonction rationnelle de puy et p'wy, qui a les infinis

& -4
=0, uyy=—a, et les 2éros yy=w— —, Yy=—n

——: eglle
2 2’
a donc la forme:

ﬁ(u;-—w+%)s(u!+u+*_})

auy g (uy+ a) o

o A est une constante; multipliant les deux membres par wy+a,
puis faisant uy =—a, on trouve :
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Mais si I'on se rappelle que :

6(utw)=—c(u—w)et
on a:
HE @ 2 i,_
' sl (m—i). a% o (g +e)
2

Changeant de signe, et remplacant u; avec ug nous aurons:

w Morie) At 3-)

ﬂ‘!(u _ 4;-)

Les coordonnées des points de la ligne géodésique sont:

V!-

i allg & (Hg':l‘ a) ,

Rt TR L A 2.4 .2
m—h—gpin:ymﬁh-—p)(h-!-v)

oit: h*=a®—02; par conséquent :

1 s 2 :
ﬂ! GEQ a(u, +-§—m)ﬁ ttg_'f‘*g-—-—m

2V o : _— B (w4 ug - 2—2w
ht ﬂ( a ) Uy 6y G (g + a) 5 (ug + 2) o 7y }

_——
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ou encore ;

-3 ' @
5 (“1 + = t-:\ﬂ{. ug + il m)
I=L‘le"1+ﬂ. __:_..j_ b S SN I T . u=“|+"i_

auy Glig

(G, m, n sont des constantes faciles & former.
Partons maintenant de |'équiltian & trois termes:

clz—y)o(z+y e(z—w)s(z+w)+
teo(y—z)sly+sz)c(@x—w)s(z+w)+
+6(s—a)cz+a)s(ly—w)e(y+w)=0
en y faisant :

2z=ugtuy; 2y=ug—uy; 2z=u;tust2a; 2w=uy+ugta—2e.

On trouve :

b ﬁ(u+31 ) a\+
auy gl g ) e -—-E)

5

+u(u|+a)r;{ug +¢:. r:(u-f--:——m)ﬁ(m——-;-)n

=—c:c(u+ujs(u1 +-§-‘—m)ﬂ(1&g+ : ._,,)
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ou bien:

a o \ a
J(m-l- _—L-—m)c(fig+-i—m) -:r(m—— E,)

e e T —

gy Gls aa

G(‘H"F‘:i_—-:’ -—r.u:)+pe!“‘ a{iu%——?j—m)

a(uta)

Done enfin.

-

3 /
c(u + —;—I- ww)-i- p e c(u—i— :—: — w)
& = Gy emutn . n £
G(u+ta)

Pour trouver y il faut observer que:

| p'uyy—pa

gt eylit e B 2 puy—pa

ou, ce qui est la méme chose:

!_;"a f\ F

"!_I"'!'“—‘—ll.jk2.+_ti_)___fj__|_ puy —pla
9 % Y gl

; p<§‘+‘“')—p= i g o

s i

c'est & dire que Ion peut obtenir h2 —p2, en changeant dans p?




i
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le signe et  en &'. Ainsi on déduira h2 4+ 2 en changeant dans
v}, » en w'; on aura donc.

Y

Ja A : &
3 c(u+—2~—u’)+pc*” c(ll -{-E—m')
= (7 g™ 140’ L LT
g o (u+ta)

Rome, Mai 1893.
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B!BLIOGRAPHIA

A. R. Forsyth: Theory of Functions o fa complex variable, Cam-
bridge, 1895.

A obra de que vamos dar nolicia é notavel pelo modo pro-
fundo, desenvolvido, claro e, em muitos pontos, original como
o sr. Forsyth tracta a theoria geral das funccdes analyticas. O
illustre geometra inglez ndo s6 considera todos os pontos d’esta
theoria que sdo essencizes, mas apresenta como exercicios ou
exemplos um numero consideravel de resullados e theoremas
interessantes que a este respeito tem sido apresentados pelos
geomelras.

A theoria das func¢des analyticas tem feito nos ultimos tempos
progressos notaveis, para o que teem concorrido com trabalhos
importantes muitos dos maiores geometras do nosso tempo. Pois
o sr. Forsyth toma em consideragio todos estes trabalhos e dé
noticia de todos estes progressos, tornando assim a sua obra
muito propria para dar aos leitores um conhecimento completo
do estado actual d'esta parte da Analyse.

As doutrinas de que o auctor se occupa estio dispostas em
vinte e dois capitulos, de cujos assumptos vamos dar uma rapida
noticia.

Os primeiros sete capitulos sio dedicados & theoria das fun-
cgdes uniformes. No estudo d'estas funcgdes ¢ empregado o
methodo de Cauchy, baseado na theoria dos integraes tomados
entre limites imaginarios, que primeiramente é exposta. N'elles
se encontram os trabalhos de Cauchy, Weierstrass e Mittag-
Lefller a respeito da theoria geral d’estas funccdes.

No capitulo VII é estudada, pelo methodo de Cauchy, a
theoria geral das funcgdes multiformes e em especial a theoria
das funcgdes algebricas,
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Nos capitulos IX a XIII sio estudadas as funccdes multiformes
definidas por integraes das funcgdes algebricas e as [uncgdes
uniformes que resultam da inversio de alguns d’estes integraes.
0 methodo seguido é ainda o de Cauchy como foi empregado
por Briot e Bouquet na sua obra sobre a theoria das funccdes
ellipticas. Encontra-se n'estes capitulos um estudo desenvolvido
da theoria geral das funcgdes duplamente periodicas de primeira,
segunda e terceira especie, e em especial a theoria das funcgdes
p(u), (u), a(u) de Weierstrass.

0 c*tpllu!u XIII & dos mais interessantes da obra. I\elle 0
auctor resolve a questdo que consiste em procurar as funcgdes
que admittem um theorema de adicclio algebrico. A solugdo
d'esta questdo, obtida por Weierstrass, leva 4 consideragio das
funccdes ellipticas e da assim um dos modos de entrar n'esta
theoria. O livro do sr. Forsyth ¢ a primeira obra didactica em
que é exposto esle assumplo, a respeilo do qual muito pouco
tem sido publicado.

Nos capitulos XIV a XVIII & exposta a theoria das funcgdes
multiformes pelo methodo de Riemann, sendo o primeiro d'estes
capitulos destinado & exposigiio de algumas proposi¢des geome-
tricas necessarias para a exposigio do methodo, o segundo ao
estudo da representagiio geometrica empregada por Riemann, o
terceiro ao estado das funccdes algebricas e seus integraes, o
quarto ao problema de Derichlet para o caso de duas variaveis
independentes, ete.

Os capitulos XIX e XX conteem um estudo profundo da
doutrina relativa & representagiio conforme.

Finalmente os capitulos XXI e XXII sdo consagrados & theo-
ria das funccdes fuchsianas, ultimamente creada pelos trabalhos
de Poincaré.

Como se vé por esta rapida noticia dos assumptos de cada
capitulo, o sr. Forsyth empregou no estudo das funccdes analy-
ticas os methodos de Cauchy, Riemann e Weierstrass, isto é os
tres methodos fundamentaes que existem para este estudo.

Terminando diremos que esta obra excellente, digna dos
maiores elogios, nos parece uma das mais proprias para se es-
tudar com largueza a theoria das [unccdes analyticas e que nos
parece destinada a prestar os maiores servicos aos que [azem
d’este bello assumpto objecto de seus estudos e de suas indaga-
¢oes,
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J. Tannery e J. Molk: Elements de la théorie des [onctions elli-
ptiques, Paris, G. Villars, t. 1, 1893.

O presente volume & o primeiro de uma obra que constard
de quatre volumes, na qual serd estudada a theoria das funcgdes
ellipticas com suas priocipaes applicagdes. Os auctores empre-
gam principalmente, na exposicdo d'esta theoria, as notagdes de
Weierstrass, fazendo todavia conhecer a respeito das notagdes
anteriormente empregados o sufficiente para se poderem ler os
trabalhos em que estas notagdes sio empregadas.

A exposigdo do assumpto é feita de modo que possa ser com-
prehendida pelos que conhecem as doutrinas que sdo objecto do
ensino ministrado nas Faculdades de Franca e que se encontram
nos manuaes actualmente classicos. Para os assumptos de Analyse
que nio sdo ensinados n'essas faculdades com assaz desenvolvi-
mento e que teem na obra maior applicacio, destinaram os au-
ctores uma parte consideravel do presente volume, em que se
encontra uma exposi¢cio muilo bem feita da theoria das series e
dos productos infinitos a dupla entrada, da theoria das series e
dos productos infinitos cujos termos dependem de uma variavel
e finalmente da theoria das funccdes transcendentes inteiras.

A parte relativa & theoria das funccdes ellipticas que se en-
contra no presente volume estd distribuida por dois capitulos,
sendo no primeiro estudada a theoria geral das funcgdes perio-
dicas e no segundo a func¢lio o (u) de Weierstrass e as funcgdes
p (u), L (u), ete. que d’ella derivam.

Seguindo o caminho de Weierstrass, os auctores definem a
funcgdo o (u) por meio de um producto infinito a dupla entrada,
tiram d'esta definiclo as propriedades de o (u) e passam para as
funcgdes ¢ (w) e p(u) por meio de derivacdes. Encontra-se ainda
n'este volume o estudo, feilo com a maior clareza, da theoria da
transformacio das luncgies o. '

Pela leitura d'este primeiro volume vé-se ja que, com a pu-
blicagio da sua obra, os srs. Tannery e Molk veem junctar mais
um bello trabalho & tdo rica collecgdo de escriptos relativos &
theoria das funcgdes ellipticas, e fornecer aos que querem es-
tudar este ramo de Analyse um livro excellente e dos mais pro-
prios para os guiar n'este estudo.
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;. Lazzeri.— Traltato di Geometria analitica, Livorno, 1893.

Contém este livro ndo s6 os assumptos das lighes de geometria
analytica dadas pelo auctor na Eschola naval de Livorno, mas
ainda os assumplos d'esta sciencia que em Italia é uso estudar
nos cursos universitarios.

Lendo esta obra excellente nota-se em primeiro logar que o
sr. Lazzeri ndo separa a Geometria plana da Geometria no es-
paco, como ja fizera no livro que ha annos publicou sobre Geo-
metria elementar em collaboracio com o sr. Bassani.

Nota-se em segundo logar que o auctor leve a boa ideia de
dar igual desenvolvimento & exposi¢io do systema de coorde-
nadas cartesianas e do systema de coordenadas projectivas, e de
fazer quasi igual uso dos dois systemas, approveitando um ou
outro segundo a natureza da questio a resolver.

Abre o livro por uma introducgdo em que sdo expostos os
principios de Geometria pru]urllm necessarios para a intelligen-
cia dos assumptos considerados. N'ella sdo estabelecidas as no-
goes de projectividade, re l.|||rur|(]f|de e omologia e & exposto o
principio de dualidade.

Segue-se depois a Primeira parte, composta de cinco capi-
tulos, onde sio estudadas as coordenadas cartesianas e projecti-
vas das formas geometricas de primeira, segunda e terceira es-
pecie, as propriedades das rectas no plano e das rectas e planos
no espaco, e as propriedades do circulo e da esphera.

A Parte sequnda contém quatro capitulos onde sdio respectiva-
mente estudadas as propriedades projectivas das conicas e das
ql.lﬂ(ll'l&lb. as propriedades metricas das conicas e das qlhldrl(‘ﬂin
os focos e directrizes das conicas e das quadricas e finalmente
as construccdes e problemas graphicos relativos as conicas.

Cada capitulo ¢ segnido de uma lista de problemas hem es-
colhidos, relativos ao assumpto considerado no capitulo.

Como se vé pelas precedentes indicagdes, o sr. Lazzeri ao
planear o seu livro teve em vista preparar os alumnos com os co-
nhecimentos dos methodos fundamentaes de Geometria analytica
necessarios para o estudo dos trabalhos modernos sobre Geome-
tria. Cremos que conseguiu o seu fim, e que este livro serd para
elles do maior proveito. A clareza e elegancia da exposi¢lo
tornam a sua leitura facil e attrahente.
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M. G. de Longchamps.— Supplément au Cours de mathématiques
speciales, Paris, Delagrave, 18935,

No tomo viu (pag. 111) d'este jornal deu-se noticia da ante-
rior edi¢io do Supplemento do sr. Longchamps ao seu Curso de
mathematicas especiaes, Na nova ediglo, que vem de ser publi-
cada, o auctor acrescentou alguns assumptos. Assim contém a nova
edigio a mais a trigonomelria plana e espherica, e a parte da
mechanica racional que comprehende a statica, a dynamica do
ponto material e a statica do solido invariavel. Na exposigio d’estes
assumptos revelam-se as mesmas boas qualidades que dissemos
ja existirem na exposi¢do dos assumptos que se enconlravam na
anterior ediglo.

E. Lucas.— Récréations mathématiques, Paris, G. Villars, t. m,
1893.

O auctor d’esta bella e interessante obra falleceu em Paris em
3 de janeiro de 1891, depois de ter publicado dous volumes
d’ella. Entre os seus manuscriplos foram encontrados pelos srs,
Delannoy, Laisant ¢ Lemoine, encarregados pela Sociedade ma-
thematica de Franga de os examinar, mais dous volumes da mesma
obra quasi complemente preparados para a publicagio. O pri-
meiro d'estes volumes vem de ser publicado. Contém septe recreios
assim intitulados : 1.° caleulo digital ; 2.° machinas de calcular ;
3.° 0 jogo do Camaleidio e o jogo da juncgio de pontos; %.% o jogo
militar e a tomada da Bastilha; 5.° a pata do ganso e a ferra-
dura; 6.° o jogo americano ;-7.° a estrella nacional e os jogos de
vermelho e negro. Todos estes recreios sio estudados em um
bello volume de 200 paginas cuja leitura é das mais agradaveis,

Index du Répertoire bibliographique des sciences mathématiques,
Paris, G. Villars, 1893,

Na pag. 143 do vol. ix d’este jornal publichmos as resolucdes,
tomadas no congresso de mathematica que teve logar em Paris
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em 1889, relativamente 4 publicacio de um Reportorio biblio-
graphico das sciencias mathematicas. Logo depois foi publicado
um opusculo contendo a classificacio dos n-csumploﬂ malhematicos
adoptada pelo congresso. Uma nova edigdo d'este trabalho, mais
completa, vem de ser publicada.

R. Bettazzi. — La risoluzione dei problemi numerici e geometrict,
Torino, 1893.

N'este opusculo, muito bem feilo e muito util, o sr. Bettazzi
trata do estudo dos methodos geraes empregados na resoluciio
dos problemas numericos e geometricos,

Principia o auctor pelo estudo dos methodos para a resolugio
dos problemas em geral, explicando n’esta parte, com o maior
cuidado, em que consistem os methodos chamados anulgli-:'.ﬂ,
synthetico e mixto. Vem depois o estudo dos methodos empre-
gados na resolugio dos problemas arithmeticos e algebricos. Vem
finalmente o estudo dos methodes, quer puramente geomelricos
quer algebricos, empregados na resolugio dos problemas geome-
tricos. O estudo dos methodos & acompanhado dos exemplos sul-
ficientes para os esclarecer.

Em geral no ensino das mathematicas elementares os alumnos
sio levados ao conhecimento dos methodos geraes para a reso-
lugio dos problemas por uma especie de ilulu-:"l,,‘in resultante de
repetidas resolugdes de problemas que lhes sio propostos. Cha-
mar-lhes a altengio para os methodos que empregam ¢ de van-
tagens evidentes; porisso com a publicacdo do seu livro, onde
estes methodos podem ser estudados com a maior facilidade,
prestou o illustre professor do lyceu de Turin um bom servigo
aos alumnos.

M. Mansion. — Notice sur les travauz scientifiques de L. Ph.
Gilbert, Paris, (. Villars, 1893.

Contém este opusculo interessante a biographia, o retrato e a
lista dos trabalhos de L. Ph. Gilbert. D’elle extrahimos os
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seguintes apontamentos a respeilo d'este geometra eminente, que
a Belgica perdeu em 4 de fevereiro de 1892,

Ph. Gilbert nascen a 7 de fevereiro de 1832 em Beauring.
Estudou primeiramente no collegio de Dinant e em seguida na
Universidade de Louvain, onde tomou o grau de doutor em
sciencias physicas e mathematicas em 1855. N'este mesmo anno
principiou a reger n'esta Universidade as cadeiras de Analyse
infinitesimal e Mecanica analytica, continuando esta regencia até
& sua morte, Para. o seu ensino d'estas sciencias escreveu os seus
excellentes livros: Cours d'analyse infinitésimal e Cours de Méca-
nique analytique. Escreveu importantes memorias ¢ notas sobre
muitos pontos de analyse, geometria, mecanica, physica mathe-
matica, etc., que foram publicadas nas principaes collecgdes
scientificas da Belgica e da Franga, e que lhe abriram as portas
da Academia das Sciencias de Paris, sendo eleito socio corres-
pondente d'esta Academia em 3 de [evereiro de 1890. Foi um
dos fundadores da Sociedade Scientifica de Bruxellas em cujos
Annaes publicon algumas das suas principaes memorias.

E. Carvallo. — Traité de Mécanique, Paris, Nony, 1893.

Este livro, escripto pelo auctor para uso dos alumnos da classe
de mathematicas elementares dos Lyceus francezes, contém as
doutrinas de mechanica exigidas pelos respectivos programmas,
isto &, a theoria da composigho das forgas, dos centros de gravi-
dade, do equilibrio dos solidos e das machinas simples. O destino
do livro obrigou o auctor a ter na maior attengdo a clareza e
simplicidade na exposigdo dos assumptos. Julgamos que conse-
guiu que o livro tenha estas qualidades, sem todavia em ponto
algum sacrificar o rigor. Escripto lodo com o maior cuidado,
merece todavia principal atten¢lio o modo como sdio tratadas a
theoria das forcas parallelas, e a dos centros de gravidade.

Cada capitulo & acompanhado de uma lista de exercicios bem
escolhidos.

e Rl

T
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E. Lemoine. — La GGéométographie ou I'art des constructions géo-
métriques (Association francaise pour I'avancement des sciences,

1892).

O auctor d'este trabalho tracta de appresentar processos para
determinar o grau de simplicidade e de exactidio das constru-
cedes geometricas com regoa € COmpasso, (ue se empregam para
resolver graphicamente os problemas.

As operacdes elementares de que, segundo o sr. Lemoine,
depende qualquer d'estes problemas sdo: 1.°, por a borda da
regoa em coincidencia com um ponto; 2.°, tracar a linha recta;
3.°, por uma ponta do compasso n'um ponto determinado; 4.°
por uma ponta do compasso em um ponto indeterminado de uma
linha recta; 5.° tracar a circumferencia. Representando respe-
ctivamente por Ry, Rg, Cy, Cg, Cg estas operagdes, qualquer
construcgdo feita com a regoa e o compasso ¢ representada por
I Ry + Ig Rg + my Cy + mg Cg +mg Cs.

A somma dos numeros inteires Iy, la, my, mq, mg representa
para o auctor o grau de simplicidade da operagio, a somma dos
inteiros Iy, my e mg o grau de exactiddo (porque o grau de
exactiddo das construcgdes depende das operacdes preparatorias
e ndo das operagdes de tragado),

Estes siio os principios geraes do que o sr. Lemoine chama
Géomélographia. Na presente memoria sdo elles discutidos e
applicados a um numero consideravel de exemplos,

Terminaremos aqui esta rapida poticia com o qual tivemos em
vista chamar a altengiio para um trabalho em que sio desénvol-
vidas consideragdes que, pela sua applicacio em geometria pratica
e em especial em geomelria descriptiva, nos parecem dever ser
conhecidas.

G. T.
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NOTA MATEMATICA

POR

JuaN J. DurdN Lomiga

Capitan de Artilleria

Cuando um triangulo se deforma conservando la base fija en
magnitud y posicion y constante el area (esto es moviendose el
verlice sobre una paralela 4 la base) los puntos notables del (ri-
angulo describen lineas que es curioso conocer; la naturaleza de
las descritas por ciertos puntos se vé facilmente A priori, asi por
ejemplo el centro de gravedad marca una paralela 4 la base fija,
el centro del circulo circunseripto se mueve en la mediatriz cor-
respondiente al lado inmovil D. En la presente nota vamos a in-
dicar el procedimiento general para llegar 4 las ecuaciones de
las distintas lineas & que hemos hecho referencia.

Sea ABC el triangulo en cuestion Y 8a, 3¢ las coordenadas
absolutas mr y mp de un punto cualquiera m con relacion 4 los
lados a y ¢ de dicho triangulo. Tomemos como ejes carlesianos
el lado fijo a y la perpendicular en B.

Se liene evidentemente

me sr mr m ¢

s Br_umgBhtangB-‘_senB

rs=mr-+
cos B’ cos B’

de donde se deduce facilmente llamando hy la altura relativa
i1
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al lado a y p la projeccion sobre BC del lado BA

/Kt
I=p.3ﬂ+ 8
ha hg

y =3

Ahora bien, en los 2.°* miembros de las anteriores ecuacio-
nes figuran en general tres parametros variables b, ¢ y p, pero
por medio de las relaciones

c‘=h:+p'. b“—ht+(a—p}"

se llegard o tener un solo parametro p y dos ecuaciones de la
forma

z={(p) y=?(ﬂ}=

la eliminacion de p conducird 4 la ecuacion del lugar geometrico
del punto m.

Aplicaciones:

1.* — Centro de gravedad.

hq
3q‘=§

e 5

e VRO | )
3\/hn+pi
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El lugar geomelrico es pues en este caso, como se vé & priori,
una parallela 4 la base, manifestando el valor de z una proprie-
dad geometrica facil de enunciar.

2." — Punto de Lemoine.

1/# 2
2ap8 2cS "+P

R Gk R

2a8
Y

estas ecuaciones se transforman facilmente en las siguientes

a%p+a (: +p¥)

X

-_— 3 3 ¥ »
2(a +h +pt—ap)

ath,

2(at+ h:+ p!-ap);

Y=

la eliminacion del parametro p conduce 2 la siguiente ecuacion
para el lugar geometrico:

AR+ 4 (b1 + 3a%) y— 4 ah’ o — B a®hly + a%h! =0,

que representa una elipse. Si trasladamos los ejes paralelamente
tomando como nuevo origen el medio de la ordenada del punto
de Lemoine del triangulo isosceles equivalente al dade, resulta

L]
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la ecuacion

BhI+3at  (Bh+3a%?
S Tar y'=1.

Vemos pues que los €jes de esta conica son

al 2ath,

\/4 B A3

y la estructura de estas expresiones permile deducir facilmente
la construccion geometrica para el trazado de la curva.

Este es el procedimento general, pero la eliminacion del para-
metro p se hace con [requencia penosa y de aqui que convenga
en muchos casos acudir & las |:»rr)|m|j;u|cﬁ particulares del punto
que se considere, asi p. e encontrariamos la linea descrita por el
ortocentro (que se sabe es una paribola) eliminando p entre las
ecuaciones

T =- (J:u-a}

Ko 2
gL

1
P

deducidas tomando como ejes el lado fijo y una perpendicular al
lado @ en B. La eliminacion dé

2  azx
S B T,

y si se toma como nuevo origen el ortoeentro del triangulo isos-
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celes equivalente al dado, pero conservando la misma direcion de
ejes, resulta

a2t =—h,y

que representa una paribola de eje vertical y extendiendose por
la region de las y negativas. Como los valores

a?
‘i‘ hu

x=t£_’ y=—
2

verifican la ecuacion, resulta que la curva pasa por los vertices de
la base, como debe suceder,

Si ahora queremos obtener la linea descrita por el punto de
Lemoine, con mas sencillez que anteriormente lo hemos hecho,
podemos considerarlo como interseccion de la recta que tiene por
ecuacion

2 Sa
VY =arnta

y la que une el medio de la base con el de la altura correspon-
diente. Si tomamos como ejes la base fija y la mediatriz, la
ultima recta tiene por ecuacion

teniendo p la misma significacion que anteriormente. Como el
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primer valor de y se transforma en

2ath,
AR+ 3at+ hp?

y

la eliminacion de p conduce & la siguiente ecuacion
(AR + 3a%) y* + ha?—2a2h,y =0,

y trasladando el origen al medio de la ordenada del punto de
Lemoine del triangulo isosceles correspondiente se obtiene la
misma ecuacion que antes para la curva descrita por el citado
punto.

Resulta por consiguiente que, dado um triangulo cualquiera, se
pueden considerar como adjuntas por cada punto notable tres
lineas de la naturaleza de las que hemos considerado, pero claro
estd que la importancia que tengan en la geometria del trian-
gulo dependera de las propriedades de que gozen.

En este concepto puede ser interesante un detenido estudio
sobre este particular. Ja insistiremos sobre este punto cuando
contemos con liempo para ello, asi como tambien sobre la de-
formacion de un triangulo conservando dos verlices fijos y movi-
endose el tercero sobre la circunferencia circunscripta.

La Corufia, octubre de 1893.
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SUR UNE EQUATION
AUX DIFFERENCES FINIES ET PARTIELLES

PAR

G. VIvanTI

Cette équation se présente dans le calcul des dérivées succes-
1

—
z

sives de la fonction f(z)=e?. On a:

Pl ==t (5= |5+ %] o

zd

et en général :

: 4
4

o) (z)=(—1)"8, (s) e *,

. . ' |
ol 8, (3) est une fonction rationnelle et entidre de —. Nous po-
=

-

serons:

ay iy a; y—y4-1
e g g, C g I

\

M 2“;—1 ™
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et déterminerons avant tout les nombres m, n,. De I'égalité :

1 i
[OH (5) m(— 1) H Supa (5) €7 = (— )" €7

(dS.()
| dz 3%

S.(z) i

il suit :

ou bien :

Gy mpi—mpt F1 @y
L z_m‘_1_!

=ty

Oy, m,—n 41 m a N0y m —n 1
) v v ! L ]
” B Wi 1 e i

mv-4-1
oo

4

:I‘l"-:'l

542
et par conséquent
My g =my +2, (K =n,4+ 1.

Or my=n1=2; donc m=2v, n,=v+1, et:

a3 A v y4-1

oy i
= () e T s PO E I

e |
On a en outre, en comparant les coefficients de_&ﬁ el ceux
z

i A :
de — dans les deux membres de I'équation (1):
-4

Oyp g1 =1, Gpysvig =02 43—+ (s—1) a,9,.19 ,,
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on bicn en faisant v=2, v+ 3 —s= y:

[:2) ------- ﬂ:.i,.l ‘ya ﬂ;y"“ {Ex ey y + 2) a’_',y—j .

Il s'agit maintenant d'intégrer cette équation aux différences fi-
nies sous les conditions :

ary=1, azy=0 pour y>uz.

Désignons comme toujours par 4,3 la différentiation et I'inté-
gration finies, et par 2y la faculté d'ordre y de 2, c. . d. le pro-
duit  (e—1) (z—y + 1). Nous pouvons écrire I'équation ainsi :

By Ggy=(22—y +2) agy,
ou encore en intégrant :

Gry=3(22—y+2) azy_1+ ¢ (y),
T

oit ¢ (y) est une fonction arbitraire de y, qui peut tout aussi bien
contenir x, pourvu qu'elle ait la période 1 par rapport a cette
variable. Si toutefois I'on entende par 2 l'intégrale particuliére
qu'on obtient en sommant I'expression différentielle depuis z =1
jusqu'd z=2—1, il est aisé de voir que la fonction ¢ (y) est
identiquement nulle. On a donc :

Oy =2 (20 —y + 2) ay, 4,
T
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et par conséquent:

a,ry=3{2z—y+ )E(2e—y+3) ... 2(21:—1)3;‘22.

L3 &
Il suit de 1a pour y=2 o pour y=3:

ﬂ;l.!-zgff:a'i'
[

agg=2 (22 —1) .EQ_EX[SH +(x—1)4] .Tg=2[.’r| xq + a3 (2—1)1].
I -4 kg

En posant u=xe, Av=(z—1), et par suile Au=2x,
I 1 )

i %
_— ---l 5 '] A.-
v 2{:': )o, v+ 4o 3

, et en appliquant I'identité connue:

(8). o Taiamieh . uv =13 [Au(v+ Av) + ubv],

en obtient :

1

On peut tenter de généraliser cette formule, en posant :

|

Gy = W“’u—l (@=1)y—1

et il ne reste qu'd en vérifier I'exactitude par la méthode de I'in-
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duction compléte ; en d’autres termes, on doit démontrer que:

i 1
— (2,1' y+ 1)z .‘.l.','—l"r—i—_"r' (22—
(y—1)!z i : i

Désignons par M le premier membre de cette relation, et po-
sons :

u=xzy, dv=(x—1),
d'ol il s'ensuit ;

1 1
Mu=yaxy_1, v=—(x—1)y, vHAv=—u;
Yy

en vertu de l'identité (3) nons aurons:

1
M= W 1,2 [x4+(x—y+1)]zy—1 (@—1)y—t =
(y—

“y=1)2 3 [#y— 2y + 2y (2 — 1)y 1]

|
1” X[ Au( t‘+i‘av:}+uth:}=u—-!— I.I.—Li.'ry:l'y_t.
y!

T v— (y—1)!

c. q. f. d.
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Les nombres a;, forment une espéce de triangle arithmé-
tique:

1 6 6
1 12 36 24
1 20 120 2%0 120
i 30 300 1200 1800 720

dont la loi de formation est représentée par I'équation (2).

Mantoue, le 23 mai 1893.

i o i i i i
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NOVO METHODO DE DESENVOLVER 0OS DETERMINANTES

FOR

J. PEDRO TEIXEIRA

Em o Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas (t. x,
n.° 3), apresentdmos processos expeditos para desenvolver os
determinantes de lerceira, quarta e quinta ordem, inferidos da
analyse de seus desenvolvimentos, obtidos pelos methodos conhe-
cidos. Reflectindo posteriormente sobre aquelles processos, des-
cobrimos os principios geraes a que obedecem, os quaes, por nos
parecerem de algum interesse, vio fazer objecto d'este (ra-
balho.

Em primeiro logar, estabelecemos proposi¢des novas a res-
peito dos indices, mediante as quaes derivamos d'um termo do
determinante 2n—1 novos termos, d'um modo expedito ; de-
pois, os termos, que denominamos primitivos, pela analogia de
seu papel com o de certas raizes de unidade ; finalmente, o des-
envolvimento do determinante em [uncgdo de certos elementos,
dependentes dos termos primitivos, a que correspondem schemas
d'um calculo simples ¢ mnemonico.

Seja

a4 b] . f]
5] bg .a fg

an by . U
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um determinante do grau m ¢
{2}--- N (—-!:]mda-.'l'l .. t‘gal a:il[

um dos seus termos, onde suppomos que se realisam m inversdes
em relagiio s letras e aos indices.

Suppondo n nullo e junctando depois uma unidade a cada in-
dice, resulta

{3}.(— 1}"‘:{14..{_1 '&I-H bis M ﬂ1+1f1-|-|.

que é evidentemente um outro termo do mesmo determinante,
onde se realisam m' inversdes. Procuremos o valor de m'.

Na passagem de (2) para (3), sémente péde ter variado o
numero das inversdes em relaglio aos indices, pois que as letras
se acham dispostas do mesmo modo nos dois termos. Seja z o
numero das letras que precedem i e y o das que se lhe seguem.
Pondo esta de parte, os indices das outras realisam em (2) e (3)
o mesmo numero de inversdes; e, considerando tambem aquella
letra, os indices das precedentes ndio realisam inversdes com o
seu em (2) e realisam z em (3), emquanto que os das seguintes
realisam com aquelle y em (2) que deixam de realisar em (3).

Conseguintemente, na passagem de (2) para (3), o numero de
inversdes variou de x—vy, e por isso temos

m=m+ax—y,
(__|).w = (— 1}." (___ I)x—y =
D’aqui, visto que 22—y é impar ou par, conforme n for par ou
impar, concluimos :

Tueorema 1. Se em um termo d'um delerminante do grau n
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substituirmos n por zero e junclarmos em sequida uma unidade a
cada indice, oblemos outro lermo, do mesmo ou de diﬂ‘crente signal,
conforme n for impar ou par.

Exemplo: de ag by ¢y do determinante (ay bg cg) deduazi-
mos ag by cy; de —ay by ¢y dg do determinante (ay by cg dy)
deduzimos ay by eg dy.

Se applicarmos a operagio a que se refere aquelle theorema
n—1 vezes successivamente a um termo, obtemos n—1 novos
termos, differentes entre si e do de partida; e repetindo-a sobre
0 ultimo reproduz-se aquelle, como se vé nesle quadro

—ag bgeady —aybgdacyey
+agbiegdy  —ag bydgoye
—agbycydy —azgbydic e
tagbgeydy —agbydscaes

—ay bg dy e3 ef.

Il

Tomando de novo o termo
(—1)™ dy ky .. aa ls
e invertendo a ordem dos indices, obtemos
(1) dy ks .. ay ly,

que é tambem um termo do determinante considerado.
Procuremos o factor (— 1)™",
A operacio precedente equivale evidentemente a permutar entre
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si os indices das letras d e I, k e a, elc.; por isso tendo em vista
a proposi¢do conhecida, dcerca das permutagdes dos indices, de-
duzimos:

m'=m+2p, (—1)""' = (—1)™, se n for de f6rma 4p ou 4p+1;

m''=m+2p+1,(—1)™'=—(—1)™,se nfor de fbrma 4p+2 ou 4p+3.

D’aqui resulta :

Tueorema II. Se em um termo d'um delerminante do grau n
tnvertermos a ordem dos indices, oblemos um outro lermo, do mesmo
signal, se n for da férma 4p ou 4p+ 1, e de signal differente, se
n for da forma 4p+2 ou 4p + 3.

Exemplos: De a3 by ¢ (n=4p+3) deduzse —aq by c3;
de — a3 fl;; Cj -‘11 (H= -i-p}. — a4 bi ] !fi; de ag b| ] dl 5
(n=3p+1), ag by eg dy eg; de ag by ¢y dy e [3 (n=4p+2),
-y fu_; Ca a‘.fi €3 h

Tomemos o termo principal

(1)---.“....... a; ba ..j,._gﬁ‘,,.__“'.

do determinante considerado e, sem alterar a ordem dos indices,
levemos a letra § até ao fim, por trocas successivos de logar e de
signal. Obtemos d’este modo

— & bi . kw—!jﬂ-—il In!

s
Jseesnesnansis :
oy by ke ig by Jus
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distinctos entre si e do primeiro e que pertencem tambem ao
determinante. Em cada um dos termos de () e (j) levemos a
letra i até ao fim, pelo processo anterior, o que nos di um grupo
(i) formado de 3.3 termos do determinante. Continuando assim
até termos considerado a letra b, obtemos outros grupos (h), (g), - .
(b) de termos tambem pertencentes ao determinante. Esles termos
receberio aqui a designagdo de termos primitivos. O seu numero
¢ a somma

3+3.3+(3+3.3)4+(3+3.3+(3+3.3)4]5+..+

+13+3.3+(3+3.3)4 +. |w—2)

cujo valor é
(n—1)!

1.3.-‘. .{ﬂ— ’:]=—"'§:—-

Para formar as permutacdes das n—1 letras b, ¢, .. k, I,
consideramos os grupos ki e lk € introduzimos a letra j em todos
0s logares possiveis, podendo comegar no primeiro pela esquerda
e no segundo pela direita, e nas permutacdes resultantes faremos
0 mesmo a respeito da letra i e assim por deante até termos con-
siderado a letra b. Tendo presente a geracio dos lermos primi-
tivos, vemos que clles tambem se podiam obter escrevendo a
letra a & direila das permutagdes que se derivam de ki, affectando
em cada uma as letras dos indices 1, 2, .., n, sempre por esta
ordem, tomando depois as pares com o signal + e as impares
com o signal —; logo o numero dos dictos termos primitivos é

1 . e, : :
egual a “{‘{""’ 1)!, como ja tinhamos visto. Porém, o fim prin-

cipal d'esta nota é o que se segue:
Altendendo ao modo como formamos as permutacdes das letras
b, ¢,... I, facilmente se reconhece que invertendo a ordem das
letras em grupo do derivado de kI obtemos uma do derivado
de lk; por isso, e por serem distinctas todas as permutacdes, se
em uma do primeiro grupo invertermos a ordem das letras, ndo
12
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podemos obter uma outra d’este mesmo grupo. D'aqui resulta esta
proposi¢io que havemos de utilisar: :

Se em um lermo primitivo inverlermos a ordem das lelras, nio
considerando a letra a, o resultado nao péde ser outro termo pri-
milivo.

IV

Sendo A, B, C. ., L os termos primitivos e A, AG),.. Al+—1)
os que se obtem applicando o theorema I successivamente n—1
vezes a A, etc., formemos o quadro

A B C e
All) B cn <L
Al B c .. L®

Al—1) Bo—1) 1) ., L1

e, applicando o theorema II a cada um dos seus termos, forme-
mos tambem

Ay B, G Sy
ARG B RN
A B Gl Bg

Ag0—1) Ba=1) Cyin—1) ,, Ly,
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Nos dois quadros ha n ! termos do determinante, os quaes vamos
provar que sdo distinctos.

Os termos d'uma columna qualquer do primeiro quadro s@o
distinctos uns dos outros, pelo que ja se disse (I},

Um termo DU da columna dos D do primeiro quadro s6 po-
deria ser identico ao termo H() de columna dos H, pois que é o
unico d’esta columna onde a letra a entra com o indice com que
figura em DO); porém, como nos dois termos ha pelos menos duas
letras com indices differentes, & impossivel aquella identidade.

No segundo quadro ndo ha dois termos identicos ; porque, se
o contrario tivesse logar, haveria tambem dois termos identicos
no primeiro, o que j& se demonstrou nio poder dar-se.

Os termos do primeiro quadro sido distinctos dos do segundo;
porque, se assim ndo fosse, a inversdo dos indices em um termo
d':u[uulle poderia reproduzir um de seus outros termos, o que ndo
pode dar-se, pelas razdes que se seguem.

Suppunhamos que FUi) reproduzia DU), pela inversio dos indi-
ces. Evidentemente, tambem F(H") reproduziria DU e, conti-
nuando, concluiriamos que F reproduziria tambem um da colu-
mna dos D, o qual ndo podia ser sendo Di*—1), que tem a letra a
com o indice n; por isso, sendo, por exemplo,

F=aygshgesdyefrbg,
deveriamos ter

Din—1) =g (7 hg ey dj 3 fi by

como, applicando o theorema I ao ultimo termo de qualquer co-
lumna, reproduzimos o primeiro (T), teremos

D=aygs hycodyeq f3 2,
que, postos os indices pela ordem natural, da

D—ﬂ.l bgfg L d:', cg hy d'g.
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Comparando F com D, concluir-se-ha que, pondo de parte a
letra @, um se transforma no ontro pela inversio da ordem das
letras, e por isso (lII) um ndo serd termo primitivo, o que é contra
a hypothese.

Sendo os termos precedentes todos distinctos, em numero de n!
e todos pertencentes ao determinante, o desenvolvimento d’este
¢ a sua somma algebrica.

Designando, pois, a somma algebrica d'um termo prirnitivo e
dos que d'elle se derivam, por meio dos theoremas (1) e (11), pelo
termo primitivo encerrado em colchetes, teremos

(a). - (a1 b ... In)=1a3 by .. In|— }ay By . . kn—2 ja—t ln] +

+ ay by . . kn—g ln—t ju|

+ .45

onde os signaes siio os dos termos primitivos.

Vi

Para achar rapidamente o desenvolvimento d'um colchete, pro-
cederemes do seguinte modo :

Escreva-se o termo primitivo e, applicando-lhe o theorema II,
escreva-se & direita o resultado, e em seguida applique-se a cada
um d'estes dois termos n—1 vezes successivamente o theo-
rema L.
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Assim teremos ;
para n=~4p,

2“!52--k1—ltul=ﬂlbi cobaglntagbory .. kg ly
-—-—tlgbg..."a‘.v!;—ﬂi b. .-ka:’g
+ﬂab|..#t fg+d'gb| ..jlqlg

L I R I I

—nby vkl g —aps.. ky las

para n=4p+1,

o b oo by b=y By b ot ay By Ry
+ﬂiﬁg..k.f1+a| bn..kafg
t‘aghby .. kyla+aaby.. kil

L I A R LR BRI

tandy. ks ly g tans..kly;
para n=14p+2,

g by .. kg lu] =01 By .« knt Iy by .. kg by

—agby .. k1 +u;b, . .kafg
‘+ﬂ3b{..ﬁ'|£g—ﬂ‘bg ..A‘gfa

-_—y b] . kn—i E.._'|H+ 1 b!‘l——! " s jlf[ fa;
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para n=4p+3,

farby . kol =ayby . kil anbay - Rl
+aghy .. koly—agh, .. kals

+{13~bl ..k,!ig—ﬂgtﬂ ...Iln]l:l

+ﬂnbl vobngli_1—0ag_1by—g.. "fl In .

Como exemplo tomaremos o determinante do quarto grau.
Temos

(a1 by ey dy) = Iﬂtﬁafadi*—t*llf‘ibaffﬂr Eﬂu‘»ffabit

301 bi%dl{:fﬁ by c3 dy+agbg ca dy
—agbg ey dy —ay by cg dy
+ag by ¢y dyg+ ag by cg dg
—ag by cg dg —ag by ¢y dj

~|!11 '—‘!b:ldll=—al g bgdy—agcgbyd,
+agcgbydy+ ay ¢y byds
—ageybydy—ag e by dy
+agey bydy+ agey by dy

lalC!fisbl[—*i'alf'if-frlf?i+ﬂif.'3dgbl
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—agegdyby—ageydgby
+agegdiba+agepdyby

—{licldgbg—ﬂacgd] bi.

VI

Tome-se, por exemplo, o primeiro colchete do determinante (a)
e forme-se o quadro

ay b; ]
Gy

a2 bpg o2 .. Ja—2 kn— [n—s

Gp—1. b1 Gy o Ju—t Kot Loy

L

Os elementos do termo primitivo acham-se na diagonal a, I,
d’este schema, e os que resultam da applicagio do theorema (1)
acham-se respectivamente nas linhas ag ky e Iy, ag ja € ky Iy, ay
iy ey l3,.. as e by Iy, parallelas dquella diagonal.

Os termos que resultam da applicagdo do theorema (IT) acham-se
na diagonal a, I; e nas linhas ay e b, Iy, as by e ¢ l3, ag ¢; e
dy lg,.. a1 ky e I, parallelas a ella.
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D’aqui e dos theoremas (I) e (II) resulta que:

Para achar o desenvolvimento d'um colchete da formula (a),
forme-se o schema correspondénte (b) e depois os productos dos
elementos da diogonal ay |, e os dos elementos das linhas ag k, e
li, ag ju € ky lg, ag iy ey lg ete., a, e by la—q, tomando os resul-
tados com o signal + ou com os signaes + e — alternativamente,
conforme n for impar ou par; depois os productos dos elementos
da diagonal a, |y e os dos elementos das linhas ay e b, ly, ag by
ecyly, agcpedy ly,.. a,—1 ky el, seguindo a mesma ordem dos
signaes que precedentemente, se n for da forma 4n ou dn+1, e
ordem contraria, se n for da férma 4n+2 ou 4n+ 3.

Por ordem contraria dos signaes intenda-se que, se os ||r|met-
ros tiverem sido positivos, os ulllmm serfo negativos ; se os pri-
meiros tiverem sido alternadamente |am~1t|\uq e m‘l"ﬂtnou o0s ulti-
mos serdio alternadamente negativos e posilivos.

Dado o determinante em a notagdo de Cauchy,

a b .. 5 k4

a3 b'l .. . wl .

ag b. L . . .

os schemas obtém-se immediatamente precedendo com as colu-
mnas como no termo principal procedemos com as letras para
formar os termos primitivos.

Tomemos, por exemplo, o determinante de quarta ordem.

a by e di| [ag by e dy| [ay B -‘él dy
ag by 3 dy| |ay by o dg| [ag e3 by dy
oy by o ds| |ag by o da| [ay e by dy
o by oo dy| |ag by o dy| |ag e by dy
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{lt L‘| l‘.fI IE'|
+|ay cg dy by
ag ¢3 ds by

ay cy d i l'?‘

iy 'El| € :‘fg

iy bi ta d'ﬂ ]ﬂ'] Elg C3 rfi-—ﬂgb:] (] tf;-]-q‘l:] 15[ Cy di_ﬂi’bi CQ:‘I:]

=
(-]

=
=

€3 dy| [agby cgdi—aybycgdatashycgds—ay by ¢ dy

ag by e dy

e do mesmo modo se obtem os desenvolvimentos dos outros,

Este processo é, pois, applicavel tanto a determinantes nume-
ricos como literaes,

Appliquemol-o ao determinante

159 0 0 ‘1 2
_5“]3=1 350 of |0t
&g g 0 2

1 5 10 10 10 3 10 10

que dé o segundo numero de Bernoulli (x).

(#) Vide o nosso arligo, Sur les nombres bernoulliens, apresentado i Aca-
ﬂnnigigﬂeal das Sciencias e publicado no Jornal de Mathematicas de abril
& 1893,
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i1 2 0 0: ‘l 0 2 0‘ BARRE oSs S

e ERil- a6 [ ST 4 e By Ko ) ke LB JBE B
A= ; = A i+.

0 2 6 -i.| 0O 6 2 i| 058 A8

0 3 10 10 |0 10 3 10| !{} i0 10 3

=1.1.6.10—1.3.2.10+1.3.4.3—1.10.4.1=—4

1
e por isso By=—

30°

Porto, dezemhro de 1893.
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SOBRE UMA FORMULA DE ANALYSE

FOR

Joio ArEz

A formula

1) F@)+f(@+h)—f(a)  F(x)+hf (x+6h)
Fi@+fi(z+h)—fi(z) Fy(x)+hf)z+0oh)’

que foi deduzida pelo sr. dr. J. B. de Cabedo do theorema dos

accrescimos finitos (+), péde ser tirada do theorema de Rolle e

ser applicada depois para achar a formula dos accrescimos finitos.
Com effeito, pondo

_ F@+/e+h—((@
Fi (@) +fi(z+h)—fi (z)’

a funcglio

&£

2O =F@) 2+ f(s)—f(9)— A [F. @)=

&)~/ |

e P i Py

(#) Jornal de Sciencias math. p astr. 1. 1%, pag. 129,
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que se annulla para z=2 e z=x+h, dé, representando por
9 uma quantidade positiva ¢ menor que a unidade,

1 I 1
¢ (z+ 0h) = F(IJ'I + [ (x + 0h) —-A[F} {r)Tc

it | =0,

equacio d'onde se ilira a formula (1), resolvendo-a em ordem
a A.

Pondo na formula (1) F () =0 F;(x)=0, (s6 com estas con-
digdes obtemos o theorema de Cauchy) e fi(z)=2z+h—z a
formula da a dos accrescimos finitos

f(&+h)— [ (@) = hf' (z + bh).
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A. Rebiére. — Mathématiques et Mathématiciens, Paris, Nony,
1893.

Na pag. 56 do vol. 1x d’este jornal deu-se noticia da 1.” ediciio
d’este livro Uma nova edigdo vem de apparecer contendo o dobro
das materias da edicio anterior. E um livro interessante, em
alguns pontos instructivo, que se |& com o maior prazer. Como
dissemos a respeito da 1." edi¢do, contém anecdotas relativas a
mathematicas celebres, paradoxos interessantes a que levam as
mathematicas, noticias sobre problemas curiosos e muitas infor-

magdes historicas uteis.

Ed. Weyr.— Sur une fonction discontinue (M. da Acad. de Praga,
t. u, 1893).

O auctor construe uma funcgdo da variavel real z, continua
para todos os valores irracionaes de z, que, para os valores racio-
naes de x é continua relativamente aos augmentos positivos de z
e discontinua relativamente aos augmentos negativos.

G. Vivanti. — Sull’applicazione della funzione elitica p(u) alla
teoria dei poligoni di Poncelet (Rend. del Circolo mat. de Pa-
lermo, t vn).

Deducgdo simples, por meio da consideragdo da funcgio p (u),
dos resultados de Jacobi relativos aos polygonos de Poucelet e




190 JORNAL DE SCIENCIAS

estudo dos casos particulares a que correspondem degeneracdes
das funccdes ellipticas.

A. Hurwits. — Beweis der Trancendenz der Zahl e (Nach. von
der k. Gesellschaft de Wis. zu Gittingen, 1893).

Contém esta nota uma demonstragiio, muito simples e fundada
em consideragdes completamente elementares, da transcendencia
do numero e.

L. C. e Almeida. — Novas regras para desinvolver os determ-
nantes litteraes do lerceiro e quarto grdo (Instituto, de Coim-

bra, 1893).

G. Vivanti, — Sulle serie di potense i cui coefficienti dipendono di
una variable (Annali di Matematica, 1893).

P. Mansion. — Sur la loi des grands nombres de Poisson (Bull.
de ' Acad. de Belgique, 1893).

J. Deruyts. — Sur les formes algébriques (Bull. de I’ Acad. de
Belgique, 1893). -

Sur les relations qui exislent enlre certaines déterminanis
(Ttem).

—— Sur la réduction la plus complete des fonctions invariantes
(ltem).
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R. Marcolongo. — Riscluzione di due problemi relativi alla defor-
mazione di una sfera omogenea isotropa (Rend. della R. Acad.
dei Lincei, 1892).

—— Intorno ad un punto della teoria della rotasione di un corpo
(Rend. del Circolo mat. di Palermo, 1893).

—— Sulla ricerca dei centri di curvatura delle traiettorie dei puncti
di una figura mobile (liem).

—— Aleune applicazioni delle funzioni ellittiche alla teoria del-
Fequilibrio dei fili flessibili (Rend. della R. Accad. de Napoli,
1892).

G. Loria.— L'odierno indirizzo e gli attuali problemis della storia
delle scienze esalte, (Genova, 1893).

Contém este opusculo um interessante discurso sobre os actuaes
problemas da historia das sciencias mathematicas, pronunciado

pelo auctor no Congresso historico italiano que teve logar em
selembro de 1892,

G. Pirondini. — Alcune formule relative alle linee (racciate sopra
una superficie ¢ loro applicazini (Annali di Matematica, 1893).

E. Lemoine.— Résultals et théordmes concernant la Géométrie du

triangle (Association frangaise pour I'avancement des Sciences,
1892),

M. Lerch.—Z poctu integrdlniho (M. da Acad. de Praga, 1893).

A. Macfarlane. — The fundamental theorems of Analysis genera-
lised for space, Boston, 1893,
G. T.
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