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Do exame d'estas fórmulas se conclue que o termo geral da 
expressão da derivada de ordem n pôde ser representado pela 
expressão 

onde m é o numero de termos que precedem, A um coefficiente 
numérico, e a, u, a\; b, v, bi; . . . números inteiros e positivos 
que satisfazem ás relações seguintes 

a\+ bf+ c\ + . . . +Ii = m +1 

ajM + fcjv+ +IiW=U 

aja + òjô + c\c 4- . . . + I i I = n + m 
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Para mostrar que é verdadeira a inducção que nos dá 

, . V 1 . r dfi-(«+») 

r d a f J1 r dbf i 6 ' r dlf i ' 1 

\_dxudya~u \ I dx^dyb-vJ '' ' [dx">dyl-wj 
(3) 

/ a i + + C1 + . . . + Z 1 = m + 1 

( 3 ) ' Ja1M + ÔJV + + l\w = n 

Ia1O + b\b + C1C + . . . + Z 1 Z = n + m j 

derivemos (3). Virá, depois de feitas as devidas transformações, 
uma expressão 

^ i = S A j H r + " Í 

r daf I a I - I d«+*f r dbf I6I r dlf n ' . 
><a\dxudya-'a} dxu+ídya-uLdxvdyb~v J "' [dxwdyl~w\ 

r d / i - t ™ + 2 ) 
+ [ - 1 ] " + 2 L Í ] 

. ( T d"f -|«'-1 da+lf r dbf Y ' f d'f ^ d l 

ia' [ dxudya—u] dxudya-u+i\_dxvdyb-v] "' [dxwdyl—w] dx 

^m 1 dxdyLdxudya~uJ \_dx!Bdyb-vJ '"LdiCwV-wJ ' 

r d y I a i r dhf Y 1 f "I1' j 

\_dxudya-»J IlxMyb^] ' ' ' [ j x ^ y ^ j " ' | 
x 

8 
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Ora (4) é analoga a (3), e as condições (3)' tem logar, se mu-
darmos n em n + í , e m respectivamente em m, ( w i + 1 ) e 
(m + 2). 

Justificada a fórmula (3) resta completal-a determinando o 
coefficiente A; o que faremos por meio d'um caso particular. 

Como no caso geral o signal é perfei tamente determinado e 
dado por [ - I J m + 1 , em tudo o que se segue, procuraremos sim-
plesmente o valor absoluto de A. 

II 
Seja a equação 

y = (« + «» + . . . +xn)v (6). 

D'onde se tira uma segunda implícita 
_ J^ 

y P (x + x* + . . . +xn)— 1 =0. 

De (5), que se pôde escrever depois de desenvolvida 

V ~ ^ h i I H tI . . . h n \ X 

I = ^ 2 + • • • + hn j 

i [q — hi + 2Zi2 + .. . + nhn 

se conclue que é 

plg{q-i)...(q-n+i) 

hil A2! . . . hn\ 

Annulando x, annulajn-se todos os termos em que não é 

2 — » = 
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Fica, pois, chamando 

J / O = [?/<")],=O 

(6) 

„ pl n! 

SP = H I + H% + . . . + H N J 

hi + 2li% + 3h3 + . . . +nhn=n) 

Da equação implícita 
. : / . . . 

y P (x + x* + . .. + a ; n ) - l =0 (7) 

se conclue 

d"f 1 du 1 

dx»dyn~u p\p J\p ) \p J 

X l i U - t ) . . . ( t — M+l)®4-» 
-V1 a-Hi 

= 1 (1 +p) (1 +2p) . .. [1 + ( a — m — " + " y P 

x 2 * ( « — *) • • • ( i — « + l ) ® i - t t 

• --,.I 0 ;. . ; ; ,,.„•,<...-,;- , i M -J 
1 , , , ("—" 

= \a—u\pp— (a-tt) y P In 

representando, para abreviar, 

2 « = 2 i { i - \ ) . . . ( t - u + l ) a * - » t 
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Temos pois 

e do mesmo modo 

y ^ T = ^ P - W ' y - J - l " - ^ [2 e ] 6 j . 

D'onde se conclue facilmente que é 

tdf~\—(m+1) 

~~d J [ l a~ u IP] a i [l»-»ip]i" . . . p-™y 

. . . M ' . 

Mas 

^ f - = - — W - I T ( a ; + x 4 + as 3 + . . . +a; n ) =— —. 
dy p py 

Portanto, não attendendo aos signaes, teremos 

TO+1 

m-f-1 _ 
V 

J/W = 2 AjJ [l«-«II>]ai Î i 6—Wlp-Jfti . . . y V 

X [2U]«< [J-J i" . . . [2«)]'' . 

Fazendo a; = O, o que traz comsigo y = 0 píira p> O, annul-
lam-se todos os termos em que não fòr 

m + 1 , „ 
1 = 0 , ou » = m + 1 , 

P 

valor necessariamente positivo. 
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Logo, represen tando 

yo(n) = [y (n)]«=o. 

e notando que os sommatorios 

2 » ( i — I ) • • • ( « — u + i ) a h * , 2 » ( i — 1 ) . . . ( i — t > + i ) a M , . . . 

se t ransformam em 

1 . 2 u = u\, 1 . 2 d = . . . , 

será representado j/o'n' P e ' 0 y a ' o r 

(7) J/o(n) = 2 A ( m + l ) [|a—«Im+l-ja. [|6—0lm+t]6i . . . 

x (w!)01 (vl)bl . .. (wlf . 

Egualando (7) a (6) e notando que da comparação das con-
dições (6) com as condições (3)', e de ser p=m+1, se vè serem 

h\ = u, h% = v, hn = w, 

resulta para A o seguinte valor 

n\ ml 

at I f t 1 ! . . . I 1 ! ( « ! ) « (v!)6 ' . . . (ic!)!l [ l « -» i»+ i ]« i [ if t-Dlm+ijfc. . . . 

e portanto para o valor de y(") procurado 

tf-|-(m+l) 
!/(»)= 2 m ! n ! 

O1! ^ 1 I . . . Z1! («!)«> (v!)1» ... (w!)l< F f l _ u F6 
- T - Z T 
—v ••• F;—u)|_ dy J 

~ d"f - ai " dPf - b, 
r - i L i 

dxudya-" dxvdyb • I dxwdyl -tcJ 
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onde m é o numero de termos que precedehiy bv>--»iqf) i ,030.1 

[F*_1 t=-[l«-«lp]<« , F é ^ ^ t l ^ ^ i . . ( p = m + l ) \ 

/ a t + 6 1 + C 1 + . . , , , r t J i i , , = »»+ ,1 , Ji n! l<H|. 

I L a + M H - C 1 C + . V + Z 1 Z R M + N T 

I O 1 B + ^ 1 C + + Z 1 W = H J I 

mo oi6ifn<>1>ííBit O'! 

, í í r - 7 . . . . . . •£?. | V.w -W . . t . í -
•1''!li / <-i'Xj |.\s oíjf.hjoí^n};»! RTV 

' A p + ^ ! ; t . ' . * , . « (Tj 
tv i : . 1 , 
. ! -li . '-V u x 

-no*» «r.h R1Hiifrrrtp^ gft »uu òbijnIou 1 11 Tj ojwir.lr.iig/f 
n m i ? Ajf ai J + n , (SJ >'»r»oíf»ifív> ».f, morj. (0} 89Õ?ib 

^ ,n 

' >)»ÍOjlí)H '> A MfiU 6}l»fí91 

t í» _ i 

* . . . u >! f \ , 

obc-unota 'n> bi? ti 1:1c • I Stiifiiwq 

! 
i j • . 

I vv j i I ; * > • : + 'Vl-

j , -
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H. F. Barros.—Elementos de Trigonometria Rectilínea.— Lisboa, 
1882. 

Este livro, escripto para uso dos Institutos de instrucção se-
cundaria, contem todas as doutrinas exigidas pelo programma 
respectivo, expostas com muita clareza e ordem, e por isso o 
recommendamos aos professores de matliematica elementar . É 
dividido em duas partes, na primeira das quaes se t racta da 
Theoria das relações trigonométricas, e na segunda da Trigono-
metria rectilínea propriamente dieta. 

Temos notado que os alumnos têm sempre alguma difficuldade 
em comprehender a razão pela qual se substituo no calculo os 
ângulos pelas linhas trigonométricas. O sr. Barros expõe com 
muita clareza a doutrina relativa a esta substituição logo nas 
primeiras paginas do seu excellente livro. 

Passa em seguida á demonstração das fórmulas que dão os 
valores das relações trigonométricas da somma e differença de 
dois arcos, e suas principaes consequências. 

Depois tracta da construcção e uso das táboas trigonométricas, 
e assim termina a primeira par te . 

Na segunda parte tracta da resolução dos triângulos, e ahi 
estabelece as fórmulas applicaveis nos diversos casos partindo das 
equações: 

A + B 4 - C = 180 

a b e 
sen A sen B sen C ' 
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F. A. de Brito Limpo. — Algumas palavras sobre a necessidade 
da determinação directa da longitude geograpliica de um dos 
nossos Observatórios pelos processos electricos. — Lisboa, 1882. 

N'este opusculo o sr. Brito Limpo, auctor bem conhecido de 
muitos trabalhos importantes sobre geodesia, mostra que a lon-
gitude dos observatorios portuguezes relativamente aos observa-
torios mais importantes da Europa não é conhecida ainda com o 
rigor que a moderna sciencia exige; apresenta as tentativas feitas 
para resolver este importante problema; e insta para que os nossos 
astronomos o resolvam, procurando a differença de longitude entre 
o observatorio da Tapada d'Ajuda e o de Madrid pelos processos 
electricos. 

Marcus Baker. — Alhazens problem. 

N este artigo, publicado no American Journal of Matkematics, 
vol. IV, o sr. Baker expõe primeiro a lista dos trabalhos que 
tem sido publicados a respeito do problema seguinte: 

De dois pontos collocados no plano de um circulo tirar linhas 
rectas que se encontrem no mesmo ponto de circumferencia e façam 
ângulos eguaes com a tangente que passa por este ponto. 

Depois extende este problema, que é o de Alhazen (mathe-
matico arabe que viveu no século onze), ao caso em que o c i r -
culo está collocado n u m a esphera e por dois pontos da esphera 
se querem traçar arcos de circulo máximo que façam ângulos 
eguaes com o circulo dado. 
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S i 

SOBRE A FÓRMULA DE LAGRANGE 

J . M . R O D R I G U E S 

A l f e r e s c T a r t i l H e r i a . 

A notável fórmula de Lagrange 

" I • • • 1 . 2 . . . » <ft»-i 

dá o desenvolvimento em serie de unia funcção da variavel y de -
finida pela equação 

y = t + x?y. 

A fórmula de Taylor e a de Lagrange constituem dois theo-
remas fundamentaes da theoria geral das funcções; a primeira 
exprime o desenvolvimento de uma funcção explicita segundo as 
potencias progressivas da variavel, e a segunda o desenvolvimento 
de uma funcção implicita reductivel á fórma da equação 

y = t + x^y. 

O theorema de Lagrange tem sido objecto de importantes in-
vestigações de muitos geómetras illustres. Laplace demonstrou e 
generalisou este theorema; Burmann deu uma fórmula notável, 
comprehendendo a de Lagrange como ura caso particular; e 
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Wronski , introduzindo as suas notáveis funcções schins na gene-
ralisação do theorema de Lagrange, deu a solução do seu Pro-
blema Universal. 

No Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa e no Jornal 
de M. Liouville, tomo VlI da 3." serie, o sr. l ) r . Gomes Teixeira 
deu uma notável fórmula mais geral que a de Lagrange para o 
desenvolvimento em serie, ordenada segundo as potencias de x, 
da funcção 

u = Fy 

y = t + x<fi (y) + x*<pç> (y) + . .. + xnyn (y), 

a saber : 
Fy = F/ + x [F'<. <pi(f)] +. .. 

+ Y d * { F < . [ 9 l ( < ) ] « . . . [ y > (Qx | 
1 . 2 . . . ax 1 . 2 . . . j i X . . . x 1 . 2 . . .X.dl1 ' 

onde 

i = « + 2? + 3 y + . . . + ÍX 
1 . , . !, ,i,i't i !mi 'th . . ti/ . li i!l V N/í.I 11. 7 hl Olî  MlIIJ Mlill MJ 

que contem a de Lagrange como caso muito particular. 
Quando a funcção Fy designa a própria variavel y, a fórmula 

de Lagrange dâ o desenvolvimento em serie de uma raiz da 
equação 

y = t + x<fy; 

mas esta equação tendo, em geral, mais de uma raiz, qual d'ellas 
é a que dá a fórmula? 

A demonstração classica de Laplace não determina a natureza 
da raiz dada pela fórmula; porém M. ltouché, partindo das bellas 
investigações de Cauchy sobre esta questão, determinou à priori 
a natureza da raiz, demonstrando elegantemente o theorema de 
Lagrange. 

Taes são, em summa, as investigações mais nptaveis sobre a 
fórmula de Lagrange. 



MATiIICMATICAS IC ASTRONÓMICAS 1 2 3 

O objecto d'esta memoria é generalisar a fórmula de Lagrange, 
procurando o desenvolvimento em serie de uma funcção Fx de 
uma variavel x definida pela equação 

f x ± a.^x = 0 
> II K M i a I n i o i u b o m •>!» KJÍUIJ \ i i>i FIMO ni '» t 

e, como consequência immediata, exprimir por integraes definidos 
a geração das raizes das equações algébricas ou transcendentes. 

1 

Seja 
[X ± OLfX = 0 

uma equação algébrica ou transcendente e a uma raiz simples 
da equação 

f x = 0: 

pondo 
x = a + z 

resulta a equação transformada 

/ '(a + s) =h a . <p (a + z) = 0. 

Se f(a + z) e <p(a + z) fazem funcções bem determinadas e 
contínuas para um valor r do modulo da variavel imaginaria 

z = peôi, 
( • • !iir>M>M(>'- i o q : 0 > \ ò f i j r . i i p a u b J t ie i R n m w q 

esta equação gosa de propriedades notáveis que se traduzem nos 
theoremas seguintes. 

T H E O R E M A I . S e 
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para um valor r do modulo da variavel imaginaria e inferior ao 
raio de convergência R, a equação 

f(a + z) ± a . < p ( a + z) = 0 

tem uma raiz única de modulo inferior a r. 
Com effeito, sejam 

H i «2» z3> • • • z m 

m raizes de modulo inferior a r da equação 

f(a + z) rfc a . 9 (a + z) = 0 ; 

será 

f(a+z) ± a .9 ( a+z) = (z—z t) (z—z2) . . . (z—zm) tj/ (a,z) 

d 'onde 

l [ l ± a . ^ g j ] = / ( z - z , ) + / ( z - z 2 ) + . . . + l ( z - z m ) 

+ , r i M i . 

mas 

f(a + z) = fa-\-zf [a-\- wz) 

ou 

/"(o + z) =zf (a + az) 

por ser a uma raiz da equação fx = 0; por consequência 

' [ i ± « = l ( ' • - «l) + l (« - -2) + • • • + / (5 -

r j ^ - l 

l _z / ' ( a+wz)J 
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d o n d e 

+ l (z—zm) — Iz 

e derivando vem 

d i \ d z r i M - i 

dz dz 

1 1 1 1 m—1 z , + z 2 + z 3 + . . . + z m 
= + + . . . H + 5 + . . . (a) 

Z - Z l Z — Z 2 Z m Z Z Z 2 

Ora, por hypolhese, 

l > ( a + z n 
mod. max. ; v < 1 

L / ( a + z) J 

para um valor r do modulo de z; logo 

z T i - H 1 K " + * ) ! , / ? «» M Q + * ) ' 
L ~ 7 ( o + « ) J \ f ( a + z)J 2 ' \ f { a + z). 

mas 

f (a + z) = z/7 (a + w z ) , 

por consequência 

/ ? ( q + z ) - | / <p(q+z) \ ,¾ / » ( q + z ) V 

7 ( a + z ) J \ z / ' ( a + w z ) / 2 '\zf'{a+z)J " 

desenvolve-se n u m a serie convergente segundo as potencias po-
sitivas e negativas da variavel z, pois que <p e /" s3o, por hypo-
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these, funcçôes bem determinadas e contínuas: logo, no primeiro 
membro da expressão (a), o primeiro termo desenvolve-se t am-
bém n'uma serie convergente segundo as potencias positivas e 
negativas da variavel z, mas n'este desenvolvimento não ha termo 

1 
em —. 

Ora as funcçôes iL e f são funcçôes bem determinadas e con-
tínuas para o valor r do modulo de z; por consequência, na ex -
pressão (a), o segundo termo do primeiro membro desenvolve-se 
n u m a serie convergente segundo as potencias ascendentes e po-
sitivas de z. 

Logo no desenvolvimento do primeiro membro da expressão (a) 

não ha termo em —; por consequência, egualando entre si os 

coeflicientes das mesmas potencias de z, resulta 

m — 1 = 0 ou m = l . 

Logo a equação 

f{a + s) ± a . ç ( a + s) = 0 

tem uma raiz única de modulo inferior a r. 

T H E O R E M A I I . S e 

9 (a + z) 
moa. max. < 1 

para um valor r do modulo de z e inferior a R, será 

Fx = Ya--^-. P Y l \ 1 ± «. + r(\ ! ] ) . F ( a + rc9 ' )e^dh 
ZnJo VL f[a + r^)]/ V ' 

a expressão da funcção bem determinada e contínua FÍC de uma 
raiz da equação 

f x ± a. ?x = O 
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em funcção de uma raiz simples da equação 

f x = 0. 

Com effeito, se 

f <p(ai + z)~l 
mod. max. a . — — - — - < 1 

L / ( a i + * ) J 

para um valor r\ do modulo de z e inferior a R, a equação 

f ( a \ + z ) ± a . <p ( a j + z) = 0 

tem uma raiz única z\ de modulo inferior a r j ; será pois 

f («i + *) =t «. 9 ( a i + z) = (z - Z1).«]/ ( a , ,z) 

1 d = , + 

d'onde 

1 - + - « _ m 

/"(aj + z) V 2 / 7 ( 0 1 + 2 ) ' 

Se F ( a j + z) é uma funcção bem determinada e contínua para 
o valor rj do modulo da variavel, também F ' ( a j + z) o se rá ; por 
consequência, multiplicando por zF ' ( a j + z), resulta 

zF' («, + , ) . / [ 1 ± « . = («t + « ) • / ( 1 

+ z F 

Ora ^ e / * são funcçôes bem determinadas e contínuas para 
um determinado valor do modulo inferior ao raio de convergen-
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cia; por consequência no segundo membro da expressão prece-
dente o segundo termo desenvolve-a n u m a serie convergente se-
gundo as potencias positivas de z, e n'este desenvolvimento não 
ha termo independente de z: será pois 

começando o sommatorio a partir de n = i , e 

z F ' ( a i + z ) .1 [ l ± a . = * F ' « + . I .z» 

Mas, por ser 

mod. — < 1, 
z 

F ' ( a j + z ) e l ^ l - ^ podem desenvolver-se em series conver-

gentes: portanto 

F ' ( a , + z) = F a 1 + z . F " a ( + .F1 1U i + - J - . F - V a 1 + . . . 
1 . Jd 1 .—.O 

Zj \ 1 1 Z^ 1 Z\t 

2 ' T ~ 

e formando o producto de estas duas series resulta ainda uma 
serie convergente. N'este producto apparecem tres especies de 
termos, a saber : termos independentes de z, termos com poten-
cias positivas e termos com potencias negativas de z. Podemos 
pois escrever 

+ 2 N n . a " . + S P f l . s -
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Como o modulo de Z1 é inferior ao modulo de z segue-se que 
a serie que entra no segundo membro é convergente e a sua 
somma é 

2 3 

F (a, + Z 1 ) - F a 1 = , , F a 1 + ^ • F " a i + • F " ' a i + • • • 5 

por consequência 

z¥'(ax+z) = - [ F ( a r + * i ) - F a i ] - 2 N „ . z « - 2 P n . 2 — . 

Logo 

( ' [ ' * ' • ^ j r i j ] ) • + ' ) . « — [ F ( ' I + - F«] 

+ 2 M „ . á " - 2 N B . 2 » - 2 P „ . 2 - n 

ou 

.... <p(a, + z)" 
j ] ) . F ( « j + z). z = - [ F i f a 1 + Z1) - F a 1 ] 

+ 2 Q „ . 5 n - 2 P „ . ^ - n (a) 
onde 

Q n = M n - N n . 

Dando pois á variavel z o modulo r j , será -T 
Z=TjC , 

e, substituindo e integrando entre os limites O e resulta 

J T d t -
2 * [ F ( a i + Z 1 ) - F a 1 ] 

+ SQnr1" ./0«»e+» ífd(l - 2 Pn r -"" . / o 2 * e — ; 
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mas 
/02"«±«»i.d6 = O, 

logo 

ou, supprimindo os Índices, 

f(a+re^) 

Mas i 
x = a + z, 

portanto o modulo de x inferior ao modulo de z e por maioria 
de razão inferior ao modulo r; logo 

F x = F a - • r Y * T 1 ± « • ! ( a T f ^ T ) • F ' ( « + "'6O • ^ 
ZnJo \ L f(a+ré*)]J v 1 

é a expressão de uma funcção contínua Fx de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equação 

fx ± a.<fx = 0 

em funcção de uma raiz simples da equação 

fx= 0 , 

como se queria demonstrar. 
Attribuindo ao modulo da variavel 1 \ i | 

I o 

z — p.e»* 

um valor determinado r j , o argumento fica indeterminado e pôde 
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r e c e b e r t o d o s o s v a l o r e s d e s d e — 0 0 a + 0 0 ; p o r c o n s e q u ê n c i a 
fazendo na equação (a) 

z = Vieti e z = e~ 

resulta 

+ 2 Qn r n . e+"8> — 2 Pn r ~ n . 

+ 2 Q n r n . n , < — 2 P b 1—". e + " 9 í . 

P o n d o 

e , s o m m a n d o , v e m 

•<f . I l f / .UJiKiUl i ' 

r , [ 0 . e+«1' + 0 ' . ¢ - * ] = - a [F (a t + Z1) - F a 1 ] 

+ 2 Q n r " ( r H * + C - ^ i ) - 2 P n r ~ " ( e + " « + « - * « ) 
o u r i [ 0 . e " + 0 ' . «-•»'] = - z [F ( a i + z\) - F a 1 ] 

m a s 

+ â S Q ^ c o s . n ô - 2 2 P n r n c o s . n 6 ; 

fo« cos. nôdô = 0, 
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logo 

F ( o t + Z1) = Fa 1 - ~ . / o » [ 0 . e " + (-)'. « - * ] . db. 
** TC 

Esta fórmula é apenas uma transformação da precedente (a) 
e mostra que o integral definido entre 0 e 2it se decompõe em 
dois entre O e * ; logo 

t 

2 ic J 

ATÍ 

ou 

F x = -Fa-^-. T l l \ ± » . ^ t t ! 1 . F'(a + re»'). e"dO 

2 W o L f(a+re**)J V 1 

Zn J o L /(a+re-6,) J v ' 
exprime em integraes definidos uma funcção de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equação 

f x ± a . <px = 0. 

T H E O R E M A I I I . S e 

mod. max. a . T ; ' < 1 , L Aa + z ) J será 

í . 2 ' da 1 . 2 . 3 (ia8 
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o desenvolvimento em serie convergente de umo funcçâo de uma 
raiz da equação 

fx±x.<fx = 0 

em funcçâo de uma raiz simples da equação reduzida 

/ ¢ = 0 . 

Se 

r * ( o + * n . 
mod. max. a. — — ; — r < 1 

L f{a+z) J 

para um valor r do modulo de z, é 

mas 

t ( a + s ) \ « s /<p(a + z ) \ * ^ « 3 / 9 ( a + s ) \ « 

f(a + z)J 2 \ f ( a + z)J 3 \ f { a + z) 

f[a + z)= z f ( a + wz) 

portanto 

L Affl+*) J 

/<p (a+z ) \ 1 a5 / y ( a + z ) ^ 1 

" z \f \a+biz)/ 2'z*'\f\a+az)/ ~ 3 V \ / ' ( a + w z ) / ' 
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e, multiplicando por zF'(a + z), resulta 

= ± « F ( • + , ) . [ j ^ ^ j ~ T 2 - • — — • [ p ^ f — j ) 

^ c t 3 F ( a + z) / <p(a + z) Y 

~ T ' " z 4 ' \ /"'(a + « z ) / 

+ 

iv i — / ? ( < * + * ) Y 
^ ' ' n ' Z « - 1 ' \ / " ' ( a + < o z ) / 

+ 

Dando pois ao modulo de z o valor r, teremos 

z = r e ' \ 

e o segundo membro da expressão precedente é um serie con-
vergente para todos os valores do argumento; por consequência, 
integrando entre 0 e 2TT, resulta 

- T - y . 

+ 

v ; n Vn-1J o ' \f'(a + wre»)J + 
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Mas pelo theorema precedente 

logo 

2 rJo \f'(a + wt*1)/ 

v n r n — V o \ / ' ( a + wre9t)/ 

W 
r,-' '>«n- ! 1H }« Iiif/q «ir.iiip )̂ no-> loij 

Ora pela fórmula de Maclaurin 

''(a+coz) 

onde 

1 
A'" 1.2.3... m dam 

é o coefficiente de zm; mas, como é sabido, o coefficiente de zm 

no desenvolvimento de uma funcção fz em serie convergente é 
f z 

egual ao valor médio do quociente —; logo 

A . - . a l . m e d . [ ^ + , ) . ( ^ ) " ] 
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e como, por um theorema notável de Cauchy, 

2ierm J o v ' \ f ( a + wree i)/ 

% . í "t* l)) <P \ . ,„,. 'r^r t 
resulta 

Esta relação tem logar para todos os valores inteiros de m; 
por consequência para m = n— 1 resulta 

logo 

1 . 2 . 3 . . . ( n — i ) " í / a n _ 1 

*)!> A l ( M i o i I l w ) - ) d , i i t ú d i / :'•> o m o ' j , .,•> r - i i i ! • 

sltw»i!i7iiaí aiise nri i\ <<Í.JKi: > --o 

( 4 — — L l \ i ! .hom J a r -,„>. 
6 a expressão do termo geral da serie (1). 
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Logo 

^ , . . [ n . ^ j ^ . - L j & Z J 

3 ^ 

W 
1 . 2 . 3 ' d a 4 

( T l ) - "" L V/W J 1 " 1 . 2 . 3 . . . n " d a " - 1 

dá o desenvolvimento em serie convergente de uma raiz da 
equação 

f x ± ix. <fx = 0 

em funcção de uma raiz simples a da equação reduzida 

f x = 0. 

Esta fórmula comprehende, como caso particular, a de L a -
grange. Com effeito quando fôr 

f x = x — a 

resulta 

x— a ± ctfx = 0, 

O U 

X = a =T- açír. 
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que é a equação de Lagrange ; e, por ser, n 'este caso, f'a = 1, 
deduz-se da fórmula («) a fórmula de Lagrange 

Fx = Ta + ct [ F ' a . <pa] 

4 F ' a . ( ? a ) * ] _ a3 <P[F'a .{<?a)'s] 
4 a- T- i a o • "r" (?) 1 . 2 da 1 . 2 . 3 

Es ta fórmula notável dá o desenvolvimento em serie conver-
gente de uma raiz de modulo inferior a r da equação 

x = a :+: a.. yx, 
R j ( -X ).»'•! I! •!) 

e a fórmula (a) dá o desenvolvimento em serie convergente de 
tantas raizes da equação 

f x ± a. <fx = 0 

quantas forem as raizes simples da equação 

f x = 0 , 

e a sua funcção generatr iz 

Fx = F a - - - . (/ l±oc.£—--J 
Z K J 0 V L A 0 + ^ 1 . 

T HMIII tO OByiMTHf 

.F '(a+re^c^dO 

ou 

Zn J o L Aa+r« *)J 

ZkJ0 L fia+ «-•») J v ' 

exprime a geração d'estas raizes por integraes definidos. 
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Se n'esta funcção generatriz introduzirmos a hypothese de ser 

f x = x— a 

f(a + reHi) = re®*' 

teremos 

e, por consequeneia, a funcção generatr iz do theorema de L a -
grange será 

F x = T a - ^ . J ^ ± (a+re 9 i ) , F (a+re 9 í ) e9i dô 

ou 

F X = F A - ^ - . J * =FC ~ . E ~ 6 I 9 ( A + R E W ) ^ . F ' ( A + R E O I ) E 9 ' FZ0 

r r * 

2 '̂Jo 1 ± — . « + ' ^ ( a + r e - ® ^ 
r 

. F ' ( r t + r c - 8 ' ) . C - 0 ' dò 

(PO 

Estas fórmulas, casos part iculares das precedentes , expr imem 
pois a geração por integraes definidos de uma funcção da raiz 
de modulo inferior a r da equação de Lagrange 

x = a zp açpx. 

As funcçòes genera t r izes (a') e (3') dos theoremas (a) e (£) 
gosam de uma propr iedade característ ica que se t raduz no theo-
r ema seguinte. 

T H E O R E M A I V . A funcção generatr iz (a') da serie 

F x - F A - =,= . [ F a . ( £ ) ] + * 
M g ] 

da 
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. . 1 
é o coefficiente de — no desenvolvimento da funcção 

z 

Com effeito, esta funcção desenvolve-se n u m a serie conver-
gente segundo as potencias positivas e negativas de z se for 

r Ç(a + *)-l 
mod. max. a — 

L Aa+2) I 

para um valor r do modulo; seja pois 

— F'(a + z ) . / Tl ± «-77—7—rl == Ao + A jz + A 2 Z 4 + A3Z3 + . . . • L f { a + z)_\ 

+ Cj . .— + C 2 . —5- + C3. —=- + . . . 
Z Z 4 Z 3 

Ora, como é sabido, o coefficiente de zm no desenvolvimento 
de uma funcção fz em serie convergente, segundo as potencias 
ascendentes positivas e negativas de z, é egual ao valor médio 

de ; logo 
zm & 

coeff. de — = vai. med. L zF ' (o + z) . I Tl ± a. 

z ( ' L f { a + z ) _ \ ) 

mas pelo theorema de Cauchy 

vai. med. j - zF'(a + z) J Tl ± * . ? ^¾] ! 
I V L f ( a + z)_Ij 
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logo 

coeff. de — = funcçâo generatriz 
z 

ou 

C 1 = ' f * " ( l [ l .F(a + R E » 0 
2ttJ0 VL Aa+«91)J 

como se queria demonstrar . 

T H E O R E M A V. Se f z for uma funcçâo bem determinada e con-
tínua de uma variavel imaginaria z — peeí para um valor r do 
modulo será 

a geração de uma funcçâo contínua de uma raiz de modulo in-
ferior a r da equação 

/z = 0 . 

Seja Z1 uma raiz simples d'esta equação de modulo inferior a 
um determinado valor r\ do modulo de z; será 

fz = (z — zx).i(z, 

d o n d e 

' [ f H K K . 
e 

s F ' z . I ^ J = zF'zi + z F ' z . IilZ. 
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Procedendo pois como no theorema II será 

P 

zF'z.'tyz=2M„zn, 
no 

zFzl [Fz1 - F(O)] - 2N„z*- 2P„z-n, 

por consequência 
. «i»il*mmi'jb liÍTjup ')' oiiuc» 

zF'z. / m = - [Fz1 - F(O)] + 2Qn̂ n - 2Pnz—n, 
-mia M cl)iiiiiinT»J3ti iirid nfi-pn.nl luiiu *i«»1 Z\O'(T . / AiMiiaiiiT 
onde M.iiii 

Qn = Mn-Nn. 
Fazendo pois 

i V 'i 
Z = T1C9i, 

substituindo e integrando, vem 
oú,) i ; i ipo IIB r> 'IHITJI 

i , 

I i f ' :; •>;> <,•')•' '••! | » f e ' . , ol><;ii;i;ri:>J:>b ni i i 

ou buo b 
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a geração por integraes definidos de uma funcçáo Fz de uma 
raiz simples de modulo inferior a r da equação 

f z = 0 . 
"IXl3i 

As fórmulas (a') c ti') silo easos particulares cias precedentes, 
como facilmente se vê, e entre a multiplicidade 'de fórmas que 
pôde tomar a funcção f as mais notáveis sãc as que correspondem 
á equação de Lagrange 

e á equação 

x = a + ct<nx 

í I' " 

f x ± u y x = 0 . 

As fórmulas 

II I 4 o. 'lí 
ii-1 >.i 

» \ 

F x = F a + Y1 
O l H I O l r t T 

f x + OLdfX =• O 

L\\ / <pa \ r 

( - I ) P . 
aP 

dP-1 

T ( p + i ) daP~x 1 

«I 
F x = F a - - . / l \ 1 ± a . ) ' . F ' ( a + r e 9 i ) . e 9 i d ú 2it J o L / (a + re9') | v ; 

,'M||!< Oll ' , • !U.'I N'.tf. 'O OIilMHlilI ol» l'li i ' j 

conduzem immediatamente á deducção de muitas outras, deter-
minando convenientemente a fórma das funcções <px e f x . 

Seja i 
1 , V l -a= 1 '1 i 

onde 
<px = Xif1X + X2/2X + . . . + XnfnX, 

i T 
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são funcçôes de uma variavel \ independente de x: resulta a 
equação 

0 = fx + XifiX + XifiX + . . . + xnfnx, 

e a geração de uma funcção Fx da variavel x definida por esta 
equação será pois 

F x = F a + 2 ^ ^ 
T ( i > + 1 ) daP—1 

ou 

(_. 1 )j> dv-1 [ F ' a . ( x i V + . . . + xn<lina)i>] I 
F x = F a + 2 

onde 

l'(jP+l) daP-1 

. fia fia fna 
^ a = T ^ ^ a = T v 

Ora o te rmo geral do desenvolvimento do polynomio 

P = (xjiJ/ia + x a t a a + . . . +x„(J/„a)P 

pela lei do binomio de Newton é, como se sabe, 

T ( F f l ) 

~ r ( ; > i + i ) . r ( p 2 + i ) . . . r ( p „ + i ) 
(xn | / ta)P ' . (X 2 ^a)P*. . . (xn<J»„a)P-

ou 
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sendo p\, p-j . . . p„ números inteiros e positivos que devem 
satisfazer á equação 

P=*P\+PZ + P3+ . . . +pn; 

por consequencia 

P = r C p + l ) . l [ : 
Xl P1 . X t f i . . . X1P" 

x 

ou 

r ( / > i + i ) . r ( i > 2 + i ) . . . r ( í > « + i ) 

(^a)P> . (fea)r» . . . J 

P = r ( p + 1 ) . T P 

sendo 

a; |í" . XiP2 . . . . xnV" 
T, = 2 

x 

r ( !>i + i ) . r ( j p s + i ) . . . r ( ; > „ + i ) 

(^a)P' . (^ay* . ((Jr3a)P= .. . (tyná)P" J; («) 

logo 

ou 

p x _ p a - L > ' I H ) p [F 'a x r ( p + 1 ) . T p ] | 

H r ( J ) + ! ) " daf-' | 

Como os valores de p são os números da serie natural a part ir 
da unidade, resulta 

p p r r / TI • LF«• T a ] < P [ F ' a . T a ] , 
Fas = F a - [ P a . T j ] + — — ^ — - + (m) L J da da* 

10 
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e os valores de p\, p 2 , .. . p„ correspondentes aos valores de 

p= 1, 2 , 3, 4 , 5, . . . 

são dados pelas equações 

1 =pi +Pi f p:] + . . . + pn 

2=pi+pz + pa+ . . . +pn 

3 = p i + P Z +p3+ . . . + p l t 

Conhecidas as soluções inteiras e positivas de cada urna d'estas 
equações, determinaremos os valores correspondentes de T( , Tg, 
T 3 , . . . pela fórmula (n). 

Teremos assim 

T1 = xi<\ia + x2<j/2a + x 3 | / 3 a + # 4 ^ 4 « + .. . 
» 

T 2 = J ^ ( M 2 

Xà 

+ .-Tg ( ^ a ) 2 + X2X3 (t|>2a). (ij/3a) + x 2 x 5 ( j 2 a ) • + • • • 

+ . 

+ r S - 3 ^ 2 a ) 3 + T . ? ( + 2 a ) 2 • ( W + ^ M - W + . 
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por consequência, substituindo estas expressões na serie (m) e 
attendendo a que 

resulta o desenvolvimento definitivo da funcção FÍC, a saber : 

F S = F A - * , 
1 . 2 

rV r a. 

da 

X1 
8 di v / / ' f t Y , , - I I 

1.2.3 da1 + . . . 

- ^ r 0 , W J + T T -

r, I a . ( — 
a, 

da 
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—, etc. 4 

X 2 ' 

T T 

d* 

i ^ - m 
I H i 

da 

3 

1 . 2 . 3 da* 

+ etc. ^ m m 
da* 

f . . 

A lei de geração d'esta serie será pois 

X1P1 . X j P 2 . XftVi . . . x nP» 
Tp = ( - l ) P . 

x 

r ( p i 4 i ) . r ( / > 2 + i ) . r ( p 3 + i ) • • . r ( p „ + i ) 

onde 

d a P - 1 

p = p i + p í 4 p 3 4 - . . . + p „ ; 

por consequência o desenvolvimento em serie de uma funcção Fx 
da variavel x definida pela equação 

0 =. fx 4 XlflX + XlfiX + . .. 4- xnfnx 

será pois 

F x = F a + 2 ( - ' ) p -
X 1 P' . X2P2 . XftPi . . . XnP" 

r(j>i + i)-r(/»s41)... r(p,,4i)} (P) 

dp-1 F a . W ' W V V W J 
daP-' 



MATiIICMATICAS IC ASTRONÓMICAS 149 

onde 
p=pi+pi+ps + • • • +Pn-

Se na fórmula 

F x = F a - - ^ r / h + « . ^ j a + r ^ 1 I . F ( a + re»*).c^dd 
2 * 7 0 L f(a + re*) J V ' 

que exprime por um integral definido a geração de uma funcçâo 
de uma raiz de modulo inferior a r da equação 

f x + iX^x = 0 

introduzirmos a determinação da funcçâo ç 

VX = XifiX + X^fiX + .. . + xnfnx 

correspondente á equação (p), resulta a fórmula 

2 * J 0 L / (a + re'1) 

( ? / ) 

funcçâo generatriz da serie precedente. 

Seja 

f x = a — x; 

as fórmulas ( p ) e (p') dão immediatamente 

x = a + x\f\x + XifiX + . . . + xnfnx (q) 
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onde x\, Xi, 0¾, .. . xn são funeçòes de uma variável \ indepen-
dente de x, e 

x 

r(/»i + i)-r(pi+i) • • • rCM- i ) 

dP-1 [F'a . (/,a)í>< . {frayí . . . ( f . ^ . ( - 1 ) - ? ] ) 

daP-i j 

por ser f'a = — l; portanto 

XiP1 . x4n . . . . xnP" 
F x = F a + 2 . 

r(pí + i).r(p^ + i) ... r(p» + i) 

dP- i [F'« . (Z1
1fl)P- . (fta)P* . . . (fnd)P" ]) 

I [ q ) 

fórmula que dá o desenvolvimento em serie de uma funcção de 
uma raiz da equação (q), e a sua funcção generatriz será pois 

Fa; = F a - . j - e~ai ( ^ r f r ( a + rc9i) + . . . 

+ ~ f{a + r e e i ) j j . F' (a + re«•') e^dd (q'1) 

As funeçòes Xi, Xi, . . . xn são funeçòes indeterminadas de 
supponhamos agora o caso particular em que 

â n = ; 

as fórmulas precedentes dão 

a+ ZfiX+ + . . . -f (r) 
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F x = F a + 2 
^ p 1 + 5 / ) - 2 + . . • + n p „ 

X 

r(íM + i ) - r ( P 8 + i ) . . . r (Pn + i ) 

dP- í [ F ' o . ' ( / i « ^ . ( A ã ) ? 2 - . . . ( /Ú)*] ) 

da?'-1 

ou 

f 7 

.IrJ Vr1Iilin lol 
, < i í i iít<> in<-') 
siiiriul <!> !•" 

Fx = Fa + 2 ' 
r ( f t + i ) . r ( í * + i ) • • . r 0 „ + 1 ) 

d P - ^ F a . (fjdjP' . (/'2aV« . . . (Aa)P-J| 
X daP - 1 j " " 

(W) 

onde 

P = ^ 1 + / ^ 2 + / ¾ + • • • + P» 

6 

q =Pl +Pi+Ps+ . • • + "Pn 

que é a fórmula do sr. Dr. Gomes Teixeira. 
A funcção generatriz d'esla serie serã pois 

r T 2 l t r / E 
F x = F a - - J / /"i (a + re") + . . . 

*( I i v b l l > ' H i l H 1 1 I I O B » Í l l í ' ) J j l 

+ J L f n (a + re<")J J . F' (a + re9i) .^dQ (r 

As fórmulas (a) e (p) podem conduzir a outros resultados in-
teressantes, determinando convenientemente a fórma das fun- -
ções <p e /*-
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III 

A geraç5o por integraes definidos das raizes das equações al-
gébricas ou transcendentes 6 uma consequência immediata das 
fórmulas (*). 

Com effeito, quando a funcção Fa; designar a própria varia-
vel x, as fórmulas (a) dão immediatamente 

r f 2 \ r , <p (a + re®')~1 .. 
x = a- — . I i + a.Zi-—J l.e^dl 

2w J o L f{a + re*l)J 

r r* J. , <p[a + re9i)~l 
X = a~ — .\ l U + « . l i — rr .C«'(/9 2* J o L / (a + re9') J 

ou 

r r * r 
2 - J 0 'L f (a + r (J4l)J 

. . . 

x -- « + 2 
aP 

dfi-1 K 0 ] ) 
r{p+i) í/aí'-1 

que exprimem por integraes definidos e por um desenvolvimento 
em serie a geração de uma raiz de modulo inferior a r da equação 
algébrica ou transcendente 

f x + a.yx = O 

em funcção de uma raiz simples a da equação 

f x = 0 . 

A applicação d'estas fórmulas á resolução das equações con-
duz aos seguintes theoremas. 
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T H E O R E M A I . Se f x = O tem m raizes simples, as m raizes cor-
respondentes da equação 

f x + v f x - 0 

exprimem-se por integraes definidos, quando 9 e f fazem func-
ções bem determinadas e contínuas para as quaes 

r ç(o|+a)"| I" <?{am+z)~1 
mod. max. a . ~ — — f < 1, . . . mod. max. » . — — < 1 L f(ax +z) J L A«m+2) J 

para certos valores 

H» rg, . . . rm 

do modulo da variavel imaginaria z.. 
Com eífeito, sejam 

«3, • • • am 

m raizes simples da equação 

/ z = 0 , 
e 

rí> r3< • • • rm 

os valores correspondentes do modulo de z que verificam as con-
dições do theorema; pondo 

X = Cln + z , 

cada uma das equações 

f (O1 + z) + OCf («fj + z) = O, 

f (<jj + z) + a<p ( a j + z) = O , 

f(a% + z ) + a<p ( 0 3 + z ) = O , > ( m ) 

( ( a m + z) + ctf> (am + z) = O, 
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têm, como demonstrámos, uma raiz única de modulo inferior ao 
modulo correspondente de z. 

Ora, a fórmula 

r r - W . , «pfa + re6*)! . . IA 

2* J o L f{a + r&) J 

exprime uma raiz da equação 

fX + OLfX = 0 

Oriolli / ÍI l eu liibq 
em funcçâo de uma raiz simples a da equação 

f x = 0 ; 

por consequencia, mudando x em a + z, a fórmula 

, ' p . r , M 
2* Jo L fía + re^J 

ó a expressão de uma raiz da equação 

f(a + z) + m{a + z) = 0, 
» 1. * * 

como devia ser, em virtude do lheorema Jí. 
Applicando pois esta fórmula (£') a cada uma das equações (w), 

resultam as m raizes 

. 27Í J o L / K, + r, 
mas 

íc = a„ + z, 
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logo 

X1 
= a i - 2 Í - J o ' 

Xi = U i 2 * ' J o 

1 + « . 

1 + « . 

9(a t + rie<"y 
f (ti + rxe"\ 

9 (a2 + r2eei)~ 

/(O2 + r2cf,i 

> • • K ) 

1 + « . 
9 («m + rmeH)' 
~f[am + rme"i) 

.e^dO 

exprimem a geração por integraes definidos de m raizes da equa-
ção algébrica ou transcendente 

fx + «935 = O 

em funcção de m raizes simples da equação 

f x = O, 
e as fórmulas 

^ = 0 1 + 2 1 ( - 1 ) * - -
«P 

1 9O1 Y 
f a j 

x2 = a2 + 2 ( - 1 ) / ' . 
ut> 

dP-1 

r(i> + l ) da.f 

?«2 Y 
/ ' W J ( 

—1 ! 

X M = A,„ + S ) ( — 1 )P . 
aP 

(Z/-1 79a»» Vr 

\ ? ã , 

• K ) 

' r ( /> + 1 ) ' 

dão o seu desenvolvimento em serie. 
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T H E O R E M A II. As raizes da equação algébrica 

x» + A „ _ i 4 . . . + A 1 X + A o = O 

exprimem-se por integraes definidos em funcção das raizes da 
equação binomia 

x" 4 A 0 = 0 . 

A equação 

xn + A ^ 1 x " - 1 + . . . 4- A i x + Ao = 0 

reduz-se á fórma 

f x + <px = 0 , 

pondo 

f x = xn 4- Ao 

e 

çx = A„_i x"—1 4 A n 2 x n — 2 4 - . . . 4 A j x 4 A j x . 

Sejam 

«0» «1» a2> • • • aTi-I 

as raizes da equação binomia 

x " 4 A o = O ; 

é sempre possível determinar n quantidades 

ro, n> r2> • • • r«—i 

para valores do modulo de z que tornem respectivamente 

mod. 
< p ( q 0 + 2 ) 

A a O + 2 ) D — í 
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OU 

< 1 ^ - < 1 Ii ' ' H ' " * *' n ' ^ K'o K i K „ _ ! 

Com effeito, seja a uma raiz qualquer da equação 

f x = 0; 

será 

9 (a + z) = P0 + P1Z + P 4 Z 2 + .. . + P n - ! 

e 

f ( a + z ) = Q 1 Z + Q i Z 2 + . . . + Q n _ j z — l . 

Ora 

z = p (cos (J + t sen 6 ), 

Pn =Pn (cos a„ + i sen a„), 

Qn = qn (cos3„ + isen|3„), 

por consequência, designando por Sm e Sm as sommas dos mo-
dulos 

Sm =PO + Pi p +PiPi + . ..+ pn-i pn~1 

S m = giP + Ç-iP8+ •.. +íft-ip"-1, 
resulta 

ou 

mod. 9 (a + z) < Sm 

mod. f(a + z)< S'm, 

R < S m e R ' < S „ 
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portanto será 

R = S m - S e R' =Sn-s'. 

Como o modulo da variavel é uma quantidade indeterminada 
podemos dispor de l l e convenientemente para que seja 

<»i,,Siaq-I &b T J U p i f c K p MF11 t m í n . )JÍ'M!Í) M U . ) 

Sm — s < S m • s, 

e então será necessariamente 

R < R' . 

Ora s—s' pôde ser uma quantidade positiva ou negativa; seja 
pois 

s-s' = ±s"; 

a desegualdade 
Sm S fn <c. s s 

desdobra-se portanto em duas 

Sm S m < + S , 

S — S' — s'" 

O U 

S — S' <R <T" 

S m Sltt > S , 

e corno s'1 é uma quantidade essencialmente positiva segue-se 
que estas desegualdades serão satisfeitas quando houver um valor 
de p que satisfaça ás inequações 

Sm — S m < O 

S m — Sm > o , 
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as quaes se reduzem a uma só 

Sm S m < 0 . 

í h i ; m e J - m p ^ -»í <>!iibo«i o h - n o k f i n e q 

Substituindo pois n'esia expressão os valores de Sm e S'm con-
clue-se que todo o valor de p, s = r que fôr raiz da inequação 

. t > [ ; . ' ! - I t o m I > { : : — — - I . b o m 

- ,) p«- l + (p«_2 - q»-i) P" - 2 + • • • + [Pi - 7i) f + po < o 

ou 

p»~l + p'n—i. P''-4 + .. . +p\ . p +P1
0 < O (m) 

sendo 

Pn-i-qnUi , P\-q\ , po 
pn- I = , p I = , p O = , 

Pn—\ — qn-Z pn-\ — qn-\ Pn-\ — qn-\ 

torna 

ou 

mod. 

R < R' 

<P (a + z) 

L Ãa + í j ] < 1 . '•i i 
KlQttioinuii 'ii.'.»!>• -!Ii']!. ..''Oj !Xiin- n '-.Iiq 1 n;ís «cj 

: v> ' t i • i. , •,'; l i l m m ó t ah 

Esta desegualdade (m) é pois a inequação dos módulos, e 
víí-se que se a equação pr posta é do grão n, a inequação mo-
dular é do grão n — I. 

Logo é sempre possível determinar n quantidades 

r 0 , ru r 2 , . . . r n _ j 

correspondentes às raizes 
íífifn 

«o, a\, a^ . . . «n_i-
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da equação binomia 

xn + A 0 = 0 

para valores do modulo de z que tornam 

^ ! ^ + f u ^ ¾ ¾ * + ! ^ , . 
LA «o + z ) J L A a » - i + z ) J 

Por consequência, verificando-se todas estas condições, cada 
uma das equações 

Aao = z) + 9 (ao + z) = 0 ' 

A a i + z) + 9 (ai + z) = 0 

A a 2 + z) + * (a á + z) = 0 («) 

Aan-I + z) + <P («n-1 +-) = 0/ 

tem, em virtude do theorema I, uma raiz única de modulo infe-
rior ao modulo respectivo de z. 

Estas equações dão pois n raizes pela applicação immediata 
da fórmula (£'), a saber : 

' 
2* J o L AAO + ro«6l)J 

2* J0 L Aa«-i+r"-ie U 

mas 

x = a„ + Zi 
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logo as fórmulas 

2T: J I, | /Ya2 + r2e6') | 

xn~\ = a M _i — . / Z 1 + 7 7 - r =K 
Jo L A a n _ , + r n _ie f l l J 

(nO 

exprimem a geração por iutegraes definidos das raizes da equação 
algébrica 

xn + A „ _ t x"—1 + . . . + A 1 Z + A 0 = O 

em funcçâo das raizes da equação binomia 

xn + A0 = O, 

e cujos modulos são respectivamente inferiores ás quantidades 

ro. H» • • • r « - t 

determinadas pela inequação modular para cada uma das raizes 
da sobredicta equação binomia. 

As fórmulas precedentes exprimem por integraes definidos 
todas as raizes de uma equação algébrica de qualquer gráo; por 
consequencia exprimem a ligação entre o problema proprio da 

i t 
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Álgebra, a resolução das equações, e um problema de Calculo 
Integral, consistindo na investigação das propriedades d 'uma 
classe de integraes definidos, comprehendidos na fórmula geral 

r f2V, F\ ça + re»')" 
FAR = F a - — . / ( / D B A . - ^ — — ~ 

2 *Jo VL f(a + re9t)_ 

.F'(a + re9i) .eeidQ 

A ligação entre estes dois problemas mostra claramente que 
todos os progressos ulteriores d'um concorrem para o desenvol-
vimento progressivo do outro. 

Applicando a cada uma das equações (») a fórmula (£) resulta 
o desenvolvimento em serie das raizes da proposta 

d ? - 1 

X1 = O1 + 2 1 

X i = a j + 2 1 

J z I ) ! 
r{p + 1) ' ^a1P-1 

dp-1 

<P«I y 
f a j _ 

A t « 8 / ±-J_l 
rCp + i ) " 

Xn = a„ + S 
( - l ) P 

dp-1 
L V / « » 

r ( p + l ) ' da,> P-I 

Estas fórmulas constituem um methodo geral para a resolução 
numérica das equações de todos os gráos. 

THEOREMA III. A fórma geral das raizes de uma equação al-
gébrica 

« » + A n _ j x " - 1 + . . . + A 1 X + Ao = O 
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1 
X = 

n ^O + pw + oco4 V^8 + . . . + 

onde 

&!> 3̂» • • •» ~n—1 

são as raizes d'uma equação do grão n — 1 

+ Rn_2 e - 2 + . . . R l^ + Ro = 0 , 

cujos coeficientes são funcçôes racionaes dos integraes definidos 
que exprimem as raizes da proposta. 

A equação 

xn + A a _ i xn—* + . . . + A1X + Ao = 0 

reduz-se á fórma da equação (p) 

0 = fx + X\f\X + XifiX + . .. + xmfmx, 

pondo 

f x = xn + Ao 

Xn = An e fnx = xn, 
o que dá 

fx + A\f\x + AifiX + . .. + A n _ i fn—i x = 0. 

O desenvolvimento em serie das raizes d esta equação em 
funcção das raizes da equação 

f x = x n + Ao = Q 
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ser/i pois dado pela fórmula (/»'), a saber : 

x = a + 
A 1 P ' . A 4 P 2 . . . An—\p"-i 

x 

. *rCpi + i).r(jpa+i) . . . r b „ _ i + i) 

( / P - 1 [(A)P< . ( O I ) P * . . . ( A N - 1 ) P » " ' X ( N A " - 1 ) - P ] | 

I a P z r i j 

ou 

onde 

1 \ P A 1 P ' . A 2 P I . A 3 P * . . . A N - I * - ' 

n) ' r (p i - i - i ) . r>í+i ) . r> 3 +i) . . . r(i>«-i + i) 

P=Pl+Pi + P3+ • • • +Pn 

q = m — (n — 1) p 

m = p i + I p i + 3 p g + . . . + ( n - l ) p « _ i . 

Ora a quantidade a designa uma raiz qualquer da equação 

xn ± A0 = O, 

onde suppomos explicito o signal do ultimo termo da equação 
proposta; por consequência será 

e 

P=P\+Pi+P2+ • • • +Pn 

q =Pl+Pi+P3+ . . . + ( n - l ) p « - t - ( n - l ) / > 

OU 
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O U 

a = apw, 

sendo a o valor arithmetico do radical / A o e pto uma raiz da 
equação 

p"- ± 1 = 0 . 

As raizes da equação binomia 

xn ± A0 = 0 

que devemos substituir a a na fórmula (v) para obter o desen-
volvimento em serie de todas as raizes da proposta são pois 

a o = ^fO. Al = a Pl . <*i = «p2> • • •> «n—1 = a Pn-I -

Ora 

dP-l (a?) dV-\(a1) 
—- = —— . pw"? P+1 

mas 
q = m — (n — 1) p, 

por consequencia 

í/P—1 (a«) dP~x (ai) 

pois que 
pw"P = zp 1 ; 

logo a fórmula (v) transforma-se em 

- = (,') 

onde pw designa uma raiz da unidade positiva ou negativa, se-
gundo o ultimo termo da proposta é negativo ou positivo, 
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As raizes da unidade reproduzem-se periodicamente, e em 
virtude d'esta propriedade característica o desenvolvimento da 
fórmula (v1) toma uma fórma muito notável. 

Assim para todos os valores de m que satisfazem á equação 

m + 1 = kn + r , 

onde k é um inteiro positivo qualquer e r o resto da divisão de 
m + 1 pelo gráo da equação, temos 

mas 

portanto 

logo 

onde 

Pondo 

ow"»+1 =^bi n k . pwr, 

pw"= :+ : 1, 

ptó"» M = rp Pdor; 

, l dV~* (a?) 

P = Pl +Pi+P3+ • • • +Pn 

q = m — (n— 1 )p 

m + 1 =- r (mod. = «). 

Tp = Otar . F (p) r 

d P " 1 (txQ) 

e substituindo em («"), resulta 

OJ = «ptt) + JiTp 
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Ora para um dado valor de p resultam para m um certo nu-
mero de valores que devem satisfazer á equação de congruência 

m + I s r (mod. = n); 

mas os valores do residuo r são 

r = 0, 1, 2, 3 ( n - 1 ) , 

por consequência os valores de m, correspondentes a um dado 
valor de p, devem ser raizes das congruências 

m + 1 (mod. = n) 

m + 1 = 1 (mod. = n) 

»1 + 1 = 2 (mod. = n) 

m + 1 -=- TI — 1 (mod. = n); 

logo a expressão do termo geral Jp será 

T p = 2 K F (p)p 

ou 

Tp = F(p)o + p - F ( ? ) , + P w 4 F ( ^ ) 2 + . . . + f w » - i F ( / > ) n _ i ; 

por consequência, substituindo em («'"), resulta 

x - *pn + 2FQ»)o4 pw2F(p), + fw42F(p)t + .. . 

+ P w n - ^ F l V j f l - J , 
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A expressão geral do desenvolvimento em serie das raizes de 
lima equação algébrica de qualquer gráo é pois 

onde 

x = X0 + PwX1 + PW2X2 -1- .. . + p X „ _ j 

x v - i p ^ - 1 M 
X f t = 2 J p ' " S S = T 

(to) 

V + V Í P 

X 2 = 2 ) P p - ^ 7 p - ; 

sendo 

P p = ( ) • 

X 1 - y i p dpZ1Ml - V n - I - 2 , j f P . ^ p - , j 

1 \P AjP1 . A2?« . AjjP3 . . . A b - J P -

«/ r(pi+i).r(pí+i).r(p3+i)... r(pn-,+i) 

P=P1+P2+P3+ • • • +Pn 

q = m — (n—i) p 

M = P I + ' I P I + 3 / ) ; I + . . . 4 - ( W — L ) / ) N _ J . 

Para obter o desenvolvimento das funcçôes 

NO' Xj» X3, , , , , X n - J 
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devemos combinar respect ivamente a equação 

P=*P\+PÍ+P3+ +Pn 

com cada uma das equações de congruência 

m + l = 0 (mod. = n ) 

m + 1 = 1 (mod. =» n) 

m + 1 = n — 1 (mod, - n ) : 

logo a forma geral das raizes de uma equação algébrica 

Xn-sT A „ _ 1 X N - 1 + . . . + A I X ± A 0 = O 

ó 

x = Xo + P w ^ i + P W 4 X 2 + . . . + p w n — 1 X n - I 

onde 

x = N W _ l _ y _ A 1 P ' . A 2 P - - . A 3 P 3 . . . A N - ! ? ' ' - * 

HJ r(í>i + i).r(p2+i) ... r(/>n-t + i) 

dv~* (a«)| 
x 

d a P - 1 
/ («) 

P = Pi +Pl +Px+ • • • +Pn-X 

q = m — (n — i) p 

\+P\ + 2 p i + Sps + + (»—1) pn-1 = r (mod. = n) 
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por consequência 

X0 = X 0 + po X 1 + po 2 X 2 + . . . + p o " " 1 X n _ i j 

X 1 = X 0 + P1 X1 + ^ 2 X 2 + . . . + P 1 " - 1 X n _ J 

X2 = X0 + P2 Xj + s S * X2 + . . . + p 2 «- l Xn—íj . . . (te') 
* 

x n — 1 = X o + pn—1X 1 + p n _ r X 2 + . . . + P n - I n - 1 X n - I / 

são as raizes da proposta em funcção dos coeficientes e das 
raizes da unidade por meio das funcções X r . 

As funcções Xr definidas pela fórmula (to) em funcção dos 
coeíBcientes gosam de propriedades notáveis. Assim, multipli-
cando as expressões precedentes (to') por 

PO, Pi, p2 P n - 1 , 

po 2 , P i 2 , p 4
2 , . . . , P 4 " - 1 , 

POn"1, I n - 1 , p2n ', • • P i l - I n - 1 , 

e sommando vem 

Xn—1 = (xopo + # | ?1 + a - 4 p 2 + . . . + X f l - I P«—l) 

Xn-2 = — (xo Po2 + # i p r + X4 p4
2 + . . . + X „ _ i p 2 „ _ l ) 

H 

X 1 = ( x o p , , " - 1 + X i p i " - 1 + X 4 f 4 " - 1 + . . . + x „ _ | P n - I n - 1 ) 

1 
Xo = + « I + *¾ +• . . + X , t _ i ) 
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por ser 

Pom + Plm + Paffl + • • • + Pn-Im = 0, 
quando 

m < n 

e 

pon + pin + pan + • • • + pft- i" = n. 

Ora, sendo p» uma raiz qualquer da unidade, temos 

pM = cos . + sen . ic^ . V7 — 1 

O U 

mas 

= ( c o s ( ^ . * ) + s e n . V - I 

por consequência 
„ m o <•> • 

P<o — Pm » 

logo a expressão geral das funeçòes X, 

1 
X»_w = — (a-o Pow + i r Ip i w + «ípa* + • • - + ^ » - 1 p—t*) 

transforma-se em 

X t t-U = - (a-,1 + OCi p(„ + X t f J i + .. , + a-, t_i p , / - ' ) ; 
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logo, pondo 

resulta immediatamente e à priori a funcção resolvente de L a -
grange 

t = X0 + X1 ou + X2 p » * + . . . + X „ _ ! p t , " - ' 

ou 

I = .To + CX1 + P4X2 + . .. + pn—1 x „ _ i 

onde p designa uma raiz da unidade. 
As funeçôes X r acham-se pois ligadas com a funcção resol-

vente, e possuem portanto as mesmas propriedades. 
A funcção resolvente de Lagrange gosa de propriedades muito 

importantes na theoria geral das equações, e principalmente na 
theoria das er/tiações abelianas; e, como estas propriedades estão 
já bem estudadas e definidas, podemos deduzir muito facilmente 
as das funcções X r . 

Assim, a funcção resolvente toma n valores distinctos pela 
substituição das raizes da equação 

p » - 1 = 0 . 

por consequência a funcção Xn_«, toma também n valores dis-
tinctos por essa substituição, como devia ser. 

A funcção resolvente depende pois de uma equação do grão 

1 . 2 . 3 . . . n, 

a qual, como é sabido, se abaixo ao gráo 

1 . 2 . 3 . . . ( » - l ) , 

pondo 

por consequência resulta 

V ."/ y IlAn—w"= V C' 
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mas, substituindo na funcção 

? = (aro + ( X 1 + p 8 a : 2 + . . . + p " - 1 X n - ! ) " 

p pelas raizes da equação 

' " - 1 ^ o 
P - I 

resultam para £ os n — 1 valores distinctos 

& Í3> • • •» 1> 
logo 

O U 

1 nf 
X n - M = / 

X 1 = - I ^ 1 , X 2 = - ^ 2 , X 3 = 
n n 

X n - ! = V^n-I-

Logo a fórma geral das raizes de uma equação algébrica de 
qualquer gráo é 

1 
x = — » ^O 4- pco VvV1 + pco8 Z i 2 + . . . + c c o » - ' 

como immediatamente se deduz, substituindo na fórmula acima 
demonstrada 

x = Xo + PtoX1 + PWiX2 + . . . + 1X*-!, 

as expressões precedentes das funcçôes X r , e pondo 

^ j = - A n - J . 
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Lagrange demonstrou que as quantidades 

i\> ¢2. £3. • • •> In—1 

eram raizes de uma equação de gráo n — 1, denominada equação 
reduzida 

C"-1 + Kn-i + • • • + Rl í + Ro = 0 (r) 

cujos coefficientes se exprimem em funcçâo dos coefficientes da 
proposta por meio de uma equação do gráo 

1 . 2 . 3 . . . ( « - 2 ) ; 

logo as funcções Xr são raizes do gráo n das raizes da equação 
reduzida 

ou 

onde 

x — L f ô - a n — u — v q i n 

_ 1 V\— X)- = v n̂—.{ T 
n 

r - 1 , 2 , 3 , (n— 1) 

Logo as raizes da equação reduzida exprimem-se em funcçâo 
dos coefficientes da proposta pelas fórmulas 

= («X r)n 

x _ ^ j / LV V • V 2 • • • a„_ip»=-< 
n / r ( p i + i ) . r ( í > 8 + i ) . . . r ( ? « - i + i ) 

d P - 1 (aí) 
x — r 
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onde 

P = P\ + Pi + PZ + • • • + Pn-\ 

q = m — (n — 1 )p 

1 +^1 + ^pi + 3^3 + . . . + (n — 1 )pn-\ = r (mod. = n). 

Conhecidas assim as raizes da rednzida podemos determinar 
a somma das suas potencias similhantes, e pelas fórmulas de 
Newton calcular depois os coefficientes da reduzida em funcção 
dos coefficientes da proposta. 

Os coefficientes da equação reduzida podem calcular-se muito 
mais simplesmente. 

Com effeito, as raizes da equação reduzida 

Zu • • • £»1—1 

exprimem-se em funcção das raizes 

Xo, X j , # 2 , x ^ • • • x n — \ 

pela fórmula 

I= (x0 + P«1 + p2^2 + • • • + P n - 1 X l i - I )* , 

onde p é dado pela equação 

P 

desenvolvendo pois esta expressão e attendendo á periodicidade 
das raizes da unidade, a fórma geral das raizes da equação r e -
duzida em funcção das raizes da equação proposta será 

= X'o + p X ' j + ç8 X's + . . . + p n~ 1 X ' n l - , 

- 1 
= 0 ; 
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onde X' r são funcçôes racionaes e inteiras das raizes 

Xo, X 1 , X i , X f t , . . . . X 1 1 - I ; 

mas estas raizes expr imem-se em funcção dos coefficientes da 
proposta por meio dos in tegraes definidos (n); logo, calculando 
as sommas das potencias similhantes das raizes 

de te rminam-se pelas fórmulas de Newton os coefficientes da e q u a -
ção reduzida em funcção dos coefficientes da proposta por meio 
de in tegraes definidos. 

A fórma geral das raizes de uma equação algébrica de qua l -
quer g ráo 

ÍU íl> $3» • • • 1» 

xn + A „ _ i í c n — 1 + .. . + A1X + A0 = o 

é pois 

X = i - ^ o + P V ^ 1 + P a • & + . . . + P " - 1 X = 
n 

1 

s — 1 + R n - ! S n - 2 + . . . + R1X + R 0 - 0 . 

Es t e notável theorema , demonstrado por Lagrange em 1 7 7 1 , 
foi a or igem da theoria das equações abelianas. 
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SOBRE UM PROBLEMA DE ALGEBRA E L E M E N T A R 

F O B 

J . C . 0 ' N E I L D E M E D E I R O S 

i 

Deduzir o desenvolvimento de xmJtx~m expresso em 

z = xx + a^1. 

Esta relação entre x e z dá 

- = T - V ^ 

ou inversamente, isto é, 

- = W ^ i -

12 
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e, fazendo por simplicidade 

(<*) Y = 1' 

x * = < + Z i 4 - I 

x - > = < - Z i 4 - I 

ou inversamente. ' 
Assim, pois, designando em geral por 

a + ò 

2 ! m I 
a 

a soinma das determinações individuaes successivas de /"(«), cor-
respondentes respectivamente aos valores inteiros e positivos de 

i = a, É L + 1 , A + 2 , . . . ( A + 6 ) , 

te remos, na supposição de ser m um numero inteiro, 

m 
xm = (í + yj tt _ l )m = £ j ( + 1 )< [mCí] í™"4 ( V 7 I 4 - I ) i I 

O 

m 
ar-»' = (í - v7*"™l)« = 2 j ( • - 1 )' [mCi] I m -* (v ' > - l ) { j 

o 

ou inversamente; mas, quer se tomem os valores de x"1 e x— 

taes como estão escriptos, quer se at tr ibua a xm o de x~m e 
reciprocamente, a sua somma é sempre a mesma. 

Ora, como n'estes valores s3o eguaes e de signaes contrários 
todos os termos, que correspondem a i impar, isto é, todos os 
termos d'ordem par, sendo os restantes idênticos, claro está que 
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(lo.dobro d'estes últimos precisamente deverá constar a sorr.ma 
dos mesmos valores. Podemos por conseguinte representar esta 
somma como se segue 

I l r o 

2 m—1 
xm + x~m = 2x 2 j [ m C 2 í ] í m - 4 i ( I 4 - I ) ' 

onde se quer exprimir pela ambiguidade do limite superior 

1 a c o n s ' ^ e r a ^ ° c^os c a s o s respectivos de ser m par ou 

impar; de maneira que deverá ser — m no primeiro caso e 
1 
— (m— 1) no segundo. E como pela notação adoptada é 

a=0 

a expressão precedente transforma-se em 

- S m í 2 j m—1 j »=i 
xm + x—'n = 2 V [mC2í] < » - « . 2 K- 1)* ['Ca] í 2 ' - - 3 

0 ( *=0 

ou 

Ijro I 
2 jro—Ij «==i 

+ 2 J [ m C 2 t ] . 2 . S {(— 1 )*[t'Ca] (•»—2ij 
o ( *=o 

ou, finalmente, attendendo a (d) • 

I i m 

2 m—l \ 

a=0< 

Zm- 2* ) 2* ) 

2>n— -2* | 
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Tal é pois a fórmula que dá xm + x~m expresso em 

Z = X 1 + x~ 

Para se obter este desenvolvimento, ordenado segundo as po-
tencias decrescentes de z, dar-se-hSo successivamente a a os 

m m — l , , 
•valores 0, 1, 2, 3, . . . — ou — - — (conforme Ior m par ou ím-

. . . , , • . M w i 
par) , e tomar-se-ha i respectivamente desde i = a até < = — | ^ 

(na mesma conformidade de ser m par ou impar); de maneira 
q u e , designando por 

< S » _ J ^ * 
2m-2* 

«) coefficiente d um termo d'ordem qualquer a + 1, será 

± ( m 

2 jm—1 
(Hjt) Ka = (— l ) a 2 j2 . [''Ca] . [mC2í] | . 

o 

Ora a construcção d'este valor, e por conseguinte do valor de 
A* é na verdade assás complicada; mas é muito de presumir 
que se torne mais simples fazendo-o depender do valor prece-
dente K » _ i , visto ser 

I S m 

2 jm—1 
K 0 = 2 12 . [mC2/] | = 2 ' " , 

o 

« portanto, [(^a)] 

í?o) A0 = I . 
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Para o conseguir notaremos primeiro que, sendo, como se 
sabe, 

2 [iC«] =» — [(i— 1) C (a — 1)] 

[»MC2Í] = ~ [ ( M — I) C ( 2 i — 1 ) ] 

será 
VYi 

2 [»C«]. [mC2t] = — [(»-1) C (a - 1)]. [ ( m - 1) C (2i - ! ) ] , 

e portanto, [(««)] 

X(m 
2 jm—1 

(»'.) K ,=(—!)"— 2 | [ ( i - l ) C ( a - l ) ] . [ ( m - l ) C ( 2 / - l ) ] | . 

Mudando * em a — 1 , tanto em (nx) como em (n'«), obter-se-ha 

I l m 
2 |m—1 

Ka-I = I - I ) 8 - 1 2 j2 [tC («—!)] • [mC2i]| 
o 

I i m 

2 (m—1 
^ - , = ( - 1 ) ' - « - - 2 j [ ( i - l )C(a-2) ] . [ (m- í )C(2 / - í ) ] j . 

" * . , 

Sendo agora, como também é sabido, 

m — 2t + 1 
[jnC2«] = [ « C ( * - ! ) ] -

[mC (2/ - 1] - [mC (2i - 1)], 
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será 

2 [»C(« - 1)] • [mC2t] = [ÍC (a - 1)] . [mC (2i - 1)] 

— 2 [tC (a — 1 ) ] . [mC (2í — 1)] 

: [i-1)C(a—2)]. [ m C ( 2 í - 1 ) ] - 2 ( t C ( a - \)]. [mC(2Í-1)] 
Gt — 1 

que pela substituição de 

[ i C ( a - i ) ] = [ ( i - 1 ) C ( « - 1)] + [ ( » - 1 ) C ( « - 2 ) ] 

se transforma em 

m Oa-I-Q 
2 [ í C ( a — 1 ) ] . [mC2i] = [(•—1) C (« —2 ) ] . [ m C ( 2 í - 1 ) ] 

a — 1 

— 2 [ ( i — l ) C ( a — 1)] . [mC ( 2 / - 1 ) ] 

ou, finalmente, mudando m em m— 1 

2 [ i C ( « - 1 ) ] . [(m—1) C2i] = - ^ f - [ ( ' • - 1 ) C ( « - 2 ) ] 

x [ ( m — l ) C ( 2 i — 1 ) ] - 2 [ ( « - 1 ) C ( a — I ) ] . [ ( m - 1 ) 0 ( 2 / - 1 ) ] . 

Se tomarmos o sommatorio d'ambos os membros d'esta equa-
1 171 

cão, desde i = a —1 até í =— á , e multiplicarmos por 
2 m—1 

(_!)«—1 = _ ( _ ! ) » , obteremos (attendendo a ( n a _ i ) , (n ' x _i ) , 
(n'«), e representando por 

m 
(Kx-l)m_, 
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aquillo em que se torna K a - 1 pela mudança de m em m — l ) , 
obteremos, repito, o resultado seguinte 

o s ni)! : . • i : . , ,,, „ 

m m — 2a + 2 2 a 
( K ^ 1 U 1 = — K « _ i + — K a , m m 

d'onde se deduz 
m 

_ - K a _ 1 ( m - 2 a + 2) + m ( K a _ 1 ) m _ , 
K x = _ 

e finalmente [(qa) e (</a—i)] 

. - 2Ag—i ( t o - 2 « + 2) + to(Aat-Qw., 
Vv*) • • • • A a = . 

Por meio d 'este svmbolo geral , ficando subintendido o valor 
inicial (<70), se acham successivamente 

— 2m + m m 
A1 = — y — T 

+ 2 m ( m — 2 ) — m ( m — 1 ) m ( m —3) 
A 2 = _ = + T : 2 " " 

— 2 M ( T O — 3 ) ( M — 4 ) + M ( M — 1 ) ( T O — 4 ) M ( M — 4 ) ( M — 5 ) 

= ~ 1 . 2 . 3 " = ~ t I . 2 . 3 

+ 2 m [m — 4) (to — 5) (m — 6) — m (m — í ) (m — 5) (m — 6) 
A 4 = - 1 . 2 . 3 . 4 ' 

m (m — 5) (m — 6) (to — 7) 
= 1 . 2 . 3 7 4 

e assim por deante . 
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Observa-se porém que cada uma d'estas determinações indivi-
duaes se obtém sem dependencia da precedente, dando a a os 

„ 1 Im 
valores 1 , 2 , 3 , . . . —{ . , na expressão 

2 ( m — 1 

„ m(m — a— 1) (m — a — 2) . . . (m — 2 * + 1) A f 1 Ll í - -
l j 1 . 2 . 3 . . . « • ' 

que ficará completamente generalisada, se se demonstrar que, 
sendo verdadeira para a , também é verdadeira para « + 1 . Ora , 
segundo a fórmula (Qa), temos 

_ - ( - l ) « . 2 m ( m - a - l ) . . . ( m - 2 a + l ) 
a + 1 1 . 2 . 3 . . . a ( a + l ) 

(— l ) « m ( m — l ) (m — « — 2) . . . (m — 2a) _ 

1 . 2 . 3 . . . a ( « + l ) 

( m - a - 2 ) ( m - a - 3 ) . . . ( m - 2 a ) ( 2 m - 2 a - 2 - m + 1 ) _ 

= ( - 1 ) * 1 . 2 . 3 . . . ( a + 1 ) ~ 

_ , , m [ m - ( a + l ) - l ] [ m - ( a + l ) - 2 l . . . [ m - 2 ( « + l ) + l ] 
1 j 1 . 2 . 3 . . . ( a + 1 ) 

expressão que se fórma como a precedente, pois não é mais do 
que esta mesma depois da mudança de a em a + 1. 

D'esta observação resulta t ransformar-se definitivamente a 
fórmula (s) n 'est 'outra 

JUro 
2 t r Y « m ( m - a - l ) ( m - a - 2 ) . . . ( m - 2 a + l ) 

2 j H ) a - 1 . 2 . 3 . . . a
 l z m ~ 

que já não offerece difficuldade alguma de construcção. 
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M. da Terra Pereira Vianna. — Influencia das cargas em movi-
mento sobre as vigas rectas. — Lisboa, 1882. 

A doutrina de que se occupa o sr. Terra Vianna no seu opus-
culo é importante pela applicação que tem na construcção das 
pontes metalicas. 

No primeiro capitulo vem o estudo das vibrações das vigas 
rectas, suppondo a sobrecarga concentrada n u m ponto, tanto 
para o caso da viga estar appoiada em dous pontos, como para 
o caso de estar encastrada. O problema, n'estas condições, foi 
resolvido pelo sr. Phillips. O sr. Terra Vianna emprega o m e -
thodo d'este engenheiro, sem despresar, como elle fez, a inércia 
de toda a carga permanente e a inércia proveniente das rotações 
em sentidos alternadamente oppostos das secções normaes da 
\ iga . No caso da wga encastrada as rotações das secções nor -
maes tem uma influencia importante, pois que mostra o sr. Te r ra 
Vianna que é da ordem dos termos que o sr. Philipps conservou na 
solução. Os cálculos do sr. Terra Vianna differem dos do sr. Phi l -
lips porque aquelle rectifica um erro d 'este engenheiro, erro que 
não introduziu differença no resultado final, mas complicou o cal-
culo e obrigou a despresos de termos que influíam na ordem da 
approximação escolhida. 

No capitulo segundo do seu opusculo tracta o sr. Terra Vianna 
da vibração das vigas quando a sobrecarga está uniformemente 
distribuída, no caso de a viga estar simplesmente apoiada, no 
caso de estar encastrada, e no caso de estar apoiada n u m a 
extremidade e encastrada na outra . O primeiro caso tinha já sido 
tractado pelo sr. Renaudot, despresando a inércia devida ás os-
cillações das secções transversaes e a força da inércia centrífuga 
composta da sobrecarga. O sr. Terra Vianna no seu estudo não 
faz estes despresos, e o seu calculo é mais simples do que o do 
sr. Renaudot, porque este engenheiro commetteu o mesmo erro 
que o sr. Phillips. 
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Por esta rapida noticia se vê quanto interesse offerece o livro 
do nosso illustre engenheiro. 

Accrescentaremos ainda que este livro foi esrripto para o con-
curso a uma cadeira da eschola polyteclmica do Porto, onde o 
auctor é actualmente professor. 

JIermite (Ch.). — Cours professe u la Faculte Jes Sciences de Paris 
pendant Ie 2.e semestre de 1881 à 1882. Redige par M. An-
doyer.— Librairie A. Hermann, 1882. 

O sr. Andoyer fez um grande serviço á sciencia colligindo as 
ãabias prelecções feitas pelo sr. I Iermite na Faculdade das Scien-
•cias de Paris. Aquelles que não tiveram a felicidade de ouvir este 
g rande mathematico, poderão pela leitura d'esta obra fazer idéa 
da altura do ensino do illustre professor n'aquelle estabeleci-
mento de instrucção. 

Para vêr o cuidado que o sr. IIermite teve em pôr os seus 
ouvintes ao corrente das ultimas descobertas feitas na sciencia, 
vamos dar uma noticia rapida dos assumptos de que elle se oc-
c u p a . 

As primeiras cinco lições são destinadas á applicação do cal-
culo integral á rectificação das curvas, à quadratura das áreas 
planas e á determinação das áreas e volumes dos corpos, questão 
de que elle já t ractára no seu Curso d'Analyse. 

Passa em seguida á doutrina das funeçòes de variáveis imagi-
narias. A lição 6." é destinada aos primeiros princípios d'esta 
doutrina. Ahi tracta da representação geometrica das funeçòes 
de variaveis imaginarias e das consequências d'esta representação. 

Passa depois (lição 7.") á definição de integral definido, que 
ex tende primeiro ás funeçòes imaginarias e depois ás funeções 
de variaveis imaginarias. Dá alguns theoremas, devidos ao sr. 
Darboux, sobre os integraes definidos das funeções imaginarias, 
e applica esses theoremas para extender ás funeções imaginarias 
o theorema de Taylor. 

Vem em seguida (lição 8.") a theoria, devida a Cauchy, dos 
integraes definidos quando os limites são imaginarios, que elle 
«xpõe seguindo o caminho aberto por Riemann. 

Na lição 9.* faz applicação da importante fórmula de Cauchy, 
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que dá as funcçôes expressas debaixo da forma de integraes cur-
vilíneos, á dedueçâo da fórmula de Taylor no caso das vuriaveis 
imaginarias. 

Nas lições seguintes (10. a , 11." e 12.*') expõe as admiraveis 
descobertas feitas n'estes últimos tempos pelos srs. Weiers t rass 
e Mittag-Leffler sobre a theoria difficil das funcçôes uniformes. 
Vem primeiro a decomposição em factores primários das funcçôes 
holomorphas, decomposição deuda ao sr. Weiers t rass . Em se-
guida vem a expressão analvtica de uma funcçâo uniforme tendo 
pólos e pontos essenciaes em numero qualquer, finito ou infinito. 

Passa depois ao integra! euleriano de segunda especie, que 
considera como uma funcçâo analytica, e ao qual applica os prin-
cípios anteriormente estudados (lições 13.°, 11." e 15."). 

Na lição 15." mostra que a noção de linhas de descontinuidadt 
(coupures), a que Iliemann chegou pela consideração dos integraes 
tomados entre limites imaginarios, apparece naturalmente logo 
no principio do Calculo integral pela consideração de integraes 
definidos das funcçôes racionaes. 

Na lição 1 0 / applica a noção das linhas de descontinuidade 
á determinação de alguns integraes definidos, os quaes acha t am-
bém pela applicação do theorema de Cauchv relativo ao integral 
de uma funcçâo aniforme tomado ao longo de um contôrno fe-
chado. 

Na lição 17.a mostra a existencia, reconhecida pelo sr. W e i e r s -
trass, de linhas de descontinuidade nas funcçôes, e de espaços 
lacunares. N e s t a mesma lição e na seguinte tracta da resolução 
da equação G(z) = 0, onde o primeiro membro ó uma funcçâo 
holomorpha da incógnita. Apresenta a doutrina de Cauchy re la -
tiva á separação das raizes, e a expressão d'estas por meio de 
integraes definidos. Depois vem a serie de Lagrange demonstrada 
pelo caminho seguido pelo sr. Ilouché, e a sua applicação ao 
problema de Ivepler. A proposito d'este problema \êm por inci-
dente os polynomios de Legendre. 

Passa em seguida aos theoremas de Eisenstein e de Tcheb i t -
cheff, que dão condições a que devem satisfazer as series que 
satisfazem a uma equação algébrica, e as series que resultam de 
funcçôes compostas de funcçôes algébricas, logarithmicas e e spo -
nenciaes. 

Segue-se o estudo das funcçôes multiformes, provenientes da 
integração das funcçôes uniformes e multiformes. 
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As ultimas lições são consagradas ao estudo das funcçôes elli-
pticas, e estas são tanto mais interessantes que o sr. Hermi te 
í em sido um dos que tem concorrido efficazmente para a consti-
tuição d'esta doutrina importante e difficil. 

/ / . Brocará. — Etude d'un nouveau cercle du plan du triangle. 

Se n'um triangulo ABC tomarmos dous pontos O e O ' deferi-
dos pelas igualdades 

OBA = OCB = OAC, 

0 ' A B = 0 B C = 0 ' C A ; 

e se t irarmos depois as linhas que os unem aos vertices do t r ian-
gulo, estas rectas, cortando-se, determinam tres novos pontos. 
Es tes tres pontos, os pontos O e O', o centro do circulo c i rcum-
scripto a ABC e o centro das medianas anti-parallelas são sete 
pontos do mesmo circulo. 

O sr. Brocard estuda as propriedades d'este circulo n 'este in-
teressante trabalho, que foi publicado nas Actas da Associação 
franceza para o progresso das sciencias (Congresso d'Argel). 

F. Frenel. — Recueil d exercices sur Ie Calcul infinitesimal. — 4"" 
édition. — Paris, 188%. 

A primeira parte d'esta obra traz trezentos e trinta e seis exer -
cícios, relativos ao Calculo differencial e suas applicaçôes analy-
ticas e geometricas. A segunda parte consta de seiscentos e trinta 
e quatro exercícios relativos ao Calculo integral. A terceira parte 
consta de cincoenta e um exercícios relativos a questões que per -
tencem indifferentemente aos dous ramos da Analyse. 

A maior par te dos exercícios que o sr. Frenet escolheu são 
relativos a fórmulas ou theoremas que tem importancia na Ana -
lyse, de modo que quem fizer estes exercícios, ao mesmo tempo 
que se desenvolve nos princípios do Calculo infinitesimal, que tem 
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de applicar, fica com uma collecção preciosa de resultados im-
portantes . 

Muitos dos exercícios são relativos a questões celebres na his-
toria das sciencias mathematicas, e n 'este caso o sr. F rene t tem 
sempre o cuidado de dar indicações a este respeito. 

Por esta circumstancia, e pela elegancia da maior par te das 
soluções, torna-se nmito recommendavel o livro do sr. Frenet . 

P. Mansion.—Inlroduclion à la théorie des déterminants. — Gand, 
ISS 2 (Te édition). 

O fim do sr. P. Mansion n'este livro, escripto para uso dos 
Institutos de instrucção secundaria, é preparar os alumnos para 
comprehenderem a theoria geral dos determinantes pelo estudo 
anterior de alguns casos particulares. Para isso expõe com toda 
a clareza a doutrina relativa aos determinantes de duas e de tres 
columnas. O objecto de cada capitulo é o seguinte: 

Capitulo I. Definições e propriedades. 
Capitulo II. Calculo dos determinantes . 
Capitulo III. Applicações. 
No capitulo das applicações tracta da eliminação entre equa-

ções do primeiro gráo a duas e tres incógnitas, e entre algumas 
equações de gráo superior. 

G. T . 
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SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 21 

Achar as soluções inteiras da equação x"T = y* sem recorrer aos 
logarilhmos. 

Ha primeiro um numero infinito de soluções correspondentes 
á egualdade x = y. 

Para as outras, representemos por m um coefficiente arbi t rá-
rio, differente da unidade, e façamos 

ou, pela extracção da raiz do grau y nos dois membros 

x = my, 

o que dá 
y»n = m l . yf , 

d'onde 
ml = y(«»-m, 

m = ym—i 

d'onde também 

por consequência 

x = m 

Como a equação dada deve ser resolvida em números inteiros, 
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achamos facilmente, pelos differentes valores que arbitramos a m, 
as seguintes soluções únicas que resolvem a questão proposta: 

m = 2 

x = 4 

y = 2 . 
MARTINS DA SILVA. 

QUESTÕES PROPOSTAS N.'s 22, 23, 24 

N.0 22 . Provar syntheticamente que as superfícies empenadas, 
geradas por uma recta que se move apoiando-se sobre tres dire-
ctrizes rectilíneas, são de segunda ordem; e deduzir as proprie-
dades principaes d'estas superfícies, especialmente sob o ponto 
de vista d'este modo de geração. 

A. SCHIAPPA MONTEIRO. 

N.0 2 3 . Sommar a serie 

QC 9 i x 

^e&.x + l' 

G. T . 

N.0 24 . Provar que ha um numero infinito de modos de des-
envolver uma fracção simplesmente periódica em uma serie da 
forma 

a 10 -» + ma 10~ 2 6 + m s a 10~ 3 6 + m3a 1 0 ~ i 6 + . . . 

BIRGER HANSTED. 
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