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Do exame d'estas formulas se conclue que o termo geral da
expressio da derivada de ordem n péde ser representado pela
expresslo

sl =] (o= - ]

onde m é o numero de termos que precedem, A um coefficiente
numerico, € a, %, ay3 b, v, by; ... numeros inteiros e positivos
que satisfazem &s relagdes seguintes

d],“*‘ b|+ ¢1+

aa+bhb+ect ...+l =n+m
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Para mostrar que é verdadeira a induc¢do que nos da

— 1
yfu} ‘5'1 A [“d_f] -

S ERNER

(I:l+ 51+ T e +f| =m+1

3)

3) {au+bp+ ....... +ljw=n

aa+bbteect ... +4l =n+m

derivemos (3). Vira, depois de feitas as devidas transformagdes,

uma expressio
df 1—im+1)
(v+1) =
y EA, dy]

= ay [dx“:;;’:a_u]u‘ wl d.a:"d::;;_" [dx"ff:t;_n ]*! [E;j% 1,
+[— 1] [:_S]-‘“H’
o oo et e B PR AT

+(m+1) gy[dx;;’: ....T wﬂ;’;_ﬂ]b'... dx%y,__w]"]

—(n+3) af d
+[—df] (+1)dfd£

{wi=] lww=] - lwg=]

3
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Ora (4) é analoga a (3), e as condigdes (3)' tem logar, se mu-
darmos n em n+1, e m respectivamente em m, (m—+1) e
(m+2).

Justificada a f6rmula {3) resta completal-a determinando o
coefficiente A; o que faremos pt meio d'um caso particular.

Como no caso geral o signal é perfeitamente determinado e
dado por [—1]"H!, em tido o que seé segue, procuraremos sim-
plesmente o valor absoluto de A.

Il

Seja a equacio
gumlztatd e haPP.eeiciieeen (5).

D'onde se tira uma segunda implicita

1
y ?(@tat+... +a")—1=0.

+ | De (5), que se pode escrever depois de desenvolvida

p!
| AT
i r=h1+ hat ...+ A
v Qg=hyt+2ha+ ... +nh,

se conclue que é

' —1}. n+I
HIHI=EP ﬁ;fl Bl . (q_ }

Annulando :r, annulam-se todos os termos em que ndo é
g'--ﬂ=l]'
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Fica, pois, chamando

yg[".’ == [yt“}]H
p! n!
(n) — Sty 15 e
W = T haT o K] )
chi—l— hg“{“...‘l‘n‘ln ‘E

hy +2hg+3hg+ . . . +nhy=n

Da equaciio implicita

1
y_JT(r+x‘3+...+x")—-l =02 sdinss (7)
se conclue

3 1 Ju 1
o M L TR ST R R |

i §. 2 r.".:is"

% 1
i i 1)(1 1—2).. .(--[-+a—u—1)y“¥‘“+“
dIrldyﬂ—ll p\p P P

x3i(i—1) ... ([—ut+l)z

1
(45 (1 +2p) ... [1+(a—u—t)plp—otey 7 T
<yili—1) ... (i—ut1)ai—

(o)

at Ia—u'pp—[n-—u] y_ p 3

representando, para abreviar,

S =3ili—1) ... [i—u 1)t~y
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Temos pois

a M
[ s | = st gty e 3,

¢ do mesmo modo

df T —ip ) LS it
[W—_v] = [l "“'-'-P] fp—"ﬂ'—f-']‘!‘l Yy p [Zv]bi _

D'onde se conclue facilmente que é

— (-1
g =2A[— g [ s (i Ly
= [0 B .. [Bo]f
Mas
df { el 1
e gy e = e+ttt .. ) =— —.
dy P vy r ( ) ”

Portanto, ndo attendendo aos signaes, teremos

L
!’.['.ll],= ‘_-‘,AP[ja—lt]p]m lib—nlp]m Sl p

x[2u]® [0 ... [Zu)s.

Fazendo x =0, o que traz comsigo y=0 para p > 0, annul-
lam-se todos os termos em que nio for

b
i --l—i =0, ou p=m+1,

4

valor necessariamente positivo.
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Logo, representando

Yo = [y™]e=s,

e notando que os sommatorios

Si(i—1)...(i—ut1)d=, Bili—1)... [(i—o+1)a, ...

se transformam em

serd representado yo pelo valor
. Yol =3 A(m+ 1) [{e—sim1]a [fo—vimti]h
x (ul)® (ol)h .. (wl)r.

Egualando (7) a (6) e notando que da compara¢io das con-
digdes (6) com as condigdes (3)', e de ser p=m+1, se vé serem

resulta para A o seguinte valor

n! m!
A=ai [oy !, by ! () (0])er .. (w0 )l [{o—uim-t]an [{b—vim1]be

e portanto para o valor de y(® procurado

n) m! n! df —{m-4-1)
n)— o i
y zall byl... 4yl (ul)® (oh)®s ... (w!) Fyy Fip ... F;_,,.[ dy]

2 S [ dof df T
e || - |amag=]
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onde m & o numero de termos que precedem, e

Foy=[lo—biF]0r | Fyopmp[it-oinjhs ..., (p=m+1)

i!n +b Feg 4+ stk =«m+1£
JFT;-‘?‘[‘?‘,-’J+L’1C+ . +.’I|’ =m-+n
? gt + byt +hw=n

.......

e e

......
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H. F. Barros.— Elementos de Trigonometria Reetilinea,— Lisboa,
18832,

Este livro, escripto para uso dos Institutos de instrucgio se-
cundaria, contem todas as doutrinas exigidas pelo programma
respectivo, expostas com muita clareza e ordem, e poriisso o
recommendamos aos professores de mathematica elementar. E
dividido em duas partes, na primeira das quaes se tracta da
Theoria das relacdes trigonometricas, ¢ na segunda da Trigono-
melria rectilinea propriamente dicta.

Temos nolado que os alumnos tém sempre alguma difficuldade
em comprehender a razio pela qual se substitue no calculo os
angulos pelas linhas trigonometricas. O sr. Barros expde com
muita clareza a doutrina relativa a esta substituigio loge' nas
primeiras paginas do séu excellente livro.

Passa em seguida & demonstracdo das formulas que ddo os
valores das relagoes (rigonometricas da somma e dilferenca de
dois arcos, e suas principaes consequencias.

Depois tracta da construcgio e uso das tiboas trigonometricas,
e assim lermina a primeira parte.

Na segunda parte tracta da resolugdo dos triangulos, e ahi
estabelece as formulas applicaveis nos diversos casos partindo das
equagbes:

A+B+C=180

a b c

senA senB senC.
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F. A. de Brito Limpo.— Algumas palavras sobre a necessidade
da determinagio directa da longitude geographica de um dos
nossos Observatorios pelos processos electricos. — Lisboa, 1882.

N'este opusculo o sr. Brito Limpo, auctor bem conhecido de
muitos trabalhos importantes sobre geodesia, mostra que a lon-
gitude dos observatorios portuguezes relativamente aos observa-
torios mais importantes da Europa ndo é conhecida ainda com o
rigor que a moderna sciencia exige; apresenta as tentativas feitas
para resolver este importante problema; e insta para que os nossos
astronomos o resolvam, procurando a differenca de longitude entre
o observatorio da Tapada d’'Ajuda e o de Madrid pelos processos
electricos.

Marcus Baker.— Alhaszen’s problem.

N'este artigo, publicado no American Journal of Mathematics,
vol. IV, o sr. Baker expde primeiro a lista dos trabalhos que
tem sido publicados a respeito do problema seguinte:

De dois pontos collocados no plano de um circulo tirar linhas
rectas que se encontrem no mesmo ponto de circumferencia e fagam
angulos eguaes com a tangenle que passa por este ponlo.

Depois extende este problema, que é o de Alhazen (mathe-
matico arabe que viven no seculo onze), ao caso em que o cir-
culo estd collocado n'uma esphera e por dois pontos da esphera
se querem tragar arcos de circulo maximo que fagam angulos
eguaes com o circulo dado.

-
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SOBRE A FORMULA DE LAGRANGE

POR

J. M. Robricues

Alferes d'artilheria

A notavel formula de Lagrange

Fy =Fl+x[Ff:_(?¢)]+f_*2_‘d[Fr:‘;(?‘}‘]+ -,

" d—1F't. (g)*]
+1.2...n' di—1 TR

di o desenvolvimento em serie de uma funcgdo da variavel y de-
finida pela equagio

y=1t+opy.

A férmula de Taylor e a de Lagrange constituem dois theo-
remas fundamentaes da theoria geral das funccdes; a primeira
exprime o desenvolvimento de uma funcglio explicita segundo as
polencias progressivas da variavel, e a segunda o desenvolvimento
de uma funcgdo implicita reductivel 4 forma da equagio

y=t+xgy.

O theorema de Lagrange tem sido objecto de importantes in-
vestigagdes de muitos geometras illustres. Laplace demonstrou e
generalisou este theorema; Burmann deu uma férmula notavel,
comprehendendo a de Lagrange como um caso particular; ¢
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Wronski, introduzindo as suas notaveis funccdes schins na gene-
ralisagho do theorema de Lagrange, deu a solugio do seu Pro-
blema Universal.

No Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa e no Jornal
de M. Liouville, tomo YII da 3. serie, o sr. Dr. Gomes Teixeira
deu uma notavel formula mais geral que a de Lagrange para o
desenvolvimento em serie, ordenada segundo as potencias de z,
da funccio

u=Fy

y=t+ze(y) +2a(y) + ... +2%.(y),

a saber:
Fy=Ft+z [Ft.eit)]+...
. AL [y (O . - [pa (6]
+$‘21.2. ceaxh. 2. B X ... <1.2...0.d0 s
onde

R T T C Y
i—a+28+43y+...+0

que contem a de Lagrange como caso muito particular.

Quando a funccio Fy designa a propria variavel y, a férmula
de Lagrange da o desenvolvimento em serie de uma raiz da
equaciio

y=t+agy;

mas esta equagio tendo, em geral, mais de uma raiz, qual d'ellas
é a que da a formula?

A demonstraciio classica de Laplace niio determina a natureza
da raiz dada pela formula; porém M. Rouché, partindo das bellas
investigagdes de Cauchy sobre esta questdo, determinou a priori
a natureza da raiz, demonstrando elegantemente o theorema de
Lagrange.

Taes sdo, em summa, as investizacdes mais notaveis sobre a

formula de Lagrange,
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0O objecto d'esta memoria ¢ generalisar a formula de Lagrange,
procurando o desenvolvimento em serie de uma funccio Fz de
uma variavel z definida pela equacio

e, como consequencia immediata, exprimir por integraes definidos
a geragdo das raizes das equagdes algebricas ou transcendentes.

Seja

fx + apx=0

uma equaclo algebrica ou transcendente e a uma raiz simples
da equagio

pondo

resulta a equagao transformada
flat+s) =a.9(a+3)=0.

Se fla+z) e g(a+z) fazem funccdes bem determinadas e
continuas para um valor r do modulo da variavel imaginaria

5= peti,

esta equacio gosa de propriedades notaveis que se traduzem nos
theoremas seguintes.

Turonema 1. Se

mod. max, |'p--{ﬂ+z)-
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para um valor r do modulo da variavel imaginaria e inferior ao
raio de convergencia R, a equagio

flatsz)*a.g(at+sz)=

tem uma raiz unica de modulo inferior a r.
Com effeito, sejam

Zyy 29y 29y « -« 2
m raizes de modulo inferior a r da equagiio

fla+s)*=a.platz)=
serd

f(a+3) = a.¢ (a+3s) = (z3—2) (3—%3) . . . (3—3m) § (a,3)
d’onde

:[mu.%;‘I_:])J=f{=_;,)+s(=—:i)+ L lfa—ad
s [,‘? (E:T.—?)] :

[(a+3)=fa+zf (a+ wi)

mas

ou
fla+3z) =3 (a+ ws)

por ser a uma raiz da equacdo fx=0; por consequencia

J[i o ?(d+z:I—I[z—zg)+f[z—zg)+ oot l(3—3m)

Hfaved |
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1[1 -o_-,..‘;((:::J]]ut[rﬁf‘{_‘ij]:f(:_s,) 1 (s—zg) 4 . 0.

+1(z—zn)—Is

e derivando vem

v (a+3) $(@:s) "
fﬂ[! ﬂ s ] dl [ﬁ—a-!-m.ﬂ_

dz

1 1 '| 1 m .:|+5g+:3+...+:m

S A

=3 32 =%, 3 z

+... (@)

Ora, por hypothese,

mod. max. [%%%]Cl

para um valor r do modulo de z; logo

1wt (i) (2 .

mas

[(a+3)=3z(a+ ws),

por consequencia

(RSB He] ey Bedl o VER

desenvolve-se n'uma serie convergente segundo as polencias po-
sitivas e negativas da variavel z. pois que ¢ e f sdo, por hypo-
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these, funcgdes bem determinadas e continuas: logo, no primeiro
membro da expressio (a), o primeiro termo desenvolve-se tam-
bem n'uma serie convergente segundo as potencias positivas e
negativas da variavel z, mas n’este desenvolvimento nio ha termo
em —,

-
-

Ora as luncgies & e 7 sho funcedes bem determinadas e con-
tinuas para o valor r do modulo de z; por consequencia, na ex-
pressdo (a), o segundo termo do primeiro membro desenvolye-se
n'uma serie convergente segundo as potencias ascendentes e po-
sitivas de s.

Logo no desenvolvimento do primeiro membro da expressio (a)

ndio ha termo em —; por consequencia, egualando entre si os

coeflicientes das mesmas potencias de z, resulta
m—1=0 ou m=1.
Logo a equacio
flats)*tea.patz)=0
tem uma raiz unica de modulo inferior a r.
Tueonema 1. Se

mod, max.

$ld +4)
A _f(u*i—z)JI{ !

para um valor r do modulo de z e inferior a R, sera

r i/ ; q;r'ﬂ+re°i} ; :
o g e {2 ) P/ i
Fz—=Fa -2an (:L . ﬂa+rr"'}_]) F' (a-+ reb) edy

a expressio da func¢io bem determinada e continua Fx de uma
raiz da equaglo
[rxa.pz=0
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em funcglio de uma raiz simples da equagao

fe=0.
Com effeito, se

&':ﬂ| +zl
Hm+ﬂ]<'

mod. max. [a.

para um valor ry do modulo de z e inferior a R, a equaciio
flay+z)=a.g(ag+3=0
tem uma raiz unica 3y de modulo inferior a ry; serd pois

flar+3) = a.p(ag+35) = (3—35).¢ (ay,2)
BRI L0 it i) '&_‘_‘l_-"‘_}s
s e e

r[: ta.?E::i:”=f(i—%)+-’[%.z].

Se F(a;+z) ¢ uma luncgiio bem determinada e continua para
o valor ry do modulo da variavel, tambem F'(a;+z) o serd; por
consequencia, multiplicando por zF'(a;+ ), resulta

d'onde

s m¢ﬂ=u . (jg
sF (a1+z).fl:iiu.r{“1+‘} sF'(ay+2).1 -

S 2 Y(ay,3)
+aF (ay+3) .1 ﬁ_(le-I-uzj].

Ora ¢ e f* sio funcedes bem determinadas e continuas para
um determinado valor do modulo inferior ao raio de convergen=-
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cia; por consequencia no segundo membro da expressio prece-
dente o segundo termo desenvolve-a n'uma serie convergente se-
gundo as potencias positivas de z, e neste desenvolvimento nio
ha termo independente de z: serd pois

zF' (a1 +3). I[%]=2M..;n

comegando o sommatorio a partir de n=1, e

¢ (ay+3)

z[-“{a,-{—a}.f[l e o +:J-]-=3F’(a,'_+z}.!(1—%)+2M,..:“

Mas, por ser

mod.z—l<.'1,
=z

-4 4
F'(ay+3) el ( 1 —-— ) podem desenvolyer-se em series conver-
=1

gentes: portanto

; z2 z8
F {ﬂl+5) =Fl‘.l1+ E.F”ﬂq + E.F'”ﬂ!"}' m.l“"ﬂl'f‘. s

5 | 51‘ 1 5'3 i :ti
e formando o producto de estas duas series resulta ainda uma
serie convergente. N'este producto apparecem tres especies de
termos, a saber: termos independentes de z, termos com poten-
cias positivas e termos com potencias negativas de 5. Podemos
POIS escrever

%3

(il
i _3.F at...

—3F(a+3).1 1—L)=zFs +i Flay+
AR S R

+2N||-3".+2P||-‘_'|
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Como o modulo de z; ¢ inferior ao modulo de z segue-se que
a seric que entra no segundo membro é convergente e a sua
somma ¢

] z! m 1 ‘113 ap
F[a‘-1-:,]—Fa1=lea1+-1-.’E.P'al+m.l'“a1+

por consequencia
sF'(ag+3) "'(F -':) =—[F(ay+2)—Fay]—3N,.5*—2P,. 57
Logo

(E [1 - LFE:‘T':%.—D.F;W' +z).2=—[F(a; + 3;) —Fd]

+3M,.2"—2IN,.3*— 3P,z

ou
(t [1 2 K’TE:: E";‘]) .F’{a; +.1}.S = [Fi‘(a; + ’.-']J- e Fa,]
Sa 1 S | R O (a)
onde

Qn=Mn"‘Nq.-
Dando pois & variavel z o modulo ry, sera

3 =ry eV,

e, substituindo e integrando entre os limites 0 e 2=, resulta

j;'!"(f [l = H{D JF'(ay + rie?) .,i-leﬁda

=—2x [F(aq + ) —Fay]

+ 2Qure" fatret Py 3P fotmeidy;
9
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mas
Jo et 46 =0,
logo

&5 ry o ?(a1+nﬂﬁ} \ wy B BT
F[al'}'sl)—ra[_gx :f.‘u (‘[i - Wi]) .F \ﬂ!+ rqye™) . e '.“+

ou, supprimindo os indices,

r = p(at+re) 3 :
F =mFg——. 4y, 2V LEY WY G40,
(ats)=Fa e j; (1 [1 +a f(a+m“))j| F'(a+re¥).edb

Mas
T=a+z,

portanto o modulo de z inferior a0 modulo de = e por maioria
de razdo inferior ao modulo r; logo

r bt 9{a+re'"}:|) s '
lﬂF —— f i s T P E—— - . : ’ - '
Fr=Fa zﬂﬁ. ([1 . e F'(a+ re¥). edo

¢ a expressdo de uma funcgdo continua Fz de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equacio

frta.ge=0

em funcglo de uma raiz simples da equagio

como se queria demonstrar.
Attribuindo ao modulo da variavel

s=p.et

um valor determinado ry, o argumento fica indeterminado e péde
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receber todos os valores desde —ee a + oo ; por consequencia
fazendo na equagio (a)

s=reh e z=ry.et
resulta

[{a’IrI +a, ?(a—jﬂ‘m}]) F'(agtrie¥). roe¥ =—[F (a;+5;)—Fay]

+EQ»'“ _r{—ﬂﬂi__, Epﬂr_ﬂ .C"'"ﬁ

' =TT
(" |_I +ta '%f{::_ir:%ﬁ}}]) Fortre ). ne—t=—(Florts)—Fa]

+ EQ'?"‘.G_“‘ s EP-FF'.M-
Pondo

(‘-)=(Il:l +jjg::%?— ).F*(a,+r=e°').

@’=(.' [1 == a.%i::—;?])ﬂ(aﬁm"‘)
e, sommando, vem

ry[0.eH 4 @/, =] = — 2[F (a; + £;) — Fay)

+IQurt (e e—ti) _ JP,r—t (e to¥ 4 o)
ou

r1[0.e%+ 0. ] = —z[F(ay + 5) — Fay)

+2ZQ,r"cos. nd — 2IP,r"cos, nh;
mas

o™ cos. nédd =0,
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logo

Fl(ay + 1) = Fa; — .;—; Sor[O . + 0] do.

Esta formula é apenas uma transformagiio da precedente (a)
e mostra que o integral definido entre 0 ¢ 2r se decompde cm
dois entre 0 e =; logo

r
- J el e ‘"(:'}.G".
Fz=Fa 2= Jo d

& .ﬂr_. \*0! b do
T

oun
RN HaETAN], o pett) ¥
Fx—l'u—gﬂ.j; f[ii"?”\a-}—rﬁi_li(G+M1}'fhm

8 i { p—0i
r f I[i 44 T.\a‘l'?e -)iI.FJ(a_l_n__.;J .B_“dﬂ

~ o U e

exprime em integraes definidos uma funcgdo de uma raiz de mo-
dulo inferior a r da equacio

frta.qx=0.

Tueorema 1L Se

mod. max. I:u. %E%:}]< i,

meFaxu.[F'n.(;%)}
P G 2

127 dar T g3 da®

4
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o desenvolvimento em serie convergente de umo funcglo de uma

raiz da equagio
feta.qr=0

em funcgdo de uma raiz simples da equagio reduzida

fa=0.

to+a)]

mod. max. I:o:. W

para um valor r do modulo de z, ¢

I[l tu.?l_(:i:ﬂ

ha+z}) a? (_F(aH})’__: o (’;(ﬂ“))'_;"’

\fla+3)/ 2 \fla+s) 3 "\ flats)
mas
fla+z) =zf(a + wz)
portanto
i el |
bk

s (,r Sy 1 (f (Ef:i )! :; = F(Tfﬂ;)a--"-

m+m~
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e, multiplicando por zF'(a + 3), resulta

:F’{a+z}.![i + “F(_(:E))]

b1 pla+3) at F{a+ glats) \2
meatts e (f’{a-l-us) ¢ Sl f'(a+uz))

LF(a+z\( ¢(a+s) )3

3 22 [la+ wz)
L 3 Rl 4 e

g F’(“+EJ 1=ﬂ+~f"
(@ = ot W\)

Dando pois a0 modulo de z o valor r, teremos
5 =re¥,
e o segundo membro da expressio precedente é um serie con-

vergente para todos os valores do argumento; por consequencia,
integrando entre 0 e 2=, resulta

= uf Fatrd). (9{“'“’ ]})JH

0 a+ wre¥
“2 1 iz (a_.i_n.,‘l ;
80 i LAY T U
P A F'(a + revi). (ffa-l-mre‘") e db
e e T e bt s . wiacs, =
i PLIE | : ¢la+reéh)’ ——1lyigt
~E P F{a+ . (¥ (a+m--;) de

! ........ R S R e e A e IR A B A BB O B
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Mas pelo theorema precedente

r PINLE el s o(EEANIV :
F:r=Fa—2—Rf; (I[I_K.W .F{ﬂ+f0.'-)8.idee

logo :
2% [Fz— Fa _+=f F'(a+re¥). (ﬂﬂ_::?q)

e 2t 1 = 3 @ (a + re¥) Aev
. F+e“)(f+weh>e.dﬂ

R
-
o R ?{a+r¢"))
s sl J i e—(n—1)8i
[+ i]'l n 'r 1.,’0 F[' +fe") (u-l-ure") i o
llllllllllllllllllllllllllllllllll i---""..i'(‘)

il T I

é o coelliciente de z,,; mas, como é sabido, o coefliciente de =™
no desenvolvimento de uma funcclo [z em serie convergente é

egual ao valor medio do quociente :;:: logo

= val. med. [ﬂ‘“F(“+‘}' %)‘]
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e como, por um theorema notavel de Cauchy,

val. med. [ 3=®F'(a + 3). r?(i“-:: mf.z))) ‘]

o (SN
— g ), Flatn. (mwmﬂ) ",

resulta

4 __' § e a [(platred)\n
Am—m‘ju F[:a+r£').(f r.l.“+mrc"':]) N it |

Esta relagio tem logar para todos os valores inteiros de m;
por consequencia para m=n— | resulta

rin o (a+ re%)

Ant = 'J., Kook ) of i ari®

e—n—10i g
2xrn—1 )

logo

o a[re (2]

1.9.5 ... &—1) dar—1

' ?{a+rﬂa-‘]) n—1)0i
__i.fu Plastre). Ik ) ettt dy

¢ a expressdo do termo geral da serie (1).
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Logo |]\
d| Fa.(X1~
Fr=Fa=xau. [Fu (,‘” ):|+la;. [ d(ufa)
o e (2]
s TSN da® (@

TR Len da"—1

--------------------------------

_ da o desenvolvimento em serie convergente de uma raiz da
equagio

[z *a. pr=0
em funcgdo de uma raiz simples a da equacdo reduzida
fz=0.

Esta formula comprehende, como caso particular, a de La-
grange. Com efleito quando for

fr=x2—a
resulta
r—a*apzx=0,
ou
T =a = apr,
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que é a equaglio de Lagrange; e, por ser, n'este caso, fla=1,
deduz-se da [érmula («) a férmula de Lagrange

Fz=Fa 5 «[Fa.qa)

a® d[Fa. \lpa)'] o d®|Fa.(ya)]

+1.2 da i S da® roses ()

Esta formula notavel dd o desenvolvimento em serie conver-
gente de uma raiz de modulo inferior a r da equagio

d T=4aF a.9x,

e a formula (2) da o desenvolvimento em serie convergente de
tantas raizes da equagio
fz*ta.92=0

quantas forem as raizes simples da equacio

fz=0,

e a sua func¢lo generatriz

B g(a-t're) I i) b I'
Fx= Fa—gﬂf ([1 ﬁﬂ-r@)]) F'(@ -+ ret) evidt

ou

= r m ; a-l-re'“] f L("-J}
Fe—Fa—g_. [ "I| 1220 22 }J F'{a -+ reb). ¥
re—) s
B ' i) e~ df)
f [ ﬂa-f—rc—"*jJ Fla+re?).e

exprime a geraclo d’estas raizes por integraes definidos.
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Se n'esta funcglio generatriz introduzirmos a hypothese de ser

fe=xz—a
teremos
fla+ re*) =reti

e, por consequencia, a [uncglio generatriz do theorema de La-
grange serd

\

- h( 2 e ] ' ) obi g8 |
Fa:-——-Fa—é:.j; \f _1 1;.: o(atre } )+!"'|L.*1-1-n»u )edh

ou

Fz=Fa—o— f ([ +2 e—ﬂ'~{a+reﬂq:|).F‘;a+re-f)eﬂfda ()

—— f ( [ {=— eHa.;,(a+re—°“|—I) JF'(atre=*) et db |

Estas formulas, casos particulares das precedentes, exprimem
pois a geragdo por integraes definidos de uma lunccdo da raiz
de modulo inferior a r dn equacdo de Lagrange

&= @ ap.

As funcgbes generatrizes («) e (3') dos theoremas (z) e (3)
gosam de uma propriedade caracteristica que se traduz no theo-
rema seguinte,

Tueorema IV. A funcgdo generatriz (2') da serie

S T re(F)]

[a da
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: 1 ]
& o coefliciente de — no desenvolvimento da funegio

-

_F'(a+=)-'[’“-?gi_:ﬂ'

Com effeito, esta func¢io desenvolve-se n'uma serie conver-
gente segundo as polencias posilivas e negativas de z se for

mod. max. [u ;E:i_:ﬂ

para um valor r do modulo; seja pois

o(at2) t " :
.f(a+z)J=Aa+A;n+ﬁg- + Agz¥+-...

P IR
z ;-1 F4

—F'{a+s).f[i::n
T vob

Ora, como é sabido, o coefficiente de z™ no desenvolvimento
de uma funcclio [z em serie convergente, segundo as potencias
ascendentes positivas e negativas de z, é egual ao valor medio

de {;— ; logo

—sF'(a + z}.i[ltu.ﬂiﬁ] ,

ul 1 1
coeff, de = val. med. fla+s)

mas pelo theorema de Cauchy

—szF(a+3) [l % p{a+z'}‘”

fla+s)
Y ¢ (a + ret)

val, med.

) F'(a + re¥) didp
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logo

i :
coeff, de — = funccdo generatriz
1

ou

ﬂ,_—éﬁh({[ltuq;,[(:—:i—%].lf{a-%n").eﬁda,

como se queria demonstrar.

Tueorema V. Se fz for uma funecdo bem determinada e con-
tinua de uma variavel imaginaria z=opet para um valor r do
modulo seré

Fz=F(0) — éfﬁ 2"(1 [T E'i')JJ F (reb) b o

a geragio de uma funcglo continua de uma raiz de modulo in-
ferior a r da equacio

[3=0.

Seja 3y uma raiz simples d'esta equaciio de modulo inferior a
um determinado valor ry do modulo de z; serd

[3=(3—2z).¢3,
I[ﬁ:-]=!(l—-il)+f+s

zF’z.t[ﬁJ —zF'zl (1 —ﬂ) +3F'z5.103.

z 1

d'onde
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Procedendo puis como no theorema Il serh

zF'z. 1y 5= 3M;s",

-
-

"F,..f( S =~—J:F..|—i' (0)] —ENgs*— 3Pz,

por consequencia

zF’z.f[f:J — [F31— F(0)] + 3Qa5" — 2P, 57,

onde
Q,=M,—N..

Fazendo pois

o =ryed,

substituindo e integrando; vem

Py = F(0) — - J (:[ E:ﬁ}]).F’(ne“]e"dﬂ.

Logo é

Fz=F[:0}—% f | (r[f f: )] F/(re®) % d

ou

F:-:F{u)_é. J; t(zl_ 5'::)_) F/(ret¥) e +ido |

{15 e
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a geraclo por integraes definidos de uma funccio Fz de uma
raiz simples de modulo inferior a r da equacio

f3=0.

As férmulas (a') e (3') sho casos particulares das precedentes,
como facilmente se vé&, e entre a multiplicidade de férmas que
pode tomar a funccdo [ as mais notaveis sic as que correspondem
i equaglio de Lagrange

r=at apx ,
e & equaclio '
fe = apx=0.
0 <
As férmulas
fo+ agz=0 \
dr—1 [F’a ; (ﬂ)pJ
Fz=Fa+ 3}—1)p.—2 o B
Rt Sp(p ) dar=1 . (=)

r ' pow q;(a+'r.-,‘i)] 3 ’
= i St taradl _-—': W e r " -
2 . fo I[I e | Flat ). an
conduzem immediatamente 4 deduecciio de muitas outras, deter-
minando convenientemente a férma das funcgbes ox e fa.

Seja : :

a=1

oz =x1f1x+ xafox+ . . . + Tpfyz,
onde

@1 =91 (D) 2apa(8) <\ T = ()
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sio funcgdes de uma variavel £ independente de z: resulta a
equagio

0=fr+zifiz+zofsz+ . .. +2ufux,

e a geracio de uma funcgio Fz da variavel z definida por esta
equacdo serd pois

Cap [e. (2l = +mﬁa)’]‘

Fzx=Fa+ 3 I‘(_;T-l-—l) p =
ou
(—1)p dr'[Fa.(ziia+ ... +zedualr]
Fﬁ:Fa-kz#l‘(P—H}' o I
onde

fu fga faa
-f%ra—, + ='f,—a| 'L +'ﬂ=’ fﬂ..

p1a=

Ora o termo geral do desenvolvimento do polynomio

P=(zid1a+axalga+ ... +axudpa)f

pela lei do binomio de Newton &, como se sabe,

r(p+1)

=T 1) Tort]) - T(p) ther - (erhae) . eua)®

T

ou

F LR ™1 R &

" . A
T I Tt ped) T - () (™
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sendo py, pa, p3 ... pa DUMeros inteiros e positivos que devem
satisflazer & equagio

p=pr1tpatpst...+pas

por consequencia

; a_,-!?l . ZoP? L., EgM
P=I£P+1).E[F(PI+U]‘(P!+1) i e I‘fPu'i‘”

< ($ga)p . (§ea)r . .. {:q.-,.a}l'"]

ou
P=r(p+1).T,
sendo
. M, .r,Pt _rljh ;;“y-
T, =
; E[I'un +1).r(p2+1) r(pat1)
< (1P . (Jaa . (fa) ... (¢.a)r-J; ..... (n)
logo
- d?—‘[F'ax[‘(p-{-l).T]
sl 1 ’
Fx=Fa+ ! + 0’ e
ou

& [Fa.Ty))
~da—t

M=h+g@ﬂ

Como os valores de p sdo os numeros da serie natural a partir
da unidade, resulta

d[Fa.Ty) &Fa.Ty

Fz=Fa—[Fa.Ti]+ = T sans (M)

10
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e os valores de py, pa, p3, ... pu correspondentes aos valores de
p=1,2,3,4,5, ...
sdo dados pelas equagdes
b=pitpatpst ... +pa
S=pikpttpst ..+ p,
S=p+pt+pt+ ... +pa

Conhecidos as solugbes nteiras e positivas de cada uma d'estas
equagoes, determinaremos os valores correspondentes de Ty, T,
Ts, . .. pela formula (n).

Teremos assim

T] =v$|'4||ﬂ +J‘¢k}‘gﬂ+d‘g+3ﬂ +.-r.;¢,a i PR

— (§10)2 + 2429 (§1a) . (Yea) + 212y ($1a) . (Yga) + . . .

+
3
e
=

The

+

[x}
"

=

-]
-~
L
—
s
==
&3

=]

-+

%
—

T

"

=

e
ety

5=

-
‘-\_n-'

+

o R TeTat
L T o SRl P I P ’
T { '2 _J '\"]‘1"}3 + 1.2 '*."l”ﬂi* ; N’iaa +—I-?'\+]ﬂ}.\.l¥gﬂ)!+. oy

Ty

xed . xet. Iy x*_rai '
i | - FT Mgt Sl '2.. . 20 \I': ) T
g T et (sa) + T (haa).(haa)t
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por consequencia, substituindo estas expressoes na serie (m) e
attendendo a que

[nla

';’n:_r-!; " .rl_l‘

resulta o desenvolvimento definitivo da funccdo Faz, a saber:

PR T
. o i "l‘l"'L--)l
Fx=Fa- a'l[l"'-:e.("fll—f_tj | ), S o N

['a/ | 1.2 a

2| P |i.'. f-n‘l
Ty . aq* 5 [ \f f‘f )

B N T
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o ()

% da

o

1 LR R iar bt ol

ore ) )]

da?

(73]

—, ele. +

+etc. —

A lei de geragiio d’esta serie sera pois

1. E T LA R LI &
F(pr+1).r(pe+1).r(ps+1) ... r(pat1)

o [re Gl )G ]

dar—1 .

G gt

>

onde

p=pitpatps+ ... +pu;

por consequencia o desenvolvimento em serie de uma funcgio Fx
da variavel z definida pela equacio

O=frt+afix+xsfse+ ... + . fux

serd pois

i P, zgPt . ZgP .., T
Fz=Fa+ I-—IP. ol 8 T
Zj=1) rpr+1).r(pa+1)...r(ps+1)

B b8 SR |

dar—1 )
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onde
p=prtptp+ ... +pa

Se pa [6rmula

. r opim ?{u’ retf)” 5 .
Fe=Fa—g_ [ r[q +u.ﬁ;‘?r!—i}J.F-\a+rr ). i

que exprime por um integral definido a geracio de uma funcgio
de uma raiz de modulo inferior a r da equaclo

fx+apx=10
introduzirmos a determinagio da funcclo ¢
pr=xfix+ xmfexr+ ... + 2 fux

correspondente & equaglo (p), resulta a férmula

X in i
Fn:=Fa—§r— f r[l 0 a0
0

= [(a+ re%)
fﬂ(a + reni];l > f i o J
+xnr[:—a_{7r—e-ﬁ? F ka"l" I“Gn‘je. dH, ....... (f )

funcgdo generatriz da serie precedente.

Seja
fr=a—x;

as formulas (p) e (p) dio immediatamente

z:a+x|fjﬂ-“i‘.‘rgfgz+ S +-‘ngn5 ------- {.q)
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™

onde xy, x3, x3, ... x, sio funcedes de uma variavel £ indepen=
dente de o, ¢

= | P . e L. AP
FemFa+ R0 ot e~
EI'( “ripsH1).ripat1) ... D{pati)
dr=1(Fa . (fig) . (faa) . .. (fra)P. (—1)~7)
dap—1 \

=

por ser fla=—1; portanlo

TR R PR
Fa=Fa+ ‘—,
Elrmﬂl-i;.rtpﬁi) coaI(Pat 1)

a1 [Fla . (fi . (faa)e ... (] ;
£ I ‘dﬂ_;t:f_i_' : ““‘"——E ...... ({‘r)

formula que da o desenvolvimento em serie de uma func¢do de
uma raiz da equaglo (g}, e a sua funcello generatriz serd pois

frit 3
Fz=Fa— . 1[1——e"“"(ﬂfj[a+rﬂi)+...
r

2r J
L \ l
S ffa+ref°"})].l"'(a +resi)eidd ... .... (¢)

As luncgoes xq, @y, . . . @y sdo funcgdes indeterminadas de £;
supponhamos agora o caso particular em que

i .
To=2";

k]

as formulas Iarn't'.l'l!t‘utrs diio

reagckifiv 2k o hEN @m0 v v e (r)
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e
Epi+ 24 oo AP
F.r=l‘a+z . ‘_,_T__P .
Ir| p1+l} Tipg+1) ...r(pat 1)
rlF* [Fa, (flu’ﬁf_”‘_(,f_;gf P fnu] ]l
dar—1 \
ou
Fs=Fa+3 !
x=Fa 3 o e Sl
r(p+1).v(pe+1) ... T(pat1)
ir—1[F'a. o, (fea) . .. (fra)?™]
- Fa:tfealte: e ... Ut} © - - )
dar—1 \ :
onde
p=Pp +pptpst ... + g,
e

qg=p1+pa+ps+ ...+ npy

que & a [6rmula do sr. Dr. Gomes Teixeira.
A funcglo generatriz d'esta serie serdi pois

A%x 3

Fz:Fﬂ—-{;.J“ Ij1—e I:-:_— filatre™ ¥.0.
+-—-,f,.(a+rr0‘“:1)] Flla+re).edl. ...... (r)

As férmulas () e (p) podem conduzir a outros resultados in-
teressantes, determinando convenientemente a forma das fun: -

goes g e [.
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i

A geraclo por integraes definidos das raizes das equacdes al-
gebricas ou transcendentes ¢ uma consequencia immediata das
formulas (=).

Com effeito, quando a lunccho Faz designar a propria varia-
vel z, as [ormulas (2) dio immediatamente

= 1]
a:-=u—L. 1'rf 1+ g(a-t-re')

0 *Flatre

r = I
.‘E—ﬂ—*é—n..f; I“

rf"f_
2 Jo L

que exprimem por integraes definidos e por um desenvolvimento
em serie a geragdo de uma raiz de modulo inferior a r da equagao
algebrica ou transcendente

[z+apx=0

em funcclio de uma raiz simples a da equacio

A applicacdo d’estas formulas & resolucdo das equacdes con-
duz aos seguintes theoremas.
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Turorema I. Se fz=0 tem m raizes simples, as m raizes cor-
respundentes da equagiio

fe+ogr=0

exprimem-se por integraes definidos, quando p e f fazem func-
¢oes bem determinadas e continuas para as quaes

¢(as+3)

¢(ar+3) ?(“-ff]].:,
“flay+3)

:l<: 1, ... mod. max. Lffas.*i‘z}

mod. max. I:u

para certos valores
rl-. r!, l':], e e rm

do modulo da variavel imaginaria z.
Com effeito, sejam

g, Ta, A3y « + - ay,

m raizes simples da equacio

Fiy Foy T3y oo+« Ty

os valores correspondentes do modulo de 3 que verificam as con-
digdes do theorema; pondo

T=ay+ 3,
cada uma das equagdes

[(ag +3)+ag(ay +3)=0, |
[(ag +3) +agp (ag +32)=0,

f(ag +3z) +ap(ag +3)=0, })....... .o (m)
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tém, como demonstrimos, uma raiz unica de modalo inferior ao
modulo rnrrt'splmdenlu de z
Ora, a [ormula

o {"1
=a—~—f [ glade )] &
fl,_rl + ret)
exprime uma raiz da equaciio
[xtagr=0

em func¢ho de uma raiz simples a da equagio

por consequencia, mudando & em a+ z, a [6rmula

2 r ,J.Lﬂ+ﬂ"5i)- i fal
.=-:2—w.fﬂ LI+ Tt My ... (B)

& a expressdo de uma raiz da equagiio
fla+s)+wo(n+3z)=0,

como devia ser, em virtude do .hmmnu 1.
Applicando pmq esta formula (2') a cada uma das equagdes (m),
rrnu]!um as m raizes

+3 i)
e ey wr'.lrl-l-uc?_{[”iiﬂ—l-ﬂeid&.
2z Ao f.f-’l]ﬁ‘rlfi":]

(am + 'm'"“ 2
Pl T ¥ .} |.Eaz{.ﬂ];

1 +
: ',Illl'Efll g ,.m'._.e.}

Fm g
Smo=— l

=T /' 0

mas
a=a,+=,
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logo

ry i ¢(ay + ryed) . .
2y =ay —..J" le:+ fm_!_mm].ﬂdo.

rg el 9 ﬁa ?“aﬂ' I
o e JI! : f Ma + rar'"‘ ] & ’ e (ﬂlrj

e @l (am + rae® ) o)
o M (A fle T‘l“’ |

exprimem a geragio por integraes definidos de m raizes da equa-
¢do algebrica ou transcendente

fx +qtp.r=ﬂ

em funccio de m raizes simples da equacho

fr=10,

e as [ormulas

dr—1 (Tul \)ﬁ ’L I'.I
s B I A2V
S p+tj' AP i)
: dr—1 (;,m" )F f
v all a2
= N S e s, "
e ai_i_z.\ ." rl_llﬂ+ lj tfﬂ!“_j ), P‘ ‘{n! ]

‘f---'[(?‘;:;f 1( |

= -S ((—1)r. —
-:.rm I“m-i 2 I P l‘:‘u + ll _ dl: "’

diio o seu desenvolvimento em serie.
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Tueonema Il. As raizes da equacio algebrica
Pt Apga1+ ...+ A+ A¢=0

exprimem-se por integraes definidos em funcglio das raizes da
equagio binomia

a4+ Ag=0.
A equacio

3"+A,,_.15‘2“"‘1+ vee FAZ+Ay=0

reduz-se 4 [6rma

fr+ex=0,
pondo

fe=a"+ Aq

pr=A, a1+ A, a2+ ... +Asz+ Az,

Sejam
Ay Ay Agy « « « Ay

as raizes da equaglo binomia
a4+ Ag=0;
é sempre possivel determinar n quantidades
oo Piy "y o o0 My

para valores do modulo de z que tornem respectivamente

¢(ag+3) ?(ﬂﬁz}'J p(an—1+3)
| B g mod] B2 |y, mod | B :
mo Irf{a“-}-:}]&l'm"d Flarta) <1,...,mod [f{ﬂ.-rf‘ﬂ]{l
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ou

Ry Ry Ray

—_—<], —<1i, ... .
I{'0< H.{ <1

an-—l

Com effeito, seja @ uma raiz qualquer da equagio

fx=0;
seri
platz)=Py+Piz+Pez2+ ... +Pp_qz*1
"
fla+z)=Qu+Qu+...4+Q,_q2%1.
Ora

=p (cost +isenb %

W

Py =pa(cosa, +isena,),

Q* = gy (cos 3, + i sen B,),
por consequencia, designando por S,, e §',, as sommas dos mo-
dulos
Sm =po +prp+pep+ ... +pe_gpr?

Sa= qiptqpt ... +gug,

resulta

mod. ¢ (a+z) <8,

mod. f(a+3) < S',
ou

R<Ss e R'<§),,




Como o modulo da variavel ¢ uma quantidade indeterminada
podemos dispor d'elle convenientemente para que seja

Sm —§ 'C: S‘J“ i 5‘|
¢ entdio seri necessariamente

R€R.

Ora s —s' pode ser uma qu:mlill:ule |Hni|i\:l ou negativa; seja
||nis

a desegualdade
Sm 3 b‘Im < J—38

desdobra-se portanto em duas
Sm = Slm < +3.J,

S‘lu r— Slm { = -'?l-"n

ou

Sll’ll F SM } 's”l

e como s & uma l]ll{l[l“il.‘lllﬂ essencialmente positiva segue-se
que estas desegualdades serio salisfeitas quando houver um valor
de g que satisfaga s inequacdes

Sm, __srm<u

Sim Fe, sm > D!
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HE quacs se reduzem a uma so
Sﬂl P Sim '{: u-

Substitumdo pois n'esta expressio os valores de Sy, e 8 con-
clue-se que lodo o valor de ¢, g =r que [dr raiz da inequagao

(Pr—1—gu—de" '+ (Pa—2—Gu—)p" 2+ ..+ (pr—q1)¢ + po<0

ou
i o R PR WTEN S| Bl (m)
sendo
‘P-'n_l___P'Le_?_fJ’_”_—_z' -4 AT ’-'l e .'”r _r“_l Jr'}_- a _,_":_JI“ —
Pr—1— a2 Pa—=1—Qu—1 Pr—=1—Gn—1
torna
R<R
ou
ROMIPES
Mol | 2T
fla+3)_

Esta desegualdade ‘m) € pois a imequagio dos modulos, e
vé-se que se a equagho proposta é do grio n, a inequagio mo-
dular & do grio n— 1.

Logo ¢ sempre possivel determinar » quantidades

o Pl Ty oo o Fyeq

correspondentes &s raizes

), a1y ag, V.. gy
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da equacio binomia
"+ Ay=0

para valores do modulo de = que tornam

mod. P;%j:}]-( i, ... 405 mod. [3_%:1—:3] .

Por consequencia, verificando-se todas estas condigdes, cada
uma das equagdes

[lao =3)tglas +3)=0)
flag +3z)+9(ag +3)=0
flaa +2)+¢(aa +3)=0)......... (n)

.......................

flan—1 +3)+¢(au—q+3)=0

tem, em virtude do theorema I, uma raiz unica de modulo infe-

rior a0 modulo respectivo de 3.
Estas equagdes dio pois n raizes pela applicagio immediata

da formula (38", a saber:

ro in P .’:l!lﬂ + fnt-’"-'}] 4 ;
_— + 1 =—— | . Mds, ...,
2= .f;l ll:l [lag+ l‘ﬂeﬁ‘j

Facy - [ q:{uu—1+n.-lﬂ“)J ,
e et 0 O 1 B 3 e 0 Y
et JI.I f(,ﬂn—i i g rn—iﬂh).

=

mas
&=0y+3;
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logo as formulas

ro i= T ?(d’u + i‘nﬂ.i)- :
=Gy — —. 14— |.efidh,
g o j; 1 et o |5 ®
ry rim ?(ai o rie""“}" 2
=) —=—. Hld———— | %d0,
&y =ay o JU | o™ | Mg
O | [T PPN
BN g 0 f{ag'i-rge"‘)_. !

reil | e ¢ @y +rn_qe¥) ] .
et o g g L LG W TR e,
Pret St = o d N {+f|:ﬂa—1+rn_|€“]. il

exprimem a geragio por integraes definidos das raizes da equagdo
algebrica

2t A1+ .. FA e+ Ag=0
em funcgio das raizes da equaciio binomia
ar+ Ag=0,
e cujos modulos sdo respectivamente inferiores 4s quantidades
O P AR AL

determinadas pela inequacio modular para cada uma das raizes
da sobredicta equaglio binomia.

As [ormulas precedentes exprimem por integraes definidos
todas as raizes de uma equaglio algebrica de qualquer gréo; por
consequencia exprimem a ligagho entre o problema proprio da

i
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Algebra, a resoluglio das equagdes, e um problema de Calculo
Integral, consistindo na investigaclo das propriedades d’uma
classe de integraes definidos, comprehendidos na formula geral

o F- o ¢ F‘_.:Etmij" \ ¥ Biy b
Fz=Fa _ﬂwf" (![I i—a',f'trl-l'frﬁj,) F'(a+ re¥) . ebdb

A ligag3o entre estes dois problemas mostra claramente que
todos os progressos ulteriores d’um concorrem para o desenvol-
vimento progressivo do outro.

Applicando a cada uma das equagdes (n) a formula (3) resulta
o desenvolvimento em serie das raizes da proposta

! (—1)p
A=t I ) T )

Estas f6rmulas constituem um methodo geral para a resolugio
numerica das equagdes de todos os grios.

Tarorema II. A forma geral das raizes de uma equagio al-
gebrica

@'+Aq—i$“_1+ T +Ai$+A0==rﬂ'
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i = o/ N
Ir=— E[. -+ g V’::] + pm‘ lr‘fag‘l' o PM"_j '/En—‘l-lt

n

onde

4 e - -
S1s 52y S8y« v oy Gne—i
slo as raizes d'uma equacio do grao n—1

1+ Ry_g 82+ .. RyE+ Ry =0,

cujos coefficientes sdo funcgdes racionaes dos integraes definidos
que exprimem as raizes da proposta.
A equagio

TatApqa—14+ ...+ A+ Aj=0
reduz-se & f6rma da equagio (p)

O0=frt+zifix+xsfsz+ ... +2ufaz,
pondo
fr=z"+ Ay

Fa=A, e [ix=a",

0 que da

fz+Aifiz+Asfoz+ ... + Apry fo_12=0.

O desenvolvimento em serie das raizes d'esta equagio em
funcgiio das raizes da equaciio

fe=a"+Ay=1Q
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serii pois dado pela férmula (p'), a saber:

. AgP L Ap
—a+2% p1+l I‘{pg-l-lj...r{p,._1+l)
L (Y O ) o i
o dar—1 |'
ou
. dpﬂ_ \_ﬂ“'] ....... (v)
r.!aP—1

onde

p _( I)P A,w Ast? | Asm..._ﬁ,._ﬂ"" E)
SR TR [‘[p,+[) I'_u.;-i-l) 1‘(p3+l} S Tiwsi T 1)

e
p=ptptpst+ ... +p.

g=p+p+pzs+ ... + [:u—-l:lp,._l—[n—i]p
ou
p=ptptpst...+pa

g=m—(n—1)p
m=p;+2ps+3pg+ ... +(n—1)pa-i.
Ora a quantidade @ designa uma raiz qualquer da equagio
2t = Ay =0,

onde suppomos explicito o signal do ultimo termo da equagdo
proposta; por consequencia ser

o VUl &Y RSV
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ou
a=agm,

sendo a o valor arithmetico do radical vAp e po uma Taiz da
equacio

As raizes da equacdo binomia
ar = Au =0

que devemos substituir a a na férmula (v) para obter o desen-
volvimento em serie de todas as raizes da proposta slo pois

Ap= Zpp, A ==0pq, A3=12L% sy Oy =0aPp_1.

Ora
dr—1 (af) . t_ﬂ"" (a?)

Sl 3 q—p+1
dar—1 dar—1 ¥

mas
qg=m—(n—1)p,
por consequencia
dr—1(a)  dr—(al)

e 3 m-{-i‘
dar—1 ' dzp—1 i

pois que
pof=1;

logo a [6rmula (v) transforma-se em

dr—1 (1)

T =apw+ z‘i — = ['_,, S pw™ f l;. ------ [1“)

onde pw designa uma raiz da unidade positiva ou negativa, se~
gundo o ultimo termo da proposta ¢ negativo ou positivo,
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As raizes da unidade reproduzem-se periodicamente, e em
virtude d’esta propriedade caracteristica o desenvolvimento da
formula (v') toma uma férma muito notavel.

Assim para todos os valores de m que satisfazem & equagio

m+1=kn+r,

onde k & um inteiro positivo qualquer e # o resto da divisio de
m+ 1 pelo grio da equago, temos

pu™H =gt | cuf,

mas
Pmu = i .
portanto
po™Hl =  ow";
logo
f o R e) ) ot
x:mFm-l'E Py. dap—1 " i ------- v’)
onde
p=prtpatpt ... +p
g=m—(n—1)p
¢
m+1=r .mei.=n).
Pondo

]
i

Ty=go" . Fp)

dr—1 (u:"-".

F(P‘}r = liF & ;f_nptl_

e substituindo em (v"), resulta

&= 2y ' ETF L R L R {1'”-.,1
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Ora para um dado valor de p resultam para m um certo nu-
mero de valores que devem satisfazer & equaciio de congruencia

m+1 =r (mod. =n);
mas os valores do residuo r sio
r=0,1,23, ..., (n—1),

por consequencia os valores de m, correspondentes a um dado
valor de p, devem ser raizes das congruencias

m+1 =10 (mod. = n)
m+1=1 (mod. = n)

m+1--2 (mod. =n)

m+1=n—1 (mod. =n);
logo a expressio do termo geral Tp serd

Tp=3p0" F(p)p

ou

T, =F(pjo+ pF(p) + pwF(plat . .. +pu*1F(p)a—1;
por consequencia, substituindo em (v"), resulta
x=apm+ 2F(plo+ pm'_'l*'(,n:q +EwEEFI:p:!g+ A

+ g1 F (pla-1.
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A expressio geral do desenvolvimento em serie das raizes de
uma equagio algebrica de qualquer grio é pois

z=Xo+poX;+poiXs+... +po"1X, y..... (w)

onde
; | dr=1(a,)
Xy i =2 Ei PF’ ;f::h—‘f“
: [ dr(a)
g 00 E’{[*" dar—1 |
2 { ! i pr—1 -fu'FH
- | dr—1(a7))
Xoog= { Py ty
' Ef Py dzr—1 |
sendo

p _-( _)P AP, Al |, Agm | A, P
"\ /) 'r(pH1).r(pat1).Tips+1) ... T(paait1)

e
p=pitpatpst...+p

q=m—n—1)p
m=p1+2Zp+3py+ ... +(n—1)pa—i.
Para obter o desenvolvimento das lunecdes

Xm .\-|+ K;. .\;.:f. Ve f\'..__i
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devemos combinar respectivamente a equacio
p=prtptps+ ... +ps
com cada uma das equagdes de congruencia

m+1=0 (mod., =n)

m+1=1 (mod. = n)

m+1=n—1 (mod,=n):
logo a forma geral das raizes de uma equagdo algebrica

'+ Agq 14, ..+ A X Ap=0

z=Xo+poXy+patXe+ ... +pe1X,

onde

X. =3 I,(_ 1\r AP A Ag ... APt
B A A T 1).1'(pat1) ... (Pa—1t1)

dr—" (af)) } (w)
g | (

p=ptpatpst...+psy

g=m—(n—1)p

1+p+2ps+3ps+ ...+ (n—1)pa—y = r (mod. =n)
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por consequencia
g =Xot+po Xgts? Xet:oi+pt Xyl
# =Xptp Xitp? Xgt,.. 4t X, 4

2z =Xotpe Xyt Xe+ ...bpt Xeoy).

Tp—q=Xg + 95_11; + p._ﬁ Xe+.
silo as raizes da proposta em [funccdo des coefficientes e das
raizes da unidade por meio das funcgdes X,.

As funcgoes X, definidas pela formula (w) em funcgdo dos
coefficientes gosam de propriedades notaveis. Assim, multipli-
cando as expressdes precedentes (w') por

Pih P[- Plll ey Pn_ir

TR LG o

P“!-'I. 1 y B g ® & 8y F"__|l—|'

e sommando vem
- ! r
Xa—1 ' P @ogo  taypr T agpe e oo FTuy puai)

: |
Xn—g=— (@opo® a xgpe® oo s Fougpte1)

---——:; (ﬂ‘ﬂ?un_j +-’r|, ‘51"_1 + .Tgpgn_l AP

: 1
:\.” - "' (.T" + J."I_ +.r= =+ "
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por ser
o+ o Lt i = 0,
quando
m<n
e

s Fo*tpat ... Fott=n.

Ora, sendo g, uma raiz qualquer da unidade, temos

(0] w ) ——
w=Cco8{ —.® )+ sen (—.‘n: W
¢ (n ) n )

A '

fo = ("“5 (:: ) + sen (: ) W '1)”:
o (on( ) SRR Y
- (I'HS(:! .1:) + sen (f: ,—) ST 1)"

por CUTISEIIIIi_‘nl'IiI

0ol

mas

pa" = pm";

ogo a expressiio geral das funceoes X
log pressdo geral das funccdes X,
e Ll :
Xo—u= = (Rapo® +axyp1® +xep3® + .. .+ Tu—1pa—1")
transforma-se em

. L :
-\n-—-@ = I T & Pw +'T1Pﬂi L L J',.WIFMI—-!-:
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logo, pondo
l=nX; o

resulta immedialamente e @ priori a funcgdo resolvente de La-
grange

t=xpF Zyput+ 23pu>+ . . . + Xn_gp™!
ou

onde ¢ designa uma raiz da unidade.

As funccdes X, acham-se pois ligadas com a funcgio resol-
vente, e possuem portanto as mesmas propriedades.

A funccdo resolvente de Lagrange gosa de propriedades muito
importantes na theoria geral das equagdes, e principalmente na
theoria das equagaes abelianas; e, como estas propriedades estiio
j& bem estudadas e definidas, podemos deduzir muito facilmente
as das funccoes X,.

Assim, a funccdo resolvente toma n valores distinctos pela
substituicdo das raizes da equacio

p"—1=0,
por consequencia a func¢io X,—. toma tambem n valores dis-

tinctos por essa substituicdo, como devia ser.
A funcgio resolvente depende pois de uma cquacho do grio

1. 3% el
a qual, como ¢ sabido, se abaixo ao grio

1.9 8. (e t),

pondo
E==i";

I]Hl“ (’ﬂ‘l‘lﬁt‘l’ll"‘l’l[‘iﬂ resulta

nXpmu=V E:
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mas, substituindo na funcciio
E=(zptpz +pdzat ... itz y)

¢ pelas raizes da equaclo

resultam para £ os n—1 valores distinctos

> 4 » =
Slr 529 Gy < ¢ oy Sa—1s
logo

ou

Logo a férma geral das raizes de uma equaclo algebrica de
qualquer gréo é

L=

£t po ;IE—;-E‘pm‘ 'F’%'f et pa— VE,:;]

n|

como immediatamente se deduz, substituindo na f6rmula acima
demonstrada

z=Xo+puX;+paXe+ ...+ pu*1X,y,
as expressoes precedentes das funccdes X, e pondo

fr=—Ap—1.
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Lagrange demonstrou que as quantidades

E'I'l E!"' Es- - ey El—l

eram raizes de uma equagdo de grio n— 1, denominada equagio
reduzida

P F R Pl REFRe=0....... ()

cujos coeflicientes se exprimem em funcgio dos coeflicientes da
proposta por meio de uma equagio do gréo

1.2.3...(n—2);
logo as funcgoes X, sdo raizes do gréo n das raizes da equacio
reduzida

ou

onde

Logo as raizes da equagio reduzida exprimem-se em funcgiio
dos coefficientes da proposta pelas formulas

Ear = (K, )1

4 El n ‘l‘(pt-i-i:].[‘l:}?g'f'i)...l‘{p,.q-!-‘l}

dr—1 {a.'!'
oL
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onde

p=p1+patpst ... +Pput
g=m—(n—1)p

14+pr+2pe+3ps+ ...+ (n—1)ps—q =r (mod. =n).

Conhecidas assim as raizes da rednzida podemos determinar
a somma das suas potencias similhantes, e pelas férmulas de
Newton calcular depois os coeflicientes da reduzida em funcgiio
dos coeficientes da proposta.

Os coefficientes da equacio reduzida podem calcular-se muito
mais simplesmente.

Com effeito, as raizes da equaciio reduzida

s G2 B3 ooe Bamt
exprimem-se em funccio das raizes
Loy Dy, Dys Xy 10 End
pela formula
E=(xo+pa +otzat ...+ law)”,
onde p & dado pela equacdo

Pn_l =0;
p—1

desenvolvendo pois esta expressiio ¢ attendendo 4 periodicidade
das raizes da unidade, a forma geral das raizes da equagdo re-
duzida em funcglo das raizes da equagiio proposta serd

E=Xot+eX+2Xg+ .. 1 Xy,
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onde X', siio funccdes racionaes e inteiras das raizes

Ty Ty T3y TP oo s Ty—is

mas estas raizes exprimem-se em funcglo dos coefficientes da
proposta por meio dos integraes definidos (n); logo, calculando
as sommas das potencias similhantes das raizes

El' E!i Eﬂl ", n E?l-l!

determinam-se pelas formulas de Newton os coefficientes da equa-
¢iio reduzida em funcglio dos coefficientes da proposta por meio
de integraes definidos.

A forma geral das raizes de uma equagio algebrica de qual-
quer gréo

.‘.I:‘:"+Ag_1w""'+ v A+ Ap=0
& pois

emt ot VBt Vit eV,

onde

Etr &2 E80 o oo Bt

s8o as raizes da equacio reduzida
Bt 4 Ro—y B2+ ...+ Rys+Ro—=0.

Este notavel theorema, demonstrado por Lagrange em 1771,
foi a origem da theoria das equagdes abelianas.

e
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SOBRE UM PROBLEMA DE ALGEBRA ELEMENTAR

FOR

J. C. O’NEw. pE MEDEIROS
Deduzir o desenvolvimento de ™+ =™ expresso em
s=altat.

Esta relacio entre e z dé
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e, fazendo por simplicidade

)i+ Yt — 1
=t § o V O —

ou inversamente. ;
Assim, pois, designando em geral por

a-b
i
210
i
a somma das determinagdes individuaes successivas de [{i), cor-
respondentes respectivamente aos valores inteiros e posilivos de

i=a, at1, a+2, ... (a+b),

teremos, na supposiciio de ser m um numero inteiro,

m
am =+ VB =T+ 1) [mCi] en—i (V R 1)i]
0

L]

g = (t—V E— 1= I} (— 1)} [mCi en—t (V2 1)}
0

ol inversamente; mas, quer se tomem o valores de ™ e &a—™
taes como estdo escriptos, quer se attribua a a™ o de 2= e
reciprocamente, a sua somma & sempre a mesma.

Ora, como n'estes valores slo eguaes e de signaes contrarios
todos os termos, que correspondem a i impar, isto &, todos os
termos d'ordem par, sendo os restantes identicos, claro esta que
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do dobro d’estes ultimos precisamente deverd constar a somma
dos mesmos valores. Podemos por conseguinte representar esta
somma como se segue

1{m
bt .
o= 3 | [mC2e] % (2—1)i]
“ |

onde se quer exprimir pela ambiguidade do limite superior
1 |\m
ﬂ*m—l

1 e A
impar; de maneira que deverd ser Em noe primeiro caso e

a consideracdo dos casos respectivos de ser m par ou

i ’ e
g (m— 1) no segundo. E como pela notagio adoptada é

B—1)= T (=1 lica] e,
a=0)

a expressdo precedente (ransforma-se em

%iu—l =i
antam=2 ¥ |[mC2]m-2, 3 |(—1)*[iCx] 2i—22|
] a=—(
ou
1|m
2 {m—1 a=i
ot rn= 3 |[mC2].2. 3 {(—1)=[iCa] 2|
0 2—0 |

ou, finalmente, attendendo a (d) -

1
E’:—l a=i =m—1a |
6).. artom= 3 )mC2].2. T (—1)*[iCa] 5oz
0 "' ol it

-
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Tal ¢ pois a formula que da 2™ + z—™ expresso em
g=gl4 21,

Para se obter este desenvolvimento, ordenado segundo as po-
tencias decrescentes de 3, dar-se-hlo successivamente a a os

valores 0, 1,2, 3, ... %i- ou

par), e tomar-se-ha i respectivamente desde i=x até i=

(conforme for m par ou im-
1{m

2 'm—-l
(na mesma conformidade de ser m par ou impar); de maneira
que, designando por

K.

i ! -_— e
q“, ....... o E s e Ew .. Al'— 2”‘__*=

o coefficiente d'um termo d’ordem qualquer a1, serd

Fhat

bos) v Ko =(—1)" % 12 [iCa] . [mC2i]}.

Ora a construcgio d'este valor, e por conseguinte do valor de
A, & na verdade assis complicada; mas ¢ muito de presumir
Tw se torne mais simples fazendo-o depender do valor prece-
dente Kx—y, visto ser

Lr'
2 {m—1

Ko= 3 |2.[mC2i]|=2",
0

« portanto, [(q.)]

{q.u) " TR S o P ﬂO‘——'-
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Para o conseguir notaremos primeiro que, sendo, como se
sabe,

2 (Ca] = 20 [ 1) € fa— 1]

[(mC2i] = 3 [(m— 1) € (& —1)]

2[iCa] . [mC2] = = [i—1) C(a—1)] . [(m— 1) C (2 —1)],
@

e portanto, [(na)]

1jm
T{m—

(We) Kam=(— 1*= E [(i—1)C(z—1)]. [(m—1)CRi—1)]}.

Mudando z em 2— 1, tanto em (n;) como em (n',), obter-se-ha
Wa)

2 {m—1

Kact=(—1)*—1 3 [2[iC(a—1)] . [mC2i)|

1Im

1
2 (m—1
K=t 5 3 {02 (-t CE-1);

Sendo agora, como tambem ¢ sabido,

%+ 1
(mC2i] = i“—mi [mC (2i—1)] =

m+l

%o mC (2 — 1] — [mC (@i — 1],
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2 [iC(a— 1)) . [mC2i] =" G e~ 1)] . [mC(2i— 1)
2 [iC(s— 1)] - [MC2i—1)]
m—+1

a—1

[i—1)C(a—2)] . [mC(2i—1)]—2(iC(a—1)] - [mC(2i—1)]

que pela substituicdo de
[iC(a—1)] = [(i—1) C(a—1)] + [(—1)C(a—2)]

se transforma em

2[iC(a—1)] . [mC2i] = EE? [(i—1)C(z—2)] . (mC(2i—1)]

—2[(i—1)C(a—1)] - [mC(2i—1)]
ou, finalmente, mudando m em r;t— |

2[iC (a—1)]. [(n—1) C2] =22 2 (1) Ca—2)

> [(m—1)C(@i—1)] —2 [(i—1)Cla—1)] . [(m—1) C(2i—1)].

Se tomarmos o sommatorio d’ambos os membros d’esta equa-
: . Him i
cio, desde i=a—1 até e~ e multiplicarmos por
m—
(—1)s—1=— (—1)*, obteremos (attendendo a (ns—i), (Wa—1)s
(w'.), e representando por

m

(Kl—i)m—|
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aquillo em que se torna K,y pela mudanca de m em m—1),
obteremos, repito, o resultado seguinte

n —92:+42 2
K orplaRtagh’ g
m m

d'onde se deduz

—Ka—g(m—2a+2)+m(Ksry),,
2

K;=
e finalmente [(qa) e (qa—1)]

— 2:&;_1 (m—?: +2:I +m (:;a-!.)m. 1

{0;}.-.. Al=

-4
Por meio d’este symbolo geral, ficando subintendido o valor
inicial (gp), se acham successivamente |
—2m+m m
Ve A
+2m(m—2)—m (m—l) m (m—3)
R 1 Ll i
A = 2m (m— 3)(:?:——-1)+m mn—ij{m—i} m (m—%)(m—35)
e Lk 1 oo (Y
!‘_+E‘.m(m—4j{m—5)[m—ﬁ}—m( —1)(m—5) (m—6)
s 1.2.3.%

m(m—5) (m—6)(m—7]

i 1.2.3.4

e assim por deante.
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Observa-se porém que cada uma d’estas determiriagdes indivi-
duaes se obtem sem dependencia da precedente, dando a a os

valores 1, 2, 3, ... %{:_ (" na expressio

(m—a—1)(m—a—2)... (m—2x+1)
1.2.3 ... 4

ﬂ,=(— 'l}"m

¥

que ficard completamente genernlisada, se se demonstrar que,
sendo verdadeira para &, tambem & verdadeira para a+ i. Ora,
segundo a formula (Qa), temos

4 =-(-1)’-.2m(m-u-—l)...(m—Qr:—H}
o 1.2.3...a(z+1)

(—1)2m(m—1)(m—a—2) ... (m—2a)
Y ey LY i

+

m(m—a—2) (m—a—3)...(m—2a) (2m—2a—2—m+1)
1.2.3...(a+1) %

= (—1)*+!

m[m—(at+1)—1] [m—(a+1)—2] ... [n—2(e+1)+1]
1.2.3... (a+1)

— ()

expressio que se forma como a precedente, pois nlio é mais do
que esta mesma depois da mudanga de a em et 1.

D'esta observacdo resulta transformar-se definitivamente a
férmula (s) n’est'outra

!.i"'

m—1

xm+z—m=z“+! S [:_l)lm[:m-—m—l)(m—u— | [:m—i’!az--I-I)ﬁm_!l
1

1. 2.8 .. .

que ja ndo offerece difficuldade alguma de construccio.

s e .




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

BIBLIOGRAPHIA

M. da Terra Pereira Vianna.— Influencia das cargas em movi-
mento sobre as vigas rectas.— Lisboa, 1882.

A doutrina de que se occupa o sr. Terra Vianna no seu opus-
culo & importante pela applicagdo que tem na construccio das
pontes metalicas.

No primeiro capitulo vem o estudo das vibragies das vigas
rectas, suppondo a sobrecarga concentrada n'um ponto, tanto
para o caso da viga estar appoiada em dous pontos, como para
o caso de estar encastrada. O problema, n'estas condigdes, foi
resolvido pelo sr. Phillips. O sr. Terra Vianna emprega o me-
thodo d'este engenheiro, sem despresar, como elle fez, a inercia
de toda a carga permanente e a inercia proveniente das rolacdes
em sentidos alternadamente oppostos das seccdes normaes da
viga. No caso da viga encastrada as rotagdes das seccdes nor-
maes tém uma influencia importante, pois que mostra o sr. Terra
Vianna que ¢ da ordem dos termos que o sr. Philipps conservou na
solugdo. Os caleulos do sr. Terra Vianna differem dos do sr. Phil-
lips porque aquelle rectifica um erro d’este engenheiro, erro que
nio introduziu differenca no resultado final, mas complicou o cal-
culo e obrigou a despresos de termos que inflluiam na ordem da
approximagio escolhida.

No capitulo segundo do seu opusculo tracta o sr. Terra Vianna
da vibragdo das vigas quando a sobrecarga estéd uniformemente
distribuida, no caso de a viga estar simplesmente apoiada, no
caso de estar encastrada, e no caso de estar apoiada n'uma
extremidade e encastrada na outra. O primeiro caso tinha ja sido
tractado pelo sr. Renaudot, despresando a inercia devida as os-
cillagdes das seccdes transversaes e a forca da inercia centrifuga
composta da sobrecarga. O sr. Terra Vianna no seu estudo nio
faz estes despresos, e o seu calculo ¢ mais simples do que o do
sr. Renaudot, porque este engenheiro commetteu o mesmo erro
que o sr. Phillips.
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Por esta rapida noticia se v& quanto interesse offerece o livro
do nosso illustre engenheiro.

Accrescentaremos ainda que este livro foi escripto para o con-
curso a uma cadeira da eschola polytechnica do Porto, onde o
auctor & actualmente professor.

Hermite (Ch.). — Cours professé a la Faculté des Sciences de Paris
pendant le 2.* semestre de 1881 & 1882. Rédigé par M. An-
doyer.— Librairie A. Hermann, 1882.

O sr. Andoyer fez um grande servico & sciencia colligindo as
sabias prelecgdes feitas pelo sr. Hermite na Faculdade das Scien-
cias de Paris. Aquelles que ndo tiveram a felicidade de ouvir este
grande mathematico, poderdo pela leitura d’esta obra [azer idéa
da altura do ensino do illustre professor n’aquelle estabeleci-
mento de instrucglo.

Para vér o cuidado que o sr. Hermite teve em pdr os seus
ouvintes ao corrente das ultimas descobertas feitas na sciencia,
vamos dar uma noticia rapida dos assumptos de que elle se oc-
«upa.

I:hv, primeiras cinco lighes sdo destinadas & applicagdo do cal-
culo integral & rectificacdo das curvas, 4 quadratura das dreas
planas e & determinaglo das areas e volumes dos corpos, questdo
de que elle ji tractira no seu Curso d'Analyse.

Passa em seguida 4 doutrina das funegdes de variaveis imagi-
narias. A licdo 6.* & destinada aos primeiros principios d'esta
doutrina. Ahi tracta da representagio geometrica das funcgdes
de variaveis imaginarias e das consequencias d’esta representacio.

Passa dePois (ligho 7.") & defini¢io de integral definido, que
-extende primeiro as funcgdes imaginarias e depois fs luncgdes
de variaveis imaginarias. Dé alguns theoremas, devidos ao sr.
Darboux, sobre os integraes definidos das funcgdes imaginarias,
« applica esses theoremas para extender s funcgdes imaginarias
o theorema de Taylor.

Vem em seguida (ligio 8.*) a theoria, devida a Cauchy, dos
integraes definidos quando os limites sdo imaginarios, que elle
expde seguindo o caminho aberto por Riemann.

Na ligio 9." faz applicagio da importante formula de Cauchy,
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que di as funcgdes expressas debaixo da forma de integraes cur-
vilineos, 4 deduecho da formula de Taylor no caso das variaveis
Hmaginarias.

Nas ligdes seguintes (10.%, 11." e 12.*) expde as admiraveis
descobertas [eitas n'estes ultimos tempos pelos srs. Weierstrass
e Mittag-Lefller sobre a theoria difficil das funccdes uniformes.
Vem primeiro a decomposicio em factores primarios das func¢des
holomorphas, decomposicio devida ao sr. Weierstrass. Em se-
guida vem a expressdo analytica de uma funccdo uniforme tendo
polos e pontos essenciaes em numero qualquer, finito ou infinito.

Passa depois ao integral euleriano de segunda especie, que
considera como uma funccio analytica, e ao qual applica os prin-
cipios anteriormente estudados (lighes 13.%, 145.% e 15.%).

Na ligho 15.* mostra que a nocio de linhas de descontinuidade
(coupures), a que Riemann chegou pela consideraciio dos integraes
tomados entre limites imaginarios, apparece naluralmente logo
no principio do Caleulo integral pela consideracio de integraes
defimidos das funccides racionaes.

Na licho 16." applica a no¢do das linhas de descontinuidade
& determinaciio de alguns integraes definidos, os quaes acha tam-
bem pela applicagdo do theorema de Cauchy relativo ao integral
de uma func¢lo aniforme tomado ao longo de um contdrno fe-
chado. .

Na licio 17.* mostra a existencia, reconhecida pelo sr, Weiers-
trass, de linhas de descontinuidade nas funcgdes, e de espagos
lacunares. N'esta mesma ligio e na seguinte tracta da resoluciio
da equacio G(z)=0, onde o primeiro membro é uma funcclio
holomorpha da incognita. Apresenta a doutrina de Cauchy rela-
tiva 4 separaclio das raizes, e a expressio d'estas por meio de
integraes definidos. Depois vem a serie de Lagrange demonstrada
pelo caminho seguido pelo sr. Rouché, e a sva applicacio ao
problema de Kepler. A proposito d’este problema vém por inci-
dente os polynomios de Legendre.

Passa em seguida aos theoremas de Eisenstein e de Tchebit-
cheff, que dio condicdes a que devem satislazer as series que
satisfazem a uma equaclo algebrica, e as series que resultam de
funccdes compostas de funcedes algebricas, logarithmicas e expo-
nenciaes. .

Segue-se o estudo das funcedes multiformes, provenientes da
integracio das funcgdes uniformes e multiformes.
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As ultimas ligdes sdo consagradas ao estudo das funcgdes elli-
pticas, e estas slo tanto mais interessantes que o sr. Hermite
tem sido um dos que tem concorrido efficazmente para a consti-
tnicio d'esta doutrina importante e difficil.

H. Brocard. — Etude d’un nowveau cercle du plan du triangle.

Se n'um triangulo ABC tomarmos dous pontos O e O’ deferi-
dos pelas igualdades

OBA =0CB = 0AC,
O'AB=0'BC=0CA;

@ se tirarmos depois as linhas que os unem aos verlices do trian-
aulo, estas rectas, cortando-se, determinam (res novos pontos.
Estes tres pontos, os pontos O e O, o centro do circulo circum-
scripto a ABC e o centro das medianas anti-parallelas sio sete
pontos do mesmo circulo.

O sr. Brocard estuda as propriedades d’este circulo n’este in-
teressante trabalho, que foi publicado nas Actas da Associagdo
franceza para o progresso das sciencias (Congresso d’Argel).

F. Frenet.— Recueil d exercices sur le Caleul infinitésimal.— 4™
édition. — Paris, 1882.

A primeira parte d’esta obra traz trezentos e trinta e seis exer-
cicios, relativos ao Calculo differencial e suas applicagdes analy-
ticas e geometricas. A segunda parte consta de seiscentos e trinta
e quatro exercicios relativos ao Calculo integral. A terceira parte
consta de cincoenta e um exercicios relativos a questdes que per=
tencem indifferentemente aos dous ramos da Analyse.

A maior parte dos exercicios que o sr. Frenet escolheu sio
relativos a férmulas ou theoremas que tém importancia na Ana-
lyse, de modo que quem fizer estes exercicios, a0 mesmo tempo
que se desenvolve nos principios do Calculo infinitesimal, que tem
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de applicar, fica com uma collec¢io preciosa de resultados im-
portantes.

Muitos dos exercicios slio relativos a questdes celebres na his-
toria das sciencias mathematicas, e n'este caso o sr. Frenet tem
sempre o cuidado de dar indicagdes a este respeito.

Por esta circumstancia, e pela elegancia da maior parte das
solu¢des, torna-se muito recommendavel o livro do sr. Frenet.

P. Mansion.— Introduction a la théorie des déterminants, — Gand,
1882 (2 édition).

O fim do sr. P. Mansion n'este livro, escripto para uso dos
Institutos de instrucclio secundaria, ¢ prepasrar os alumnos para
comprehenderem a theoria geral dos determinantes pelo estudo
anterior de alguns casos particulares. Para isso expde com toda
a clareza a doutrina relativa aos determinantes de cl:ms e de tres
columnas. O objecto de cada capitulo é o seguinte:

Capitulo I.  Defini¢des e propriedades.

Capitulo II. Calculo dos determinantes.

Capitulo III. Applicagdes.

No capitulo das applicagdes tracta da eliminagio entre equa-
¢des do primeiro grio a duas e tres incognitas, e entre algumas
equacdes de grio superior.

G T.

B e
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SOLUCAD DA QUESTAO PROPOSTA N. 2i

Achar as solugdes inleiras da equagdo XT=y* sem recorrer aos
logarithmos.

Ha primeiro um numero infinito de solu¢des correspondentes
i egualdade x =y.

Para as outras, representemos por m um coefliciente arbitra-
rio, differente da unidade, e facamos

T =my,

o que da
™ =mT ., y7,

d'onde
Y = y(m—1l1,

ou, pela extraccdo da raiz do grau y nos dois membros

m = y*—1,
d’onde tambem
T=1";
por consequencia
! 15
|y =m &)
' r1
z=m 1/

Como a equaclio dada deve ser resolvida em numeros inteiros,
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achamos facilmente, pelos differentes valores que arbitramos a m,
as seguintes solucdes unicas que resolvem a questio proposta:

=2
=24
MARTINS DA SmvA.

QUESTOES PROPOSTAS N.* 22, 23, 24

N.® 22, Provar syntheticamente que as superficies empenadas,
geradas por uma recta que se move apoiando-se sobre tres dire-
ctrizes rectilineas, sdo de segunda ordem; e deduzir as proprie-
dades principaes d’estas superficies, especialmente sob o ponto
de vista d’este modo de geragdo.

A. ScHiaprs MONTEIRO.

N." 23, Sommar a serie

%eﬂ‘.x+ )

G. T.

N.? 2%. Provar que ha um numero infinito de modos de des-
envolver uma [racglio simplesmente periodica em uma serie da
forma

al 0=t + mal0—2b + m2al 0= 4+ m3al 0—ib4 , . .

BmceEr HANSTED.
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