MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS i1

niques (%) et (3) ont toujours un double contact avec ses coni=
ques.

@8. Si nous remplagons le couple de cercles directeurs (E)
et (I) par d’autres couples de cercles directeurs de la suite de cer-
cles ayant méme axe radical que ce couple de cercles, nous recon-
naitrons immédiatement qu’il faut un couple différent de ces nou-
veaux cercles directeurs pour chaque suite de cercles générateurs
des coniques (2) et (x); d'oln il résulte que les deux suites de
eouples de cercles focaux répondant & ces deux suites de couples
de cercles directeurs seront distinctes entre ces coniques, et,
par conséquent, elles ne seront cyclomofocales que par rapport
auzx cercles focaux (E") et (1), répondant auz cercles directeurs
donnés.

Ces cercles focaux seront vraiment deux cercles doubles de deux
suites de cercles focaux des coniques (3) et (¥'), par rapport &
leur axe de symétrie CC,.

En prenant la suite de cercles directeurs ayant méme axe ra-
dical que le second couple de cercles directeurs (I,) et (E,) de
ces deux coniques, on retrouvera évidemment ces mémes suites
de cercles focaux.

@3. Lorsqu'au lieu de couples de cercles directeurs quelcon=
ques, pour engendre chaque conique (3) et (Y') (fig. 3), nous
prenons des couples de cercles directeurs correspondants. (fig. 5),
il est évident que & ceux-ci répondront des couples de cercles
focaux égaux. Si, dans la série de couples de cercles directeurs
correspondants, il y a des cercles tangentiels, par rapport & I'une
ou l'autre série de cercles générateurs (n.° 51), les cercles du
couple de cercles focaux de la conique respective, relatifs & ce
couple de eercles directeurs, auront, comme on sait (n.* 48), des
dimensions infinitement petites, c’est-i-dire des rayons nuls, ou
deviendront les points focauz de cetle conique, et l'axe de sy-
métrie CC, de celle~ci représentera en direction son axe focal
ou principal.

‘Dans les cas oil les cercles directeurs tangentiels sont imagi-
naires (fig. 5 b), et, par suite, il en est de méme des cercles
focaux de rayons nuls, ou des points focaux sur CC,, il y aura
alors des cercles focaux minima de rayons finis, comme on le
verra.

D'ailleurs, au cercle directeur correspondant double (réel ou ima=~
ginaire) d'une conique (12) (n.° 58) répondra un cercle focal égale-
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ment double (réel ou imaginaire) concentrique ou homocentrique a
celle conque.

Ainsi nous voyons qu’ une conique quelconque (12), par rapport
a la ligne des centres CC, de ses cercles directeurs a une série de
cercles focauxs symétriquement égaux deux a deux, contenant deux

coincidents, ou vraiment un cercle double (réel ou imagi-
naire) concenirique @ celle conique, laquelle aura un double con-
tact avee tous ces cercles.

@8. Délermination directe des azes.— Considérons une co-
uvique quelconque (L) (fig. B, 5 a, 5 b et B ¢), et, prenons deux
(E) et (I;) de ses cercles directeurs, dont la sécante commune
est Gy, ainsi qu'un (w) de ses cercles générateurs.

Cela étant, déterminons le centre radical ¢y de ces trois cer-
cles, et le pole ¢, de la sécante 66,, par rapport au cercle gé-
nérateur. (w); alors la perpendiculaire wpys, abaissée de son
centre w sur la droite 9yp.pu, unissant ces deux points, coupera
la ligne CC,, des centres de la série de cercles directeurs, au
point &, lequel, comme on sait (n.° 58), sera en méme temps le
centre du cercle directeur correspondant double (réel ou imagi-
naire), et de la conique engendrée (12), qui aura, done, pour axe
(réel ou idéal) le diamétre du cercle focal respectif perpendiculaire
a la droite CC,, ou le diamétre suivant lequel il y a lieu le double
contact entre ces courbes.

Dans le cas oi la droile gypa coupe le cercle générateur (w),
élant ¢, et ¢, les points d'intersection (fig. 5 et 5 b), les droites
Gote €L a,¢'; seront deux rayons du cercle directeur correspon-
dant double (u,,l,‘i; et le cercle focal double respectil (s,m,),
étant enveloppe des rayons we, et we' du cercle générateur, les
perpendiculaires s,m, et 5,m’, abaissées de s, sur ces rayons,
seront deux rayons de ce cercle focal, dont le diamétre say per-
pendiculaire & CC, sera un axe de la conique (£2).

Maintenant passons & déterminer I'autre axe situé sur la droite

CC,.

Ci]tant C;M,, la droite unissant le centre du cercle directeur (1)
au sommet M,, du rectangle auxiliaire M, M M’ M’y (n.° 17 et 32),
et étant @, la perpendiculaire @ son point milieu G,,, détermi-
nant sur la corde bag du cercle directeur (E) le point w de la
conique considérée (£2), ou le centre du cercle générateur (w),
quand cette corde tourne autour de C, ou roule sur le cercle
focal (E") la droite CyM,, tournera autour de C,, et le point
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d'intersection w de la perpendiculaire @, et de cette corde dé-
crira la conique.

Ainsi, l'intersection de cette conique avec la droite CC,, ou la
détermination des points sommets de son second axe sera ramenée
& obtenir les positions du vecteur tangentiel ou roulant mgew et
de la perpancEculaire @g,w dans le cas ou ces droites s'entre-
coupent sur CCy, ou bien quand ces trois droites sont dites con-
gruentes (n.° 57).

Mais si, au contraire, nous supposons fixe la corde ba'y, ou le
vecteur tangentiel maw, et faisons tourner la droite CC, autour
de C, la droite C,M,, tournant alors autour du point My, censé
également fixe, nous pouvons aussi obtenir la congruence des trois
droites considérées, sans altérer leurs positions relatives, en ra-
menant ensuite les points de concours dans leur véritable position.

Or, le point générateur w de la conique ((2), se trouvant tou-
jours équidistant du point fixe M,, et du point C,, qui décrira
une circonférence (CC,), les points de concours demandés situés
sur la corde ba'y, ou sur le vecteur myw, seront les centres de cir-
conférences (réelles ou imaginaires) passant par ce point fize, et
touchant cette circonférence-la.

D’aprés cela, cette question est donc ramenée i la solution
trés-simple du probléme suivant:

Trouver les cercles tangentes a un cercle donné (CC,), qui pas-
sent par un point donné My,, et dont les centres soient situés sur
une droite également donnée mag.

Solution, — Soit, par le point My, mené un cercle quelcon-

que (o: M,.) avec le centre w sur maw, et qui coupe la circonfé-

1
rence (CC,) en deux points 4,4; et par le point » ol la sécante
vt/ commune a ces cercles coupe la perpendiculaire M, M;M,,
abaissée de M, sur myw, on ménera & la circonlérence (CC,) les
tangentes: les points de contact seront les points ou les circon-
férences cherchées touchent cette circonférence.

Pour en trouver les centres on tracera les rayons qui vont aux
points de contact, dont les intersections avec le rayon vecteur
myw serout’ les centres demandés, lesquels on rapportera ensuite
sur la droite CC, ou CCa en véritable position par les respectifs
arcs de circonférences décrites de C comme centre.

Considérons, done, le cas ol nous pouvons du point » tirer les
tangentes ul, et ¢ & la circonférence (CC,) (fig. 5 et 5 a), dont

8
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les rayons Gt; et C¢,, qui vont aux points de contact £, et ¢y,
coupent le rayon vecteur tangentiel mgw aux points et ', Ces

points d'intersection ramenés sur CC, par les arcs de cercle

wv et o décrits du point C comme centre avec Cw et Cg pour
L | v 1 v L]
rayon [en sorte que les points de contact ¢, et ¢y viennent se'con-

fondre avec le point C,) donneront les points sommets demandés,
qui déterminent I'aze vyv'y situé sur CC,.

@9, Discussion.— Considérons (fig. 5 et 5 b) le triangle auto-
polaire 9192 @, 0u conjugud, par rapport au cercle générateur ()
(n.° B8), et dont les sommels gy et g, sont respectivement, comme
nous savous, le centre radical de ce cercle et des cercles direc-
teurs, et le pdle de la sécante 69, commune & ces cercles direc-
teurs, sur laquelle se trouve continuellement le coté gypqe de ce
triangle.

Ainsi, toutes les fois que le sommet gy sera extérieur au cer-
cle (w), I'un quelconque des deux autres sommets ¢4 ou g, sera
intérieur a ce cercle, lequel coupera alors le cOté gy 9a, opposé
au sommet g3, et, par suite, le cercle directeur double sera réel.

D’aprés cela, le cercle focal double d'une conique quelconque (L)
sera réel, et, par conséquent, il en sera de méme de son axe per-
pendiculaire a la ligne des centres des cercles directeurs:

1.° Dans tous les cas ot le cercle générateur (w) de celte conique
aura pour sécante idéale la sécante (réelle ou idéale) 09, commune
a ses cercles directeurs (fig. B).

2.° Quand le centre radical 3y de ces trois cercles sera intérieur
@ ceux-ci, c'est-d-dire, toules les fois que les cercles directeurs se
coupant en deux points réels %o, ), l'un seul de ceuz—ci sera intérieur
au cercle générateur (fig. 5 b).

Dans le cas particulier oii le cercle générateur touche la corde
commune 2% de ces cercles directeurs (fig. 5 b), les sommets
1 et 9o comncidéront avec le point de contact Pu (fig. 5 ¢), et,

par conséquent, le triangle autopolaire, ayant un coté nul, se
réduira au segment double ¢4¢,, ou correspondant i deux cdtés
]

coincidents. Alors la perpendiculaire wp, abaissée de o sur g19.

étant parallgle & CC,, le centre du cercle directeur correspondant
double, ou le centre de la conique engendrée se trouvera & I'in-
fini; d'oir il résulte que ce cercle directeur double sera I'ensemble
de la sécante commune aux cercles divecteurs et de la droite paralléle
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@ celle-ci située d Uinfini, et le cercle focal double se trouvera tout
a fait a Uinfini.

D'ailleurs ce cercle directeur de rayon infiniment grand ou
cercle directeur aperantique sera en méme temps tangentiel (n.°
5t).

)Si le sommet g du triangle autopolaire ¢1gap.  est intérieur
au cercle () (fig. 5 a et 5 d), les sommets g, et g_ étant ex-
térieurs, le cOlé g, sera une sécante idéale de ce cercle, d’oit
il résulte que le cercle directeur correspondant deuble sera ima-
ginaire,

Donc, le cercle focal double d'une conique quelconque deviendra
imaginaire, et, par suite, son aze perpendiculaire & la ligne des
centres des cercles directeurs sera idéal:

Quand la corde commune @ ces cercles directeurs, étant idéale,
est toujours coupée reellement par le cercle générateur (fig. 5 a);
el, étant réelle, elle est coupée soit intérieurement soit extérieure-
ment par ce cercle générateur, c’est-i-dire, entre ses extrémilés, ou
sur ses prolongements (fig. 5 d).

Considérons maintenant I'axe coincidant en direction avec la
droite CC,.

Le cercle M, passant par le sommet M,, du rectangle auxi-

liaire I\IMMNI;I'..M’M passe de méme par le sommet M,, de sorte
que le coté MM, déterminant la conique considérée ((2), sera
aussi une corde de ce cercle.

Cela étant, si la corde M, M, du cercle (wM,,) est coupée en

deux points intérieurement ou extérieurement par le cercle au-
xiliaire (CCgy), ou bien n’est pas coupée par ce cercle, c'est-a-
dire, si ses extrémités sont toutes deux extérieures, ou toutes
deux intérieures & ce méme cercle, le point d'intersection » de
cette corde avec la corde 1/ commune & ces cercles se trouvera
extérieur a ceux-ci, ou sur les prolongements de ces mémes cor-
des; d'ou il suit que les tangentes menées par ce point seront
réelles, et, par suite, il en sera de méme des points sommets si-
tués sur CC,.

Quand la corde M, M, du cercle (wM,,) est coupée en un seul

1
point extérieurement ou intérieurement par le cercle auxiliaire
(€C,), ou l'une seule de ses extrémités est intérieure ou exté-
rieure & ce cercle, le point d'intersection n de cette corde et de
la corde v commune & ces cercles sera intérieure a ceux-ci, et,
E
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il en résulte que les tangentes tirées par ce point seront imagi-
naires; donc, etc.

Dans le cas particulier ol le cercle auxiliaire touche la corde
M, M,, ou quand cette corde est elle-méme l'une des tangentes
menée par % & ce cercle, le rayon de contact coincidera en direc-
tion avec le rayon Cmy du cercle enveloppe (E') relatil au cercle
directeur (E), et alors son point de rencontre avec le rayon vee~
teur roulant mgw se trouvera & U'infini, et il en sera de méme
d'un des sommels cherchés.

1l résulte de ce qui précdde:

1.° Que l'axe de la conique engendrée, situé sur la ligne CC,
des centres de ses cercles directeurs, est réel toutes les fois que dans
le rectangle auiliaire My MM .My, le cdté My M, déterminant celte
conique sera coupé én deux poinls extérieurement ow iniérieure-
ment par le cercle auzxiliaire (CCy), ou ne sera pas coupé par ce
cercle.

Observation.— Si le cité générateur My, My, ou son prolonge-
ment est touché par le cercle auxiliaire (CCy), I'aze demandé de-
viendra infini. e ’ .

2.° Que l'axe situé sur CC, sera idéal quand le cércle:auaxi-
liaire (CC,) coupera en un seul point intérieurement o extérigure-
ment le cdté My, M, du rectangle augiligire, ou enveloppera seule-
ment l'un des sommets M,, ou Mg, S g

Observation. — Comme nous savons, dans ce mode de généra-
tion des coniques, que nous étudions, il y a des cas lous parti-
culiers oil ces coniques deviennent évanouissantes, comme il arrive
quand les tangentes, que nous venons de considérer, sont coin-
cidentes, quand le cercle générateur (o) touche la corde A3, des
cercles directeur dans I'une ou l'autre de ses extrémités; ete., ete.;
mais nous n'entrons pas ici en tels détails, puisque nous avons
cru que ce serait prolonger inutilement cette discussion et la
rendre trop fatigante.

7@. En considérant encore dans le rectangle auxiliaire
M, M M, M, le coté M, M,, déterminant la conique (£2) (fig. 5,
5 a, 5bet5 c), si nous supposons que ce colé ou segment auxi-
liaive tourne dans le méme sens autour du points C,, il pourra
ou non, pendant ce mouvement, passer par ce point.

Or, dans le cas oit ce segment M, M, ou son prolongement
passe par ce point Gy, il se confond, en direction, avec le vecteur
auxiliaire C,M,,, et alors la perpendiculaire Gy, élevée sur le

i ehy
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milieu w,, de ce vecteur deviendra paralléle au rayon vecteur
roulant mgw, et, par suite, le point générateur w de la conique
considérée (£2) sera rejeté @ l'infini, ou bien le rayon de son cercle
générateur (w) deviendra infini.

Ainsi les directions reélles ou imaginaires du segment considéré
M, M, passant par le point C, seront données par les tangentes
reélles ou imaginaires menées par ce point au cercle auxiliaire
CM), enveloppe de ce segment.

Donc, la conique () aura @ U'infini deuz points imaginaires,
(deux points réels distincts, ou coincidents, c'est-a-dire, elle aura,
dans la série de ses cercles générateurs, deux cercles de rayons in-
finis imaginaires, deux cercles de rayons infinis réels distincts ou
coincidents, suivant que la circonférence enveloppe auziliaire (CM)
aura le point C, situé intérieurement, exiérieurement ou sur elle-
méme.,

Autrement.— Si au lieu de faire tourner le rectangle auxi-
liaire ou le segment M, M, autour de C, nous le regardons fixe,
et faisons tourner la droite CC, autour de C (ce qun n'altére pas
les positions relatives des points et des lignes, que nous considé-
rons) le vecteur auxiliaire C;M,,, tournant alors autour de M,,.
seulement se confondra, en direction, avec ce segment, quand le
cercle auxiliaire (CC,) coupera ou touchera ce méme segment
prolongé indéfiniment. Ainsi la perpendiculaire w, o sur le mi-
lieu @y, de C,M,, devenant paraliéle au vecteur roulant mye, il
ne restera qu'd ramener les systémes de points et de lignes dans
leur véritable position, en faisant, pour cela, coincider successive-
ment avec le point C, les points d'intersection, ou le point de
tangence entre ce cercle auxiliaire et le segment considéré.

Donc, la conique () aura a Uinfini deux points imaginaires,
deux points distinets ou coincidents, selon que le cercle auziliaire
(CC,) ne coupe pas, coupe ou touche le segment considéré.

Si nous considérons I'autre segment M’y M’y déterminant la
conique (Q',), nous arrivons pour cette conique a des résultats
analogues & ceux que nous venons d'obtenir pour la premiére
conique (£2).

91. Ces principes posés, passons & considérer, en général,
les différents cas oi les coniques engendrées auront ou non des
poinis et des axes @ U'infini, ainsi que des azes idéauz.

Supposons d’abord que le cercle auxiliaire (CC,) ne coupe pas
le segment M, M, déterminant la conique () (fig. 5). Dans ce
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cas la conique () aura deux points imaginaires & l'infini, et ses
axes seronl tous deux réels,

Considérons maintenant le cas ot le cercle auxiliaire (CC,)
coupe le segment M, M. Si les points d'intersection sont tous
deux intérieurs ou extérieurs au segment considéré, c'est-i-dire
s'ils sont tous deux sur ce segment, ou sur son prolongement
(fig. 6 d et 5 a), la conique (2) aura un axe réel et fini, sur la
droite CCy, des centres des cercles directeurs, et I autre axe sera idéal;
mais si I'un seul des points d'intersection est inlérieur ou exté-
rieur & ce méme segment (fig. 5 b), 'axe de la conique considérée,
situé sur la droite CCy des centres des cercles direcleurs, sera au
contraire, idéal et I'autre réel et fini, cette conique ayant dans tous
les cas deux points réels distinels a U'infini.

Enfin si ces points d'intersection réels situés a I'infini devien-
nent coincidents, c'est-d-dire si le cercle auxiliaire touche soit
intérieurement soit extérieurement le segment M, M, (fig. 5 e et
5 ¢), l'axe de la conique situé sur la droite CC, des centres des
cercles directeurs aura ['un de ses points sommets @ Uinfini, ou re-
présenté par ces points coincidents, et 'aulre axe se trouvera (out
a fait @ Uinfini.

Si nous considérons dans le rectangle auxiliaire le coté My, M,
ou segment déterminant la seconde conique ({2';), nous arrivons,
comme nous savons, aux mémes résultats.

Cela ¢tant, si nous regardons la sécante commune aux cercles
directeurs rejetée & l'infini, qui forme, conjointement avec leur
sécante située & distance finie, un cercle directeur évanouissant,
que mous avons nommé aperantique (n.° 69), il résulte pour les
courbes du second ordre engendrées une classification, qui se
présente d’elle-méme, et qui consiste & les distinguer suivant
qu’'elles sont coupées par cette sécante rejetée a l'infini, on sont
coupées i linfim par ce cercle directeur aperantique en deux
points imaginaires, en deux points réels ou en deux points coin-
cidents.

ce point de vue il y a lieu & distinguer les trois genres de
COI’"[IIIE.'«:

1.° Les ellipses, qui sont des courbes coupées & Vinfini par le
cercle direcleur aperantique, ou par la sécante commune de I'in-
fini, en deux points imaginaires; et, par suite, elles auront tous
leurs points propres ou i distance finie.

2.° Les hyperboles, qui sont des courbes coupées & l'infini par
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ce cercle directéur ou par cetle sécante, en deux points réels,
¢'est-i-dire en deux points impropres.

3.° Les paraboles, qui sont des courbes touchées a l'infini par
ce méme cercle, c'est-a-dire ayant deux points impropres coin-
cidents.

En considérant ces courbes par rappert & leurs axes, nous
avons de méme & distinguer les trois genres de coniques:

1.° Les courbes ayant les deux axes réels ou limitées dans
tous les sens, ellipse.

2.° Les courbes ayant I'une axe réel et I'autre idéal, ou com-
posées de quatre parties indéfinies, hyperbole.

3.° Les courbes ayant un axe infini et I'autre tout a fait & Iin-
fini, ou composées de deux parties indéfinies, parabole,

32. Comme nous savons, les deux séries de cercles généra-
teurs (w'y), (@) cess €t (@), (@g)y ., des coniques (2'y) et (©)
(fig. 5, 5 a, 5 b et 5 ¢) ont pour centres radicaux respectivement
les centres d’ homothésie ou de similitude directe et inverse E', et
E des cercles enveloppes (E') et (I'y) relatils aux cercles directeurs
(E) et (Ia). :

D'aprés cela, nous appellerons conique directe et conique in-
verse respectivement aux coniques cyclomafocales (Qg) et ($2), et,
par suite, la premiére série de cercles générateurs sera dite di-
recte et la seconde inverse.

De plus, en attendant a la génération simultanée de ces deux
coniques au moyens des mémes données, elles pourront aussi étre
nommées coniques sysygocycliques.

Le segment EE', déterminé par les centres radicaux direct et
inverse E/,, et E pourra étre appelé segment augiliaire interradi-
cal, et le segment CCy, déterminé par les centres de ces cercles
enveloppes, étant rayon du cercle auxiliaire (CCy), et conjugué
harmonique de ce segment-la, sera dit le segment auziliaire inter-
central ou radial, que nous pouvons remplacer par ce cercle auxi-
liaire.

Ce segment radial CC, et les segments auxiliaires directe et
inverse M/, M', et M, M,, formant tous les éléments pour la clas-
sification des deux coniques syzygoeycliques (€2) et (), pourront
dtre appelés les segments diatactiques ou discriminants, et I'en-
semble de ces segments sera donc nommé le terne diatactique ou
discriminant de ces coniques.

Observation. — Nous avons vu (n.” 61) que au couple de cer-
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cles directeurs (E), (I) (fig. 3) de deux coniques cyclomofocales
(Z), (") répond toujours un autre couple de cercles directeurs
(E), (L), d'oit il résulte que ces deux coniques ont aussi une
double génération, et, par suite, il en sera de méme des coniques
(£2)s (42's) (fig- B, 5 a, 5 b et B ¢).

D’aprés cela, ce que nous venons de dire par rapport au pre-
mier systéme de cercles directeurs, de cercles générateurs, de
segments auxiliaires, etc., etc., relatif aux coniques (©2), (€,),
est tout a fait applicable analoguement au seconde systéme de cer-
cles directeurs, de cercles générateurs, de segments auxiliaires,
etc., etc., relatil & ces mémes coniques.

73. Comme tout cercle générateur de rayon infini ou aperan-
tique est I'ensemble d'une tangente, commune aux cercles enve-
loppes, avec la droite paralléle rejetée a I'infini, on voit, denc,
que chaque série de cercles générateurs présentera autant de
cercles aperantiques qu'il y aura de tangentes extérieures ou inté-
rieures, communes aux cercles enveloppes, selon que la série con-
sidérée sera directe ou inverse.

Observation.— Nous adopterons & la suite la dénomination de
tangente directe et inverse de préférence a celle de tangente ex-
térieure et intérieure, pour étre en harmonie avec la dénomina-
tion que nous avons donnée aux deux points de concours de ces
couples de tangentes communes, lesquels représentent, comme
nous savons, deux des omblics ou points omblicauz des cercles en-
veloppes (E/), (Iy).

94. Supposons (fig. 5 a et 5 b) que les cercles enveloppes
(E') et (I'y) sont extérieures I'un & l'autre, et soient mgzEn, et
m/';En'; leurs tangentes communes inverses, ou passant par le
centre radical inverse E, et dont les points de contact avee ces
cercles sont respectivement les couples de points mg, n, et m'y, n/,.

D'aprés cela, I'ensemble de ces tangentes avec leurs droites
paralléles a l'infini détermineront les deux cercles générateurs ape-
rantiques (E ) et (E o'), qui coupent aux points S, et §/, la
sérante 60,, commune aux cercles directeurs (E) et (Ly), ou le
cercle directeur aperantique de la conique considérée (£2). Or ces
tangentes se confondant en méme temps avec les sécantes com-
munes aux cercles directeurs (E) et (I,), et  ces cercles généra-
teurs aperantiques, les perpendiculaires S, o et $'; »' @ ces sécan-
tes, auzx points S, et S'g, ot elles coupent b8, étant des rayons de
ces mémes cercles, seront, par suite, deux tangentes d la conique (L),
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dont les points de contact se trouvent a l'infini, ou les asymplotes
de cette conique.

En faisant varier le cercle générateur (w) de (£2) jusqu’ a ce
qu'il vienne se confondre avec le cercle générateur aperantique
(E ), les cordes b3 et B,,3'y, communes a ce cercle-la et aux
cercles (E) et (I,), se confondront avec la secante m,S,n,, et alors
leur point d'intersection gy tombera sur le point S,.

D'ailleurs le pole g, de la sécante 60,, commune aux cercles
directeurs, relatif au cercle (w) se trouvant rejeté & Uinfini, il en
résulte que l'intersection o, de la droite indéfinie S5, o, ou
rayon du cercle aperantique (E =) avec la droite CC,, colncidera
avec le centre de la conique () (n.° 58); et, par suite, en sup-
posant que le cercle (w) vienne aussi se confondre avec le cercle
aperantique (E %'), le rayon 833, %' de ce cercle passera de
méme par le centre de cette conique.

Donc, les asymptotes d’une conique (£2) s'entrecoupent @ son cen-
tre, et, par conséquent, chacune de celles-ci est un diamétre conjugué
d lui-méme.

En considérant dans les cercles enveloppes leurs tangentes
communes directes, ou passant par le centre radical direct E'y,
nous obtiendrons de méme trés facilement les asymptotes de
l'autre conique ({Y',), et, par suite, son centre.

Ainsi lorsque les cercles enveloppes sont extérieurs I'un & 'autre
il y aura pour chacune des coniques syzygoeycliques deux cercles
générateurs aperantiques, et alors elles auront a l'infini deux
points réels distincts: ce cas répondant parfaitement & celui oil
le cercle auxiliaire (CC,) coupe les segments diatactiques ou dis-
criminants M, M, et M';, M'; de ces coniques.

Lorsque les cercles enveloppes (E') et (I'y), (fig. b e et 5 c)
sont tangentes, leurs points de contact deviendront un centre ra-
dical direct E', (fig. 5 ¢) ou inverse E (fig. 5 ¢), suivant que ces
cercles seront intérieurs ou extérieurs 'un & I'autre; et ainsi ils
auront respectivement deux tangentes communes directes ou in=
verses coincidents, ou bien I'une tangente commune directe E'yo0 ,
ou inverse Eso double dont I'intersection avec la sécante com-
mune aux cereles directeurs (E) et (I,) se trouve & l'infini; d'on
il résulte que les asymptotes de la conique respective seront re-
jetées a I'infini et paralléles & la droite CC, des centres de ces
cercles directeurs.

L'ensemble de chacuve de ces tangentes avec sa droite paral-
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léle & 'infini seront donc vraiment deux cercles généraleurs ape-
rantiques doubles (E'yoe ) (fig. 5 ¢) et (Ew ) (fig. 5 ¢) coupant &
I'infini le cercle directewr aperantique double (n.° 69); et, par suite,
la conique relative au centre radical qui représente les points de
contact des cercles enveloppes aura 4 I'infini un sommet de son
axe situé sur la droite CC,, lequel représentera deux points réels
colncidents: ce qui répond tout a fait au cas o le cercle auxi-
liaire (CC,), touche le segment diatactique ou discriminant direct
M/, M'; ou inverse Mn M, de la conique respective.

Si les cercles enveloppes sont tout & fait intérieurs I'un & l'autre
(fig. 5), leurs tangentes communes étant imaginaires, il en sera
de méme des cercles générateurs aperantiques des coniques en-
gendrées (1)) et (12), qui, par suite, auront & l'infini deux poinis
imaginaires. Ce cas revienl donc & celui o le cercle auxiliaire
(CCy) ne coupe pas les segments auxiliaires diatactiques M's, M’y
et M., M,, des coniques respectives.

D’aprés cela nous pouvons aussi par la position des cercles en-
veloppes reconnaitre le genre des coniques engendrées, et, par
suite, ces cercles pourront &tre nommés cercles diatactiques ou
discriminants, et leur ensemble sera le couple diatactique ou dis-
criminant.

25. En considérant maintenant soit les ternes soit les cou-
ples diatactiques ou discriminants, voyons les différents cas qui
auront lieu par rapport a la disposition de leurs éléments.

Nous avons, donc, & regarder d'une manitre générale les cing
cas suivants:

1.° L'extremité libre du segment radial, ou le cercle auziliaire
décrit par ce segment ne rencontre pas les autres deux segments dia-
tactiques direct et inverse; ou bien les cercles dialactiques sont in-
terieurs l'un d U'autre, et, par conséquent, seront imaginaires les
cercles générateurs aperantiques.

2.° (e cercle auxiliaire louche le seqgment direct el ne coupe pas
le segment inverse, ou ce qui revient au méme les cercles dialacti-
ques sont tangents et intérieurs I'un a U'autre; el ainsi il y aura
un cercle générateur aperantique double, et dewr imaginaires.

3.° Le cercle auziliaire coupe le segment direcl el ne coupe pas
le seqment inverse, ou bien les cercles dialacliques sont sécanis; et
on aura deux cercles générateurs aperantiques réels el deux imagi-
naires.

§.° Le cercle auxiliaire coupe le segment direct el touche le se-
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gment inverse, ou bien les cercles diatactiques sont langenls, el ex-
térieurs l'un @ Uautre, el lous les cercles généraleurs aperaniiques
seront réels, élant deux distincis el I'un double.

5.° Le cercle auziliaire rencontre les segments direct el inverse,
ou ce qui revient aw mdme les cercles diatactiques sont compléte-
ment extérieurs lun & Uautre; et de la résulte qu'il y aura deux
couples de cercles généraleur aperantiques réels distinets.

D’aprés cela nous avons ce théoréme:

Tutorime XXVIL — Quand deux coniques sont sysygoeyeli-
ques, elles seront en general:

1.° Deux ellipses. 2.° Une parabole et une ellipse. 3.° Une hyper-
bole et une ellipse. &.° Une hyperbole et une parabole. 5.° Deux
hyperboles,

796, Considérons le cas ol deux cercles directeurs (E) et (I)
des coniques syzygocycliques (2] et (£)') s’entrecoupent réellement
aux points ) et &, (fig. 5), étant alors la corde commune 2, & ces
cercles une corde principale réelle commune a ces coniques (n.° 62).

Si wous prenons un cercle générateur (w) de la conique (),
la polaire ¢394E du centre radical gy des cercles (E), (I) et (),
passant par le centre radical E des cercles générateurs de la série
considérée (n.° 63, théor. x1v), coupe orthogonalement en p, la
tangente qe au point w de cette conique (n.° 47 et 58).

Or, quand ce cercle généraleur se réduira au point 3, les points
w et p, se confondront, et alors la tangente & la conique (£2) en
ce point & sera perpendiculaire au segment E), qui, par suite,
sera la normale en ce méme point, d'or il résulte que le cercle
directeur (E) de la suite de cercles directeurs de celte conique, ayant
la droite %, pour sécante commune, aura un double contact avec
cette méme conique, ¢'est-i-dire, tout point de celte droite aura
méme polaire dans ces deux courbes, et ainsi ce cercle directeur sera
en méme temps cercle focal; le cercle enveloppe ou diatactique res-
pectif se réduisant par suite au centre E de ce cercle.

D'aprés cela eette propriété aura aussi lieu dans le cas ol sera
idéale la corde principale commune aux coniques syzygocycliques
(©2) e (&), suivant laquelle ce cercle directeur-focal touchera
idéalement la conique () (n.° 64).

D'ailleurs le cercle (EX) étant aussi un cercle directeur double
de la suite des couples de cercles directeurs isogoniques, par rap-
port & la suite de cercles générateurs (w), (wg), etc., de la co-
nique (£2), pourra &tre réel ou imaginaire (n.° 51 et 64).
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Si nous regardons I'autre conique (£)') (fig. 5) nous reconnai-
trons analoguement que le cercle directeur (E'2) de la mme suite
de cercles directeurs sera également un cercle focal de cette co-
nique, ayant, par suite, un double contact suivant la sécante Xi,,
lequel sera idéale quand cette sécante deviendra idéale.

Puisque cette propriété est indépendente de la nature du couple
de cercles directeurs donnés (E), (I), ou de la nature des coniques
syzygocycliques, tout ce que nous venons de dire sera également
applicable au cas des figures 3, 9, 10 et 11 relatives aux coni-
ques (2) et ().

Quand nous prenons la série de cercles directeurs ayant méme
axe radical que le second cuuple de cercles directeurs (1,), (E)
de ces coniques (Z) et (¥') (fig. 3, 9, 10 et 11), nous arrivons
4 des résultats tout a fait analogues.

(d suivre),
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ETUDE DE GEOMETRIE SEGMENTAIRE

PAR

M. Maunice D'OCAGNE

Ingénieur des ponts et chaussées, & Paris

4. Soit " le cercle circonserit au triangle ABC. Prenons sur
ce cercle deux points M et N tels que la corde MN soit tout
entiére extérieure au triangle ABC. A chacun des cotés du trian-
gle ABC on peut mener par les points M et N deux cercles tan-
gents ayant I'un son point de contact entre les sommets corres~
pondants, Iautre son point de contact en-dehors de ces sommels.
On détermine donc ainsi trois points de contact sur les cotés du
triangle et trois points de contact sur leurs prolongements; nous
appellerons les premiers points de conlact intérieurs, les seconds
points de conlact extérieurs. Cela posé, nous énoncerons les pro-
priétés suivantes:

1.° Les points de contact extérieurs sont en ligne droite ().

2.° Les droites qui joignent les trois points de contact intérieurs
aux sommels opposés sont concourantes.

3. Un point de conlact extérieur et les poinls de contact inté-
rieurs situés sur les autres edlés sont en ligne droile.

4.° La droite qui joint un point de conlact inlérieur au sommet
opposé et les droiles qui joignent les points de contact extérieurs si-
tués sur les deux aulres cotés aux sommels opposés sonl concourantes.

2. La premiére propriété seule a besoin d'étre démontrée;
les trois autres en sont des conséquences immédiates. En effet,
soient respectivement

a, b, c, les points oil la droite MN coupe les droites BC, CA, AB,

%, £, v, les points de contact intérieurs situés sur BC, CA, AB,

a', B/, v/, les points de contact extérieurs correspondants.

*) Nous avons déja remar ué cette premiére propriété dans une note
publiée dans le Journal de Mathémaliques élémentaires et spéciales (1. 1v, 1880,
Pp. 536), mais nous ne I'avons pas, & cet endroit, formulée d'une fagon suffi-
samment précise.
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Ona d@=az=aM.aN=aB.aC,

ce qui montre que les points « et &' sont conjugués harmoniques
par rapport aux points B et C; 'de méme £ et 3 sont conjugués
harmoniques par rapport & C et A; y et ' par rapport & A et B.

Donc, si les points o', B', y' sont en ligne droite, il en est de
méme de «, B, ¢, et de o, B/, 7, et de o', 3, y; de plus, les
droites Aa, B3, Cy sont concourantes, ainsi que A«', B3', Cy,
et que Aa, B3', Cy/, et que A/, B3, Cy". Tout cela résulte de
théorémes bien connus, et d’ailleurs presque intuitils.

3. Tout revient donc a élablir celte proposition: les points
@y 'y ¥ sont en ligne droite. Voici comment on peut le faire:

L'égalité da=aB.aC peut s'écrire

a'a " aB
aC’  oa’
de méme
gt oG _'r_'C.:_ cA*

DA 0 B~ e’
Multiplions ces trois égalités membre 3 membre; il vient

T z'a,.B'b.y'c aB.bC.cA
) aC.bA.cB  da.pb.yle

Mais I'égalité «la =aB.aC peut aussi 8'écrire
(«'B—aB)? = aB (aB —«'B+ 2'C);
effectuant et réduisant, on a

¢'B (¢/'B—aB)=aB.«'C,

ou aB. ala=aB.a'C,
aB «B

ou éencore =
«'a 'C )

de méme, par permulation circulaire,

IC_FC Ay
8% gA' Yo vB
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Multipliant les trois derniéres égalités membre & membre,
nous avons

2 aB.bC.cA «B.B'C.YA
3 «/a.B'.y'c " «C.3'A. YR

Le premier membre de (2) est le méme que le second membre
de (1). On a donc, en égalant le premier membre de (1) au se-
cond membre de (2),

3 aa.?'b.ye aB.3'C.yA
) aC.bA.cB _ «G.BA.YB

Multiplions (2) et (3) membre & membre; il vient

aB.bC.cA raB.B'C. T"A)‘
aC.bA.cB _(uC.E-*ﬁ..'y’B X
Or, les trois points a, b, ¢ appartenant A la droite MN, le pre-

mier membre de cette égalité est, en vertu du théoréme des trans-
versales, égal & l'unité; on a donc

«B.pC. YA\
«C.gA.yB) ~
de plus, les points a', 3/, ¥ étant pﬂr hypothése, extérieurs aux
f J

7C’ [5“\ Y sunt positifs,

leur produit est donc positif, et I'on a

cOtés correspondants, les rapporls

«'B.3'C.Y'A
«C.pA.yB

ce qui prouve que les trois points o, B/, y' sont en ligne droite;
le théoréme est donc démontré dans son intégralité,

4. On peut interpréter ce théoréme de diverses maniéres;
ainsi on peut remarquer que les six points «, &', £, 2, v, ¥’ for-
ment les six sommets d'un quadrilatére complet dont les diago-
nales sont az/, B’ et yy'. Remarquant que les points a, b, ¢ sont
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les milieux respectifs de aa', £3/, yy, on retombe sur cette pro-
priété bien connue & savoir que les milieux des diagonales d'un
quadrilatére complet sont en ligne droite.

Appliquant au systéme des points =, o', 8, ... les propriétés
connues du quadrilatére complet on obtient diverses conséquences
assez remarquables. Nous en donnerons un exemple. On sait que
les cercles décrits sur les trois diagonales d’un quadrilatére com-
plet comme diamétres ont méme axe radical. Ce théoréme ap-
pliqué a la figure actuelle peut s'énoncer ainsi: Une droite tout
entidre extérieure d un triangle coupe en trois points les prolonge-
ments des edtés de ces triangles. Si de chacun de ces poinls comme
centre avec un rayon égal a la moyenne géomélrique des segmenis
déterminés sur le cité correspondant, on déerit des cercles, ces trois
cercles ont méme axe radical.

5. Une déduction intéressante de motre théoréme est celle
que I'on obtient en le transformant par polaires réciproques, le
cercle ' étant pris pour cercle directeur. Voici ce a quoi l'on
arrive:

Soit I" le cercle inscrit dans le triangle ABC; en deux points
M et N du cercle 1, tels que la corde MN soit tout entiére ex-
térieure au triangle ABC, menons les tangentes u et v & ce cer-
cle. Par chaque sommet du triangle ABC, on peut mener deux
coniques tangentes aux droiles g et v et ayant un foyer au centre O
du cercle 1; de plus en ce sommet, la tangente a l'une des co-
niques est intérieure au triangle, la tangente a l'autre conique
lui est extérieure; ces deux tangentes sont d'ailleurs conjuguées
harmoniques par rapport aux deux cdtés correspondants. On a
donc en tout, trois tangentes intérieures au triangle ct trois tan-
gentes extérieures, Cela posé, on a les proposilions suivantes:

1.° Les trois tangentes inlérieures sonl concouranles.

2.° Les tangentes extérieures coupent les cdlés opposés en trois
points qui sont en ligne droite.

3. Une tangente intérieure et les langenles extérieures issues des
deuz autres sommels sonl concourantes.

§.° Une tangente extérieure et les tangentes inlérieures issues des
deux aulres sommets coupent les cdtés opposés en rois points qui
sont en ligne droile.
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INTRODUCCAD A’ THEORIA DAS FUNCCOES

FOR
F. GoMeEs TEIXEIRA

(conlinuacdo)

CAPITULO II

PRINCIPIOS GERAES DA THEORIA DAS FUNCCOES., FUNCCGOES
ALGEBRICAS, LOGARITHMICAS, ETC.

Principios geraes

22®.—5e uma variavel, real on imaginaria, u = X 4 i¥
esti ligada a ontra variavel, real ou imaginaria, 7 = r L iy
de tal modo que a cada valor determinado de 3 COrTespoin-
dam um on mais valores determinados de u, diz-se que u é
funccdo de z. Quando isto se di, represenla-se u pelas no-
laches

u=f(2),u=F(3), u=12(z), elc.
Do mesmo modo se u depende de muitas quantidades
51, Zs, elc., diz-se que u & funccio d'estas quantidades, e re-
presenta-se pelas notacoes :
th=[(51, 22, ...), h=F (51, 32, ...), ele.

A fancgdo f(x) da variavel real x diz-se con'inua em
]
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x — a, quando f(a -+ h) tende para o limite f(a) & medida
que h tende para o limite zero, ou, em termos mais positivos,
quando a cada valor de &, por mais pequeno que seja, corres-
ponde um valor ha de k, tal que a desigualdade

[(a+0)—f(a) <3

seja satisfeita por todos os valores de h, positivos ou negati-
vos, inferiores em valor absoluto a h,.

Mais geralmente, a funecio de uma variavel real ou ima-
ginaria z = 4 1y diz-se continua em r = a -+ b, quando
a cada valor de &, por mais pequeno que seja, corresponde um
valor h, -+ ik, de L 4 ik, tal que a desigualdade

mod {fla+h4i(b+K]—[(a+ib)] <3

seja satisfeita por todos os valores de h e & inferiores em va-
lor absoluto a h, e k,.

A funcedo [(z 4+ iy) é conlinua n'uma area dada quando
& continua relativamente a todos os valores de r e y que re-
presentam coordenadas de pontos d’esta drea.

A funegio [(x -+ 1y) & continua n’uma linha dada quando
& continua relativamente a todos os valores de = e y que re-
presentam coordenadas de pontos d'esta linha.

A funecdo [ (z -+ iy) pode ser disconlinua no ponto (z, ¥)
de tres modos : ou passando n'este ponto de um valor a ou-
tro differindo do primeiro de uma quan'idade finita, ow to-
mando n’este ponto um valor infinilo, ow lornando-se n’este
ponlo indelerminada.

Se no ponto z = ¢ a funcgio f(z) tem um valor infinito,

mas a funegdo —— €& continua na visinhanca de zerp, a dis-

continuidade toma o nome de disconlinuidade de primeira
especie € o ponto toma o nome de pailo.

: : o 1 =
Se porém no ponto 3 = ¢ as funccdes [ () & 7= sio a0

mesmo tempo discontinnas, a discontinuidade toma o nome de
discontinuidade da sequnda especie.

Sk ,.
Por exemplo, a funccdo s lem no ponto ¢ um polo.

. 5 [
Pelo contrario a func¢ao ¢!, onde | = g b > 1, lem

no ponto ¢ uma discontinnidade da segunda especie, pois que,
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quando z — ¢ tende para zero passando por valores posilivos,
esta fancedo tende para o infinito, e a llum'.r;.;m inversa tende
para zero. Pelo contrario, se z — ¢ tende para zero passando
por valores negativos, a funccio tende para zero, e a sua in-
versa tende para o infinito.

Ha funccdes que sio disconlinuas ao longo de uma linha.
Estas linhas, encontradas pela primeira vez por Reemann, tem
o nome de linhas de discontinuidade. Esth n'este caso a func-
¢do y que representa o limite para que tende a fraccio

| 4z

] — z"

quando n augmenta indefinidamente. Temos, com effeito, y=1
quando o modulo de z é menor do que a unidade, e y = — 1
quando o mAdulo de z é maior do que a unidade. A circum-
erencia do raio igual & unidade é portanto uma linha de dis-
continnidade d’esta funccio.

Ha tambem funccBes que sio discontinnas em todos os
pontos de uma irea plana determinada. Por exemplo, a fanc-
¢d0 y definida como limite correspondente a 7 = = da ex-
pressao

frpoidn

ue di y = = quando o madulo de z & menor do que a nni-
ade, e y = 1 quando o midulo de z ¢ maior do que a uni-
dade, de modo que a func¢do é discontinua no interior do cir-
culo do raio igual & unidade.
Da definicdo de continuidade decorrem immediatamente as
seguintes proposicoes :
1.2 —A somma de funccoes conlinuas no ponlo z é uma
funeedo continua no mesmo ponlo.
Com effeito, sendo ¢ (z) e ¢ (z) estas funccdes e f(z) a
sua somma, e chamando h o augmento real ou imaginario de
z, leremos

[+ =@ =2(G+N—E) +4G+B—().

Mas, por serem ¢ (3) e ¢ (z) funccBes continuas no ponto
%, ha sempre um valor h, tal que a desigualdade

mod {¢(z+h) —p(2)] < 35
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é satisfeita por todos os valores de h inferiores a h,, & ha sem-
pre um valor he tal que a desigualdade

mod [¢ (z +h) —¢ ()] <42

¢ satisfeita por todos os valores de b inferiores a hs.
Logo a designaldade (n.° 9 —1.°)

mod {f(z 4+ h) —[()| <3
seri satisfeita por todos os valores de h inferiores a hy e hs.
e a funecdo [(z) serd portanto continua.
22— () producto de [unccoes conlinuas no ponlo Z ¢

wma funccao conlinua no mesmo ponlo.
Com effeito, sappondo

[(5)=1¢%(2).9(2),
e portanto
fE+n)=2GE+h 4@E+h),
temos a identidade

fG+B—1(E)=%G+NpE+H—7E)
+ ¢

@HBE+H—9 G

Mas por ser a funcgdo ¢ (3) continua no ponto z, ha sem-
pre um valor hy tal que a desigualdade

mod {¢(z + k) —9 ()| <&
& satisfeita por todos os valores de h inferiores a hy, por mais
pequenn que seja &'
Chamando ‘pois M o maior valor do madulo de ¢ (s h)
no intervallo de 4+ h, a — hy vem
M.mod[p(z+h)—e (@] MT,.

e a fortiori

mod |4z + R [p(z+h) — ';(:'!]I < W& =13,
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Esta designaldade é pois satisfeita por todos os valores
de h inferiores a hi, por mais pequeno que seja o valor que
se dé a é. :

Do mesmo modo se acha que a desigunaldade

mod | (2) [4 (z + h) — ¢ (3)]] <43

¢ satisfeita por todos os valores de h inferiores a he, por mais
pequeno que seja &,
Logo a desigualdade (n.° 9 — 1.9)

mod |f(z + h) — ()] <3

é satisfeita por todos os valores de h inferiores a h, e ha, e
portanto a funcgio f(z) é continua no ponto z.

3.* — 0 quocienle de duas funccdes conlinuas no ponlo
Z ¢ uma funcedo conlinua no mesmo ponlo, exceplo se z é
wma raiz do denominador da fraccao considerada.

Com effeito, suppondo

s 240
ro=53,

e portanto

» _¢lz+h)
[(z+R) T

4
a identidade

lrt:: '{" h) = f(:,':," . m [?(: —+—h)—?(:)]
% WEL y [ (= 4 ) — $(2)]

mostra, como no caso anterior, que ha sempre um valor h,
tal que as designaldades

mod |t (e + ) — s )| <42
mod |- E 8o (4 ¢ + m— v 0)|<ie,
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e portanto a desigualdade

mod | f(z4+h —f()] <8

sio satisfeitas por todus os valores de h inferiores a h;, no
caso de ¢ () ndo se tornar nulla.

Nos pontos que satisfazem a equacio ¢ (z) == 0, a fune-
¢io [ (2) torna-se indeterminada ou infinita, segundo o valor
que tiver ¢ () n'estes mesmos pontos.

b — A raiz de qualquer grao de uma funcedo conli-
nua ¢ lambem conlinua.

Com effeito, sappondo

[(&)=Ve ()
e m inteiro positivo, temos
¢ (=[N
e+ =[G +Tc+hH—[E]"
=[fEr+mfE+h)—EIE- 0+ P),

chamando P a somma

p= T k) — PN @ + ..

Vem portanto a ignaldade

7 i pp(E—4h)—e(2)
e+ N=T16= o lf@F=10 + P

donde se conclue, como nos casos anteriores, que a funcgdo
f (z) é continna quando ¢ (3) o é.

‘@8. — O imaginario [ (z + 1) = X -} i} pide ser re-
presentado pelo ponto enjas coordenadas sio X e ¥, do mesmo
modo que z - 4y pode ser representado pelo ponto . cujas
coordenadas sio z e %. Se a z e a y dermos valores que sa-
tisfacam & equacdo F (x, y) = 0, isto é, que representem as
coordenadas dos pontos da curva que tem esta equagdo, 0s
valores de X e ¥ correspondentes representardo as coordena-
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das de pontos de outra curva. A esta segunda curva chama
Gauss imagem da primeira. O estudo da correspondencia en-
tre as duas curvas é muito importante para o estudo das func-
¢oes porque conduz a propriedades caracteristicas d’estas fune-
¢0es, como vamos vér, (*ﬁ

Consideremos, por exemplo, a funcgio

U=[(z)=(EF—a)(z—D)...—=D(E—d)(z=V)...z = 1).

Marquemos n'um plano os pontos a, b, ¢, ... I, a', V',
¢, ... I'; o ponto z descreva nma carva fechada, tendo den-
tro os pontos a, b, ¢, ..., e fora os outros a', V', ... I

Chamando ¢, ¢/, ¢” etc. os modulos das differengas = — a,
j’, z—a',z—0U,elc.ef, 0, ... 0Sseus

Iv__b - p—
- g Tea .

argumentos, vem
2 — a=p (cos 0 4 1 sen 6)

:—b=¢ (cos & 4+ 1 sen &)

e portanto

u=pgpe’ .. feos (@ + 0+ ...) fisen (640 ...))

Notemos agora que, sendo 4 e M os pontos que repre-
sentam os imaginarios a e z, o angulo 6 é representado Elig.
6.*) por MAz'. Com effeito, pondo z = & iy, e @ = a +- 1.
leremos

r—a=x—oa+ i(y — B)=AP + iMP,

e portanto (9)

tang 6 = H—P, = lang MAx'.

Al

Logo, quando M descreve a earva, a linha AM gyra i
roda do ponto A deserevendo um angulo igual a 2=, e por-
tanto o angulo § augmenta de 2=. O mesmo se diz a respeito

(*) M. Hermile —Cours d'Analyse — pag. 25.
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dos outros pontos correspondentes a b, ¢, ete., que estio den-
tro da enrva.

Fig. 6.®

¥
\1\{
-—:J_ \ ml’
| Ry
| -
o
gt
T

0L— — &

Pelo contrario a linha 4'M correspondente ao ponto A' ex-
terior & curva e (ue representa o imaginario a', descreve,
quando z desereve a curva, um angulo que augmenta desde
TA'Z até T'A'x’ e depois diminue outra vez até tomar o valor
TA'Y'. Logo o argumento de z — a' retoma o primeiro valor
quando z volta 4 primitiva posigio. U mesmo acontece com 0s
outros pontos exteriores i curva. )

Conclue-se de tudo isto que o argumento de u, que ¢
ignal a 6 4+ 6' 4 ..., augmenta de tantas vezes 2= quanlas
si0 as raizes de f(z) = 0 que se representam por HIUI]IGS col-
locados dentro da curva. Veremos adiante uma applicagao im-
portante d'este principio. ,

*®4. — Passando & dJoutrina geral, vejamos qual a -
fluencia do caminho seguido pela variavel = sobre o valor de
funccio d'esta variavel.

Seja

th == (5) = X +i¥
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uma funceio continna dentro da drea cujo contorno & MNP
(fig. 7.*). Notemos primeiro que, se n'esta funccio a cada va-
lor de z corvesponderem maitos valores de w, podemos con-
siderar esta funcgio como equivalente a outras tantas funccdes
continuas u', v, w", ete., cada uma das quaes tem um unico
valor correspondente a cada valor de z.

Fig. 7.*

O s r

Com effeito, seja n o numero de valores de w que corres-
pondem, em geral, a cada valor de z, podendo haver valores
particulares de z, mas em numero determinado, a que corres-
pondam menos do que n valores de w.

Se a z se dia o valor z, representado por 4, os valores
correspondentes de u, que sio em numero de n, serdo repre-
sentados na figura pelos pontos a, a/, etc. Se a 3 se di o va-
lor z; os valores correspondentes de w serio representados
por n pontos que, por ser a func¢io w continua, podem ser
collocados tio proximos quanto se queira dos poutos a, @',
etc., para o que basta dar a z; um valor tio proximo de z,
quanto se queira. Continuando do mesmo modo, de maneira
que z descreve a curva ACB, obtém-se n series de pontos for-
mando os n ramos de curva ach, a'¢'t’, ete. Os valores de u
correspondentes a cada um d'estes ramos de curva formam
pois uma funcgio continna que tem wm unico valor correspon-




138 JORNAL DE SCIENCIAS

dente a cada valor de z, e a que se chama ramo da funccio
considerada.

Os valores particulares de = a que correspondem menos
do que n valores de w, dio pontos em que os ramos das cur-
vas précedentes se cortam, visto que na visinhanca d’estes
pontos a funcgdo adquire outra vez n valores. Os valores cor-
respondentes dos ramos da funcgio sdo ignaes.

Posto isto, supponhamos que a curva ACB, descripta por
z, varia, passando sempre por A e por B, até tomar a posicio
ADB; as curvas ach, a'¢'h’, ete. variam tambem passando sem-
pre pelos pontos a, b, a', V', ete.

Se na passagem de ACB para ADB aquella curva nio
passa por ponto tal que as carvas ach, a'¢'l’, ete. se cortem,
os valores de cada ramo w', u”, ¥, ete. da funccio u cor-
respondente ao valor de z representado por B, é sempre o
mesmo, qualquer que seja a curva que o ponto z descreva na
passagem de A4 para B dentro de MNP. Com efleito, quando
ACB se desloca continuamente, os ramos ach, a'c't’, etc. tam-
bem se deslocam continuamente, por ser a func¢io proposta
continna, e como, por hypothese, estes ramos ndo se encon-
tram em qualquer das suas posi¢des successivas, nio pode ha-
ver troca dos seus valores finaes.

Se porém na passagem de ACB para ADB a curva ACB
passa por um ponto m tal que as duas curvas ach, a'c’b’, por
exemplo, se cortem, pode acontecer que os diversos ramos
w', u’, de u, os quaes passavam dos pontos a, a’ para b, ',
quando z descrevia a curva ACB, passem agora cﬁ’)s pontos
a, a', para b/, b quando z descreve a curva ADB ; isto é, pide
acontecer que o ramo de u que no primeiro caso dea o valor
b dé agora o valor o', e vice-versa. Com effeito, de a pode
ir-se tanto para b como para b’, seguindo curvas continuas,
quando se passa pela intersecciio das curvas ach e a’e't.

0 ponto m chama-se ponto eritico, ou ponlo de ramifi-
cacdo. As funccdes que dentro do contdrno MNP nio tem
pontos eriticos, téem o nome de funccoes uniformes na irea
dada. As outras téem o nome de funccdes multiformes. As
funcebes que téem um valor unico, qualquer que seja z, sio
uniformes em todo o plano.

Vi-se pois que entre as funcedes uniformes e multiformes
ha uma differenca importante. No primeiro caso o caminho se-
guido pela variavel z na passagem de A para B nido tem in-
fluencia sobre o valor de cada ramo da fanecdo. No segundo
caso, o valor de eada ramo da fune¢io pide variar com o ca-
minho seguido pela variavel.
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Do que temos dito conclue-se ainda que, se z descreve a
curva fechada ACBD, e na drea limitada por este contorno
nao existe ponto eritico, nm ramo qualquer da funegio u toma
o valor 4, com que partin cada vez que volla i primeira posi-
¢io 4. No caso porem de dentro do contorno haver ponto cri-
tico, este ramo pode tomar o valor wy correspondente ao va-
lor inicial de outro ramo da funccio.

Com effeito, no primeiro caso, o ramo da funccdo que
principia por u, tem no ponto € o mesmo valor w,, quer z
descreva a linha ADBC, quer descreva a linha AC; e o valor
que este ramo adquire quando z descreve a linha AC tende
para uy & médida que € se approxima de 4. No segundo caso
o ramo da funecdo pode nio ter em € um unico valor,

Consideremos, como exemplo da doutrina precedente, a
funecao

Ww=@E—a)EzE—>0b...(z—=10),

que di as duas determinacdes

W=+yz—a)cz—0...c—1)

W=—yz—a)Gc—0...—0D,

¢ (ue lem os pontos criticos a, b, ¢, etc.
Jm calculo semilhante ao do exemplo do numero ante-
rior da

u’=+m[ws,}r(9+ﬁ’—}—...)—|—isung(9—}-5'...)]
W=y loos i O+ 4 ) Fisenj 0404

Quando z descreve a curva fechada ADBC, u descreve
uma curva com dous ramos que se cortam nos pontos a, b,
¢, elc.

Suppondo que o ponto @ estd fora do contorno, vé-se,
como no exemplo citado, que depois de z dar uma volta
ADBCA, 6 toma o mesmo valor com que partin. E como o
mesmo se diz de 6, 6", ele., se os pontos b, ¢, ele. estio lam-
bem fora do contorno, segue-se que w' volta ao valor «w'y com
que partiu, Se porém dentro do contdrno esti o ponto a, 6
angmenta de 2=, logo o argumento de u' angmenta de = e 0
signal de «' muda. Portanto, a determinagio de w que prin-
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cipion por w'y acaba por — w'y, que é o valor inicial de outra
determinacdo u'.

Se dentro do contorno houver dous pontos criticos a ¢ b,
6 e ¢ variam cada um de 2=, logo o argamento de u' varia
de 2=, e portanto conserva o mesmo valor e o mesmo signal,
que tinha no Ipi'iuc:ipiﬂ.

Em geral, se dentro do contorno houver k pontos criti-
cos, 0 argumeunto de w' varia de k=, e cada ramo de u con-
servara no fim de uma volta de z o mesmo valor que 4 par-
tida, ou o mesmo valor com signal contrario, segundo for k
par ou impar.

Postos estes principios geraes, passemos ao estudo das
funcgdes mais nsadas.
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Il
Funcg¢oes algebricas

25. — Diz-se que u ¢ funcgio algebrica de = quando es-
las variaveis estio ligadas pela equagio

LAz wt = 0,

onde o primeiro membro representa um polynomio inteiro re-
lativamente a u e s que supporemos do grao m relativamen-
te a u.

26. — Vamos principiar o estudo das fanecdes algebri-
cas pela funccdo inleira, isto &, pela funcgdo

u=fE) =4+ 4,7"" 4 ... + 4a,

onde n é um nnumero inteiro positivo, e 4,, 4,, etc. sio cons-
tanles reaes on imaginarias,

‘E — A cada valor de z corresponde nm unico valor de u,
lozo a funccdo inteira é uniforme em todo o plano.

IX —Mudando z em z - h, temos

[+ h =4, (z+hp+ 4, (414 ...
L Az F R+ ... + Aac1 3+ h) + 4,

on desenvolvendo as potencias inteiras do binomio z 4 h e
ordenando o resultado segundo as potencias de h,

f(z4+-h=Ar+4, 7+ ... +4acrz+ 4

+hmdg—tFm—1)A,* 4 ... +da)

he
1 *r} n(n—l1)dez*— 2t (n—1) (n—N4,* ~*F... T Any)
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A T P A A B B R e B
&

B i '-; W ((n;].lu:" Pl m—A)ad -1 )

P e e R MR AN A kw stw s v 5n s R s e e e R T

+ 4, hn,

pondo

Mar=nn—1)... (n—Fk-1), ete.

Representando os coefficientes de h, —1- h?, -3-1—1- h3, elc.
por ['(z,).[" (2), [ (3), ete., vem a formula

[G+R =D +hf @+ frE)t...

_....__h'ﬁ (L] —--—-—.—_..h,I () (x
L a3 ME S ok pra—ee i,

que tem o nome de formula de Taylor.

As funccdes [’ (z), f” (2), ete. sao respectivamente do
grio n — 1, n — 2, ete., e a sua lei de formacio é dada
pela formula seguinte :

[OE) =mrde 2+ B —Apd, 22— %1 .. 4

A estas funcgDes di-se respectivamente os nomes de deri-
vada de primeira ordem, de derivada de sequnda ordem,
etc. da fanegio f(2).

Da comparacio das expressdes [’ (z), " (z), etc., on an-
tes da comparagio da formula precedente com a correspon-
dente a k - 1:

[0 (B =()y1des"* 14 (0 —Apyrdezr —%~3}.
=) (M—k) Ay 3~ * =1 4 (n—1)s (n—h—1) 4, 272 ...

conclue-se a seguinte regra para formar as derivadas succes-
sivas de f(z):
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_ Multiplique-se em cada lermo o expoente de z pelo coef-
ficiente ¢ diminua-se o expoenle de uma unidade.
Por exemplo, no caso de

f(z2) =2 —3:* 442 —7
vem
[((3) =53z*— 123"} 83
[ (z) == 202* — 36 :2 -8
etc.

EXE —A fancgio inteira é composta de sommas, produ-
ctos e potencias de funccdes continuas, logo (n.° 22 — 4.%,
2.2 3.%) ¢ continua em lodo o plano.

IV —Toda a funccio inteira & um producto de n facto-
res do primeiro grao:

[@)=Adyc—a)* z—bf ... =1,

onde a, b, ... | sdo as raizes da eqnacio f () = 0. Este theo-
rema ¢ bem counhecido da theoria das equacbes, e em breve
o demonstraremos.

29. —Em r-eguula as funcedes inteiras vem naturalmente
:Fw funccdes raccionaes fraccionarias, isto é, as funccbes da
orma :

-

(2] g ta 4 ... H4oa,

it Gy * 4 a, 22—+ ... +a,

I — Suppondo n > p, pide effectuar-se a divisio do nu-
merador pelo denominador e reduzir d'este modo u & forma

b :E;}

onde F (z), % (z) e ¢ (2) sdo funccdes inteiras, sendo o grao

de ¢ (z) menor de que o grio de ¢ (3).
Decompondo ¢ (s) em faclores, o que da

-;;(:}m(s—a.)"(s—h)ﬁ ces (B— B,

R N—

X s = n——
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a fracgio () é susceptivel da decomposigio seguinte :

¢ (=)

i{;-)= "" iy _-i! ik g o @

¢(3) szs—a (s—a) ' y s —a)®
B
B, Be 3
= rrimT o :
- h‘ |I‘ b}‘ (., = b}a
R O L R S L A
I .’
| ‘1
T I
s B o o —t;t"' +( e
onde 4, By, ... Aa, By, ... sio quantidades constantes.
[l'untmalr'i se esta proposi¢io importante do modo se-
guinte :
Podemos eserever a igualdade
A
S L 0l SO X
T z ; - — 4
¢ () (z—a)" s(maday® $e(2)

W@ =G—bf . =1y,
e onde ¢, () & uma funccio inteira de grio inferior ao de
P (2)-
Com effeito, reduzindo-a ao mesmo denominador e igna-
lando os nonmeradores, vem

P () =Ay 4 (5)+ (¢ —a) g, (2),

o que da

p(5) —A, % (3

I—0a

F1 () =

e——
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Temos assim nma equagio para determinar %, (z) de modo
que aignaldade considerada (a) tenha logar; mas ¢ umu w(z) deve
ser inteiro, é necessario que se determine A, de modo (que seja

nullo o resto da divisdo de ¢ (z) — ot -Z- por z — a. Para

iss0, chamando ¢ o gquociente d’esta :Im_a.m e It o resto, le-
remos

2(2)— A 4, (5)=0(z—a)+ R,
o que di
Fi) A ¢ (0= R =0
e portanto
e (a)
A = Gy

Fica assim demonsirada a ignaldade (a), determinada a
quantidade 4 _, e determinada a funccio ¢ (z), cujo grao é pois
inferior ao de ¢ (3).

Do mesmo modo obtemos

Continuando acha-se finalmente a ignaldade

icr. : "z: o : 4, : Ta 2)
B e 25 PN . 2 0EED i
(:—al (5 | % (2)
(] (=
. . ¥z (%)
Depois applica-se a % @ 0 MESIMo Processo que se
I - !

applicon a

, € continua-se do mesmo modo até chegar

% (
{

'-[‘

by | w

S |

a decomposicio annnneciada,




"'fﬂi I—J'tl ] . | L obay
b (6 —‘—.hj 'ia—{— "",,__|""'._ gy R -+
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Pelo processo anterior determina-se as conslantes 4

?
Ay, oAy ”;3‘ ”3— gr +-s MAS, attendendo & impor-
tancia da questio, vamos expor um processo mais simples
para esta determinacdo.
Pondo na igualdade precedente 3 = a -~ h, vem

“I -+ .-'t;

- h)

% (a A=l 'I"J'. i 'lsr. s [ 44 1. i i

h %, (a 4 ) .’t"‘ I Brart L5

4 (@

on

ap, (@ h)

b, (@ + h)

Este resullado mostra que para achar 4, A, ,, ... 4

basta dividir ¢ (a - h) por &, (@ 4 h), tendo o cuidado de
ordenar primeiro estes polynomios ~i:ffum!u as potencias de
h. Os coeflicientes das primeiras « Imls}nn ias de h no quociente
sido as constantes [lt’ditliis

(a-+h .

b (0 be (6 + )
cusado escrever os termos que conléem [:nlvnu ias de h supe-
riores a = — 1, pois que estes termos ndo influem no quo-
ciente,

Do mesmo modo se determina as outras constantes B,

oFHI8 (b4 h)
Bs ... dividindo ¢ (b - h) poi g o el
ht
Exemplo.— Decomponhamos por este processo a fracgio :

Devemos observar que na formagio de - r (s

Z—1p@z—2)z"
Pondo n'esta fraccio v ==a 4+ =1+ h, vem

- ik o el - h? i
o ol g bl :f--i:

b +h) — —1+1e :

logo teremos
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Ay =3, Ay=1, A, =14 4 — 1.
Do mesmo modo, pondo & = 2+ h, vem

$(2+h) _ @+hr—3@+N45
W@+l TF R EFh ;

que, approveitando so a parte independente de h no numera-
dor e no denominador, visto que # — 2 entra na fraccio pro-
posta no primeiro grio, di 3. Logo temos

B,=3§.
Do mesmo modo se acha ¢, = — §.
Temos pois
2 —3z15 1 i | 3
@—1Nfc—nz z—1 @—1P ' G=1p @—I1p |
3 5
i _—_l’__ = _ﬂ‘_ »
Yk — 2 x “

Ha muitos outros methodos para fazer a decomposicio

das fraccDes raccionaes, e ha mesmo formulas que dio dire- 1
clamente a expressio analylica das constantes Aot i
ete. Pode vér-se alguns methodos e formulas na nossa memo-
ria intitulada—Sur la décomposition des fractions rationnel-
les. (%) ]
XX —VYejamos agora se a funcciio considerada é ou nio
conlinia.
A primeira parte ¥ (z) é continua por ser uma funecio in- i
l‘.' - " .G{“-"} A ol g T o
eira. A outra parte 3 (z) ¢ @ somma de fraccdes da forma &

W , onde k& ¢ inteiro; logo é continua (n.° 22 —3.%)
em todos os pontos, excepto nos poutos z =a, b, ¢, ... l.

Concluiremos pois que a funcedo raceional fraccionaria
¢ uniforme e continua em todo o plano, excepto hos ponlos
correspondenles ds raizes do denominador. Esles ponlos s@o
poilos da funccdo.

E—} Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas —lomos 1 e u
[Coimbra).
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*®8. — 0 estudo geral das funccdes algebricas, que tem
sido objecto de trabalhos importantes de muitos geometras
eminentes, ndo pide ser aqui feito de uma maneira completa ;
limitar-nos-hemos pois a mostrar que estas funecdes sio mul-
tiformes, a procurar o numero dos sens ramos, € a vér a na-
tureza de seus pontos singulares. O estudo do valor que toma
qualguer ramo da funccio em vista do caminho seguido pela
variavel ndo serd aqui feito senio em alguns casos particu-
lares.

X — Theorema {1." — Toda a funccdo algebrica u de z,
dada por uma equacio [ (u, z) = 0 do grio n relaliva-
menle a u, fem n valores.

Tem-se dado muitas demonstracdes d'esta proposicio fun-
damental. A que vamos apresentar é devida ao sr. Lipschitz,
professor na Universidade de Bonn. (%)

A equacio [ (u, 2).== 0 pide ser escripta da maneira se-
guinte :
fi=u"+aqu ' agu~2+4 ... + =0,

e vamos mostrar que se o theorema ¢é verdadeiro quando o
sen grao & n — 1, tambem o é quando o sen grio ¢ n.
Supponhamos pois que a funcgio algebrica dada por uma
equagdo do grio n — 1, tem n — | valores; tera n — 1 va-
lores a funecao u determinado pela equacio [’ (u) = 0, por
ser [! (u) do graio n—1 (26 —1I1). Sejam estes valores a,,
@y, ... Gy—1, ¢ designemos por a,‘aquelle que da a f(ay) um
maodulo inferior ou quando muito ignal ao menor dos modulos

de f(ag), +.. [(@n—1). -

Pondo u, = a, + 2, vira (26 — II)

yn

s [ ] f 1! I [ [} f Y
f{‘ﬂi—!—z}=f|_ﬂi'f 0 f fﬂﬂ—'— ‘il_._;‘.’fl '_H'l.\—;—-. R 1'::!—}1!-['!1}\“‘

0 termo que contém [’ (a,) é nullo por hypothese, e po-
dem ser nullos alguns dos seguintes. Suppondo pois que o
termo que contém [# (a) & o primeiro que nio se annulla,
teremos o

aP

f'fﬂ1+1)=r':”:} "I.‘, l'”" 'r"":‘_:’ et

~. =} fay).
e RO I.':',“;rr‘r L

(*) Lipschitz —Lehrbuch der Analysis, tomo I,
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Designemos por h uma quantidade real comprehendida
entre zero ¢ a unidade, e fagamos
P

P / {fr)
amp Vi p=\/ 1 alp L

onde daremos o valor real ao radical que entra na expressio
de 2, e um qualquer dos seus valores ao radical que entra na
expressio de §. Teremos pois

fian + &) = fla) (1 — h) X F iy,
pondo
F+1 "

" h

RAL el ‘F+1h:_ o4 1) .”}+
£ SR LD kl)r by R I

| TS
| T2

,l.("] Z:ﬂl:l e

—

Representando por P uma quantidade real superior a
qualquer dos modulos dos coefficientes de h na somma prece-
dente, e representando o modulo de X 4 iy por | X 415 |,
teremos (n.* 9 — 1.9

f P P+l n
® P P

I?\'T'"f"f.|<f'(h g FoooF R/,

ou @ forlior

. v . P
(A4l << (n—p) Ph
Teremos pois

1
Tl
[ fla,+2) | < |f(a) ]| (1 —h)+ (n—p)Ph 3 ;
on

[ f(a+2) | < |f(a) ]| —h [l [(a) | —“(H—l*)”l’]-

Se obrigarmos agora h, que ji esti sujeito a estar com-
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prehendido entre zero e a unidade, a satisfazer 4 designal-
daile

5
[ fa) | —m—p)Ph >0,

cnaldade

Lal

dando-lhe para isso um valor assaz pequeno, a desi
precedente dard

(o +2) | <|[(a) |,

e pode portanto achar-se um valor u, tal que o midulo de
[ (u,) seja menor do que o modnlo de [ (a,), pondo

P
U, =@ + By k.

Partindo depois de w#, demonstra-se do mesmo modo que
se pode achar um valor u, tal que o modulo de [ (uy) seja
menor do que o modulo de [ (u,). N'este caso a funcedo [* (u,)
nio seri nulla, porque, segundo o modo como se escolhen
ay, quando u varia de modo que o modulo de [ (w) decresce,
[ (w) ndo pode passar por zero.

Se lizérmos pois

[y
[ (uy)’

H;Z “1 = '1’, Ii - 3[ h'l' :35 =

representando por hy uma guantidade real comprehendida en-
tre zero e a unidade e que satisfaga & designaldade

[ F(w) | —(m—1)Pyhy>0,

¢ por P, uma quantidade real gnalquer superior on ignal ao
mator dos modulos das quantidades

L

A2
‘IUJ g |5 T I—;’ f™(u,),

.

teremos, do mesmo modo que no caso anterior,

| [(u) [ [ f () | — by || [ | — (n—1) Pkl
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que da
| [(ug) | < | [(uy) ] .
Continnando do mesmo modo obtem-se as desigualdades
| g | < | flug) | — by [ ][ ()| — (n—1) Py Iu]
| Futg) | < | f(us) | — ha [ ] f ()| — (n— 1) Py b} ()
onde ug, u,, ete. sio dados pelas ignaldades
Uz =t + P1 V by, Us =Us + P2 V T, Us = Us 3 V' by, €1C.;

onde hi, he, hs, etc. sio quantidades menores do que a uni-
dade que satisfazem as desigualdades :

| f(ug) | —(—1) P hy >0
| f(us) | — (n—1) Pz he >0p (b);

...........................

e onde B, Be, ele. sio dados pelas formulas :

By = — M Ba = — [ () fs = — I—{E ele
g Iy I (uwa)’* [ (ue)' =

Das desigualdades (a) deduz-se

[ () < [ (b — .)c-:: cor Z fue) < f(wy) .

As quantidades Pi, Pg, ete. sendo todos inferiores a um
numero positivo (), como veremos em segnida, as designalda-
des (b) serio satisfeitas pelos valores de hi, he, ha, etc. dados
pelas equagdes :

L |l((u1\'| _llf{“g)| L
1= gm=No' T FTn=np*

Em virtude d’estas igualdades, as desigualdades (a) ddo
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: | f(u) |
| flug) 4 << | f () | [’ %5 W‘—_ﬁ]

| [(uy) | < [ (uty) | [l % «%ﬂif}_ﬂ]

......................................

. | i
| [ua) | << [(tm—1) | [I xE: _4"::{:‘— -IE)}%] g

i'onde

‘ . |
() | << | f () | L i Tl(r{(Tm:}_ﬂ]

& [' T3 'U{ {_'f’:j"f'_}] [" ™ H] :

D’aqui vamos concluir que se pode tomar m tio grande
que seja | f(ua) | <T 8, por pais pequeno que seja 3. Com
effeito, se fosse sempre | f(ua) > &, seria tambem | f(u,) | >

| fugd | >...>> | [(Ma=1) | >3 e a ultima desigualdade
daria

L]

/ ol ") —_
1T el S LE@) A e

P —1

0 segundo membro d'esta designaldade podendo tornar-
se lio pequeno quanto se gueira angmentando conveniente-
mente m, teriamos pois | f(u,) | < 8.

Vé-se pois que, quando a u,, u,, u,, ete. se di os valo-
res precedentes, a func¢io f (u) diminue, e pode tornar-se
menor do que qualquer grandeza assignavel dando a ¢ um va-
lor m sufficientemente grande.

Por outra parte, da relagio

[(w) o T, fs
_t_ll-l ‘. + " SF u: + FEy —f_ u"
=14 B (c0s 6 4 1 sen ) 4 La, | (e0s 6'+isen 6)+-...,
[u ] Colwg® '




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 153

[i8

onde 6, ¢, etc. representam os argumentos de - —= . 6iC.,
u u

deduz-se (n.° 9)

b f(w)| | gL | "
.'_...___(I- I_‘f_' LDSH—;—-...)

(19 ] . )‘
P h——sen 0 ...
! (|u: : r

e esa igualdade prova que, quando | f ()| diminue indefi-
nidamente, | u | ndo pode angmentar indefinidamente, pois
que o sen segundo membro pode approximar-se da unidade
tanto quanto se queira dando a | w | um valor sufficientemente
grande.

De tudo o que precede podemos pois concluir que o mo-
dulo de [ (u,) se pode tornar menor do que qualquer grandeza
assignavel dando a ¢ um valor sufficientemente grande, e que
o valor de u nio pode augmentar indefinidamente com {. Lo-
go o minimo valor da quantidade positiva | f (ug) | seri zero,
porque, se este minimo fosse a quantidade 3, poderia dar-se
a | um valor tal que fosse | f (u.) | < 8. Ha portanto um va-
lor u, que é raiz da equacio [ (u) = 0.

Resta mostrar que P,, P,, P,, etc. sio menores do que
um numero determinado ). Por hypothese, P, é maior do que
0 maior dos modulos das quantidades

B B
— T R L B B . VT
e TR T o et il

 Sendo porém " (w), [ (W), ... [™ (w) polynowmios in-
terros relativamente a w, e nio podendo w angmentar indefi-

nidamente, tambem elles nio podem augmentar indefinida-
mente; e a fraccio

g = o)
- [ (1)

nao pode tambem augmentar indefinidamente, porque a func-
cio [ (w — 1) nie pode auFmentar indefinidamente, e a func-
¢d0 [' (w—,) nio pdde diminuir indefinidamente, visto que
% —1 ndo pode ser raiz de [’ (u) (com effeito, o modulo de
[ (4 - 1) é menor do que o modulo de f (a,) e este &, por




154 JORNAL DE SCIENCIAS

hypothese, menor do que os modulos de [ (ay), [ (ay), ete.
correspondentes is outras raizes de [' () = 0). Logo 0s mi-
dulos das quantidades consideradas nio podem augmentar in-
definidamente, ¢ portauto sio menores do que uma quantidade
finita (.

Esti pois completamente demonstrado que a cada valor
de z corresponde pelo menos um valor ' de u que satisfaz
a equacio [ (z, u) = 0.

E’ facil de demonstrar agora que o numero de valores de
u que satisfazem a esta equagdo & igual a n.

Com effeito, dividindo o polynomio [(z, @) do grio n re-
lativamente a w por ¥ — «' vem um quociente ¢ do grao
n — 1 & um resto r independente de u, e teremos

[z u)=qgu—u)+r,
0 que di, pondo ¥ = u’
fz,u)y=r=20,
¢ portanto
[(z,u)=q(u—u).

Mas suppondo o theorema verdadeiro no caso dos poly-
nomios de grio n — 1, vem

g=(u—u") (u—u"...u—u",
logo seri
[z, 0) = (u—u')(@w— W ... (4 — u)

e 0 theorema seri pois verdadeiro no caso dos polynomios do
grao n.

De tudo o que vem de ser dito podemos concluir o theo-
rema 1.°, porque vem de demonstrar-se que se este theorema
é verdadeiro no caso de ser a equacio proposta do grion —1,
tambem é verdadeiro quando esta equacio ¢ de grio n, e sa-
be-se que elle & verdadeiro quando a equacdo e do primeiro
grio.

Esta demonstracio do sr. Lipschitz, cujo principio é de-
vido a Argand, tem a importancia propria de levar a um me-
thodo de approximacio para o calculo das raizes incommen-
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suraveis, que coincide com o methodo de Newton, D’este pon-
lo, que pertence i theoria das egquacdes numericas, nio pode-
mos porém aqgoi tratar.

IE — A substitnicdo da equagio implicita [ (3, u) = 0
por nma equacio explicita w = F (z) equivalente, onde en-
trem s6 funceBes algebricas em numero finito, e que dé dire-
clamente os n ramos de u, & nma questio pertencente & theo-
ria das equacbes, de que aqui ndo trataremos. Limitar-nos-
hemos a recordar que esta substituicio & possivel no caso das
equacdes dos quatro primeiros grios relativamente a w; que
Abel demonstrou a impossibilidade (’esta substitaigio no caso
das equacdes geraes de grio superior ao quarto; finalmente
(que no caso das equacdes de grio superior ao quarto, ella é
ainda possivel para cerlos grupos particulares de equacdes que
foram estudados por aquelle emmnente geometra e por seus
successores. ()

NN — Theorema 2.°— Toda a funcedo algebrica u da-
da pela equacdo

f, )=auw+a w24 ... + =0,

onde a, ¢ uma funceio de z do grio m, é conlinua em todo
o plano, exceplo em m pontos que sdo polos.

Esta proposigio importante & devida a Cauchy, bem como
a demonstracio que vames dar d’ella. (**)

Suppondo que w tem n valores ignaes a b quando a z
se di o valor a, vamos mostrar que quando z varia a par-
tir de & segundo a lei da continmdade, u adquire w valores
distinctos variando a partir de b segundo a lei da continui-
dade. y

Pondo na equagio proposta s =a + heu=>0 + k,
e ordenando o resultado segundo as potencias de k, vem
(26 — II) um resultado da forma ;

L]

[@+hb+R)=Zy+ 2 k+ ... +2,k

1
gy Lo == di3 L7 ]
- fm—:'— | A - ..+—rf:.l,l'

(I-) Abel—Oeuvres complites, 1881,
M. Serret— Cours d'Algebre supérieure, lomo 11— Paris, 1881,
(**)  Cauchy — Nooveaux Exercices de Mathéematiques, tomo .
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onde Z,, Z,, etc. sio funccdes inteiras de z; ou

f(a+h, b+ k) = Zm!s’"

onde é
I | Z
97 Ml LS T LY ‘:“‘—"1,‘.‘"_"’,
Jm "’Im
7y B Y ”_{_;"_‘:.,!. |
“ krn w0 j‘l

Notemos agora que as [unccbes de z: Z,, 7,, ... Zm__4

sio nullas quando é z = a, pois que entio u deve ter, por
hypothese, w valores iguaes a b, e porisso k deve ter » valo-
res iguaes a zero; e que, nas mesmas circumstancias, Z,, nio
pode ser nulla pois que, se o fosse, k teria @ | 4 valores
iguaes a b.

Descreva z uma circumferencia de centro a e raio p tal
que o circulo que ella fecha nio contenha raiz alguma de 7

= 0, e seja B o menor dos valores do modulo de Z_, e 4 o
maior dos valores dos maodulos de ,fu 4 z.’m 4ogr e Za

Se fizermos a0 mesmo tempo descrever a w uma circum-
ferencia de raio r < 1 e de centro b, seri r o modulo de
u — b, isto é, de k.

Entio teremos (n.° 9 — 1.°):

1I'|<'t'(r+:"+ SR et

b

B d—=r ?

>=i r —V Y
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ou a foriiort

A r
| P — L —
LS B 4—r
Como r (que ji tem de ser menor do que a unidade) é
ainda em parte arbitrario, podemos dar-lhe um valor tal que
seja | P | <C 4, para o que basta fazer

4 roo=
i : 1
B 1—-r< %

on

=}

r < $e

Por outra parte as fune¢des de z: Zy, 7, ... Z 4 a0-

nullam-se no ponto a e &do continnas, logo podemos tomar
para raio da cirenmferencia descripta por z nm valor ¢’ me-
nor do que g, tal que o valor maximo C dos modulos d'es-
tas quantidades seja tio pequeno como quizermos; de modo
que podenmos fazer

mas e evidentemente

!r.r:r:r,(*—'.— faab qonom iy
n - E

1 L)
1020 VIri

Portanto & sempre possivel dar aos modulos de z e k va-
lores taes que seja
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Yoltemos 4 funcedo

f@+h b k) =2, K0+ P+ 0.

Quando w volta a4 primitiva posicio depois de deserever
a circamferencia do raio r em roda do ponto b, o argumento
0 de k=u—Db=r (cos 8- sen 6) augmenta (n.° 23) de 2=,

fad . %
logo o argumento de k” = r" (cos »9 - i sen w0) augmenta
de 2vm. Z & sO funcedo de s e porisso ndo varia. Final-
& ¢

mente 4 -4 P -4 () volta ao valor primitivo; com elfeilo,
temos

1+P+ Q=14 M(cos t + 2sent),

chamando M o mddulo ¢ + 0 argumento de P 4 (), e por-
tanto o argumento « de 1 4 P 4 @ é dado pela formula

b o M sen t :
RS Mcoste +1°
esta expressio mostra que = nio pode passar além de - e

o

— ——, Visto que tang « ndo pide ser infinite por ¥ ser me-

nor do que a unidade.

A funegio [ (@ + h, b 4 k) angmentari pois de 2w=
quundﬁ w der uma volla em roda de b, e portanto (n.® 23 Jha
w valores de k contidos n'um circulo do raio r, descripto de
b como centro, que satisfazem & equacio f(a 4+~ h, b 4 k)
= 0, e como o raio d’este circulo se pode tornar tio pequeno
quanto se quizer, conclue-se que sio conlinuos na visinhanca
@ 0s @ ramos de w que ahi se encontram.

Se-dermos a z valores taes que seja a, =0, ha valores de
w correspondentes que sio infinitos. Por outra parle os valores

L ETARE
correspondentes deuz-_ﬁ’— sio nullos, e como os valores de

w' sio dados pela equacio algebrica :

auu™ +a,—qur-r4 o Ja, =0,
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aquelles valores sio continuos a partir de zero. Logo os valo-
res de z que satisfazem & equacio a, = 0 sio palos.

De tndo o que temos dito se conclue que as funcedes al-
gebricas nio tem outros pontos singulares além dos polos e
dos ponlos criticos.

IV — Vimos ji que o caminho seguido pela variavel z
tem influencia sobre o valor de cada ramo da funcedo alge-
brica w (24). Vimos tambem qgue uma porcio qualquer do ca-
minho seguido por z pode ser substituida por outro quando
na area comprehendida entre os dous caminhos nio existe
ponto singular, sem que por esta substituicio se altere este
valor. E’ facil de vér que qualquer que seja o caminho que
z tenha a seguir para ir de z, a Z, pode elle sempre ser
substitnido pelo que resulta de seguir a recla 4, dar (lig.
8. um numero determinado n de voltas a roda do*ponto sin-

Fig. 8.*
—
¥ ™,
!
I._ 'l r
B (4

oular ¢, e voltar pelo mesmo caminho a z,; seguir depois 5,8
dar um pumero delerminado n' de voltas & roda_do ponto
singular ¢ ¢ vollar pelo mesmo caminho Bz, a 5;; ir do mes-
mo modo dar um numero determinado de voltas & roda dos ou-
tros pontos criticos voltando sempre a z,; finalmente seguiv
e z, a Z. Estamos pois reduzidos a estudar a influencia d’este
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caminho sobre o valor de u, o que vamos fazer em dous casos
particulares.
Ezemplo 1.°— A funccio u* = (z — ¢) (z — ¢)

ou

u==xtviz—e(z - ),

que tem o0s pontos criticos ¢ e ¢, di

=4 Vg [cos § (6 4 6) 4+ isen ] (6+0)],

l‘h:\m:I:l-IO ¢ & ¢ os modulos e 6 e & os argumentos z — ¢ @
T

Se o ponto z parte de z,, onde os argumentos sio 6, e §',
¢ volta a z, depois de ter dado n voltas em roda de ¢, o an-
gulo 6, angmenta de 2n=. Do mesmo modo, se o ponto da
n' vollas em roda de ¢/, o angulo &, augmenta de 2n'x. Te-
remos pois y

U=V [vos } (6 + & + 2n= + 2n'z)
-+ isen § (9, + ¢, + 2n=w 4 2n'w)).

Em seguiula z, dirige-se para Z e enlio 9, e &', variam e
tornam-se em 9 e &, o que da

! P o
U=+ \ms ((n +n') =+ . 4;'3) + 1 8en ([_::J,—n’;l ﬁ+ﬁl_‘gﬁ>]

2 & 16 : I
== (— APty o [m:: IQ + 1 senﬂtﬁJ :

Este resultado resolve a questio, isto é, da os valores de
u correspondentes a cada caminho seguido por z.
Exemplo 2.° — A funcgao

u=Viz—0GE—2¢0) z—2¢)
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tem tres ramos. Chamando pois ¢, ¢' e ¢’ 0s madulos e 0, 6
e 6" os argnmentos de s — ¢, 2 — ¢/ e z — ¢’, vem (n.®
9 — 4.9

= Vg [ § (046 + 6" 4 2hm) i sen (0 + 016" 4-2kx)].

O primeiro ramo da funegio proposta corresponde a k= 0
o segundo a k=1 e o terceiro a k = 2.

Raciocinando como no caso precedente, vé-se que o valor
de qualquer dos ramos da funccio u correspondente a um va-
lor determinado Z de z e a um caminho determinado segnido
por z na passagem de z, para Z, ¢ dado pela formula se-
guinte :

TR
u=Vpdy" [cos } (8, + ¢, + 0", + 2= + 2nw 4+ M'x 4 ''x)
+tsen § (6, + 'y + 0", + 2kr 4 2w -+ 2n'w 4 2n''%)],

representando por 6,, &', e 6", os argumentos que teriam Z —e,
Z — ¢ e Z — ¢" se z fosse directamente de s, para Z pela
linha recta z,Z.

Nada mais acerescenlaremos a respeito das funccdes al-
ebricas. Para um estudo mais profundo d’estas funccdes po-
em cousultar-se os trabalhos notaveis de Puiseux, Riemann,

Klein, ete.
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I11

Funcedes exponenciaecs, logarithmicas,
e circulares

&

29. —As funcedes exponenciaes e logarithmicas sio
conhecidas desde os Elementos de Algebra; as funccdes eir-
rulares sio conhecidas desde a Trigonometria. Sio as unicas
transcendentes estudadas nos Elementos, e o seu estndo é muito
unportante por cansa da frequencia com que ellas apparecem
nas questdes a que se applica a Mathematica, e porque serve
de preparacio para o estudo das trancendentes mais geraes
de que se ocenpa a Analyse.

0. — Sabe-se que, no caso das variaveis reaes, a pro-
priedade fundamental da exponencial é expressa pela igual-
dade :

a® . 0% = g*+~* |

que tem logar qualquer que seja a base real on imaginaria a.

A base que se emprega quasi sempre nas formulas d’Ana-
lyse é o numero ¢ definido no n.° 19.

A defini¢io de exponencial e, no caso das variaveis ima-
ginarias z = x - 4y, deve ser tal que se recaia na expo-
nencial de expoente real quando é y = 0, e que tenha logar
o principio fundamental precedente. A estas condictes salisfaz
e+% quando se define pela ignaldade, devida a Euler,

(1):cevsvecen. e=+ti=—¢3(co3y 4 1seny).
Com effeito, temos, pondo z =z 4 Wy, 3/ = 2' 4 i/,
e, ¢ = ¢*(cosy +1seny). e (cosy - 1seny)

= e=+* [cos (y + ¥') 4-isen (¥ + ¥},
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e portanto
0w gt

K —Da equagio de definicio decorre logo nma proprie-
dade importante da exponencial do expoente iImaginario, a sa-
ber: a sua periodicidade. Com effeito, por ser

o% T 2hix _ . [cos (y + 2k=) 4 i sen (y + 2k=)]
= ¢* (cos y | 1 sen y) = ¢*,

conclue-se que a exponencial toma o mesmo valor cada vez
que z angmenta de 2iw.
Do mesmo modo se vé que a exponencial toma o mesmo
valor com signal contrario cada vez que = augmenta de i=.
EL. — Do que precede resulta tambem que todo o imagi-
nario se pide exprimir debaixo da forma de exponencial. Com
elfeito, temos

r+1’y=9(m.~:ﬂ—|—fsenﬁ}=_:t:m.

Temos assim tres formas que se pide dar ao imaginario,
cada uma das quaes pode ser preferivel em sua (questio.
IXX —Por ser

e th —em === (¢ — 1),

e por e* se approximar indefinidamente da unidade 4 medida
que h se approxima de zero, conclue-se que a funccio e= ¢
continua, qualquer que seja o valor da varavel real z.

Por outra parte as fancgdes sen y e cos ¥ sio continuas,
como se conclue immediatamente das suas representacoes geo-
metricas.

Logo a fune¢do

¢ = e*+% = e* (cos y ;- i sen y)

é continua (n.° 22, 1.” e 2.°) qualquer que seja r e y.

Temos pois a proposi¢io importante :

A funcgao exponencial é uniforme e continua qualquer
que seja z.

IV — 0O estudo da funcedo y — a*, onde @ & uma cons-

-
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tante real ou imaginaria, reduz-se ao estado da funcgio prece-
dente. Com effeito, chamando la o logarithmo de a na base
e, que se chama tambem logarithmo neperiano de a, tere-
mos @ = e, Vamos vér que la tem um nuomero infinito de
valores, mas basta tomar um d’elles visto que o primeiro
membro da relagio precedente tem um valor unico.

814. — Consideremos agora a funcgio inversa da expo-
nencial, isto é a funccio w ligada com a exponencial z pela
equacio

7 =g,
Como se sabe u ¢ o logarithmo de z na base e.
Suppondo

=1z 1y = ¢ (cos ®» 1senw), u=—ao-1p
lemos a equagio
¢ (cos » -1 sen w) = Pl i A (cos B + i sen B),
que da
o c0s » = e” cos B, p sen w = e* sen B,
d’onde se tira, por serem o e B reaes,

-4
¢*” =g, c0S w = C0s [, sen w = sen §,

on
a = log ¢, p = w + 2k=,

onde & w < 2=, ¢ k um inteiro positivo ou negativo qualquer.
Temos pois

(@-0eeee. u=log ((5))=1log ¢+ 1 (v 2k=),

empregando, como Canchy, o signal log ((N)) para designar
todos os logarithmos de N e o signal log N para designar o
logarithmo real.

XI—Se for @ = 0, z & real, e vé-se pela formula prece-




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 165

dente que o logarithmo de z tem um valor real correspon-
dente a k = 0, e um numero infinito d’elles imaginarios cor-
respondentes aos outros valores de k. Em todos os outros
casos o logarithmo de z tem um numero infinito de valores
imaginarios, e ndo tem valor real. Em resumo a funcgdo lo-
garithmica é uma funcedo mulliforme de numero wfinito
de ramos.
XX —Por ser ¢ uma quantidade positiva, a igualdade

h
log (p + 1) — log p — log (H——F) _

mostra que quando h tende para zero, log (! L %) tende

tambem para zero, visto que o logarithmo real decresce com
o numero ¢ o logarithmo da unidade & zero. Logo o loga-
rithmo real de ¢ € uma funcgio continua de g, excepto quando
& p =0, pois que log 0 = =

Em virtude d’isto, e do principio 1.° do n.* 22 a formula
(a) mostra que o logarithmo de z ¢ wma funccdo conlinua
de z, exceplo no ponio z = 0.

‘NN — Dando a k diversos valores em (a) formam-se ou-
tros tantos ramos da funecio logarithmica de z, que podem
ser representados geometricamente por outras tantas porcdes
de eurva. Nio ha valor algnm de z para o qual dous ramos
sejam iguaes, pois que viria

log ¢ + 1 (@ + 2k=) = log ¢ + 1 (0 -} 2k'=),
ou k = k'. Vé-se pois que a funccdo logarithmica ndo lem
ponlos erilicos.

Em resumo a funccdo logarithmica é multiforme, con-
linua e tem um unico ponlo singular que é z = 0.

*EV —D’este theorema segue-se que um ramo qualquer
da funcgdo logarithmica que parte de z, com o valor

log z, = log g, 4 1 (w, + 2k=)
toma no ponto z, sempre 0 mesmo valor
log z; = ng P1 + 1 (CH + 2k=)

qualquer que seja o caminho seguido pela variavel = na pas-
sagem de z, para z, com tanto que todos estes caminhos este-
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jam dentro de um contdrno fechado que nio contenha o pon-
oz = 0.

*W—S8e porém quizermos o valor que toma o mesmo
ramo da funcgido logarithmica quando z, partindo de z,, des-
creve um caminho qualquer para chegar a z,, é facil de vér,
como no n.* 28, que estes caminhos podem ser sempre substi-
tuidos pelo caminho que resulta de seguir a recta z,4 até um
ponto 4 tio proximo quanto se queira do ponto correspon-
dente a z = 0; dar n voltas circulares em roda d’este ponto
no sentido directo, e m voltas no sentido retrogado; e seguir
depois uma linha recta de z, a Z. Cada vez que z di uma
volta em roda do ponto correspondente a z = 0, isto é, em
roda da origem das coordenadas, o angulo w augmenta do
dobro de =, logo, chamando w, o valor que tomaria w no
ponto z, se z seguisse somente o caminho rectelineo para ir de
Zp 4 z,, leremos

log z, = log p, + i (», 4 2n% — 2m= | 2k=).

Esta formula resolve a questio considerada, isto é, di o
valor que toma o ramo da funegio logarithmica, correspon-
dente a um valor determinado de k, no ponto z,, em funegio
do caminho segnido por 5 na passagem de z, para z,.

Se o ponto z, estiver sobre o prolongamento da linha re-
cla que une o ponto z, ao ponto correspondente a z = 0, a
parte rectilinea z, z; deve ser sabstituida por duas por¢bes
d’esta recta e por meia circumferencia deseripta em roda do
ponto correspondente a z = 0.

VI — 8e a base dos logarithmos ¢ a, teremos

::ﬂ,‘lﬂﬂﬂa'

e portanto passa-se dos logarithmos neperianos para os loga-
rithmos de base a dividindo os primeiros por am dos valores
do logarithmo neperiano de a.

31.—As funecdes circulares foram estundadas na Tri-
gonometria, onde apparecem como auxiliares para a resolu¢io
dos triangulos.

X — As suas propriedades fundamentaes sdo, no caso dos
arcns reaes, as seguintes

1.» Sendo a e b dois arcos reaes, temos

sen (@ + b) =senacos b -} cos a sen b

008 (a + b) == cos a cos b — sen a sen b,
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E’ o theorema de addiceao.

2.*  As funecdes circulares sdo periodicas, isto é, tomam
o mesmo valor cada vez que o arco augmenta de 2=, e 0 mes-
mo valor com signal contrario cada vez que o arco augmenta
de =.

KN —As formulas do ne 25:

eF=cosx -} isenx

6% = cOS 0 — 1 58D T

dio as funcebes circulares expressas por meio de funcedes ex-
ponenciaes :

nl‘: __5_ e — iz ’Jl-;_ P—i’
COS P = ——r— , 80N T = ———————
2 21

NEN —Estas relaces permittem definir 0s senos e co-
senos de arcos imaginarios. Representa-se, com effeito, por
1

sen (r -4 1y) e cos (o -4 iy) as funcedes que resultam de
substituir nas formulas precedentes z por x 4 iy, a saber:

; ; et |- i ettt L=
R . = et —— — -
COS = = ¢05 (£ -+ 1y) 5 5
; _j {..:l'.-.___'-_-—t'.a [-'_y+h_"lﬂ.y_‘=
SEN I = 3en (f +— 1) == . = ; .
1y % %

A primeira d’estas formulas da

/ e i(s 48 ' B iz =N {!I’} cl']’ 1 e — iz g "y
i i oF B3 A %
oS (34 3) = % = 5

o {'f-_l': _l_ B i:) (!r.-l':-f + e i:-'} _I'_(:Elll_c -—i.l"} {pix'___g — i:')
4

on
€05 (2 + 2') = cos z cos 3’ — sen z sen 3.
Do mesmo modo a segunda (i

sen (z 4 z) == sen 3 cos 5! < cos 7 sen 7.
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Vé-se pois que os senos e os cosenos de arcos imagina-
rios gozam da propriedade expressa pelo theorema de ad-
diccao.

IV —Pondo nas formulas precedentes £ == 0, vem

g—¥V — g¥

cos (1y) = % Lt , sen (i) == 5

2

Estas funccbes sen (iy) e cos (iy) téem o nome de seno
hyperbolico e de coseno hyperbolico de y. Temos aqui a ori-
gem da theoria das funccoes hyperbolicas, devida a Riccati,
que ¢ objecto de tractados especiaes.

¥V — Por ser a exponencial uma funcgido uniforme e con-
tinua qualquer que seja z, @ por serém sen I e cOs I sommas
d’exponenciaes podemos enunciar o theorema seguinte :

As funccoes sen z ¢ cos z sdo uniformes e conlinuas
qualquer que seja z.

VE— A tangente de z, quer z seja real, quer seja imagi-
naria, & definida pela relacio

sen I
cos g’

tang z —

Esta funcgio é uniforme e ¢ continua (n.° 22 — 3.°) qual-
quer que seja 3, excepto nos pontos que salisfazem a equagio

oS 3==¢% fg—8=0,
on
e~¥(cosz -+ isenx)+ e (cosx — isenx) =0,

on
cosz(e—r+e¥) - isenz(e~v—e¥)=0.

Esta equagdo, por ser a expressio e—¥ -- ¢¥ sempre po-
sitivo, da cos =0, e~¥ = ¢¥, e portanto

y=0,s=}m §=w §m,...

Logo a tangente é uma funccdo uniforme, ¢ é conlinua
qualquer que seja z, exceplo nos pontos (0, § =) (0, § %),...
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SUR TROIS RELATIONS DIFFERENTIELLES DONNEES PAR MR. LIPSCHITZ
DANS LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

J. A. ManTiNs pA SiLva

Le cahier de 25 décembre 1833 des Comptes rendus des séan-
ces de " Académie de Sciences de Paris conlient & la page 1411
une Note de Mr. Lipschitz, oii I'on trouve trois relations diffé-
rentielles intéressantes pour la théorie des fonctions elliptiques.

En relléchissant sur la formule des Fundamenta nova, qui est
la source de la détermination des rvprésenlﬂuuns d’ua nombre
quelconque par une somme de quatre carrés, I'illustre anale[sle
remarque que celte formule, par une légére modification conduit
a une équation différentielle qui se rapporte aux trois fonctions (=)

=33 =2 (! I—I)

Bo)=1+2 3~ rgs “o 5
n=1 n==1{
n=30
bafo)=1+2 3 ¢
=1

Il remarque aussi que, dans la formule de Jacobi:

blg(0)=1+8 E

m.qm

I+(——l}"‘ r;

e

(#) Jemploierai dans ce qui suit les notations de MM. Briot et Bouquet.
1
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on peut réunir toutes les fonclions du second membre, qui con-
liennent les pmssances de g, dont les exposants sont les produits
de la multiplication d'un nombre impar par une puissance du
nombre 2; en employant ensuite les valeurs de § (o) et b3 (o) ex-
pnmées dans le produit des [acteurs binomes (1 —¢™), et I équa-
tion 8% (0) + % (0) — 6%3(0) = 0, Mr. Lipschitz obtient les trois
relations différentielles sous la forme:

d , 63(0) " dlg.K®

l — .i Iﬂ'. F ] ¥
#%(0) dlg.q 2 03(0) dlg.q )
1
d |[.§ e
1 5 (0 K2
D e N (a)
dlg.q = 6(0) dlg.q
Ki.
dlg,. —
i e(0)  ©OKR
i e ‘ V4
WS e R T iy e

Mr. Hermite a fait voir que ces équations remarquables ré-
sultent encore de la formule fondamentale de Jacobi

1 d 07(0) ;
G(z)= K Ii[L' T Ig. 5{5)]. H YT (b)
ce grand géometre donne en effet les formules

AL d

e — PR |lr -4
i S M T b
i e
B T el T PV | ) SR T
ek G BT R L ©
Pt %
1 =E+ﬂ‘3{d) t“"qlg &2()

pour {rouver les relations cherchées.
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Je me propose de montrer comment une relation différenticlle
trés-simples conduit rapidement aux formules de Mr. Lipschitz,
sans avoir besoin des considérations de cet auteur, pas méme
des formules (¢).

Considérons les intégrales définies

dx 2 2dr -
Q=|—3 Y= — = V(1 —a? (1 —K¥a¥);
il J o Az= V(-2 (1 —Ka?)

relatives & un méme cycle partant de I'origine et y revenant; ces
valeurs sont deux périodes correspondantes quelconques des in-
tégrales elliptiques de premiére et de seconde espices; en déri-
vanl ces inlégrulvs, on trouve

d K *  xids _ —K zhdx
PT & g J(l—ﬁ"m’-};x' d}\ J#l—l’i"'x! .52
D’aprés I'égalité
d z(1 -2 1—a* K2 2
dz Az, Az (1-KiaYaz

on a par l'intégration

d K
s L — D ss amss AR TREa
T (22— ). (d)

On obtient aussi

d d
e an 1A
alors
d 0 ! O—={2_K¥ O
KM= ggE (0= @KL @
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Il en résulte les équations différentielles du second ordre

d i d ood
s 'y | e Ky —( HIEK®—= 0 )= 3K30)..
K (Kl\ ik 52) Ko K (I( K 1K ;) 3K .. ()

auxquelles satisfont séparément les périodes Q et €.

Considérons maintenant les eycles qui se rapportent & un cou-
ple de périodes elliptiques 2w, «' de lintégrale de premiére es-
piee. Alors

— s g g ¢ i TSP ro
1) dK Kr‘ \0 1.]""' g‘f

il résulte d'ailleurs que les premidres périodes 2w, 2w, et les
sécondes périodes ', o', satislont aux équntiuns differenticlles

(d), (e} et (f).
Cela étant, les équations (g) donnent, en verlu des accroisse-
ments constants

que le second membre de la formule (b) éprouve, quand z au-
gmente de w ou de o', les deux équations différentielles du pre-
mier ordre
d
—
dK

i i Q=i
oo ) e | B T
dK * I{K"[ mu‘J"'

80 ore 1
™ —KE;‘ [l\%-— "J )

aux quelles satisfont », .
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Des formules (h) on tire

d 1
LR LA L rph e
dK '*T KKi ! |

dl d [w g 2zt _
6974 ol e ) SRR

on en déduit
dlg.e KEK? de y
‘t lgl q = Ewt “ dK - L B I B B B BN B )

La relation différentielle ;) conduit en effet aux relations
cherchées,
Remarquons que 'emploie du développement

m=K'><qal:K:I
1\2 1. 3% 2
3 .K!+-.t
7+ (3) #l57) Il

dans I'équation (j), donne

¢(K)=n

dig. K2 d g l'\Ls K’ ! 1y NOUE,
Ty —Ig. g (K)=—+ K)|2K¢(K) +
dlg. q rilg.q“?‘ ) g PN P

e t,ﬁ:m]

ou bien

dlg. K? d KiK2 I
TERT = - |,'..: K = - h\- ‘2_+_
dlg. g +d‘|» g T ) [ (K)]

=t

K5.K"
: K
g AU Kh,
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Soit maintenant le multiplicateur égal & l'unité, et

K wK -
6(0)= \/m- ' 05(0}=\/w—”-' “3&0]=\/Ti

on tire d’abord :
=00

de l'autre cdté, il résulte

d Ki.K*?
— . L R — (]® . (LA ( ‘I —
I, q ln 4 (h:] PET [? (.h‘;l'] dK 1?‘ T I\KJ

[+ |1

Re/RN L Ll
T A TR

En conséquence, la formule premiére (a) est donc démontrée.
Si I'on pose

1—K= =xat®

on oblient toul de méme

W K 2K
l | KI 3 |
dig.q O K2 +fnnqﬂ W\[h ¢ (K) +
oL
e BTN
+ K? dK ¢ J
alors
K2 v s
o (¥ (K] =04(0);
d K d
— o | K\ = | g Y g I
dlg.qlb 1“"& 22 K2 [Ilr" h‘] dK Ih.""th"’

on en conclut la formule seconde (a).
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Soit encore

K
u—-k,—! x:l‘i H
on déduit
d K? f I':]
" - PO "I et .\i.:___ o]
dlg.ql"' K® +~d|g.q]"'“}\’ 2=t v, (K) =<
K K2 d
- Yl TS k57 NNEE
=< | 20 1 (K) + K K _.'\l'\.]]
ou bien
A
pon [ (K] =0%(0) a
[
d Ko l
—1 (K) = — - | Jar K
!“{-T-ff E" x hf 2[-{‘2 g{f. ” t o }'{ 5

On obtient ainsi la formule troisitme (a) par une déduction
indépendante des deux autres formules (a) et de I'"équation

b13(0) = 045/0) +14(0).

Je remarque enfin que la formule (j) donne des autres relations.
Soit

w=">(K) . lg. KY;
il resulte
K? ¢ (K)?®(lg. K¥)

“i

1
=64(0)

dlz. @ (K) _KK"‘
.“d].g.q T 2at

d
ik ?

Ig. K. & (K) - o (K).

Soit encore
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on lrouve i
K2 (¥ (K (. )

2

[

"‘| f! i [i
dlg. ¥ (K) KK (;g : ) ¥ (K) - ¥ (K).
dlg. q 272

Considérons maintenant

£ K?
w -—}'(I\J |g. -"r—%'.
il résulte
K2 2 \
- (e )
s =043(0)

KRR 4
L) e (e ) 2 (R

On obtient donc
dlg. lg. K2 1
T dlg. g g K?

1
d Ig. Ig- F_'!"

dlg. q

e } ()
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PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA THEORIA DAS EQUACOES Al GEBRICAS

(Fragmento d'umas liches)

rMOR

L. Woobniousg

{(Professor na Escola Polytechnica do Porto)

Seja
F(z)=Aps"+ A, g2+ ... +Aiz+ Ay
em que
Aj = p; (cos w; + i sen w;)
e
z=r(cosf+isenf,
ou
E=mkiys;
teremos tambem
j=?|
F(z)= 3 0;ri [cos (w;+ 78) + i sen (i +j0)].
=0

Existira um valor de r pelo menos e outro de § para os quaes
mod. F(z) serd zero.

1. Primeiramente tomemos, a partir da origem das coorde-
nadas O, as rectas OPy, PgPy, . .. Po—1 Py, cujos comprimentos
e posiges correspondem aos modulos pg, py7, . . . par™ € aos ar-
gumentos wy, o1+ 0, ... w,+nb, contados, segundo o modo
ordinario, desde um eixo fixo Oz e sempre no mesmo sentido.
D'este modo teremos econstruido um polygono OPy Py ... Py,
em geral aberto, no qual, tirando OP,, esta recta representari
o modulo de F(z), e o angulo P, Ox, contado no sentido dos pre-
cedentes, o seu argumento.

Designemos por M o ponto do plano cujas coordenadas sdo x e y.
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2. Suppondo r constante, mas qualquer, se o ponto M, cujos
coordenadas sdo z e y, descrever um circulo & volta de O, qual-
quer dos pontos P descreverd uma curva fechada; isto &, Py des-
creverd um circulo & volta de Py, em quanto Py descrevera dois
circulos & volta de Py, etc., descrevendo finalmente P, n circulos
4 volta de P,_4 e girando todas as rectas P; P;_; no mesmo sen-
tido. Cada um dos ponlos P retomara a posi¢lo primitiva quando
se tiver effectuado o augmento 2= do angulo 6. Designando por
Q4. Q1. ... Q, cada uma das curvas, qualquer d'ellas Qy serd
pois tragada por um ponto Py, que descreve k circulos de raio
Pi—1Pi & volta de outro ponto Pg_y, que ao mesmo tempo per-
corre completamente a curva Q5. Em quanto r [or constante
a cada valor de % corresponde um ponto em cada uma das cur-
vas (O, a posigio das quaes serd fixa: mas se a r formos altri-
buindo differentes valores, e para qualquer d'elles fizermos variar
O até §+ 2%, cada uma das eurvas  ird tambem occupando
sobre o plano posigdes differentes.

Cada curva Q; estard toda dentro de um circulo Cy cujo cen-

7=k

tro é O e o raio 3 g7/, porque esla somma exprime a maxima
=0

distancia a que os pontos de Q poderdo estar de O.

#. Procuremos agora determinar r de modo que P4 P, seja
maior do que o diametro do circulo C,—y dentro do qual estd a
curva Qu—y. Devemos salisfazer a desegualdade

j=a—1
9,.!“"—?2 E pjr‘j}ﬂ,
=0

ou, designando R o maior dos modules pg, . . . Pas

e |
Wt —2R —— = 0.
par R r—l>

Faga-se 2R =g, (F — 1), a desegualdade precedente trans-
forma-se em
i

r—1

paT" —pn (r"—l]:;-ﬂ,
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que ¢ evidentemente satisfeita por r=r', sendo

PR A,

¢

Seja pois r=r'.

Descrevam-se os circulos C,_y e Gy, dentro do primeiro dos
quaes existird a curva Q,—y e Q, dentro do segundo (+). Con-
sideremos P, 1P, em uma posi¢io qualquer. O ponto Py—q nio
podera sahir de C,_y, nem P, entrar n'este circulo, e, emquanto
P,_i descreve a curva fechada Q,—y, a recta P, P, descreve
n circulos, de modo que, se as tangentes DT e D'T do circulo
Cn—1 se conservarem constantemente parallelas a P,_q Py, o ponto
P, ndo podera sahir da figura limitada pelos arcos TT e DD’ e
pelas rectas DT e DT, a qual se movera sempre no mesmo sen-
tido entre os circulos Cy,—y € C,, voltando & posicio inicial todas
as vezes que P,y P, completar um numero qualquer de voltas.
Dada a ultima volta, P, e P, v&m tomar as posicdes iniciaes,
fechando-se assim a curva Q, e de modo tal que encerrara com-
pletamente o circulo €,y e portanto o ponto 0. Nao serd pois
possivel seguir caminho algum desde um ponto interior a Cy—
até outro exterior a C, sem cortar uma vez pelo menos a curva

-
4. Sabe-se que & facil determinar um valor r” de r sufficiente-
mente pequeno para que a desegualdade

J=n

e <py
=1

seja satisfeita.

(#) Com as geguintes indicacOes serd faeil construir a figura a que nog
referimos, De O como centro descrevam-se dois circnlos G,y ¢ Gy, sendo
este ullimo exterior. Dentro de Cay tome-ge um ponto P Dentro de G,
mas fora de C,_y, tome-se outro ponto P, Tire-se a recta P,y P a qual de-
vera ser maior que o diametro de Co—y. Tirem-se em seguida duas tangen-
tes a Gy parallelas a P Po. Designem-se por D e D' os pontos de lan-
gencia, e por T e T' os pontos em que estas tangenles prolongadas no gen-
tido Pu—y P, vio corlar o circulo C,.

——
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Com effeito, sendo R o maior dos modulos ¢y, ... ps, temos

=n
dopii<R(r+ ... +r)
=1
ou
7l -l
S i<k T
= r—4q

ou ainda, sendo r <1,

= r
i R ———,
EP_,I"{ gy

=1
Fazendo pois
r’
=Ry
sera
Pt c
po+ R
J=n
Ora por ser a somma 3, pj1/ a expressio da maxima distancia
j:‘

a que os pontos de Q, poderdo estar de Py, segue-se que, se to-
marmos r = r", a curva (), estard completamente demtro de um
circulo eujo centro é Py e cujo raio é inferior a pg.

D’este modo o ponto €) serd exterior a Q.

5. O modulo da funccgiio

‘() =X+1Y,

em que
J=A J=n
X=Spiricos(wjtj0), Y= 3, ¢ v sen (w;+1h),
=0 =0

e i ¢ qualquer, serf uma [uncglo continua de r, por serem X e Y
funceies conlinuas de r; OP, varia puis conlinuamenle com r
qlm]quer que sejn B,
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Se para qualquer valor dado do argumento 4, entre dois va-
; " o (N
lores de r, ndo se annullar X nem Y, as luncedes y & x due
represectam a langente e a cotangente de arg. F (z) serdo ambas
continuas no intervallo.
Se entre dois valores de r se annullar X ou Y para um ou

mais valores de r, uma das funccdes T ol X torna=se infinila

no itervallo, mas a sua inversa serd continua e arg. F(z), re-

presentada pelo angulo P, Oz, variard ainda no intervallo conti-
nuamente com r,

Se X e Y se annullam simultaneamente para differentes va-

! ; : £ XAy =F

lores de r no intervailo considerado, entdo as funcgdes ¥ e —

-

tornam-se indeterminadas; mas n'esle caso serd zero o modulo
de F (3) tantas vezes quantos os valores de r que tomarem X e Y
simultaneamente nullos,

@. Suppounhamos agora que r varfa continuamente desde r=r'
até r=r". A curva Q, deforma-se conservando-se comtudo [le-
chado, o que é uma conscquencia derivada do seu modo de for-
macdo. Para r=r' 0 ponto O seri interior & curva Q,, para r=r"
o mesmo ponto serh exlerior & curva.

Se quizermos admittir que no intervallo de r' para #' as func-
¢des X e Y se annullam simultaneamente para certos valores de
r combinados com valores de 6 comprehendidos entre 0 e 25,
admittiremos como consequencia que mod. F (z) se annulla tam-
bem o que precisamente se descja provar.

Mas se X e Y ndo se annullam simultaneamente quando r de-
cresce continuamente desde r =1, ou pelo menos em quanto isto
ndo acontece, a curva lechada Q, deforma-se continuamente, por-
que os modulos e argumentos de qualquer dos seus pontos serdio
funegdes continuas de r, e o ponto O para r =’ inlerior & curva
tende a tornar-se exterior, o que ndo podera fazer sem cortar a
curva uma vez pelo menos em um ponto correspondente a um
certo valor de § comprehendido entre 0 e 2g.

Teremos pois necessariamente

mod. F (z) =0
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uma vez pelo menos, sendo o argumento de s comprehendido
entre 0 e 2% e o seu modulo entre ' e ",
7. Os valores de z, reaes ou imaginarios, que satisfazem a
equagio
F(z)=0,

isto é, as suas raizes, serlo pois representados por pontos sobre
a por¢do do plano comprehendida entre dois circulos descriptos
de O como centro, e cujos raios r' e ' determinardio assim dois
limites, um superior outro inferior, dos modulos das raizes.
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DEMONSTRATION NOUVELLE DES THEOREMES
DE PASCAL E DE BRIANCHON

M. H. Le Pont

Soient dans un plan les six sommets d'un hexagone 1, 2, 3,
%, 5, 6. Prenons pour triangle de référence le triangle de trois
sommets 1, 3, 5 par exemple, le coté z=0 étant opposé au
sommet 1, le coté y=0 au sommet 3, le c6té 3 =0 au sommet 3.
Les équations des cotés de I'hexagone sont alors, ), wv, l,m, n
désignant des constantes:

(1,2) y+rz=0 (2,3) s+pz=0 (3,5) a+vy=0

(6,1) y+iz =0 (3,4) z4+mz=0

(5,6) 2 +ny=0;
les coordonnées des sommets:

(1) y=35=0 3) 2=2=0 (5) a=y=0

!

2) wr=y=—2z (§) —mx=my=z (6) 2=—ny=Inz;
les équations des diagonales (1, 4), (2, 5), (3,6):
(1, %) z=mvy (2,5) y=ipz (3,6) z=Ins;

les coordonnées des points de concours P, Q, R des cdtés oppo-
sés (1,2) et (4,5), (2,3) et (5,6), (3,4) et (6,1):

(P) z=—vy=wvz (Q) —pz=yny=s (R)Imz=y=—Is.
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Or, si nous désignons par z, y et s les distances des points de
reférence A une droite quelconque du plan, ¢'est-d-dire, si nous
posons:

() —= B) -y (6)= s

les distances des sommets 2, &, 6 et des points P, Q, R a la
méme droite seront, en négligeant des [acteurs numériques:

(2) =Mpz+y—is (§) =—mz+mvy+3 (6) = z—ny +Inz
(P) = z—vy+ivz (Q} =—prtpny+s (lt} =lmx+y—Is

Si nous exprimons alors que les points 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont
sur une conique, c'est-a-dire que leurs distances d & une droite

quelconque satisfont a I'identité caractéristique de Mr. P. Serret
(voir, Paul Serret, Géométrie de Direction, p. 131):

36, 6;d% = 0,
oit les § sont des coellicients constants, nous avons I'équation de
condition:

{0 0 Xt =t 1
foalead mivi n?
0o 1 2 i n?
=10,
0 0 2 —mv  In?

0 0 2 m —In

0

0

0

0

0 0 0 —y mv n

équation qui se réduit par un caleul facile a celle-ci:
| —y In

e —1|=0,

| —@  my i
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ou en développant:
L+ dpvimn—luv+Imy+lpn+apy=0....... ()

Si nous exprimons maintenant qu’entre les distances des points
P, Q, R & une droite absolument quelconque, il existe une rela-
tion linéaire et homogéne, nous obtenons I'équation de condition:

| Im —p

—v 1 pn |=0,

qui s'éerira:
I +3pvlmn—Ipy +hnv-|—.!=:.u+).;.|.v=0.

Nous retrouvons ainsi la relation (d). Donc:

Tutoneme. — Lors qu'il existe entre les carrés des distances
de six points d'un plan & une droite quelconque de ce plan une
relation linéaire et homogene, il existe aussi une relation linéaire
et homogeéne entre les premidres puissances des distances A une
droite quelconque des points de concours des cités opposés de
I'hexagone formé par ces six points.

Réciproquement, lors que les distances des points de concours
des cotés opposés d'un hexagone plan & une droite quelconque
sont liées par une relation linéaire et homogdne, les carrés des
distances & une droite quelconque des sommets de ces hexagones
satisfont aussi & une relation linéaire et homogéne.

C'est en cela qui consiste le théoréme de Pascal.

Le théoréme de Brianchon se démontre de la méme maniére.

Désignant en effet, par z, y, s les distances d"un point quel-
conque du plan aux trois droites de référence, les distances de
ce poiut aux cdlés et aux diagonales de I'hexagone, sont, en né-
gligeant des facteurs constants:

L2)=y+rs  BF)=sz+pz EB)=m+vy

Yy
G, N=y+is B3.8)=z+mze (5,0)=a+ny
LH=z—mvy (2,5 =y—rpz (3,6) =z—Inz
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Exprimant que les distances D de ce point aux cotés de I'hexa-
gone satisfont & I'identité tangentielle de Mr. P. Serret (voir,
loc. cit., p. 74):

38, 6; D0
nous obtenons |'équation de condition:

KU oiguiigion @p 00

0 ¢ [.4,?' m 1 1

=‘}.
N o LR TEEREET DR i)
0 0 p m 0 0
0 0 0 0 v n
qui se réduit a:
Apvimp—1=0........... sasasith)

D’autre part, si nous exprimons qu'entre les distances d'un
point absolument quelconque du plan aux trois diagonales il existe
une relation lindaire et homogéne, nous obtenons la condition:

| 0 —In 1

qui §'écrira: ;
anvimn—1=0

ce que n'est autre que la condition (§). Done:

Tukorime. — Lors qu'il existe entre les carrés des distances
d'un point queleongue du plan aux six cotés d’un hexagone une
relation linéaire et homogéne, il existe aussi une relation linéaire
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et homogéne entre les premidres puissances des distances d'un
point quelconque du plan aux trois droites qui joignent les som-
mels opposés de cet hexagone. Réciproquement, lors que les dis-
tances d’un point quelconque du plan aux trois droites qui joignent
les sommels opposés d’un hexagone sont liées par une relation
linéaire et homozene, les carrés des distances d'un point quel-
conque du plan aux six cotés de cet hexagone satisfont aussi @
une relation linéaire et homogéne.

C'est a précisément ce qui conslitue le théoréme de Brianchon.
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NOTE DE GEOMETRIE

PAR

M. H. Le Pont

4. Les identités caractéristiques données par Mr. P. Serret
pour six points d’une conique ou six couples de points conjugués
par rapport i celle conique, pour six tangentes i une conique ou
six couples de droites conjuguées par rapport a cette courbe, se
généralisent facilement dans le cas oit on considére six éléments
mélés de méme nature, points et couples de points conjugués,
tangentes et couples de droites conjuguées. On a en appelant d
la distance d’un point H de la conique & une droite quelconque
du plan, m et n les distances i une droite quelconque aussi de
deux points M e N formant un couple de deux points conjugués
par rapport a cette conique:

pA Epdiﬁ-{-EE‘;,H Bpmpnme=0.,.,....4. {A}

oii on fera i=0,1,2,3, %, 5, 6, le premier terme disparaissant
pour i =0, le dernier pour i =6; et I'identité corrélative:

bl Cp !?gp - Eﬁi-i-! Cipivi =0

ol § désigne la distance d'un point quelconque du plan & une
tangente & la conique, p et v les distances de ce point & deux
droites conjuguées par rapport i cette courbe.

Ces identités nous permettent de remplacer immédiatement
dans tous les théorémes relatifs aux coniques un point par un
couple de points conjugués, une tangente par un couple de droites
conjuguées, et réciproquement, un couple de points conjugués
par un point, un couple de droiles conjuguées par une tangente.
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Pour nous borner a un exemple, le théoréme de Desargues-Sturm
et son corrélatif donnent les théorémes suivants:

Tukonime. — Les coniques conjuguées a quatre mémes grou-
pes de deux points tels que trois quelconques ne soient pas en
ligne droite, déterminent sur une droite quelconque une série de
points en involution.

Tutoreme. — Les tangentes menées par un point queleonque
a toutes les coniques conjugués i quatre couples de droites telles
que trois quelconques d’entre elles ne passent pas au méme point,
forment un faisceau en involution.

Remarquons en outre que donner un couple de points conju-
gués par rapport A une conique ou un couple de droites conju-
guées par rapport a cette conique équivaut & une condition sim-
ple, et que st nous désignons par p et ¢ les nombres des coniques
qui remplissent outre quatre conditions simples celle d'étre con-
juguée par rapport i un couple de points ou de droites, ces nom-
bres p et ¢ sont précisément les caractéristiques du groupe de
coniques considéré.

2. Soient maintenant deux droites MT et NI, et v les dis-
tances orthogonales d’un point quelconque O du plan & les deux
droites, & la distance orthogonale de leur point de concours I &
une droite quelconque O passant par le point O, nous avons:

u = O sin (O1, IM)
v = Ol sin (O, IN)
& = Ol sin (OI, OD)

et par suite:
sin (OI, IM) Sin (O, IN)

GRROROD) Tt i )

py =3%

Prenons deux points M et N, soient m et n leurs distances
orthogonales & une droite A, 2 la projection orthogonale sur la
droite MN d'un point ¢ de la droite A, d la longueur 2w, nous
avons:

d = QM sin (MN, QM) = QN sin (MN, ©N)

m = OM sin (12M, A)
n =0ON sin (2N, A)
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sin (1M, A) Sin (QN, A) :
e on caia{MN, &) Bip (MY, £N) 545 - (3)

Ces formules (a) et (3) nous permettent de transformer les
identités (A) et (B). Les identités:

28 0;min =0

B Cipu=0

en particulier deviennent:
zs] &i \‘.!ii == 0

251 € 3‘; =1,

Done, si nous appelons centre d'un couples de droites conju-
guées le point dintersection de ces droites, et axe d'un couple
de points conjugués la droite qui joint ces points nous avons ces
deux théorémes:

Tukorizme. — Les centres de six couples de droites conjuguées
4 une méme conique sont les sommets d’un hexagone de Pascal.

Tukoreme. — Les axés de six touples de points conjugués a
une méme conique sont les cotés d'un hexagone de Brianchon.

Ces théorémes ne sont que la transformation par les formules
(A), (B), (d) et (%) de ceux de Hesse sur les systemes de tri-
angles conjugués & nn¢ méme mnir\im.

Nous aurons du reste l'oceasion de revenir sur les transforma-
tions des identités caractéristiques dans de prochains articles.

[ ————
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SOBRE UMA EQUACAO PERIODICA

roR

JosE ManveEL RODRIGUES

Professor na escola do exercito de Lisboa

Existe na analyse uma classe muito notavel de equagdes que
tem a propriedade das suns raizes serem fancgdes periodicas.

N'esta nota temos por fim apresentar uma d'estas equagdes.

TugoremA. — Se as funcgies ['(x) e g(x) forem [uncedes inter-
mediarias, as raizes da equacao holomorpha

[(5)+a.p(zx)=0
sio funcgdes duplamente periodicas, admittindo como periodos os

mesmos periodos das funcgies.
Com effeito, se [or constantemente

as raizes da equagiio

f(5)+2.9(z)=0

exprimem-se em funccdes das raizes de

por meio da férmula
,i

dr—1 ( ¥ E:r

s=2+ 3 e

S (—e)r

(R
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demonstrado a pag. 137 do tom. 1v d'este jornal, ou

pondo

Consideremos agora as equagdes

flota)+ta.ploto)=
f{a‘:+ﬂl’)+u.?{x+ u')=ﬂ.

mod. (u ; %g;‘%) <1

mod. (x. £2250) <4,

Sendo

teremos do mesmo modo

?(z+w)\?
= aptr i F (f'{x+ w}) l
et I‘(p+ l:] r dxr—1 :

. polr ?(x+_:-='_)>
: n_ o)t (f’ [z + o)
J.Ex+m)~21,(p+,}-- p

1+ w) =

()

«(0)

Ora as funegdes [ (z) e ¢ (z) sendo funcgdes periodicas inter-
mediarias dao
¢ (x4 w)=9p (2)

f! (@t a)=["(z)




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

portanto

g (2tm)
[(@+e) [

9 (ztu) o)

[ete) [’

logo as formulas (b) e (¢) reduzem-se 4 serie primitiva (a), e
por consequencia

rete)=y)

izt e)=y ()

1(@+oto)=y(),
e em geral
y(z+me+ ne') =y (o)

como se queria demonstrar.
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J. A. MARTINS DA SILVA

Temos hoje a dar aos leitores d’esle jornal a triste noticia do
fallecimento do nosso illustre collaborador, o sr. J. A. Martins
da Silva, tdo novo roubado & sciéhcia, e quando mais esperancas
dava o sen belio talento.

Tinha concluido o seu curso na escola polytechnica de Lishoa
e principiava a seguir o curso de artilheria na escola do exer-
cito quando escreveu o seu primeiro trabalho, que foi publicado
no tomo 11 d'este jornal, e que foi logo seguido de oulros, publi-
cados nos tomos m e 1v:

1.° Sobre uma formula integral (Jornal de Sciencias Mathema-
ticas e Astronomicas, tom. 11).

2.% Sobre a transformagio das funccies X, de Legendre (Item,
tom. ).

3.° Sobre a reduccio directa d'uma classe de integraes definidos
multiplos (liem, tom. 1m).

%.° Demonstragio d’um theoremia de Mr. Besge (ltem, tom. m).

5.° Nota sobre a transformagao de um integral definido (ltem,
tom. mm).

6.° Sobre algumas [érmulas novas relativas ds raizes das equa-
cdes algebricas (ltem, tom. 1v).

Todos estes trabalhos foram escriptos durante o lempo em
que seguia o curso da escola do exercito. Referem-se amnda a
pontos elementares da sciencia, mas revelam ja um talento dos
mais promettedores.

Depois de concluido o seu curso, em 1881, entrou para o ser-
vico na arma de artilheria, onde aproveitava todo o tempo que
Ihe ficava disponivel, para estudar a theoria das luncgdes ellipti-
cas e abelianas, tomando principalmente para guia os excellentes
livros de Briot ¢ Bouquet.

A nova orientagdo dos seus estudos produziu os melhores re-
sultados, e o joven geometra em breve viu coroados os scus es-
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forcos chegando a resultados verdadeiramente importantes, que
foram publicados nos artigos seguintes:

7.° Nota sobre a mdepmdmcm dos zeros na funcedo Jacobiana
de integraes abelianos normaes de primeira especie (Jornal de Seien~
cias Mathematicas e Astronomicas, tom. v).

8.° Sobre uma formula relativa d theoria das funecdes ellipti-
cas (Item, tom. v).

9.° Sur une question de la théorie des fonetions elliptiques (Bul-
letin de I Académie des Sciences de Belgique, 1883).

10.° Sur trois relations différentielles données par Mr. Lipschitz
dans la théorie des fonctions elliptiques (Jornal de Sciencias Mathe-
maticas, lom. vi).

O artigo 8.° contém uma comparagio de duas formulas im-
purtanlm de Analyse, e foi desenvolvido pelo sr. Martins da Silva
em dois artigos. O primeiro (9.° da lista) foi apresentado pelo
illustre geometra belga, sr. P. Mansion, 4 Academia das sciencias
de Bruxellas, ¢ mandado imprimir no Bulletin da mesma Aca-
demia (#). O segundo foi por nés apresentado & Academia das
sciencias de Lishoa, que votou a impressdo no seu jornal.

Estas decisdes de duas importantes academias, mandando im-
prlnnr trabalhos do sr. Martins da Silva, sio a confirmagio, para
assim dizer, official do seu talento, &s quaes se seguin em breve
a da Sociedade Mathematica de Franca, nmm'..'mdr:-u s&U 80CIY
por proposta dos srs. Rouché e Comberousse em sessio de 7 de
Janeiro de 1885, .

Ja minado pela doenca que o havia de levar & sepultura tra-
balhava ainda, como mosiram as seguintes palavras de uma carta
que nos escreveu a 21 de abril de 1885:

«Contintio a passar mal, constantemente rouco e cansado, o
que me faz afrouxar mais o estudo; ndo obstante conclui agora
um trabalho novo sobre a theoria das funcgdes ellipticas, onde
emprego o methodo da decomposicio em frac¢lio simples do sr.
Hermite: foi por este motivo que pedi a este grande geometra

B R P P P P P B

{#) Foi o sr. P. Mansion tambem encarregado pela sua Academia de dar
parecer sobre este trabalho. Este parceer foi publicado no Bulletin, mas
ainda ndo nos foi possivel vél-o. Mais tarde teneionamos transerevel-o n'este
jornal, assim como os artigos do sr. Martios da Silva que foram publicados
fora do paiz.

0 artigo apresentado a Academia das scienciag de Lishoa ainda nio foi
impresso.
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para dar o seu auctorisado parecer. Tive a [elicidade de receber
resposta favoravel, dizendo elle que as minhas demonstragdes sdo
muito elegantes, e lhe era agradavel dizer que a questdo ence-
tada ja lhe tinha chamado a sua attenglio. Encarregou-se tam-
bem de mandar publicar o meu trabalho no Bulletin do sr. Dar-
boux.»

Esta carta, que produziu em mim um mixto de prazer e de
pezar, foi como que a sua despedida, pois passados alguns mezes,
a 12 de novembro de 18835, fallecia, contando apenas 27 annos
de idade, pois tinha nascido a 22 de agosto de 1858.

F. Goues TEIXEIRA.

L J
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BIBLIOGRAPHIA

P. Arnaut de Menezes. — Cargas addicionaes nas pontes metallicas
para estradas (Revista de obras publicas, tomo xvi).

O distincto engenheiro tracta n'este trabalho de determinar a
posicho em que dois carros, caminhando sobre uma ponte metal-
lica acompanhados por uma multidio de pessoas, produzem o
maximo momento de flexio, e o ponto da madre em que elle se
realisa, ¢ emfim procura qual ¢ a carga que, distribuida uniforme-
mente por tode o taboleiro, produz no ponto em questio egual
momento de flexdo.

As formulas correspondentes sho applicadas i discussio dos
regulamentos empregados em Portugal para calcular as madres
das pontes metallicas para estradas.

R. B. Martins Pereira.— La rotation et le mouvement curviligne.
— Lisbonne, 1885.
N'este opusculo o auctor, professor na escola de medicina de
Lisboa, occupa-se da explicagiio da gravitagio, gravidade, cohesio
e allinidade por meio dos movimentos dos corpos no elher.

G. Loria.— Ricerche intorno alla Geometria deila sfera (Memorie
della Reale Accademia delle Seienze di Torino, tom. XXXVI).

Deve-se a Plucker a idéa de attribuir a0 espago um numero
qualquer de dimensdes, escolhendo para isso convenientemente
a entidade geometrica que se considera como seu elemento; e
esta idéa tem sido a origem de trabalhos importantissimos. Téem-se
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empregado como elementos do espago, para consliluir assim a
Geometria, o ponto € a linha recta. Conlinzando n'esta ordem
de idéas, o sr. Loria na sua importante memoria toma para ele-
meanto do espago a esphera. A Geometria assim constiluida & a
guatro dimensdes, e para a estudar o ayctor toma para coorde-
nadas cinco quantidades z{, 2y, ‘ete.; que ligadas pela equagio

X + .Tgx.'-i:' + i +25 X0 =0

determinam uma esphera qualquer, as quantidades XV, X3, etc.,
determinando de qualquer modo cinco espheras fundamentaes.
Para esta ultima determinagio o sr. Loria emprega as coorde-
nadas cartesianas, de modo que toma

X = (2 —2)t + (y —Bi)* + (s —7:) — BY,

por causa da vantagem que d'ahi vem para as relagdes da nova
Geometria com a Geometria ordinaria.

Sio estes os fundamentos das indagagdes do sr. Loria a res-
peito da Geometria da esphera, que o levaram a resultados im-
portantes, de que se nlo pide dar idéa em curla nolicia, e de
que faz applicagio a uma nova classificagio das ciclides, a cujo
estudo destina todo o capitulo terceiro da sua bella memoria.

;. Loria.— Nuovi studi sulla Geometria della sfera (Auti della
R. Aecademia di Torino, vol. xx).
— Intorno alla Geometria su un complesso tetraedale ([ftem,
vol, xix).

Dr. A. Bieler.— Das System

—_—t— — — 4= —1})=0.
(rl’ * b b2 + a= y

Marburg, 1885.
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E. Cesaro.— Determinanti in Aritmetica ((iornale di Matematiche
de Battaglini, tomo xxu1).

——— Intorno a laluni determinanti aritmetici (Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, 1885).

——— Gli algoritmi delle funsioni aritmetiche ((iornale di Mate-
matiche de Batlaglini, tom. xxi).

——— Sull’ inversione delle identita aritmetiche (ltem).

H. le Pont.— Notes de (céométrie (Journal de Mathématiques spé-
ciales, 1883).
—~ Théorémes sur quelques courbes et surfaces remarquables. —
Cherbourg.

M. & Ocagne. — Sur les raccordements paraboliques (Mathesis,
tomo v).
—— Sur les isomélriques d'une droile par rapport a cerlains
systémes de courbes planes (Bulletin de la Société Mathématique

de France, tom. 1x).

P. Mansion.— Note sur la méthode des moindres carrés (Bulletin
de I Académie royale de Belgique, 1885).
— Théorie de I'élimination entre deux équations algébriques.

— Paris, 1884.
G, T.
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