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SUR UNE TRANSFORMATION POLAIRE DES COURBES PLANES

FAR

M. Maurice p'OcAGNE

Ingénieur des ponts et chaussées, i Paris

1. ¢ et o Etant les coordonnées polaires du point M, appel-
lons My le point dont les coordonnées py et wy sont lides & ; et o
par les relations .

wy =mw, pg=Kp™.

Si nous déterminons ainsi les points My qui correspondent aux
divers points M dune courbe (M), nous obtenons une courbe (Mj)
que nous appellerons transformée d'indice m de la courbe C.

Ce mode de transformation proposé par Chasles (=) a fait
'objet d'études de M.M. Roberts (+=) et Faure (#2). Tous ces
géométres ont remarqué la propriété capitale de ce mode de
transformation, & savoir la conservation des angles; nous élions
nous-méme arrivé directement a celte propriélé par une démon-
stration fort simple que I'on trouvera plus loin. Mais I'objet de
la présente Note est de faire connaitre quelques remarques nou-
velles au sujet de cette importante méthode de transformation
qui comprend comme cas particulier, pour m=—1, la trans-
formation par rayons vecteurs réciproques.

(%) Note xx1 de I'Aper¢u historique sur Uorigine el le développement des
méthodes en géomélrie.

%u} Journal de Liouville, L. xin, p. 209.

wx%) Mémuires de UAcadémie de Monipellier, 1854, p. 463.

™
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2. La transformation conserve les angles.

Appelons V et Vy les angles que font, avec les vecteurs OM
et OMy, les tangentes aux courbes (M) et (M;) aux points cor-
respondants M et M;. Nous avons

dp =p cotgV doe,
dpy =g cotg Vy dewy.

Comme, d'ailleurs, dyy=mKp™—'dp et dwy=mdw, la seconde
égalité peut s'écrire

mKp™—1dp = K™ cotg Vi mdo,
dp = cotg Vy de.

Comparant avec la premiére égalité on voit que V=V, el le
théordme est établi.

Il est & peine besoin de dire que ce théoréme ne s'applique
pas aux droites passant par le pole; si deux telles droites font
entre elles I'angle a, leurs transformées font I'angle ma.

3. CoroLLAIRE.— L'enveloppe de la transformée d'une courbe
variable est la transformée de U'enveloppe de cette courbe variable.

4. Le théoréme précédent o'est qu'un cas particulier d'une
propriété générale bien connue.

En effet, si le point M représente la quantité complexe

zty Vet

le point My représente la quantité complexe

x +yy Voi=K ¥y 'F/—_l_)“.
Or, d'une manidre générale, si
ay + yy V’——l=¢(3+y V’——lj.

g représentant une fonclion qui posside une dérivée, la transfor-
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mation qui consiste & prendre le point (xq, yq) pour transformé
du point (@, y) conserve les angles (x).

&. St ON et ONy sont les sous-normales qui correspondent aux
points M et My, la droite NNy est perpendiculaire a MM;.

En effet, les angles MON et M{ON; étant droits, et les an-
gles OMN et OM;N; étant égaux enire eux, on a

MOM, — NON,

OM ON
OM; ON;'

et

Les triangles MOM;, NON; sont donc semblables, et comme
les cotés homologues OM et ON' d'une’ part, OM; et ON; de
I'autre, sont perpendiculaires, il en est de méme des troisiémes
cOtés MMy et NNy, ee qui démontre le théoréme.

6. Nous allons maintenant faire voir comment, connaissant le
centre de courbure C de la courbe (M) au peint M, on peut dé-
terminer le centre de courbure Cy de la courbe (My) au point M;.

On a

dV =dV,,

ou, en appliquant la formule (6) de notre Mémoire sur les trans-
formations centrales des courbes planes («#),

M;N; ) (MN )
jasal it TUAE L)\ Y 4 .
(M,Gi - MC s

remplacant dey par mde, et divisant par dwj, nous avons

Mi{N; MN

m-m—la;--ﬂ-c"‘l'm-—-[.

{ {} Voir, Briot et Bouquet, Traité des fonctions elliptiques (2 édition,
P' L }-
(##) Mathésis, 1. 1v, 1884, p. 73 et 97,
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Soit E le point qui divise la normale M{N; comme C divise
la normale MN; alors, I'égalité précédente peut s'écrire

MN,  MN
ou
m | m—1

M,C; ME TN,

Le point Cy se trouve ainsi parfaitement déterminé.
7. Dans le cas oit m =2, sur lequel nous insistons plus loin,
on a
2 | |

MG ME T MgN,

ce qui montre que le centre de courbure Cy est conjugué harmoni-
que du point My par rapport auz points E et Ny.
Dans le cas oit m=—1 (transformation par rayons vecteurs

réciproques) on a
2 1 1

M;N, ME ' M;C,’

c'est-d-dire que le centre de courbure Cy est conjugué harmonique
du point E par rapport aux poinis My et Ny.

Dans le cas oit e spécialement envisagé par M.M. Ro-

berts et Faure (loc. eit.), on a

v PP W
ME . MsCy. . MNy

c'est-d-dire que le centre de courbure Cy est conjugué harmonique
du point Ny par rapport aux poinis My et E.

8. Nous avons déja dit que pour m = —1 on tombe sur la
transformation par rayons vecteurs réciproques; la transformée
d'indice — 1 d'une courbe est en eflet inverse de la symétrique




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

' 1
de cette courbe par rapport & I'axe polaire. Pour le cas oul m = )

nous renvoyons au Mémoire trds intéressant de M. Roberts ().
Nous ferons ici quelques remarques au sujet du cas oit m = 2.
Nous écrirons dans ce cas les formules de transformation

1

w1 =2, -=%—-

®. On voit d'abord immédiatement que la transformée d’une
droite est une parobole ayant son foyer au point O, car I'équation
d'une droite quelconque étant
h

~ cos (0—a)"

P

on trouve bien facilement que sa transformée a pour équation

Dh2

a
= T T eos (wy — 2a)

parabole ayant son foyer & I'origine, dont I'axe fait avec I'axe
2%
polaire I'angle 2a, et qui a pour paramétre e

10. Chasles, qui avait donné le théoréme précédent, a re-
marqué aussi que la transformée d'un cercle est un ovale de Des-
cartes; mais n'ayant pas jugé a propos d’approfondir la question,
il ne s’est pas apergu que cet ovale n’est pas quelconque; cet ovale
a un foyer double; c’est un limagon de Pascal.

Cette remarque a déja été faite par M.M. Cayley et Genocchi;
au surplus on peut la rendre presque évidente.

En effet, si le point M figure la quantité complexe z+y V'_—-—l,
et le point My la quantité complexe zq+y; —1, on a

-“ == (3.

(#) Il faut remarquer en effet que ce que M. Roberts ddsigne par n est
l'inverse de ce que nous appelons m.
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Si le point M décrit une courbe unicursale (M), c'est-d-dire
s1 l'on a

= [+ V= 1900,

f et g étant des fonctions rationnelles du paramétre t, le point
My décrit une courbe (My) définie par

Vasy=fli)+V—19()
azy =[O o (O + V=127 9 1),

et cette courbe est encore unicursale.

Donc, si la courbe (M) est un cercle, la courbe (M;) sera un
ovale de Descartes unicursal, c’est-d-dire, d'aprés M. Darboux,
un limagon de Pascal,

f1. Nous avons trouvé un théoréme tIui, non-seulement fait

: connaitre I'existence du foyer double, mais encore montre com-
ment ce foyer est déterminé.

Nous avons communiqué a I'Académie des sciences de Paris ()
I'énoncé de ce théoréme, que voici:

La transformée d'un cercle (M) de centre C est un limagon de
Pascal ayant pour foyer simple l'origine O et pour foyer double
le transformé commun des dewx points ot le cergle de centre O qui
est orthogonal au cercle (M) coupe la droite OC.

Voici maintenant la démonstration.

Soient R le rayon du cercle (M), d la longueur OC.

L’équation du cercle (M) est

RY =2+ d?— 2dp cos (0 —a).
Par suite, celle de sa transformée sera
R —ap+ d*—2d V’Ep} cos (%——c),

puisque p¥=apy et vy =2p.

(#) Voir Comptes-rendus, t. xcvi, p. 1424
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Posons, pour simplifier

R=rd, a=pd;
I"équation devient
up-im

re=poy+d— EV'a[-*]ch

ou
wy ——-ilx

r-p,-d——ﬂﬁms

ou encore
—2a

(r— ppy— d)? = 4ap, cos? o

. -2
Développant, remplagant 2 cos? £ > - par 1+ cos (wj—2a),

et simplifiant, nous avons

(1) ppty—2prpy + (r — d)* = 2uudpy cos () —2a).

Sous cette forme on reconnait I'équation d’un ovale de Des-
cartes ayant un foyer i l'origine, et dont I'axe fait I'angle 2a avec
I'axe polaire. Soit maintenant F un foyer de la courbe, autre que
le point O; ce point, étant sur axe de la courbe, on a, en ap-
pelant ¢ la longueur OF, § la distance du point F & un point
quelconque (g, @) de la courbe,

2) 3% =2+ ¥ — 20 p cos () — 24

Eliminons cos (wy—2a) entre les équations (1) et (2); cela
nous donne

3=ct+oY -f& (2% —2urpy + (r—d)t],

§*= (1-——)p,+2 1+t — %’f’“.
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Cette expression est de la forme
3!—Ap’| + 25?1 + G;

mais le point F est un foyer et'l'équation en coordonnées bi-
polaires de la courbe rapportée a ses foyers O et F, est

S=mp; +n;
on doit donc avoir
Bt—AC=0.
Cela donne

(o) -5

équation du 3 degré qui détermine les distances ¢ des divers
foyers & I'erigine Q. Divisons par ¢ ce qui supprime la solution
connue ¢= 0, effectuons et réduisons; il vient

pe? e A% g

e d
ou, en multipliant par —#—,

¢+ E@—.-_-ﬂc-i- iy

[ ut

(c+5}-d)'-u;

I'équation a une racine double; les deux foyers autres que le
point O sont confondus au méme point F.

¢'est-a-dire,
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Effectuant, nous avons

k étant la puissance du pdle O par rapport au cercle (M).
Considérons le cercle de centre O, orthogonal au cercle (M);
il coupe la droite OC aux points (p=Fk, w=a) et (p=k, u—u+f=2;

ces deux points ont pour transformé commun le point (py i

w1 = 2a), c'est-d-dire le point F, et le théoréme se trouve ainsi
démontré.

A2. On sait que le foyer double d’'un limagon de Pascal est
un point double 3& cette courbe. On le vérifie aisément dans le
mode de génération précédent.

En effet, le cercle (M) coupe la perpendiculaire élevée en O
a OC aux points

(?“" V-1, u—u—%) et (p=k V1, u=a+%);

ces points ont pour transformé commun le point
k2
(P|=——, n|-=u+:)
a

qui n'est autre que le point F.
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En résumé, on pourra transformer par la méthode précédente
une propriété quelconque de droites et de cercles en une pro-
priété de paraboles de méme loyer et de limagons de Pascal ayant
pour foyer simple le foyer commun & toutes les paraboles. On
pourrait en donner des exemples en trés grand nombre, mais
cela est inutile; le lecteur y suppléera bien aisément.

i W
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SOBRE UMA CURVA DO TERCEIRO GRAO

POR

Joio p'ALMEmA Lmva

Primeiro tenente de artilheria

Definigdo geometrica

Consideremos o angulo XOY; do vertice O, como centro, com
um raio qualquer, descreva-se um arco de circulo ASS'S”; dos
pontos S e 8/, e com raios eguaes a 85', descrevam-se arcos que
cortario ASS'S" nos pontos A e §".

Tirem-se pelos pontos S e §' rectas parallelas 4 bissectriz do
angulo dado; descrevam-se, com centro em O, arcos de quaes-
quer raios, e dos pontos T e T/, V e V', em que cortam as re-
clas SZ e 8'Z', descrevam-se com o mesmo raio egual a SS' arcos
que cortardo BTT', CVV/, ... nos pontos B, C, D, .. .; o logar
geometrico de todos estes pontos serd uma curva AL. Esta curva
gosa da propriedade seguinte: o arco 1I', determinado pelos pon-
tos de intersecgdo da curva com OX e OY, ficara dividide por
meio da corda SS' em tres parles eguaes.

Com effeito, se considerarmos que os angulos BOT”, COV"
indicam as diversas grandezas do angulo AOA", que tende a con-
fundir-se com o angulo dado, @ ¢oma s arcos AS'S", BTT". ..
slo por construcgdo divididas pela corda SS' em Ltres partes eguaes,
quando o angulo variavel se confundir,com o angulo dado, ou
quando a curva AL cortar os lados d’esse angulo, tambem aquella
corda dividird em tres partes eguaes o arco II'.

E evidente que para a determinagdo do ponto de inlerseccdo
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da curva com o lado OX, basta construil-a entre limites bastante
curlos,

Note-se que a curva AL tende a transformar-se n'uma recta
parallela & bissectriz do angulo, e que a sua curvatura se torna
quasi insensivel, quando o raio vector tirado de O se torne bas-
tante grande; d'aqui se conclue que determinados dois pontos
H e L, bastante proximos um a baixo outro a cima de OX, bas-
tard reunil-os por meio de uma recta para determinar o ponto
de interseccdio da curva; practicamente a curva HL ndo se péde
distinguir de uma linha recta.

Temos assim uma solugo practica do problema da trisecglio
do angulo, quando HL for sufficientemente pequena.

I

Equagdo da curva

Yamos agora procurar a equacio da curva AL (fig, 1) ¢ as
coordenadas da sua intersec¢lio com a recta OX.
Para determinar a equagdo da curva, nole-se que sendo o

angulo

Nis ofiedara dasgd
SOR=§,SUS==2-.AOS,
serf
S'DR=;-.AOR.
Fazendo
AOR =10,
e !
AO =80 =p,

teremos no triangulo SOL

]
SL=p Lsen 53
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e pondo

resulta

Fazendo n'esta equaglo B=%. sendo « o angulo dado, obte-

remos o valor de p, que resolve o problema.

Querendo exprimir a equaglo da curva em coordenadas rectan-
gulares, tendo a origem em O, e para eixo dos zz a bissectriz
do ‘angulo dado, notemos que, sendo pela trignometria

senJa=sen2a.cosa+ sena.cos2a

=2sena.cos*a+sena(l —2senta),
resulta
b

U]
=3, 300 b . pend—.
sen B asen3 45&:13

Mas do triangulo AOR deduz-se

AR=y=p.senb,
e da equagio (1)

logo

2%, y=3bpt—p3.
Ora do triangulo AOR deduz-se tambem

A+ yt= gt
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por consequencia, substituindo, vem
(2y— 3b) (=2 +yN) +88=0,......... ' Q)

que ¢ u equagdo da curva considerada.
A equaglio da recta OX é

logo o systema das equagdes (2) e (3) d4 as coordenadas do ponto
de interseccio.
Eliminando pois a variavel y resulta a equaglo

(iz.tangri——ab) (1+Img".%).z*+b’=0

ou
4
(9.:. tang% —3&) : —m——-—+53=0¢
S
2
logo
cos?. —
LS b
1"—-%.-——.:{:‘4-!;3. =(
Hlllg -é- tang 5

¢ a equagdo do problema da triseccio.
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REMARQUES ARITHMETIQUES

FAR

ErneEsTo CESARO

Etudiant 4 Rome

Sur la série de Fibonacci

D’aprés Lamé, on sait que les nombres de k chiffres, apparte-
nant & la série de Fibonacci

1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

sont quatre ou cing. Désignons par p la probabilité qu'ils soient
plutét quatre que cing. Ayant réuni en un groupe les termes qui
ont un méme nombre de chiffres, on sait aussi que tout groupe
de quatre termes cst suivi par frois ou quatre groupes de cing
termes. Appelons ¢ la probabilité qu'un groupe de quatre termes
soit suivi par trois, plut6t que par quatre groupes de cinq termes.
Cela posé, considérons les k premiers groupes, comprenant une
totalité de n termes, n et k étant indéfiniment grands. De ces k
groupes, il y en a kp de quatre termes, et k(1—p) de cing. Par
suite

Skp+5k(1 —p)=n,

d'oi




18 JORNAL DE SCIENCIAS

De méme, parmi les kp groupes de quatre termes, kpq sont
suivis par trois groupes de cing termes, et kp(1—gq) par quaire
groupes de cinq termes. On a done, en négligeant un nombre
fini de groupes,

Blipy H+ Wkp (1= qf=K (1 Lp),

d'oit

Si l'on pose

on a par hypothése, en se rappelant I'expression du terme géné-
ral de la série, :

a1 (' = -+‘)< 10k = a2 (' P !n_'_‘]
Vs g 5 Come

Done, pour n indéfiniment croissant, on peut écrire k=nloga;
puis:
5 - 0,2150
- VBHL o o
log R

Conséquemment :
«ll y a 73 & parier, contre 20 environ, que les nombres de k

chiffres, appartenant i la série de Fibonacci, sont pluldt cing que
atre.n

_De méme, la formule (2) donne

q—5—-—--——-——'—1 =0,3493....

ol B
log
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Remarquons, pour finir, que 1¢ rappot %—: représente Ia"[.t;_ro-_-

Imbilit:‘: qu'uu terme soit le dernier d'un groupe, Par conséquent:
«Ayant pris, au hasayd, un terme de la série de Fibonacei, la
prabablhle que le terme suivant admette un chiffre de plus est

—0,2089. ...»

||
Sur une identité générale

Soient
Alr)=3a,2", B(x)=38,2",

n variant de 1 & + =, par.yaleurs entiéres, 11 est aisé de démon-
trer que

IBaA @) = 2 agB(@e a0 re _—y

Représentons par C(z) le premier membre, et évaluons, dans
le développement de €{x) suivant les puissances croissantes de &,
le coefficient y, de z*. Soient, dans ce but, a, b, ¢, ... lous les
diviseurs de n, el nbuurmus que z* se renconlre seulement dans
les sommes A(z7), A{2"), A{a), .. .. Son coeflicient est done

Yn=Datn {- j'g,a‘,. 7 - L pired o (2}
Il T 3

Or, les nombres a, b, ¢, ... ne différent pas, abstraction faile

n.n n !
de I'ordre, des nombres PR e R 1l en résulte que I'on

b* e
peut, dans I'égalité (2), échanger entre elles les léltres a et 3,
ce qui prouve bien que, daus le second membre de (1), le coeffi-
cient de z* est aussi v, En conséquence, l'identité (1) se trouve
=
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établie. Par exemple, pour zy=1, 3,=n, cette identité de-
vienl '
x 22 328

1—x+1-—x‘+1-—x'+”'

x x? z3
A—af (e A=y,

On voit, en outre, d"aprds (2), que le coefficient de 2%, dans
le développement de chaque membre, représente la somme des
diviseurs de n. L'identité (3) a été propoesé par M. Catalan aux
lecteurs de Mathesis (t. m, p. 47).

Remarquons, en passant, que, si les fonctions A et B jouissent

de la propriété
(@I = (2y)s ¢ ceecrcccnicnas (%)

Videntité (1) revient & écrire
B[A(z)] = A [B(z)].

Cette remarque nous sera utile ailleurs.— Il serait aisé d'ob-
tenir un grand nombre d'identités analogues a (3). Nous nous
bornerons & signaler la généralisation de la série de Lambert, que
I'on obtient en imaginant deux fonctions f, F, liées entre elles
par I'égalité

[(&) 4 100) F fley 5. U= F ). o (8)

Si la fonction ¢ jouit de la propriété (4), on peut prendre

1 =4 (), Ba=4(m)/(n), Yo=14(n)F(n),
et I'on a

Z¢(n) f(n) ¥(2®) =3¢ (n)F(n).2%, ........ (6)
pourvu que l'on pose

¥ (z) =2y (1) + 22 (2)+ 28 (3)+ . . ..
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Par exemple, pour [(z) = g(z), et, par suite, F(z)=a, la re-
lation (6) devient

2 4(n) 9(n) ¥ (2%) = Ind () 2"
En particulier, pour § (@)= 1, on trouve la formule
x39(3) ' z

zo(1) , #%9(2)
[P 1= = G A

diie & Liouville. De méme, por { ()= sin %n, on obtient

2e(1)  29(@3) , 2%9(5) z(l —a%)

1+a2? 1+af 1+a® 7 (1 +aht

etc., etc. Ces séries sont susceplibles de transformations remar-
quables. Indiquons seulement celle qui se rapporte au cas de
¢ (z) = 1. Dans cette hypothése, la [urmule (6) devient

E—T—-r%=zzﬂF{n}. ............. (7)

De la méme maniére on démontrerait les formules

av :
z,—%mwm )

zn (1)
3 —l__—@ =32°Fy(n)—32*f(n)s 0 ... (9)
la fonction Fy étant définie par I'égalité (5), dans laquelle on sup-

prime les diviseurs supérieurs & Vn. En ajoutant membre & mem-
bre les égalités (8) et (9), on obtient

T SR O
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Dansle cas particulierde f(z) =1, il est clair que 2F;(n)—~F(n)
est 1 ou 0, suivant que n est ou n'est pas carré; Il en résulte

S =232 Fy(n)— % 2" F(n).

Par substitution dans (10), et comparaison avec (7), on obtient
la formule de Clausen

- D  + a2 | +?
..l A el ML 5 P
» i—a I-_.tz+l—:n' +I—a:3+

lag bk il il L g g il

Soit encore f(z ) =z. Faisons aussi [(z ) = l, et désignons par

Gy () la valeur cﬂmspondante de Fy(x). 11 est éwdent que I'excés

de h(n)-ﬁ- nGy(n) sur F(n) est V1 ou 0, suivant que n est ou
n'est pas carré. Il en résulte

L3 [F, () + Gy (1)) 2 2 ), L. (1)

Or, I'égalité (8) donne

x‘_n! e Rt Eiln) o o % Nt (12)
. S :
- 14-x-=2"“("(") ............ (13)

La formule (13) devient, par dérivation,

e T Zh (1)
1—a (1—an)?

=X n2*Gy(n). ... . .. . (1%)

Les égalités (12) et (14) ajoutées membre @ membre donnent,
en tenant compte de (11),

1+f"' (1)
1. et g B =3 )
Enl_ + (= z" F(n),
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ou bien, en vertu de (7),

nx® 1+=x 1+ a? { + 28
e (1t A % g

3 ..

z* z8 PRt 210
+ (1—a)* +“_$1:]‘+(1_3:3)*4'“_:'}‘4- e

elc., ete. Dans un autre article, nous montrerons comment I'on
peut appliquer ces formules & 'évaluation asymptotique des prin-
cipales fonctions, que I'on rencontre dans la Théorie des Nombres.




SOBRE A HU’DIlIl}I DA VARIAVEL INDEPENDENTE

POR

RayMunpo FERREIRA DOS SANCTOS

Vamos n'esta nota dar a expressio da derivada da ordem n
de y relativamente a z em funcco das derivadas d'estas variaveis
relativamente a uma nova variavel independente qualquer.

Temos primeiro

dy

y = %i =uv, y'=vd(uv), y"=vd[vd(uv)], etc.,
por onde se vé que cada derivada se [6rma da anterior substi-

tuindo u por d (uv). Por outra parte, a formula de Leibnitz da

|
d .[’!Ha‘:] = z m dh l'dt_ﬁ’ u,

e porlanto serd

|
R L SRR TR S
y vzhﬂ(l—h,)!d vd'"—* u
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Substituindo n'esta (6rmula w por d (uv) e notando que é

=M d (uw) = ¥ (uv)

vem
]} l "
y ,_ugmm vd®— (uv),
mas temos
. . (2—hy) ! AR,
d*h (W)_zhg!(ihh,—h,)!dhtd’ u,
logo

1 (2—hy)!

- dh pdhs pdt—hi—hs
Y th;!(l—h,) A ol P i

2 hy

M pdhe pd—h—hs
W R P A R e T e

Substituindo n'esta ultima férmula w por d(uv) e notando
que é
d—t—ha d (uv) = dd—h—hs (uv),

cujo termo geral é

L @B—m—hy! L
ha!(3—hy—hs—hy) ! ORI

temos

(2—hy) (3—hq—hg)

(8 = hy pdhs pdhs pdd—h—he—h;
y Dz h]rhirh'{ (3 hi—-h.i ha} d t‘d"'ﬂd !.'da 1 u.

Do mesmo modo se acha y®), y(®), ete.
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D’esta maneira deduz-se por induccdo a lei aegnintnh wlo#

- E(E—hl) (3-hy—hg)... (W1 Zhy—hg—...—hp—s)
Yy h|”lg!...fl'_]!{ﬂ-—l-—fl[—h—...—h‘_ﬂ!

>¢db vdhr v, dhe—t pdv—t—h—he—he gy,

Para a demonstrar supponhamos que é verdadeira para a or-
dem n, e vamos provar que é verdadeira n’este caso tambem para
a ordem n+ 1. '

Para isso substituamos u por d (uv).

Sera

AV bbbt o () = dn—h—hg—..—hu (up)

e a formula de Leibnitz dara

dr—ty—he—..—hi—i {ul‘} s

[u—ht—-hg—~ —-*ﬁn._ﬂ'!
“Eh.!gu_h,_h,—..,—h.)!

d*u ‘:dl"'—,lr'—ﬁ:—.n.—“hrl u.

e substituindo em y(*, obteremos

(R— hy) oev (10— Ay — hy — ... — hn—y)
) =p S =
y U2 Ry Thel . hn ! (nhy— By o — )1

s dModhav ... dh pdv—h— e —hey,

_ Por outra parte a formula covhecida : p
nlm(m—1) ... (m—i+1)('z)* (¢"z)8 ... (¢ z)? fhe
(1) yw=3 T3P AP B oo o )
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que di a derivada da ordem n da funegiio y = g(x)|™, da as dif-
ferenciaes da ordem hy, hs, ... hy—y de

v="u== (dz)—1:

Li
dz

i | (@ ()b (@
Pro= 2= T @R E T L e

ha'u (o) (dz)ps . . . (drHa)
=25.-‘5:- Soogl(2)R (30, . (hel)he

onde ay, Bty -+ . a3, B, . .. representam todas as solucdes in-
teiras e positivas das equacies

7 | s W Y e IR - e R a1 R
¢]+2B1+...+h11[=:}l1, 21‘+‘Eﬁi+...+hilg=hi.

Effectuando o producto d'estas differenciaes, vem
dhodhrp ... dht v = ) (— )it

hl ”l.g! weeha—1!0y ! fg {:d!x:]‘|+'r!' [d:‘lleﬁ +aat
> ey Bglhy Ly Bal . hglows (2Bt (3 Tt ..

I‘u—ﬂ—l] —re,

Substituindo este valor em (1), teremos

R g g iy b
e £ sl U i . g, e, B . I

(dt,)w-ﬂ— (d32) Bt
> @nctpet 3yt ..

< (dag)—rHrtctin—s),
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onde g, Byy « . a3, Pay . .. representam as solugdes inteiras e
positivas das equagdes

NEL L L AR VIR T TR

e iy, i3, ... slo dados pelas egualdades

ﬂl_1+;.‘r‘__.'| + a0 +1I—1=£l—1‘

Devemos observar que hy, hg, ... devem ter todos os valores
inteiros e positivos, o primeiro até um, o segundo até dois, etc.
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BIBLIOGRAPHIA

0. Verger.— Introduzione all Algebra,.— Torino.

Oceupa-se o sr. Verger, professor no Instituto technico de Ro-
ma, no seu excellente livro da maior parte das doutrinas rela-
tivas & Algebra que entre nés fazem parte do curso dos lyceus.
Damos noticia d'elle para chamar a attenglo sobre o modo como
o auctor distribue as materias, que, apezar de ter a seu favor a
grande auctoridade de Euler, ndo tem sido adoptado entre nos
pelos que se occupam da Algebra Elementar.

Consta de duas partes o livro do sr. Verger. Na primeira tracta
das operagdes algebricas, considerando primeiro as operagdes
sobre monomios e em seguida as operagdes sobre polynomios.
Esta separaclo entre as operacdes sobre monomios e as opera-
¢des sobre polynomios parece-me preferivel a considerar ao mesmo
tempo os monomios e polynomios, por se graduarem assim me-
lhor as difficuldades e por se apreciarem melhor as propriedades
caracteristicas das mesmas operacdes.

Nas operagdes sobre monomios considera primeiro as operagdes
directas: somma, multiplicagdo e elevagio a potencias; e em se-
guida as operagdes inversas: subtraccdo, divisdo, extracgio de
raizes e logarithmos, considerando aindagacao do logarithmo como
segunda operagdio inversa da elevaclio a potencias. N'esla primeira
parte vem exposta de uma maneira notavelmente clara a theoria
das quantidades negativas, a dos expoentes negativos, e a dos
expoentes {raccionarios.

Depois das operagdes sobre monomios vém as operagdes sobre
polynomios, dispostas pela mesma ordem que as operagdes sobre
monomios. D'este modo a lei do binomio de Newton toma o logar
que naturalmente lhe pertence, isto é, quando se tracta da ele-
vaglo a potencias. Para evitar consideragdes extranhas, esta fér-
mula ¢ demonstrada directamente sem o auxilio da theoria das
combinagoes.
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Na segunda parte tracta o auctor de applicar os principios
postos na primeira A resoluglo das equacdes do primeiro e se-
gundo grio, e & theoria das progressdes, e em seguida vem a
theoria dos logarithmos considerados como termos de uma pro-
gressdo arithmetica. Termiva pela vesolucdo dos problemas de
juros compostos ¢ annuidades. "~

A analyse minuciosa do livro do sr. Verger nio pode ser aqui
feita; diremos 86 que pela sua leitura se vé que o auctor altendey
cuidadosamente ndo s6 4 organisacio geral :}o' liveo, mas tambem
& exposiglo de cada doutrina; n'uma palavra, que ¢ um livro ex-
tremamente recommendavel. by Ao -

a1k

M. & Ocagne.— Coordonnées paralléles el awiales.— Paris (Gau=
thiers-Villars), 1885.

0 objecto da importante memoria de que yamos dar noticia,
¢ o estudo de dois systemas de coordenadas que, como mais sim-
ples, o sr. d'Ocagne escolbeu entre os numerosos systemas: de
coordenadas tangenciaes para estudar desenvolvidamente, ¢ que
correspondem o primeiro és coordenadas rectilineas ordinarias e
o segundo 4s coordenadas polares ordinarias.

No primeiro d'estes syslemas, que o auctor chama coordenadas
parallelas, referem-se os pontos e as linhas a dois pontes fixos
(origens das coordenadas) pelos quaes se fazem passar duas re-
clas parallelas (eizos de coordenadas). Uma linha recla ¢ deter-
minada pelos segmentos u e v dos eixos comprehendidos entre
as origens de coordenadas ¢ as intersecgdes d'eslas parallelas com
os eixos, Um ponto ¢ determinado por uma equacio do primeiro
grie em u e v, ele. - - . .

Os §§ L AL 1L IV, V sdo destinades ao esbogo de uma Geo-
metria analytica fundada n’este systema de coordenadas, e ali
considera os principaes problemas relativos ao ponto e & linha
recla, e em seguida as curvas em geral, ‘e, em especial, as curvas
representadas por uma equagio do segundo grio.

Ao outro systema de coordenadas chama o sr d'Ocagne coor-
denadas axiaes, e n'elle os pontos e linhas referem-se a uma recta
fixa (eizo) e a um ponlo d'esta recta (polo). Uma recta qualquer
¢ determinada pela sua inclinagio sobre o eixo, e pela distancia
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da sua interscegdo com este cixo ao polo. O estudo d'este sys-
tema de coordenadas e a sua applicagio & determinagio de alguns
logares geometricos faz objecto dos §§ VI, V11, VHI.

0s §§ IX e X paem féra de duvida ngruée importancia dos
systemas estudados pelo auctor. A comparagio de uma equacio
em coordenadas rectilineas ordinarias com a mesma equagio em
coordenadas parallelas, leva-o a um methodo pelo qual acha um
theorema correlativo a cada theorema que resuite de uma equagia
em coordenadas ordinarias. Applicagdes numerosas fazem vér a
importancia d’este methodo de transformagio geometrica.

A memoria de que estamos dando noticia nio é sé recommen-
davel aos geometras, é tambem recommendavel aos engenheiros.
Sabe-se que estes empregam muilas vezes os methodos graphicos
para effectuar certos calculos; e, em especial, para resolver a
equagio

t+pstg=0 | 1

deve-se um methode graphico ao sr. Lalanne. Fundade no em- ]
prego das coordenadas parallelas, o sr. d'Ocagne d4 um methode 1
graphico para resolver csta equagdo, mais exacto do que o do sr.
Lalanne.

E. Ccséro.—-—-hmmn a taluna fuuz:'mn' t'aoban'qm.

Notes sur le Caleul isobarique.

N'esta serie de artigos, publicades o primeiro no Jornal de
Battaglini (188%) e os outros nos Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques (188% e 1885), o sr. Cesiro [az o estudo d'um algorithmo
importante, que comprehende como caso particular as [uncgdes
aleph de Wronski, e que elle designa pelo nome de algorithmo
isobarico. Este algorithmo consiste na somma de todos os pro-
ductos, analogos a

fix1) . flxa). - .. flxm)s

onde xy, xs, . ..z, representam todas as solugdes em numeros
inteiros da equagiio

2t at ...t 20=p.
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Na primeira memoria citada o auctor expde as propriedades
d’este algorithmo, e nas outras faz d’elle applicacdes a muitas
questdes de analyse. Citaremos as applieagdes & determinaglo das
sommas das potencias de quantidades dadas, ao estudo das series
recorrentes, 4 theoria dos numeros de Bernoulli, 4 determinagio
das derivadas de funcgdes de funcgdes, & Analyse partitiva, ete.,
para se avaliar a importancia do algorithmo estudado pelo joven
geometra italiano.

J. M. Rodrigues.— Desenvolvimento de funegies algebricas (Re-
vista scientifica do Porto, tomo 1, 1885).

N'este artigo o sr. Rodrigues faz applicagio da sua férmula,
publicada a pag. 137 do tomo 1v d'este jornal, ao desenvolvi-
mento das funcgdes algebricas implicitas em serie ordenada se-
gundo as potencias decrescentes da variavel independente. Depois
applica os resultados a que chega & determinagdo das assymptotas
de diversas ordens das curvas algebricas.

A. Schiappa Monteiro. — Solution d'un probléme de géoméirie élé-
mentaire (Revista seientifica do Porto, tomo 1, 1885).

O problema que o sr. Schiappa resolve & o seguinte:

Tragar por um ponto dado n'um plano d’'um circulo uma trans-
versal tal, que as distancias d'este ponto aos pontos de interseeclo
com o circulo estejam n'uma razio dada.

G. T.

P
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INTRODUCCAD A’ THEORIA DAS FUNCCOES

POR

F. Gomes Teix_eira

CAPITULO 1

THEORIA DOS IMAGINARIOS E REGRAS PARA 0 SEU CALCULO

I

Caracteres das operacdes da Arithmetion
e da Algebra

f.—Sabe-se desde a Algebra elementar que o caleulo
dos imaginarios se faz segnindo as regras do ecaleulo das
quantidades reaes. Torna-se porém necessario demonstrar que
sio verdadeiros todos os resultados reaes a fJue se chega por
este meio. Daremos duas demoustracdes d’esta proposicio,
uma analylica e outra geometriea, porque cada uma d'ellas
lem sua importancia propria e dio ambas muita luz sobre os
principios geraes do Caleulo das operaghes (*) que vamos aqui
recordar rapidamente por d’elles termos de usar n'estas de-
monstracbes.

®. — 0 fim da Arithmetica é definir as combinacaes que
se podem fazer com numeros, isto é as operacies numericas;
em seguida transformar estas operacbes umas nas oulras ; e
emfim procurar as propriedades dos numeros relativas a es-
tas operacdes. Principia-se pelas operacBes relativas aos nu-
meros inteiros, e em seguida generalisa-se as definicdes das

(*) Vid. para um esiudo mais completo do Calculo das operagdes o
Cours de Calcu infinitésimal par J. Hoiel, lomo 1.




34 MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

operacbes de modo que sejam applicaveis aos numeros frac-
clonarios e incommensuraveis.

A Arithmetica ndo introduz quantidades negativas nem a&
fortiori imaginarias.

Em logar de combinar numeros, podemos combinar let-
ras que representem numeros ou objeclos; e enlio, se de-
finirmos estas operacdes de modo que os seus principios ca-
racteristicos contenham os principios caracteristicos das com-
binacdes numericas, forma-se uma sciencia que tem a Arithme-
tica como caso particular. Esla sciencia é a Algebra que se
occupa pois de definir estas combinacdes que se podem fazer
com leltras, isto ¢ as operacdes algebricas, e de transfor-
mal-as umas nas outras,

As definicies das operacdes algebricas e 0s seus princi-
pios caracleristicos sio os seguintes :

1.° —Somma das lettras @ e b é a combinacio d’estas
lettras, cujos principios caracteristicos sio :

1) a+b=>b+4a,
2) (a+b+e=(a+)+d.
3 ado0=a.

2.° — Sub'raccao das lettras @ e b & a operagio inversa
da somma.

3.°— Multiplicacao & a combinacio das lettras a e b ca-
racterisada pelos principios seguintes :

) ab=ha,
2) (abjc=(ac)b,
3) (a+be=ac+be,

B (+a)(+b)=+ab(+a)(—b=—ab,
(—a)(—b)=+ab,

b) a X 0=0axX1=a.

4.°— Divisdo & a operacio inversa da multiplicagio.
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5.°— Elevacdo a potencias é a combinagio caracterisada
pela propriedade :

a"xg"=q™ +»

6.°— Exlraccdo das raizes & a operacio inversa da ele-
vapdo a potencias.

Examinando um tractado qnalquer de Algebra, é facil de
ver que a transformagio das operagdes algebricas nmas nas
outras ¢ fundada unicamente san 08 principios que vimos de
enunciar; e como estes principios subsistem para os nume-
ros, a Algebra contem como c¢iso particular a Arithmetica.

A Algebra sendo pois mais geral do que a Arithmetica,
pode chegar a resultados que nio tenham significacio na se-
gunda d’estas sciencias. E’ 0 que acontece com as quantidades
negativas e com os imaginarios. Para lhes achar uma signi-
ficagio, é necessario que se dé as lettras que entram nas com-
binagdes algebricas uma significagio differente da de numero ;
ou, se se quer que as leltras continuem a representar nume-
ros, e necessario definir as operagdes sobre 0s numeros d’uma
maneira mais geral do que na Arithmetica ordinaria, como
¥amos vér.
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11
Theoria analytica dos imaginarios

*g.—A theoria analytica dos imaginarios ¢ devida a Cau-
chy. (*) Vamos aqui expol-a com a forma nova gue lhe dé-
mos na nossa memoria intitulada — Sur la théorie des imagi-
naires. (*%)

Consideremos os polyncmios f (i) e fi (i) inteiros relati-
vamente a i, e definamgs as operacdes que se podem fazer
com elles.

¥ — Chamaremos addiccido congrua a opera¢ao que tem
por fim procurar o resto da divisao por i* + 1 da somma dos
restos dos polynomios dados. Empregaremos para a indicar o
signal 4+ 1'. De modo que f (1) + ! fi (i) representa o resto
da divisio por i* 4+ 1 da somma ordinaria dos restos de f (1)
e fi (i). Se os polynomios dados sio @ + biea + b'ia
addiccio congrua coincide com a somma ordinaria.

E' evidente que a addiccio congrua satisfaz a todos 0s
principios caracierisiicos da addic¢io (2, 4.5

XE — Chamaremos subiraccdo congrua a operacio in-
versa da addicedo congrua. Empregaremos para a indicar o
signal — 1. Assim [ (i) — | fa (1) representa o polynomio in-
teiro de menor grao cujo resto junto ao de fi (1) da o mesmo
resto que [ (1) dividido por i* 4 1; ou, por outras palavras,
o polynomio inteiro de menor grio cujo resto da divisio por
}’ —+ 1 & igual 4 differenca ordinaria dos restos de f (1) e

1 (1) .

Em virtude d’esta definicio, a quantidade negativa —! @
representa um polynomio inteiro relativamente a % cujo resto
junto a a da zero. Esle polynomio ¢ @ i%.

(*) Cauchy. Exercices d'Analyse el de Physique mathématigue, (tomo
1v—pag. 87 a 110). ke 2
++) Esta memoria foi publicada nos Annales de la Socidté scientifi-
¢ d¢ PBruzelles (lomo vii—1883), foi transeripta no jornal Mathesis ilmno
m) e foi traduzida em italiano pelo snr. Gastaldi para a Hivista di matema-
tica (tomo V).
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XXX — Chamaremos mulliplicacdo congrua a_operagio
que tem por fim procurar o resto da divisio por i* 41 do
producto dos restos das funcgbes dadas. Represental-a-hemos
pelo signal x !, de modo que f (i) X ! fi (i) representara
o resto da divisio por 1* 4+ 1 do producto dos restos de f (7)
eh (ﬂ

A Por serem [ (i) e fi (i) polynomios inteiros relativamente
a i, 03 restos da sua divisao por 1% 4 1 serio da forma e 4 b ¢
e a’' - b’ i. Mas o producto ordinario

(a+bi)(@+bVi)=aa +(ab+ba)it+ bbbt
sendo dividido por i* 4 1 da de resto
aa —bb 4 (ab+ba)i,
logo serd
fA)x!fi )=aa —bbV4(ab +Dba)y,

empregando o signal == para designar as ignaldades quando
as operagdes sio definidas como estamos vendo.

A multiplicagio, como vimos de a definir, satisfaz a to-
dos os principios caracleristicos da multiplicacio algebrica
(2, 3.%), como vamos agora ver.

1) Primeiramente a ordem dos factores é evidentemente
arbitraria, como na maultiplicacao ordinaria.

2) E’ tambem evidente que o quinto principio subsiste.

3) Para obler o produc'o congruo de uma somma
congrua por um polynomio inteiro deve-se multiplicar cada
termo da somma pelo polynomio, e sommar os resullados.

Este principio da maultiplicagio é uma consequencia dos
dous theoremas seguintes:

{.° theorema, — O resto da divisio de uma somma por
i? 41 é ignal 4 somma dos restos da divisio de cada termo
pelo mesmo divisor.

Com effeito, se &

s =D +AO+HE+ ...

=D+ +R,fH=d@+D+r
*® ﬁ(&)i 43, _Et +’2(yﬁ+ r, gtc-l_ Aupig
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teremos
D@+ N)+R=(+N)d+d+..)+r+r+..,

e por consequencia o resto R ¢ igual ao que provem de di-
vidir por ¢* 1 asomma r 4+ +re 4+ .

2.° theorema,—- 0 resto da divisio d’'um producto por
1? -} 1 é igual ao do producto dos restos da divisio dos fa-
ctores pelo mesmo divisor.

Com effeito, se &

t(A)=f().L(Q.fO...,
ter-se-ha
D4+ 1)+ R=[d*+1)Fr][d(@*+1)+n]...

e portanto o resto R ¢ ignal ao que provem de dividir por
1?41 o producto r. 71 .7e ...

Posto isto, vamos demonstrar o terceiro principio da mul-
tiplicacio.

Em virtude das definicbes e dos theoremas precedentes, o
producto congruo

[f@O+1A@F!...] x| F(@.
representa o resto da divisio por i* 4 1 do producto ordinario
[Ff@)+ @+ - ]FQ@.

Mas, este resto & igual ao que provem do producto ordi-
nario

fG).FGO+6).F@F -
e pbde portanto representar-se por
[OXIF@E 416 xIF@+ ...
Logo teremos

[f@+1A@O+!... 1< F@O=[@Ex!F(®)
FlA@xIF@HF!...

que & o principio que queriamos demonstrar.
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&) Vé-se facilmente, applicando o 2." dos theoremas pre-
cedentes, que o segundo principio da mulliplicagio algebrica
subsiste na multiplicagio congrua.

5) O quarto principio da maltiplicagio algebrica subsiste
tambem na multiplicacio congrua.

Com effeito, se chamarmos F (i) o polynomio inteiro de
menor grio que sommado com fi (1) dd um multiplo de +* 41,
ou se ¢

F@)+ ! fi (D=0,

teremos
[ x1[—1A@]=[(@E X | F.
Mas é

[O) X 1F@+110 X fi ()=
logo

[OXI—=1fOl=—![Ox!,A]

Vé-se do mesmo modo que é

[—OIX!I-1LO]=[0X!0).

De tudo o que temos dito a respeito da multiplica¢io con-
groa conclue-se que ella satisfaz"a todos os principios da mul-
tiplicacio algebrica.

IV — Chama-se divis@go congrua a operacio inversa da
multiplicagdo, isto & a operacio que tem por fim procarar um
resto, que multiplicado pelo resto da divisio por 1* 4+ 1 d'um
polynomio f; (¢) dado, dé um producto cujo resto seja igual
ao que provem d'um outro polynomio dado f (1). Este resto

[,
(V) -~

0 resto da divisio por 1* 4 1 dos polynomios dados sen-
doa-+biea + b1, echamando A 4+ B i o resto pedido,
deve ser @ + b 1 igual ao resto que resulta de dividir

L Ad+ AV +Ba)i+ B

por i* 4 1, isto é deve ser

serd representado por
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a+bi=Aad —Bb 4 (Ab 4+ Ba)i,

d’onde se deduz

a=Ad —Bb b=dAb4Ba

€, por consequencia

A=0d DY L ba—ab
A Ao Lk

logo serd

[ (@)

fi (U

V — Chamaremos po'encia congrua o producto congrao
de factores iguaes. Representaremos a potencia congrua de
F (1) do grao m por [ F (1) ]'"

O principio caracteristico da theoria das potencias ordina-
rias ¢ applicavel tambem s potencias congruas, isto &, se m
€ % sdo numeros inteiros posilivos, teremos

aa +bbd  ba —al,
 a o T

[F@]'=xI[F@]'"=[F@E)]'~+=

Com efleito, o resto da divizio por i2 4~ 1 d’'um produ-
cto sendo igual ao resto da divisio por 12 4 1 do producto
dos restos dos factores, cada um dos membros da ignaldade
pﬂrch’E.I;%ntt: representa o resto da divisio de [ F ()] = += por
1 1.

Deduz-se da ignaldade precedente

'y I1m 4 n

s e 0L FORRES
[}, {\1} ] In

que faz vér que o expoente do quociente é igual A differenga
entre o expoente do dividendo e o do divisor, como na divi-
sdo ordinaria.

Seria facil de vér, procedendo como se faz na Algebra
para as potencias ordinarias, que se pdde escrever

[FO)~' "= 7!
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e demonstrar em seguida que o principio fundamental relativo
as potencias congruas tem tambem logar quando os expoentes
840 negalivos,

VI —A exiraccao da raiz congrua do indice n é a
operacio inversa da elevagio a potencias congruas, isto é a
opera¢io que tem por fim procurar um resto cuja potencia n
sendo dividida por #* 4~ 1 dé 6 mesmo resto que o polynomio
dado. Assim ! v —17 indica o resto enjo quadrado sendo di-
vidido por i* 4 1 di o resto — 4, de modo que se pode es-
crever

| ¥ ey |

¢ temos assim a significacio do imaginario v =1 .

Vé-se pois que os imaginarios que nada significam gquan-
do se considera as operacdes ordinarias da Arithmetica, tem
um sentido bem determinado quando se define as operacdes
como vimos de fazer.

*4.—Dissemos ji que a Algebra transforma as operacies
umas nas outras, tomando para base alguns prineipios. Es-
tes principios sio aquelles que exposemos no § 2.7, e que,
como vimos de vér, subsistem ainda quando se subslitue as
definiches ordinarias das operaches sobre numeros pelas que
vimos de dar. Logo todas as formulas de Algebra sio ainda
applicaveis aos numeros quando os signaes 4, — |, x , ele.
representam operacdes congrnas, e deve-se entio substituir o
signal == pelo signal ==, cnja significagdo se deu precedente-
mente.

D’esta doutrina tiram-se as seguintes conclusdes impor-
tantes :

{.* —0s resultados reaes a que se chega nsando dos ima-
ginarios sio verdadeiros arithmeticamente falando. Com effeito,
se chegarmos a nm resultado de firma A = B, eem A e B
s0 entrarem qaantidades reaes, polemos substitnir ahi o si-
gnal = pelo signal = , pois que as expressdes @ + [ b |

a S T
& %15, h!’, ! v a (& sendo positivo) representam o mes-

m-:)quea.ib,axb,g.;’a*

2.* — Se o resultado d’'um caleulo feito para resolver um
problema ¢ imaginario, o problema & absurdo, mas nos va-
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mos vér que este resnllado indica a possibilidade d’'ama trans-
formagio do problema n'outro, que nio ¢ absurdo e ao qual
este resultado satisfaz.

Com effeito, este resultado adquire um sentido bem de-
terminado se n'elle se fizer a maudanca das operaces ordina-
rias nas operacdes congruas correspondentes; basta pois fa-
zer uma madanca correspondente no enunciado do problema,
e portanto na equagio que o traduz.

Se n'esta equagdo realisarmos as divisGes congruas e as
extraccoes de raiz congruas, ella nio conlerd mais que as som-
mas, as differencas e os productos congruos.,

Entio vé-se, attendendo 4s definiches de sommas, diffe-
rengas e productos congruos, que cada membro representa o
resto da divisdo por 12 4 1 do resultado que se obtem substi-
tuindo as operagbes congruas pelas operacbes ordinarias, e
porisso o signal = representa agora a igualdade d’esles res-
tos. D’aqui vem a regra seguinte :

Quando a resolucao d'um problema conduz a resulla-
dos imaginarios, podemos (ransformal-o n'ou'ro que seja
possicel, fazendo no enunciado da questao uma mudanca
correspondenle @ mudanca das equacies das quaes conduz
esta quesido, em igualdade dos restos da divisao dos dois
membros d’eslas equacies por i* - 1,

Se se pede, por exemplo, um numero cujo quadrado seja
ignal ao dobro do numero menos 5, teremos

=92z —5.

Tira-se d’aqui

=414 2 vl
logo o problema proposto é absurdo.

Mas se modificarmos o enunciado do problema pedindo
um namero cujo quadrado dividido por #* 4 1 dé o mesmo
resto que o dobro do numero diminuido de 5 e dividido pelo
mesmo divisor, ter-se-ha

P=2zr—5

e a solucdo serd

s=1t21.
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A theoria precedente nio serve so para modificar proble-
mas que conduzem a imaginarios; serve tambem para resol-
ver directamente problemas da natureza do seguiate:

Qual & a funcgdo de i de menor grao cujo cubo dividido

por i 4+ 1 da o resto - 1 ?
Teremos, representando esta func¢do por z,
2r—1=0.
Logo teremos de resolver a equagio
2 —1=0,

e depois substituir v — 1 por 1, o que da

1 g 1 .
I=l,£—-—‘2—l—§\-"'3_.23—-—2——2\/3.
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Theoria geometrica dos Imaginarios

5. — A theoria geometrica dos imaginarios é principal-
mente devida a Argand. (%)

Todo o numero pode ser representado por uma linha, e
as operacdes arithmelicas podem ser substitnidas por cons-
truccdes ou operacdes geomelricas que se ensinam na Geo-
metria elementar,

Aqui vamos vér que as operacdes geometricas podem ter
definicoes mais geraes do que as dadas na Geometria elemen-
tar, taes porém que se lhes appliquem os principios do Cal-
calo das operacdes expostos no § I.

Considera-se para isso linhas de grandeza e direccdo
determinadas, e é com estas linhas que se opéra. Uma linha
cuja grandeza é p, que faz o angulo 6 com uma linha de di-
reccio fixa representa-se por gy . Para distinguir este angulo

8, considera-se na linha a extremidade inicial que se 1é e es-
creve primeiro, e a extremidade final, e refere-se o angulo &
parallela ao eixo tirada pela extremidade inicial. O compri-
mento p chama-se midulo, o angulo 6 chama-se argumenlo.

Chamaremos, com Bellavitis, equipollentes duas linhas
iguaes, parallelas e, dirigidas no mesmo sentido, e equipol-
lencia a expressio da relagio d'ignaldade entre rectas consi-
deradas em grandeza e direcgio, e empregaremos o signal .
para designar que duas linhas sio equipollentes.

@. — Passemos agora a definir as opera¢des geometricas.

{.°—S8e forem dadas quaesquer linhas e as collocarmos
umas adiante das outras, sem alterar a sua grandeza e direc-
¢do, fazendo que cada uma comece onde a anterior acaba, a
recta que liga as extremidades do polygono assim formado
chama-se somma geomefrica das linhas dadas.

. (*) Argand — Essai sur une manidre de représenter les quantilds
imaginaires dans les conslructions gdometriques. Paris — 1806,
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Assim AD (fig. 2.*) é a somma geometrica das linhas 4B,
BC, CD, e pide escrever-se

AB + BC + CD & AD .

Quando as linhas tem todas a mesma direccdo pode subs-
tituir-se o signal <& pelo signal = .

1) A’ somma geometrica applica-se 0 primeiro principio
caracteristico da somma (n.* 2— 1.°), a saber: a ordem das
parcellas é arbilraria.

Com effeito, temos

Fig. 1.*

A B
AC <+ AB 4 BG -~ AB' 4 B'C,

AB < BC, BC - AB,
logo sera
AB + BC = BC + AB.
2) Para mostrar que o segundo principio caracteristico

da somma (n.* 2—1.°) se applica 4 somma geometrica, consi-
deremos as linhas AR, BC, CD, e teremos

AD 2 AC + CD, - (AB + BC) + CD.
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Por outra parte, tirando por B uma linha BC' parallela e
igual a CD, serd BCDC' um parallelogrammo, e portanto
BC' = CD, C'D <= BC, e teremos

AD - AC' 4 C'D = (AB - CD) + BC.
Logo sera
(AB 4 BC) 4+ CD = (AB + CD) + BC.

2.° — Chama-se subfracdo geome'rica a operacio inversa
da somma geometrica, isto é a operacio que tem por fim,
dada a somma geometrica de duas linhas e uma parcella,
achar a outra parcella.

Para fazer esta operagio colloca-se a linha diminuidor de
modo que a sna extremidade final coincide com a extremidade
final do diminuendo, a linha que fecha o triangulo serd o
resto pedido. Assim, sendo AC (flig. 1.*) o diminuendo e BC
o diminuidor, serd 4B a dillerenca e

AC — BC <~ AB .

E’ evidente que BC pode ser maior que AC.
Se as linhas (lig. 3.*) AC e BC tem a mesma direcgio 0,

Fig. 3.

B A B K

a differenca geometrica é AB ou AB', segundo AC é maior on
menor do que BC.

Segundo a notagio indicada para a representagio das
quantidades geometricas, a recta AB pode representar-se por
pg» € a recta AB' por g x> Portanto a differenca no pri-

meiro caso € go, € no segundo caso é g, Ep Mas fazendo a

subtraccdo & maneira ordinaria obtem-se no segundo caso
— g 10g0 podemos considerar — gy como representando a recta

Potx isto é, podemos considerar uma quantidade geometri-

ca negativa como representando nma recta que faz com o eixo
um angulo supplementar d’aquelle que a mesma recta faz
quando & positiva.
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3.2 Chama-se producto geometrico de duas linhas g, e
¢'g uma linha de grandeza g¢' e de inclinacdo 0 +-0', e escreve-se

et T al
Fr)g_urﬂ- L fg - Py

A operagio assim definida satisfaz aos prineipios caracte-
risticos da multiplicagio (n.° 2 — 3.’), comO Vamos ver.

1) Em primeiro logar, a ordem dos factores é arbitraria,
pois que

?gi . Fr(.f Ly (E?I) ) _|_ g Ll (;’:") g + g“—.'" FI[,' . Pg .

9) O segundo principio da multiplicacdo tem tambem

logar, por ser

=N
=

Ny ey L e
(pg- ) e g2 (eg ,35+5;? g 2 (o
o (oo"o!

-0

- == i
}g I ﬁ”—}-ﬁl":.(rr}(i-i—&"' Pl -

3) O terceiro principio da maltiplicagio tem tambem
logar, isto é, para obter o producto geometrico de uma
somma por uma quantidade geometrica deve-se multiplicar
cada parcella da somma pelo multiplicador e sommar o0s re-
sultados.

Com effeito, chamando ¢0 e ¢y as parcellas, a somma
geometrica pg + ¢’ € representada pela linha AD (fig. 4.%)

que fecha o triangulo cujos lados AB e BD representam g,
e Prﬁ; g

flig. 4.2
H-’
=
&
N
=

D7
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Esta linha 4D multiplicada por outra R da uma linha

AE cujo modulo é R x AD e cujo argumento é » 4 DAr.
Consideremos agora a somma geomelrica

¢ - Hm L p'g, i Hm :

Esta somma representa uma linha que fecha o triangulo
cujos lados tém as grandezas #. g e K. ¢' e as inclinacdes
04+ webd 4w

Dando a este triangnlo uma rotagio — w em roda de
A deve tomar a posicio AB'D", sendo B'D" parallela a BD por
lerem estas doas linhas a mesma ‘indicacio ¢ sobre o eixo.
Mas por ser AB' o producto de AB por R e B'D" o producto
de BD por R, teremos

AW BD" 484 T
A8 — BD :

logo os triangulos ADD e AB'D" devem ser semilhantes, e por-
tanto o ponto )" deve estar em [’ sobre a recta AD.
Vew pois

x
A =R AD =R x AD;

AD

o comprimento 40’ seri pois igual a AE.

Trazendo outra vez o triangulo & primeira posicao, A
descreverd o angulo o e porisso ira cair sobre AE, com o
qual coincidird por ter a mesma grandeza it x AD e adquirir
a mesma inelinagio Dix + o .

Vem pois

(pg+ dg) By e pg. By + - R,

que & o qne se queria demonstrar.

&) A regra dos signaes da mulliplicacdo algebrica tem
tambem logar na multiplicagio geometrica.

Com effeito, por ser 1_ = — 1 temos
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(+ 0g) (—Fg) Loy - ¥y 4 ety - Flg - 1 e—gy . ¥ps,

(— ) - (—Pg gy - Py 4
‘f.."Pﬁ . F"e; . I= & 11:__&?'0 . ?’G,‘ .

5) E’ evidente que o quinto principio da multiplicagio
subsiste na multiplicacio geometrica.

De tudo que vimos de dizer conclue-se que a multiplica-
¢do geometrica satisfaz a todos os principios da multiplicagio
algebrica.

4.°—Chama-se divisio de quantidades geomelricas a
operacdo inversa da multiplicacdo, isto é a operacdo que tem
por fim achar uma linha- que multiplicada pelo divisor repro-
duza o dividendo.

D’este modo é

Py
E"_Ea&( )U‘—BF

5.° — Chama-se polencia de uma quanlidade geomelrica
o0 producto de quantidades geomelricas iguaes.

E’ facil de vér, attendendo 4 definicdo de multiplicaciio de
quantidades geometricas, que o principio fundamental da theo-
ria das potencias (n.° 2—5.% tem logar quando as quantida-
des sio geometricas, isto &, que temos

“©_|o

(6 )" -(pg )l stskipg) =7 %,

sendo m e n inteiros positivos. :

As polencias pares das quantidades geometricas podem, ao
contrario do que acontece com as quantidades numericas, ser
negativas. Assim é

(F % ﬁ)i"-i- (?z x)nﬁ o E-g n :

onde se deve empregar o signal -+ quando n é par, e —
quando n & impar. ! : ‘
6.° — Exlraccdao da raiz de uma quantidade geomelrica
& a operagio inversa da elevacio a potencias, 1sto e a opera-
4




50 MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

¢io que tem por fim achar uma quantidade geometrica, que
elevada a uma potencia ignal ao indice da raiz, reproduza a
quantidade geometrica dada.

Assim y — 1 indica uma quantidade geometrica que ele-
vada ao quadrado da — 1. Esta quantidade ¢ 4_ pois que

2
(}'W) =4 =—1,
ve ™
]

2

de modo que se pade escrever

'i-;_;=\/‘—‘_!-

Vé-se pois que v —1, que nada significava na Arithme-
tica, representa aqui uma recta perpendicular ao eixo e ignal
4 unidade.

Vejamos o que representa @ -y v'—1 . Temos (fig. 5.%)

ztyv—iszt+yindC+ AB L AD,

(Fig. 5.%)

e portanto -4 y ¢/ — 1 represenla
uma linha AD cujas projeccdes so-
bre douns eixos coordenados rectan-
gulares sioz e y .

Esta representacio geometrica
do imaginario z =& +y ¢/ —1 ¢
- muito importante, como veremos

A [ " mais tarde.

9.—Da analyse das operacdes geometricas que acaba-
mos de fazer, conclue-se que os principios em que se fanda a
transformacio das operaches algebricas umas nas oulras, ap-
plicam-se as linhas consideradas em grandeza e direcgio,
quando se definem as operacdes de modo que vimos de vér.

Do que precede podemos tambem concluir que o caleulo
feito com imaginarios tem um sentido concreto bem definido,
considerando as lettras e os signaes da Algebra como represen-
}anrlo linhas e operacdes com a significacio de que vimos de
allar.
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Se este calculo levar a um resultado real as linhas corres-
pondentes tem todas a mesma direccio, as operagdes tem a
significagdo ordinaria e pide substituir-se o signal < pelo si-
gnal = . Estas linhas podem entio representar numeros, e
conclue-se porisso que sdo verdadeiros na Arithmelica os
resullados reaes a que se chega quando se faz uso dos ima-
ginarios duranfe o caleulo, que ¢ a proposi¢io que atraz de-
monstrimos analyticamente.

*8.—De tudo o que precede podemos ainda tirar o se-
guinte theorema :

Quando a resolucdo de uma questio de geomelria leva
a solucoes imaginarias, a questao é absurda, podemos po-
rém transformal-a n’oulra possivel fazendo no seu enuncia-
do uma mudanca correspondente d mudanca de equacies em
equipollencias, isto é das operacies ordinarias nas geome-
tricas correspondentes. O resullado primeiramente achado
satisfard @ nova questdo, depois de se lhe fazer a mesma
mudanca.

Abordamos assim um methodo para resolver questdes de
Geometria plana, descoberto e desenvolvido pelo illustre geo-
meltra italiano Bellavitis, que consiste em traduzir as questdes
geometricas em equipollencias em logar de as traduzir em
equacoes, e tratar depois as equipollencias como se fossem
equacdes. (%)

Em principios em parte anilogas se funda o methodo
chamado dos quaternides, que se emprega nas questdes de
Geometria no espago. (**)

(0} . Bellavitis — Spozione del methodo delle equipolleuze —Mo-
dena — 1854, Pode vér-se nos tomos 1 e 1 do Jornel de Sciencias mathe-
malicas e aslronomicas dous arligos de Bellavitis, em que elle resolve pelo
sen methodo algumas questdes propostas n'este jornal, bem como um artigo
sobre o mesmo assumpto pelo snr. Schiappa Monleiro.

(**) Veja-se A. d'drzilla Fonseca — Principios elementares do cal-
culo dos quaternises— Coimbra — 1884,
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Operagdes sobre imaginarios

®. — As regras do caleulo dos imaginarios foram justifi-
cadas nos §§ anleriores.

Observando que todo o imaginario  + 1y (pondo v —1
== 1) pide ser reduzido & (6rma

g (cos 8 4 isen 6)

(¢ tem o nome de modulo e 0 o de argumento do imaginario)
pondo, o que é sempre possivel,

r=pcos 0, y=psenb,

o que da

b ]

p= -+ -.r‘—l-yf,scnﬁzg , COS ﬂ:';

aquellas regras dio os resultados seguintes:
1.°— A somma e differenca dos unaginarios

z=p(cos 0 isen0),s =g (cost | isenf)

[<-29

stz =opcos 6+ ¢ cos ¢4 i(psen 6+ ¢ sen @),

ou

+icosz=R mtisenw),

pondo
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pcos Ot ¢ cos =R cosw, psen 6 £ ¢ sen & = Rsenw,

o que da

R =\/F‘+P":t? o’ cos (0 —6') .

Esta expressio de R mostra que é R* < (¢4 ¢')%, @
portanto temos o theorema seguinte :

0 modulo de wma somma algebrica de imaginarios
é sempre menor do que a somma dos modulos das par-
cellas.

2.°— 0 producto dos mesmos imaginarios &

z3'=g¢ [c0s 6 cos ' — sen 0 sen 6] -+ 1 [cos 6 sen 6’ - sen 6 cos 0]
— ¢/ [c0s (04 0') +1isen (6 46)].

Multiplicando este resultado por
s = ¢" (cos 6" 4 1 sen 6" )
vem
* g3z = pp'y" [cos (6 4 & + 67) 4 isen (6 4 6'4-6")].
Em geral temos

2. 20 =D = po, .. o™= [cos (04 6'F... 4 00—D)
+isen(6+6¢ +... 406—1)],
e portanto o modulo do producto de imaginarios ¢é igual
- ao producto dos modulos dos faciores, e o seu argumento ¢
igual @ somma dos argumentos dos factores.
Se for z = z' =... = z®~1Y, vem o resultado impor-
tante
m=¢"[cos nb-}-isennf]

conhecido pelo nome de formula de Moivre.
3. — Dividindo por z o imaginario

U =1 (COS » - isen w)

yem
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% r (cos ® - 1senw)(cosd —isend)

z p(cosb+1isenf) (cosl —isend)
ﬁg[cns(m—&}+isen(m—ﬂ}}

Dividindo este resultado por z/, vem

;%EF_?‘;'[OOS (0 —0 —6)+isen(w—0—6)].

Em geral, temos

u
Pt R og’. .
+isen(w—06—,., — 60 —)],

rEiu—iJ [GOS fm-—ﬁ—ﬂif____ _-Elfn—l.]}

Fazendo r =1, 0 =0, z=1'=... =z =9 resulta
Z=*=p "[cos(—mn0)+isen{—nb)].

Vé-se pois que a formula de Moivre ainda tem logar
quando o expoente é inteiro negativo.

4.° — Passemos 4 extraccio das raizes.

Vejamos se pode ser

v ¢ (cos O - 1 sen 0) = r (cos w -+ i sen w).

Para ter logar esta igualdade devera ser

p (cos 6 41 sen 6) =" (cos n w -+ isen n w),

pcosf=r" cosnw, psend =r" sennw

d'onde se deduz

oy, no=042kn,
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representando por k um inteiro que pode ter todos os valores
positivos e negativos desde zero até ao infinito.
Yem pois

v e(cos 6 + 1 sen 6) =:’T;, l'(};-:(.? 4 2 k “)_',_j h‘vn(i- ! ?kl’)]

n n o
" B ] 2k= ; 2 k=
= cos — -4 isen c0s it sen — | -
Ve [cos gisen ] [eos 25T i sen 25 |
0 binomio
w%g—kr L i sen - ki
VT B 1

sh tem n valores differentes correspondentes a E=0 i
... n— A, pois & facil de vér que, quando a k se di valores
differentes d’estes, o seno e coseno que entram no binomio,
retomam os valores correspondentes aos valores precedentes
de k. O radical tem pois n valores differentes, e o theore-
ma de Moivre tem ainda logar para o valor correspondente a
k=0.

0s valores do radical que vimos de obter, represenlam as
n raizes da equagio binomia z* — ¢ (cos & + 1 sen 6) = 0.
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Series

10. —Depois de considerar expressdes analyticas com-
postas de um numero finito de operacdes é natural passar a
considerar expressdes analylicas compostas de um numero in-
finito de operacdes, isto é, as series, os productos infinitos e
as fraccoes conlinuas. Vamos pois estadar estas expressoes,
limitando-nos porém aos casos mais simples e mais uzados.

Todas estas expressdes para poderem ser sujeitas ao cal-
culo, devem se reonvergenles, isto ¢, devem tender para um li-
mite determinado 4 medida que augmenta o numero de som-
mas, multiplicagdes ou divisdes. As expressdes que nio estio
n'este caso chamam-se divergentes.

A 4. — As series sdo expressdes da forma

ﬂ1+u‘+ua+.-.+uﬂ—}—...

ém que o numero das parcellas é infinito. O termo w, é o
termo geral do qual se formam todos os outros dando a n
0s valores 4, 2, 3, etc. Empregando o signal £ para desi-
ghar sommas, esta expressio pode ser escripta do modo se-
guinte :

Usn .

Como ja dissemos, a serie é convergente todas as vezes
que a somma s, das n primeiras parcellas, isto é, a somma

3,=u1+u.+ LRI U.

tende para um limite determinado & medida que n angmenta.
Este limite chama-se somma da serie.
Por exemplo, a progressio
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idet+at4ad+ ...t +ti4...

@ convergente quando o valor absoluto de x é menor do que
a unidade, pois que a somma dos seus » primeiros termos,
isto &,

1 "

11—z | —z

Sa =

4 1 . :
tende para o limite st quando n aungmenta indefinida-

mente.
Se o valor absoluto de # & maior do que a unidade, a
somma §, angmenta indefinidamente e a serie & divergente.
Se & =1, a serie & divergente.
Se é 2 = — 1, vem

Wit dints s Y outlion oy s

@ a serie toma alternadamente os valores zero e um, e por-
tanto é divergente.

A convergencia das series compostas de termos imagina-
rios depende da convergencia das series compostas de termos
reaes, como veremos.

Os dois theoremas segnintes dio uma condigio necessa-
ria e sufficiente para a convergéncia d’estas ultimas series :

1.°o— Se a serie é convergenle pode sempre dar-se a n
um valor tio grande gque, combinado com qualquer valor
de p, salisfaca a desigualdade :

Satp—Sn=Uny1t Unys + .-+ Unp <8,

por mais pequena que seja 8.

Com effeito, é evidente que o valor absoluto da differenca
8n 4 p— 8o nunca pode exceder a somma dos valores absolu-
tos de sy, — s € s, — . Mas, representando por s a som-
ma da serie proposta, s, p € S, convergem para s quando n
e p augmentam, e portanto n’'estas circumstancias $n 4+p — $a
e $, — s diminuem indefinidamente; ha porisso sempre um
valor de n que, combinado com qualqner valor de p, torna
esta somma, ¢ d fortiori o valor absoluto de s, . p — $a mMe-
nor do que qualquer grandeza assignavel 2.

2.°— Reciprocamenle, se houver sempre um valor de
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n que, comhinado com gqualquer valor de p, salisfaca d
desigualdade :

3n+p — ": a’r

por mais pequena que seja 8, a serie proposla serd conver-
genle.

Com effeito, se o ndo fosse, a serie ou angmentaria in-
definidamente, ou occillaria entre dous valores. Em qualguer
dos casos seria sempre possivel dar a p um valor que, combi-
nado com qualquer valor de n, tornasse o valor absoluto de
Sn 4p — ‘u maior do que uma quantidade qualquer, on maior
do que uma quantidade arbitraria inferior a metade do inter-
vallo dos limites entre os quaes a serie occilla, o que é contra
a hypothese.

Do que procede tira-se o corollario segninte :

E’ condicao necessaria, mas ndo sufficiente, para que
a serie seja convergenle, que os seus lermos decrescam em
valor absolu'o a medida que n augmenla.

Nola. — E’ facil de vér que os theoremas precedentes
subsistem quando os termos i, usz, ete. da serie sio funccdes
de n que tendem para limites determinados & medida que n
augmenta.

A ®. —Nio ha criterio geral para decidir se uma serie
real ¢ convergenle; ha apenas regras abrangendo maior on
menor numero de casos. Aqui exporemos apenas as seguintes
de que teremos de fazer uso :

1.*— Toda a serie de lermos posilivos na qual a som-
ma s, ¢, qualquer que seja n, menor do que uma grandeza
determinada L, é convergenle.

Com effeito, a somma das parcellas u,, uy, ... 4, cresce
com n, mas como por hypothese nio pode crescer indefinida-
mente, converge para um limite determinado.

Pour exemplo, a serie

1 1 1 i
itgtatat-tazw -

é convergente, pois que cada termo é menor do que o termo
correspondente da progressio geometrica convergente

.|+-“!2.+.-2-I=——|-%+...+%+.-..
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e portanto a sua somma ¢ menor do que a somma da pro-
gressio. :

2.*—Toda a serie composta de termos posilivos e ne-
galivos de que deriva uma serie convergente pela mudanca
dos signaes dos lermos negalivos, é convergenie.

Com effeito, a nova serie composta sb de termos positi-
vos é convergente, por hypothese, e portanto, chamando U,
Us, U,, elc. 0s seus lermos e S, a somma dos # primeiros,
teremos (11 — 1.°) a desigualdade:

sy St Uy s+ Uspasttes. 4 oy 8,

e a fortiort

sn+p"‘5n=u|+]+ un+!+ . +Hn+p<5;

logo (11 —2.°) a serie proposla serd convergente.

Por exemplo, a serie

1 1 1 1 1
ingh et B Tay

& convergente.

3.°— Se a partir de wum valor delerminado p de n a

. U . ;
razdo -—?{:—’ de dois termos conseculivos é sempre menor do

L
que wma quantidade L inferior d unilade, a serie é conver-
genle ; se esla rasdo é maior do que a unidade, a serie €
divergenle.
Basta considerar o caso de serem os termos da serie to-
dos positivos (theor. 2.°). Temos, por hypothese,

Up 1< Ly, Up 43 < Ltlp 4 1 < L%y elc.;

logo serd

u, 4 U+ ... +u,_1+u?—|—u,+1+ cor U Uy
4+ oo+ +L4 L2 o at)s

Mas, por ser L < {, & convergente a progressio que en-
tra no segando membro d’esta desigunaldade, logo este segun-
do membro teri um valor determinado, e serd porisso con-
vergente (theor. 1.°) o primeiro membro.
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Se, pelo contrario, é

unl.l
Uy >4

a serie, a partir de n = p, torna-se crescente e portanto di-
vergente.
Por exemplo, a serie

i i » . ™
ot _9_+2._3+2.3.$+""1'2.3...n+'”

¢ convergente, pois que a razio de dois termos conseculivos

u’ﬂ-q-lz I
Uy n+41

decresce indefinidamente com n, e portanto ha um valor de n,

a partir do qual esta razio se torna menor do que uma quan-

tidade qualquer L comprehendida entre zero e a unidade.
§.*—58e a partir de um valor delerminado p den a

n
raiz /. € menor do que uma quan'idade L inferior d uni-
dade, a serie ¢é convergenle; se esla raiz é maior do que a
unidade a serie é divergenle.
Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o ante-
rior, pois que temos

Uy < IP My L1 < [T ele.,
o que da
Uy Upt oo Up—a Uy Uy < Uy -t
+ e F Uy L2+ L+ L24..0).

n
Se & pelo contrario Viea > 1, é tambem u, > 1, € a
somma §, augmenta indefinidamente.
5.2 —Se uma serie decrescenle lem os termos allerna-
damenle posilivos e negativos, esla serie é convergenle.
Com effeito, por ser cada termo da serie proposta:

Uy — Ug Uy — Uy s

maior do que o seguinte, a differenca :
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Snpp— 3n=i[u-+1-—u.+z+un+a—11m+¢+ P . e

tem o signal de u, 1. Mas esta differenca pode ser escripta
do modo seguinte:

4 [tes1— (Unga—Unss) — (Unga— Unys) — --.],
e vi-se enlio que ella & menor do que 4,4, pois que deve

ter o signal de u, ..
Sendo pois, em valor absoluto,

Satp— S0 S Uuir,

e decrescendo u, ., indefinidamente com n, a serie proposta
€ (n.° 11 —2.°) convergente.
Por exemplo, as series

a-! ii"‘ .Iﬁ
' 23+2.31 9:3#..J0+'
L TR T . S

sio convergentes, pois que téem os termos alternadamente
positivos e negativos, e o denominador augmenta, qualquer
que seja x, mais rapidamente do que o numerador, de
modo que existe um termo a partir do qual a serie é decres-
cente.

13. — Passemos s series compostas de termos imagi-
narios.

Theorema 1.°— A condicio necessaria e sufficiente para
que uma serie de lermos imaginarios seja convergente, é
ue o sejam a serie formada pelos lermos reaes, € a serie
ormada pelos coefficientes de v —1 .

Com effeito a somma

(@ + i) + (@ + )+ - A @+ W) -

oun

R T(r,.+iyn}

| 2l

L]

é igual a
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" n o= o

-

Lo+t L oy

n=1 n=1

e esta expressio so pide ser convergente quando o forem as
sommas Xr, e Ly, .

Theorema 2.°— Para que uma serie seja convergente
basta que a serie formada pelos modulos dos seus lermos
0 seja.

Com effeito, por ser p = V7% + y% o modulo de
Zn -+ iYa, 0 theorema 1.° do n.* 9 da

IVE. F >V F Cyar.

n=1

0 primeiro membro d’esta designaldade é convergente, por
hypothese, logo. se as quantidades &, e y» sdo todas positivas,
o segundo membro, gue angmenta com n e que nio pode ex-
ceder o limite do primeiro membro, serd tambem convergente,
Logo serio convergenles as series Zuz, e Zy., e portanto a
serie (1),

Se algumas das quantidades x,, ¥, forem negativas a desi-
gualdade precedente tera logar para os valores absolutos a,
e P de z, e y,, islo é

IVt gt > ViER A (3R

Logo as series Xa, e X3, serio convergentes, e porisso
tambem o serdo (12 — 2.°) as series que resultam de mudar
os signaes a alguns termos das series precedentes, isto é, Se-
rio convergentes as series Xr, e Yy, e por consequencia a
serie (1).

0 theorema reciproco do precedente nio é sempre verda-
deiro, isto &, pOde ser convergente a serie (1) e ndo o ser a se-
rie correspondente dos modalos. Ha porém nm caso muito im-
porlante em que esla proposicdo reciproca é verdadeira, que (
quando a serie (1) tem todos 0s sens termos positivos. Lom
effeito, n'este caso lemos

V- gt < &t Ya,

e portanto
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X I=a+y’ﬂ<hu+‘:yﬂ-

Mas por ser a serie (4) convergente tambem o sio as se-
ries Lr, € Zy.. e portanto a designaldade precedente mostra
que ¢ convergente a serie formada pelos modulos (n.® 12—1.°).

Se algumas das quantidades r, e y. $io negativas ainda
terd logar o theorema reciproco, se mudando a estas o signal
a nova serie assim formada for convergente ; pois que entio
recaimos no caso anterior, e porisso & convergente a somma dos
moduoios V’;r'n—i—y'.,.

4. —As series formadas de termos cajos madualos for-
mam uma serie convergente chamam-se series absolu!amente
convergentes. A respeito d’estas series vamos demonstrar o
seguinte theorema importante :

Theorema 3.°— A somma de wma serie absolulamente
convergenle ndo se¢ allera quandp se muda a ordem dos
seus lermos.

Seja s, a somma dos n primeiros termos da serie dada
e s’ a somma dos p primeiros termos da nova serie, que re-
sulta de mudar a ordem dos termos da primeira. Soppondo
que se di a p um valor sufficientemente grande para que s'p
contenha todos os termos de 3., e chamando U, u?, ete.,

I

0s lermos que ajqueila somma contém a mais, vem
s’,—-::,.=ua—|—u.3+ cee - Up;

ou, chamando p,, gg, etc. 0s modulos de u,, u,, etc. e atten-
dendo ao theorema 1.° do n.° 9,

mm](:.'“,-—s..}z?a—l—iﬂﬁ-:- .--“}‘FP E?,1_§_1
+9-"‘!-~[—3+”'+?P°

Vé-se pois que & medida que n angmenta, o modalo da
differenca ', — s, tende para o limite zero, e portanto que
s’y tende para o mesmo limite que s.,.

Corollario. — N'uma serie formada de termos reaes po-
de-se allerar a ordem das parcellas sem mudar o valor da
serie, se, dando a (odos os lermos da serie o signal -, re-
sullar uma serie convergen'e.

45. — Passando agora is operacdes sobre series, de-
monstraremos a este respeito os dons theoremas segnintes :
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Theorema 4.°— Se as series

U+ U2+ oeo U e
Dy Uyt el

forem convergentes e as suas sommas forem s e s', tambem
a serie cujo lermo geral é u, + v. sera convergenle, e a
sua somma serda iqual a s -+ §'.

Com effeito, a somma dos n primeiros termos. da nova
serie serd Xu, + Zr,, e esta somma tende para o limite
s 5.

Theorema 5.°— Se as series -

U, +ua4 ...+t ...
t-i—}‘?‘g‘{' “ww —:'—!.'u“"'-..

forem absolutamente convergentes e as suas sommas forem
s e s, tambem a serie

I+ Tt oo +Tat ooy

cujo termo geral Ta ¢ a somma de lodos os valores de u, v,
correspondentes ds solucies inleiras posilivas da equacao

a + = n -+ 1, serd convergenle, ¢ a sug somma serd
igual a ss'.
Com effeito, a somma S, dos p primeiros termos da nova

serie contém todos os valores de u, Ug correspondentes as so-
3

lugdes inteiras positivas das equacdes:

at+p=223 4% ...p-+1.

Por outra parte o producto s, s's dos n primeiros termos
das series dadas contém como parcellas todos os valores de
u, g correspondentes aos valores inteiros positivos de o e B

desde 1 até n, isto é, a todas as soluces inteiras positivas das
equacoes

at+p=213, ... In,

que nio excederem n em grandeza.
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Logo, dando a p um valor maior do que 2 n — 4,
vem

Sp—tasa =Wty + w4 ... +u v,

onde cada parcella tem um dos indices superior a n e infe-
rior a p + 2, e o outro inferior a p 4 2.

Portanto, chamando g, g, etc. os modulos de u,, Uy,
etc., ¢y, ¢'s, elc. 0s modulos de v,, vy, ete., M a somma dos
primeiros e N a somma dos segundos, temos (n.° 9 —1.°)

mod (S, — sa ) < pi s+ g ¢h+ ooo + pr gl
<ttt oor Foa) (Fass+ osatoee + ¢p+1)
+ (e ¢s oo A pat) (st pars+ oo Fppaps)
SH(Enrrtpusstotpors) FNGav1tpnpateppsa)

Como as series g1 + g2 + ..., ¢1 + ¢2 + ..., sdo, por
hypothese, convergentes, o segundo membro da designaldade
recedente tende para o limite zero & medida que n augmenta,
0go S, lende para o mesmo limite que s, §'a, isto é, para o
limite ss'.
"4@.— Consideremos agora especialmente as series orde-
nadas segundo as potencias inteiras e positivas de z, isto &, as
series da forma:

'EE'. T r1=z41y,

¢ demonstremos o seguinte theorema, devido a Abel :

Theorema 6.°— Se ha um numero posilivo « que, substi-
tuido em (2) no logar do maidulo de 2z, torna os modulos de
todos os lermos inferiores a uma quantidade finita B, a se-
rie (2) serd co-rwer?ente todas as vezes que se derem a z
valores cujos modulos sejam inferiores a a.

Seja z, um valor de z cujo modulo g, é menor que «, @
seja r, 0 modulo de ¢,. Por ser, por hypothese,

rya®«<_ B,
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teremos
" 1Ay
r.91<8(m),
¢ portanto
£ . gy v
1:r...pl::.:li'z =) = ;—_1—91

Mas o segundo membro é finito, logo o primeiro tende
para um limite determinado; portanto ¢ convergente a se-
rie formada com os médulos de (2), e por consequencia a se-
rie (2).

Nola.— D'este theorema vamos tirar uma conclusio im-
portante, mas para isso observemos primeiro que todo o ima-
ginario z - iy ou p (cos 6 + 1 sen 9) pode ser representado

or um ponto cujas coordenadas cartesianas sio z e y, e cu-
Jas coordenadas polares sio p e 0, e vice-versa. D’este modo
podemos em logar de fallar no imaginario x -+ 1y fullar no
ponto (z, y) ou (p, 9). Esta observagio ¢ muito imporiante e
d’ella faremos um grande uso. Devemos notar gue esla repre-
sentagio geometrica do imaginario é independente da theoria
geometrica atraz exposta.

Se fizermos variar z, a partir de zero, a serie (2) ficard
convergente em quanto r, g* for finito, por ser entio este mo-
dulo inferior §i quantidade B ;e deixari de o ser logo que esle
modalo se torne infinito, por ter entdo a serie proposta termos
com valor infinito. Como todos os valores de z a que corres-
ponde o mesmo mddulo se podem representar pelos pontos de
uma circumferencia cujo centro & a origem das coordenadas e
cujo raio & esse modulo, vé-se que para todos os valores de z
representados pelos pontos da drea de um circulo cujo raio é
o maior valor de ¢ que torna r, ¢* finito, a serie é convergente,
e & divergenle para todos os vaTores de z que correspondem a
pontos collocados fora d'este cireulo. A este circulo den porisso
Cauchy o nome de circulo de convergencia da serie (2). O
theorema precedente nada diz relativamente & convergencia ou
divergencia da serie (2), quando z representa pontos collocados
sobre a circumferencia do circulo de convergencia.

0 estudo das series ordenadas segundo as potencias in-
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teiras e positivas de z — a, isto é, das series da forma
Lt (z —a)

reduz-se ao precedente fazendo z — @ == {, pois vem a
serie

ECQ I-.

que acabamos de estudar.
*49.—Yoltemos 4 serie

(il}-..c-co zun=zfn+iyn}=2vrn+izylp

e supponhamos que u. ¢ func¢io de x + iy = z, e portanto
que I, @ Y, sio fnecdes de x e y.

Representando por s. 4 is's a somma dos n primeiros
termos d’esta serie, isto é, pondo

® B
8a = % Ty -TF‘ = I Y,
1

vimos nos n.”* 11 e 13 que é necessario e sufficiente para que
a serie (1) seja convergente que, sendo 8 e & quantidades arbi-
trarias tio pequenas quanto se queira, exista sempre um va-
lor de n que combinado com qualquer valor de p, satisfaga
is desigualdades :

Snip — 8 < 3, Sayp — s < O
Sappondo que as condiches precedentes sdo satisfeitas
nos pontos &' 4 iy', & - iy’, ete. por um valor a de n;
nos pontos #'; + /'y, ', + 1y",, elc. por um valor b de
n; etc., lemos as desigualdades :
3¢+? - SG < 3, Sra.,.._n _— s;ﬂ. < a’

S4p— 5 <8, 8hp—5h < ¥

Sepp— 8 < 8, §let? — 5, LV
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Sup]'imndo que a serie (1) & convergente quando a ¢ 4 iy
se da valores que represenfam pontos de uma area dada, e
que as desigualdades precedentes se referem aos pontos d’esta
irea, se os valores de a, b, ¢, etc. tem um limite superior N,

as desigualdades :
Syyp — SN < 8, Sfx.l,p —_ -'5".!? {5'

comprehendem todas as precedentes. Diz-se n’esle caso que a
serie proposta é uniformemente convergente em toda a irea
considerada. A respeito d’estas series vamos demonstrar o

theorema seguinte : _
Theorema 7.°— Toda a serie ordenada segundo as po-

tencias de wma variavel real ou imaginaria, ¢ uniforme-
menle convergenle em qualquer drea comprehendida dentro
do cireulo de convergencia.

Seja

St =241
1

a serie proposta, e seja R o maior valor do mddulo de z na
irea considerada.
Pondo

Cw = T (OS dy + i sen dy)
z = p (cos 0 + 1 sen 6),

vem (n.* 9, 2.%
gr. ¢ [cos (n 6 4 du) + sen (n 0 + da)].

Temos pois

Supp — Sn = Erf‘ ¢* cos (k0 4 da)
"y
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Sasp— 8= zi'kp" sen (k9+£fx)
ndl

Por ser a serie convergente na irea considerada, ha sem-
pre um valor de » que, combinado como qualquer valor de
p, satisfaz as designaldades

31y R cos (k 04 di) < 8,

nil
Iry REsen (k0 4 dp) < ¥;
L §

e portanto, por ser p < R, o mesmo valor de n satisfard @
fortiori as desigualdades

Sapp—$a < 8,
s,h”-—-s’,{ﬁ‘,

qualquer que seja p, que é o que se queria demonstrar.
Por exempio, a serie

— (m—1)... (m—n+4-1

onde m & real, & convergente quando o é a serie (n.°
13—2.9):

m(m—1) L m(m—1)...(m—nt1) |
l-l'mp*l-f_2 gttt g P e R

Como ha um valor de n a partir do qual, n’esta ultima
serie, a razio de dois termos consecutivos: :

u..+l_m-—-arz,—|—JI=?';(*mﬂ-i-I__‘l)Ei

Un n

tende para o limite p (em valor absoluto) quando n augmenta
indefinidamente, e Igca sempre inferior a este hmite, a serie
sera convergente (n.° 12 — 3.°) quando é p < 1, e divergente

quando é ¢ > 1.
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Logo a serie meusm é uniformemente convergente em
gualquer area comprehendida dentro do circulo do raio igual
unidade.
Como segundo exemplo consideremos a serie

a(@a+NBEFN o,
R Y TR ) B

al.'o:+'1_.« @+n—0)BE@+1... B +n—1)
T 1.2...0.70+10)...¢Fn—1) ...

e supponhamos que =, §, y sio constantes reaes.
A serie correspondente dos modulos sera:

1+j‘.‘;z+

a.p a(fat+DEE+D
bt o 1.27G0+1) Pibe e

a(a41)... (a+n—1.E+ND... 6+n—1)
+ 1.2..-ﬂ.}‘(?+1).,_(?+n_1) P+"'r

e a razio de dous termos conseculivos:

Unsr __(24+n—1)(B +?1—-'|)
Un (n+ 1) Gitn—1)

()

(Y =)

. i
of, L a=MN{ " B—1
('+ n ) (1 +E) '_1:;_ ‘—*_1:;,1:;—4

approxima-se de p tanto quanto se queira augmentando n. Lo-
go, se é p < 1, pode dar-se a » um valor tio grande que a
raziio precedente se torne menor do que uma quantidade qual-
quer B comprehendida entre p € 1; se é p > 1, pode dar-se
a n7um valor tal que a mesma razio se torne maior do que
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a unidade. No primeiro caso a serie seri convergente, no se-
gundo caso serd divergente (n.” 12—3.7).

Logo a serie proposta serd convergente dentro do circulo
de raio igual & unidade, e n'este circulo seri uniformemente
convergente,

A serie precedente, que tem sido objecto de trabalhos im-
portantes, tem o nome de serie hypergeometrica.

Como exemplo de uma serie que ndo ¢ uniformemente
convergente consideremos a progressio geometrica

54z —2)Fz(—zr+...

e supponhamos z real e comprehendido entre 0 e 1. Forman-
do as sommas $, € 8+ p dos n e dos n -4 p primeiros termos
d’esta progressio, e subtraindo os resultados, vem

Para que esta differenca seja menor do que 3, qualquer
que seja p, basta que seja
' U—zr < B
o que da
log &
log (1 —z) °

Mas 4 medida que z se approxima de zero, o denomina-
dor d’esta fraccio diminue indefinidamente ; logo n nio tende
para limite algum e a serie ndo é portanto uniformemente
convergente no intervallo considerado.

n >
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VI

Productos infinitos

4 8. —Consideremos agora as expressdes da forma

@civivnes (Uta)(i+a)... 1 +ay

ue, empregando o signal II para representar productos, po-
emos escrever do modo seguinte :

l:l A + a).

Suppondo primeiramente a,, a,, ... a. quantidades reaes
positivas, procuremos as condicbes para que este producto con-
virja para um limite finito e determinado 4 medida que n
augmenta indefinidamente. (*

Sabe-se que a media arithmetica de p quantidades posi-
tivas é maior do que a sua media geometrica ; portanto, sendo
q d’estas quantidades iguaes a 4 e as restantes iguaes a B,
teremos

(2L f;’_g) B > as -1

Pondo n’esta desigualdade
A=1+4p % ,B=1,

(*) Veja-se o Caleulo Differencial de Todhunter e o artigo intitalado
— Sobre a express@o lim (1 4 -:i- ).. que publiquei na Revista Scientifi-
ca do Porto—tomo 1.
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vem
(r+of>(+82),
ou, pondo f =1,
2> (# o %—)q.

Temos pois, pondo y = % >1,

F>1+4+y>14+47.
Se for y < 1, a formula precedente da

' TS 40+

€ portanto teremos tambem n’este caso

¥ >144y.

Em virtude d'esta designaldade vird

| 4 o< 220

e portanto

(1 4 a) < 11220 — 92E8s

Esta igunaldade mostra que, se Xa, converge para um li-
mite finito e determinado, tambem II (1 4 a,) converge para
um limite finito e determinado.

Por outra parte, a desigualdade

I (14 a) =14 Za, + Za,a'n 4 ... > Zan

mostra que, se Xa, for uma serie divergente, tambem II (1 + a,,)
serd divergente. Temos pois o theorema seguinte:
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Theorema.—A condicdo necessaria e sufficiente Epa-:"ﬂ.
que o producto (3) seja convergenle é que a serie La, 0
seja. :

49. —Podemos ligar com a doutrina precedente a das
potencias de grio infinito. A este respeito vamos considerar a

expressio
.l n
(‘l o ?)

que tem grande importancia no Calculo Differencial.
A desigualdade

p q
¢ +pr > (1-+62)

on
A+87>1+87

da, pondo = _;,-r!?T e elevando & potencia n,

(+ )" (48]

» o .I n
onde é yn > n por ser y = 1. Logo a expressio (1 b E)
augmenta com n.

1
Por outra parte temos, pondo a, = L

1
] oferne 2
e portanto
1 L
(p )9,

0 que mostra que a potencia considerada, que augmenta inde-
finidamente com #n, tende para um limite menor do que 4.
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Este limite designa-se habitualmente pela lettra e, e serve
de base a um systema de logarithmos, que sio chamados ne-
perianos, por ser a base de que usou Neper, inventor dos lo-
garithmos.

O valor de e pide calcular-se com a approximacio que
se quizer dando a n os valores 4, 2, 3, ..., 0 que da
e=2,278281...

Se for n negativo, vem

= )= () = ) T e S)

e portanto

]im(l —%)_n= ]im(l+ﬂll—_1)“_l(l+nl1) =g

Podemos pois enunciar o seguinte theorema impor-
tante :

Se o numero inteiro ou fraccionario, posiliro ou ne-
gativo n augmenla indefinidamente em -1‘-:1?0?' absolulo, a

. I s .
erpressao H—F) tende para um limile delerminado.
*20. — Consideremos agora o producto

I (1 + us),

onde u, 6 uma funcgio da variavel imaginaria z. e
Teremos, em virtude da formula conhecida da multiplica-
¢io de binomios,

(@) ... lim IT (14-u,) = lim [14-Zwt-Zuts g+ 4 U, Uy ... ta],

onde Zu; representa. a somma dos segundos termos dos bi-
nomios, Xu; u; a somma dos seas productos distinctos dois
a dois, ete.

Por outra parte, chamando a,, @, ... @, 0s médulos de
U,, Us, -.. Us, € suppondo convergente a serie:

® ...t + 2+ Zai.a;4 ... - a;aq... Ga,

gue ¢ equivalente ao producto IT (1 4 @), as series Za,
a; a;, etc. tambem serdo convergentes, assim COmo (n.°
13—2.%) as series Su;, Zw; w, etc. Portanto, chamando
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Ss a somma dos n primeiros termos da serie eqnivalente a
II (1 + a,), teremos (n.° 11-—1.°%)

Sﬂ+P_ng||,<8|

Mas, por ser o termo geral da serie (a), isto é Zu; u; ...,
ignal a Xa; a; ... (cos O 4 1 sen 6) (representando por ¢ a som-
ma dos argumentos de wi, uy, ele.), as duas series em que ella
se decompde téem os seus termos respectivamente menores do

ue os da serie (b), e portanto, chamando s, e §'s as sommas
08 Seus n primeiros termos, teremos

Sutp—8a<8, §nyp— a8

Logo estas duas series serio (n.° 11 —2.°) convergen-
tes, e portanto tambem serid convergente a sua somma
I (1 4u.).

Podemos pois enanciar o principio seguinte :

Se o producto 1l (1 4 a,) for convergente, tambem o
serd o producto I1 (1 -+ u,).

Vé-se pois que aqui, como no caso das series, se pode
fazer depender o estudo das condicbes de convergencia dos
productos imaginarios do estudo das condi¢hes de convergen-
cia dos productos reaes.

Por exemplo, o producto

-
-

B o )

é convergente, porque, chamandd ¢ o modulo de z, temos

2{].=2.#.=F2—‘.__

| B - e

e a serie 2 ! = é convergente (n.* 12 — 3.°).

1-2-.
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VII
Frac¢des continuas

214.— As fraccOes continnas sio conhecidas desde os
Elementos de Algebra, onde se viu a grande importancia que
tinham em muitas (]]lP‘\lﬁ'EH relativas aos numeros. Os princi-
paes resultados 14 achados tem logar no caso da fraccio con-

tinua :

fly

Che e poopil
(l)"“ . ‘l-'3'1‘l_7“1'14t1l bi""uﬂ’u‘ by+ug’

elc.,

onde a,, ag, ... by, by, elc., representam funccdes inteiras

de uma variavel 3.
X — Formando as convergentes successivas como no caso

das fraccdes continuas t,lumulhum, acha-se os resultados :

"“'1 y
L im D, b,
t'r! i 'ﬂ‘ = al b‘ |

TEERE Faa e e Pas s s BB BEEEESSEES

i‘. _P"n—l bn + "Tn—i My
J)n TR I)“_l bn—!“ﬂnn—i ﬂn :

Cn=
NE—As tres convergentes consecnlivas :

No—e Nacy Na Na—1badNu-s.0n
Da—3’ Dy—1" Da Dasby+ Dy—s. 0

ddo, pela subtracc¢do,
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I ”\!q—l Dl—’_nq—ln"u—l)

Coc1—Ca= B ol
i h.-.._'[ n-—l_ﬂnv—l f"’n—i
Cn—i""Cﬂ—l—"‘ .U.._l.ﬂ-—s ’

e portanto o numerador da differenca C, 1 — Ca & ignal a0
numerador da differenca Cs —3 — €, —1 multiplicado por — @a;
mas as primeiras convergentes dio

M asz

b =

logo teremos

o ___+m.m...a.
CI"'-I CI- - I)._l fj- ]

Jnl-n_l ﬂ“'_il“.u;}u_jL::ial 02 .08 +:. Oy .

~ TEE—Esle resultado permitte transformar a fraceio con-
tinua n"'uma serie. Com effeito, temos evidentemente

'ui = CI _(f"l = f.13) e (Cﬁ ¥ Cﬂ} — e
d’onde se segue,

o ay ady 12 ay ag ds
bi D,D:s' DsDs

0 valor que se obtém sommando n termos d’esta serie é
ignal 4 convergente de ordem n de fracgio continua. Logo
para que a frac¢io continua seja convergente basta que esta
Serie 0 seja e reciprocamente.

IV — Das frac¢des continuas contidas na forma geral (1) ha
dois grupos importantes na Analyse. O primeiro corresponde a

y = by = bz = ... =1 (*). O segundo corresponde a

0 =01 =0y = ... = |

. (%) Veja-se o nosso opusculo intilulado — Desenvolvimento das func-
goes em fracgdo conlinua — Coimbra, 1871,
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A respeito das fracgBes continnas do segundo grupo enun-
ciaremos 08 principios seguintes :
1.°— 0 denominador de convergente da ordem n é um
polynomio inteiro cujo grdo augmenla com n.
Este Eu'mmpio ¢ uma consequencia da lei da formagio dos
denominadores das convergentes.
N, ; .
“? é irreductivel.
n
Este principio & consequencia da formula

2.°— A fraccao algebrica

Jn('n_] Dﬂ P— .I!."‘T‘ .r)n_] = i I.

3.°—0 producto por x* da differenca enlre o valor da
fraccao continua complela e de qualquer convergente, isto

¢, a erpressao
f"n -1 )
. (n.. i

tende para um limile finito, quando x augmenla indefi-
nidamente, se k ¢ igual d somma dos grdos dos polyno-
mios Du_, e Dy, lende para zero se k é maior do que esla
somma, ¢ tende para o infinito se kK é menor do que esla
somma.

Com effeito, a igualdade

I‘..ﬁ -1 E" 1
Drp —1 .Un. s .”‘ I)' -1

|

ot i JUH—.'I “Jn—l L'.rl—l" nn—:}

da, quando se muda b, em b, 4 u,,

.I"rn -1 I

P o i =5 u:

-Un -1 i l”n—!(b‘ﬂ ‘—]{jﬂ_{_I’ﬂ - Iu«'—l—x”'_:)

| .
[Jn—l{ﬂu+fjn—lun) %

|
H-

Temos pois a igualdade
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ﬂ L]
Da_3 (Do 4 Du—1 u-} 4

que, dividindo os dois termos da frac¢iio que entra no se-

undo membro por x levantado a uma potencia de grio igual
4 somma dos grios de D, e D, e fazendo depois # = o,
leva ao theorema enunciado.

(Ga-—l _ﬂ)xl=:t

(continua.)
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SUR LES POLYNOMES DE LEGENDRE

(Extrait d'une lethie adressée & F. Gomes Teixeira)

PAR

M. Cu, HERMITE

.. Yous connaissez cette belle proposition de M. Tchebichew
que le polyndme X, de Legendre est le dénominateur de la ré-
duite d'ordre n du développement en [raction continue de la
quantité:

1 +1 | | i
o = B

%8 4 Tt
2 z—1 =z 3% bab

3 A

On peut y parvenir, comme vous allez voir, au moyen du déve-
loppement en série, qui a été le point de -:ll‘_-|mrl de Le-'undre el
a donné la premiére déiinition des polyndmes X,, & savoir:

———=Xp+ Xiz+ ...+ Xuz2" 4+ .. .
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Il en résulte, comme je l'ai établi page 209 de mon Cours
: i " ahds
d’ Analyse, que I'intégrale J ——= s'exprime ainsi:

VR(z

f??@“F”“_:+xfw§@'

en désignant par F(z) un polyndme en z du dégré n—1.
Et || est facile de voir que ce pol\nume est donné par le dé-
\PIH;:pEﬂ]E:nl en série suivant les puissances descendantes de = de

I'expression
1 ' atds
V'R (Z}J VR (s) :

en n'en prenant que la partie entiére. Cetle partie entiére s"ob-
tient au moyen de la relation:

]
-

E_R_-(_‘l = x:;] 214 X 24 L+ X;:’_i_ll L

d’oi I'on tire en intégrant

s S
V’R(z] n n—1 g n—i

]" s*dz  Xgz" +‘i(|:"'_" Xyt

1l suffit en effet de multiplier membre 4 membre avec I'équa-
tion:

el 'on trouve immédiatement ainsi:

X2t + [\En - I) XoXqa—2

F(o)== AR
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Je rumin't]uvr:li seulement le dernier terme, le lerme indépen-
dant de z, ou bien F(o), qui a pour expression:

XiXo—ia .
F(”:‘“E‘—'—iq‘:l—l. 1=0,1,2,...n—1.

Ce résultat donne en effet la valeur de intégrale définie:
*2 andz

J I-‘__':\,
- .|_|'| E \zf.

oii £ désigne la plus petite racine de R(z) =0, ¢’est-a-dire:

Fmz+ V2t

Si I'on employe la formule générale

i FI... A =
l—r—-——-—hl"{:——:r +v R(z ]
VR(z)

on a flacilement:

"t ds Vat—1 +1
‘ — —=--|ng—:r +ﬁ—|n;_rE+ :
oV R( _u, a—1 2 x—1
d’ou par conséquent:
£ shdz 2+ 1
‘ : .--——r(a.+ X log
oV [l (s)

et celte expression de l'intégrale définie contient la belle pro-
position de M. Tchebichew.
Faites, pour le voir, la substitution 3 =, I'intégrale devient:

1 dz

"I'l—l—l ] - - e aE———
Jo Vi— 227E+72E
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ou bien

1

anH Y,

en posant

Y= (zpH [ 1w ofns sl
J o Vi—2zE+ ¢

quantité finie pour n infiniment grand. Effectivement

—_ 1
f=x—VYal—l=—+...,
Emg— Y at—1 ?.r+

ce qui donne pour z infini

gL Ve 1
an--1 i 'lf.i_——-?, oute "

Remarquez encore que

XX
~ . - i dp—i—]
Flo) =& =
: F(o) !
est un polyndme entiér en x du dégré n—1; X est bien par
conséquent la réduite d’ordre n du développement de 3 log T
en [raction continue.
Paris, 31 mai 1885.
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EMPREGO DA CYCLOIDE
PARA A RESOLUCAO GRAPHICA DE ALGUNS PROBLEMAS DE GEOMETRIA

FOR

RopoLrHO GUIMARAES

4. ProsrLEMa.— Dividir graphicamente um angulo em m par-
les proporcionaes a numeros dados.

Sorvgio.— Do vertice o do angulo dado («) descrevamos um
circulo com um raio egual 4 unidade, que intercepte os lados do
angulo nos pontos A e B.

Facamos em seguida coincidir um dos lados do angulo, OA
por exemplo, com o diametro perpendicular ao eixo dos &, ficando
por conseguinte o circulo tangente no ponto A ao diclo eixo.

Podemos considerar este circulo como o gerador da cycloide
CBD, que passa pelo ponto B, e encontra respectivamente o eixo
dos x nos pontos C e D).

Por esta consideragio o arco AB é egual & linha AC. Mas,
como esta propriedade ¢ a mesma para todo e qualquer ponto
da circumferencia do circulo gerador, podemos considerar no dicto
circulo em vez d’'um ponto unico B, m pontos a, ay, a3, ... a
distancias proporcionaes a numeros dados.

D’este modo, teremos m cycloides passando por esses pontos
e encontrando respectivamente o eixo dos @ em m pontos b, by,
b, ... tambem a distancias proporcionaes a numeros dados,

IYaqui concluimos que, se AC se dividir em m partes propor-
cionaes, o arco AB fica cgualmente dividido em m parles na
mesma [ITUI}OF{‘!:’IO.

2. Posto isto, vejamos como se opéra na practica.

Construamos uma cycloide de metal correspondente a um cir-

(#) Pede-se ao leitor o favor de construir a figura.




S
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culo gerador de raio qualquer, que deve estar marcado na cy-
cloide. Dando ao angulo a mesma disposi¢io que anteriormente,
colloquemos a cycloide sobre o eixo dos z, de maneira que passe
pelo ponto B, e notemos o ponto G que lhe corresponde no dicto
eixo.

Dividamos AG no mesmo numero: de parles em que se quer
dividir o angulo dado; e, applicando a cycloide sobre cada uma
d'essas divisdes, vejamos os pontos que lhes correspondem no
arco.

D'este modo o arco, e portanto o angulo, fica dividido em m
partes proporcionaes.

3. Cororrario I.— Até aqui ndo nos temos referido 4 gran-
deza do angulo. Se o considerarmos de 360°, estamos no caso
de dividir a circumferencia do circulo gerador em m partes pro-
porcionaes a numeros dados.

Dividida a circumferencia do circulo gerador, para dividirmos
uma outra de raio R, basta tragal-a concentrica com a primeira,
e em seguida prolongar os raios tirados para os pontos de divisdo
dd circumferencia de circulo gerador.

4. Conorramio I1.—E evidente que o problema da divisdo
do angulo e da circumferencia em parles eguaes é um caso par-
ticular do que vimos de expor.

5. Prosrema . — Rectificar um areo de cireulo.

Sorvgio.— Seja A’'B’ o arco que se quer rectificar, corres-
pondente a um circulo de raio R e que tem O como centro [+).

Unindo as extremidades A" e B' do arco dado com o centro O
do ¢ireulo, os raios A0 e B'O interceptam nos pontos A e B o
circulo descripto de () como centro e com um raio egual ao do
gerador da cycloide.

Para se reclificar o arco AB, dispomos a cycloide como no
n.’ 2, e vejamos o ponto C que lhe corresponde no eixo dos z.
Unindo € com O, o seu prolongamento encontrars o eixo dos X
em um ponto C',

A distancia A'C' & a rectificacio do arco dado A'B'.

(#) Note-ge que a disposicdn da figura ¢ a mesma que a do processo an-
terior, portanto a extremidade A’ do areo dado é tangente ao eixo dos X,
0A' é perpendicular ao dicto eixo. Egualmente, o eixo dos X, tangente em
A, & parallelo ao dos x, langente em A, estando os pontos A ¢ A' situados
pa mesma perpendicular ao eixo dos X e portanto ao dos @.
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Com effeito. Os triangulos AOC e A'OC/ dao

OA  OA
AC AT

D'onde concluimos que A'C/ ¢ a rectificacio do arco A'B'.
6. CororLrLario.— Do mesmo modo que rectificamos o arco
A'B’, rectificaremos uma circumferencia. Para isso basta substi=
tuir na relagao :
0A 04A'

. AT

AC pela rectificaciio da circumferencia do circulo gerador, isto é,
pela base da cycloide de metal.
9. Prosrema 11— Reciprocamente, dada wma linka recta,
achar o raio da circumferencia de que essa recta € a rectificacdo.
Sorvgio. — Na relacio

0A OA
AC AC

OA' ¢ uma quarta proporcional entre OA, AC, e A'C". Por ou-
tra, ¢ uma quarta proporcional entre o raio da circumferencia do
circulo gerador, a rectificagio do mesmo cireulo, ¢ a linha dada.
8, Prosrema 1V.— Dada uma esphera achar um triangulo
cuja drea lthe seja equivalente.
Sorugio.—Se R ¢ o raio da esphera dada, a sua drea ¢ re-
presentada pela expressdo

S—AzR:=x 2R

Esta formula diz-nos que a drea d’uma esphera ¢ egual & de
um circulo de raio duplo do da esphera; isto ¢, egual & de um
triangulo rectangulo cujos cathetos sio 2R e 2= (2R).

Vejamos o modo de construir esse triangulo sem rectificar a
circumferencia do circulo equivalente a esphera dada.




88 JORNAL DE SCIENCIAS

Vimos ja que a rectificacdo da circumferencia do circulo gera-
dor da cycloide de metal, era a base da propria cycloide.

Portanto, unindo a extremidade C da base AC da eycloide com
o centro O do circulo gerador, situado na extremidade do raio
OA perpendicular em A & base da cycloide, ebtemos um trian-
gulo rectangulo OAC equivalente ao circulo gerador.

Prolonguemos os lados OA e OC; tomemos sobre o prolonga-
mento de OA a partir de O um comprimento OM egual ao dobro
do raio da esphera, e tiremos pelo ponto M uma parallela a AC
que iré encontrar o prolongamento de OC n'um ponto P. O tri-
angulo assim formado OMP seri equivalente & superficie da es-
phera.

Com effeito, os triangulos OAC ¢ OMP dao

OA OM
AC M’
d’onde
PM=2=(2R),

e porlanto a frea da esphera seré

8= ; PM < OM = 4=R%

D’onde concluimos que a drea d'uma esphera ¢ egual d de um
triangulo rectangulo cujos cathelos sao o duplo raio da esphera
dada, e a quarta proporcional entre esse duplo raio, o raio do cir-
culo gerador da cycloide de metal e a base d'essa cycloide.

0. Pronrema V.— Determinar a superficie lateral e total d'um
cone circular reclo.

Sorugio. — Sabe-se que a planificagio d’'um cone circular
recto & um seclor circular, cujo arco & evidentemente egual &
circumlerencia da base.

D’onde concluimos que a superficie lateral d'wm cone circular
recto ¢ equal d de um (riangulo rectangulo cujos cathetos sio a
generatriz ¢ a rectificagio da circumferencia da base.

Se quizermos obter a superficie total, temos de acerescenlar
a lateral a da base, que é representada por um triangulo rectan-
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gulo cujos cathetos sio o raio da base e a rectificagdo da circum-
ferencia da mesma base.

Vejamos agora quaes devem ser os elementos d’um triangulo
rectangulo, para que a sua frea seja egual & superficie total do
cone.

Seja AOB um triangulo rectangulo cujos cathetos OA ¢ AB
sko respectivamente a generalriz e a rectificagdo da circumferen-
cia da base do cone dado. Este triangulo serd equivalente a su-
perficie lateral do cone.

Prolonguemos os lados OA e OB, e tomemos sobre o prolonga-
mento'de OA um ponto A’; tiremos em seguida por A’ uma recta
A'B’ parallela a AB, e vejamos qual deve ser o comprimento de
OA' para que o triangulo A'OB’ represente a superficie total do
cone dado.

Na hypothese de que A'OB’ representa a superficie total, o
trapezio ABA'B’ representa evidentemente a area da base.

D'onde, representando por R o raio da base, temos

m 1
S ABXR=5 AB < 0A'—5 AB><0A

bilcgatmilitnos /o
3 AB < ON'— 5 AB(0A +R),

e pela relagio
OA | OA

AB AW

teremos
R |

OA’=0A (OA+R).

D’onde concluimos que a superficie total d'um cone circular re-
clo, ¢ equal d de um triangulo rectangulo cujos cathetos sio a media
geometrica entre a generatriz do cone e essa mesma generalriz au-
gmentada do raio da base, e a quarta proporcional entre essa
media geomelrica, a generairiz do cone e a rectificacdo da circums-
ferencia da base.

10. ProsreMa VI.— Determinar a superficie lateral e total
d'um tronco de cone circular recto de bases parallelas.
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SoLugio. — Sabe-se que a planificagio d'um tronco de cone
é um trapezio circular, em que os arcos de circulo parallelos que
0 limitam sdo eguaes as circumferencias das bases do tronco.

Rectificando esses arcos obtemos um trapezio que se pide
ainda transformar em um triangulo rectangulo da mesma altura
que o trapezio e de buse egual & somma das bases.

Portanto, a drea lateral do tronco é egual @ de um triangulo
reclangulo ewjos cathetos sio a generatriz do (ronco ¢ a somma das
rectificacdes das circumferencias das bases.

4. O methodo que empregamos nas questdes dos numeros
antecedentes, leva-nos & resolugao graphica de muitos problemas
de geometria.

Assim os problemas concernentes & linha recta se tornam ex-
tensivos aos arcos e circumferencias de circulo; assim se, por
exemplo, quizermos dividir uma circumferencia em duas partes
taes que a maior seja meia proporcional entre a oulra e a cir-
cumferencia toda, basta-nos dividir a sua rectificacio em media
e extrema razio; se pretendermos achar sobre uma circumferen-
cia um ponto tal que a divida em duas partes proporcionaes a
dois arcos ou a duas rectas, ndo temos mais do que dividir a sua
rectificagio em dois segmentos proporcionaes a esses arcos ou
rectas; da mesma forma querendo construir a meia proporcional
entre duas circumferencias dadas, rectifical-as-hemos e acharemos
a meia proporcional entre essas rectificagdes.

A muitos outros problemas poderiamos ainda, como é eviden-
te, applicar o mesmo methodo de resolucio.

Tencionamos opportunamente estudar outras questoes a que
este methodo se applica.
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REMARQUES ARITHMETIQUES

FAR

ErxestT CESARO

Il

Sur quelques conséquences asymptotiques
de la série de Lambert

1. Soient a, b, ¢, ... tous les diviseurs de n, et posons
F(n)=f(a) + [(b) +[{c) + - ... (1)
Si l'on développe

(1) , 532, = [(3) AY
e z-li— +!-_ +"'+I-z‘

suivant les puissances croissantes de s, on reconnait facilement
que le coefficient de z* est ce que devient le second membre
de (1), quand on y supprime les diviseurs supérieurs 4 v. Si l'on
représente le résultat par F,(n), on oblient, aprés multiplication
par 1 —z,

=1 L

E —_— z“ f(n) =

f—z"

M',}

[Fy(n)—F,(n—1] 2.

i
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En faisant 3 =1, puis v=oc, on trouve

F{m)=’%”+ﬂ§l+%:ﬂ+... 2)

pourvu que le second membre soit convergent.
1
2. Soit, par exemple, f(n) =—, de sorte que F(n) représente

la somme des inverses des dm:«,urs de n. La formule (2) montre

que la somme des inverses des diviseurs d'un nombre tend asympto-
2

tiquement vers %- Si, d'aprés Euler, on représente par [n la
somme des diviseurs de n, la somme des inverses des diviseurs du
i
méme nombre est ;fn. On a donc
fa =2

lim —— =—
n 6’

pour n indéfiniment croissant. Cependanl, il ne faut pas croire que
ces égalités soient vraies autrement qu'en moyenne. En effet, si

grund que soit n, la fonction —_fn peut différer aussi peu quon

le veut de 1 ou de 2, et, par suite, s'écarter considérablement
2

de T:)— il suffit de prendre n premier ou parfait. En d’autres

termes, si F(x) est une fonction continue, qui, pour les valeurs
entiéres n de x, prend les valeurs définies par (1), il n'est pas dit
que la ligne y =F(«) admet pour asymptote la droite y =F (s ).
La courbe oscille autour de la droite, mais ne tend pas & se con-
fondre avec elle.

3. Siu, v, w,...sont les facleurs premiers de n, et I'on a
n=u*vwY ..., on sail que

q;(uj:fn::n*(l ¥ “lr,)(i-.#)(:v;;ﬂ).
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d'olr I'on pourrait déduire

o) <" a6

i 5 B s

n “fn =t

conformément & un théoréme démontré par M. Perott dans le
Bulletin de M. Darbouzx.

Pour la démonstration, il ne faut pas oublier que ces égalités
sont des relations moyennes. — Si f(n)=(—1)", la formule (2)
montre que l'ercés du nombre des diviseurs impairs d’un nombre,
sur le nombre de ses diviseurs. pairs, tend asymptoliquement vers

log 2. De méme, pour f(n)=sin ?, l'excés du nombre des divi-

seurs de n, de la forme 4k + 1, sur le nombre des diviseurs de n,

de la forme 4k + 3, tend asymptotiquement vers { ; ete., ete.
4. Soit

Qr(z) =5(1 — s =1 (0") + s2(1 — 5)r—2A2(07) + .. + 27 a7 (07),

et considérons la somme

Q=1 , Q-9 /(2 (2% (%)
T—apr TRt +{.—;7.):+;-

On sait que

Q- (3)

L T L LR PR
[A=xr+

Par conséquent, si I'on pose

IO

lars Be o

F(n) =

e s aly
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et I'on désigne par F,(n) ce que devient le second membre, lors-
qu'un y supprime les diviseurs supérieurs 4 v, on a

'S Q) _ b e v
.§1W=HF'(1"+Z F.(2)+ s%F,(3)+ .
puis: 3 2
2(;Z)  verm
== i }F r'ﬂ:l CH—I.IF.(nv—I]+C,+|Ing{n—ﬂ}—* - _g'
a=1 \

en convenant de prendre F,(n)=0, lorsque n<1. Si l'on fait
=1, puis v=a0, et l'on observe que

Qr(1) = ar(0") =1,
on trouve

limgF{n)—Cr‘iF[uulj+C,'gF(n—E)— . % rl § )

pourvu que la série du second membre soit [:nm'e_-rgcnle. On en
déduit sans peine que F(n) tend asymplotiquement vers

 _n® ., re
Ir‘i‘l EFI—‘I"ErJ:l""" - -.f’.

Par excmip]e. la somme des diviseurs de n tend asymplotique-

x
ment vers ?n: elc.

D’ailleurs, ces résultats peuvent étre déduits, bien plus simple-
ment, de la formule (2).

5. Au lieu de (2) on peul toujours écrire
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Cette égalité permet de se rendre compte de I'allure moyenne
de certaines fonctions.

Pour f(n) =1, et v trés-grand, nous avons les égalités asymplo-
tiques

F,(e)=logv, Fy,(o0)—F, (0)=log2.

Il en résulte que, si d'un nombre indéfiniment grand on prend
les diviseurs non supérieurs @ un nombre v, trés-grand, leur nom-
bre est asymptotique @ log v, tandis que le nombre des diviseurs
compris entre v el 2v est asymplolique a loy 2.

Il v a donc une irrégularité extréme dans la distribution de
ces divisenrs. Il n'en est pas ainsi de leurs sommes; car, pour
[(n)==n, on trouve que, si l'on considére la somme des diviseurs
compris entre O el v, — la somme de ceux qui sont compris entre
v el 2v, ele.— loules ces sommes sont asymploliques @ v, — Remar-
quons, pour finir, que, si d'un nombre indéfiniment grand on prend
les diviseurs non supcrieurs a v, et l'on calcule leur moyenne ari-
thmétique, cette moyenne tend asymptotiquement vers la totalité des
nombres premiers inférieurs G v, lorsque v augmente sans limite.
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NOTA SOBRE 0 EMPREGO DO PARALLELEPIPEDO ELEMENTAR

FOR

Hexrioug pA FonsEca Bannos

No bello artigo Hydromechanics da Encyclopedia Britannica,
artigo devido, na parte especulativa, 4 penna erudita do sr. A.
G. Greenhill, assevera-se (pag. 445) que o methodo geralmente
seguido para deduzir a equacdo de continuidade constitue (pala-
vras textuaes do auclor) uma violagie dos principios do calculo
differencial, por isso que n'elle se considera successivamente cada
um dos accrescimos infinitamente pequenos dx, dy ¢ dz como
sendo infinitamente grande em relagdo a qualquer dos oulros
dois, e tambem em relacio ao elemento de tempo dt.

Por esse motivo, o sabio professor inglez entende dever sub-
stituir a demonstragio vulgar pela que se funda no emprego da
notavel formula de calculo integral devida a Georges Green.

E possivel que as observagdes da Encyclopedia Britannica
sejam applicaveis ao modo pelo qual, n'alguns livros de mecanica
e de physica mathematica, vem exposto o methodo do parallele-
pipedo elementar, methodo que péde empregar-se, como é de
todos sabido, na deducgio, ndo s6 da equacio de continuidade,
como das equacdes do equilibrio e do movimento dos fluidos, e
ainda na dedueciio das equacdes da elasticidade, na theoria do
calor, ele.

O proprio Euler, na sua celebre memoria em que estabelece
as equagoes dos Fluidos, dirige a sua exposigdo por f6rma tal,
que Ihe sio applicaveis, até certo ponto, as reflexdes citadas; e
nfio nos deve admirar muito que assim succeda, porque ndo vai
longe ainda a epocha em que a exposicdo rigorosa e didactica
do methodo infinitesimal se desembaragou da obscuridade e con-
fusio em que se involvia.

Parece-me porém que, relativamente ao methodo em si, a cri-
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tica ¢ infundada, pois nada ha mais facil, como vou mostrar, do
que apresentar a demonstragio de modo que ndo haja violaglo
de principio algum.

Supponhamos, por exemplo, que se pretendem as condigdes
de equilibrio do parallelepipedo dzdy ds; diz-se geralmente : «a
pressio no ponto (z, y, z) é p, portanto a pressio sobre a face
dydz é pdyds; na face opposta ¢

(p ¥ % dm) dyds;
logo a differenca, isto é, a pressdo no sentido do eixo dos X é

—--giidx dydz.»

Effectivamente, parece 4 primeira vista que é contrario aos
principios ordinarios do methodo infinitesimal attender por um
lado & variagio de p quando @ cresce de dx, e ndo attender por
outro & variacdo que soffre a mesma quantidade p quando y e
dz crescem dos accrescimos dy e dz, da mesma ordem que do
e alé muitas vezes eguaes a este ultimo; e é claro que s6 nio
attendendo & variagdo de p proveniente dos accrescimos de yes
se. pide dizer que a pressio sobre a face & pdyds. E porém
facil reconhecer que ndo ha na realidade contradieio alguma;
mas que, pelo contrario, se seguem em tudo as prescripcdes do
methodo infinitesimal — andio desprezar, ou, mais correclamente,
niio quJprimir sendo os termos de ordem superior aos que se
pretendem calcular.»

Com effeito, o que pretendemos determinar? Sio as pressdes
sobre as faces oppostas, ou ¢ a differenca entre essas pressoes?
Evidentemente é a differenca, porque ¢ esta que da a compo-
nente da pressdo segundo o eixo dos X; ora a differenca entre
as pressoes por unidade de superficie no ponto (z,y, 5) e no seu
dp
dx
um outro qualquer ponto da face dydz e para o seu correspon-

correspondente na face opposta (z+dz, y, z) & ———dz; para

dente, essa differenga ¢ o valor que toma —d—Pda: quando y e z
b

7
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variam de quantidades quando muito eguaes s arestas dy e ds,
isto &,

sendo ¢ um termo de segunda ordem pelo menos.
A differenca entre os duas quantidades é e, e por isso, segundo
o methodo infinitesimal, e sem violaglo de principio algum, a

d :
expressiio —I‘idz pode ser tomada para valor constante da dif-

ferenga de pressio por unidade de superficie em quaesquer dois
pontos oppostos das faces perpendiculares ao eixo dos X.
Consideragdes inteiramente analogas, e que ficam evidentes em
presenca do exposto, se podem fazer quan?!o se tracte de appli-
car o methodo de Euler 4 deducgiio da equacio de continuidade,
ou a qualquer dos problemas em que se emprega a cousideragio
do parallelepipedo elementar. ,
Parece-me pois que ndo ha motivo algum para considerar
menos rigorosa, ou sequer menos conforme com o espirito do
methodo mfinitesimal, a consideragio que serviu a Euler, a Fou-
rier, a Lamé, e outros mais, e que é na verdade muito mais di-
recta, simples e naturalmente indicada pela indole dos problemas
a que se applica, do que o emprego da férmula, aliés importan-
tissima e de grande utilidade n'outros casos, de Georges Green.
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D. Besso.— Sul prodotto di due soluzioni di due equasioni dif-
ferenziali lineari omogenea de seconde ordine. — Roma, 1884.

Sull equasione del quinto grado.— Roma, 1884.

Sopra una classe di equazione trinomia. — Roma, {884.

Na primeira d’estas memorias o sabio professor do Instituto
technico de Roma expde algumas propriedades importantes  das
equagdes  differenciaes lineares  homogeneas de quarta ordem,
satisfeitas por productos de solugdes de duas equagdes differen-
ciaes lincares homogeneas de segunda ordem.

Na segunda memoria tracta da resolugio da equagdo do quinto
grio por meio das series hyper-geometricas.

Na terceira memoria resolve por meio das series hyper-geo-
metricas de ordem n— 2 a equagiio trinomia

y ty—a=0.

Todas estas memorias importantes foram publicadas na col-
lecgio de Memorias da Academia dos Lynces de Roma.

G. Paxton Young.— Solution ‘of 'Solcablé Irreducible Quintic
Equations without the aid of a Resolvent Sextic (American
Journal of Mathematics, vol. vm).

No tomo v d'este jornal (pag. 121) demos noticia de duds
memorias do sr. Young, onde este sabio geometra se occupa da
resolugio algebrica das equagdes. A importante memoria de que
hoje damos noticia ¢ continuagiio das precedentes, e n'ella o au-
ctor, partinde da férma dada por Jerrard 4 equagdo do quinto
grao, acha as condigdes necessarias e suflicientes para que esta

*®
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equagdio seja resoluvel algebricamente, e da as fdrmulas por meio
das quaes se obtém as raizes, no caso de se verificarem estas
condigdes.

A. d'Arzilla Fonseca. — Applicagio dos qualernides d Mecanica.
— Coimbra, 1855.

No volume v d'este jornal demos noticia de um trabalho, em
que o sr. Arzilla expde com todo o rigor ¢ clareza a theoria dos
quaternides.

No presente trabalho [az applicaclio dos principios expostos no
anterior & Mecanica racional, para fazer ver a importancia d'estes
principios.

Principia pela Statica onde considera o equilibrio do ponto e
dos systemas rigidos, ¢ passa depois & Dynamica onde considera
o movimento do ponto e o movimento do corpo solido indepen-
dentemente das forgas que o produzem, e em seguida o movimento
do ponto produzido por quaesquer for¢as.

Brito Limpo.— Sobre as refracedes terrestres (Revista Scientifica,
tomo 1, 1855).

N'este artigo faz o sr. Brito Limpo algumas consideracdes a
respeito dos coefficientes de refracgdo terrestre. Mostra que em
logar de empregar um coefficiente medio para cada paiz, se de-
vem empregar varios coeflicientes medios correspondentes 4s dif-
ferentes alturas, e dd os methodos practicos para obter estes
coefficientes. :

A. Marre.— Leltre @ le Président de I Académie de Seciences de
Lisbonme (Jornal de Sciencias mathematicas, physicas e natu-
raes, n.° 38, 1884),

N'esta carta d4 o sr. Marre uma breve noticia da vida e dos
trabalbos do sabio belga René Frangois de Sluze, que florecen
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no seculo xvir, e que foi notavel como mathematico, physico,
astronomo, etc.

J. M. Rodrigues,— Teoria de la Balistica. — Madrid, 1884.

Este artigo, escripto em lingua hespanhola, contém os pontos
mais importantes da bella Memoria sobre a theoria da Balistica,
que o sr. Rodrigues apresentou & Academia das Sciencias de Lis-
boa, e da qual demos noticia no tomo v d’este jornal.

J. A. Sarrasqueiro. — Tratado de Geometria elementar — 3.* edi-
cdo, Covmbra, 1884.

Tratado elementar de Arithmetica— 6.* edicdo, Coimbra,

1885.

Veja-se o que se disse a respeito das edigdes anteriores d’estes
excellentes compendios no tomo v d'este jornal.

F. M. Costa Lobo.— Resolugio das equagdes indeterminadas, —
Coimbra, 1885.

N'este trabalbo importante o sr. Costa Lobo expoe e desen-
volve os trabalhos dos principaes geometras que se tem occupado
das equagdes indeterminadas.

Principia pelas equagdes do primeiro grio, a respeito das quaes
expde os principaes methodos de resolucio, e desenvolve o cal-
culo relativo a n equagdes a m incognitas.

Passa depois 4s equacdes do segundo grio, e de gréos snre—
riores, e expdc a este respeito os trabalhos importantes de Euler,
Lagrange, Legendre, Gauss, Chasles, etc.

Depois, na segunda parte, expde os principios da theoria das
congruencias,
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Finalmente na terceira parle expde com todo o desenvolvi-
mento a applicagio do methodo teleologico de Wronski & reso-
lugiio das congruencias e das equages indeterminadas.

O sr. Costa Lobo promette occupar-se n’outro trabalho de ap-
plicagdes que facam ver a importancia do methodo teleologico.

A. Schiappa Monteiro.— Sur un théoréme relatif a la théorie des
nombres Revista scientifica, tomo 1, 1885).

N'este arligo interessante o sr, Schiappa apresenta duas solu-
goes da questio proposta a pag. 173 do volume 11 d'este jornal.
G.,T.,
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RECHERCHES RELATIVES AU CERCLE VARIABLE
QUI COUPE DEUX CERCLES DONNES SOUS DES ANGLES DONNES

PAR

A. Scuiarra MONTEIRO

(Professeur a I'Ecole Polytechnique de Lisbonne)

(SN

@0. Comme nous savons, étant donnés deux cercles direcleurs
correspondants (E) et (I) (fig. 4), si nous prenons dans les cercles
enveloppes respectifs (E’) et (I') les couples de tangentes my,
m,, et n;,0%, n, by aux extrémités de leurs diamélres mym, et
ng,n,, et des points d'intersection 6,9, et 'y,0's de ces tangentés
avec 'axe rmﬁ cal 8040, des cercles directeurs nous abaissons les
rerpendlculmres 00,, 09g; 0,0, 0,0, et 0'44', 6"307,; 067¢0", 030" sur

es vecteurs Emy, E'my; Em,, E'm, et En,, E'n.; En;. E'n,
les coupant respectivement aux points =, %'; ®1, w1 et =y, %/

o G

=, ®'y, nous avons les qnadrtlatérﬂ 0.010°95,00, et 0.8'10:.0%,0'0,,
dont les sommets 4y, 05 et &, 4, se trouvent sur I'axe radical des
cercles directeurs (1,) et (E;); d'oit ii résulte que nous powvens
de méme déterminer d’'une maniére générale ces cercles au moyen
de ces deux quadrilatéres.

En effet, si des sommets 0y et O/ de ces quadrilatires nous
abaissons sur les rayons Cm; et Cyny, des cercles enveloppes (E)

et (I') les perpendiculaires C;«." et Cym;, qui les coupent aux poinls

" et my, les segments Cp” et Cym; seront les rayons des cercles
enveloppes ( I') et (E’;). Ces mémes porpcndmulmres couperont

aux points a et g; les vecteurs tangentiels mga el. mga; paralléles
a ces rayons, d'ou il résulte que les segments Ca et C,a; seront
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les rayons du second couple de cercles directeurs (I,) et (E;), des
coniques (Q) et (()), et ayant pour axe radical la droite 6'¢/,:
car les cercles focaux (E”) et (I') de ces coniques restent in-
variables.

Si les diamétres mym, et ny,n;, de (E) et (U') sont paralléles les dits
quadrilatéres auront les cétés paralléles chacun a chacun; ou seront
inversemenl ou symélriquement égaux par rapport @ o, (n.° 45).

@14. D'aprés cels, considérons maintenant (fig. 3) le cas ol
les cercles directeurs (E) et (I) ne sont point correspondants.

Etant T et T, les points d'intersection de la corde commune,
ou de I'axe radical des cercles directeurs avec les tangentes myb
et mya’y au cercle (E) aux extrémités de son diamétre mym,,
représentons par T, et T les points d'intersection des couples
de droites Toog, T,0105 et To'o'y, To'y0'y, qui coupent orthogo-
nalement les vecteurs Emy, Em, et E'my, E'm, aux points P, P,
et I, P’y; et par Ty et Ty les points d'intersection des couples de
droites Toog, Ty0'10'5 et To'o'y, Tyo404. p

Soient 0y, et 0y les intersections des diagonales TT, et T;Ty
du quadrilatére T, Ty T Ts, TT, avec la droite CC,, et 0, et 0,
les intersections de cette méme droite avec les perpendiculaires
T.O0, et T'.0',.

Si nous remplagons le cercle directeur (I) par le cercle direc-
teur correspondant (y,b,) de (E), par rapport aux couples de
cercles générateurs (o), (0g) et (air. (og) de la conique (3), les
droites Toog et Ty0,04, et celles qui unissent les centres des deux
autres couples de cercles générateurs correspondants de la seconde
suite de cercles générateurs d’une conique (3,) isocyeloconfocale
avec la premiére (n.° 56), se trouvant aussi sur ba'y et aby, dé-

termineront un quadrilatére, étant le diamétre Ilgl;l! du cercle
focal (E”) la direction d'une des diagonales, qui, étant équidis-
tante des tangentes myT et m,T, & (E'), passera par le point
milieu T'y, de la diagonale TT,, et le sommet T, se trouvera sur
la droite T.0; (n.° %% et 60).

De méme, si nous remplacons le cercle (I) par le cercle direc-
teur correspondant (/,l/,) de (E), par rapport aux couples de
cercles générateurs (o), (o's) et (o'y), (0'y) de la conique (3'), les
droites To'o'y et To'10'y seront analoguement les cdiés opposés

d'un autre quadrilatére, étant encore le diamétre my my de (E"
la direction d’une de ses diagonales, qui passera de méme par le
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point milieu T'y, de la dingonale TT,, et le sommet T, se trou=
vera sur la droite fixe T' 0.

Done, ce diaméire sera également la direction de la diagonale
T.T', du quadrilatére T T{T'. T, TT,; et puisque les diagonales
TT, et T Ty sont ainsi coupées aux points milieux T'y et Ty, par
cette diagonale, elles seront paralléles.

Or le point Oy, é&tant alors le conjugué harmonique du point
fixe Oy,, par rapport aux deux points fixes O,, 0', sera lui-méme
fixe, et, par suite, la diagonale T Ty sera également fixe.

Menons au cercle enveloppe (1) les tangentes n, T’y et n, T's
aux extrémités d'un diamétre n,ny, et soient T’y et T's leurs
points d'intersection avec I'axe radical TT, des eercles directeurs
(E) et (I). Si de ces points nous abaissons les perpendiculaires
T, T, T,T. T et T,T3T.,, T'T.T/y sur les vecteurs En,,

E'ng, et Eng, E'ng, les coupant respectivement aux. points Py P

et P, P'y, nous avons le quadrilatére T, T'¢T'. T, T'T'; en des con=
ditions tout & fait analogues au quadrilatére précédent.

Ainsi, la diagonale T, T'., passera par le centre C, du cercle en-
veloppe (1), et par les points milieux Ty,, T'm, des autres diago-
nales T';T'g et T'T'y, qui seront fizes, et les sommets T, et T';, se
trouveront sur les perpendiculaires T.0,, et T'. 0, a la droite CC,
également fixes, dont les points d'intersection avec cetle droite
sont désignés par O, et O’

En vertu des données, si les diamétres mym, el ng ng, sont pa-
ralléles les quadrilatéres T.TyT' . Ta, TT, et T, T4 T, T, T'T',
auront les cdtés paralléles chacun a chacun, et seront alors symétri-
quement semblables.

Soit O le centre de similitude du quel nous abaissons sur CC,
la perpendiculaire OS, dont le pied nous désignons par S.

Cela élant, on a

OT; OTy _OT! OT, Ow SO &=\
OTg: O’y 0Ty 12eOT - 0T gy - S0mg e

d’oit il suit que les sommets Ty, Ty et T, T', se trouvent sur une
seule et unique droile.

Quand la corde ab lournera autour de G, simultanément avec
les lignes qui lui sont invariablement reliées, les droites paralléles
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CT,, et C,T,,, towrnant alors autour de C et C, le vecteur de simi-
litude Ty O Ty, tournera aussi autour d'un point fize F du segment
CC,, qui le divise dans le rapport de 0,,C d CyOm,, et, par suite,
les quadrilatéres, se déformant, leur centre de simililude 0 de‘mrll
la droite OS, ou on aura

S0 ' 80y 80,

S0, 80, SO, B

D'ailleurs, les points O et Op, seront les conjugués harmonic
a la fois par rapport auz deuz couples de poinis O, O'c et O, 8‘,;,,
el, par conséquent, ces deux points-ld seront les poinis doubles de
Vinvolution a laquelle appartiennent ces deux couples de poinis r.nn—
jugues.

, Maintenant par les sommets Ty et T' des deux qundnlntéres
menons paralléglement aux diagonales T,T'; et T, T', les droclas

uT1M” et T'a;m;, qui coupent orthogonalement aux points l‘l"
m; les rajons Cmy, Cony, de (E'), (1), et aux points a, a; les vec-

teurs tangentiels mga, mya;.
En cunaldémut d’abord les trapézes rectangles CoTyT'yny, et

CT T,M on a

C [ ¥ ou — i —————
.ﬂ.' CM Cﬂnh T-nTll

mais la valeur r]e C,n;, étant constante, il en sera de méme de
la valeur de CM.

Done, le point C et le segment cM aemnl le centre et le rayon
d'un nouveau cercle e:we!oppc (E',) de uM et, puisque le cercle

focal est le méme, le segment Ca sera aussi lé rayon d'un nouveau
cercle directeur (E,).

Secondement, en considérant les trapézes rectangles CT'Tmy
et C,T'n.T'm;, on a

Cgi) B apk:

Com ~ Tl
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d’otr il s'ensuit de méme que le point C, el le seqment C,m; seront
lé centre et le rayon de I'autre nouveau cercle enveloppe (V) et le
segment Cya; le rayon: du cercle directeur respectif (L,).

D'aprés cela, la droite T'T', sera dane I'axe radical de ce nou-
veau couple de cercles directeurs (E,) et (I,), auzquels répondront
deuz. séries de cercles générateurs, qui les couperont sous des an-
gles constants ¢ et v, et dont les centres engendront de méme les co-
niques cyclomofocales (%) et (2').

On en conclut en méme temps que le nombre K est aussi le
rapport d’homothésie ou de similitude des cercles enveloppes (ED,
(I') et (I'), (E").

En représentant par R, et r, les rayons des nouveaux cercles
directeurs (E) et (I,); et par R/, et 1, les rayons des eercles en-
veloppes (E') et (I',), on a

i rl' i/

— =l AREURE, T RN IR P 1 v (48
g TS il (48}
mais élant
B tirao y /
E’T=F‘_ , ou R\ .ri=R.r...... (49)
et
R" il i
_li'_=‘g €, ?=1g.l .......... i (50}
on aura aussi
1
tg.e=K.tg.e, Ig..,=i-.tg.i ........ (51)
ainsi que
tg.e.tgu=tg. e tgi covanainnn. (52)
ou
e b (53)

tg. e tgu.

Tels sont les ranorls entre les angles donnés e et i, et les
angles ¢ et 1, sous lesquels les nouveaux cercles directeurs sont
coupés par les deux stries respectives de cercles générateurs (06)

(02), wve3 (00)s (0'3)s +ov OU (Ze)y (@a)s w3 (o)s (@a)yusis
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Done:

Tukonime XXV.— A un couple de cercles directeurs (E), (1)
de deux coniques cyclomofocales répond toujours un autre couple
de cercles directeurs (E,), (1,), concentriques a ceux-ld, ces couples
de cercles directeurs étant coupés respectivement par les cereles géné-
rateurs sous deux couples d'angles constants e, i et u, v tels, que
les produiss tg. e.tg.i et tg.e.tg. v des tangentes trigonométriques
des angles de chacun de ces couples d'angles sont égauz.

Observation.— Comme on sait, quand les cercles directeurs
deviendront correspondants on retombera sur le cas de la fig. &,
déja étudié en spécial (n.° 60), étant alors K=1, e=g, t=1i; le
point S coincidant avee le point central de I'involution considérée.

@2. Si les cercles directeurs (E) et (I) se rencontrent aux
points 3 et ), (fig. 5), il est évident que ces points appartiendront
aussi aux deux coniques engendrées (£2) et (1)), et, par suite, la
droite 32,, perpendiculaire & I'axe de symétrie CC,, sera donc
une corde principale réelle commune & ces coniques.

Cela posé, considérons le cercle générateur (w,) de la série du
cercle générateur (w), et dont les cordes communes &b, et €,€'
avec les cercles directeurs (E) et (I) concourent au point gy, le-

el sera alors lc centre radical de ces quatre cercles, pris trois
par trois. Déterminons dans le cercle (w,) le pole @, de la droite
X, ou le point de concours des cordes 0.8, et £€' de ce cercle
par rapport auquel la droite E®,, qui coupe X2, au point g,
sera la polaire du point ¢4,

Etant j, j' et jy, j; les points d'intersection des deux couples
de cordes b3, BB, et b.€, €'€, des cercles (w) et (w,), avec les
droites Eg,, et Ed,, il est évident que les droites jj; et j'5'y se-
ront les polaires du point gy, par rapport aux cercles directeurs
(E) et (I), lesquelles se rencontrent au point ¢ sur la corde com-
mune X} de ces cercles, laquelle sera alors divisée harmonique-
ment par ces deux points. Or, les couples de points ¢s, ¢, et J, j'
de la droite Eg, étant conjugués harmoniques, ainsi que les cou-
couples de points s, &, et jj, j'; de la droite Ed,, les droites
$2P2, 9ude et jji, jj"y forment un faisceau harmonique, ayant
pour centre le point ¢; mais la droite g,d. étant la polaire de
%1 par rapport & la conique (1)), homologique & Ta conique (€)
(n." 57), il en résulte que la polaire ww, de ce méme point, par
rapport @ cele derniére conique, passera de méme par le centre de
ce faisceau.
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En considérant les cercles généraleurs de la conique (£2), on
reconnaitra que la polaire du point gy, par rapport a celle conique,
passera encore par le poinl &.

Il résulte de la que: La droite X, étant une corde commune
aux deux cercles directeurs (E) et (1}, ainsi que aux deux coniques
engendrées (A1) et (€)) les polaires de chaque point de cetle droite
se rencontrent sur la droite méme: en d’autres termes, les coniques
ont les miémes systémes de deux poinis conjugués sur celle droile.

Or cette propriété étant nous-seulement indépendente de la
nature des cercles directeurs, mais encore de leurs points d'inter-
section ) et &y, elle est également vraie lorsque nous supposons
que ces points, conjugués harmoniques de @ et ¢, de réels qu'-
ils ¢taient deviennent eux-mémes imaginaires,

Done:

Tutorime XXVI.— La corde (réelle ou idéale) commune d
deux cercles directeurs (E) et (I) de deugx coniques () et (2') est
elle-m¢me une corde principale (réelle ou idéale) commune a ces
co J

@3. Si les deux coniques engendrées (3) et (') sont isocyclo~
mafocales, les cercles de chacun des deux couples de cercles di-
recteurs (E), (I) et (E), (I,), étant correspondants, et, par suite,
les cercles d'un couple étant symétriquement égaux & ceux de
I'autre couple, par rapport au cenlre commun de ces coniques
(0. 44 et 61 obs.), les deux cordes communes de ces cou-
ples de cercles pourront seulement &tre toutes deux réelles ou
déales.

Dans le cas oi les coniques (2) el (') sont ardsocyclamofom—
les, les deux couples de cercles directeurs (E), (I) et (E,), (I,)
n'élant pas correspondants, ou les cercles d'un couple n ‘Stant pas
égaux & ceux de l'autre couple (n.* 61), les deux cordes com-
munes de ces couples pourront aussi étre |'une réelle et l'autre
idéale.

Done:

Tukorime XXVII. — Quand deux coniques sont isocyclomofo~
cales, elles ont trois systémes de deux cordes communes réelles, ou
un systéme de deux cordes communes idéales et deux aulres ima-
ginaires; mais, si ces coniques sont anisocyclomolocales, elles pour-
ront aussi avoir un systéme de deux cordes communes, étant l'une
corde réelle et I'autre idéale, et deuzx auires systémes imaginaires.

G4, Les tangentes aux coniques () et (&) (fig. 5) aux
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extrémités ), et X de la corde commune 2,2%, étant elles-miémes
les polaires de ces points, se coupant sur celte corde comme toutes
les autres polaires de chaque point de cette corde méme (n.° 62),
il s’ensuit que, si ces tangentes se confondent, ces coniques auront
un double contact sur cette droite et lout point de celle-ci aura
done méme polaire dans les deux courbes. -

Or, cette propriété étant indépendente de la nature des cercles
directeurs, ainsi que de leurs points d'intersection, elle est égale-
ment vraie si ¢es points de réels qu'ils élaient deviennent eux-
mémes imaginaires (n.° 62). .

65, Considérons (fig. 3, 9, 10 et 11) le quadrilatére
T T, T T3, TT,, et indiquons par h,h', la polaire du sommet T,
par rapport au cercle focal (E"), laquelle, passant par le ren-
contre k, des diagonales ooy, 003 du quadrilatére ogoojoy, Tewo
[inscrit' dans la conique (2)] parallélement aux cOtés ooy, 030y,
coupe les cOlés ooy, 0404 aux points h, k', et les droites CCq,
€T, aux points T, q,. Or, les segments Tch,, Teh'; étant respe-
clivement conjuguées harmoniques des colés oog, 040y, il s'ensuit
que, ces cOtés représentant aussi deux cordes de la conique(3),
la droite hoh'y sera en méme temps la polaire du point T, par
rapport & cette courbe, laquelle aura par conséquent un double
contact avee le cercle focal (E"), sur la sécante T.O, (n.* 63),
¢tant le point T le pdle de contact.

De méme la polaire hk' du sommet T',, par rapport a'ce cer-
cle focal (E"), passant par le réncontre &', des diagonales o'o'y,
0'10's du quadrilatére o'go'o’y0’y, T/ ;%0 [inscrit dans la seconde
conique (2] paralltlement aux colés o'o’y, o3y sera elle-méme
la polaire de ce point T';, par rapport & cette conique, laquelle
aura donc un double cantact avec ce cercle, sur la sécante T'0/;;
le point I étant le pole de contact.

Soient (fig. 3,9, 10 et 11) 0,03, 0/,0'3 et 004, 0'10; respective~
ment les deux couples de cordes de deux coniques (3) et (3') dé-
terminant le quadrilatére T, T'y T', T's, T' Ty, ainsi que les deux
quadrilatéres respectils oaooo,;;.'l'ﬁ,w et 0/3050'10'y, T 0 in= |
serits dans ces coniques.

D'aprés cela, on reconnaitra que le cercle foeal (I') aura un
double contact avee les coniques (%) et ('), sur les sécantes
Tt..ﬂt‘o et Tlﬂu‘y('o'

Aiusi, les deux cercles focaux (E") et (1') communs a déuz co-
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