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qui dependent du mouvement de la Terre dans son orbite, on les
déterminera de la maniére suivante.

En désignant par A la longitude de la Terre vue du Soleil, par
IR son rayon vecteur, et par’X et Y les deux coordonnces rectan-
gulaires rapportées au centre du Soleil , nous avons trouvé

X=RcosA, Y=RsinA,

d’oil , en différentiant , on tire

dX - RdA dR
I_L—sm:’t g ~+ cosA = 'E

) [
dY*—cnsARdA-%-s'nAdB .1 )
dt dt 2

L'équation de Iellipse, en nommant e I'excentricité de Porbe ter-
restre, w la longitude de son périhélie, et en prenant pour unite
la woyenne distance de la Terre au Soleil, donne, n°2, livre 11,

!fﬂ_csin(h—-m] R*dA
d -~ 1—& dt

On a d'ailleurs par la nature du mouvement dans lellipse
i P

dA = \{I—u‘,"‘

b TR
par consequent

dR  esin(A—w), RdA __V1i—¢
aR’ CHR AN Byl B8 e 2l
dt

p == {,_:_- R R

Si I'on substitue ces valeurs dans les équations (i) et qu'on ne-
glige le cube de I'excentricité delorbe terrestre, qui est une trés-
petite quantité , on aura

s iy
K":—( H‘f ):‘.in A 4 esin (A —w)cos A,

=

¥ l-—-:r'= : :
X' = i cos A -+ esin (A — w) sin A,

En réunissant donc les trois équations (6), (10), (g) apres

T DR e
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avoir développé cette derniére, et substitué pour X' et Y’ leur
valeurs données par les formules précédentes, on aura , pour dé-

! ; da g x4 Y 1
terminer les inconnues ry Py E;-, les trois equations suivantes :

s R i P
rr=R'4-2Rcos(A a].p+cm:b|

rHa 3
ey . AT VT B, (A)
PLR_.+:F+P-§F+ la“l"'&'-{’'mm:i.!:

d? . 1—qet | r
+za~-[esm(.’k—m}.cusm—a)— = v:un{.cl—a)_l
i ionr=a]

dans lesquelles on fait, pour abréger,
dadia dbd'b db* db da*
aorid b—- o
L. i et +5m£»ms£a =
k__; da* db* f
a5 I
b

p Rmn(.&—a)——Rws(A—a}ainbcosb‘E

£=_; da®  db® ’
ar v

On satisfera a ces équations par des essais; pour eela, on don-
nera d’abord A r une valeur arbitraire: on supposera, par exem-
ple, r=1; on déduira des deux premiéres équations (A) les va-

d ¥
leurs correspondantes de p et ;?E' et en les substituant dans la
troisiéme, elle fera connaitre-I'errear de la supposition. Aprés
quelques épreuves, on déterminera de cette maniére, aveo toute la
dp

précision nécessaire, les trois quantités r, o et s
¢
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Les trois équations (A) conviennent i tous les cas qui peuvent
se présenter , et sont celles dont 'usage est le plus sar dans les
applications 3 cependant,, comme leur résolution par approxima-
tion oblige & une répetition de caleul assez fastidieuse, nous remar-
querons qu’on pourrait simplifier ce travail dans un cas assez
étendu, celui o les données du probléme permettent de faire
usage i la fois des deux équations (7), comme de formules ri-
goureuses, En effet, en éliminant entre elles l'inconnue o, On
aurait une équation au moyen de laquelle on déterminerait im-

- d : ;
mediatement F,; en fonction de g, eten substitnant cette valeur
e ;

dans la troisitme des équations (A), le probléme se trouve-
rait réduit A la résolution de deux équations entre les denx incon-
nues retp.

Au reste, nous ne faisons qu'indiquer ici cette combinaison,
I'emploi des formules (A) devant toujours dtre préféré comme les
plus exactes, parce que de toutes les équations, qu'on peut for-
mer par la combinaison des deux équations (7), Ja formule (10)
est, d'aprés les principes du calcul des probabilités, celle qui par-
ticipe le moins aux erreurs des observations.

dp ; g
5 seront connues, on déterminers,
au moyen des équations (1) et (8), les valeurs des six quantiteés x,
¥s3, %5 y's &y €t, par suite , .tous les éléments de T'orbite para-
bolique. Si I'on veut se borner a déterminer la distance périhélie,
qui suffit pour procéder immédiatement i la recherche de Porbite
corrigée, en nommant D cette distance, on aura, n° 33, livre II,

aa i rdr\?
._."a——‘;* -l-'fT 2

La premiére des équations ( A) differentice, en observant gu’on a,
en négligeant le cube de Pexcentricité de 'orbe terresire,

Lorsque les quantités 7, ¢,

dR . dA 1— Lt
— = S N I e
¥ et el 5 ot R

IR
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donnera

rdr

dr ~ cos' b

dp b dp . -
(:f? +p.|=‘mgbm)-i—;,?-ﬂrm|l;l—n}
" P— e
—r-p.[r:sm{ﬂ —w)eos{A—a)— ——JR—'—- +sin(A — a}] (€)

A
+p Rsin(A —a}.‘;f_: + Resin(A —w),

En nommant s cette quantité , elle fera connaitre,, selon qu’elle
séra négative ou positive, si la cométe s'approche du périhélie,
ou si elle I'a déja dépassé; on aura ensuite

D=r_1 o
2
la distance angnlaire o, de Ia cométe & son perihélie, sera donnge
par I'équation de la parabole,
D

1
COS = p = —=
2 r

On déterminera enfin par la Table des cométes le temps que la
comite emploie & décrire Pangle v, et ce temps, ajouté ou retranché
de I'époque de I'observation, fera connaitre Iinstant du passage
par le périhélie.

2. 1l ne reste done, pour I'application de la méthode préce-
dente, qua montrer eomment on formera , d'aprés les données

. I 0 s .. da di
de 'observation, les valeurs des coeflicients différentiels fd—f, ‘Ej‘
i

] i
ri,—:, %,f Voici la maniére la plus simple de procéder i cette
operation,

Soit « la longitude de la cométe a Pinstant oit I'on fixe 'origine
du temps ¢, on prendra pour cette epoque celle de I'observation
qui tient & peu prés le miliew entre toutes les aulres; on pourra au
bout d’un temps quelconque ¢, peu eloigné de cette époque, sup
poser la longitude & de la cométe représentée parla formule,

dler s £ diag

a' = a4 1= ' - -+ =
ot -' 2 de 2.3 dp

avee. (L1}
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On formera autant d'équations semblables & la précédente qu'on
aura d'observations, et I'on pourra déterminer par leur moyen
rar da d'a

autant de coefficients il e

Prenons donc, pour fixer les idées, trois observations quel-
conques de la cométe; désignons par a* a, a’, les trois longi-
tudes qui leur correspondent, et soient § et &’ les espaces de temps,
exprimés en jours moyens solaires, qui séparent respectivement
les deux observations extrémes de 1'observation moyenne; on
aura, d'aprés la formule générale, les deux équations suivantes :

da 6 da

@ —a"=f,———:

g R
(12)
da o' d'a H

J_ ‘_-.P___ N s
2 “_s'd:+:.z dt

Si I'on nomme #°, b, &', les latitudes de la cométe, correspon-
dantes aux trois observations, on aura de méme

db L dr e

b=ty |
(13)
e o

d— e
de 1.2 df

La résolution de ces équations donnera les valeurs des quatre
.. da d'a db d*b
fquantites Pt el
Dans les équations précédentes, les intervalles de temps 6 et 0
clant exprimés en jours moyens solaires, pour 'uniformité du
caleul , on les multipliera, n® 48, livre I1I, par le nombre dont le
logarithme est 8,2355821, et I'on convertira en méme temps les
arcs @ — a° b — b°, etc., en parties du rayon pris pour unité.
L'exactitude de la méthode précédente dépend surtout de la
S ., da db d*a d*b
precision des valeurs des quantités p g P AT
reurs des observations doiventinfluerdautant plus sur les deux der -
nieres qu’elles seront plus petites; il sera done bon de n'employer,
comme cette meéthode permet de le faire, que la plus grande de

» qu'il s’agissait de déterminer.

- Les er-
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ces deux quantités s'il existe entre elles une grande disproportion.

On congoit qu'en multipliant les observations de la cométe, on
pourrait former autant d’éqnations semblables aux équations (12)
et (13); en combinant ensuite ces équations par la methode des
moindres carres, on formerait quatre nouvelles équations qui ser-
viraient & déterminer les inconnues a'_a‘ ﬁ! ﬂ: o Mais

de’ dt” drf’ de ?
indépendamment de la longueur des calculs, on a reconnu qu’on
n'était pas tujours, par ce procédé, conduit & des résultats plus
certains, parce que les erreurs des observations prenaient alors
d'autant plus d'influence sur les résultats qu’elles etaient plus
nombreuses. Il faudra donc, dans cette méthode comme dans les
autrés, se borner i employer trois observations, nombre stricte-
ment nécessaire pour résoudre la question, et alors elle en offrira
peut-étre la solution la plus simple, parce quon peut se servir
immeédiatement des données de I'observation sans leur faire subir
aucune préparation. 1l suffit i la sireté des résultats que les ob-
servations ne soient pas trop cloignées entre elles pour que la for-
mule générale (11) cesse d’étre convergente.

5. Pour faciliter l'usage des formules précédentes, nous allons
en faire I'application i la cométe de 1824, dont nous avons déja
déterminé I'orbite d'une autre maniére dans le n° 23 du livre IIL

Je choisis les trois observations suivantes, qui sont séparces
par des intervalles de temps assez inégaux ; cas ol il sera surtout
avantageux d'employer la méthode que nous venons d'exposer,
parce que celle qui est développée dans le livre cité, suppose tou-
jours les différences de ces intervalles trés-petites, et que, sans
cette condition, elle ne donnerait plus des résultats suffisamment

exacts.
Longitudes observées. Latitudes observées.

Aoit.  4i,092748 a'... 252°32'2g" b°... 48 7'29"B
16,93308 a... 237.27.12 b... 55.10.43
Sept. . 3,9100f a'... 248. 434 F... 61. f.20.
Si I'on prend pour époque ['observation du 16 aoit, on aura

a=2371"29"12", b=>5519'43",
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et pour les intervalles de temps 6 et o', qui separent les deux ob-
servations extrémes de Uobservation moyenne,

b ¢ = 12i,00560, & = 17),97696.

Si I'on ajoute aux logarithmes de chacun de ces nombres Ig loga-

rithme constant 8.2355821, et si 'on réduit les ares a'—a,
a — a' en parties du rayon, on formera les denx équations sui-

vanles :
anp . (! ’
0.263336 = — 0.200522. [E‘: —+ o0.021326. d——-dt?,

d*a

—0.338196= 0.300242. Z'—:- -+ 0.047815. Y
¢ d'odl'on tire

i A
pomgiep 1.202436, € 2 — 0.703608.

dt de
On aurait de méme, relativement a la latitude ,
' db . drh
- 0.125731=— 0.206522.?!7 + 0.021320. e

db db
o.100245 = n.aogzziz.z?ﬁ- 0.0458i15. s
d'on 'on tire
db db

:!;:0.494838’ —{F..—— I.IOS'}EB-

On a d'ailleurs, par les Tables du Soleil, pour I'époque de I'obser-
valion moyenne ,
A = 32353 29" log. Rowvnns 0.0051558,
log. l__ﬂﬁ = 9.9947826 log.esin(A — w).. B.0684537.

Avec ces valeurs, on a formé, au moyen des formules (A),
les trois équations suivantes ]

= 1.02402 + 0.12574 p + 3.0g012 ',
d b . 5 0.36346
Ff——u — 0-3"10'}4 4+ 0.20916.p ——

i t ]
bl 0.48827 41 .89[953.&’+ 1.545061 :—f;
r

WL | PO 05068
+ 2.2 — — 0.987023 — — 0. 3 p,
f2.210030p — — 0.9 7029 — b p,

i L o
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et leur résolution a donné

o= 0.406133, %E:—u.nﬁ%nﬁ, r=1.25888:, g

d'oit Lpn a conclu, par la formule (C),
s = — 0.652035,
On a trouve ensuite, pour la distance périhélie, et pour I'instant
du passage au périhélie,
D = 1.046306, inst. du pass. sept. 28i,27915.

On peut, avec ces éléments approchés, proceder immédiate-
ment i la détermination exacte de I'orbite par les méthodes expo-
sces dans le chapitre 11 du livre ITI.

On aurait obtenu, sans doute, pour la distance périhélie et
pour I'instant du passage, des résultats plus approchés de leurs
véritables valeurs dans l'orbite corrigée, en employant trois ob-
servations séparées par des intervalles moins considérables et sur-
tout moins inégaux que celles qui ont servi de base aux calculs
précédents, mais nous avens choisi 4 dessein des circonstances
peu favorables, pour qu'on piit mieux juger de la précision de la

méthode.

NOTE 11 (page g5).
Sur les formules qui déterminent les variations des
éléments du mouvement elliptigue.

On peut obtenir immédiatement les formules (2), par la seule
combinaison des formules du mouvement troublé, de la maniére
suivante :

Reprenons les trois équations (A) du mouvement troublé,
n" 29, livre IlI. En combinant entre elles ces equations, on forme
aisément les trois suivantes :

dr “'EFE{-'_ IR 2
:r.’-'.r—-rrf’z__d!—] dR
SRR R b el PRy
yil'zs — zdl'y o iR ¥ diR

dt? __"_'.:._f?—“-r_!."‘n_"
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Si I'on intégre ces &quations, en supposant

d R d R
e (,r ff_}’ —y — = )n".r ,

m»’:( .. d“) dt,

X dr  dz

dR dR \
de (‘r—-—z-;!}-)r!r,

on trouvera

xdy — ydx zdy — xds ,  Jyds=—zdy bl
s f e, ———¢ e T = (m
et i dt 5 W

équations identiques avec les trois premiéres formules (C), n® 30.

s L0 2 : s £
En differentiant les trois quantites —, Z, 2 onaura
. r,.r r

1 % y (ydz — .rdf} .d.r-—.rf.!z‘
d.-=" 2

r e ”

¥y x(xdy —ydz)  z(ady — yds)
= 4+ Sl 2

’! ’.\

¥ (yds — zdy) +,r[.rr{5-—-zd.r}_

n'j:
r r r

o - gy * 2
Si I'on substitue pour FPRS lenrs valeurs, tirées des equa-

tions (A), et pour xdy — ydz, sdz — xds, et yds — zdy, leurs
valeurs données par les équations (m ), on trouve

ty — o' IR
a2 =TT — e
[¢

g od? IR dR
r:.;’_iz“'__“—:“’ +c .’:(E—c"dt

z  ddxz—"d dR dR

] = 2 e o ¢ gl ol — s

A dr s i dy dx

Si 'on intégre ces équations , en observant que ¢, ¢/, ¢” sont des
quantités variables, qu'on désigne par f, /7, f7, trois quantites
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determinees par les formules snivantes : ’

ledy — de’ ds dR
! :.‘———— s, o
df P +cdl‘dJ_ ¢ de—
de"ds — dedz dR dR
df' —m — ———— "dt — — — 2
I % " dt = ““d.r : (3)
de'dz—dc"dy dR vy, AR
| et S Sn 'dt — — "dt —
¥ de e ) iy
on aura g
x  cdy—cds y f'di—edz
3 ety e S oo
z__cddx—c'dy i
o de .

¢quations identiques avec la quatriéme, la cinquiéme et la sixiéme
des formules (C), numéro cite.

Enfin, si I'on ajoute entre elles les trois équations (A), aprés
avoir multiplié la premiére par 2 dz, la seconde par 2 dy, la troi-
sitme par 2ds, et gu'on intégre 'équation résultante, en suppo-

sant
I dR dR dR

on aura l'équation ordinaire
dr'+ dy'+ ds* E+l-—_;g,
de’ Pon g
équation qui coincide avee la septicme des formules (C).

Ces formules satisferont donc encore aux équations du mouve-
ment troublé, pourva qu'on détermine les arbitraires qu'elles ren-
ferment au moyen des équations (1), (2) et (3 ), qui coincident
d’ailleurs avee les formules ( 2) du n® 50, liv. IIT, lorsqu’on néglige
les quantités de 'ordre du carré des forces perturbatrices.

On pourrait enfin, par des transformations convenables, [aire
prendre & ces expressions la forme que nous leur avons donnée
n® 4t, liv. II, et qui est si utile pour le calcul des perturbations
planétaires, C'est ce qu'a fait Laplace dans sa Mécanique céleste
avant que Lagrange eit produit sa nouvelle théorie générale de
la variation des constantes arbitraires.
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NOTE III (page 119).

Sur la formule qui détermine la variation de U'anomalic.
moyenne dans le calcul des perturbations des cométes.

Le caleul de réduction qu'exige la formule donnée n® 357,
livre 111, peut se faire de la maniere suivante.
Soit, pour abreger,
dn 20058 +¢

2 sin i
Vil o o<l U+___v‘:~e‘

af’.

Si dans cette expression on substitue pour dx, af, &f', leurs
valeurs données par les formules du n® 36, on verra que, si l'on
n’a d'abord égard qu'aux termes indépendants de &', y', d&', dy',
ces termes se détruiront mutuellement, et la fonction V se reduira
d'elle-méme & zéro. En ordonnant ensuite par rapport aux quan-
tités =, 7', dx’, dy’ I'expression resultante, on trouve

[ dax 20088 + € y asine  \ ¥
" 1—&f \,-' | — &t ) s .
i ‘gcosu—+edy  zsinu dx\ dy 3
L ( 1—e dt  (Ji_—pdt ) de
- 3ay "zcmn-b—er 2 8in u At
r ( T IR e
-+ . : ¥
(scusu+r:n{y 25in & ch)dJ.‘
g R R e e )
Y=mw' - i el .
Jadz (:zcusu +edy 2sinn d::) o
o dt 1—et dt (it J dz 1

asinu [ xdy — ydr dr
ali” o

; Viee b

_ 3ady ry (2 cosu—+eedy 2sinu dJ-) m

et 1—a' dt Vi— (_.:E dy'
+ ———
acosu ¢ [ wdy — )’n’.z) de
+ P+
1 —e! ot J o

Lo C e
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= s A cdx n'}’
fonction qui, en substituant pour , Ts —=s T lenrs valeurs en
f

fonction de sin «, et cos u, et en observant qu’on a

xdy — ydz
dt
BCOS U+ ¢ 2 8in & oy Jaesinu

— =
R gt Vi—e Vi—e

2 cos i+ e dy asine de  a'n(2 4 ecosu

1—e'  df Vi—e 7 ry 1 —e .

=a'ny1—¢s

se reduit a la suivante :

' cos u ¥'sinu
Y=um' \ < Fyrese J"|
. ‘ '—'--'J'Jrrsirlmﬂ"_"'l"‘.‘—-|------—"',J'3'[rm"f‘!f_"J ﬂl"
ot \"' — & et

ou bien, en remettant pour V sa valeur,

dn  2cosu 4 ¢ 2sinu

L it T2 ——af

' I—F v | — &t
! m' [y dz — 2’ dy + xdy’ — ydz' j
a'n Vi—e| de ’

On peut du reste obtenir trés-simplement I'expression de 47,
n® 37, de la maniére suivante :
L'équation

E=u—esinu (1)
donne, en la différentiant par rapport i la caractéristique 4,
¢ = (1 — ecos w)du —sinude,

Si T'on nomme =’ et ' les coordonnées rectangulaires de la

cométe, rapportées au plan et au grand axe de son orbite, on a
d’ailleurs

'=—acosu—ae, yY'=ayi—csinu;
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doi 1l est aise e conclure

'8y —y 82 i sinude
__..:_J_'?—— = (l—n1‘|15l:](¢8 e —— )
ﬂ.'.'.', [ — 0 1=¢

et par suite
o '8y -__._Jif & Thika ccosu—e)sinude
a’ "‘l — 1 11—

Cette expression suppose la ligne des apsides immobile; pour
avoir égard i sa variation, désignons par @ la longitude du peri-
hélie comptee d'une droite fixe, que nous prendrons pour 'axe
des abscisses des nouvelles coordonnées rectangulaires x et y, on
aura

=z cosw— ¥ sinm, y=a'sine + ) cosw;

d’oit Pon conclut, en différentiant ces valeurs et faisant w = o aprés
la différentiation ,

zdy—ydz=x'8y'—y'dz + rduw;

On aura ainsi :

;ga) _-_)'3; rda (2 — ecosu — E':l!rll'l o
a*\Ji—e (l"v’l—f." L€

-
[

En désignant donc par z (1 + m'q] la valeur do mouvement
moyen # au point de l'orbite ot I'on commence & compter le
temps £, on aura, pour la variation de 'anomalie moyenne due i
I'action des forces perturbatrices , a partir de ce point ,

3t = — m' nqt + .}'3:&_‘ aﬁi_ Eils_ui‘
a'y1—e Vi—e

sinude(a—e—ecosu)
1—e -t

expression qui coincide avee celle du n® 57, livre 111, lorsqu’on
y substitue pour 8.z, dy, du, de leurs valeurs.
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NOTE 1V (page t3o).
Sur la determination du dernier retour au périhélie de la
comeéte de Halley, en [ année 1835.

Le retour de la cométe de Halley i son périhéhie, en 1835, est
sans contredit 'un des phénoménes astronomiques les plus cu-
rieux que la génération actuelle ait é1¢ appelée & constater, et
comme la durée de la vie humaine fait que ce phénoméne se re-
produit difficilement deux fois anx yeux du méme observateur, il
devient d'autant plus remarquable qu’il est plus rare. La prochaine
apparition de la cométe aura lieu vers la fin de I'année 1910, oun
dans le courant de I'année suivante; ceux qui voudront détermi-
ner d'avance cette époque avec preécision, pourront employer la
méthode indiguee dans le texte et les éléments qui y sont rappor-
tés. Pour faciliter cette recherche, et perfectionner la theorie
d’un astre anssi important, j'ai cru devoir reprendre avec un soin
nouveau, depuis la réapparition de la cométe, tous les caleuls qui
m'avaient servi & fixer d’avance l'instant de son retour. Quelques
legéres corrections daiis mes premiers calenls et dans les valeurs
des masses planétaires que j'avais employées, m'ont permis d’ap-
procher encore plus de P'exactitude que je ne "avais faitd'abord,
et d’établir, comme on I'a vu dans le texte, un accord presque par-
fait entre les previsions de la théorie et les résultats de observation.

Toute la partie de mon travail relative anx altérations causées
dans le mouvement de la cométe par les actions des trois planétes
principales, Jupiter, Saturne et Uranus, n’a donné lien qu'a des
rectifications sans importance. On trouvera tous les deétails de ces
calculs dans un Mémoire qui a remporteé le grand prix de mathé-
matiques de I'Academie des Sciences en 1829 et qui est imprimé
dans les Mémoires de cette Académie ( Mémoires de I'Academie des
Sciences, Savants étrangers, tome VI, 1835).

La cométe s'¢tant beaucoup approchée de la Terre dans 'année
17509, j"ai cherche & déterminer avec la plus grande précision l'in-
fluence de son action sur le retour de cet astre i son périhélie.
La plus grande proximité entre la cométe et la Terre n'a eu licu
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qu'aprés le passage au perihélie, et jusqu'a cette cpoque le calenl
montre qu’on peut considérer 'action de la planéte comme insen-
sible. La cométe s'est ensuite approchdée de plus en plos de la Terre,
depuis le 13 mars, instant du passage , jusqu'anh avril , époque
o la distance des deux astres était moindre que la huiticme partie
de la distance moyenne de la Terre an Soleil. La cométe s'est en-
suite rapidement éloignée, et bientdt la Terre a cessé d'exercer sur
elle aucune influence appréciable,

D'aprés cela, j'ai calculé par la méthode du n® 55, livee 111, et
en faisant varier de demi-degré en demi-degre 'anomalie moyenne,
dans l'intervalle de la plus grande proximité, les altérations des
divers ¢léments de I'orbite, résultant de l'action de la Terre, i
partir du passage au périhélie de 1759, et depuis zéro degre jus-
qu'a 35° d’anomalie excentrique. Dans cette évaluation, je n'ai
pas tenu compte de Paction de la Terre sur le Soleil, parce que
j’al supposé que cette action se compensait i trés-peu prés dans
les différentes révolutions de la Terre autour de cet astre, pen-
dant Uintervalle qui s'est écoulé entre le passage de 1759 et le
passage suivant de la cométe au perihélie.

Yai trouvé ainsi pour la variation du moyen mouvement, re-
sultant de 'action de la Terre,

Jdn = 0" ,02076068.

Les variations des autres éléments sont & peu prés insensibles, et
les valeurs des trois intégrales [tdn, ['dw, [dene s'élevant qua
quelques secondes , an plus, dans Pintervalle que nous conside -
rons, on peut, sans erreur sensible , n'y point avoir égard (*),

Si I'on nomme donc N le moyen mouvement diurne au périnélie

(*) La valeur précédente de [ da résulte de nouvelles recherches faites
postérienrement & Vimpression du Mémoire inséré dans In collection de
I'Institut; j'ai resserré, comme je Pai dit, les intervalles d'anomalie excen-
trique que j'avais fait d’abord varier de degré en degré; il s'était dailleurs
glissé dans ce Mémoire , relativement a I'action de la Terre, une erreur im-
portante qu'il est nécessaire de signaler, page gf2, ligne18: au lien dés
nombres 10,2251, 7,7866, o,0293192, 1,68, 3,50, 0,829, on doit lire les sui-
vants: 3,3335, 2,4623, 0,0092716, 0,53, 1,11,0,259; lavaleurde /n qui résulte
e cos l:nrn:ctitme\, s‘accorde alors, suffisamment hien , avee la précédente,

as.
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de 17500, T le temps de la révolation anomalistique qui lui corres-
pond, qu'on désigne par 8N la variation de N due 4 'action de
la Terre, et par 4T Paltération correspondante du temps pério-
dique, on aura -
360" = (N + dN) (T +4dT),
d'oir, en observant que, par hypothése, on a 360° = NT, on conclut
4T aN

==
§i l'on prend pour T Vintervalle 28007 jours, trouvé n° 4G,
livee TIT, qu'on 5::p]mse comme dans ce numéro, N= 45 »13135,

et qu'on fasse §N = 0”,0207668, on aura

4T = — 12),60781;
c'est-i-dire que 'action de la Terre aura eu pour effet de diminuer
de 124,6, & pen prés, lintervalle entre le passage de la cométe i
son périhélic en 1759 et le passage suivant, et qu'elle a di, par
conséquent , revenir ¢n ce point de son orbite douze jours et demi
plus 1ot qu'elle ne I'edt fait sans cette action.

Burckhardt avait trouvé 16 jours pour cette accélération  Con-
naissance des Temps pour 181g), mais cette évaluation était évi-
demment exagérée ; M. Damoisean, qui I'a caleulée depuis moi,
par une méthode différente de celle que javais suivie, I'a lixée
i 120,33 ce qui se rapproche beaucoup du résultat de mon cal-
cul, et en confirme exactitude. Au resie, cetle détermination
est trés—délicate, et l'on doit s'attendre & plusieurs jours d'incerti-
tude si l'on n’a pas soin de resserrer autant que possible les inter-
villes d'anomalie excentrique pendant U'espace oi la cométe s'ap-
proche beaucoup de la Terre,

On évite cet inconvenient de la méthode génerale exposée n® 53,
livre 111, en prenant pour abscisse de la comrbe parabolique, qui
donne par sa quadrature les variations finies de chacun des ele-
ments de Porbite, le temps au lieu de 'anomalie exeentrique : on
peut diviser alors P'espace total du temps pendant lequel l'attrac-
tion de la planéte peut avoir sur le mouvement de la cométe une
influence sensible, en intervalles & peu prés égaux, et 'on effectue
la sommation des ¢léments différentiels ainsi obtenus par les régles
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ordinaives du caleul anx différences. Ce procédé , dont Euler avait
le premjer donné I'exemple, peut étre avantageux lorsqu'il s'agit
des cométes & courtes perindes, parce que dans la partie supé-
rieure de I'orbite les degrés d’anomalie excentrique répondant &
des intervalles de temps beaucoup plus considérables que dans la
partie inférieure, il en résulte des variations fort inégales dans les
éléments de Porbite. Le défaut d'espace ne mous permeltant pas
d’entrer dans de pluslongs détails, nous renverrons i un Memoire
de M. Damoiseau ( Connaissance des Temps pour 1832}, ou l'on
trouvera cette méthode exposée avee des développements su (lisants
pour la bien faire comprendre, et une application numérique qui
en facilitera I'usage.

Pour ne rien laisser & désiver dans les recherches qui avaient
pour but de fixer, avec autant de précision que pouvaient le per-
mettre les progres de la science, I'époque du dernier retour au
périhélie de la comite de Halley, nous avons cru devoir détermi-
ner encore les altérations du temps périodique, qui pourraient
résulter de I'action des petites planétes Mars, Venus et Mercure,
et nous avons ¢té conduit & reconnaitre que ces altérations étaient
tout i fait insensibles et qu'on pouvait se dispenser d'y avoir egard.

Voiri, en effet, les principanx resultats de ces recherches, dont
on peut voir les détails dans un Mémoire insére & la Connais-
sance des Temps pour 1838,

Altérations du moyen mouvement diurne pendant
lannée 1959.
Jdn
2... 4 0"00012604
.« = 0, onofo5d3
+- 0, ooob3227

Si I'on désigne , comme précédemment, par N le moyen mou -
vement diurne au périhclie de 175g, par T Ia durée de la révolu-
tion qui aurait lieu sans Paction des petites planétes, et par ¢ Tla
variation du temps périodique , correspondante i la variation N
du moéuvement moyen, en faisant dans I'équation (1)

T =28007); N =40"13:35 ct N = 0",00053227

Sy
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on trouve
0T = — 0i,323:5, _

quantité trop pen importante pour qu'on y ait égard et qu’on peut
supposer comprise parmi celles qu'on néglige dans les approxima-
lions. 1

L'action des petites planétes Mercure, Vénus et Mars, n'a donc
pu exercer qu'une influence insensible sur I'époque du passage de
la cométe au périhélie en 1835, et n'altére en rien par conséquent
Paccord que nous avons établi, i cet egard, entre les résultats de la
théorie et de Pobservation. On sait que Clairaut, qui tenta le pre-
mier d'étendre au mouvement des cométes la solution qu'il avait
donnée du probléme des trois corps, en fit Papplication A la co-
mite de Halley, dont on attendait la réapparition vers l'année
1759, et avant que la cométe se fit assex rapprochée du Soleil
pour devenir visible anx yeux des observateurs, il annonga son
retour au périhélie pour le 18 avril de cette méme année. Le pas-
sage eut lieu le 12 mars, et la cométe devanca ainsi de 37 jours
a peu prés la prédiction du géométre, Clairaut ayant revu ses cal-
culs aveec une attention nouvelle depuis le retour de la cométe,
corrigea son résultat et fixa définitivement le passage an § avril
1759. Cétait encore une différence de 23 jours entre les previ-
sions de la théorie et les résultats de I'observation. Cette diffé-
rence a été réduite i quelques heures seulement lors du dernier
passage de la cométe i son perihélie en 1835, comme on I'a vu
dans le texte, et ce résultat remarquable peut étre regarde cer-
tainement comme I'an de ceux qui témoignent le mieux des pro-
grés qu’a faits la théorie dans I'intervalle des 76 années qui se
sont écoulées entre les deux derniéres apparitions de cet astre,
dont les retours nous offrent I'une des vérifications les plus cu-
rieuses de la loi de la gravitation universelle.

NOTE V (page 160).
Cométe a courte période de :

Le nombre des cométes périodiques s'est augmenté d'un nou-
vel astre dans ces derniers temps. M. Fave, attaché i I'Observa-
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toire de Paris, apercut, le 22 novembre 1843, une cométe dont
il s'empressa de caleuler les éléments paraboliques; mais en pu-
bliant sa découverte, il annonga que ces ¢léments lui avaient
paru tout i fait insuffisants pour représenter les diverses positions
de la cométe. Sur cette indication , M. Goldschmidt, de I'Obser-
vatoire de Cambridge, essaya de satisfaire au x observations cop-
nues, par une orbite elliptique,, et il arriva it une ellipse beaucoup
moins excentrique que celles des cométes périodiques déji con-
nues, et dont le grand axe répondait i une révolution dont la
durée est de sept années & peu prés. L'événement a compléte-
ment justifié la prévision du jeune astronome, et la cométe a été
apercue de nouveau dans le mois de novembre 1850, et dans les
positions & peu prés que la théorie lui avait d’avance assignées.
Voici les éléments de son orbite elliptique déduits des observa-
tions faites pendant la durée de ses deux derniéres apparitions, et
calculés en supposant que le grand axe de l'orbite de 1843, ré-
pondait i une révolution dont la durée est de 2640,5q13 jours

enviromn.

1543 1851
Passage au perihelie... oct. 19,5867  avril. 34,5031
Excentricité.. . .......... 0, 547734 o, 554925
Lien du périhélie.. .. ..... 50° 19’ 4" fo° 42" 40"
Long. du neeud ascendant..  209. 13. 31 209, 30. 35
Inclinaison... ... «+s- vop ~ 11.46,50 11.21.39
Demi-grand axe... ...... 3,738826.

Sens du mouvement direct.
NOTE VI (page 170).
Sur les équations cﬁﬁi:renu'eh'es du mouvement

de rotation.

On peut opérer la transformation indiquée n° 2 d'une maniére
peut-étre un peu plus simple, par I'analyse suivante.
Ne considérons, pour simplifier, que Paction d’un seul astre L;
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si I'on nomme £, 5", 'les coordonnées de cet asue rapporicesainsi
que les coordonnées x, y, = de I'élément dm, aux trois axes prinei-
paux qui se croisent au centre de gravité du sphéroide, et qu'on
fasse

L

; :v’.lf—ﬂrj’+{y':y)’+ (7 —s)

on aura evidemment

() { ¥ L
s.r:m( “_"_,ﬂ)ﬂ,d,,,(z-w _y,gi),

dz dy dy’ ds

dvf /3 i ']
S.dm ( z E—‘x%) S5.dm (.z‘."(:{: - z':r—'.;), ()
S el dVv' dV')__S i ( d'\r" rra"!.-"
o L 3 (.!:]f —}'-.’E-.’ =a.dm |y [fx’ F)t

Si I'on suppose maintenant (comme dans le n° 2) V=358, V' dm,
ou, en substituant pour V' sa valeur,

L dm

les Lrois coordonnées &', y', 5’ ne dépendant que de la position
de T'astre L et le signe intégral § ne s'appliquant qu’a P'élément dm
et aux quantités qui varient avec Ini, on aura :
dV’ dV' dV dV
W e AETE M) WO o TNV
3 ""("‘ & d':') a7 @’
v’ *rc'V') LAV dV

b.zfm(.t’?uzw —, }(n)

=z — —
dz dz’

dav’ A dV dVv

S.dm |y —r —x e —
s n'_r =yae dy’

Cela posé, pour introduire dans la fonction V les trois angles

%, '}, 0, transformons les coordonnées 2”, y', &', qui se rapportent
aux axes mobiles des z, y, =z, en d'autres coordonnées X, Y, Z rela-
tives i des axes fixes. Pour fixer les idées, prenons pour plan des
X, Y le plan de I'écliptique & unc époque donnée, et pour axe des Z
une ligie perpendiculaire & ce plan, on aura, d'aprés les formules
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du n® 31, liv. I¥,
#' =X (cos 0 sin sing + cos$cose)
4 Y (cos O cos ysing —sinycose) — Zsinfsing,
;f'=X(ms&sin~$‘ms?-cm-@sin¢}
+ Y (cosfcosycosg + sin Ysing) — Zsinf cos g,
s = X sinfsin $ + Ysin 0 cosJ + Z cos .

§i I'on substitue dans 'expression de V ila place des coordon-
nées 2, ¥’y 2 leurs valeurs, elle deviendra fonction des angles
9y ), 0 et des variables X, Y, Z, &, r, 3, et comme ces dernitres
sont indépendantes de ces angles, en prenant la differentielle de V
par rapport & g, ¥, §, on aura

dvd?+%d1k+%dﬂ=g
en désignant par & 2/, d' y' et d ' les différentielles des coordon-
nées &', y', = prises en ne faisant varier que les trois angles
o, P et 0. Si dans cette équation on remplace &' &', d'y'y d' & par
leurs valeurs ainsi déterminées, et qu'ensuite on compare de part
et d"autre les coefficients de dg, de d et de d9, on trouvera

b 4 +£E‘ dy <+ d—v-—d”;',
dy

dz’

&

dvV dV ,dv

= Y
TLaRLL (W N, AW (R
do Ay A% Ldw e Ta)’
dV dV dV dV AV’
—— = ¢o5f f e = ) = i ; — —1 —
o) cos (:: e fn’::’) -4 sin 0 cosg (f‘d;' f == }

2 ¥ ,dv ,dvV
~+-sinfdsing a:i}-,—_r 27’

d'oi il est aisé de conclure :
,d¥V ,dY __dv
il 7ol Siad .
L dV ,dV __ cosg fdV avy . "dVY
¥ = — S and {ﬂ - COS ﬁd? ) < sin g (d—?}
Al LV sing (dV dV AR
Y 7~ &% '*5;..f,l.;~;;+""‘-*":.»'.;) +cosg | o)
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Aumoyen de ces valcurs, et en vertu des équations {m)et(n),
les trois équations (B), n® 1, livre 1V, deviennent :

dp sing (dV av av
& Tt =B (ﬂ”’“‘*"a)—“‘“?(ﬁ)’
ey __cose (dV dv £ r(!)
B;!T+(A—C)pr.__m(d—i’+cusﬂr?;)-!-ﬂnf(f”‘:
dr daVv
C:{;—F(B—A}Pq: (;E)-

NOTE VII (page 189).
Sur les formules qui déterminent les wariations des
constantes arbitraires du mouvement de rotation.

Il ne sera pas inutile, pour la comparaison des méthodes, de
montrer comment on peut obtenir par la simple combinaison des
¢quations  différentielles du mouvement de rotation y les for
mules (P) auxquelles nous sommes parvenu par application de
la théorie de la variation des constantes arbitraires (n® 7, livre IV),

En effet, reprenons les équations générales du mouvement de
rotation, n° 2, livre IV, en faisant, pour abréger,

si Y dV
N‘—"m?(‘t +cosﬂ':-§z)—cosq (——)1
7 -

T sinb \dy db

. cose [dV d".’) ; dv
hf=‘,—- ——— 'B— = —
§in o (:rrp bl 0 baea AV )

LA
i=(Z);

N, N, N” représentant les trois moments des forces (ui agissent
sur chacune des molécules du sphéroide, respectivement relatifs
aux trois axes principaux qui se eroisent i son centre de gravite,
On aura
Adp 4 (C— B)grdt = Nd,
Bdy + (A —C)prde= N'dr, (e)
Cdr 4 (B — A) pgdt = N" dt. )
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Si I'on multiplie la premiére de ces ¢quations par p, la seconde
par g, la troisiéme par », qu'on les ajoute et qu'on intégre leur
somme, en faisant, pour abréger,

dh=12(pN+qN+ rN”)de, (1)

on tronve
Ap*+ B4+ Cr=h;

équation semblable A la formule (1}, n° 3%, livre 1, obtenue en
faisant abstraction des forces perturbatrices, mais ot la constante
), devenue variable, doit étre déterminée par la formule (1), on
en substituant pour N, N, N” leurs valeurs précedentes, et pour
Ps G, 7 leurs valeurs n°® 4, livre IV, par la formule

dh=2 (%;—r dy + ::—:;d\{-+ %dﬂ): (2)
expression identique avec la premiére des formules (P), n°7,
livre IV.

Si 'on multiplie les mémes équations (a), la premiére par Ap,
la seconde par B ¢y la troisiéme par Cr, qu'on les ajoute et qu'on
intégre leur somme , en faisant ici

dk'=2(ApN+ BqN + CrN")de, (3)
on aura
Arp:r_l_B!q:_i_ C:r!:l.'l,

équation semblable & la formule (2), n°38, livrel, mais ol la
constante k, considérée comme variable, est déterminée par 'é-
guation (3), ou en substituant pour N, N, N",-p, q, rleurs va-
leurs, par I'équation

(_ﬂp sing + By cosg) cosd + Crain!}] d¥.

\ l sinf

%

e il
iy P (SRR geng Lo )dt.
' sin0 d
+ (Bg sing — Apcose) s \

dfi
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Si l'on néglige les quantités de Pordre du carré des forces per-
turbatrices, on pourra, dans les coelficients des trois différences
g dV dV dvV
partelles ——, o =
de di  di
pourra de plus faire £ = Cn; la formule précedente devient ainsi
dV

d = dt (-——) 3 (4)

dy

¢quation identique avec la troisitme des formules (P), n° 7,
livre IV, en observant qu'on a, aux quantités prés que nous négli-

s 3:1p|mser r—=anmn, p=0, gq=0; on

dV dV X g
geons, o (n° 48, livre IV).

Multiplions maintenant les équations (a), la premiére par a, la
seconde par b, la troisitme par ¢, ajoutons-les entre elles et inte-
grons leur somme, répétons ensuite la méme opération par rapport
aa’, ¥, ¢, et par rapport & a”, 5%, ¢”, en conservant i ces lettres
la méme signification qu’elles ont dans le n® 28, livre I, on tron-
vera les trois ¢quations suivantes :

Aap+Bbg +Cer=1, Ad'p+BbV g+ Cr=1",
Aﬂ'"!) Sk nbuq + Cﬁ'”-f'= {.'."
dans lesquelles on supposera les quantités £, ', 1" déterminces
par les formules suivantes :

i! =—aN 4 N+ cN”,
n’t
dl’
de

f n
i —— (i'”N + 6.‘.'Nf+ f”N“.
eft

=a N+ VN4 ¢ N,

Les seconds membres de ces équations, d'aprés la théorie des
moments, representent les moments des forces motrices qui agissent
sur chacun des éléments dun sphéroide, décomposées parallélement
aux trois axes fixes qui se eroisent i son centre de gravité, quan-
lités que nous avons désignées par M, M/, M”, n® 2, livre IV, on
aura done, en substituant pour ces quantitcs leurs valeurs , méme
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(54
-3

NWMero
di sind [dV dV dV
Y | ("_[T -i—coaBE) — cos P (H),

dit  cosd [dY

% = \dy

ar__(av
di . d :

équations quion peul verifier d'ailleurs en substituant dans les
précédentes pour N, N/, N” leurs valeurs , et pour a, b, ¢, ete., les
quantites qu'elles représentent , n® 28, v, 1%,

Les trois constantes /, I, I, dans le mouvement de rotation
d’un corps solide libre, représentent la somme des aires décrites
Jdans I"unité de temps, par chacune des molécules du corps, multi-
plices respectivement par leurs masses, et projetées sur les trois
plans des coordonnées rectangulaires relatives 4 des axes fixes. La
constante & représente la somme des mémes aires, multipliées par
Jes masses respectives de chacun des éléments du corps et proje-
tées sur le plan principal de projection , ou sur le plan pour lequel
cette somme est un maximum; les constantes 4,0, I” et & sont done
lices entre elles, conformément & la théorie des projections, par
P'équation de condition 2= F + '* < I"*; cette équation subsiste
encore dans le mouvement troublé ; en effet, en la différentiant
on a

J edv o8 d ¥V
-+ COs ﬁ';a =+ Sil -iﬁ.’

hdh = ldl 1’ dll 1" dl",
équation qui se vérifie en substituant pour ¢, &, I, di, dl', dl’
leurs valeurs précedentes. [

Les constantes I, 'y I déterminent la position du plan principal
de projection. En effet, en désignant par 4 son inclinaison sur un
plan fixe quelconque, et par = la longitude de son neeud comptée
sur ce plan d'une origine arbitraire, on a

{ i+ I
tang &« = Fv, tang 4y = —-l,"—q
d’oit, en differentiant, on tire
vdl =ty Fdk—kdl

do— ey Y ==

[ PRV
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ou bien, en substituant pour di, dl' et dk leurs valeurs, abstrac-
tion faite des quantités de I'ordre du carré des forces perturba-

trices ,
TA dt dV)
T ksin® ﬁ)' /

du cosfde [dV dt  fdV ﬂ (8)

7= Tene (?; + Fsint dy)’

equations qui coincident avee les cinquiéme et sixieme des for-

mules (P}, en observant qu'en négligeant le carré des forces per-
turbatrices, on a, n°® 23, livre IV, ¥ = Cn, 6§ = 7, el

dV_dV  dV _dV  dV  dv

O kT e

Il nous reste i déterminer les variations des deux constantes
et g, dont 'une est celle qui accompagne le temps ¢ dans les for-
mules intégrales du mouvement de rotation, et I'autre représente
la longitude de l'intersection de I'équateur du corps avee le plan
principal de projection, comptée sur ce dernier plan, a partir de
son intersection avee le plan fixe de projection.

Pour les déterminer, observons que la constante ¢ étant partout
jointe au temps ¢ introduit par les valears des trois angles 5, 4, 6,
on.a

dV  dVdy dVdy dVde

A dyae T dEk T &
en vertu de cette valeur et de celles des différences fiV1 ﬁs pild
de di oy

données plus haut, les formules (2), (§) et (5 ) deviennent

{ dV
dhi=a rf:(%')-. k= dt (E)‘

de  [fdV cosydt [dV' dt  (dV’
da = — - —_ ]y -‘37= - —)—!—-—.—- —'}
ksin g \dy ksiny \ dg, ksing \da)

Or, par les principes de la théorie de la variation des constantes
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aibitraires, on a (n° 44, livre IV) :

dVv dV dV dV
pectlt o [Pty P/ — | dl —_— o
(ar) v (G )t + () 2 (55
d¥V dV ¥
S {F;} o o 4 (E,\]d? = 1),
Celte équation doit étre identiquement satisfaite lorsqu'on y
substitue pour dk, di, dk, etc., leurs valeurs. En effectuant cette
substitutitn, on trouve

rdV\] dV
[;H+ 2 dt (,,—,,, }] =

i
; dy) cosydt (dVY'|dV
1 dr | =~ ety ) et
[+ () + Tany (@) | 7=
¢quation qui ne peut subsister indépendamment des valeurs de

d ¥ dV J . L ey :
o7 et ——» 4 moins qu’on n'ait separément
f ayr

A } T A
dl = — 2.dt -ﬂ}* dg = — dt AT b ‘j— .
dh | dk ksiny \dxy

En joignant ces formules & celles qui déterminent les variations

des quatre constantes /4, k, 2, 4, on retrouve identiguement les
six formules ( P} (n® 7, livre IV ) que nous avons déduites des for-
mules genérales de la théorie de la variation des constantes arbi-

traires.,

NOTE VIII (page 214).

De la permanence des péles a la surface de la Terre et
de Uinvariabilité de son mouvement de rotation.

Laplace , dans le VI® livre de la Mécanique céleste et dans I'Exz-
position du Systéme du Monde , se contente de dire que toutes les
vecherches qu'il a faites sur les déplacements des poles i la sur-
face de la Terreet sur les variations de sa vitesse de rotation, lui
emt prouvé qu'ils étaient insensibles; mais cette assertion ne suffi-
sait pas dans une question. d'un si arand intérét, et une deémonstra-

Lol Ak A7 SRR
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tion algébrique cétait nécessaire pour mettre hors de doute un
point si important du systéme du monde. M. Poisson entreprit le
premier de traiter cette question par une analyse rigoureuse, et
celle qu’il a donnée dans un Mémoire présenté i I'Académie des
Sciences en 180q, enti¢rement différente de celle que nous avons
développée dans le n® 16 du livre IV, mérite d'étre rappelée ici,
parce qu'elle a 'avantage d’étre indépendante de la théorie de la
variation des constantes arbitraires et de montrer dlrecr.ement, par
la forme méme des valeurs finies des deux quantités p ot q, d'onr
dépendent les oscillations de l'axe de rotation de la Terre autour
de son troisiéme axe principal, que ces oscillations demeureront
toujours insensibles.

Reprenons les trois équations du mouvement de rotation sous la
forme que nous leur avons donnée n® 2, livre IV,

dp sing (dV dV av
AE+(C—B}qr_r.—-(qu cosf — F 1 — cosy rﬁl)’

dq __Cosg i‘c’ dV : ﬂ'
2 A —=ter=an (d-,'. J‘*CME) "'“"“’(du z
4
+{B A)pg= ({—f)
Faisons, pour abreger,

1 dV cosh fdV - dV —p
JEE(FF\,T Y dg : dp )=

et considerons les deux premiéres des formules précedentes, ui

deviendront ainsi :

Adp + (€ — B) grdt = (Psing — P'cosg) dt, ’ a)
Bdg + (A — C) prdt = (Pcosy + P'sing)dt.

Nous supposerons que Paxe autonr duquel la Terre tonrnerait
uniformémept sans P'action de la Lune et du Soleil, soit le plus
petit des trois axes principaux qui se croisent & son centre de gra-
vite, c'est-d-dire 'axe auquel se rapporte le plus grand moment
d'inertie C, comme cela a eflectivement lien dans la nature. Les
oseillations de "axe instantané de rolation autour de l'axe dont il
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s'agit, dependront des valeurs de p et g, valeurs que I'on obtien-
dra en intégrant les deux équations (a ).

Pour cela, on développera la fonction V en une série de sinus
ou de cosinus de I'angle ¢ et de ses multiples. De ce développement
il sera facile de conclure cenx des fonctions P et P'; en substitnant
ensuite les expressions résultantes dans les seconds membres des
équations (@), ces seconds membres se trouveront développes dans
des séries semblables. Si dans une premiére approximation on ne-
glige les termes dépendants du carre des forces perturbatrices, il
suffira de faire dans les équations (a), r=n, g =nt 4+ ¢(n° 15,
livre IV). Les seconds membres de ces équations deviendront ainsi
des séries de sinus et de cosinus de I'angle rt+ ¢, el chacun des
termes de ces séries produira dans les valeurs de p et de g un
terme correspondant ue I'on obtiendra de la maniére suivante.

Soit Hsin(ft 4+ g) un terme quelconque du développement de

Psin{nt 4 ¢) — P’ cos(nt +¢).

Représentons par H' cos( ft + g ) le terme correspondant du de-
veloppement de

P cos (nt +¢) + P'sin(at + ¢),

Jt désignant la somme des différents multiples de I'angle ne et des
moyens mouvements de la Lune et du Soleil, introduits dans la
fonction V par la substitution de #¢ + ¢ & la place de I'angle ¢, el
par le déplacement des deux astres qui troublent le mouvement
de rotation de la Terre. H, H’, fet g sont des fonctions des élé~
ments de leurs orbites, et des anglesd, bete, que 'on peut, par
conséquent, traiter comme des constanles dans cette premiére ap=
proximation.

En ne considérant done que ces termes, et faisant r = n dans
les formules (a ), nous aurons

Adp +(C — B) qndt = Hsin (ft + g)de,
Bdg + (A — C) prdt = W cos(fe + g)dt,
¢t 'on satisfera & ces équations en faisant

p:fu'ns{ﬁ+g}. qg=Wsin(ft+4+g},
L. 36
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ce qui donre, pour déterminer les deux constantes i et #',
—Afl + (C—B)nk'=H,
BfW+ (A —C)nh =H,
d'oi l'on tire
__ —BHf+(C—B)H
T ABS*— (C—A)(C—Din*
2 AH/f— (€C—A)Rn

T ABfi=(C—=A)(C—B)n"

h

Il suit de Ii que les valeurs de p et de g resteront toujours du
méme ordre que les quantités H et H', et par conséquent insen-
sibles, & moins qu'on ne suppose trés-petits les dénominateurs
des valeurs de & et A, ce qui pourrait donner & ces quantités
une valeur considérable. Mais pour que cette condition fitt rem-
plie, il faudrait supposer que la fonction perturbatrice V ren-
ferme des termes pour lesquels la valeur de /° différe peu de
» \/{__(l—_ﬁ;é(_i—_lﬂ i OF mous sommes certain que ce cas n'a
pas lieu dans la nature; en effet, les inégalités de p et 7y qui
correspondent i cette valenr de f, n'auraient pas une trés-longue
periode, et d’aprés les données que I'on a sur les valeurs des trois
moments d'inertie A, B, C, on s’est assuré que cette période ne
serait pas de deux anndes, mais les observations démontrent,
comme nous Pavons dit (n° 13, livreIV), que pendant cet inter-
valle de temps les pdles terrestres n’éprouvent, i la surface du
globe, aucun déplacement appréciable.

Une analyse trés-simple saffit donc pour démontrer que les
quantités p et ¢ ne renferment aucune inégalité que la suite des
sitcles puisse rendre sensible, lorsqu'on n'a égard qu'a la pre-
miére puissance des forces perturbatrices dans le calcul de ces va-
leurs. 1l est facile d’étendre la méme conclusion aux termes dépen-
dants du carré de ces forces et en général i toutes les approxima-
tions successives. En effet, désignons par p + dp et g -+ 8¢, ce
que deviennent les valeurs de p et ¢ lorsqu'on a égard, dans les
expressions de ces valeurs, aux termes dépendants du carré des
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forces perturbatrices; en substituant p 4 dp etg +dqa la place
de p et q dans les éqnations [a}; on trouve

Ad.8p+ (C—B)rdgdt=— Adp — (C—B) rgdt

+ (Psing — P'cosg) dt,. ‘ b
Bd.dq + (A—C)ripdt =— Bdg — (A — C)rpdt \

+ (Pcosg + P'sing)dr.
Comme on doit négliger ici les termes du troisieme ordre, on
pourra faire = n dans les termes qui sont multipliés par dp et
&g dans les premiers membres de ces équations; il suffira, dans
les termes des seconds membres, qui sont déji du premier ordre,
de substituer pour p, , 7, ¢, 0 et  leurs valeurs données par
les approximations précédentes, les termes du premier ordre dis-
paraitront alors d’eux-mémes, et les termes restants ne conlien-
dront plus que des quantités toutes connues. Les deux équations (b)
prendront alors cette forme,

Ad.dp+ (C—B) ndqde=Mdt,
Bd.dq -+ (A —C}nﬁpdt:}{'a‘f,

M ot M étant des fonctions connues qui peuvent se développer en
séries de sinus et de cosinus des multiples de P'angle =z et des
moyens mouvements du Soleil et de la Lune, il est évident que
I'on déduira de ces équations pour dp etdg des expressions de
méme forme que celles que nous avons trouvées précedemment
pour p et g, et que le méme résultat aurait liew pour toutes les
approximations suivantes. Les valeurs des deux quantités p et g
n'acquiérent donc, par I'intégration, aucun diviseur qui puisse
les rendre sensibles, et elles resteront toujours du méme ordre
que les termes qui leur correspondent dans l'expression des forees
perturbatrices , quelque loin que I'on pousse les approximations.

Ce résultat est conforme i celui que nous avions trouvé par
une analyse differente, n® 16, livre IV, et I'on en conclut, de
nouveau, que I'axe instantané de rotation coincidera toujours, &
trés-pen prés, avec le plus petit des axes principaux de la Terre,
et que les poles et I'équateur répondront dans tous les temps aux

mémes points de sa surface.
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Quant i la vitesse de rotation, M. Poisson démontre par une
analyse analogue a celle du n® 48], Jivre IV, que I'action des forces
perturbatrices n'introduit dans son expression aucune inégalité
qui puisse devenir sensible par la suite des sitcles, méme lors-
Gu'on a égard aux quantités de Pordre du carré de ces forces.

NOTE IX (page 346).
Démonstration générale d'un théoréme énoncé dans le

n® 3, liv. V,

L'importante proposition qui fait l'objet de ce paragraphe,
peut se veérilier analytiquement de la maniére suivante.

Plagons I'origine des coordonnées au point attiré, désignons
para, b, ¢ les coordonnées de ce point, par z, y, z celles de
I'élément dm rapportées au centre de gravité du sphéroide, et
parz’, y', 2’ les coordonnées du méme cléement relatives a la
nouvelle origine, on aura en coordonnées polaires

T'=rcost, y'=rsing cosw, &'= rsinfsinw,
el, par suite ,

T=a-reosh, Y =0+ rsinfcosu, z— ¢ 4 rsinf sinw,

En nommant ¢ la densité de Pélément dm, on aura d'ailleurs
; , ’

n"7, livre V,
A:fffpn‘nfﬁdmsin&vns'},
" :ffff'“"lﬁffucusmsiu‘&, (a)
(J:fffprfrdﬁr!usin..sin’a.

Ces integrales, pour ére étendues i Ja masse entiére du sphe-
roide, doivent étre prises depuis r = o jusqu'a la valenr de r
relative & la surface du corps, valeur que nous nommerons It ,

-
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et par rapport aux angles § et w, depuis § =0 jusqu'a§ =met
depuis & = o0 jusqu'a o = 2.

Si maintenant on prend respectivement les différences par-
tielles des trois quantités A, B, C par rapport aux trois coordon -
nées a, b, ¢ du point attiré, en observant davoir égard a la
variation de la limite R qui contient ces trois quantités (*}, quon
remarque que p étant supposé exprimé en fonetion des trois va-
riables x, y, =, par la substitution des valeurs de ces trois quan-
tités, p deviendra fonetion de a +z', b 4 y', e + ¢/, ce qui donne

dp#_dp dp_u'n *dp dp

da—dr’' db dy’ de ds

En faisant la somme des résultats, et en nommant g, la valeur de g
A la surface, on trouvera

dA dB rf(‘._ sinfdOdwdr { , ds dp dp
b de fff (‘t dr' o 8 F 4 ez’ '
sm'.'idﬂdu R, dR _,dR ‘
g &= +r B | -+ =zl ke ,

Si le sphéroide était homogeéne, la densité p serait constante et
¢gale & p;, le second membre de I'équation précédente se rédui-
rait, dans ce cas, i son derpier terme, ce qu'il est aisé de veérifier
en dilférentiant par rapporta a, b, ¢ les formules (a) intégrées
par rapport i la variable r, intégration qui s’effectue alors imme-
diatement comme on l'a vu n® 7, livre V.

Cela pose, le sphéroide étant supposé composé de couches con-
centriques dont la densité varie d'une couche & une autre, p est
necessairement une fonction de r, et I'on a évidemment

o , dp L dlp ip

by - R Al

F{=z, ¥is) —;

I'equation de la surface; en substitaant pour r, v, 3 lenrs valeurs,

*) Voir la note 1T da tome 1.
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cette équation devient
Fla+ Rcosl, &+ Rsinfcosw, ¢ Rsindsine J= o

En prenant, dans cette équation, les trois différences partielles
de R, par rapport aux trois quantités a, b, ¢, on en conclut aiseé-

ment

dR dR dR
L e P — f— = —R.
da F b 45 de -

On a d'ailleurs, par hypothése,
dv dv dv
A-—-“—:{;! B—-——-;f&'l ——-—E!

et, par conséquent,
'V d*V d’v_ d A B dC

da’ “dh? det — da b de

En substituant ces valeurs dans la formule {A), elle devient
da*v d* v d'Vv ’ [ :IF.)
% i A et LT Ir =L
da? n db? * de? fffslnﬁdﬁ'dm (frrfr,
...fffsin’;ldﬁla'mp,.

Mais sil'on désigne par p, la densité de la couche dont fait partie
le corps attiré, p, désignant toujours la densité de la surface |
il est évident qu’on aura

d ;
fffsinwwm (erf E):fffsmf;;fﬁdm.n_-
o dr

—fff:.inﬁdﬁrr'mp,.

fffsin{idﬂdm =4=,

on aura donc, en définitive,
AN EEN Y At

¥
da? dl? ey = A

On a d'ailleurs

Ce qui vérific d'une maniére générale Pequation (2 )y 0 3, liv. V,

L
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NOTE X (page 435).
Rectification d'un passage de la Mécanique analytique

relatif ala figure d équilibre d'une masse Sluide homo-
géne douée d'un mouvement de rotation.

Lagrange, dansla Mécanique analytique (I Partie, section VII,
n® 26) a donné A I'équation de I'équilibre d’une masse fluide ho-
mogéne tournant autour d'un axe fixe, cette forme :

£+ )
¥ —"—"———° — const.
2A :
oih 2 A est 'axe de rotation que 'on prend pour celui des
coordonnées x, f la force centrifuge & la distance A de l'axe,

1 Pintégrale de toutes les forces qui agissent sur le fluide multi-
pliges par I'élément de leur direction, et provenant de Iattraction
mutuelle de ses parties.

« Dans le cas, dit Lagrange, oiile sphéroide esthomogéneetsans
noyan intérieur d'une densité différente, on a trouve que les
attractions sur un point quelconque de la surface, suivantlestrois
axes coordonnés x, y, z, sont représentées exactement par les for-
mules

mLz, mMy, mLz,

oft m est la masse du sphéroide, L, M, N des fonctions des trois
demi-axes A, B, C données par des intégrales définies; d'on Ton
déduit pour I cette expression rigoureuse :

IT
3=7 (La'+My'+ Na').

Ainsi I'équation de I'équilibre £ — "{I‘-{]:z}
4 & x? 1 =
la méme forme que I'équation du sphéroide, — -1-‘}—]] 6 =1,
on peut, a cause de la constante arbitraire, les rendre identiques
par ces denx conditions :

— const. clant de

mM—jFf A* mN—f A°

mL T B T R v \9)
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lesquelles donment B = C parce que les quantités M et N, etant
des fonctions semblables de B et C et de C et B, les deux équa-
tions (¢) se réduisent ainsi & une seule qui sert & determiner le
rapport de A A B. »

Cette conclusion n'est pas exacte; en effet, les deux équations (g)
donnent la suivante : :

MB — NG =L (B — vy,
mn
équation qui peut étre satisfaite de denx maniéres, comime nous
'avons fait voir dans le text®, soit en supposaut B = C, ce qui est
le cas de Iellipsoide de révolution, le seul que Lagrange ait consi-
dere, soit en supposant aux intégrales délinies représentées par M
et N des valeurs particuliéres qui déterminent les trois axes du
second ellipsoide qui satisfait i I'équilibre.

L'équation de I'équilibre d'une’ masse fluide homogéne, donde
d'un mouvement de rotation, peut done étre satisfaite de deux
manicres, soit par un ellipsoide de révolution comme I'avait dé-
montré Maclaurin, qui a le premier résolu la question, soit par un
ellipsoide & trois axes inégaux, mais dont les rapports sont fixés
d’avance par U'état de la question, ce que les géométres, i ce qu'il
parait, n'avaient point remarqué avant que M. Jacobi en edt fait
I'observation.
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