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ijui dépendent du mouvement de Ia Ter re dans son o r b i t e , 011 les 
dé te rminera de la manière suivante . 

En désignant pa r A la longi tude de la Te r r e vue du Sole i l , pa r 
R son rayon vec teur , et pa r X et Y les deux coordonnées rec tan-
gulaires rappor tées au centre du Solei l , nous avons t r ouvé 

X = R cos A , Y = R sin A , 

d ' o u , en d i f f é ren t i an t , on tire 

1 dR \ 
h cos A -Tjr , I 

(O 

cix RclA . c/R 
—— = — sin A -—; h cos A —p- •> 
dt c/t dt 

d Y R i / A . , r /R 
— = c o s A — ; h s i n A — > 1 
dt dt clt J 

L'équat ion de 1'ellipse, en n o m m a n t e 1'excentricité de Porbe ter-
r e s t r e , w la longi tude de son pér ihél ie , et en p r e n a n t p o u r uni té 
la uioyenne distance de la Ter re au Solei l , d o n n e , n ° 2 , l ivre I I , 

<fR e s in (A — &>) R' d A 

clt 1 — e ! dt 

On a d 'a i l leurs pa r la na ture du mouvemen t dans 1'ellipse 

clA _ sji — e\ 
Iit ~ R1 ' 

pa r conséquent 

f /R __ e sin (A — m) R d A _ y/i — g' 
dt y/, ei ' clt R 

Si Pon subs t i tue ces va leurs dans Ies équat ions ( i ) e t q u ' o n n é -
glige Ie cube de 1'excentricité de Porbe t e r r e s t r e , qu i est u n e t rès-
petite quant i té , on a u r a 

X ' = — — ^ sin A -f- c sin (A — w) cos A, 

Y ' = ^ — — j cos A -4- 6-sin ( A — w ) sin A . 

En réunissant donc les trois équat ions ( 6 ) , ( 1 0 ) , (9) ap rè s 
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avoir développé cette d e r n i è r e , e t subst i tue p o u r X' e t Y ' I e u r 
va leurs données pa r les formules p récéden tes , on au ra , p o u r dé-
. • , • dr. . . . . 
terminei ' Ies inconnues r, p, -—•> Ies trois équat ions suivantes : 

r !
 = K ' + 2 R cos (A — a).p '-—ri r cos- b 

'Il = Ap + ,' (i—L), 
dt R 3 Y / 

2 2 dp' da7 I dp , dt ) ) (X) 

-+- 2 sin (A — w).cos(A—a) — - — - s i n (A — 

— 2 P " ^ ' J^csin (A—w).s in(A—a) -+- — c o s (A — ; 

dans lesquelles on fait , pou r abréger , 

( da d'a dbd'b , db3 . , , db da'\ 

— -— H — - — — + 2 tang 6 — 4 - s m 6 c o s o - — - — 
dt dt1 dt dt7 ° dt' dt de 

IF7 db7 : 

dõ + dt' 

(R s i n (A— a) ^ —R cos (A — a)s\nb cos b 
v ' dt v dt 

dã7 db» lê + dê 
On satisfera à ces équat ions par des essais; p o u r cela, on d o n -

ncra d ' abo rd à r u n e valeur a r b i t r a i r e : on suppose ra , p a r e x e m -

ple , r= 1-, on dédui ra des deux premières équa t ions (A) les v a -

leurs cor respondan tes de p et en les subst i tuant dans la troisiéme, elle fera Connaitre-Terreur de la supposi t ion. A p r è s que lques épreuves , on dé te rminera de cette manière , avec tou te la 
. . . , . , . . . d p 

précision necessaire, les t rois quant i tés r, p et 
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Les trois équations (A) conviennent à tous Ies cas qui peuvent 
se p résen te r , et sont celles dont 1'usage est Ie plus súr dans Ies 
applications; cependant , comme Ieur résolution par app rox ima-
tion oblige à une répétition de calcul assez fastidieuse, nous remar-
querons qu 'on pourra i t simplifier ce travail dans un cas assez 
étendu, celui ou Ies données du probléme permettent de faire 
usage à la fois des deux équations (7) , connne de fortnules r i -
goureuses. En effet , en éliminant entre elles 1'inconnue c, on 
aura i t une équation au moyen de laquelle on déterminerait im-

médiatement — en fonction de o, et en substituant cette valeur 
• dt 

dans la troisième des équations ( A ) , Ie probléme se t rouve-
rai t réduit à la résolution de deux équations entre Ies deux incon-
nues r et p. 

Au res te , nous ne faisons qu ' indiquer ici cette combinaison, 
Temploi des formules (A) devánt toujours être préféré comme Ies 
plus exactes, parce que de toutes Ies équat ions , qu 'on peut for-
mer par la combinaison des deux équations (7) , la formule (10) 

es t , d'apr"ès Ies príncipes du calcul des probabil i tés, celle qui par-
ticipe Ie moins aux erreurs des observations. 

Lorsque Ies quantités r, 0, , seront eonnues, on déterminera , 

au moyen des équations (1) et ( 8 ) , Ies valeurs des six quantités x, 

y, z, x', y', 2', e t , par su i te , tous Ies éléments de 1'orbite pa ra -
bolique. Si l 'on veut se borner à déterminer la distance périhélie, 
qui suffit p o u r procéder immédiatement à Ia recherche tle Porbile 
corr igée, en nommant D cette distance, on a u r a , n° 55, livre I I , 

La première des équations ( A ) différent iée, en observant qu'on a, 
en négligeant Ie cube de Pexcentricité de 1'orbe terres t re , 
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donnera 

rdr a Ida , db\ dp 

T T s s S v T ( J + P - t a n ^ d F J + T T k c o s ^ a - " ) 

•+- p. j^esiní A — w) c o s (A — a) — • sin (A — a) J / (C) 

-Hp R sm (A — « ) . ^ + R c s i n ( A — « ) , ) 

En nommant s cette quant i té , elle fera connai t re , selon qu'elle 
sera négative ou posi t ive, si la comète s 'approche du périhélie, 
ou si elle l'a déjà dépassé; on aura ensuite 

D = r— -s'; 
2 

ia distance angulaire r, de la comète à son périhél ie , sera donnée 
par 1'équation de la pa rabo le , 

t D 
• cos' - V =Z —• 

2 r 

On déterminera enfin par la Table des comètes Ie temps que la 
comète emploie à décrire 1'angle e, et ce temps, ajouté ou retranché 
de 1'époque de 1'observation, fera connaitre 1'instant du passage 
p a r l e périhélie. 

2. Il ne reste d o n c , pour 1'application de la méthode précé-
dente , qu 'à inontrer comment on f o r m e r a , d 'après Ies données 

de l 'observation, Ies'valeurs des coefficients difíérentiels —, —, 
dt dt 

d1 a d1b 

—jp* J i F ' ^ o l c ' 'a manière la plus simple de procéder à cette 

opérat ion. 
Soit a la longitude de Ia comète à 1'instant ou l 'on fixe 1'originc 

du temps t, on prendia pour cette époque celle de Pobservation 
qui tient à peu prés Ie milieu entre toutes Ies au t res ; on pour ra au 
bout d 'un tempsquelconque t , peu éloigné de cette époque , sup 
poser Ia longitude a' de la comète représentée p a r l a formule , 

dn f d'a C3 d3 et 
a =z ct + t. b • —: 1 (- , . . . . 11 i) 

dt 2 df 2 . 3 df ' 1 
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On formera au t an t d ' équa t ions semblables à la p récédente q u ' o n 
au ra d 'observa t ions , e t l 'on p o u r r a dé te rminer pa r Ieur moyen 

• da d'a 
au tan t de coefíicients —5 —— 5 etc. 

dc dt2 

Prenons d o n c , p o u r f ixer les idées , trois observa t ions quel -
conques de la c o m è t e ; désignons p a r a", a, a', les trois longi-
tudes qui Ieur c o r r e s p o n d e m , et soient 0 et 5' les espaces de temps, 
expr imes en j o u r s moyens sola i res , qu i séparent respec t ivement 
les deux observat ions ex t remes de 1'observation m o y e n n e ; on 
a u r a , d ' ap rès la formule généra le , les deux équat ions suivantes : 

da O2 d7 a 

Tt~TH"dF'' I 

da O'2 d7 a 

' dt + TTã' IiF' 

o. 

Si l 'on i iomme b", b, b', les lat i tudes de Ia c o m è t e , co r respon-
dantes a u x trois obse rva t ions , on au ra de méme 

db G1 d7 b 

! ( i 3 ) 
db B'2 d2 1 

b°=0.-
dt 1 . -2 dt2 

^ 5 ' dt + 1 . 2 * df ! 

La résolut ion de ces équa t ions donnera Ies valeurs des qua t r e 
. , da d1 a db d-b ... , . . , 

quanti tés —, > — > —— 1 qu il s agissait de determinei ' . 
dt dt2 dt dt2 

Dans les équat ions p récéden tes , Ies inlervalles de temps O et O' 
c tant expr imés en j o u r s moyens sola i res , p o u r 1 'uniformitc du 
ca l cu l , on les mul t ip l i e ra , n° 18, l ivre I I I , pa r Ie n o m b r e d o n t Ie 
logari thme est 8 , 2 3 5 5 8 2 1 , e t l 'on conver t i ra en m é m e temps les 
ares a — a", b — b°, e tc . , en par t ies du r ayon pr is p o u r uni tc . 

L 'exac t i tude de la mé thode précédente dépend s u r t o u t de la 
. , da db d2 a d2 b 

précision des valeurs des quant i tés —, —5 ——5 —— • Ees c r -
1 1 dt dt dt2 dt2 

1x11 is des observa t ions doivent inf luer d ' au tan t p lus sur les deux der -
nières qu elles seront p lus pet i tes ; i l sera donc bon de n ' cmploye r , 
comine cette n ié thode pe rme t dc ir f a i r e , que la plus g r ande de 
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ces deux quantités s'il existe entre elles une grande disproportion. 
On concoit qu'en multipliant Ies observations de la comète , on 

pourrai t foriner autant d 'équations semblables aux équations (12) 

et ( i 3 ) ; en combinant ensuite ces équations par la méthode des 
moindres carres , on formerait quatre nouvelles équations qui ser-

. . da db d2a d2 b 
viraient à determinei' Ies inconnues —1 —ri — r r ' —TT' Mais, 

dt dt df df 
indépendamment de la longueur des calculs, on a reconnu qu 'on 
n'était pas tou jours , par ce procédé , conduit à des résultats plus 
cer ta ins , parce que Ies erreurs des observations prenaient alors 
d ' au tan t plus d in f luence sur Ies résultats qu'elles etaient plus 
nombreuses. Il faudra d o n c , dans cette méthode comme dans Ies 
au t r e s , se borner à employer trois observations, nombre stricte-
ment nécessaire pour résoudre la quest ion, et alors elle en offrira 
peut-être Ia solution la plus s imple, parce qu 'on peut se servir 
immédiatement des données de 1'observation sans Ieur faire subir 
aucune préparat ion. Il suflit à la sureté des résultats que Ies ob-
servations ne soient pas t rop éloignées entre elles pour que la for-
mule générale (11) cesse d'ètre convergente. 

Õ. Pour faciliter 1'usage des formules précédentes , nous allons 
en faire Tapplicalion à la comète de 1824, dont nous avons déjà 
déterminé Torbite d 'une autre manière dans Ie n° 25 du livre III . 

Je choisis Ies trois observations suivantes, qui sont séparées 
par des intervalles de temps assez inégaux; cas ou il sera surtout 
avantageux d 'employer la méthode que nous venons d 'exposer , 
parce que celle qui est développée dans Ie livre ci té , suppose tou-
jou r s Ies difierences de ces intervalles très-petites, et q u e , sans 
cette condi t ion, elle ne donnerait plus des résultats suffisamment 
exacts. 

L o n g i t u d e s observées . Lat i tudes observées. 

Aoút. 41,9274.8 a"... a 5 2 ° 3 2 ' 2 9 " b°... 48 ' 7 ' 29" B 

i 6 , g 3 3 o 8 « . . . 2 3 7 . 2 7 . 1 2 b... 5 5 . i g . 4 3 

Sept. 3 , 9 1 0 0 4 a'.. 218. 4 -34 b'... 6 1 . 4 .20 . 

Si Ton prend pour époque 1'observation du 16 a o ú t , on aura 

a = 237° 27' . 2" , b = 5 5 " i 9 ' 4 3 " , 
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et p o u r les interval les de t emps 6 et 6', qui séparent les d e u x o b -
servat ions ex t remes de 1'observation m o y e n n e , 
• 8' = 12Í,oo56o, B 1Z=I^i, 97696. 

Si l 'on a jou te aux logaritlimes de chacun de ces nombres I j Ioga-
r i t h m e constant 8 . 2 3 5 5 8 2 1 , et si l 'on rédui t les ares a"—a, 

a — a' en par t ies du r a y o n , on fo rmera les deux équat ions su i -
v a n t e s : 

0.263336 = — 0 . 2 0 6 5 2 2 . ~ + 0.021326. - r r ' 
dt at 

.. _ , d a , » _ d2 a 
— 0 . 3 3 8 1 9 6 = 0 . 3 0 9 2 4 2 . - j + 0 .047815 . -jp-t 

d 'oú l 'on tire 

^ = — 1 . 2 0 2 4 3 6 , ' ^ i j — o . 703698. 

On aur-ait de m è m e , re la t ivement à la l a t i t u d e , 
db 
T + o , o . . , 
dt df 

db . „ - d7< 
_ + 0 . 0 4 7 8 , 5 . -

— o. 125731 = — 0 . 2 0 6 5 2 2 . ^ - + 0 . 0 2 1 3 2 6 . 

o. 100245 = o. 309242. ^ + o. 047815. 'í—^, 

d ' o ú l 'on tire 

^ = 0.494828, ^ = - 1 . 1 0 3 7 6 8 . 

On a d ' a i l l eurs , p a r les Tables du Soleil , pou r 1'époque de 1'obser-
vation m o y e n n e , 

A = 323° 5 3 ' 2 9 " l o g . R o . o o 5 i 5 5 8 , 
1 X ç7 

log. — = 9 . 9 9 4 7 8 2 6 l o g . e s i n ( A — w ) . . 8 . 0 6 8 4 5 3 7 . 
R 

Avec ces va l eu r s , on a f o r m é , au moyen des fo rmules ( A ) , 

les Irois équat ions su ivan t e s : 

r' = 1 .02402 + o . i 2574 P + 3 . 0 9 0 1 2 p7, 
cl p , _ 0 . 3 6 3 4 6 
-J = - 0 . 3 5 o 7 4 + 0 . 2 0 9 1 6 . p -í , 

- = 0.48827 + I . 8 9 1 9 5 8 0 ' + I . 5 4 5 o 6 i ^ df 

+ 2. 210620 p j— o .987025 -Jt — o .00968 p , 
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et Ieur résolut ion a d o n n é 

P = o . 4 o 6 i 3 3 , ~Yt= — o . o 8 3 6 n 5 , r =z 1 . 2 5 8 8 8 1 , 0 

d'oíi Ijpn a conclu , pa r la fo rmule ( C ) , 

s = — O . 6 5 2 O 3 5 . 

On a t rouvé ensu i t e , p o u r la distance pér ihé l ie , et pou r 1'instant 

du passage au pé r ihé l i e , 

D = 1 . o 4 6 3 o 6 , inst . du pass. sept . 281,27915. 

On p e u t , avec ces é léments a p p r o c h é s , p rocéde r immédia te-
ment à la dé terminat ion exacte de 1'orbite par Ies méthodes expo-
sées dans Ie chapi t re II du livre I I I . 

On au ra i t o b t e n u , sans d o u t e , p o u r Ia dis tance pér ihél ie e t 
p o u r 1'instant du passage, des résultats plus approchés de leurs 
véri tables valeurs dans 1'orbite cor r igée , en employant trois o b -
servat ions séparées par des interval les moins considérables e t su r -
tout m o i n s inégaux que celles qu i ont servi de base a u x calculs 
p récéden t s , mais nous avons choisi à dessein des circonstances 
peu f avorab les , p o u r qu 'on p ú t mieux j uge r de la précision de Ia 
méthode . 

NOTE II (page g5). 
Sur Ies formules qui déterminent Ies variations des 

éléments du mouvement elliptique. 

On peu t ob ten i r immédia tement Ies formules ( 2 ) , p a r la seule 
combinaison des fo rmules du mouvemen t t r o u b l é , de la manière 
suivante : 

R e p r e n o n s Ies trois équa t ions (A) du mouvement t r o u b l é , 
n" 29 , livre I I I . En combinan t en t re elles ces équat ions , on fo rme 
aisément Ies trois suivantes : 

xd-y—yd'x d R d Il 
dõ ~ X d j - ~ X Tte ' 

zd-x — xd-z dR Í/R 

d? ~ Z X Ih ' 

yd'z — zd^y _ ^R rfR 

~xItz ~ "~dy ' 
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Si l 'on integre ces équat ions , en supposan t 

/ rfR < / R \ , 
& = V x ^ - - r S r -

, , ( d R f / R \ , , . 

, „ ( dR < /R\ , 
on t rouvera 

jrrfr — Ydx zdx — xdz , ydz — zdy „ , 
—- — = c, ; = c, = c , (m) 

dt dt dt ' v ' 

équat ions ident iques avec les trois premières formules ( C ) , n ° 5 0 . 

En d i f férent iant les trois quant i tés - , - , - on au ra 
r r r 

X r [ydx — xdy) z (zdx—xdz) 
d.- =z " 1 > 

r r3 r3 

d y _ x (xdy —ydx) z(zdy —ydz) ^ 

r T3 r3 

z y (ydz — zdy) x(xdz — zdx) 
( - = ^ 1 p. ' 

Si l 'on subst i tue pou r - , - leurs valeurs , t i rées des é q u a -
r3 r> r3 

t ions ( A ) , et p o u r xdy — ydx, zdx — xdz, et ydz — zdy, leurs 
valeurs données pa r les équat ions (m), on t r ouve 

, x cd7y — c'd1 z , , </R , dR 
d.- = ——-—— —f— c dt —; cdt—— , 

r dt2 dz dy 

Y c"d'z — cd1 x , dR „ , í / R 
d.-= —— -{-cdt- c dt -T—J 

r dt1 dx dz 

, z Cd1X — c"d'y „ , dR , , dR 
d.- =z - -(- c" dt- cdt—--

r clt1 dy dx 

Si l 'on intègre ces é q u a t i o n s , en observant que c, c', c" sont des 
quant i tés var iables , q u ' o n désigne p a r f , f , f , t rois quant i tés 
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déterminées par Ies formules su ivantes : * 

,, dc dy — dc' dz , dR , ,í/R,-
d S - bcdt- c ' dt—-

dt dy dz 

,r, dc"dz — tlcdx „ , dR , Í/R I , , 
d f = * + c d t T i - c d t T I » 

dc'dx-dc"dy + c,dtdR_cllW 
dt dx dy I 

on aura 
x cdy — c' dz y c" dz — cdx 

T-— dt f' T= TTt * ' 
z cclx — c" dy ... 
- = z — - - ~f ; r dt 

équa t ions ident iqucs avec la qua t r ième, Ia c inquième ct la sixième 
des formules ( C ) , n u m é r o cité. 

Enfin , si l 'on a joute en t r e elles Ies trois équat ions ( A ) , après 
avoir mult ipl ié la p remière p a r 2 dx, la seconde p a r 2 dy, la t roi-
sième p a r 2 dz, et q u ' o n intègre 1'équation résu l t an te , en s u p p o -
san t 

d-a=*\d*lLc+drry + dzTz)' * 3> 

on aura 1'équation ordinai re 

dx1 dy7 - 4 - Í / Z 1 2 1 

W- 7 + ã = 

équat ion qui coincide avec la sept ième des formules (C) . 
Ces formules sat isferont donc encore a u x équat ions du m o u v e -

men t t roublé , p o u r v u qu 'on dé te rmine Ies a rb i t ra i res qu'el les r e n -
fe rment au moyen des équat ions (1) , (2) e t ( 3 ) , qu i coincident 
d 'a i l leurs avec Ies formules (2) du n ° 5 0 , liv. I I I , lorsqu 'on néglige 
Ies quant i tés de 1'ordre du carré des forces per turba t r ices . 

On pour ra i t e n f i n , pa r des t ransformat ions convenab les , faire 
p r e n d r e à ces expressions la forme que nous Ieur avons donnée 
n° 4 1 , l iv . I I , et qu i est si utile p o u r Ie calcul des pe r tu rba t ions 
planétaires . C'esl ce qu ' a fait Laplace dans sa Mccaniqae celeste, 

avan t que Lagrange eút p r o d u i t sa nouvelle théor ie générale de 
Ia variat ion des constantes arbitraires. 
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NOTE III (page 119). 

Sur la formule qui determine la variation de V anomalie. 

moyenne dans Ie calcul des perturbations des cometes. 

Le calcul de réduct ion qu ' ex ige la fo rmule d o n n é e n° 5 7 , 
l ivre I I I , peut se faire de la man iè re suivante . 

So i t , p o u r abréger , 

V = ^ n 
2 cos u 

Sf-
y/ j — c1 

S i d a n s cette expression on subst i tue p o u r õn, S f , Sf', leurs 
valeurs données p a r les formules du n° 5 0 , on ver ra q u e , s i l 'on 
n 'a d ' abord égard qu ' aux termes indépendan t s de x', /', ilx', dy', 

ces termes se dé t ru i ron t mutue l lement , et la fonction V se rédti i ra 
d 'el le-nième à zéro. En o r d o n n a n t ensui te par r appor t a u x q u a n -
tités x', y', dx', dy' 1'expression résu l tan te , on t rouve 

[Zax /2 cost t -H c 2 siri u X j - I 

-~pr - v T T ^ P x J I ^ 
í2costt + e dy 2 s i n « dx\dy I 

+ \ í-e» 'dt -JT=JidF) TF J 

[
3 o/ / 2 cos u -+- c 2 sin u . \ x —1 

" ^ r + l — S T T ^ x J ^ \ , 
/1 cos u -(- e dy 2 s i n « dx\ dx y 

— { 1—e2 Tt — ^TZTJtTt) dt J 

V = m ! 

C 
Zadx 

dt 

2 sin u 

(2 cos 11-1T-c dy 2 sin ÍÍ dx\ 
1—e2 dt ~ v/7ZfpTt)" 

l xdy —ydx 

\j l—e- \ dt 
] dx 

Tt 

[ Zady /2C0S/Í -+- c dy 2 s i n « r f . r \ 

TFt h\ i — c2 Tt ~ Vi/ 2 cos U-Ir c I xdy —ydx \ | dt 4 i—e 2 \" Fit ) J 
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fonct ion qu i , en subs t i tuant p o u r x, r, 1 — leurs valeurs en 
dt dl 

fonct ion de sin u, et cos «, et en observant qu 'on a 

xdy—ydx . j 
= f l ' « V 1 C 1 5 dt Y 

2cos u 4- e 1 sin u 3 a c s i n M 
1 <J 1 — e7 \j \ — c* 

2 cos u-+- c dy 2 sin u dx a7n (2 4- ecos u 

1—e7 dt ^ 1 _ dl ~ r s j , ei 

se rédu i t à la suivante : 

í x ' c o s u _x'sin u 

\ r r^T^ê7 I 

] „ . dx' d1 n (cos u — e) dy' !' 
I — a7n S M u — - I \ — ' - I - 1 

' dt s/i — e' dt 1 

ou b ien , en remet lant p o u r V sa va leur , 

Sn 2 cos u + c 2 sin u 1 7— SJ H— Sf n 1 — e7 \Ji—e7 

m' ( y' dx — x' dy -f- xdy' —yclx' | 

a7 n \j 1 — e2í dt )' 

On peu t du reste ob ten i r t rès-simplenient 1'expression de <JÇ, 
n° 5 7 , de la manière suivante : 

L ' équa t ion 

C1= u — e sin u (1) 

donne , en la d i f férent iant pa r r a p p o r t à la caractérist ique S, 

5 ç = ( i — e c o s « ) í « — sin/ t i Je . 

Si l 'on nomrae x' et y' Ies coordonnées rectangulaires de Ia 
comè te , r appor tées au p lan et au grand axe de son orbi te , on a 
d 'ai l!eurs 

x' z= a cos u — ae, y' z= a — e7 sin u; 
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d 'ou il est aisé de conc lure 

V 

et pa r suite 

Sc,= 

j = i — b c o s k ) S u h , 
a* J i — C V ' - c V 

— / S i ' (2 — e c o s « — e3) sin a Ot 

a3 y/1 — C1 1 — 

Cette express ion suppose la ligne des apsides in imobi le ; p o u r 
avoir égard à sa var ia t ion , dés ignons p a r w la longi tude du p é r i -
hélie comptée d ' u n e dro i te f ixe , q u e nous p r e n d r o n s p o u r 1'axe 
des abscisses des nouvelles coordonnées rectangulaires x et y, ou 
aura 

x = x' cos w — y' sin w, y = x' sin w + y' cos w ; 

d ' o ú l 'on conclut , en di f férent iant ces valeurs et faisant w = o après 
Ia d i f f é ren t i a t ion , 

x Sy — y S x = x' Sy' —y' S x -t- /J Sw; 

on aura ainsi : 

^ xSy—ySx Ww (2 — e c o s « — e ' ) s in«3<, ' 

á1 — e3 a3 y/i— c3 1 — e3 

En désignant donc par n (1 -I- m' q) la va leu r du m o u v e m e n t 
moyen n au po in t de 1'orbite ou l 'on commence à compte r Ie 
t empsc , on a u r a , p o u r la var ia t ion de 1'anomalie m o y e n n e due à 
1'action des forces per turba t r ices , à par t i r de ce p o i n t , 

xSy — Y Sx íwfl—ecos a)3 

S-C, = - m' nqt H J J V ' 

a' y 1 — e% y 1 — e' 
sin u S e (2 — e3 — e cos u) 

i~— e' 

expression qui coincide avec celle du 11" 57 , l ivre I I i , IorsqiTon 
y substi tue p o u r Sx, Sy, So>, Sc leurs va leurs . 

II. 35 
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NOTE IV (page i3o). 

Sur la détermination du dernier retour au périhélie de la 

comète de Halhy, en Vannée 1 8 3 5 . 

Le re tou r de la comète de Halley à son pér ihé l ie , en 1835, est 
sans cont redi t l ' un des phénomènes as t ronomiques les p lus c u -
r ieux que la générat ion actuelle ait été appelée à constatei-, et 
comme la durée de la vie l iumaine fait que ce p h é n o m è n e se re -
p r o d u i t difficilement deux fois aux yeux du mème observa teur , i l 
devient d ' au tan t plus r emarquab le qu ' i l est plus rare . La p rocha ine 
appar i t ion de la comète aura lieu vers la Iin de 1'année 1 9 1 0 , ou 
dans Ie couran t de 1'année su ivan te ; ceux qui voudron t de t e rmi -
nei1 d ' avance cette époque avec précision , p o u r r o n t employe r la 
mé thode ind iquée dans Ie texte et les éléments qui y s o n t r a p p o r -
tés. P o u r facilitei' cette r e c h e r c h e , et per fec t ionner Ia théor ie 
d ' u n astre aussi i m p o r t a n t , j 'a i c ru devoi r r e p r e n d r e avec un soin 
nouveau , depuis Ia réappar i t ion de la comète, tous Ies calculs qui 
m'avaient servi à fixer d 'avance 1'instant de son r e tou r . Quelques 
légères correct ions daiis mes premiers calculs ct dans les valeurs 
des masses planétaires que j ' avais emp loyées , m 'on t permis d ' ap -
proci ter encore plus de Texacti tude que je ne 1'avais fait d 'al iord , 
e t d ' é t a b l i r , comme on Ta vu dans Ie texte, un accord presque par-
fait en t re les prévis ions de la théorie et les résultats de 1'observation. 

Toute la par t ie de mon travail relat ive a u x al térat ions causées 
dans Ie m o u v e m e n t de la comète pa r les actions des trois planètes 
p r ínc ipa les , Júp i t e r , Sa tu rne e t U r a n u s , n 'a donné lieu qu ' à des 
rectifications sans impor tance . On t rouvera tous les détails de ces 
calculs dans un Mémoire qui a r empor t é Ie g rand p r ix de ma thé -
mat iques de TAcadémie des Sciences en 1829 et qu i est impr ime 
dans lesMémoires de cette Académie (Mémoires de TAcadémie des 
Sciences, Savants étrangers, tome VI , r 835) . 

La comète s 'étant b e a u c o u p app rochée de la Ter re dans 1'année 
1759, j ' a i cherché à dé t e rmine r avec la p lus g rande précision Tin-
fluence de son act ion sur Ie re tour de cet astre à son périhél ie . 
La p lus g rande proximi té ent re la comète ct la Ter re n 'a eu lieu 
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quaprès Ie passage au périhélie, et jusqu'à eette époque Ie calcul 
montre qu'on peut considérer 1'action dc la planète comme inseu-
sible. La comète s'est ensuite approchée de plus en plus de la Terre, 
depuis Ie i3 mars , instant du passage, jnsqu'au 5 avr i l , époque 
ou la distance des deux astres était moindre que la huitièmi: partie 
de la distance moyenne de la Terre au Soleil. La comète s est en-
suite rapidement eloignée, et bientót la Terre a cessé d'exercer sur 
elle aucune influence appréciable. 

D'après cela, j 'ai calculé par Ia méthode du 11° 5 o , livre I I I , et 
en faisant varier de demi-degré en demi-degré 1'anomalie moyenne, 
dans 1'intervalle de la plus grande proximité, Ies altérations des 
divers éléments de 1'orbite, résultant de 1'action dc la Ter re , à 
partir du passage au périhélie de 1751), et depuis zéro degré jns-
qu 'à 35° d'anomalie excentrique. Dans cette évaluation , je n'ai 
pas tenu compte de 1'action de la Terre sur Ie Soleil, parce que 
j 'ai supposé que cette action se compensait à très-peu prés dans 
les différentes révolutions de la Terre autour de cet as t re , pen-
dant l'intervalle qui s'est écoulé entre Ie passage de 1759 et Ie 
passage suivant de la comète au périhélie. 

J 'ai trouvé ainsi pour Ia variation du moyen mouvement , ré-
sultant de 1'action de la Terre , 

fdn = o",0207668. 

Les variations des autres éléments sont à peu prés insensibles, et 
Ies valeurs des trois intégrales Jtdn , J dw , Jdi ne s'élevant qu'à 
quelques secondes, au p lus , dans l'intervalle que nous considé-
rons, on peu t , sans erreur sensible , n'y point avoir égard (*). 

Si l'on nomme donc N Ie moyen mouvement diurne au périhélie 

( * ) La v a l e u r p r é c é d e n t e de j dn r é s u l t e de n o u v e l l e s r e c h e r c l i e s f a i t e ; 

p o s t é r i e u r e m e n t à V i r a p r e s s i o n d u M é m o i r e i n s e r e d a n s l a e o l l e c t i o n d e 

V I n s t i t u t ; j ' a i r e s s e r r é , c o m m e j e Vai d i t , l e s i n t e r v a l l e s d ' a n o m a l i e e x c e n -

t r i q u e q u e j ' a v a i s 1'ait d ' a b o r d v a r i e r d e d e g r e e n d e g r é ; i l s e t a i t d ' a i l l e u r s 

Cl 
issc d a n s c e M é i n o i r e , r e l a t i v e m e n t ã 1 ' a c t i o n d e l a T e r r e , u n e e r r e u r i m -

p o r t a n t e q u ' i l e s t n é c e s s a i r e d e s i g n a l e r , p a g e g.'|2 , l i g n e 1 8 : a u l i e u d e s 
n o m b r e s 10,2261, 7,7866,0,0293192, 1,68, 3 , 5 o , 0,829, o n d o i t I i r e l e s s u i -
v a n t s : 3,2335, 2,4623,0,0092716, o , 5 3 , 1 , 1 1 , 0,207; l a v a l e u r d e Jiln q u i r e s u l t e 
d e c c s c o r r e c t i o n s , s ' a c c o r d e a l o r s , s u f f i s a m m e n t b i u n , a v e c l a p r é c é d c n t c . 35. 
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«le i 759 , T Ic It mps de Ia révolut ion anomal is t ique qui Iui corres-
p o n d , q u ' o n designe pa r 5 N Ia var ia t ion de N due à 1 ' a c t i o n de 
la T e r r e , et pa r <5T 1'altération cor respondante du temps pé r io -
d ique , on aura • 

3Go° = (N -+- S N) (T -+- S T), 

d'oí i , tn observant que , pa r hypothèse , on a 36o 0 = NT, on conclut 

Si l 'on p rend p o u r T 1'intervalle 28007 J o u r s > t rouvé n° 4G, 
l i v r e I I I , qu'011 suppose , comme dans ce n u m é r o , ISt = 4 6 " , i 3 i 3 5 , 
et qiTon fasse 5N = ©",0207668, on aura 

c 'est-à-dire que 1'action de la Te r r e a u r a eu p o u r effet de d iminue r 
de 12^,6, à peu p r é s , 1'intervalle ent re Ie passage de la comète à 
son périhél ie en 1759 et Ie passage su ivan t , ct qu'el le a d u , par 
c o n s é q u e n t , reveni r en ce po in t de son orbi te douze j o u r s ct demi 
plus tôt qu 'el le ne l 'eut fait sans cette aetion. 

B u r c k h a r d t avait t rouvé 16 j o u r s p o u r cette accéléralion ( Con-

naissance des Temps p o u r 1 8 1 9 ) , mais cette évaluat ion était évi-
d e m m e n t exagérée ; M. Danio iseau , qu i l 'a calculée depuis n io i , 
pa r une méthode d i f férente de celle que j ' avais su iv ie , l 'a lixéc 
à 12^,33 ee (jui se r a p p r o c h e b e a u c o u p du résultat de mon cal-
c u l , et en conf i rme l exac l i tude . Au res ie , cette dé te rmina t ion 
est t rès-dél icate , et l 'on doit s 'a t tendre à plusieurs j o u r s d ' incer t i -
tude si l 'on n 'a pas soin de resserrer a u t a n t que possible Ies in ter -
valles d 'anomal ie excent r ique pendan t 1'espace ou la comète s 'ap-
p roche beaucoup de la Te r re . 

On évite cet inconvénient de la mé thode générale exposée n° 3Í5, 
l ivre I I I , en p r enan t ]>oiir abscisse de la courbe p a r a b o i i q u e , qui 
d o n n e pa r sa quad ra tu r e Ies variat ions finies de cliacun des élé-
ments de 1 'orbite, Ie temps au lieu de 1'anomalie excentr ique : on 
peut divisei' a lors 1'espace total du temps pendant lequel 1'attrac-
tion de la p lanète peu t avoir sur Ie mouvemen t de la comète une 
influence sensible , en interval les à peu prés é g a u x , et Ton eflectue 
h sommat ion des éléments dilférentiels ainsi ob tenus pa r Ies régies 

rJT 
T 

S N 
TT 

• ( , ) 

( J T = — 121,60781 ; 
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ord ina i res du calcul aux différences. Ce p r o c e d e , don t Eu le r avai t 
Ie p r e m j e r d o n n é 1 'exemple , peu t ê t re avantageux lorsqu ' i l s 'agi t 
des comètes à cour tes p é r i o d e s , parce que dans Ia par t ie supé-
r ieure de 1'orbite Ies degrés d 'anomal ie excen t r ique r é p o n d a n t à 
des intervalles de temps b e a u c o u p p lus considérables que dans Ia 
par t ie in fé r ieure , i l en résulte des var ia t ions for t inégales dans Ies 
éléments de 1'orbite. Le défau t d 'espace ne nous pe rme t t an t pas 
d ' e n t r e r dans de plus-longs détai ls , nous r enve r rons à un Mémoire 
de M. Damoiseau (Connaissance des Temps pou r I 8 3 2 ) , ou l 'on 
t rouvera cette mé thode exposée avec desdéve loppemen t s suflisants 
pou r la bien faire c o m p r e n d r e , e t u n e appl icat ion n u m é r i q u e qui 
en facilitera 1'usage. 

P o u r ne rien laisser à dés i rer dans Ies recherches qui ava ient 
pou r bu t de lixer, avec autant de précision q u e pouva ieu t Ie pe r -
met t re Ies p rogrés de la sc icnee , 1 'époque du de rn ie r r e tour au 
périhél ie de la comète de Halley, nous avons cru devoi r dé te rmi-
n e r encore Ies a l térat ions du temps p é r i o d i q u e , qu i pou r ra i en t 
résul ter de 1'aclion des pet i tes p lanètes Mars , Vénus et M e r e u r e , 
et nous avons été condui t à reconnaí t re que ces a l térat ions étaient 
t o n t a fait insensibles et qu 'on pouvai t se dispensei ' d ' v avoi r égard . 

Voici , en effet , Ies p r inc ipaux résultats de ces recherches , dont 
on peu t voir Ies détails dans un Mémoire inséré à la Connais-

sancc des Temps pou r 1838. 

Altérations du moyen mouvement diurne pendanl 

!'année 1 7 0 9 . 

fdn 

$ . . . - + - o " , 0 0 0 1 2 6 9 4 
c r " . . 4 - o , o o o 4 o 5 3 3 

-V- o, 0 0 0 5 3 2 2 7 

Si l 'on dés igne , comme p r é c é d e m m e n t , p a r N Ie m o y e n m o u -
vement d iu rne au périhél ie de 1 759 , pa r T la d u r é e de Ia révolu-
tion qu i aura i t lieu sans 1'action des pelilcs p lanè tes , et pa r 3 T ía 
variat ion du temps pér iod ique , cor respondante à la var ia t ion <JN 
du mouvemen t m o y e n , en faisant dans 1'équation (1) 

T = 2 8 0 0 7 J , N — 4 6 " , 1 3 1 3 5 c t i i N ' = o " , 0 0 0 5 3 2 . 2 7 
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on t rouve 
o T = — oj,323i5, 

quant i té tro|) peu impor tante p o u r q u ' o n y ait égard et q u ' o n peut 
supposer compr ise parmi celles q u ' o n néglige dans les a p p r o x i m a -
tions. 

L 'act ion des petites planètes Rlercure , Vénus et RIars, n 'a donc 
pu exercer q u ' u n e inf luence insensible su r 1'époque du passage de 
Ia comete au périhél ie en i 8 3 5 , et n 'a l tè re en rien p a r conséquent 
1'accord que nous avons établi , à cet égard, en t re les résultats dc la 
théor ie et de 1 'observat ion. On sait que Cla i rau t , qui tenta Ie pre-
mier d ' é t endre au m o u v e m e n t descomètes la solution qu' i l avait 
donnée du p rob lème des trois c o r p s , en fit Tapplicat ion à la co-
mète de Halley, don t on a t tendai t la réappar i t ion vers 1'année 
1 7 5 9 , et avan t que la comète se fu t assez r approchée du Soleil 
p o u r deven i r visible a u x yeux des obse rva teu r s , i l annonca son 
r e t o u r au périhélie p o u r Ie 18 avri l de cette même année . Le p a s -
sage eut lieu Ie 12 m a r s , et Ia comète devança ainsi de 37 j o u r s 
a peu prés la prédiction du géomètre . Clairaut ayan t r evu ses cal-
culs avec une at tent ion nouvel le depuis Ie re tour de la comète , 
corr igea son résultat et fixa déf ini t ivement Ie passage au 4 a v r ' l 
1 7 5 9 . C é t a i t encore u n e différence de 23 j ou r s en t re les prévi-

sions de la théor ie et les résultats de 1 'observation. Cette d i f fé -
rence a été rédui te à que lques heures seu lement Iors du dern ie r 
passage de la comète à son pér ihél ie en 1835 , comme on Ta vu 
dans Ie t ex t e , et ce résul ta t r emarquab le peut è t re regardé ce r -
ta inement comme Tun de ceux qui témoignent Ie mieux des p r o -
grès qu ' a faits la théor ie dans Tintervalle des 76 années qui se 
son t écoulées en t re les deux dernières appar i t ions de cet a s t re , 
don t Ies r e tours nous of f ren t Tune des vérifications les plus c u -
rieuses de Ia loi de Ia gravi tat ion universelle. 

NOTE V (page 160). 

Comete à courtc période de 7 ' l n s , 4 -

l.e nombre des comètes périodiques s'est augmenté d'1111 nou-
vel astre dans ces dcrniers temps. RI. Fave, attaché à TOIiscrva-
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to i re de Pa r i s , a p e r ç n t , Ie 22 n o v e m b r e i 8 4 3 , une comète d o n t 
i l s 'empressa de calculei- les é léments pa rabo l iques ; mais en p u -
bl iant sa découve r t e , i l annonça que ces é léments Iui avaient 
p a r u tout à fait insufíisants p o u r représen te r les diverses posi l ions 
de la comète. Snr cette indication , M. Go ldschmid t , de 1'Obser-
vatoire de Cambr idge , essaya de satisfaire aux .obse rva t ions c o n -
nues , pa r une orbi te e l l ip t ique , et il a r r iva à une elIipse beaucoup 
moins excent r ique q u e celles des comètes pér iodiques déjà con-
nues , et don t Ie g r and axe répondai t à une révolut ion dont Ia 
du rée est de sept années à peu p rés . L ' événement a complé t e -
men t just if ié la prévision du j e u n e a s t r o n o m e , et la comète a été 
ape rçue de nouveau dans Ie inois de novembre i 8 5 o , et dans les 
posi t ions à peu prés que la théor ie Iui avait d ' avance assignées. 

Voici les éléments de son orb i te e l l ipt ique dédui ts des observa-
t ions faites pendan t la du rée de ses d e u x dern iè res appa r i t i ons , e t 
calculés en supposan t que Ie grand axe de 1'orbite de i 8 4 3 , ré -
ponda i t à une révolut ion don t la d u r é e est de 2 6 4 0 , 5 9 1 3 j ou r s 
env i ron . 

i843 i85i 
Passage au pér ihé l i e . . . oct . 171,5867 avri l . 3J ,5o3i 
Excentr ici té o , 5 4 7 7 3 4 o , 5 5 4 9 2 5 
Lieu du périhél ie 5o° 19' 4 " 49° 4 a ' 4 o " 
Long . d u nceud a scendan t . . 209. i 3 . 3 i 2 0 9 - 3 o . 3 5 
Inclinaison 11. 1 6 . 5 o 11 2 1 . 3 9 
Demi-grand axe 3,738826. 

Sens du mouvement dirret. 

ISOTE YI (page 170). 

Sur les équations différentielles du mouvement 

de rotation. 

On peu t opé re r la t r ans fo rma t ion indiquée n° 2 d ' u n e man iè re 
p e u t - ê t r e un peu plus s imple , par 1'analvse su ivante . 

Ne considérons , p o u r simplifier , que 1'action d ' u n seul as t re L; 



53a • THÉORIE ANALYTIQUE 

si l 'on n o m m c x',y', z ' les coordonnées dece t astre, rappor léesa ins i 
(pie Ies coordonnées x, y, z de 1'élément dm, a u x trois axes p r inc i -
p a u x c|ui se croisent au cent re de gravi té du sphéro ide , et cpTon 
fasse 

(s-yy+v-zy 

on a u r a év idemment 

_ . / dr d\'\ ( ,dr ,d\'\ , 
S. dm I r — z -T- I = S. dm l z —- — r -—- , 

\' dz dy ) \ dy' J dz' J J 

/ dV' d\'\ / ,dr ,dr \ I 
s•'dm { z I u - x T T ) =s'"dm [ * I i T - 2 TT)' ( > 

/ dr dr\ / dy ,dr\ \ 

Si l 'on suppose main tenan t ( c o m m e dans Ie n° 2) V= S. X'dm, 

o u , en subst i tuant p o u r V ' sa va leu r , 

v = s . , L d m 

\J [x' - xY + (y' —yY-+- (z' — zY 

Ies trois coordonnées x', y', z' ne dépendan t que de Ia position 

de 1'astre L et Ie signe intégral S ne s ' app l iquant qu ' à l 'é lément dm 

et a u x quant i tés qui var ient avec lui , on aura : 

„ , / ,dr ,d\'\ ,dy ,dy \ 
S-dml z' — —y'— ) = z'-——y' — , 

\ dy' dz' ) dy' dz' j 

( ,dr ,dr\ ,dy ,dy [ 

( ,dr ,d\'\ ,dy ,dy ) 

Cela posé , pou r in t rodu i re d a n s la fonction V Ies trois angles 
0, t r a n s f o r m o n s Ies coordonnées x', y', z', qu i se rappor ten t 

a u x axes mobiles des x, y, z, en d ' au t res coordonnées X, Y, Z rela-
t ives à des axes fixes. P o u r fixer Ies idées, p renons p o u r plan des 
X, Y Ie plan de 1'écliptique à une époque donnée , et p o u r axe des Z 
une ligue perpendicula i re à ce p lan , on a u r a , d ' après Ies formules 
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du n° 51, liv. I e r , 

x' = X (cos 0 siri ij/ sin <p + cos•!> cos<p) 

+ Y ( c o s O c o s s i n y — sin -}coso) — Zsin 0 sin <p, 

y' = X (cos 9 sin cos o — cos-i sin s>) 

-H Y ( c o s 0 c o s c o s <f -H sin -isin o) — Zsin 0 cos o, 

z' zzz X sin 0 sin ^ -+- Y sin 0 cos ^ + Z cos 0. 
Si l'on substitue dans 1'expression de V à la place des coordon-

nées x', y', z' leurs va leurs , elle deviendra fonction des angles 
a, 0 et des variables X, Y, Z, x, y, z, et comine ces dernières 
sont indépendantes de ces angles, en prenant Ia différentielle de V 
par rappor t à tp, 0, on aura 

d\ , dV dV Jfí dV .„ , dW d\ , 

dy d -b • d Q dx dy dz 

en désignant par d' x', d'y' et d' z' les différentielles des coordon-
nées x', y', z' prises en ne faisant varier que les trois angles 
tj>, ^ et 0. Si dans cette équation on remplace d' x', d' y', d' z' par 
leurs valeurs ainsi déterminées, et qu'ensuite on compare de part 
et d 'aut re les coefficients de da, de d Sf et de dO, on t rouvera 

dV _ ,dV _ ,dV 

T ^ - y M X dy'' 

d\ ( .d\ ,d\\ ( ,dV d\ 

dõ = * Ti"'** 
dV ( ,d\ ,d\ 
— =r cos O ^ x — , y —, 

• í ,dv ,dy -H sin 0 sin ç ^z —, y —, 

d'oíi il est aisé de conclure : 

,dy_ , dV_rfV 
y d?~ X dy' ~ d? ' 

,dy ,dy cos® [dy rdy\ . ídy\ 
X — — z' — = -r—j- -rr -H COS 0 — + sin <p — , 

dz' dx sinO V i ' ^ ? J \df 1 
dy ,dy sin o j dy dy\ fdy\ 

z —• — r — = —' H cos 0 — I -H cos tu -— I • 
dy - dz' sin 0 \ d J/ dy J Vl<f J 

. „ / ,dy ,dy\ 
• sin 0 cos o x —— — z - — 

\ dz dx / 
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Au moyen de ces valeurs, et en vertu des équations (nt) et (« ) , 
Ies trois équations (B) , n° 1, livre IV, deviennent: 

dp sin cp / r f V dV\ /d\\ 
A 4- C —B j q r = ^ - j - { — + cos 0 — — cos <p ( — ), 

dt ' 1 1 sin S d<f J \d0 J 
ti r.s C O S O / rfV d\\ . fd\\ 

B —i -4- (A — C) pr — ——J + cos 9 — ) 4 - sin ® - - , 
dt v sin 9 \ r/1|< dy J \d0 J 

« í + <»-*>«= ( £ ) • 

NOTE VII (page 189). 

.Sur Ies formules qui déterminent Ies variations des 

constantes arbitraires du mouvement de rotation. 

Il ne sera pas inut i le , pour Ia comparaison des méthodes, de 
montrer comment on peut obtenir par la simple combinaison des 
équations différentielles du mouvement de rotation, Ies for 
mules (P) auxquelles nous sommes parvenu par 1'application de 
la théorie de la variation des constantes arbitraires (n° 7, livre IV). 

En effet , reprenons Ies équations générales du mouvement de 
rotation, n° 2 , livre IV, en faisant, pour abréger, 

w s i n ? /r /V d \ \ / r / V \ 
N = - ~ — 4- cos9 — ) — cos® — ), 

S i n O \ f / ^ f / ? J ' \ f / 0 / 

Alí Cost (dV dV\ ld\\ 
N = ——\ ( - j j 4- cos0 —— ) 4- sintp — ) 1 

sin 0 \f/4< r / ? / 1 \ f/0 ) 

N, N', N" représentant Ies trois moments des forces qui agissent 
sur chacune des molécules du sphéroide , respectivement relatifs 
aux trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité. 

On aura 

Adp 4 - (C — B) f/r dt = N dt, 

Br/f/ 4 - ( A — C ) p r d t =N'f/í, ' (a) 

Cdr 4- (B — A ) p q d t — N"dt. ' 
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Si I o n mult ipl ie la p remiè re de ces équa t ions par // , la seconde 
p a r q, la troisiéme par r , q u ' o n les a jou t e et q u ' o n intègre Ieur 
s o m m e , en fa i san t , p o u r abréger , 

r f / i = 2 ( / > N + 7 N ' - t - r N " ) r / f , ( i ) 

on t rouve 
Ap1 -+- B5T'-+- C r - = h ; 

équat ion semblable à la fo rmule ( I ) , n ° 5 S , l ivre I , ob t enue en 
faisant abstract ion des forces pe r tu rba t r i ce s , mais ou la cons tan te 
/Í, deveuue va r i ab le , doi t è t re dé te rminée pa r la fo rmule ( i ) , ou 
en subst i tuant pour N, N ' , N" leurs valeurs p r é c é d e n t e s , e t p o u r 
p, q, r l eurs va leurs n° 4 , l ivre IV, p a r la formule 

(dy , dy', dy , \ 

^ = 2 U r f 9 J ' ( 3 ) 

express ion ident ique avec l a p remiè re des formules ( P ) , n ° 7 , 
l ivre IV. 

Si l 'on multiplie les mèmes équa t ions (a), la p remiè re p a r Ap, 

la seconde p a r B r ^ la t rois iéme pa r C r , q u ' o n les a jou te et qiTon 
intègre Ieur s o m m e , en faisant ici 

d i ' — 2 (AjoN -f- Br/N' - | - CrN")r / f , ( 3 ) 
on aura 

A V -+- B2 q7 + C2 r2 = k7; 

équat ion semblable à la fo rmule ( 2 ) , n ° 5 S , l i v r e I , mais ou la 
cons tan te k , considérée comine va r i ab le , est dé te rminée p a r 1'é-
quat ion ( 3 ) , ou en subs t i tuant p o u r N, N ' , N", p, q, rleurs va -
leurs , pa r 1'équation 

(Ap sin® -I- Bq cosip) cos9 -I- C r s i n Q - ] r/V 

dk H — o ( 

sin 9 J dy I 

Ap sin <p —f- B (j cos <p \ d y [ 
•—„ ) TT ' dt. sinO J d i f , 

, dy \ 
- ! - ( B i j f S i n i ] ) — A / ^ c o s i p ) — | 
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Si l'on néglige Ies quantités de Tonlre du carré des forces per-
turbatrices, on pourra , dans Ies coefficients des trois différences 

. „ dv dy rfv 
partieiles — - , -—-, __ , supposer r = n, p = o, q — o; on 

dy dy d O 
pourra de plus faire k = C n ; la formule précédente devient ainsi 

équation identique avec la troisième des formules ( P ) , n° 7, 
livre IV, en observant qu 'on a, aux quant i tés prés que nous négli-

dV dV , 
geons, -— = —- (n° 18, livre IV). 

d <p dg 

Multiplions maintenant Ies équat ions ( a ) , la première p a r a , la 
seconde par b , la troisième p a r e , ajoutons-les entre elles et inté-
grons Ieur somme, répétons ensuite la même opération par rapport 
à a ' , b', c', et par rapport à a " , b", c", en conservant à ces lettres 
la même signification qiTelles ont dans Ie n ° 2 3 , l i v r e i , on t rou-
vera Ies trois équations suivantes : 

A ap -f- B bq + C cr= l, A a ' p + B b' q - r Cc' /• = / " , 

A a"p -+- B b" q -+- C c" r=l", 

dans lesquelles on supposera Ies quantités l, l ' , I" determinei s 
par Ies formules suivantes : 

% = aN-+-£N'-(-cN", 
dt 

= a ' N -4- c ' N " , 
dt 

— = a" N -1- b" N'-+- c"N". 
dt 

Les scconds membres de ces équat ions, d 'après la théorie des 
moments, représententIes moments des forces motrices qui agissent 
sur chacun des éléments du sphéroide , décomposées parallèlement 
aux trois axes fixes qui se croisent à son centre de gravi té , quan-
tités que nous avons désignées par M, M', M", n° 2, livre IV, 011 

aura donc , en substituant pour ces quantités leurs valeurs , même 
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nu moro , 

dl sin / r / V „ r / V \ , ZdV 
— = - r ^ - 1- cos Ô — — cos ip — 
dc sin 0 \dtf d'\) \d0 
di cosip zdy <iy\ . , /r/vN 
— = - — ' h cos 9 — -4- sin ip — 
dt sinO W<p r/ip / \ r /0 , 

équations qiTon peut vérifier d'ailleurs en substi tuant dans Ies 
précédentes p o u r N, N' , N" leurs valeurs , et pour a, b, c, etc. , Ies 
quantités qu'elles représentent , n° 28, liv. I e r . 

Les trois constantes /, / ' , /", dans Ie mouvement de rotation 
d 'un corps solide l ib re , représentent la somme des aires décrites 
dans 1'unité de temps, par chacune des moíécules du corps, multi-
pliées respectivement par leurs masses, et projetées sur Ies trois 
plans des coordonnées rectangulaires relatives à des axes fixes. La 
constante Zi représente la somme des mèmes a i res , rnultipliéespal-
ies masses respectives de chacun des éléments du corps et p ro j e -
tées sur Ie plan principal de pro jec t ion , ou sur Ie plan pour Iequel 
cette somme est un maximum; les constantes /, / ' , l" et A- sont donc 
liées entre elles, conformément à la théorie des projections, par 
1'équation de eondition A2 = I1 -+-1'2 + /"2 ; cette équation subsiste 
encore dans Ie mouvement troublé ; en effet, en la différentiant 
on a 

AdA = Idl + /' dl' + l" dl", 
équation qui se vérifie en substituant pour /, / ' , /" , dl, dl', dl" 

leurs valeurs précédentes. 
Les constantes /, / ', l" déterminent Ia position du plan principal 

de projection. En effet, en désignant par 7 son inclinaison sur un 
jilan fixe quelconque, et p a r a la longitude de son noeud comptée 
sur ce plan d 'une origine arbi traire , on a 

/ Jl' + Í~2 

tang a = —, tang 7 = j, , 

d ' o u , en d i f férent iant , on tire 

/'dl— Idl' , I dA- Adl' 
d -j. = —— — , r/y = ——-
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ou b i e n , en substituant p o u r r / / , dl' et dk leurs valeurs, abs t rac-

tion faite des quantités de 1'ordre du carré des forces per turba-
trices , 

dt 

k sin 
(dJL 
\í/e 

_ cosOdt ídV\ dl ldX\ í 
f y ~ / sin 0 \ r f t p / + k sin 0 \ d ^ J ' ) 

( 5 ) 

équations qui coincident avec Ies cinquiòme et sixième des fo r -
mules ( P ) 1 en observant qu 'en négligeant Ie carré des forces per-
turbat r ices , on a, n° 25 , livre IV, k — Cn, 6 = 7, et 

rfV _ dV dV _ rfV d\ _ d\ 
d-i/ rfa' d 0 dy ' df dg 

Il nous reste à déterminer Ies variations des deux constantes 
l et g, dont l 'une est celle qui accompagne Ie temps t dans Ies for-
mules intégrales du mouvement de rotat ion, et Fautre représente 
la longitude de 1'intersection de 1'équateur du corps avec Ie pian 
principal de project ion, comptée sur ce dernier p l an , à partir de 
son intersection avec Ie plan fixe de projection. 

P o u r Ies déterminer, observons que la constante l étant partout 
jointe au temps t introduit par Ies valeurs des trois angles f, 0, 
on a 

dX _dX df dXd-S, dX d O 
Tu ~Tf TiT + TutfTt+T T1 

. „ . j-rr- d y d V d Y 
cn vertu de cette valeur et de celles des ditlerences — •> - r - t d o d O d -Ji 
données plus h a u t , Ies formules (2 ) , (4) et ( 5 ) deviennent 

t dt /dX\ d _ cosydt/dX\ dt , dX \ 
' k sin y \dy ) ^ k sin 7 \ dg ) ' k sin 7 a J 

Or, par Ies príncipes de la théorie de la variation des constantes 



DU SYSTÈME DU MONDE. 5 5 9 

a i b i t r a i r e s , on a (n° H , l ivre IV) : 

Cette équat ion doit è t re iden t iquement satisfaite lorsqu 'on y 
subst i tue pou r <lli, dl, dl, e tc . , leurs valeurs . En ef fec tuant cette 
subs t i tu t ion , on t rouve 

T [dV\~] d\ 

f , ( l \ \ cosvrfí /rfV\"l rfv - 4 - ^ - 1 - * W + ^ s r W ) J j t = 0 ' 
équat ion qu i ne peu t snbsister i n d é p e n d a m m e n t des valeurs de 
d\ dV 
— et —, a moins qu on n ait separement 
d! dg 

fd\\ , fd\\ cos ',dt/d\\ 

E n j o i g n a n t ces formules à celles qui dé te rminen t les var ia t ions 
des qua t re constantes h, k, a, 7, on r e t rouve iden t iquement les 
six formules ( P ) (n° 7 , l ivre IV) que nous avons dédui tes des f o r -
mules générales de la théorie dc la variation des constantes arbi-

traires. 

NOTE Y l I I (page 21/4). 

Dc la permanence cies pôles à la surface de la Terre et 

de Vinvariabilite de son mouvement de rotation. 

L a p l a c e , dans Ie VIe l ivre de la Mécanique célestc et dans VEx-

position du Système du Monde, se conten te de d i re que toutes les 
recherches qu'i l a faites sur les dép lacement s des pòles à Ia s u r -
face de la T e r r e e t sur les var ia t ions de sa vitesse de ro ta t ion , Iui 
on t p rouvé qu'i ls étaient insensibles; mais cette assertion ne suff i -
sait pas dans une question d ' u n si g rand intérèt , e t u n e démons t r a -
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lion a lgébr ique était nécessaire p o u r inettre liors de dou te 1111 
point si impor tan t du système du monde . M. Poisson en t repr i t Ie 
p remier de trai ter cette ques t ion pa r une analvse r i g o u r e u s e , e t 
celle qu' i l a donnée dans un Mémoire présenté à 1'Académie des 
Sciences en 1809, en t iè rement di í férente de celle que nous avons 
développée dans Ie n0 IG du l ivre IV, méri te d ' é t r e rappelée ici, 
parce qu'el le a 1'avantage d ' ê t r e i ndépendan te de la théorie de la 

variation des constantes arbitraires et de m o n t r e r d i rec tement , par 
la fo rme mème des va leurs finies des d e u x quant i tés p et <7, d'oii 
dépenden t Ies oscillations de 1'axe de rotat ion de la Ter re au tou r 
de son troisième axe p r inc ipa l , que ces oscillations demeure ron t 
t ou jou r s insensibles. 

Reprenons Ies trois équations du mouvement de rotation sous la 
forme que nous Ieur avons donnée n° 2 , livre IV, 

dp ,„ sinii (dV d\\ ZdVx 

dq , cosffdy dv\ idy\ 

dr . , ldy\ 

Faisons, pour abréger, 

ct considérons Ies deux p remiè res des formules p récéden tes , qui 
dev iendron t a ins i : 

Kdp + (C — B) qr dt=: (Ps in ip — P' cos<p) dt, | 

B d q + ( A — C ) p r d t = z ( P c o s ? - f - P ' s i n ? ) r f í . ) 

Nous suppose rons que 1'axe a u t o u r duque l la Ter re tournera i t 
u n i f o r m é m e n t sans 1'action de Ia L u n e et du Solei l , soit Ie plus 
petit des trois axes p r inc ipaux qui se croisent à son centre de gra-
v i t é , c 'est-à-dire 1'axe auquel se r a p p o r t e Ie plus grand nioment 
d ' iner t ie C, comme cela a effect ivement lieu dans Ia na tu re . Les 
oscillations de 1'axe ins tan tané de rota t ion a u t o u r de 1'axe don t il 
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s 'agi t , d é p e n d r o n t des valeurs dc p et q , valeurs que l 'on obtien-
d r a en in tégrant les d e u x équat ions ( a ) . 

P o u r cela, on développera la fonction V en une série de sinus 

ou de cosinus de 1'angle <j> et de ses uiult iples. De ce développement 
il sera facile de conclure ceux des fonct ions P et P ' ; en subs t i tuan t 
ensuite les expressions resultantes dans les seconds m e m b r e s des 
équat ions (a), ces seconds membres se t rouve ron t développés dans 
des séries semblables. Si dans une première app rox ima t ion on né-
glige Ies termes dépendan t s du car ré des forces pe r tu rba t r i c e s , il 
suffira de faire dans les équat ions ( a ) , r = n, <p = nt -H c (n° 13 , 

l ivre IV). Les seconds membres de ces équat ions dev iendron t ainsi 
des séries de sinus et de cosinus de 1'angle nt -V- c ,e I chacun des 
te rmes de ces séries p rodu i ra dans les va leurs de p et de q un 
terme cor respondant que l 'on ob t iendra d e l a maniè re su ivan te . 

Soit H s in (y i - h g ) un terme que lconque du déve loppement de 

P s in(«f 4- c) — P' cos (nt 4- c). 

Représentons pa r I r c o s ( Z i - H g 1 ) I e t e rme co r re spondan t du dé-
veloppement de 

P cos (nt -+- c) -H P ' sin (nt -H c), 

ft désignant la soinme des différents uiult iples de 1'angle nt et des 
moyens mouvement s de la L u n e et du Solei l , in t rodui t s dans Ia 
fonction V par la subst i tu t ion de nt -H c à la place de 1'angle <p, e| 
pa r Ie déplacement des d e u x astres qu i t roub len t Ie m o u v e m e n t 
de rotation de la Ter re . H, H' , / e t g sont des fonct ions des é l é -
ments de leurs o rb i t e s , et des angles O , et c , q u e l 'on p e u t , pa r 
conséquen t , traiter comme des constantes dans cette p remiè re a p -
proximat ion . 

En ne considérant donc que ces t e rmes , et faisant r =-. n dans 
les formules ( a ) , n o u s a u r o n s 

A <lp -H (C — B) qn dt = H sin (ft -H g) dt, 

B dq -H (A — C) pn dt = H' cos (ft -H g) dt, 

ct l 'on satisfera à ces équa t ions cn faisant 

p =. h cos [ f t -H g), q = li s in ( f t - H g - ; , 

IL 3(i 
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ce qui (ionr.e, pour determinei' les deux constantes h et / i , 

— Xfh + (C — B) n l i = H , 

B / / / + ( A — C)»h = H ' , 

d'ou l'on tire 

h _ — B H / + ( C - B ) H ' n 
' ~ A B p — (C — A) ( C — B l n - ' 

/ ' = A H ' / - ( C — A) H/z 
A B / 3 — (C — A) (C — B) 

Il suit de là que les valeurs de p et de q resteront toujours du 
mème ordre que les quantités n et H ' , et par conséquent insen-
sibles, à moins qu 'on ne suppose très-petits les dénominateurs 
des valeurs de h et / / , ce qui ponrrai t donner à ces quantités 
une valeur considérable. IMais pour que cette eondition fút rern-
plie, il faudrai t supposer que la fonction perturbatr ice V ren-
ferme des termes pour Iesquels la valeur de f diffère peu de 

/ ( C - A ) ( C - B ) 
n i / : ? o r n o , , s sommes certain que ce cas na 

jias lieu dans la n a t u r e ; en e f fe t , les inégalités de /? et <7, qui 
correspondent à cette valeur de / , n 'auraient pas une très-longue 
pér iode , et d 'après les données que 1'ona sur Ies valeurs des trois 
moments d ' inert ie A, B , C , on s'est assuré que cette période ne 
serait pas de deux années , mais Ies observations démontrent , 
comme nous 1'avons d i t ( n ° 1 3 , l ivreIV), que pendant cet inter-
valle de temps les pôles terrestres n ' ép rouven t , à la surface du 
globe, aucun déplacement appréciable. 

Une analvse très-simple suffit donc pour démontrer que Ies 
quanti tés p et q ne renferment aucune inégalité que la suite des 
siècles puisse rendre sensible, lorsqu'on n 'a égard qu 'à la pre-
mière puissance des forces perturbatr ices dans Ie calcul de ces va -
leurs. Il est facile d 'é tendre la mème conclusion aux termes dépen-
dants du carré de ces forces et en général à toutes les approxima-
tions successives. En effe t , désignons par p + Sp et q + Sq , ce 
que deviennent les valeurs de p et q IorsqiTon a égard , dans les 
expressions de ces valeurs , aux termes dépendants du carré des 
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forces pe r tu rba t r i ces ; en subs t i tuant p + Sp et (/ + Si/ à Ia place 
d e p et q dans Ies équat ions (a), on t rouve 

Aci. Sp + (C — B) rSq c/t = — Adp — (C — B) rq dt 

H- ( P sin o — P ' cos f ) dt,. ( (6) 

Hd.Sq + (A — C) rSpdt = — Bdq — (A — C ) r p d t i 

- f - ( P cos if -I- P ' sin ij> ) clt. ' 

Comme on doi t négliger ici Ies termes du troisième o r d r e , 011 
p o u r r a faire /• = n dans Ies t e rmes qu i sont multipliés par Sp et 
Sq dans Ies p remiers membres de ces équa t ions ; il s u f f i r a , dans 
Ies termes des seconds membres , qu i sont déjà du p remie r o r d r e , 
de subst i tuer pou r p, q, r, o, 6 et -Ji leurs valeurs données p a r 
Ies approx imat ions précédentes , Ies te rmes du p remie r o r d r e dis-
p a r a í t r o n t alors d ' e u x - m é m e s , e t Ies t e rmes restants ne cont ien-
d ron t p lus que des quant i tés toutes eonnues . Les deux équat ions (b) 
p r e n d r o n t alors cette f o r m e , 

Ad. Sp -+- (C — B)nSqdt — Mclt, 

Bd. Sq -I- (A — C) n Sp dt= M' dt, 

M et M é tan t des fonctions eonnues qu i peuven t se déve lopper en 
séries de si nus et de cosinus des mult iples de 1'angle nt et des 
moyens mouvemen t s du Soleil et de la L u n e , i l est évident q u e 
l 'on dédui ra de ces équat ions p o u r Sp et Sq des express ions de 
m è m e fo rme q u e celles que n o u s avons t rouvées p récédcmment 
p o u r p et q, et que Ie mème résultat aura i t lieu p o u r toutes Ies 
approx imat ions suivantes . Les valeurs des d e u x quant i tés p et q 

n 'acquièrent d o n c , p a r 1 ' intégrat ion, aucun diviseur qu i puisse 
Ies r e n d r e sens ibles , e t elles res te ront t o u j o u r s du m ê m e o r d r e 
que Ies termes qui Ieur co r responden t dans 1'expression des forces 
p e r t u r b a t r i c e s , que lque Ioin que l 'on pousse Ies app rox ima t ions . 

Ce résultat est con fo rme à celui que nous avions t rouvé p a r 
une analyse d i f f é ren te , n ° i 6 , l ivre I V , e t l 'on en c o n c l u t , de 
n o u v e a u , que 1'axe ins tantané de rota t ion coincidera tou jou r s , à 
très-peu p r é s , avec Ie p lus petit des axes p r inc ipaux de la T e r r e , 
et que Ies pôles et 1 'équateur r épondron t dans tous Ics temps aux 
mémes points de sa surface. 
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Quan t à Ia vitesse de r o t a t i o n , M. Poisson dé inont re pa r u n e 
analyse analogue à celle du n° 18", l ivre IV, que 1'action des forces 
pe r tu rba t r i ces n ' in t rodu i t dans son expression aucune inégalité 
qui puisse deven i r sensible pa r la suite des siècles, même Iors-
qu 'on a égard aux quant i tés de 1'ordre du carré de ces forces. 

NOTE IX (page 346). 

Démonstration générale d'un théorème énoncé dans Ie 

n ° 3, Iiv. V. 

L ' i m p o r t a n t e proposi t ion qu i fait 1'objet de ce p a r a g r a p h e , 
peu t se vérilier ana ly t iquement de la manière su ivante . 

Placons 1'origine des coordonnées au point a t t i r é , désignons 
pa r a , b, c Ies coordonnées de ce p o i n t , p a r x, y, z celles de 
1'élément dm r appor tées au cent re de gravité du sphé ro ide , et 
pa r x', y', z' les coordonnées du même élément relatives à la 
nouvelle o r ig ine , on aura en coordonnées polaires 

x' = r cos 6, / ' = ^ s i n S c o s w , z' = r sin 9 sin w, 

e t , pa r su i t e , 

•z = o - I - r cos 9, / = b 4- r sin 9 cosw , z = c + rsinO sinw, 

En non imant p Ia densité de 1'élément dm, on aura d 'a i l leurs , 
n ° 7 , l ivre V, 

A = J*JtJ'p dr dddui sin 6 cos 9, j 

n ^ f f f ^lrdr"1 

w cosw Sin iS, \ (« ) C=JJ^pdrdbdu sin ^sin'9. j 

Ces in tégra les , p o u r ètre é tendues à la masse ent iére du s p h é -
r o i d e , doivent ê t re prises depu i s r = o j u squ ' à la va leur de r 

relative à Ia surface du c o r p s , valeur que nous n o m m e r o n s R, 
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et par r a p p o r t aux angles 9 et «, depuis 9 = 0 j u s q u à 9 = n et 
depuis w = o j u s q u ' à w = 2tt. 

Si maintenant on p r end respect ivement les d i f férences p a r -
tielles des trois quant i tés A, B, C pa r r a p p o r t a u x trois c o o r d o n -
nées a, b, c du point a t t i r é , en observant d ' avo i r égard à Ia 
var ia t ion de la limite R qui contient ces trois quan t i t é s (*) , q u ' o n 
r emarque q u e p é tant supposé expr imé en fonction des trois va -
riables x,y, z, p a r la subs t i tu t ion des valeurs de ces trois quan-
tités, p deviendra fonction de a -V-x', b -+-/, c -f- z', ce qui d o n n e 

do dp d p do ' dp d p 
da dx'' db dy'' dc dz' 

En faisant la somme des résul ta ts , et en n o m m a n t p, Ia va leur de p 
à la sur face , on t rouve ra 

A d B dC _ T T TsinBdBdvdrdp , dp , d p \ \ 
ã - T b - T - J J J r \* dl' df +Z TzJ I 

r r CsmBdBdu ( ,dR í/R , Í/R\ L 

Si Ie sphéroide était h o m o g è n e , la densité p serait constante et 
égale à p2, Ie second m e m b r e de 1'équation précédente se r é d u i -
ra i t , dans ce ca s , à son dern ie r t e r m e , ce qu ' i l est a i s éde vérif ier 
en différent iant p a r r a p p o r t à a, b, c les formules (a) intégrées 
par r appor t à la var iable r, in tégrat ion qu i s 'effectue alors i m m é -
diatement comme on l 'a vu n° 7, l ivre V. 

Cela posé , Ie sphéro ide é tan t supposé composé de couches c o n -
centr iques dont Ia densité var ie d ' u n e couche à une a u t r e , p est 
nécessairement u n e fonction de r, et l 'on a év idemment 

, d d Ci cl P (Ir, 

' T ' - V T = " t r ' 

Soil 
F(x, y, z) = o, 

1'cquation d e l a su r face ; en subs t i tuan t p o u r x, r, z leurs valeurs , 

*) t Uii l.i note III du tome I 
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cet te équa t ion devient 

F ( a -f- R cos0, b -+- R sin 0 cosw, c -+- R sin 0 sin w ) = o. 

En p r e n a n t , dans cette équa t i on , Ies trois différences partielles 
de R, pa r r a p p o r t aux trois quant i tés a, b, c, on en conclut aisé-
ment 

, r / R ,d R , r / R 
x (- r - — -I- z — = — R 

da J db ^ dc 

On a d ' a i l l e u r s , pa r h y p o t h è s e , 

r/V - r/V „ r/V 
A = — — , ' B = • - - - , C = — — , 

da db dc 

e t , pa r c o n s é q u e n t , 

d'Y t d'V d7Y _ dA. r/B dC 
da- dl)2 dc7 dã db dc' 

En subs t i tuant ces valeurs dans la fo rmule ( A ) , elle devient 

d7v d7 v d'\ r r r i dP\ 
TF + HF + -W=J J J s m 6 d9d« [drT) 

sinOr/0rfwp 3 . 

Mais s i l ' on désigne p a r o , la densi té de la couche don t fait p a r t i e 
Ie corps a t t i r é , p2 désignant t o u j o u r s la densité de la s u r f a c e , il 
i l est évident q u ' o n au ra 

J J t Ç SinOdOdu J j J sin O .-/Odup2 

- f f ! 
sin OdOdup,. 

On a d 'a i l leurs 
r r i 

sin9 dOdu = 4~> 

on au ra d o n c , cn dé l in i t ive , 

d7\ d7V r / ' V _ 
dcF ~díF dc7 4 l r P c 

Ce qui vérifie d ' une manière générale ! 'équation ( 2 ) , n" 5, liv. V. 
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NOTE X (page 435). 

Rectificalion d'un passage de la Mécanique analytique 

relatif à la figure d equilibre d'une masse Jluide homo-

gène douêe d'un mouvement de rotation. 

Lagrange , dans la Mécanique analytique (I re Par t ie , sec t ionVII , 
n° 26) a d o n n é à 1'équation de 1'équilibre d ' u n e masse fluide h o -
mogène t o u r n a n t au tou r d ' u n axe f ixe, cette forme : 

2 — ' = cons t . , 
2 A 

ou 2 A est 1'axe de rotat ion q u e l'on p r end p o u r celui des 
coordonnées x, f la force cen t r i fuge à la distance A de 1'axe, 
21 ' in tégralc de toutes Ies forces qu i agissent sur Ie fluide m u l t i -
pliées par 1'élément de Ieur d i rec t ion , et p r o v e n a n t de 1'attraction 
mutucl le de ses part ies . 

« D a n s Ie cas, d i t L a g r a n g e , ou Ie sphéro ide est homogène et sans 
noyau in té r ieur d ' u n e densi té d i f fé ren te , on a t rouvé que Ies 
a t t ract ions sur un point que lconque de la surface, suivant Iestrois 
axes coordonnés x, y, z, sont représentées exactement pa r Ies fo r -
mules 

m Lx , m Mj, m Lz, 

oú m est Ia masse du sphéroide , L, M, N des fonctions des trois 
deni i -axes A, B, C données pa r des intégrales déf inies; d'oíi l 'on 
dédui t p o u r 2 cette expression r igoureuse : 

2 = ^ ( L x 3 -I- M j 1 + N Z2)-

Air3-Hz') 

Ainsi 1'équation de 1'équilibre 2 — ^—- = const . é tant de 

la mème fo rme que 1'équation du sphéro ide , 

• 2 A 
X5 y 3 Z1 

Ã' + B3 + C i ~ ' ' 
on peu t , á cause de la constante a rb i t r a i r e , Ies r endre ident iques 
pa r ces deux condit ions : 

« i M - / A3 H i N - / A3 

m L B3 m h C 
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Iesqiiellcs donnent B = C parce que Ies quantités M et N, étant 
des fonctions semblables de B et C et de C et B, les deux é q u a -
tions (q ) se réduisent ainsi à une seule qui sert à déterminer Ie 
rappor t de A à B. » 

Cette conclusion n'est pas exacte; en elfet, les deux équations (q) 
donnent la suivante : 

f 
M B 3 - N C j = - B = - C ^ , m 

équation qui peut étre salisfaite de deux inanières, comme nous 
1'avons fait voir dans Ie textè, soit en supposant B = C, ce qui est 
Ie cas de 1'ellipso'ide de révolut ion, Ie seul que Lagrange ait consi-
déré , soit en supposant aux intégrales délinies représentées par M 
et N des valeurs particulières qui déterminent les trois axes du 
second ellipsoide qui satisfait à Téquilibre. 

L'équation de Téquilibre d 'une masse fluide homogène, donée 
d 'un mouvement de ro ta t ion , peut donc êtresatisfaite de deux 
inanières, soit par un ellipsoide de révolution comme Tavait dé-
montré Maclaurin, qui a Ie premier résolu Ia question, soit par un 
ellipsoide à trois axes inégaux, mais dont les rappor ts sont fixés 
d'avance par Tétat de la question, ce que les géomètres, à ce qu'il 
parai t , n'avaient point re tnarqué avant que M. Tacobi en eut fait 
1'observation. 
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