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plus simple en faisant disparaitre les différences %i_‘!
dF. d'F,
r.l'u dy’
{‘t_']d._. reprenons I'équation (C), n° 46, en substituant
F;ala place de P;, on aura

» etc., que renferme le second membre. Pour

IF;
rf'l—u"lf—

— P i+ )F;=

dp

o. ()

1l est facile de conclure de cette équation, par la diffé-
rentiation, la suivante :

; W
fl .(I — J- ”,u ; ; ‘ T,_”_.d“_‘f
_-_("?-_ +(f—m+l!l(!+nl’-(]——luj' r.fJ."' R

Si I'on multiplie chacun des termes de cette for-

i»F
mule par e
dp

terme derI'équation résultante, et qu'on observe que
la partie hors du signe [ se réduit d'elle-méme & zéro,
!m‘squ'on y suppose successivement p. =r1etp=—1,
on aura I'équation suivante :

; dnF, d= 4
i et o o) dp. = (i — m—+1) (i +m)

qu’on integre par parties le premier

l,l:‘um I'IP.’"
L LF_ = -11“ﬂl
x f1=p2 = S
dy o

En faisant tour a tour dans cette équation m =1,
m = 2, m = 3, elc., par des substitutions successives,
on trouvera généralement :

_,f-l—_u"_’" i S, ." =={f-—mr=}- 1) (¢ —m4-2). . (i4m I,‘-]",l".,ff\'i. (a)
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Au moyen de cette équation, la formule (s) devient

SIP Y, dpdw =an A A+ Li(i+ 1) (A,A,+ B, B,)
+ (i —1)i(i +1) (i +2) (A, A, +B,B,)} (v)
+ ete. | [FiF,dp.

L'intégrale proposée est donc ramenée 4 une inté-
grale simple relative aux quantités F; et F,, qui sont,
comme on sait, deux fonctions entieres et rationnelles
de p. on de cos§ dont nous avons donné plus haut
l'expression générale.

Cela posé, si 'on suppose d'abord i différent de n,
d’apres le théoréme géncéral démontré précédemment,
on aura

JIP Y, dpdo =o0; (p)
on aura done aussi, dans ce cas,

. I'}I':u fip =0,

Il est facile d'ailleurs de démontrer directement
cette proposition en appliquant a 'équation (#), et a
I'équation semblable qu’on obtient en y changeant
l'indice i en n, 'analyse dont on s'est servi pour dé-
montrer I'équation (p).

Supposons maintenant i égal a n, et voyons ce que
devient, dans ce cas, la fonction [F; F,dp. Sil'on fait
i = n dans I'équation (), on aura

i e 1)

fl';..r.‘ tf.uf

dpi= (1.2.3.,.2¢) JF:Fidp. (a)

Or, d’apres la valeur générale de F;, on a

2 (1.3.5..,2:'—:) ( fod=—1 =T =, —3 ! ) J
Fi= e n'— e it L]

2. 3.0 a2i—1t 2.4.2i—1.2i—3 °

N\

o T A
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d’on1, en différentiant, on tire

d'F o ’
el —1.3. 5. a2l —1.
of !

L'équation (a), en y substituant cette valeur, donne

1.2 . 20
3.5...2i—1
-:(—:rJi )l‘(l——uﬂlfl".l
On a d'ailleurs, entre les limites p =1etp = — 1,

ST ey o

1.3.5. . 2f—1 /2041

On aura donc simplement, quel que soit I3

2
2i 41

J- I“,' |, Ffi'.'. =

En faisant donc i = n dans la formule (v), ce qui ne
suppose pas que les fonctions P, ('I Y; sont égales,
puisque les coefficients AY, A, By, etc., sont arbi-

traires, on aura

:F:

[P Yidpda= 3= Li(i+1)(A A, +B,B))

s u-' '.'
4 (i =1)i(i 1) (i +2) (A Ay + B, BY)
+eteils

Substituons maintenant dans cetté® formule a la

place de Ay, Ay, By, etc., les valeurs que ces lettres re-
présentent; d’aprés l‘l-x]:rvsmnn géne ‘srale de P;n® A7,

en désignant par F) ce que devient F; quand on y

T S0 O R
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change p. en p, il est aisé de s'assurer qu'on aura

: aF,
A= cosn' sinf -+,
r|r—l-l' (F_rﬂ.
* dF,
— —  sinw'sing’ ,-*
ll: —+ IJ ‘EP'
& : d'F,
= ——— 0082 W SNty =L,
[ —Td.di1.i+2 dps
:l d‘-l‘“
Bl ——— sin2 w'sin?f’ T ?
i—l.i.i41.i42 g

— __ cosnw'sin"§' "
d+a—1.i+n ;

- — cosnw’ sin
!-J—.'f-—].t-l- e G

5 par suite,

_."I" (el dw — —',i—: {’L F -+|’\ cosw +B' 3u1m)51n0 r_l_
2i={-1 o p'

d*F

~+ (A cos2w' 4+ B sin2w’) sin”;"—{-—,,—
T

1)
-+ ele. i

Or, la quantité renfermée entre les parenthéses n’'est
autre chose que le développement de la fonction que
nous avous désignée par Y; dans laquelle on change-
rait simplement § et » en & et w’; en désignant done
par Y: cette nouvelle fonction, on aura générale-
ment .

. - gt S
SR Y dpde = P )
les limites des intégrales étant les mémes que précé-
demment.
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C'est le second théoreme qu'il s’agissait de démon-
trer; cette nouvelle propriété dont jouissent les fone-
tions du genre de celles que nous avons désignées par
Y;, Z,, est comme la premiere, d'une grande impor-
tance pour I'usage qu’on fait de ces quantités dans la
théorie des attractions des sphéroides, mais elle est
plus restreinte que celle-ci, parce que dans la for-
mule (p) on peut supposer aux fonctions Y; et Z,
toute la généralité dont elles sont susceptibles, tandis
qu’ici nous supposons a 'une d’elles la forme parti-
culiere des fonctionis que nous avons désignées par P,.

Si dans I'équation (p’) on suppose Y; =P;, et qu'on
observe que lorsqu'on change w et § en w’ et §° dans
la fonction p = cosf cos% + sinf sinf’ cos(w — w')
qui entre dans P;, on a p'= 1, et, par suite, P;=1,
il est clair qu'on aura Y,= 1, et I'équation (p’) de-
viendra

JIP: Pidpde = 2ji+l-

Les fonctions F,, F,,. .., F; sont comprises dans la
fonction P; comme cas particuliers ; leurs valeurs doi-
vent donc satisfaire a I'équation précédente, et en effet
si I'on substitue F; 4 la place de P; et qu'on obserye
que cette fonction étant indépendante de o' 'inté-
gration relative 4 cette variable s’opére d'elle-méme
et donne, entre les limites w=o0 et w=2r, I'équation
J[E¥Fidnde = an [F,F;dp., on trouve

SEFdp = &'T-i-;'. ;
formule remarquable 4 laquelle nous sommes déja
parvenus précédemment par un calcul direct.
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19. Lesformules des n® 16, 17 et 18 s'appliquent
i des sphéroides quelconques; nous allons considérer
maintenant en particulier les sphéroides trés-peu dif-
férents de la sphére, et déterminer les fonctions v,
V,, elc., ¢y, ¢,, etc., relativement a ces sphéroides.
Supposons que le sphéroide differe tres-peun de la
sphére dont le rayon est a; soit i’ le rayon mené de
Forigine des r a la surface du sphéroide; on aura
r'=a(1+ ay'), « étant un trés-petit coefficient
constant dont on peut négliger le carré et les puis-
sances supérieures, et ' une fonction de sinus et co-
sinus de 6’ et &', qui détermine la position du rayon
et qui dépend de la nature dn sphéroitlv. On a gé-
néralement pour un point extérieur

V= = [fPr 2 dy' dw'.

i+ 3

En substituant dans cette formule pour r’ sa valeur
précédente et négligeant les quantités de 'ordre o,
O1 aura

(i.lr.'l

Vi= 3 [fPidp' de + a P aff Py dp de'.

On a d'ailleurs généralement, par ee qui a été démon-
tré n° 18, 7 étant différent de zéro,
JfPidp dw' = o;
on aura done simplement
vi=a o [P, ydp'de

Lorsque i =0, on a, n° 47, Py=1, et lintégrale
relative & w' devant étre prise depnis o’ = o jusqu’a
w' = am, celle quise rapporte a p’, depuis "= 1 jus-
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quap’ = — 1, on trouve

fra
e B
d’oul'on voit que, dans I'expression de V, la quantité

. » gEa’ s
Vv, sera égale a éT ou au volume de la sphere dont le

rayon est a, plus & une tres-petite quantité de 'ordre
2, et toutes les autres quantités v,, v,, ete., seront
tres-petites du méme ordre.

Supposons généralement

JIP: y dp'de ="U;,

§ra
p =EiEhy
On aura done, pour l'expression de V relative i un
point extériCur,

v

+ataffydp dw,

on aura

v +atel,, v9=a4a*a0,.

wa SR ’ :
v-_-‘—'--—'-—-'-—:* '_-'n+IJ|-E+U1>£’7_—+... . Lﬂ'_]
3r r r "
Considérons maintenant 'attraction du sphéroide
sur les points intérieurs. On a généralement, dans ce

f f f Ll 2 o

Supposons que V représente 'attraction de la couche
dont le rayon de la surface extérieure est R, et dont la
surface intérieure est celle de la sphére du rayon a, en
sorte que R’ — a est I'épaisseur de cette couche. En in-
tégrant dans ces limites la valeur précédente, on aura

£ I Py’ dw'
= — F."_—_)_'f‘[l =

en observant que 'on a, par ce qui précede,

cas,

_f:p"[’,-tflf.l.'dm' = 0.
1. al)
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Si I'on snbstitue dans cette expression a (1 + o)’
i la place de R’, et qu’on rejette les termes qui s'éva-
nounissent par l'intégration, ainsi que ceux qui sont
du second ordre, par rapport a z, la valeur de ¢; de-
viendra

-

o= —-[[P; y'dp do' = a® a-$ Uss

on aura donc
Wig c-t(Ll + U 2+ U, +)

Telle est 'expression de I'attraction de la couche dont
I'épaisseur est azy’ sur le point attiré; en y joignant
la valeur de V relative & I'action de la sphére dont
le rayon est a sur le méme point, on aura 'attrac-
tion entiére qu'exerce sur lui le sphéroide. Or le
point attiré est, par hypothese, situé¢ dans l'intérieur
de la sphere et & une distance r de son centre; on aura

done, n® 5,
axre

V=ana*— 3!

et en réunissant les denx parties de V, on aura gé-
néralement, relativement aux points intérieurs au
sphéroide,

V::?,-:.-n*—-?!—;—i—}-d:([h-i'u + U, -+ )I:!'l}

Les formules (a)et (b) renferment toute la théorie
des attractions des sphéroides homogenes tres-pet
différents de la sphére. En différentiant la premiére
par rapport 4 r, on aura

G B

Clest l'attraction qu’exerce suivant le rayon r le
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sphéroide sur un point extérieur. Le premier terme
de celte valeur exprime, comme on voit, I'attraction
de la sphére dont le rayon est a; les termes suivants
sont de l'ordre &. Les deux autres composantes de
I'attraction du sphéroide seraient du méme ordre,
en sorte qu’aux quantités pres de l'ordre du carré de
2, I'action totale du corps sur le¢ point attiré est re-

présentee par — i
. dr &

Si le point attiré était a la surface méme du sphé-
roide, on aurait r=a (1 + «y), en désignant par y
ce que devient 3’ quand on y change p' et o' en p
et w. On aura donc alors, en negligeant les quantités

de 'ordre 2?,

fra’

V=32 (1= ar) +a’a (Ut Ut-Usten)) ) ;

S s (e)
— (F” :41:“ (r—zay)daz (U420, +3U,+...). ‘
 dr 3 ; . ]

90. Ce cas mérile une attention li:ll'li{:uliére, parce
qu'il existe, pour les points placés a la surface des
sphéroides peu diftérents de la sphere, une relation
importante entre la fonction V et sa différentielle, qui
peut souvent faciliter la recherche de leurs attrac-
tions. Pour démontrer cette propriéte, reprenons I'ex-
pression générale de V:

" e’y de!

Visa ’ 7 A R sl B L RIS

JNP—arr a1 —p Vi = cos(w — o) |+ A

Supposons que le sphéroide soit trés-peu différent
de la spheére dont le rayon est a, ot qui est décrite
du méme centre; soit 1'=a (1-+ 2y’) le ravon men¢ j

20,
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la surface du sphéroide, « étant une tres-petite quan-
tité dont on néglige le carré et les puissances su-
périeures. 1l est clair que l'on pourra regarder la

fonction V comme composée de deux parties : I'une

4*‘

relative & la sphére du rayon a, et qui est égale a =~

I"autre relative a l'exces du sphéroide sur la Sphf_'l't'.,
et que nous désignerons par #. On aura donc ainsi

wa
V:? + u;

et I'action qu'exerce le sphéroide sur le point attiré,

ri.r::‘ du
n"r = 3r dr
Si I'on multiplie par 27 cette seconde équation, et
¢n'on la retranche de la premiere, on aura

SeTa

av a
VA ar- =—ir—+n—.—23 o(tf‘-
dr 3r dr

Maintenant soit dm’ une des molécules de 'exces
du sphéroide sur la sphere, et f sa distance au point

attiré ; on aura
1

d.~
dm’ i I
e — - ¥ —_— dm'.—=;
1 f et 0
on aura donc
]
e, —
du 1 e :
H—{‘"?.Fr-!,:-—- ?—:—21.:: .t’l’-‘!l.

Si le point attiré est a la surface du sphéroide, on a
r=a(1+ ay), en désignant par y ce que devient "
lorsque ' et w’ deviennent g et w; mais comme u
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et -~ sont de I'ordre 2, et que nous négligeons les
quantités de I'ordre ¢, il suffira de faire r = a dans
I'équation précédente; on aura done a la surface du
sphéroide

" : d. .

i

U+ 2d.— = 4 ar.—= | .dm.

elr Vi dr

Or, on a généralement f= Ja* — aary + r*, en
désignant par y le cosinus de I'angle que forme le
rayon r’ avec la droite mence du centre du sphéroide
au point atliré, ou, ce qui revient au méme, en faisant

g =pE 4+ 1= pVi— p?eos(w — w).

De la on peut conclure aisément, par la différentia-

tion,
]
d. -
’-1 S f':

|
= 2P = = ——

Fi " dr J

En observant donc que dm’ désignant 'un des éle-
ments de l'exces du sphéroide sur la sphere, on a

din'= z r'*dp'de’ = a*ay'dy dw', on aura

u-t—nrt-—'—aaff -——rr';;‘rn":.dm.{e)

La quantité renfermée sous le signe intégral devient

@ =

nulle lorsque 'on suppose r = a, c'est-a-dire quand
le point attiré est a la surface du sphéroide, 4 moius
cependant que f ne se réduise en méme temps a zéro.
Or fest nul lorsqu’'on y suppose a la fois y=1 et
r= a, 'intégrale précédente devant étre prise entre
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les limites y = 1 et 3 = — 1; il est donc nécessaire
de savoir ce qu'elle devient dans le premier cas. Si
les intégrations ¢taient effectuées, le facteur commun
au numérateur et au dénominateur de la fonction
r[r’—ﬁ’j)"n'}ufm'

v F i

suite d’avoir sa vraie valeur correspondante a I'hy-
pothése de r = a; mais comme la forme de la fonc-
tion y” est généralement inconnue, il faut y parvenir
indépendamment de cette intégration. Voici pour
cela un procédé trés-simple. Supposons en général
Y =J(p, »); il est clair que le second membre
de I'équation (e) devient nul, lorsque r=a, pour
toutes les valeurs de p’ et de o' qui different sensi-
blement de jx et de w. 8i I'on fait done p' = p+ A,
et w'=w <+ A, et qu'on substitue ces valeurs dans

disparaitrait, et il serait facile en-

Iéquation (e), on pourra y regarder % et k comme
des quantités infiniment pelites. Cela posé, on aura
généralement

=/ (p, 0)+ ¢,

-

en représentant par { une trés-pelite quantité du
mcme ordre que & et k. Si I'on substitue cette valeur
dans I'équation (e), et qu'on néglige la partie dépen-
dant de &, qui sera toujours infiniment petite relati-
vement i la premiere, en observant que y = f (g, o),
puisque y est ce qui devient »’ lorsqu'on y change
petw’ en pu et w, on aura

BB o g T 3 du' do'
u+aa = =auay(rr—a?) L

Pour faciliter intégration, prenons pour origine
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de I'angle que nous avons désigné par g, le rayon r,
ce qui donne p. =1, y | — pf=o0. On aura simple-
ment alors [*= a® — aarp’ + r%, et én intégrant par
rapport a ', depuis o' = o jusqu’a o' = 27,

r ;."‘-;’:f:-f —— * dp'
§ G (i

On a d'ailleurs
dy' i df

—_—

_,:_"3 g ar f*

(.flu’ dg 1 1
1 e Tar  f
Cette intégrale devant étre prise depuis p'= —1

jusqu'a p'= +1, ce qui donne f=r+aet f=r—a,
on aura, pour sa valeur complete,

i I 2

Er{r+ a) = m'-{_r —a) ', 58 rF_— a’)

par conséquent
el .i-;:si-"z_r
U+20——= — =

dr r

Si 'on suppose maintenant r = a dans cette équa-

lion, on trouve
el 3
U+ 2a-— =—4ratay. (g)
dr | Y- \8)

L’équation (d), en y substituanta (1+ @) ) ala place
de r, el en observant qu'aux quantites pres de l'ordre
dV fi'.'rﬂ

o A —— = —— .}
, ona— 3 » donne

du

st
= = o -+ 4ratey - u + 20 5
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On aura donc, en vertu de Péquation (g), aux quan-
tités pres de 'ordre o2,

1V §ra
\’—f-aa(f—!; = —--'Tﬂ-- (/)

Cette équation, extrémement remarquable, s'étend
a tous les sphéroides peu différents de la sphere. Elle

. - , : 4
fait voir que dans la fonction V + 24 }Ftoutes les

quantités de I'ordre  disparaissent, en sorte que cette
fonction est la méme par rapport & la sphére et au
sphéroide qui en différe trés-peu, quelle que soit
d’ailleurs la position du point attiré A la surface de ces
deux corps. Cette équation a d’abord été trouvée par
Laplace ; mais la démonstration qu'il en donne dans
le second volume de la Mécanique céleste, et qu'il a
reproduite ensuite dans le cinquiéme, a été I'objet
d'une controverse fort vive, qui a fait méme révo-
quer en doute par plusieurs géoméltres la généralité
du théoréme qui en résulte. Il me semble que la dé-

monstration qui précéde est a I'abri de toute objec-
tion sérieuse (*).

. 3 ‘Al
21. les expressions de V et — ‘-&: que nous avons

trouvées, n® 19, relativement aux points placés i la
surface d’un sphéroide tres-peu différent de la spheére,
doivent satisfaire a I'équation (k). En effet, si I'on

(*) Poir, sur ce sujet, Lagrange, Journal de I'Ecole Poly-
techknique , tome VIII; M. Ivory, Transactions plilosophiques
tome CII; M. Poisson, Connaissance des Temps pour :b‘ii’. « sE32,
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. . ' < n sl o
substitue dans cette équation pourV et - leurs va-
leurs (¢), n® 19, on trouvera

fry=Ue+3U,+5U,...+ (2 4+1)U;i+....

La fonction y peut donc toujours se développer

dans une série de cette forme,
r=Y,+ Y, + Y.+ Y;+...,

les quantités Y,, Y,, etc., étant des fonctions ra-
-tionnelles de p, y1— p*.cosw, \;‘qi. sin e, qui sa-
tisfont & I'équation aux diftérences partielles (C).
Cette réduction est indépendante de la forme de la
fonction y, et doit étre considérée comme une pro-
priété résultante des attractions des sphéroides peu
différents de la sphere.

Si 'on compare les deux valeurs précédentes de y,
en observant qu'on a, n® 19, U; =[Py’ dp'dw’, on
trouvera généralement

[Py dpde = =~ (I)

On a d'ailleurs, en représentant par Y, Y, etc., ee
que deviennent les quantités Y,, Y, etc., lorsqu’on y
L'liililgl? et wen JL.!.' et o',

g = Ju'%‘\'i"l"‘llf.'*"_i_\" B3k s

en observant done qu’on a généralement, parle n® 16,
“ [P Y, dp dw' = o,

n étant un nombre différent de i, I'équation (/) don-
nera simplement, les intégrales étant prises dans les




jro THEORIE ANALYTIQUE

mémes limites que précédemment,
4 r
n - 7 e 4 ‘N‘.
JIP: Y, dp do' = VB ki (m)

¢quation qui est toujours satisfaite, quel que soit i, en
vertu du théoréme généralement démontré n° 18.

La propriété remarquable, dont jouissent les fonc-
tions de la nature de la fonction Y;, et qui se trouve
¢noncée dans I'équation (m), pourrait se déduire,
comme on voit, de la condition que doit remplir la
fonction V relative aux attractions des sphéroides peu
différents de la sphere, de satisfaire a I'équation (k),
n°® 20. Mais comme elle est d'une grande importance
dans la théorie de la figure des corps célestes, nous
avons cru devoir en donner, n° 18, une démonstra-
tion directe, purement analytique et entierement in-
dépendante de toute considération relative aux pro-
priétés attractives des sphéroides,

La premiére conséquence qui résulte de I'équa-
tion (m), c'est que la fonction » ne peut admettre
qu'unseul développementdelaforme Y, +Y,+Y,+....
En effet, supposons que y puisse s'exprimer par les
deux séries suivantes :

F=Yo+ X, +Y+.0y
¥ = Zf,u+ Z, —}—Zi—]-...;

si 'on y substitue ' et o' a la place de p et o, et
qu'on multiplie par P; ces deux séries, on aura géne-
ralement

= fif TPy dpde = Y= 2




V= ’i;’:_” i Jiarf‘-z .(LY.,-i' ;—'r Y+ Eu: B o = il)_; o L \) )
5 :'”f._:‘);-%‘-’:: . 'i¥ 5 (Y' % X, 'g% S CRT o ill‘:f__:_lli:l—l;i;.- Yi+... l| .
On aura de méme, pour les points intérieurs,
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d'ou il suit que les deux développements précédents
sont identiques.

On peut conclure généralement de I'équation (m)
que dorsque le développement de y en série de cette
forme Y,+ Y=+ Y, ..., sera connu, on aura,
immédiatement et sans intégration, les quantités U,

- g g dV
U,, Us, etc., n° 19, et les valeurs de Vetde — 7~ de-

viendront, pour les points extérieurs,

Quand le point est situé a la surface du sphéroide,
ces deux derniéres formules doivent étre identiques
avec les premieres; et en effet, si I'on y suppose
r=a(1+ ay), et qu'on observe que I'on a, par hy-
pothese,

¥ = Yehi X, +Xgesirt Xitoony

on trouvera

; dV fra’
V+aa F — 3

équation qui doit exister, comme nous Pavons dé-
montré, pour tous les points de Ia surlace.

(p)
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Les formules (n), (p) sont dues a Laplace; elles
offrent, sous une forme trés-simple, les expressions
les plus générales des attractions des sphéroides peu
différents de la sphére. On peut les simplifier encore
par les considérations suivantes.

Soit M la masse du sphéroide que nous suppose-
rons homogéne ; on aura

M=[r*dr'dp do' =% [r*dp dv;
ou bien, en mettant pour r’ sa valeur a (1 4 ay’),

’
M= i—*—’;ﬁ +atefy'dpde.
Si, & la place de »', on substitue son développement
Y, 4+ Y, +..., dans cette expression, en remarquant
qu'on a généralement par le n° I8, (Y, dp' dw’ = o,
i étant différent de zéro, et que l'on a, en vertu de la
formule (m), pour le cas o1 i = o,

JY dp'de'= §nY,,
on trouvera

M= 4;“- + 4raaY,.

En prenant done, pour la valeur de a, le rayon de la
sphére égale en solidité au sphéroide, on aura Y,= o,
et le terme Y, disparaitra de la valeur de ¥, ainsi que
ceux qui en dépendent dans les formules (r) et (p).
On a généralement, en vertu de la formule (1),
2i4-1

Ye’ — _.i-r:-—- 2 -rj 1)"]—!{',"}: duw'.

Si I'on suppose i =1 dans cette équation, et qu'on
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substitue a la place de y' son développement, on aura
r 3 o ¢ P
\-l — H’;'ﬁrl]i\:dp' ﬂ'&) ’

D'aprés la valeur générale de P;, il est aisé de voir
qu’on aura, dans le cas dei=1,
P,=hy'+ I 1 —psina'+ A Vi — ' cosw,

h, i, k" étant des coustantes. On aura done

T 1, il _—
Y, = z-—ﬂ-‘jf_y’ r.:'n’lu' do’ 4+ -BF:- '__,‘J"_)" 'v,r: — _'J.".Slnm’{fp.rffmi

L —_
-+ 7,—+ I p'?. cose’ dp' dw',
g= -

Si I'on désigne par dm I'un des éléments de I'exces
du sphéroide sur la sphére, on aura
dn=aa.[[y dp dw';
on peut_dong écrire ainsi la valeur de Y,,
HJ' ap' dm ~+ W Ja \-IT-TF;G. sinw'.dm + 0’ [a \f.l_—_-'p-'_’ cosw’ .dm ,

1, ', TI” étant trois quantités constantes.

Si 'on désigne par &/, ', z' les trois coordonnées
rectangulaires de la molécule dm, on aura, aux quan-
tités prés de I'ordre a,

2= ap; e \fi-— ik sinw’, 3'=a \,-", — ' cosw’.
Si, de plus, on suppose l'origine des coordonnées au
centre de gravité du sphéroide, on a

fx'dm=o0, [y'dm=o, J2'dm = o.

On aura done, dans ce cas, Y, = o. Le lerme deé-
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pendant de Y, disparaitra par conséquent dans le
développement de y et dans les formules (1) et (p),
en prenant pour origine des coordonnées le centre de
gravité du sphéroide. Ce résultat d’ailleurs peut aisé-
ment s’é¢tendre, comme nous le verrons, i toute espéce
de sphéroides.

22. Concevons maintenant le point attiré situé dans
I'intérienr d'une couche i trés-peu preés sphérique;
placons l'origine des coordonnées au centre, et sup-
posons que le rayon de la surface intérieure soit

a4+ ac.(Yy+ Yo+ Y,4...),

et que le rayon de la surface extérieure soit de la
forme
a+ade(Y,+Y,+ Y,+...)

]

Si 'on désigne par AV 'attraction de la couche, il est
clair qu'on aura la valeur de AV, en retranchant la
valeur de V relative au premier sphéroide, de la va-
leur de V relative au second ; on trouvera ainsi

&ins ?
AV=ax(a"— )+ fr= el T, +r—+['\:'-—Y.'}
| -3 5 b
"{.f'_"."!.-_ﬂ)_;., s 1=
7 n' O S

Sil'on veut que le point placé dans I'intérieur de la
couche soit également attiré de toutes parts, il faut
que AV se réduise &4 une fonction indépendante des
variables r, G et , puisque les différences partielles
de AV, prises par rapport a ces guantités, expriment
les attractions de la couche sur le point attiré. Cette
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condition donne Y', = o, et généralement

'l: - (,:.-_"\rt: ‘l.h

\va )
équation qui détermine le rayon de la surface exié-
rieure lorsque celui de la surface intérieure est donné.
Si la surface intérieure est elliptique, on a
Y,=o0, Y,=o,etc,
et par conséquent

Y,=0, YX;=0;

les rayons des surfaces intérieure el extérieure de la
couche sont donc

a(1+aY,), a(1+a¥Y,);

d’ott 'on voit que ces surfaces appartiennent a denx
cllipsoides semblables et semblablement placés, ce
(qui s’accorde avec le résultat trouvé n° 8.

Supposons le rayon de la surface intérieure de la
forme a (1= @), et le rayon de la surface extérieure
de la forme a(1+ &y +2z2), 3 étant une fonction de p.
etde o qu’on pourra développer en une seérie-de cette
forme :

z=Zo+ & F Ly+....

On aura, par les formules (#) et (p), relativement
aux points intérieurs et extérieurs,

dra‘e |, g av. . \
AV: ‘;" '(dn—l—g—r‘i{.—'—q—r!ld&g“{—..‘]v

AV = fnma’a. [-.Z" e 3{.{:' o Loyl :—‘ L.+ )
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En différentiant, on aura pour les attractions qu’exerce
la couche sur les points extérieurs et intérieurs, sui-

vant le rayon r,

d.aV __ fra‘a (Z L Z, + 3a* 2 »}

Tk B elr e 3r 5r :
d. &'V ral h
ai 3_‘.:'1"”'2_‘.( L+ sy )
dr r

Si I'on suppose donc le point a la surface, qu'on fasse
r= a dans ces formules et qu’on les compare ensuite,
on aura

d A"V d.aAV e .
— — —fraz B+ L +2:4... )= frmaz:
dr tr

D'oti 'on voit que si deux points sont situés sur le
méme rayon, I'un a la surface extérieure, I'autre a la
surface intérieure du sphéroide, la différence de 1'ac-
tion de la couche sur les deux points sera proportion-
nelle i son épaisseur, et la méme que si la couche était

ﬁphérique.

25. Considérons présentement un sphéroide heété .
rogene peu différent de la sphére, et composé de cou-
£hes homogénes dont la figure et la densité varient
suivant une loi quelconque. Soit a(1+- ay) le rayon
d'une de ces couches; si 'on développe y en série
Yo+ Y, + Y, + etc., les quantités Y,, Y,, Y,, etc.,
seront des fonctions de a variables d'une couche a
une autre; et en différentiant par rapport i a la pre-
miére des équations (n), on aura pour la valeur de
V relative a la couche dont I'épaisseur est da -+ ad.ay,
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et dont nous représenterons par g la densité,

. = I

Si I'on regarde, dans cette différenlielle, £ comme une
fonction de a, et qu'on intégre relativement a cette
variable, on aura pour la valeurde V qui se rapporte
au sphéroide entier,

V=g _J'P_,LRI_F 4{“’ ._,l"__»,.d.(al. . ';r* Y +.. )

Les intégrales devront étre étendues depuis a = o jus-
qu'a a = a', en nommant ' la valeur de @ correspon-
dante 4 la surface.

Pour avoir I'attraction du sphéroide hétérogéne sur
un point intérieur faisant partie de la couche dont le
rayon est a (1+ ay), on emploiera la premiere des
formules (n) depuis @ = o jusqu’a la valeur dea répon-
dant 4 cette couche, et la premiere des formules (p),
depuis cette valeur de a jusqu'a a = a', cette derniére
valeur se rapportant a la surface. Si, aprés avoir diffé-
rentié ces équations par rapport a a, on les multiplie
ensuite par p, et qu'un intégre leur somme, on aura

L :
-‘—3 :+3_‘1|+ Y+ )

B 2‘-‘!._}‘.9.({([1 +- ..'i r.z._'f.n.rr'.(ﬂ“ Y.+ i; Y.+ .'r' Y :4—,,_) :
H

Cette valeur représente P'attraction du sphéroide heé-

térogene sur les points intérieurs. Les deux premiéres

intégrales devront étre prises depuis a = o jusquli

a = a, et les deux derniéres depuis @ = « jusqu’i
II.

T,
s |




4 18
a =a'. 1l faudra en outre, aprés les intégrations,
substituer @ au lien de r, dans les termes multipliés

THEORIE ANALYTIQUE

I—ay - 1 -
par a, et —— au lieu de = dans les termes qui sont

mdépendants de a.

24. Nous avons supposé jusqu’ici 'aplatissement du
sphéroide, ou le coefficient « qui en dépend, assez
petit pour qu'on pat négliger les puissances de cette
(uantité supérieures a la premiere; mais, pour donner
plus de généralité aux formules précédentes, il con-
vient de les ¢tendre au cas ot I'on a égard aux termes
dépendants du carré et des puissances supérieures de
I'aplatissement du sphéroide que I'on considére et qui
sera toujours supposé peu différent de la spheére.

Supposons d'abord qu'il s’agisse d'un sphéroide
homogene, dont la densité sera représentée par I'u-
nité. On aura généralement dans ce cas, n° 16, pour
les points extérieurs,

Vi +3 fIP e dp' do,

et pour les points situés dans I'intérieur du sphéroide,

Pdy’ th.-
\Tr': N f_z --TFI‘-,

Soit, comme dans le n° 19, r'=a(1+4oy')le rayon
mené de origine des coordonnées, que nous place-
rons au centre de gravité du sphéroide, & un point
quelconque de lasurface, 2 étant une fraction tres-
petite, constante et positive, " une fonction donnée
des angles §' et &’ qui fixent la direction du rayon #'.
Si 'on substitue ces valeurs dans les formules pre-
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cédentes, et qu'on développe les expressions résul-
tantes en séries ordonnées par rapport aux puissances
de «, en rejetant les termes qui s'annulent d'eux-
mémes par l'intégration en vertu des propriétés de la
fonction P;, on aura

vi=at [ Pidp dor (1_1"-0— L a?y' 4 e il o ?’”+...] s
. 2 2.3 ?

fi == 1 o ——— o S -

v ”‘_,JJ' (L _.J.J' s i e =3 a'y

Désignons par y ce que devient ¥ quand on y met
§ et wa la place de &' et o', c'est-i-dire la valeur de
Y aT'endroit on le rayon r traverse la surface du sphé-
roide, nous avons vu, n° 21, que la fonction que y
représente, peut toujours se développer en série de la
forme
=Y.+ Y, + Y +....

Supposons les puissances successives 32, y*, etc., de
7, développées de la méme maniére, en sorte qu’on
ait généralement

g e e Y Y
En substituant ces valeurs dans les deux expres-

sions de v;, et observant que, d'aprés les propriétés
connues des fonctions P; et Y;, ona généralement

=Y
sl L} .
fl iy dau' do’ = 'J,l"—{r-ll‘
'3 rl1)
M -'}1'-"1
), 92 ‘ e ——en
JPiy*dp duw'= eyl
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on trouvera

fma™ 4+ 2 ¢ P 2.0 41 = _
- (,Y,.+fo=f;.~+Li_'1¢-f;--+...),

T aT ey 2.3
wal i—1 ( i—1.d
J: i Y _—— 'YI. \ '1 1’1. « b
¥, At (:: i s a' I —+ 25 « X, -+ )!

i étant un nombre entier quelconque  différent de
zéro. Pour le cas particulier de i = o, on trouvera

n° 19,

+{ra (ﬂ\'»—% m’\'j”+éz“i'j"+ ..).

(zY.'F -__;a"‘i':" ) .

axr
3

En substituant ces valeurs dans I'expression de la
fonetion V, n° 16, on aura donc généralement,

, fxat  4ra 1 +2 al
i 3r -+ r I;"2:7-:-+-| ri i 22e+| r'
L ' L 1 1
& 42041 af Y.'ﬂ-i----]!

Fadazigr 1
K.t a? i—1 rf
Ezﬂf—l—l at Y"__:; 22: 1 r."
« F—1.ir ¥
5.3 2_32 20 41 at ‘
le signe X, dans ces deux séries, devant étre étendu
a toutes les valeurs entieres de i depuis i = o jusqu’a
{ = o ; la premiére s’applique aux points attirés ex-
térieurs au sphéroide, et la seconde aux points situés
dans l'intérieur.

La premiére des formules précédentes peut subir
une importante .-;impliﬁca!inn. lorsqu’on prend pour

V=2=x ﬁ‘—%ﬁ-‘iwa’
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la quantité a le rayon de la sphére égale en solidité
au sphéroide, et qu'on place l'origine des coordon-
nées au centre de gravité ; voyons ce que deviennent,
dans ce cas général, les équations de condition Y, =0
et Y, = o, trouvées n® 21, en n'ayant ega:d qu'a la
premiére puissance de a.

En faisant i = o, dans I'expression générale de v;
relative aux points extérieurs, on a

=[[fr*dr'dp dw'. .

Le second membre de cette équation représente le
volume entier du sphéroide, les intégrales étant prises
depuis§’'=oetw'=o, jusqu'a ¢ =z et w'= an. En
intégrant par rapport a r’ et en substituant a la place
de 1”® sa valeur a@® (1+ 27')*, on aura done, d'apres ce
que mprésenle la quantité a,

3 & ¥ xa}
—"z ffa+ay pdpde = i o
Si, apres avoir développé cette équation, on substitue
pour ¥, 3'* et 3'* leurs valeurs en séries, quon in-
tegre ensuite entre les limites précédentes en ayant
égard a I'équation (m), n® 21, on trouvera

LY

Yo+ a Y+ 302 Y=o, ()

Désignons par &', ', z' les trois coordonnées rec-
tangulaires de la molécule dm, rapportées au centre
de gravité du sphéroide, on aura par les propriétés
de ce centre,

fx'dm =0, [y'dn=o, [dn=o.
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Ces équations, en substituant pour &/, ', 2' et dm
leurs valeurs n® 4, donnent les trois suivantes :

Jfi1+ ay' P u'dpde’ = o,
SO+ ay) Vi ——p *cosw' dp' dw' = o,
Jf+er')yi-— p.” sinw'dy’ dw' = o.

Si, apres avoir développé les premiers membres de
ces eqlmnons on substitue poury’, 3%, ¥ et y"* leurs
valeurs en séries, en observant que les trois quantités
P!y VT — % cosw’, et {T— [ sinw’ penvent étre consi-
dérées comme des valeurs particuliéres de la fonction
P,, dont I'expression générale est, n® 21,

hp! 4k J1— p? sine’ 4+ A 1 — p'? cosw’,

hy, i et i’ étant des coefficients constants, on trou-
vera que tous les termes dans lesquels entrent les
fonctions Y/, Y'Y, Y™, etc., avec un indice différent
de 1, disparaissent en vertu de I'équation (p), n° 18,
et qu'en effectuant les intégrations relatives & p' et o'
dans les limites ordinaires, ces trois équations, en
vertu de I'équation (p'), se réduisent 4 la suivante :

oy 3 ) ) 1) o)

Y,+ ;a\_' +aY '+-aY " "=o0. (5)

4
Les deux équations (r) et (s) établissent les rela-
tions qui doivent exister entre les quantités Y,, Y,,
Y7, Y, ete., de maniére a satisfaire aux conditions

données; on voit que dans I'hypothése que nous
considérons, les deux premiers termes Y, et Y, du
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développement de y, sont du premier ordre par rap-
port i l'aplatissement du sphéroide, en sorle qu’on
peut supposer Y,=o0¢€t Y,=o0 lorsqu’on prend pour
a le rayon de la sphére égale en solidité au sphéroide,
pour origine des rayons r'son centre de gravité, et
qu'on néglige les termes de l'ordre du carré de a. Ces
différents résultats s’accordent d’ailleurs avec ceux que
nous avons obtenus en n’ayant égard qu'aux termes
du premier ordre par rapport i .

Supposons maintenant, comme dans le n® 23, le
sphéroide composé de couches superposées dont la
figure et la densité varient suivant une loi quelconqgue
du centre 4 la surface, mais en s'écartant foujours
tres-pen de la figure sphérique. Représentons parp la
densité que nous supposerons constante dans 1'éten-
due de chaque couche; si, apres avoir multiplié les
expressions précédentes par celte quantité, on les dif-
férentie par rapport 4 a, on aura la valeur de V rela-
tive & une couche trés-mince dont le rayon inté-
rieur sera a (14 ay) et I'épaisseur la différentielle
da + ad.ay. Si 'on intégre ensuite les expressions
résultantes en regardant p et Y; comme des fonctions
de a, et que, pour abréger, on fasse

! . L f+IY.:'|]
Qf‘:fp'{_ﬂdﬂ - da,

les quantités Q" devant étre considérées comme des

fonctions de méme nature que Y, puisque la diffé-
rentiation et l'intégration indiquées ne portent que
sur les coefficients de ces derniéres fonctions. Quant

a lintégrale d’ott dépend la valeur de Q™ elle doit
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étre étendue depuis @ = o jusqu'a @ = a', en repré-
sentant par a’ la valeur de a qui répond i la sur-
face. On aura ainsi, pour les points extérieurs,

Fh g_;.fpff_r¢1+ 4,__“ { GZ{::.T:-'W Q,
I 2 i 2.0 1 s
Z[z:_:—r‘]r* i h 232.::'—-}-'.!?:" Q']+
I'intégrale [ dans cette valeur devant s’étendre, comme
dans celle de Q;, depuis a = o jusqu'a a = a’, et les
intégrales finies X devant s’étendre i toutes les valeurs
entiéres et positives de 7, y compris zéro.

Si le point attiré est situé 4 l'intérieur du corps, et
que a (1 + ay) soit le rayon dé la surface inférieure
de la couche dont il fait partie, on emploiera, pour
déterminer les attractions qu’il éprouve, la premiere
des équations (¢) depuis @ = o jusqu’a la valeur de a
qui répond a cette couche, et la seconde depuis cette
valeur de a jusqu’a celle qui se rapporte i la surface
extérieure. En désignant par p la densité de chaque
couche, et en faisant, pour abréger,

4 X 1.at+Yls) In d.a*iYin)

(“-H

de maniére que Q™ et Q™ soient des_quantités de
i
la méme natare que Y™, on aura
dr . Lt® 4= 1
— ?,_r"jlp( .ﬁ' -+ ;_I_GZ[:Q_;—F '-1—; (2,
a? .!:—E— 2

+— ¥ ——0"+ ...
ol (@E - n)riase l

--an |‘ ﬂ' ﬂ -1 |a'a! 72;—;‘\ '——E";"F_ :_I:I Q: ke i.
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la premiére intégrale, ainsi que celle que repré-
sente Q™"', devant s’étendre depuis a=o jusqu’a a=a’
et la seconde, ainsi que l'intégrale représentée par
Q/"™, depuis a = a jusqu'a a =a'.

Les différences partielles des valeurs précédemes
de V, prises par rapport aux trois variables r, @ et @,
feront connaitre les composantes de l'attraction du
sphéroide sur un point extérieur ou sur les points si-
tués & Uintérieur de sa surface; en faisant r=a(1 +ay)
dans les formules résultantes, ces attractions seront
exprimées en fonction de a et des angles u et g qui
déterminent la position du point attiré.

25. 1l nous reste 4 montrer comment on peut par-
venir a développer la fonction y = f(p, ») dans une
série de Ia forme Yo+ Y, 4 Y, +..., les quantités
Y,, Y,, Y., etc., étant déterminées par la condition
de satisfaire a I'équation

3 dY; A,
- AR e e S
] dp ol w? e ik
S I i+ 1)Y=l
@ t—p A
Si 'on désigne par K, le coefficient de cosnw dans
la valeur de Y;, on aura
-*:'E,,']

iu K P \
e i+ 1) Ky= 0,

d. | (= [f".

e i 1 — p

et la valeur la plus générale de K, qui satisfera a cetle

équation, sera I'expression de (1—p*)'H, dun® 17,
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en la multipliant par une constante arbitraive, n° 18 ;
c'est-a-dire qu'on aura

Kq:ﬁt{:, —H’JE' lPJ'—n__. {r_*i'l_){‘_:n__” 4 Pl’—-r—: L kg J

2(2i —1)
On aura done, pour la partie'du Y; dependante de
angle nw,

n
. 5 ! i—n)(i—n—1 ] - -
f_.l——;.ﬁjl’-l:pi—ﬂ_ { .j‘ )u' s D II.{_,HJ..rq'n::.rn..:+l_"-,‘I sinnw),

a{2i —1) °

A, et B, étant deux constantes arbitraires.

Sil'on fait successivement n=o0, n=1, n—a...n—i
dans cette expression, et qu'en ajoute entre clles
toutes les fonctions qui en résulteront, leur somme sera
I'expression de Y;, qui renfermera, comme on voit,
2 i -+ 1 arbitraires, By, A,, B,, etc. Si l'on suppose en-
suite i=o0, i=1, etc., on aura les valeurs des fonctions
Yo, Y,, etc., et leur somme Y + Y,+ Y,...+ Y, ren-
fermera (s + 1)* constantes indéterminées.

Soit maintenant S une fonction donnée, ration-
nelle et entiere, des trois coordonnées reclangulaires
x, 7y 3, quil s'agit de développer en série de la
forme Y,+ Y, 4+ Y, <+ etc. Voici le moyen qu’on em-
ploiera pour y parvenir. Si 'on transforme les varia-
bles x, , z en trois autres r, p, w, déterminées
comme dans le n® 4, on aura

2=rp, y=Tvr Vi= placosw, 3= rofi— lr,L;.'.iinm.,
en substituant ces valeurs dans S, cette quantité
deviendra fonction rationnelle et entiére de p,
R ! e ) . ,
yi— ptcosw et yi— p?sine, et Uon pourra la dé-
velopper en fonction des sinus et des cosinus deI'angle
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o et de ses multiples. Si I'on suppose donc que S soil
la fonction la plus générale de l'ordre s, sinnw et
cosnw, dans ce développement, seront multipliés
par des fonctions de la forme

(1= ) (Ao Bt G )3
d’oti 'on voit que la partie S dépendante de 'argu-
ment no renfermera 2 (s—n+ 1) arbitraires. La partie
de S qui dépend de I'angle » et de ses multiples, ren-
fermera donc s(s -+1) indéterminées; la partie indé-
pendante de I'angle » en renfermera s-+1; la fonction
S contiendra donc (s -+ 1)* constantes indéterminees.

La fonction Y,+ Y, + Y,...+ Y, renferme pareille-
ment (s 1)? arbitraires; il sera donc toujours possible
de transformer S dans une fonction de cette forme.

Pour cela, on prendra I'expression la plus générale
de Y,, on la retranchera de S, et 'on déterminera les
arbitraires de maniére que les puissances et les pro-
duits de g et de 1 — p? de Pordre s disparaissent de
la différence S —Y,, qui deviendra ainsi une fonction
deYordre s — 1, que I'on désignera par §". On prendra
I'expression la plus générale de Y,,_,, et on la retran-
chera de §'; on déterminera les arbitraires de maniere
que les puissances et les produits de 2 et de y1— p*
del’ordre s— 1 disparaissentde la différence 8'—Y,_,),
et ainsi de suite. On déterminera successivement de
cette maniére les fonctions Y,, Y,_,), Y, €tc., dont
la somme représente S.
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CHAPITRE 1V.

DE LA FIGURE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOGENE EN
EQUILIBRE, ET DOUEE D'UN MOUVEMENT DE ROTA-
TION.

26. Apres avoir développé, dans les chapitres qui
précédent, les formules générales des attractions des
sphéroides, nous allons les faire servir a la détermi-
nation de la figure d'une masse fluide tournant autour
d'un axe fixe, et sollicitée par les attractions de toutes
ses parties et par la force centrifuge due au mouve-
ment de rotation. Nous supposerons d’abord le fluide
homogéne : cette question est alors susceptible d'une
solution rigoureuse.

Soient a, b, ¢ le trois coordonnées d’un point quel-
conque de la surface du fluide, P, Q, R les forces
accélératrices qui agissent sur ce point, décomposées
parallélement aux axes des coordonnées; prenons
pour axe des x I'axe méme de rotation; désignons
par z la vitesse angulaire commune i tous les points
de la masse, et par r = yb* + ¢* la distance a 'axe de
rotation du point dont les coordonnées sont a, b, c.
La vitesse absolue de ce point sera rn, et rn? sera la
force centrifuge qui I'anime: on aura done, n° 39,
livre Ir, pour I'équation de I'équilibre,

Pda 4 Qdb + Rde — n*rdr = o,
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et cette équation représentera aussi celle de la surface
extérieure du fluide.

Supposons maintenant que les seules forces accé-
lératrices qui agissent sur lui, soient les attractions
mutuelles de ses éléments; on aura

adv dV dV
pr-—-—ai Q‘__-;E-" R__E,

V désignant la méme fonction que dans le n° 1.
I.'équation de l'éqniliba'e deviendra donc

"fvd+ﬂ.

= +de +n*rdr=o0. (1)

La valeur de V dépend de la nature du fluide et de
la dispoesition de ses éléments. On ue peut donc pas
déterminer @ priori la surface de I'équilibre au moyen
de I'équation précédente ; mais cette équation servira
i indiquer, parmi les hypotheses arbitraires que I'on
peut faire sur la figure de la masse fluide, celles qui
satisfont aux conditions de I'équilibre.

Considérons d'abord une masse fluide homogéne i
laquelle nous supposerons la figure d'un ellipsoide
dont I'axe des & est 'axe méme de rotation; plagons
I'origine des coordonnées au centre de la masse; I'é-
quation de la surface sera alors

a’ ,'i‘. e
e &' BT

Daus les ellipsoides homogénes, on-a, n° 9,

dV dv - dV
e L e
b, e /

R IR 2
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o, €, 7 désignant des quantités indépendantes des
trois coordonnées a, b, ¢. En substituant ces valeurs
dans I'équation (1), et en observant que la valeur de r
donne rdr = bdb + edc, on aura

a.ada + (8 — n*).bdb + (7 — n*).cdec = o.

I'équation de I'ellipsoide, en la différentiant, donne

ada bedb cdc

P R e

Pour que ces deux équations coincident, il faut qu'on
ait
&'t @ AL ey L
B SN’ iL & Drisiaint) l,\fi'h}

d’ou I'on tire
NP =yl =n (B — I?).

ILe second membre de cette équation est indépen-
dant du troisiéme axe & de Pellipsoide; il faut donc
que le premier le soit pareillement. Or, il est aisé de
voir que l'on satisfait immédiatement a cette condi-
tion en supposant k' =A". En effet, Pellipsoide est
alors de révolution autour.de I'axe des a; d’apres les
valeurs de B et C, n°® 10, on a dans ce cas § = vy, et
les deux équations (a) se réduisent a la suivante :

s A ()

Si h est le plus petit des trois axes, P'ellipsoide est

aplati; dans le cas contraire, il est allongé vers les

E—nt A

poles. Supposons d’abord le sphéroide aplati, et
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i Y £ )
faisons, comme dans le n°9, = == = j* d’ou I'on
[
oy . 25 4
tire .- =1+ A*; on a d'ailleurs, en désignant par

M la masse de I'ellipsoide, et nommant pla densité,
M = $=phh*, ou bien M = £ =p (14 2*) &*. Les for-
mules du n® 10 donneront done ainsi

4] s AT &
= fmp.—=—- () — arctangl),
> o | A )
= 2mo.— « | arc t: R T
27— (u{: ang oy

Si I'on substitue ces valeurs dans I'équation (2), et

-

ue, pour abréger, on fasse = ¢, on en lire

=

arc tang A = ‘_.‘_J_ . (2)

Cette équation étant résolue par rapport a i, don-
nera le rapport des deux axes de 'ellipsoide. Sila
valeur de cette quantité est réelle, il y aura tou-
Jours, pour une valeur de n donnée, une figure ellip-
tique qui répondra a 'état d’équilibre; si elle est ima-
ginaire, I'équilibre de la masse fluide ne pourra point
exister avec une pareille figure. Enfin, s'il'y a plu-
sieurs valeurs de A qui conviennent i I'équation (2),
il y aura aussi plusieurs figures d’équilibre correspon-
dantes 4 un méme mouvement de rotation.

27. 1l convient donc de discuter avec soin 1'équa-
tion (2), et comme elle est transcendante, il faut pour
cela recourir aux considérations géométriques, qui
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sont tres-utiles dans ces sortes d’occasions. Faisons

done
Qh +2g3

= = — arc tangl, (3)

et regardons g comme I'ordonnée d'une courbe dont
) représente I'abscisse. On voit d’abord que si I'on
changc le signe de 2, 'ordonnée ¢ conserve, au signe
prés, la méme valeur : d’ou il suit que la courbc que
représente I'équation (3), est semblable du coté desab-
scisses positives et du coté des abscisses négatives ; ses
deux branches couperont donc 'axe des abscisses én des
distances égales de 1'origine, et donneront les mémes
figures de I'équilibre. 1l suffira, par conséquent, de
considérer la partie qui répond aux abscisses positives.
Cela posé, si I'on fait eroitre ) depuis 1 = o jusqu’a
) = =, 'ordonnée ¢ commence et finit par éire po-
sitive; d’on il suit qu’'entre ces deux limites la courbe
coupe un nombre de fois pair 'axe des abscisses, et
que par conséquent il y a toujours au moins deux va-
leurs de ) qui satisfont a I'équilibre.
En différentiant I'équation (3), on trouve

Sl S Tei e (R SRRl 16)
ol (1437) (g <+ 3% /

et la supposition de dg = o donne
ql}.‘ - f[ﬂq — ﬁ']}.“.I + g = o0;
d’on I'on tire

r=2_s% _‘/( 5Y = g+ (5)

Ce sont les valewrs de 2* qui cm-rr-sp(mdem anx
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valeurs maxima et minima de I'ordonnée ¢, Comme
ces valeurs ne sont qu'au nombre de deux, il est clair
que ¢ n'a qu'un mazximem et un minimum da coté
des abscisses posilives, ce qui exige que la courbe ne
coupe I"axe des abscisses qu’en trois points, en y com-
prenant origine. 1l n'y a donc que deux valéurs de
A% qui répondent a I'équilibre.

L'équation (5) détermine aussi une limite des va-
leurs de ¢, au dela de laquelle I'équilibre n'est plus
possible avec une- figure elliptique. En effet, si I'on
suppose

Solryraley
q

il est clair qu'en donnant ag une valeur plus grande
que celle qui est déterminée par cette équation, la
valeur de 2* qui en résultera sera imaginaire; les
ordonnées g ne seront donc susceptibles ni de maxi-
mum ni de minimum, et la courbe ne coupera jamais
I'axe des abscisses. L'équation précédente donne

q=0,3750, d'oilontire A =1,732a;

mais on peut assigner a ces deux quantités des limites
plus approchées.

Pour cela, "observe qu'il peut arriver que la courbe
soit simplement tangente a 'axe des abscisses sans le
couper; on a alors a la fois dg= o et ¢ =o.

La premieére de ces équations donne

l"l — —(')}’—1
(14 ¥) (9 »')
i. 28
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et cette valeur, substituée dans 'équation (3), donne

arc.mng}.=—?_"‘+30k;:}-2:“',n= ?*:4'9'* -y
(14+3) (34 2)(g+ 1) (r=+3) (g+ »)

Cette derniére équation, en la résolvant par ap-
proximation, donne
A =12,53g2, d'oul'ontire ¢=o0,33501,
le rapport de 'axe de I'équateur a l'axe des poles
étant exprimé par la quantité 1 + 2%, il est, dans ce
cas, égal 4 2,7197.

. ro_r n ¥ -
Nous avons supposé¢ généralement ¢ = '_f_.ﬂ:' soit T

[]

le nombre de secondes que l'ellipsoide emploie i faire

# - 3 - 5
une révolution autour de son axe, - sera la vitesse

dont est animée la molécule située a 'unité de dis-
tance de I'axe de rotation, et la force centrifuge de

; n? .
cette molécule sera é,F: on aura done

1l suit de la que, pour les masses de méme densité,
les quantités g sont proportionnelles a la force cen-
trifuge correspondante au mouvement de rotation,
ou en raison inverse du carré du temps de la rota-
tion. La valeur de ¢, par rapport a la Terre, est de
0,00344957, et la durée de la rotation de cette pla-
nete de ol,9g727; d'ou 'on peut conclure que pour
une masse fluide de méme densité que la Terre, la du-
rée de la rotation correspondante i la limite 0,33701
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de g, serait de éﬂ,mugn. La masse fluide ne pourra
donc pas étre en équilibre avec une figure elliptique
de révolution; si le temps de sa rotation est moindre
que ol,100904 et s'il surpasse cette limite, il Yy aura
toujours deux figures elliptiques, mais non davantage,
qui satisferont aux conditions d’équilibre.

Nous avons supposé jusqu'ici Iellipsoide aplati
aux poles; voyons maintenant si I'équilibre pourrait
exister avec une figure elliptique allongée -vers les
poles. Tl faut, dans ce cas, faire )* négatif; soit donc
A*= — 2", la quantité }'* étant supposée positive et
plus petite que P'unité, parce. que sans cela y1 + 2
devenant imaginaire, P'ellipsoide se changerait en un
hyperboloide. Si & la place de ) on substitue sa valeur
=+ )y =1 dans 'équation (4), on trouve

-

e
- —

L oy (1=1X2) (g —32")"

Iy o e T OXHO) (9 = Fg o)

et pour que 'ordonnée g soit un mazximum; il faudra
supposer

(1=4?%)(9g —2?)¢+6)2=0.

Or il est évident que tous les termes de cette équa-
tion étant positifs lorsqu’'on donne a 2 une valeur
comprise entre A = o et X*= 1, cetle équation est
alors impossible : la courbe ne coupe donc jamais
I'axe des abscisses entre ces limites; il n'y a done pas
d’équilibre possible avec une figure elliptique allon-
gée vers les poles.

28. Nous n'avons considéré dans ce qui précede
que Pellipsoide de révolution, parce que ce cas est en
28.
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effet le seul qui puissé convenir a la i"fgure des corps
planétaires, miais il est curieux d’examiner si I'équi-
libre pourrait encore subsister dans le cas‘génér'ﬂl d'un
ellipsoide gquelconque.

Poun cela, reprenons I'équation

ER2 — 4l = n* (' — k™).

. 39 . B 50
Sil'on substitue pour € et ou 7 et = leurs valeurs,
n® 9, en faisant, pourabréger,
H2 =04 222 (1 4 W ?),

on trouvera

3M[E h*rdr & .&"x’:l.r =ni( — ),
I H (14 ¥ &%) Ht+ 21 2?)
Les deux intégrales qui entrent dans cette expres-
sion, ayant les mémes limites, on peut les réduire en

une seule, et en vertu des valeurs de 2* et 2, n®9,
I'équation précédente deviendra

L .zrh:_'tl—.z'} n' i B
)f e 3N (2 /"

On voit done que I'on pent salisfaire a cette équation
en faisant &' = &, ce qui est le cas de lellipsoide de
révolution que nous venons de considérer n* 26
et 27, ou bien I’ et &” ayant des valeurs quelconques,

en supposant
.z"d,rr:l—.:’} nhp
H |

Cette équation donnera le rapport qui doit exister
entre les trois axes de I'ellipsoide pour que I'équilibre
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soit possible avec une vitesse de rotation donnée.
Si des deux équations (a), n° 26, on €limine »n* en
observant que I'on a

P e ;
JF:-I-=1-\!~).“1, et ;:—;-il—i—l‘,

on trouvera la suivante:
(14 3) (1 427)

AT e 2

a=(8—7).
En substituant pour &, 8 et y leurs valeurs, on aura
Ldz xidr
f—-u—- = f_l & = }nl]{_l 1% }.m]f—ﬂ',' 3
ou bien, en réduisant,

f‘ Lz (1 — &) (1— 1 1"127)

= 0.

i

Cette équation détermine le rapport qui doit exister
entre ) et )’ pour que I'équilibre soit possible, en sorte
que I'une de ces deux quantités étant donnée, on en
conclura aussitot la seconde. On voit, par cetle équa-
tion, que si A étant quelconque, on suppose X=o0,la
valeur de lintégrale sera positive; si I'on suppose
ensuite cette valeur égale a = , Ja valeur de lintégrale
sera négative; il y aura donc toujours entre zéro et I'in-
fini une valeur réelle de ¥, qui rendra nul le premier
membre de I'équation précédente, et qui, par consé-
quent, satisfera & I'équilibre.

Pour que I'équation précédente puisse subsister, il
faut supposer A*X'* > 1, car sans cela tous les élé-
ments de I'intégrale du premier membre, prise entre
Jes limites zéro et l'unité, éant positifls, leur somme




438 THEORIE ANALYTIQUE

ne pourrait jamais devenir nulle. Or, la condition
1 - Y
141

précédente peut s’écrire ainsi: 3* > -y et les va-

leurs de 22 et 2, n° 9, donnent

et I T o LY

)., = ]
R 1415 W .’a“’

il faut done, pour I'équilibre, supposer

F>
Or cette condition établit entre les trois axes de 'el-
lipsoide une dispropm'tion lje:nlcuup trop grande
pour que le cas que nous venons de considérer puisse
étre d’'aucune application dans la théorie des cor ps
celestes.

1l résulte, de ce qui précede, que, bien que les con-
ditions d'équilibre d'une masse fluide, douée d'un
mouvement.de rotation, puissent subsister 4 la ri-
gueur avec un ellipsoide a trois axes inégaux, on
peuat continuer, comme les géométres l'ont fait Jus-
qu'ici, a supposer, dans la question gui nous occupe,
i la magse fluide une figure de révolution; le pro-
bléme est alors susceplible d'une solution compléte,
parce que les attractions de la masse fluide s’obtien-
nent dans ce cas sous forme finie.

29. Considérons maintenant les variations de la pe-
santeur i la surface de l'ellipsoide. La pesanteur est la
résultante de toutes les forces qui agissent sur un point
matériel placé i celie surface. Soit p celle résultante;
en désignant comme précédemment par aa, b6, cyles




DU SYSTEME DU MONDE. 4§39

attractions de I'ellipsoide, par n sa vitesse de rola-
lion, on aura

p=yata®+ b* (6 — n* P+ ¢ (y — n*).

Il résulte d’abord de cette équation, que la pesan-
teur aux différents points d'un rayon du sphéroide
est proportionnelle a leurs distances du centre; en
sorte que si l'on connait la pesanteur a la surface,
on aura immédiatement celle qui s'exerce davs l'in-
térieur de Iellipsoide.

Considérons en particulier I'ellipsoide de révolu-
Lion : on a, dans ce cas,

p= U—aa o? - lﬁ'& T C’) (g I = H.’:]’,

d'on, en vertu de I'équation (b), on tire

|y a\/n’+ (B* + *) ';:—:1

On a d'ailleurs, par I'équation de Pellipsoide,

par consc¢quent,
P! M Bk bzt as
p= gNa*(h*— h*) + A,
v * 3 al?
A I'équateur, on a a = o, ef, par suite, p = —=-; aux

poles,onaa=het p= ah; la pesanteur aux poles
est donc 4 la pesanteur a I'équateur, comme le dia-
metre de I'équatenr est a l'axe des poles.

30. Déterminons la relation qui existe en général
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a la surface de I'ellipsoide entre la pesanteur et la la-
titude. Si I'on nomme ¢ la normale i I'ellipsoide pro-
longée jusqu'a la rencontre de I'axe de révolution, et
qu'on prenne pour plan des x, ¥, le méridien pas-
sant par le point de I'ellipsoide que l'on considére,
on aura, en nommant @ et & les coordounées de ce
point,

r= -"3\/1+£! =¥\fa’ (A= 1) + A,

da’

On aura done
htat

d’ou il suit que la pesanteur est proportionnelle 4 la
normale de 'ellipsoide prolongée jusqu’a I'axe de ré-
volution.

Nommons ¢ le complément de I'angle, compris
entre la normale et I'axe de révolution; ¥ sera la la-
titude du point de l'ellipsoide que I'on considére; on
aura ainsi b = ¢ cos¢. Si I'on substitue cette valeur
dans I'équation de Iellipse, et qu’ensuite on élimine,
a laide de I'équation résultante, a de la valeur pré-
cédente de ¢, on trouvera

I
STy e
!'J\/l + 5 codf ]

e fou
o v e e
L= 7 costy

Si, dans cetté équation, on substitue pour % sa valeur,

on aura donce

®
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Rt 2
3

et 2* & la place de » on trouvera

h
__fmph (142) (A — are tang))
21+ 2 costd,

On aura, au moyen de cette équation, la pesan-
teur correspondante 4 une latitude donnée; il ne
s'agit plus, pour en faire usage, que de déterminer
les constantes qu'elle renferme.

En nommant T le nombre de secondes que 1'ellip-
soide emploie 4 faire une révolution autour de son

P‘

4=
: T . .
axe, nous avons trouvé, n°27,¢= 75} 00 tire de la
'il-
12wt
¢"|'|".‘.'P I ¢ g1? :

Soit ¢ la longueur d’un degré du méridien, mesuré
a la latitude ¢; le rayon osculateur de ce méridien

; WA
est, par la nature de l'ellipse, M—'—,- On aura

(14 32cos’ )’
par conséquent

W PR sRder 66
(14 ¥ ecos' ) ¥

et cette équation, combinée avec la précédente, don-
nera

B (330 ; a®
mph(a+ Moo ¢ (1 + 2 cos? ). =
V14 iicos'y g1

La valeur de p deviendra ainsi

L sa . _ayh—arc.langh 127
p=180c(1+ A*cos?y)—- ST
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équalion qui ne renferme plus que g d'inconnu. Si
'on nomme { la longueur du pendule éimplu qui fait
ses oscillations dans une seconde de temps, on aura,
n® 17, livre 1%, p = z*/. En substituant pour p cette
valeur, I'équation précédente donnera, pour déter-
miner q,

:uﬁu.c:'.{t-l-'f.‘cas’n:;}.{'l-vnrcranp.r).)_

T

Cette équation, combinée avec 1'équation (3) du
n° 27, fera connaitre la valeur de g, et celle de ),
au moyen de la longueur du pendule 2 secondes et
de la grandeur du degré, observées 'une et I'autre 2 >
la latitude ¢.

Supposons ¢ = 45° et ¢ une trés-petite quantité,
comme cela a lieu pour la Terre; ces équations don-
neront, en les développant,

2 —_ 20.¢ .__' J20.¢ "+

R R B 5 ¢ e
5 n5

22 a8

B=7.q+ 5 B i il

On a trouvé, par la mesure de I'arc du méridien
terrestre, et par I'observation du pendule qui bat les
secondes sous le parallele de 45°,

c=nunnn® = o"g99345a.
On a de plus T = 86164”; on conclura de la
¢g= 0,0034496; A = 0,0086877.
Cette derniere valeur donne Y1 + )3 =1,0043344;

c'est le rapport de 'axe de I'équateur a celui du pole;
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ces deux axes sont & tres-peu pres entre eux comme
231,7 est 4 230,7, et les pesanteurs aux poles et a
I'équateur sont, comme on I'a vu n° 29, dans le
meéme rapport.

La quantité §)* exprime aux quantités prés du se-
cond ordre V'aplatissement du sphéroide, c'est-a-dire
l'exces de I'axe de l'équateur sur l'axe du pole di-
visé par le premier de ces axes : on a, par ce qui pré-
céde, aux quantités pres du méme ordre, £3*= §gq.
Cette équation établit un rapport qui doit toujours
exister, pour les sphéroides homogénes trés-peu diffé-
rents de la sphere, entre laplatissement du sphéroide
et la quantité ¢ qui exprime dans cette hypothese le
rapport de la force centrifuge a la pesanteur sous l'é-
quateur. En effet, nous avons supposé généralement

n’ Bt e 3
¢ == soit &' le rayon de I'équateur, &' n* exprimera
3
la force centrifuge d’'un point situé sous I'équateur,

et 4xp Il I'attraction que le sphéroide exerce surice
méme point. Le rapport de ces deux forces aura done

pour expression '-'a—.“i’ﬂ_: f quantité qui coincide avec
: .
la valeur supposée a ¢ lorsqu’on néglige les quantités
de l'ordre ). Par conséquent, lorsqu’un fluide ho-
mogene tourne autour d’un axe fixe, son aplatisse-
ment est égal & cing fois laforce centrituge al'équateur
divisée par quatre fois Pattraction & la surface. Nous
avons vu, d'ailleurs, que dans ce cas la pesanteur au
pole est & la pesanteur a I'équateur comme l'axe de
I'équateur est a 'axe du pole: d’out 'on peut conclare
que V'exces de la pesantenr an pole sur la pesanteur a
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I'équatenr, divisé par la prémiére de ces quantités, est
précisément égal a l'exces de I'axe de I'équateur sur
I'axe du pole divisé par le premier de ces deux axes,
ou i l'aplatissement du sphéroide; la somme de ces
deux quantités est done égale au double du rapport
précédent, c'est-i-dire que 'on a

Py IRl s
~Fin Tl e s Tik2)

Nous verrons que cette équation subsiste encore
dans le cas ot I'on suppose le sphéroide composé de
couches superposées dont la densité décroit du centre
4 la surface; mais dans ce cas les deux termes du pre-
mier membre ne sont plus égaux entre eux comme
dans le cas d'un fluide homogéne; il suffit, en effet,
pour que I'équation (o) soit satisfaite, que leurs va-
leurs varient en sens contraire, de maniére que leur
somme soit une quantité constante et égale a § ¢, c'est-
a=dire a cinq fois la moitié du rapport.de la force cen-
trifuge 4 la pesanteur sous I'équateur.

On peut encore déterminer le demi-grand axe / du
pole au moyen de I'équation (6). En effet, en faisant
¢ = 45°, on en tire
180.e.(14-1 ?-.’]_: __ 180

l|. _-1. ’—
w (s R ) s e \f “)' ;

=

- ] H
_ ot il résulte, en réduisant cette formule en nombres,
h = 6352534".

Il est a remarquer que la limite que nous avons
trouvée pour ¢, n® 27, n'est pas, comme on aurait
pu Pimaginer, celle ou le fluide commencerait & se
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dissiper en vertu d'un mouvement de rotation trop
rapide, En effet, on a vu, n® 29, que la pesanteur aux
poles est a la pesanteur a'I'équateur dans le méme
rapport que le diametre de I'équateur est i Paxe des
poles: rapport qui, dans ce cas, est celuide 142,7197;
dlon il faut conclure que si, au dela de la limite
0,33701 de ¢, I'équilibre ne peut subsister avec une
figure elliptique, c'est qu'il est alors impossible de don-
ner i la masse fluide une figure elliptique telle, que la
résultante de ses attractions et de la force cenirifuge
soit perpendiculaire asa surface.

31. Nous venons de voir, n* 27, que, pour un
motvement de rotation donné, il sera toujours pos-
sible d'assigner deux figures elliptiques de révolution
qui satisferont aux conditions d'équilibre; mais il
n'en faut pas conclure que ces deux élats d'équilibre
correspondent i la méme force d'impulsion primitive,
parce que le mouvement de rotation, que prénd la
masse {luide, dépend non-seulement de U'intensité de
cette force, mais encore de la maniére dont elle lui est
appliquée.

‘n effet; considérons une masse fluide agitée pri-
mitivement par des forces d'impulsion quelconques,
et ensuite abandonnée i elle-méme et & I'attraction
mutuelle de toutes ses parties. Par le centre de gra=
vité de la masse, concevons un plan qui soit celui
par rapport auquel la somme des aires tracées par
chacune des molécules du fluide, multjplices par leurs
masses, est un maximum; ce plan conservera sans
cesse cetle propriété, et lorsque, aprés diverses oscil-
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lations du fluide, son mouvement deviendra un mou-
vement uniforme de rotation autour d'un axe fixe,
équateur de la masse se confondra avec le plan
maximum des aires, et axe de rotation sera per-
pendiculaire & ce plan. Soit donc Het la somme des
aires décrites pendant I'instant de, & I'époque oni la
masse commence a s'agiter, par les projections de
chacune des molécules fluides sur ce plan, multipliées
par les masses de ces molécules; cette somme res-
tera constamment la méme pendant toute la durée
du mouvement. Or si 'on désigne, comme nous I'a-
vons [ait, par n, la vitesse angulaire de rotation com-
mune 4 toutes les molécules de la masse, et par
Vb* + ¢* la distance de la molécule dm 4 V'axe de ro-
tation, I'aire décrite par cet élément, projetée sur le
plan de I'équateur et multipliée par sa masse, au hout

du temps dt, sera ’-;ir(b’ -+ ¢*) dm. On aura done
Is.(0*+ c¢*)dm=H,
2

Fintégrale S devant s'étendre i la masse entiére du
fluide.

Or, S.(b*+ c*)dm est le moment d'inertie de la
nasse relative 4 'axe de révolution. Par la nature des

i e . 2
yllpsmdos, ce moment est égal i -%E-h“.(t-l—l’ i

On aura donc

%f (142 n=H.

Diaillears, en désignant par M Ia masse du fluide,
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on a

e (i) =M

Au moyen de ces deux équations, on trouve

; 8
o 2o (%ﬂ) (x4<)2)
-;_g__l; v 7 e

M?
Nous avens représenté par ¢ cette quantité, dans
] 25 H*(2 =p)* 7
le n° 26; en faisant donc ¢'= {,--‘_—-F']—: on aura
M?

T

g =q (14 13*) *, et I'équation (2) du méme numéro
deviendra

9&%:&.‘;’1_: — arc tang i 52

On déterminera ) au moyen de cette équation, et
en substituant sa valeur dans I'expression de M, on
en déduira la valeur de &,

Nommons ¢ la fonction que représente le premier
membre de I'équation précédente; cette fonction doit
eétre égale a zéro, pour satisfaire aux conditions d’é-
quilibre; elle commence par étre positive si I'on sup-
pose tres-petite la valeur de ), et elle devient négative
lorsqu’on suppose X infini. Il y a donc toujours entre
ces deux limites une valeur de X qui satisfait & I'équa-
tion g = o. Par conséquent, quel que soit ¢, il y a
toujours une figure elliptique qui convient i I'équi-
libre de la masse fluide.
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En différentiant la valeur de g, on trouve
¥

2 T” + 8¢ —[iig +18{|+).='} j’

(37 g (1)

ﬂ'?

e

La valeur de ), qui correspond i ¢ = o, rend négative
la fonction

29 4 18 — [Ng'+ 18(1 + 1)} ].

- Cette fonction conserve ensuite toujours le méme
signe 2 mesure qu'on fait croitre la valeur de 2, parce

279

5s- + 18¢" diminue sans cesse,

que la partie positive —-*
tandis que la partie négative — [1*¢"+ 12 (14 1’) ]
augmente. La courbe dont ¢ représente 'ordonnée,
ne peut donagcouper une seconde fois I'axe des ab-
scisses, et, par conséquent, il n'y a qu'une seule valeur
de ) qui satisfasse aux conditions de I'équilibre.

Concluons donc de ce qui précede: 1° qu'une
masse fluide homogeéne, doude d'un mouvement de rota-
tion autour d'nn axe fixe, peut toujours étre en équi-
libre avec dcux figures elliptiques rf.rﬂ'e'mni;ﬂ!s ; 2° que
pour une méme force d'impulsion primitive, il n'y a

_quune scule figure elliptique qui satisfasse a (équi-
libve.

Le premier de ces résultats suppose que la durée
de la rotation de la masse fluide n’est pas au-dessous
de la limite que nous lui avons assignée n® 27 ; mais
quand bien méme cette condition ne serait pas rems-

R B TR |
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plie 4 'origine du mouvement, il n'en faudrait pas
conclure que I'équilibre sera a jamais impossible avec
une figure elliptique. On congoit, en eflet, que la
masse fluide, apres diverses oscillations, peut s’aplatir
de plus en plus sans cesser d’étre continue, en vertu
de la ténacité de ses parties. La durée de la rotation
augmente ainsi progressivement, et elle finit par at-
teindre la limite qui convient a I'équilibre. La masse
fluide prend alors la figure d'un ellipsoide; et I'on
voit, en effet, par le second des théorémes précédents,
qui a toute I'étendue possible, que, quelles que soient
les forces primitivement imprimées & ce fluide, on
peut toujours assigner une figure elliptique qui satis-
fasse & son équilibre. En général, cette figure est uni-
que, et elle est déterminée par la nature des forces qui
ont produit le mouvement. L'axe de rotation est celui
des axes passant par le centre de gravité de la masse,
par rapport auquel la somme des moments des forces
primitives du systeme était un maximum.

I1. 29
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CHAPITRE V.

DE LA FIGURE QUI CONVIENT A L'EQUILIBRE D'UNE
MASSE FLUIDE HOMOGENE OU HETEROGENE, DOUEE
D'UN MOUVEMENT DE ROTATION, ET DONT LA FI-
GURE PRIMITIVE EST SUPPOSEE TRES-PEU DIFFE-
RENTE DE LA SPHERE.

52. Nous venons de démontrer que ellipsoide de
révolution satisfait aux conditions d'équilibre d'une
masse fluide homogéne douée d'un mouvement de
rotation autour d’'un axe fixe, et nous avons déve-
loppeé les lois que suit la pesanteur et la diminution
des degrés du méridien a la surface d'un semblable
sphéroide. 1l nous reste a examiner maintenant si la
surface elliptique est la seule qui remplisse les con-
ditions précédentes, et s'il existe plusieurs figures de
différentes natures qui conviennent a 'équilibre. Cette
(question, dans toute sa généralité, surpasse les forces
de I'Analyse; mais on parvient 4 la résoudre en la
restreignant el en supposant la figure de la masse
{luide trés-pen différente de la sphére. €ette hypo-
thése est d'ailleurs conforme i la nature, puisque
tous les corps célestes ont, a trés-peu pres, la forme
sphérique, et qu'on peut présumer que leurs molé-
cules, en se rapprochant par la condensation, ont con-
servé entre elles la méme disposition qu’elles avaient
a I'état fluide.

N O |
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Reprenons I'équation de P'équilibre d'une masse
fluide homogene trouvée, n® 38, livre I*, et donnons-
lui cette forme

V 4+ N = const.; (a)

N représentant généralement l'intégrale de toutes les
forces étrangéres aux attractions du sphéroide qui
agissent sur les points de sa surface. Si I'on suppose,
comme cela a lien pour la Terre, la Lune, Jupiter et
tous les corps célestes, Saturne excepté, que la seule
force étrangere qui agit sur la masse fluide est la force
centrifuge provenant du mouvement de rotation, on

aura
N=tg(h*+ e,

a, b et ¢ désignant les coordonnées reetangulaires
d’un point quelconque de lasurface, et g la force cen-
trifuge du point situé 4 Punité de distance de I'axe
de rotation, g étant d’ailleurs une trés-petite quantité,
parce que la supposition que la masse fluide differe
peu de la forme sphérique, exige que les forces qui
I'en écartent soient elles-mémes tres-petites.

Placons I'origine des coordonnées au centre de gra-
vité de la masse; soient r le rayon vecteur mené de
ce centre i la surface, 6 I'angle qu'il forme avec I'axe
de rotation, et w I'angle que forme le plan qui passe
par le rayon ret par I'axe de rotation, avec le plan
des o, 7;onaura

a=rcosf, b=rsinfcosw, c¢=rsinfsinw.
La valeur de N deviendra ainsi,

N=41grsin’d = %gr*— ;5’ (cos®d — L),
4.

b i
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et en la substituant dans V'equation d’équilibre, on
anra

V + 5gr* — $gr* (cos?f — §) = const. (b)

On verra bientot pour quelle raison nous avons donné
a N la forme précédente.

Supposons maintenant, conformément a I'hypo-
these, la figure de la masse fluide peu différente de
la sphére; on aura dans ce cas, n° 21,

NS Sge € (el o :
V= i i g I:Y,+ T Y+ g_r.‘_‘ Y.+ 7—?‘: . Y,—I-u..]c

On peut faire disparaitre de cette valeur les termes
en Y, et Y, en prenant pour a le rayon de la sphére
égale en solidité an sphéroide, et en plagant I'origine
des rayons r 4 son centre de gravité. Si l'on substitue
ensuite cette valeur dans I'équation (&), on aura

fraa
b ———

r

i (c)

I-: Y.+ ;—r‘ Y.+.. ] +:'grl—' }gr'.fms‘ﬁ— ;:I
= const., I

et tous les termes de cette équation jouiront de la
propriété de satisfaire a I'équation aux différences par-

tielles

L sng LY
Naea?™ L 1o X e

sinBel 0 + sin'0 dw? il drt

= 4

Y; étant une fonction rationnelle et entiére des

trois quantités pu, Vi — p.? cosm, '.fl_—_‘;.l.—"sinm ou
cosf, sinf cosw et sinf sinw, du degré i.

Il est aisé de voir, en effet, que cette équation
est satisfaite lorsqu’on y substitue chacun des deux

B R LA
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termes 1 gr? et — 4 gr? (cos?@ — §) a la place de Y,,
ce qui résulte de la forme particuliére que I'on a fait
prendre a la fonction N.

Cela posé, on aalasurfacedusphéroide r=a (1 +ay);
en substituant cette valeur dans I'équation (c¢), et en
négligeant les termes du second ordre en «, ainsi que
ceux qui sont multipliés par g a cause de la peti-
tesse des deux facteurs, on aura

a!

= const.
Comme la constante du second membre est arbitraire,
on peut la supposer déterminée par I'équation

fra

3

] B i - % -
-+ 3ga° = const.,
et 'équation précédente donnera ainsi

3 g
— 1 1 2 1
J‘—3(3‘Y2+$Y3+-.-:]— g;_';'(('tls 8‘—'5].
Or, nous avons trouvé, n°21, pour I'expression geé-
nérale de y dans les sphéroides peu différents de la
sphére, I'origine des coordonnées étant au centre de
gravité du sphéroide,

I=Y=+Y=+Y‘+o--,

Y,,Y,, Y,, etc., représentant dans cette expression
les mémes fonctions que celles qu’elles désignent dans
la valeur de V.

En comparant ces deux valeurs de y, on voit
qu'elles ne sauraient avoir lien en méme temps,

(1—ay)+ fraa({ Vit ;Yo +.. ]+ S ga’— jga’ (c0s'0 — ]

i
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4 moins qu’on n'ait séparément,

r . 3 g

‘:Z%‘lg—-ﬁ‘;'(f{}fb:’j "—% .
Y= 0,  Tosuo, "To=0, el

De la premicre de ces équations on tire

Y. = —4%. J,—';;- (cos?d — 1).

Substituons cette valeur dans I'expression de y et

e A g e ’
s Fagodai .o o e b
faisons pour abréger kot ik désignant comme pré

cédemment, n° 30, le rapport de la force centrifuge
a la pesanteur sous I'équateur, et devant étre sup-
posé une trés-petite quantité du méme ordre que «,
on aura

fa

&y = — %rf ',:cus’.i - é—"

?

on a d'ailleurs
r=a(r+ ay).

L'expression du rayon de la surface des sphéroides
deviendra donc

r=ali—§q(cos*d — )] (d)

Cette équation appartient 4 un ellipsoide de révo-
- » - - . r i r
lution dont I'aplatissement est trés-petit et égal 2 =7,
4
Porigine des coordonnées étant au centre du sphe-
roide.
Nous voici donc parvenu & démontrer que la figure
elliptique est la seule qui convienne i I'équilibre d'une
masse fluide homogene, douée d'un mouvement de
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rotation, en suppesant la figure primitive de cette
masse peu différente de celle de la sphére. Nous avons
démontré, dans le n° 21, que l'expression de y ne
peut se développer que d'une seule maniere, en série
de la forme

Yo+ Yo+ XYoo
on peut en conclure encore, par ce qui précede, que
‘la figure elliptique qui satisfait 4 I'équilibre est unique.
Si I'on suppose g=o0, dans I'équation (d), on a r=a;
d’oti il suit que la sphére est la seule figure que puisse
prendre dans I'état d’équilibre une masse fluide ho-
mogene et immobile.

33. Nous n’avouns eu égard, dans ce qui précede,
qu'aux quantités du premier ordre par rapport & o,
(ue nous avons supposé un tres-petit coefficient de
ordre de l'aplatissement du sphéreide. Quoique
cette approximation suffise ordinairement a la compa-
raison de la théorie i la figure des corps célestes, il
ne sera pas inutile, pour donner une application des
formules du n°24, de porter I"approximation jus-
quaux termes de 'ordre du carré de a.

Pour cela, il nous suffira de substituer dans I'équa-
tion (&), n® 32, & la place de V, sa valeur exacte jus-
qu'aux guantités du méme ordre. En supposant a la
surface du sphéroide, 'expression du rayon vectenr
de cette forme r= a (14 a2y + o 3), etfaisant comme

dans le n° 24,
e, N Ty,
F e S G A
z=Zy + 24, +Zy + 1,
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Loy ZLyy Zy, etc., représentant des fonctions de méme
nature que celles que nous avons désignées par Y,,
Y,, Y,, etc., il est aisé de voir que pour avoir égard
aux quantités qui résultent de I'introduction du terme
a®z dans I'expression de r, il suffira d’augmenter res-
pectivement chacune des quantités Y, Y,, Y,, etc.,
des quantités correspondantes «Z,, «Z,, aZ,, etc.,
dans les expressions (¢)de V du n° 24; on trouvera’
ainsi, relativement aux points extérieurs, en négli-
geant les termes de I'ordre o,

w a ra e 0
V= liar— -+ i rr ?Yo‘+' «Y, J—!—ﬂ.'o!,

i 3 (1) a’ (1)
+ 55 (Yi+ X, +zZ.J+5—F{Y=+zaY, + aZ,)
a’ 3 {1} = at {n) "
+—rYa -+ ,-Q.YJ +3£4J+‘_‘{Y|+ BEY‘ +1£'1)+"'l'
v i gr

On fera disparaitre de cette valeur les termes en Xos

Y,"”, Z, en prenant pour a le rayon de la sphére égale

en solidité au sphéroide, et les termesen Y,, YV et Z,
en placant I'origine des rayons r & son centre de gra-
vité. On aura ainsi les deux equations de condition
suivantes :
YO-J- G.'Y”[l"-i— a0,
(f)
Y, +3a2Y"+aZ,=o.
La premiére servira i déterminer la quantité Z,, et
la seconde la quantité Z,, les quatre autres quantités
Yo Yi) Y, et ¥ étant supposées déterminées par la

premiere approximation.
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En substituant ensuite la valeur de V dans I'équa-
tion (b), on aura

fra' frata
ir 5r

: (A)
SL{Y + 31Y:'}+ aZ)+. ..

{1) - 5u 8 (1) oy
Y.+ 22 Y, aZ 4+ — (Yot o¥ 4 aly)
4

1 gr‘ L gr*(cos'd — ;) = const.

Si dans cette équation on substitue pour r sa valeur
a (1 + ay + ¢’z), qu'on observe qu'en supposant

comme précédemment -0 =g, on a par la premiére
3T

approximation aY,= — {¢(cos?f — 1) et Xy=o0,
Y,=o0, Y;=o0, etc. Qu'on fasse pour abréger e= —2q
et qu'on néglige les termes de l'ordre o® et a*q, on
trouvera

\

? 2
Zi (1 +ay—a's+aly?)+ ‘hrg ! ([——31;‘}{1’,+2=Yt:}+aza}
+ a3 Y 4+2Z) + 2 (3YE+2) +.. | (B)
, §ra . 4ra’ ”
—,.-3—f:(l+2u)f:|+-;.—3—l:[+2a_y‘ja'f,=i:0nsl.

Nous pouvons supposer la constante du second
membre, qui est arbitraire, déterminée par I'équation

41'.*:‘ 417&’
(b 3

a*Z, = const.

En comparant ensuite les termes affectés de la pre-
miére puissance de z, on aura d’abord y =Y,, comme
cela résulte d'ailleurs de la premiére approximation.
La comparaison des termes multipliés par o donnera
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de méme

Ws=a')’— farY, + fa f"e]’i"—l— L) L2 Syl 4 Zz,)

1% ]

+ 22 (3Y Y Z) ity + L ay Y, + 2 L.

La fonction y ne contenant que le carré de cos?, il
en résulte évidemment que les puissances successives
>* x?, ete., de cette quantité ne renfermeront que
des puissances paires de ce méme cosinus, el que, par
conséquent, toutes les fonctions Y, Y, Y\ etc.,
dont I'indice est impair, disparaitront de leurs expres-
sions, on aura done

] 2

Y'=0, Y'=o0, Y'=o, etc.,
la seconde des équations () donnera ainsi Z, = o, et

I'équation précédente, en y substituant pour y sa va-
leur Y,, deviendra simplement

etz =3a(a Y, + Z,) + L2 a*Z,
+ 32 (3Y"+2Z,) — SeaY,+ a?Z,.

Cette équation, jointe i la premiére des équations
de condition ( /), suffit pour déterminer complétement
Pexpression de z. En effet, si I'ony substitue pour z
sa valeur Z, 4 Z, + Z, + elc., et qu'on compare en-
suite dans les deux membres les fonctions affectées
des mémes indices, on voit d’abord que comme les

quantités Y,", Y;" ne renferment que des multiples
pairs de cosd, il faudra qu'on ait nécessairement

Ty==0y Vilig=0, By== o, etc.;
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d'ou I'on peut conclure d’abord que l'expression du
rayon vecteur ne contient que des fonctions paires de
la nature des fonctions Y,, et que par conséquent le
sphéroide qui satisfait 4 'équilibre de la masse fluide,
est un sphéroide symétrique des deux cotés de son
équateur. Les puissances les plus élevées de cosd qui
renferment la quantité »?, étant du quatriéme ordre,
il est évident encore que la comparaison des termes
semblables dans les deux membres, apres qu'on aura
substitué pour z sa valeur, donnera

Z. =10, &y= 0, .
L'expression de a*z se réduit donc finalement & la
suivante :

s=1(2aY"42)+ 3 (3Y, '+ &) — | S Y+ Z.

Les fonctions Y.”, Y.” sont, par leur nature, indé-
pendantes de 'angle » comme la fonction Y, dont
elles dérivent, la fonction 3 en sera donc pareillement
indépendante, et, par conséquent, le sphéroide qui sa-
tisfait a I'équilibre, est un'sphéroide de révolution.Sub-
stituons maintenant pourY,, Y."” et Y/" leurs valeurs’

dans I'équation précédente, en faisant, comme daos le

n° 18,

ks B fecihl 5 8 ana®h i 0
Fy= 3%(cos'0 — $cos*d + ).
On trouvera aisément, par le procédé du n® 25,

+2 = .
i','. :3_;"1*‘_}_ .’;"I‘z_?-

et en abservant que d’apres la valeur de Y,, donnée
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par la premiére approximation, on.a Y,= eF,, on
aura

Nous avons supposé précédemment
; 3 ] (1)
=Y =Y"+¥"+Y",
en comparant ces deux expressions, on aura donc
z’Yi'J= Le, n.’Ti'Jz-; eF,, z’Y:']= e F.

Si I'on substitue ces deux derniéres valeurs ainsi
que celle de z dans 'équation (g), qu'on compare
ensuite les termes qui contiennent des fortctions sem-
blables dans les deux membres, on en conclura aisé-
ment

@'ly=—%¢'F,, a'Z,= }Le°F,.

Les deux fonctions Z, et Z, qui entrent dans la va-
leur de z, se trouveront ainsi déterminées; quant a la
fonction Z,, elle est déterminée par la premiére des
équations (f), et comme on a par la premiére approxi-
mation Y, = o, on en conclut simplement :

2 i i) i o2
£ 4 Zo——f}'.' Yn ——EE.

L'expression de «*z devient ainsi :

e'z=—ge'— 3e*F,+ 31 e*F,;

-
'

et en substituant cette valeur dans I'expression du
rayon vecteur r = a (14 e ¥y + ¢*z), on aura

=1—ge'+ (e—5e*)Fa+ 21e°F,,

Rl

ou bien, en remettant pour F, et F, leurs valeurs, et
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substituant — £ ¢ au lieu de e,

r

—=1—tg—3itg'4 ! gsin?0 4% g'( 23 — 63 cos’ §)sin’h,
7

équation qui est celle d'un ellipsoide de révolution
dont I'aplatissement serait égal 4 ¢ + 433 ¢*. En effet,
en nommant &/ cet aplatissement, on aura
g 445
eh=3%q+ s:u'}' ’
et en introduisant cette valeur dans I'expression pré-
cédente, on aura
L= (r—2g — 1) (1 + xhsin’0 — § o " sin’0 cos'6),
a
valeur qui s'accorde, jusque dans les termes du second
ordre, avec celle du rayon vecteur d'un ellipsoide de
révolution dont I'axe des poles serait

aa'(1—%q — 22¢*),

I'aplatissement &/, et I'équation rigoureuse
a’(l—-:-.:,-—“,q} Shis 4 {:au.’r-l——a’h’)sm’ﬂ

% P 1+ 2ah 4+ ok
Sans qu'it soit besoin de pousser plus loin ce calcul,
il est aisé de voir, par 'analyse précédente, que par
une suite d’approximations successives, on obtiendra,
au moyen des équations (A) et (B), une valeur de r
ordonnée suivant les puissances de z et de la forme

FP=ry+or +er+er+...,

dont tous les coefficients r,, r,, ry, etc., seront entie-
rement déterminés : le premier ne contenant que des
quantités constantes, le second ne contenant qu'un
terme de la nature des fonctions Y,, celle qui répond

R L D R R S MDA A
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i l'indice n= 2; le troisieme, deux fonctions du méme
genre repondant aux indices n = 2, n = 4, et ainsi
de suite. On voit de plus, par la maniere dont se for-
ment les coefficients r,, ry, que les autres coefficients
I'y; F'ys €tc., ne contiendront également que des nom-
bres finis des quantités Y, répondant i des indices
pairs, ce qui fait qu'ils ne renfermeront que des puis-
sances paires de cosf; on congoit enfin que 'angle
disparaitra entiérement de ces valeurs.

On peut donc conclure généralement, que la figure
qui convient a 'équilibre de la masse fluide homo-
gene, quand on la suppose trés-peu différente d'une
sphére, est celle d'un sphéroide de révolution synré-
trique des deux cotés de son équateur et dont 'axe
de figure coincide avec I'axe de rotation. 1l ne résulte
pas de la, il est vrai, que ce sphéroide soit nécessaire-
ment un ellipsoide, mais on a vu, n° 32, que l'ellip-
soide tres-pen aplati satisfait rigoureusement & 1'équa-
tion de I'équilibre d’'un fluide homogene tournant
autour d’un axe fixe avec une vitesse comprise entre
des limites déterminées: il s’ensuit donc qué la valeur
précédente de r qui, par hypothese, satisfait & I'équa-
tion de I'équilibre, et qui ne peut se réduire que d'une
seule maniere i la forme que nous lui avons supposée,
doit coincider avec le rayon de l'ellipsoide développée
suivant les puissances de l'aplatissement, et c’est ce
«ue nous venons de vérifier, en effet, pour les termes
dépendants de la premiere et de la seconde approxi-
malion, -

34. Considérons maintenant les variations de la

_—a
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pesanteur a la surface du sphéroide. L'équation (a)

qui détermine la figure de I'équilibre de la masse
flnide, offre encore 'avantage de donner par une sim-
ple différentiation la loi de la pesanteur i la surface.
En effet, le premier membre de cette équation repreé-
sente généralement I'intégrale de toutes les forces qui
agissent sur chacune des molécules de cetie surface,
multipliées respectivement par I'élément de leurs di-
rections. En différentiant donc I'équation (a) par rap-
portar, on aura, n°4, la résultante de toutes les
forces qui animent le point de la surface quel’on con-
sidere, décomposées parallelement aurayon r, ¢'est-i-
dire, n° 29, l'expression de la pesanteur en ce point.

L'équation (¢), d'apresce qui précede, devient

qrn ("-F = Argrt | .
b Bl s -|~ s i G T B sin?s
o 57 5}

= const.

Si l'on différentie cette équation parrapporta r, qu'on
divise sa différentielle par — dr et qu'on y substitue
a la place de rsa valeur a (1 + ey ) apres la différen-
tiation, on trouve

p=4inal(l —42Y¥—=gsin*d); (n)
et comme on a, n® 52,
aY® = —%q.(cos’d — 1),
cetie équation devient
p=1ira[t—3q+§q9(cos’d—{)]. (¢)

La quantité p que nous venons de déterminer, ne
représente pas exactement la pesanteur, c’est seule-
ment la partie de cette force dirigée vers le centre

_—'.I
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du sphéroide. En effet, on peut regarder la pesan-
teur A sa surface comme décomposée en deux autres
forces, I'une p dirigée suivant le rayon r, et l'autre
perpendiculaire i ce rayon. Mais il est aisé de voir
que cette derniére est de 'ordre , en sorte qu'en la
désignant par ap’, la pesanteur totale sera égale a
Vpi-+a®p®; on peut donc, quand on néglige les quan-
tités de 'ordre o2, regarder p comme I'expression de
la pesanteur  la surface du sphéroide.

En réunissant les équations (e) et (d), on aura
tout ce qui est nécessaire pour déterminer la figure
d’équilibre d'une masse fluide homogéne douée d'un
mouvement de rotation et les lois de la pesanteur a
la surface, lorsqu’on suppose que la forme primitive
de la masse est peu différente de la sphére. On aura
ainsi

i 5q 7 1 i
:~=nL:—T(cns 6 — E)J!
p=4ral1—3q+ tq(cos’d — )]

Ces deux équations font voir d’abord que la dimi-
nution des rayons et les accroissements de la pesan-
teur, en allant de I'équateur an pole, sont propor-
tionnels & cos? 6; d'ou il suit que ces deux quantités
varient A trés-peu prés comme le carré du sinus de
la latitude, parce que cosf est, aux quantités pres de
I'ordre o, égal a ce sinus.

C'est par I'observation des longueurs du pendule
2 secondes quon a déterminé les variations de la
pesanteur i la surface de la Terre. Cette longueur,
comme on 'a vu n° 30, est proportionnelle i la pe-
santenr. Soit donc [ la longueur du pendule & se-
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condes sous un paralléle quelconque, L' ce que de-
vient /, et P’ ce que devient p sous I'équateur, ou lors-
que § = go°, on aura
; P=4ra(r— Hq);
par conséquent
p=P+ {Pgcos’h,
et, par suite,
l=L'+ L'qcos*b.
Nommons L la longueur du pendule au pole, on aura
L—L% 5;',-.
A |
Si 'on nomme de méme R et R’ ce que devient le
rayon r de la surface de I'ellipsoide, au péle et i I'é-
quateur, on lrouve
' R—R _

S5¢.
5

a 4
on aura donc, relativement aux ellipsoides de révo-
lution, entre les demi-grands axes et les longueurs
du pendule qui répondent respectivement au pole el
a I'équateur, cette relation trés-simple,

L—L _R—R

E! a

1l est intéressant de s’assurer que cette relation
remarquable subsiste encore lorsqu’on a égard aux
quantités de 'ordre du carré de Paplatissement du
sphéroide, que nous avons négligées dans une pre-
miére approximation. Pour le faire voir, désignons
comme précédemment, par V I'intégrale de toutes les
forces qui agissent sur chacune des molécules du
sphéroide, multipliées respectivement par I'élément
de leurs directions, ou le premier membre de I’équ;‘l-

1. Jo
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tion (e). On aura; en vertu des résultats trouvés plus
haut,

V= tfi,rrﬂ’ 4 wza®

3, T bP

Y.+aY, +22Y "4} ‘r‘,— (¥, +3Y")

-
e = -ﬁ—r’sm B.

Si I'on différentie cette valeur par rapport a r, et qu'on
substitue aprés la différentiation a la place de r sa
valeur a (1 + 2y + «®z) en négligeant les termes de
I'ordre z®, on trouvera aisément

dV _ fwa ' § : e e e
P ‘1——..-0:\',—-: (2 2+ 1T Z,—3Y, — 2 Y,
_.B'Y:I‘_F!_"-Yi)}—}-i%ﬂfl_i_an}sinlg_

En substituant pour Y,, Y3, Z,, ete., leurs valeurs
précédentes, et faisant, pour a!il'égel-, 6= — -';—q,' cette
expression, apres les réductions convenables, devient
)
&re 3
Cette valeur exprime l'attraction que le sphéroide
exerce sur un point de sa surface dans la direction du
rayon vecteur r'; pour en déduire V'expression de la
pesanteur, il faut diviser la quantité précédente par
le cosinus de I'angle que forme ce rayon avec la direc-
tion de la normale au point que 'on considere. La

f14+3e— e+ (— e e cost0— {ecos' o).

tangente de cet angle est égale a 4 on a, dailleurs

o RN 8 rdo’ " ?
T . 2 : r &

dans I'ellipsoide de révolution — =1 ahsin?@, en

nommant «k l'aplatissement du sphéroide et en négli-
geant les quantités de 'ordre o, d’ou il est facile de
conclure que le cosinus du méme angle sera, aux quan-
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tités pres du troisieme ordre par rapport a a, égal i
1 — 2 2* h?sin* @ cos* 4, ou bien 1 —% ¢* sin?0 cos?d,en
remplacant 2/ par sa valeur — § e, n°33; en appelant
p la pesanteur a la surface et désignant, pour abréger,
par M la masse du sphéroide, on aura donc

M
P== 1+ He—Ite'+(— 2e 4 1) cos' 0 — 3 e cost 0']1

> (1 + ] e'sin’0 cos’l ),

ou bien, en réduisant,

M

= 183 [

]‘1—ﬁ€"—"‘m-" +

pP=— f?:,]cus’ﬂ—'—;‘c’l‘us‘fi;.

En désignant par P’ la pesanteur al'équateur, onaura,
en faisant § = go® dans I'expression précédente,

1M A ni
P==[ + e — e,

et la valeur générale de p pourra prendre cette forme,
p=pr [ 14 (— 3 e+ L1 e?) cos?§ — 45 e? cos'l|.
Au pole on a § = o, et en nommant P la pesanteur
€n ce point, on aura
— T i 153 .2
P="P({—2e+ L22e%),
ou bien, en substituant pour e sa valeur — 2 ¢,
f— r i 425
=P (1+39+ H31¢")
Or nous avons trouvé plus haut, pour Paplatissement
ah du sphéroide,
— 425 2
ah= (.J +3559

on aura donc P = P’ (1 4 ak), ou bien
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comme nous V'avions trouvé plus haut; c'est-a-dire
que la relation qui existe entre les expressions de la
. pesanteur aux poles eta I'équateur, lorsqu’on n’a égard
qua la premiere puissance de &, subsiste encore lors-
qu'on porte I'approximation jusqu'u.ux quantités du
second ordre par rapport a cetle quantilé; ce qui esl
conforme, d'ailleurs, au théoréme démontré n°® 28,
ot nous avons vu que cette relation est rigoureuse
pour les sphéroides homogenes et de figure elliptique,
ou, en d'autres termes, que pour ces sphéroides,
la pesantewr au péle est a la pesanteur a U'cquateur
comme le diamétre de U'équateur est a l'axe du pole.

-

35. Nous ne nous sommes occnpé jusqu’ici que des
fluides homogeénes; nous allons considérer mainte-
nant I'état d'équilibre d’'une masse fluide hétérogene .
douée d'un mouvement de rotation autour d’un axe
fixe; mais, pour simp]iﬁvt' cette question, nous suppo-
serons cette masse composée de couches semblables,
et la densité décroissante suivant une loi quelconque
du centre i la surface, hypothese qui dailleurs parait
conforme & la nature des corps célestes. On concoit,
en effet, que si, lors de la formation de ces corps,
leurs molécules ne s'étaient pas disposées de maniere
que les plus denses soient en méme temps les plus voi-
sines dn centre, elles se seraient pénétrées comme un
corps solide s'enfonce dans un fluide, et P'équilibre
n’aurait pu exister dans une pareille masse. L'équation
aénérale de I'équilibre des différentes couches sera,
n® 38, livre I°7, I

P =V+N,

a

L4 4

RO . T
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ou bien, en remplacant V par sa valeur, n® 235,

.y
‘ p +ax.fp d.a'+fox fo.d.
o

»
n
. 7

e s T A N
- L 3 i 5 - 3 L

i o da 225, sy Sy Sorss g i
+37-jp.d.a+ - ,n.rtln-l’..+3r Y.+5r: YH_??"‘ Y+ s

i J
Les différentielleset les intégrales dans cette équation
se rapportent a la variable a ; les deux premieres inté-
gralesdusecond membredevantétre prisesdepuisa=a,
en désignant par ala valeur de arelative dla couche que
I'on considére, jusqu’a la valeur de a qui correspond
4 1a surface du fluide, et que nous supposerons égale a
'unité, les deux derniéres intégrales de la méme équa-
tion dJevant s'étendre depuis @ = o jusqu’a @ = a.
A la surface de la couche, ona r=a(1+ ay):
en substituant donc cette valeur dans les termes de
I'équation précédente qui sont indépendants de «, et
faisant simplement r — @ dans les antres, on aura
‘rf—grfzzfr.j}}.tfﬂ‘+42:,fpnf. Ltr’Yu+igl Y g Y+ '-;—” “Yat.: J

r - (] » £ f
L LIPS L PREIRLGE SR P
. 3”.(: ay). [p.da’+"— Jp-d. L g Y+ Y""T‘,.. y I
+ N. /
Le second membre de cette équation doit seréduire
3 une constante, n® 58, livre 1¢. Sil'on subslitue donc
pour y son développement Yo+ Yo+ Yo 4+..,, et
pour N sa valeur §.gr* — §.gr* (cos?d — 3, et que
I'on compare ensuite les fonctions semblables de @ et
I
de w, on aura
ilp . - pip A - .
, : — an.fp.d.a*+ foxn. fo.d.a*Y,+ .;:-.jp .z}

[ ¥

4 [4
igaw ¥ " g aw " ’ 5
S S W W A A fpda*Y,+ Lea®;

Jn L it o a1
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les deux premieres intégrales du second membre de-
vant étre prises depuis @ = a_jusqu’a a =1, et les
trois derniéres depuis @ = o jusqu'a a = a. Cette
equation déterminant simplement le rapport qui doit
exister entre Y, et a, il s’ensuit qu'on peut donner
4 Y, une valeur arbitraire. On aura ensuite, i étant

cgal & 2,

4”" Spd Xy — - Y,.fp.d.a®

a [:ff'_l
Jfar - -~ 29 _ 1)
& -Jp.d.a* X, — §ga*(cos $+)= u;,
enfin, i étant un nombre quelconque égal ou supé-
rieur a 'unité,

4 =al . Y0 I:i. .’i?r .
it < Jp a‘."'._:ma—--\’ JF ri(11+{?r+],l oy jpr.f.rl"'"]":o. fm

Cette équation donnera la valeur de Y,, relative a
chaque couche du fluide, lorsque la densité p sera
connue, mais elle ne suffirait plus pour la déterminer
si la loi des densités était inconnue, il faut alors, pour
rendre cette détermination possible, ajouter aux con-
ditions du probléme une hypothése sur la figure des
couches de niveau, et c’est ce qu'on fait en les sup-
posant semblables. :

A la surface du fluide on a fp.d.;f;; = 0, puisque

les surfaces intérieures et extérieures de la couche se
confondent : I'équation précédente devient done, en
observant que nous supposons a = 1 a la surface,

. Y;.[p.a% : Sfpda*t?Y;=

Dans le cas particulier que nous considérons, les

conches de niveau étant supposées semblables, il
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s'ensuit que la valeur de Y; est pour chaque couche
la méme qu'a la surface; elle est donc indépendante
de a, etl'on a
Y,-.f([ - iiﬂ;—ia‘) .pa*da = o.

Or, i étant égal ou supérieur a 3, la fonction

i+3
T a4t
ferme 1'équation précédente, ne peut donc étre égale a
zéro; on doit done avoir alors Y;= o. D'ailleurs, si
I'on suppose i =1, on pourra toujours faire dispa-
raitre le terme en Y, de I'équation (g) en placant
I'origine des coordonnées au centre de gravité du
sphéroide; on aura donc généralement Y; = o0, i ¢tant
un nombre entier quelconque différent de 2.

Dans le cas de i = 2, 'équation (/) donne

1 a' esttoujours positive; I'intégrale que ren-

GorY,.[(1 — a*).pa’da + lg.(cos’d —§)=o0.

Soit, comme précédemment, ¢ le rapport de la
force centrifuge 4 la pesanteur & I'équateur, I'expres-
sion de la pesanteur étant, aux quantités pres de
lordre o, la méme que celle qui aurait lieu a la
surface de la sphére du rayon a, ¢’est-a-dire égale a
in.fp.d.a®, on aura g = &m;._."p.a’dm par consc-
quent

— 1[1':157‘3 — ). fp.a’da
2

aYs= Jl.l;l—-!!"_J.p.a’:!a .

Le rayon du sphéroide 4 la surface sera done

% (cos'8—13) Jp ada

1+ aY, — =
g ¥ S — a').p.a’dda
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Ce rayon est celui d'un ellipsoide de révolution :
ainsi done, dans ce cas général, comme dans celui . 2
de 'homogénéité, la surface libre du fluide, et, par “
conséquent, celle de chaque couche de niveau, ont
la figure elliptique. -

Si, pour abréger, on fait -

7 -fpr'.«!a
b
ﬂk —_— a—— Ll
Jr—a)ratda
Vexpression du rayon de chaque couche sera de cette
forme :

a1 + a¥, — ah(cos*d — 1)].

Y, étant arbitraire, si I'on fait Y, = —5h, lex-
pression précédente devient a (1'— ak cos*d) et ok
représente alors Pellipticité de la couche. A la sur-
face du sphéroide, on a a =1, et le rayon devient
1 — ahcos?d. La diminution des rayons, en allant
de I'équateur au pale, est donc encore proportion-
nelle a cos®4, et, par conséquent, an carré du sinus
de la latitude. ,

Le rayon osculatear du méridien dont le rayon est
de la forme 1 — 2/ cos*6, a pour expression

t—2ah(1— 3cos®d).

Désignons par ¢ la longueur d'un degré mesuré sur
le cercle dont le rayon est 1 — 24/, Pexpression du
degré du méridien du sphéroide sera

¢+ 3ahccos?s.

¢ représente done la grandeur du degré sous P'équa-

TP S S |
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teur, et les degrés du méridien croissent de I'équa-
teur au pole, proportionnellement au carré du sinus
de la latitude, tandis que les rayons menés du centre
a la surface du sphéroide diminuent suivant la méme
loi.

Si I'on applique a la Terre les résultats précédents,
et qu'on la considére simplement comme un sphé-
roide composé de couches elliptiques de densité et
d’ellipticité variables, en substituant pour Y, sa va-
leur dans I'équation (g), et en observant que linté-
grale [p.dh est nulle a la surface, on aura

Gfpn’.a‘f; 4+ 5 (;1 = .'1) Jed.a* = o. (k)

Cette équation détermine la relation qui doit exister
pour I'équilibre enire la densité p et Vellipticité ek
de chaque couche du sphéroide. Elle donnera, en
I'intégrant, la valeur de cette ellipticité, lorsque la loi
des densités sera connue.

Les densités étant supposées aller en diminuant du
centre i la surface, il résulte de cette équation que
Pellipticité de la Terre est moindre que dans le cas
de 'homogénéité, & moins qu'on ne suppose que les
ellipticités croissent de la surface au centre dans un
plus grand rapport que la raison inverse du carré des

2 X - i
distances i ce centre. En effet, soit i = —; on aura
=
Jpdath= [pda*u= ufp.d.a® —+ [du.fa® . dp.
Si les accroissements des ellipticités sont enire eux

3 1
dans un l':ll.'llh'}l‘l Illi'llll.llll'l\' (llll‘! - L ;lliglllt’l]h'l'il l..:lli
a
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centre a la surface ; du sera par conséquent une quan-
tité positive, et comme dp est négalif, puisqu’on sup-
pose que les densités diminuent du centre & la surface,
Jdufa®.dp sera aussi une quantité négative, et en
faisant 4 Ja surface

Jeda*h=(h—f)fp.d.a®,

J sera une quantité positive. L'équation (£), en y sub-
stituant cette valeur, devient

6(hk—f)fp.da*+5 (E — nk) fp.d.a®*=o,
d’on l'on tire ;
5;i—tsf
h = T

Lellipticité a4 du sphéroide sera donc moindre que

%E; elle sera plus petite par conséquent que dans le
cas de I'homogénéité, ot dp étant nul, f est égal &
zéro.

On peut conclure de la que I'aplatissement de la
Terre, dans I'hypothese la plus vraisemblable qu'on
puisse faire sur sa constitution intérieure, est plus

1) . ' '
gF{Hllt lll.l(.'. é‘& \'i][Ell!’ f[lll l'(’l]ﬂn\'! au cas ou toute sa

P I A : 5
masse serait réunie 4 son centre, et moindre que '“,E!
4
valeur qui répond au cas ou cette masse serait homo-
gene. En effet, il est naturel de croire que la densité
des couches du sphéroide terrestre augmente en ap-
prochant du centre, et celte supposition est méme




-
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indispensable & I'égard de tous les corps célestes s'ils
ont été originairement fluides; il est probable aussi
que les ellipticités diminuent dans un rapport moindre

que #, puisque cette hypothese donnerait une ellip-

ticité infinie aux couches infiniment voisines du centre,
ce qui est absurde.

D’aprés les observations du pendule, le rapport de
la force centrifuge a la pesanteur a I'équateur est en-
viron 5, cest la valeur de la quantité g. Si la Terre
était une masse fluide hﬁmogéne son aplatissement
serait donc égal i la fraction +4-, et, quelle que soit sa
constitution intérieure, son aplatlssement doit étre
plus pctit que celte qn'mlité et plus grand que la frac-
tion 314. La valeur ;15 qui résulte des observations
du pcndule, est comprise entre les deux limites don-
nées par la théorie.

36. Considérons les variations de la pesanteur a
la surface du sphéroide que nous supposons compose
de couches elliptiques d’une densité variable du centre
a la surface.

La direction de la pesanteur de la surface au centre
n'est plus alors une ligne droite, elle forme une courbe
dont chaque élément est perpendiculaire a la couche
de niveau qu'il traverse. L’équation ( _f], en remar-
quant que parce qui précede,ona’Y,=o, Y,=o,etc.,
donne i la surface on les couches intérieures et exte-
rieures se L"ﬂllrl'_}ll'lh'[ll'

1
a

.5_1"'2_ i—-rﬁ.(ru.ﬁ'ﬁ - "'

+
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On aura l'expression de la pesanteur a la surface du
sphéroide, d’aprés ce qui a été dit n° 34, en chan-
geant le signe de la difféventielle du second membre
de cette équation prise par rapport a r et divisée par
dr. En nommant donc p cette force, on aura

p= i; Jp.d.a®+ %f -Jpd. (“’-Yu L gf - X *)

— 3.8r + gr.(cos*d — 1),

ou bien, en observant qu’a la surface on a
r=1+aY,+ aY,,

et que nous négligeons les quantités de 'ordre o
etag,

p= 43“ -_fla..'f.rt:' - E;-;Tf (Y, +Y, }-..lrf'-d-“:

+ han.fp.d. (a=,‘}'a+ g’g’.‘. \".,) —3.8+g(cos?6 —1).

On peuat faire dis];au'nilm les intégrales de cette ex-
pression, en observant que I'équation (%) donne 4 la
surface

LR
3/

ki fp.d.a*Y,= §ix, Y,.Jp.d.a*+ L.g(cos*l —-

5. 3 28

En faisant, pour abréger,

£ R
P= ";JP.r.".a’ — E‘: “Yo.fp.d.a® +hanfpd.a®Y,. - 38

b A
et observant que g = 3

-r;_['f.a.u" a’, on aura

p="P+ P3¢ —ah).(cos*d — &),
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ou bien, en faisant
P=P—iP.(3q —ch),
et négligeant les quantités de ordre o%,
p=".[1+ (§q— ah).cos?0].

Si I'on suppose § = go®, on a p =P'; il suit done de
celte équation que P’ est l'expression de la pesanteur
a Péquateur, et que la pesanteur croit de I'équateur
au pole proportionnellement au carré du sinus de la
latitude.

Si I'on nomme { et 1./ les longueurs du pendule cor-
respondantes a p et P, on aura

I=L"[t+ (§q — ah).cos’G].

i est donc la longueur du pendule a I'équateur, et
ses accroissements de I'équatenr au pole sont encore
proportionnels au carré du sinus de la latitude.

Si I'on désigne par a:¢ l'excés de la longueur du
pendule an pole sur sa longueur a I'équateur divisé
par cette derniere longueur, quantité qui est égale a
I'exces de la pesanteur au pole sur la pesanteur a I'é-
quateur divisée par cette derniére quantité, I'équa-
tion précédente donnera oe+4-ah=45q, équation
remarquable découverte par Clairaut, et qui fait con-
naitre une relation importante entre les longueurs du
pendule qui bat les secondes a.la surface du sphé-
roide et son ellipticité. Dans le cas de homogénéite
I onazh=%q, et 'équation précédente donne, par

conséquent, oz = o/, comme nous l'avons vu n® 34;
mais, si le sphéroide est hétérogéne, Uexces de la lon-

NGRS




.i']!'i THEORIE ANALYTIQUE
gueur du pendule au pole sur sa longuewr a l'équateur
divisé par cette derniére longueur, et Uexcés de laxe
de Uéquateur sur Uaxe du péle divisé par ce dernier
axe, forment deuzx fractions dont la somme est con-
stante et égale au double de laplatissement que le
sphéroide aurait dii prendre dans le cas de Lhomoge-
neite.

37. Les formules précédentes donnent le moyen
d'exprimer, d'une maniére tréssimple pour les sphé-
roides dont la surface est supposée fluide et en équi-
libre, la fonction d’oti dépendent les attractions du
sphéroide sur un point extérieur. En effet, les for-
mules (&) et (m) donnent

Jeida*Y.=5Y,.fp.a’da + %f: (cos?§ — 1)
Je-d.a Y= (2i+1)Y,[p.a*da,

i étant un nombre quelconque différent de a.

Si I'on substitue ces valeurs dans celle de V relative
aux points extérieurs, n®23, qu’on place I'origine des
coordonnées au centre de gravité du sphéroide, ce
qui donne Y, = o, et qu'on suppose Y, = o, on aura

V’=£’-[:+z.(£’+3—‘+...)
r P r .

JSpatda+ ;-.ﬁ;-{e:ns’ﬁ— i)
Dans cette expression, hdnfpa’da, l'intégrale étant
prise depuis a = o jusqu'a a =1, représente la masse
de la sphere dont le rayon est 1 et que l'équation
Y, = o suppose égule en solidité au sphéroide ;
4nfpa*da est donc égal a la masse du sphéroide.

La valeur précédente de V convient 4 toute espéce
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de sphéroides. Si-l'on considere le cas particulier ou
le.sphéroide est composé de couches semblables dont
la densité varie suivant une loi quelconque du centre
i la surface, on aura

Y= — h (CDE’.E‘ — %) Yi=o0, A= 0, e1c.
On a d'ailleurs g = 4 nq fpa*da; par conséquent

V=2 B (4g — ah). (086 — ),

en désignant par M la masse du sphéroide.

Cette expression s'applique naturellement aux pla-
nétes, et en particulier a la Terre, dont la surface est
recouverte en trés-grande partie d'un fluide en équi-
libre.

38. Nous terminerons ce chapitre en exposant
quelques propriétés générales relatives a la figure des
corps célestes, qui dérivent trés-simplement de I'ex-
pression des rayons de leurs surfaces, et qu'il est
d’autant plus utile de connaitre, qu'elles sont indé-
pendantes de toute hypothése sur leur constitulion
intérieure. Nous considérerons ici le cas le plus gé-
néral, celui ot le sphéroide, toujours fluide a sa sur-
face, peut recouvrir un noyan solide peu différent de
la sphere.

La premiere de ces propriétés dépend de la nature
du centre de gravité; elle consiste en ce que la masse
fluide en équilibre doit toujours se disposer de ma-
niére que la fonction Y, disparaisse de l'expression
du rayon mené du centre du sphéroide a la surface,
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en sorte que le centre de gravité de cette surface coin-
cide avec celui du sphéroide.

En effet, soient dM une des molécules du :sphe-
roide, et &, y, z, ses lrois coordonnées r ‘ctangu-
laires; on aura, en placant I'origine des coordonnées
au centre de gravité,

JxdM =0, [ydM=o0, [2IM=o.

Nommons R le rayon mené du centre de gravité du
sphéroide a I'élément dM, § I'angle que forme ce
rayon avec 'axe des  qui est aussi 'axe de rotation,
et o I'angle compris entre sa projection sur le plan
des y, zet 'axe des . On aura

x = Rcosl, y =Rsinbcosw, z=Rsinbsine,
dM = R*dR dfdew sinb.
Les trois ¢quations qui résultent des propriétés du
centre de gravité, deviendront donc
JeBR*dRdbGdw sinf cosl = o, )
JpR*dRd9dwsin®Gsine =o, ) (1) *
ToR*dRdldwsin®G cosw = o.
Supposons lintégrale [sR*dR prise relativement
a R, depuis R = o jusqu'a la surface, et développee
dans une suite de la forme
N¢|+N| = Nn‘!‘- LN}
dont chaque terme soit assujetti & I'équation aux dif-
férences partielles,

dN,;
el.sin f T!_{} l 4N

sinQdl sinfl dw®
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Les trois quantités cosf, sinf sinw,sinf cosw, étant
comprises dans la forme générale Ny, on aura géné-
ralement, par le théoréme du n® 18, i étant différent
de I'unité,

S N;sing cosbdbdn =0, [fN;sin*@sinwdfde = o,
SNisin*Gcosmdidn = o.
Les trois équations (/) deviendront donc simple-
ment, en vertu des précédentes,
IN,sinfcosbdidw =0, [N,sin*@sinadidw= o,
SN, sin*Gcosadidn = o.
La valeur de N, est de la forme
N, = Hcosf + H'sinfsinw + H”sinf cosw.

Si l'on substitne cette valeur dans les équations
données, par la propriété du centre de gravité, on
verra que, pour y satisfaire, il faut supposer

H=0, H=0, H=a,

et par conséquent N, = o. Or cette condition est la
seule nécessaire pour que l'origine des rayons R de la
surface soit au centre de gravité du sphéroide.

En effet, supposons le sphéroide un solide peu dif-
férent de la sp]u"l'e., recouvert d'un fluide en équilibre;
on aura, dans ce cas, R = a(r + a}*], et, par consé-
(quent,

JeR* AR ={ fpd.[a*(1+ f2y)],

la différentielle et Vintégrale indiquées étant rela -
11. 3
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tives i la variable a dont g est fonction. On aura
donc dans ce cas, en mettant pour y sa valeur
Y, — Y, +...,

Ni=afpd.a'Y,.

L equation (m) du n°35 donne a la surface, en ob-
servant qu'alors a =1,

fed.a'Y,=Y, [pd.a*,

la valeur de Y, se rapportant a la surface. On aura
donc
N,=aY, [pd.a*;

et puisque N, = o, quand on suppose l'origine des
rayons R au centre de gravité, on aura, dans ce cas,
Y, = o. Ainsi donc la fonction Y, disparaitra d’elle-
méme de l'expression du rayon de la surface du
sphéroide, toutes les fois qu'on prendra le centre de
gravité pour origine des coordonnées, mais il n'en
résultera aucune condition particuliere pour les fonc-
tions Y,, Y,, etc.

Nous avons vu, dans le chapitre V, livre 1, que
pour la stabilité du mouvement de rotation d’'un
corps, il faut que 'axe autour duquel il tourne, coin-
cide toujours, a trés-peu pres, avec I'un de ses axes
principaunx. Si cette condition n’était pas remplie a
I'égard des corps célestes, il en résulterait dans la po-
sition de leurs axes de rotation des variations sen-
sibles, surtout pour la Terre; et comme les observa-
tions les plus précises n’en font apercevoir aucune, il
en faut conclure que les molécules de ces corps, a
I'époque de leur formation, se sont disposées de ma-

__A
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niere 4 rendre stables leurs axes de rotation. 1l en
résulte une nouvelle propriété relative a leur figure,
et qui consiste en une forme particuliere que doit
prendre dans ce cas la fonction Y,, qui entre dans I'ex-
pression du rayon mené de I'origine des coordonnées
4 la surface du sphéroide.

Pour le faire voir, désignons par x, 7, z les trois
coordonnées rectangulaires de I'élément dM rappor-
tées aux trois axes principaux qui se croisent au centre
de gravité du sphéroide; on aura, par la nature de ces
axes,

JaxydM =0, f[xzdM=o0, [rzdM=o.

Si I'on substitue pour x, y, z et dM leurs valeurs pré-
cédentes, ces équations deviennent

SeR*dRdidw.sin*G cosl cosw = o,
[eR*dRdidw.sin*§ cosf sinw = o,
SeR*dRdGdw.sinG sin2w = o.

Supposons l'intégrale [pR*dR prise par rapport a
R, depuis l'origine des coordonnées jusqu’a la sur-
face, et développée en suite de la forme

U, WUy vad
la fonction U; étant, quel que soit i, assujettie a I'é-
quation aux différences partielles

7 ai gdU,
L.5In 20 I d:ui_ g U 57
—aide Rty g i A= o.

En observant que les fonctions sinfd cosf cosw,
3.
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sinf cosf sinw et sin*fsinaw sont comprises dans
la forme générale U,, on aura, par le théoréme du
n’ 18, i étant différent de 2,

JU;dbdwsin®G cosb coswm = o,
JU:didwsin®6 cosf sinw = o,
SUdédwsin*Gsinaw = o,
et les trois équations, données par les proprictés des
axes principaux, deviendront ainsi :

JU,d0dwsin®6 cosl cosw = o,
JUydGdw sin®G cosf sinw = o,
SU,db0dw sin*6 sinaw = o.

La fonction U,, est, n° 17, de la forme

K (cos?6 — §)+ K’ sinf cosf sinw -+ K’ sin § cosf cos e
+ K"sin*@sinaw + K"sin?0 cosa w.

Si I'on substitue cette valeur dans les équations pré-
cédentes, elles donneront

K=o, K'=0, K'=op.

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les trois axes des x, des y et des z soient des
axes principaux de rotation, et il en résulte que U,
est de la forme

K{cos’@ — &) 4+ K"sin?6 cosa w.

Voyons ce que devient la valeur de U, relative-
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ment & un sphéroide trés-peu différent de la sphére
et recouvert d'un fluide en équilibre, On a, dans ce
cas, R = a (1 + ay), et, par conséquent,

fpR*dR = Lfpd.a* (1 +bay)

L
.
y

en substituant donc pour y sa valeur

Yo+ Y, + Yo+ 0,
on aura
U,=ea.fpd.a"Y,.

On a, par I'équation ( k), n°® 33, a la surface du sphé-
roide, en supposant que la seule force étrangére, qui
agit sur lui, est la force centrifuge due a son mouve-
ment de rotation,

4;“.'(1’”{-“5 Y,=$anY, fpd.a’ + % - (cos*8 — ).

On aura donc

5 [
Uy== ‘33—':‘ Y, [fpd.a*+ ;-—é (cos*@ — ).

L'expression générale de Y, est de la forme
k(cos*G — &) + A sinf cosf sinw 4 A" sin§ cosf cosw
+ k" sin*fsinaw 4+ £7sin?f cos2 w.

Si I'on substitue cette valeur dans l'expression pré-
cédente, qu'on remplace de méme U, par sa valeur
K(cos?§ — 1)+ K"sin*6 cosaw, en comparant les
fonctions semblables dans les deux membres, on aura
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et 'expression de Y, sera de la forme
k(cos*@ — 1) + A"sin?@ cos 2 .

Il suit donc de la supposition que le sphéroide
tourne autour d'un de ses trois axes principaux, que
les trois constantes &', &”, k", qui entrent dans la va-
leur de Y,, sont nécessairement nulles ; mais il n'en
résulte aucune condition relative aux constantes k
et A", qui restent indéterminées ainsi que les fonctions
Y,, Xg etc.
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CHAPITRE VI.

COMPARAISON DE LA THEORIE PRECEDENTE AUX
ORSERVATIONS.

39. Considérons d’abord le sphéroide terrestre, et
comparons, relativement a la Terre, la figure qui ré-
sulte de la théorie précédente avec celle que l'on a
conclue des observations. Quatre méthodes distinctes
ont été appliquées a cette détermination. La premicre,
toute directe et pour ainsi dire mécanique, consiste
4 mesurer des arcs de méridiens et de paralleles sur
divers points du globe et a déterminer, en réunissant
ces portions de la surface terrestre, la figure la plus
probable du sphéroide auquel elles appartiennent.
Toutes les investigatious de ce genre qui ont é1é ten-
tées jusqu'ici, conduisent 4 un résultal incontestable,
c’est que la Terre a la forme d’un sphéroide aplati vers
les poles et renflé i son équatenr, comme I'exigent
les lois de I'Hydrostatique. Les mémes observations
montrent, il est vrai, qu'en quelques-unes de ses par-
ties la Terre s'¢loigne sensiblement de la figure d'un
ellipsoide de révolution; mais lorsque I'on compare
entre elles les valeurs moyennes des degrés mesurés
a des latitudes trés-distantes, l'influence des irrégula-
rités de sa surface sur les résultats des opérations géo-

désiques est beaucoup atténuée, et 'on trouve alors
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quelle différe peu d'un sphéroide elliptique dont I'a-
platissement serait de ! ,.
Lesecond procédé qu'emploient les géométres pour
déterminer la figure de la Terre, résulte des varia-
tions qu'on observe dans I'intensité de la pesanteur
aux différents points de sa surface. et qu'on calcule
avee healrcou]_: de précision par le moyen du pendule.
Si la Terre a la forme d'un ellipsoide de révolution
peu différent de la sphere, d’aprés la théorie déve-
loppée dans le chapitre précédent, les accroissements
de la longueur du pendule i secondes transporté en
divers lieux du globe, doivent étre proportionnels
au sinus du carré des latitudes; il sera donc facile,
en soumettant les expériences i cette loi, de recon-
naitre si la Terre s'écarte ou non de la figure ellip-
tique, et de déterminer dans ce dernier cas son aplatis-
sement. Les résultats de ces recherches ont moniré
que les inégalités du sphéroide terrestre ont beaucoup
moins d'influence sur les variations des longueurs du
pendule que sur celles des degrés des méridiens,
comme Vindique aussi la théorie, qui prouve que les
termes qui écartent 'expression des degrés terrestres
de Ia loi elliptique, sont affectés de coefficients plus
considérables que les termes correspondants dans |'ex-
pression des longueurs du pendule. 11 s'ensuit que
celte seconde méthode est lmal:cnu[: plus propre que
la premiére & fournir sur la figure de la Terre des no-
lions exactes, et Paplatissement qu'elle donne, s’ac-
corde d'une facon remarquable avee celui qui résulte
de 'observation des mouvements de la Lune.
Cette troisieme maniére de déterminer la forme de
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notre globe, moins directe que les deux premicres,
est peut-étre un des résultats les plus surprenants
qu'ait produits 'application de I'Analyse 4 la grande
loi de I'attraction universelle, et mérite d’obtenir une
place importante dans I'histoire des progres de I'es-
prit humain. Elle consiste a reconnaitre, parmi les
nombreuses inégalités du mouvement de la Lune,
celles qui dépendent de la non-sphéricité-de la Terre,
et, en comparant leurs valeurs données par 'observa-
tion i celles qui résultent de la théorie, dans la sup-
position que la Terre est un sphéroide elliptique qui
exerce sur la Lune une action modifiée par sa figure,
a déterminer la valeur exacte de son aplatissement.
Laplace, qui le premier congut cette idée ingénieuse,
a trouvé, d'apres les observations de Burg, que I'a-
]:Ietlissement de la Terre résultant de ces phénoménes
¢lait de 3473 et peut-étre est-ce la donnée la plus exacte
que nous ayons sur cet aplatissement, a cause des dif-
ficultés des autres observations qui le déterminent, et
de I'influence qu’ont sur elles les causes particuliéres
qui écartent trop souvent la Terre de la figure ellip-
tique.

Enfin, les phénomenes de ]d nutation et de la pré-
cession des équinoxes fournissent encore des rensei-
gnements précieux sur la figure et sur la constitution
du sphéroide terrestre. 1ls ne donnent pas, il est vrai,
la valeur absolue de son aplatissement, mais ils font
connaitre deux limites entre lt*squel]es celu' fraction
est comprise, el ces limites sont 715 et -1,

40. Déterminons dabord la figure de la Terre qui
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résulte des mesures directes prises a sa surface. Si I'on
imagine un plan passant par I'axe de la Terre et par
le énith d’un point donné de sa surface, ce plan tra-
cera dans le ciel un grand cercle qui sera le méridien
du lieu, et la courbe que ce plan intercepte sur la sur-
face de la Terre, se nomme le méricien terrestre, ou,
par abréviation, la méridienne.

Lorsqu'en partant de I'équateur, on s’avance sur
cette courbe en marchant vers le nord, on voit suc-
cessivement la hauteur méridienne des étoiles situées
au nord augmenter, tandis que celle des étoiles si-
tuées au midi éprouve une dépression proportionnée.
Cette remarque trés-simple a sans doute donné aux
hommes la premiére idée de la forme arrondie du
globe. Si la Terre était sphérique, les degrés du mé-
ridien, mesurés a diverses latitudes, seraient tous
égaux entre eux; mais I'observation a fait reconnaitre
des différences notables dans ces degrés, et elle a
montré qu'ils allaient en croissant & mesure qu'on
s'éloigne de I'équateur; d'ott 'on a conclu que la
Terre est un sphéroide aplati vers les poles. En effet,
concevons pour fixer les idées que la Terre est un
ellipsoide de révolution : on peut supposer qu'un arc
trés-petit du méridien se confond sensiblement avec
le cercle osculateur déterminé par Uintersection des
deux normales menées 4 ses extrémités, et l'arc de
cercle compris entre ces normales sera d’autant plus
grand que son rayon sera plus considérable. Or, aux
poles ou a l'extrémité du petit axe, P'ellipse pendant
un court intervalle forme, i trés-pen prés, une ligne
droite, les deux normales qui déterminent le rayon
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du cercle osculateur, sont presque paralléles; ce rayon,
et, par conséquent, le degré du méridien, sont alors
plus grands que sur tout autre point. La courbure des
arcs elliptiques augmentant ensuite de plus en plus,
les rayons osculateurs vont en diminuant sans cesse
du pole a I'équateur; par conséquent, les degrés doi-
vent aller en croissant, i mesure qu’'on avance de ce
second point vers le premier.

Nous ne nous proposons pas d’exposer ici les pro-
cédés géodésiques qui servent & déterminer les arcs
du méridien terrestre; on trouvera sur cet objet des
détails circonstanciés dans I'ouvrage de Delambre, ot
cet astronome décrit les opérations qu'il a lui-méme
exécutées avec Méchain, pour la détermination de
I'arc du méridien compris entre Dunkerque et Barce-
lone. Nous donnerons simplement les résultats des
travaux qui ont été entrepris a diverses époques pour
la mesure des degrés de la méridienne, et nous indi-
querons la méthode que I'on doit suivre pour en con-
clure quelle est la figure la plus probable que ces me-
sures assignent a la Terre. On congoit, en effet, que,
comme il est impossible de déterminer dans toute son
étendue le méridien terrestre, il faudra commencer
par faire une hypothése quelconque sur la nature de
cette courbe et sur la figure générale du globe. On
déterminera ensuite les arbitraires de ces suppositions
au moyen des données fournies par les opérations
géodésiques, et I'on examinera enfin si la figure qui
en résulte pour le sphéroide terrestre, peut concor-
der avec celle que 'on conclut des autres phénomenes
observeés.,
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Supposons, en premier lieu, le sphéroide elliptique
et de révolution. C'est 'hypothése la plus simple que
'on puisse faire sur la figure de la Terre, puisqu’on
sait d'avance que I'hypothése d'une figure sphérique
ne saurait lui convenir; d'ailleurs, c’est celle qui ré-
sulte directement des lois de PHydrostatique, si 'on
suppose que la Terre était originairement fluide et
homogéne, et qu'elle a conservé, en se durcissant, sa
figure primitive. Proposons-nous donc de déterminer,
parmi toutes les figures elliptiques qu'on peut.don-
ner au méridien terrestre, celle quis’accorde le mienx
avec les degrés mesurés.

Soient ¢,, ¢,, ¢, ete., les longueurs de ces degrés,
Ly, Ly, Ly, etc., les latitudes correspondantes au mi-
lieu de chacun d’eux. Puisque nous supposons que
la Terre est un ellipsoide de révolution qui s'écarte
peu de la figure de la sphére, la variation des degrés
4 sa surface sera proportionnelle au carré du sinus de
la latitude ; on aura done généralement

¢=a + bsin’L, (n)

aet b étant deux constantes dont la premiére repré-
sente la grandeur du degré a I'équateur et 'autre dé-
pend de P'aplatissement du sphéroide terrestre.

En substituant respectivement ¢,, ¢,, ¢,, etc., L,,
L, Ly, ete., & la place de ¢ et L dans I'équation pré-
cédente, on aura autant d’équations qu'il yaeu de
degrés mesurés. Si la Terre était rigoureusement el-
liptique, et si les observations étaient parfaitement
exactes, toules ces équations, de quelque maniére
quon les combinat entre elles, donneraient i trés=
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pen prés pour @ et b les mémes valeurs; mais cela
n'a pas lieu généralement, et les degrés mesurés a
diverses latitudes ont donné pour la figure des mé-
ridiens des ellipses tres-différentes. 1l s'agit donc de
combiner le systeme des équations précédentes de
maniére a en tirer les valeurs des inconnues a et b
qui, substituées dans la formule (@), représentent,
avec le plus de précision possible, les mesures obser-
vées. Voici, pour y parvenir, une méthode trés-simple
et qui peut étre utile dans une infinité de cas sem-
blables, par exemple, lorsque, étant donné un nom-
bre quelconque d’observations d'une comete, il s’agit
de déterminer parmi toutes les courbes paraboliques,
qui peuvent représenter sa marche, celle qui satisfait
plus exactement que toutes les autres a leur ensemble.

Comme il est impossible, quelque valeur qu’on
suppose aux constantes a et b, de satisfaire a la fois
a toutes les équations qu’on peut former par la sub-
stitution des quantités ¢,, ¢,, etc., L,, Ly, etc., a la
place de ¢ et L dans l'équation (@), on suppose que
les différences des résultats sont dues aux erreurs dont
les observations sont susceptibles. La question revient
alors a trouver le systéeme de ces erreurs, qu'on peut
distribuer arbitrairement sur I'ensemble des observa-
tions, dans lequel la plus grande erreur est moindre,
abstraction faite du signe, que dans tout autre sys-
teme, et a déterminer a et b par cette condition. C'est
a quoi on parvient tres-facilement par la méthode des
moindres carrés, imaginée par Legendre, el que La-
place a en effet reconnue comme la plus exacte et la
plus simple que Fon puisse employer dans toutes les

| T R
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questions de ce genre. Ce procédé consiste i rendre Ia
somme des carrés des erreurs un minimum par rap-
port a chacune des inconnues du probléme. On forme,
en exprimant analytiquement cette condition, autant
d’équations qu’il y a d’inconnues i déterminer, et il
ne reste plus pour les obtenir qu’a résoudre ces équa-
tions par les méthodes ordinaires.

Soient donc e,, e,, e,, elc., les erreurs des degreés
mesurés ¢y, ¢, ele.; en substituantc, +e,, C,—+ ¢y, ete.,
a la place de ¢, ¢,, etc., dans la formule (a), on for-
mera les équations suivantes :

¢, —a— bsin’L,=e,,
€3 —a— bsin®lL,= e,,
¢, —a—bsin*Ly=e,, ) (V)
L R e I O IO e,

€ — a— bsin’l,=e,,

n eétant le nombre des degrés mesurés.

Il faut exprimer maintenant que la somme des car-
rés des erreurs e} + el + ..., est un minimum par
rapport a chaque inconnue a et b, ce qui revient évi-
demment & multiplier tous les termes de chacune des
equations précédentes par le coefficient de cette in-
connue, prise avec son signe, et A égaler & zéro la
somme de ces produits. Ainsi, tous les coefficients de
a ¢tant I'unité dans les équations précédentes, pour
obtenir I'équation du minimum par ra pport a a, il sul-
fira de les ajouter entre elles; pour former la méme
¢quation relative 4 b, on multipliera la premiére
par sin*Ly, la seconde par sin?L,, la troisieme par
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sin® Ly, ete. On ajoutera ensuite entre elles les équa-
tions résultantes, et en égalant i zéro les deux sommes
précédentes, on aura les équations cherchées. On
trouvera, de cette maniére, les deux équations sni-
vantes :
an + bE.sin*L,—Z2.¢,= o,
a X.sin®L, 4+ bZ.sin'L, — X.¢, sin’L, = o, ()

la caractéristique = désignant généralement la somme
de toutes les quantités semblables qu'on peut former
en considérant I'ensemble des observations données.
Les deux équations (¢) suffiront pour déterminer a
et b, et en substituant ensuite leurs valeurs dans les
équations (b), on aura les erreurs e, e,, e,, etc., qui
conviennent au systéme ou les erreurs extrémes sont
renfermées dans les plus étroites limites possibles, et
I'on verra si ces erreurs sont telles, qu'on les puisse
attribuer aux incorrections de 1'observation. Mais si
parmi elles il s’en trouvait quelqu'une trop considé-
rable pour qu'il soit possible de 'admettre, on re-
jetterait les degrés mesurés qui ont donné cette erreur,
comme provenant d’opérations défectueuses, et I'on
déterminerait les constantes a et b au moyen des équa-
tions restantes, qui donneraient alors des résultats
beaucoup plus d’accord avec les observations.
Comme les considérations qui précedent, sont fon-
dées sur la supposition que les degrés croissent pro-
portionnellement au carré de la latitude, et que la
méme loi, dans 'hypothese de la figure elliptique de
la Terre, convient également a la variation de la lon-
gueur du pendule, il est clair que la méthode que




e

496 THEORIE ANALYTIQUE

nous venons d'exposer, peut s'appliquer identique-
ment aux mesures du pendule & secondes observées i
diverses latitudes, et donne le moyen d’en déduire,
avec le plus grand degré de probabilité possible, I'a-
platissement de la Terre,

41. La méthode précédente est la plus simple que
I'on puisse employer pour reconnaitre si la figure du
sphéroide terrestre, conclue des mesures géodésiques
prises a sa surface et de l'observation du pendule,
s'accorde avec celle qui résulte des autres phéno-
menes; mais elle suppose que les degrés du méridien
que I'on compare entre eux, ont été conclus d’arcs
différents, mesurés dans des régions éloignées du
globe. §'1l s'agissait simplement de déduire de I'un de
ces arcs, mesuré avec beaucoup de soin, comme I'a
été 'arc compris entre Dunkerque et Barcelone, I'a-
platissement de la Terre, voici la méthode que I'on
suivrait dans ce cas.

Nous avons vu, n’ 33, que si 'on suppose que la
Terre, originairement fluide, a conservé en se refroi-
dissant la figure qu’elle avait prise a I'état d’équilibre,
le rayon de sa surface pouvait étre exprimé par la for-
mule suivante :

r=a(t— ahcos*f),

a représentant le demi-axe de I'équateur, § I'angle
que forme le rayon r avec l'axe des poles, et a/ I'a-
platissement de la Terrve, que nous regardons comme
une l:'E‘s-—pt'til{' quantité dont on peut négliger le carré
et les puissances supérieures,
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Nommons s 'are du méridien terrestre compris

entre les deux rayons vecteurs a et r; on aura géné-

ralement ds = — Vr* d6® + dr?, I'arc s étant suppose

croitre de I'équateur aux poles. La valeur précédente
de r donne, en la différentiant,

dr—=aaahsing cosfdi.

On aura donc, en négligeant les quantités de Por-
dre o2,

ds = — rdf = — adf (1 — ah cos®§),
d’onl, en intégrant, on tire
s =const, — af (\ —gah)+ fachsin2d.

Introduisons dans cette formule, au lieu de I'angle 4,
la latitude L correspondante a Uextrémité de l'are s.
Quelle que soit la nature du méridien terrestre, la

R : )
quantité :rd% exprimant la tangente de l'angle que

forme la normale avec le rayon r, il est aisé de voir
qu’on aura

dr

: — (go" — = —
tang[d — (9 L)] =
d’ou I'on tire, en observant que dr est du premier
ordre par rapport & «, et que nous négligeons le carré
de cette quantité,

dr

b’

L= gu"—- f 4+

: ; dr
ou bien, en substituant pour r et e leurs valeurs,
i

¥ =0 — 6 4+ ahsin20;
I1. 3a
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on aura done, véciproguement,
§=qo"—L + ahsina L.

Cette valeur, substituée dans l'expression de s, don-
nera, aux quantités pres de Uordre o2, :

s=a(t— tah)L— }achsinal.

Nous n’ajoutons point de constante an second mem-
bre, parce que nous supposons l'arc s compté de
I'équateur, ce qui donne s = o en méme temps que

L= 0.
Désignons par S le quart da méridien terrestre; en
faisant dans I'équation précédente

e O e im,
on aura
S = a(1— fah)ir,

et, par conséquent,

§= %(l. — dahsinall).

En désignant par L la latitude correspondante a I'ex-
trémité d'un autre are du méridien ', on aurait de
meéme

f A 3

= —(L'— jahksinaL).

i‘.l'l.‘
L’arc compris entre les deux paralléles correspondants
aux latitudes L et L', sera donc
S

™

s —

-—f =

[/ — L — §ah(sinal/—sinalL)].

Kl R TR R |
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Cette équation établit la rvelation qui doit exister
entre la longueur d'un arc quelconque du méridien
et les latitudes de ses points extremes. Soit s la lon-
gueur du degré moyen du méridien terrestre, ou la
longueur du degré sous le parallele de 45°, on aura
-‘EE = s, et I'équation précédente, en y substituant

" cette valeur, donnera immédiatement la longueur du
degré, quand laplatissement ¢/ du sphéroide ter-
restre sera déterminé.

Maintenant, soient L,, L,, L,, etc., les latitudes
respectives des extrémités des arcs du méridien s,
Sqy 83, €lc., comptés de I'équateur; en substituant suc-
cessivement ces quantités a la place de L et de s dans
I'équation précédente, on formera un systéme d’équa-
tions semblables qui serviront & déterminer lellipse
qu'indiquent avec le plus de vraisemblance, pour le
méridien terrestre, les arcs mesurés. Pour cela, on
appliquera a ces équations la méthode du n® 40, on
désignera par ¢, €4, ¢y, etc., les arcs mesurés du méri-
dien, a partir du paralléle qui correspond a la latitude
L,, en sorte qu on aura ¢, = 53— §;, €= §;— §,, €lC ;
on nommera, comme précédemment, L, L,, L,, etc.,
les latitudes, et 'on désignera par e,, e,, e,, etc., les
erreurs dont ces latitudes sont alfectées, et qu'on peut
attribuer, soit aux observations astronomiques d'on
elles sont déduites, soit aux mesures géodésiques dont
les inexactitudes influent sur les latitudes des pa-
ralléles qu'on suppose séparés par les intervalles ¢,
¢y ete. Les erreurs e, e,, e, etc., étant de trés-
petites quantités, on pourra d’ailleurs négliger les

32,
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termes on elles se trouveraient muhjlsli{-{:a par @; on
aura ainsi les équations suivantes :

- v _ : .
Ly =Ly — = adsin( L, —L,).cos (L, + L,J-..is' —e —e,

?

L_-L.—gm':sin (Ls— L;).cos(L,+ L, } — %’: o—0e,

SN ga.’: sin (L — Ly).cos (Ly+ L) — & = e, — e, (4)

L,—Ll—g ahsin(L,— L;).cosL,+L,) — E? ==, |

Dans ces équations, les latitudes I et 1.’ sont sup-
posées exprimées en degrés; il faudra done exprimer
de méme la quantité o/, ce qui revient i multiplier

1807 i :
par — les coefficients dont elle est affectée,

Comme il est important de déterminer les erreurs
e, ey, etc., indépendamment l'une de l'autre, on
pourra considérer e, comme une nouvelle inconnue
donnée par I'éguation ¢, — ¢, = 0; en joignant cette
équation a celles qui précedent, on aura autant d'é-
quations qu’il y a en d’arcs mesurés ¢,, ¢,, etc. On
déterminera ensuite, par la méthode des moindres
carrés, I'hypothése elliptique dans laquelle la plus
grande erreur est un minimum, et I'on reconnaitra si
elle est comprise dans les limites de celles dont les
observations sont susceptibles.

Les mémes considérations conviennent, d’aprés ce
que nous avons dit n® 40, aux observations de la lon-
gueur du pendule 4 secondes, mesurée 4 différentes
latitudes.
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42. Appliquons d'abord les méthodes précédentes
aux principaux résultats qu'ont produits les grandes
opérations entreprises en diverses contrées, pour ob-
tenir la mesure exacte des degrés des méridiens ter-
restres. Parmi ces degrés, choisissons les cing sui-
vants, qui sont évalués en parties de la double toise
qui a servi & mesurer 'arc compris entre Dunkerque
et Barcelone et i laquelle on a donné le nom de mo-

dule.

LATITURES | ARC TOTAL
correspon- | mesoré
dantes o
des au miliea e degré
duerbs, de chague o éld
degré. concla.

LORGUEULS
UBSELVATEURS .

miod . L ]
Bouguer (au Pérou).............. 283:6,5 o o o |3 o

v ]
La Caille (an eap de Bonne-Espérance)| 28518,5 [33.18.30 |1.13.17
Boscovich (Italie) aRjBg,5 [§3. 1. 0 |2. 9. B
Delambre et Méchain ( Franee)......| 28%0q,2 |46.11.58 |g.4o.25
Clairaut, Maupertuis, ete. (Laponie}..| 28702,5 |66.20. 0 |0.57.29

On voit, par ce tableau, que, quelle que soit la
figure de la Terre, toutes les observations s'accordent
amontrer que les degrés du méridien vont en augmen-
tant de I'équateur aux poles, ce qui indique, n° 40,
une diminution correspondante dans les rayons du
sphéraide terrestre, et, par conséquent, un aplatisse-
ment dans le sens des poles.

Au moyen de ces valeurs, les équations (b) du




502 THEORIE ANALYTIQUE
n” 40 deviennent

28375?15 — a — b.0,00000 = ¢,,
28518,5 — @ — b.0,30156 = e,,
28489,5 — a — b.0,46541 =e,, | (€)
28509,2 — @ — b.0,52093 =e,,
28702,5 — a — 6.0,83887 = ¢,

et I'on en déduit pour les équations qui résultent de
la condition que la somme des carrés des erreurs soit
un minimum,

a + b.0,42535 — 2851g™4- = o,
a + b.0,60308 — 285824 — o,

d’ou I'on tire
a—= 28368"‘"‘1', b — 35&::}«“1.’4?'

On aura donc, généralement, pour l'expression du
degré du méridien terrestre correspondant a la lati-

tude 1.,
¢ = 283684 4 354mod- 49 sin?L.

Nous avons vu, n° 33, que l'accroissement des de-
grés du méridien elliptique, de I'équateur au pole,
est & trés-peu pres égal a 3 ahe sin? L, ah étant el
lipticité de Dellipse, et ¢ le degré de I'équateur : la
formule précédente donne donc, & trés-peu prés, ;1o
pour I'aplatissement du sphéroide terrestre.

En adoptant pour la Terre la figure elliptique que
ces résultats lui supposent, on trouve que la plus
grande des erreurs qui ont dii étre commises dans la
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mesure des degrés du méridien terrestre, et qui porte
sur le degré du cap de Bonne-Espérance, mesuré par
La Caille, est de 43™°%-,6. Cette erreur a paru d’abord
trop considérable pour pouvoir étre admise, et l'on
a conclu que les degrés du méridien varient suivant
une loi trés-diffévente du carré du sinus de la latitude,
et que par conséquent le sphéroide terrestre s'écarte
sensiblement de la figure elliptique.

lependant comme Pellipsoide est, apres la sphere,
la figure la plus simple et la plus naturelle que l'on
puisse adopter pour la Terre, et qu'elle est indiquéc
d’ailleurs par toutes les lois de I'Hydrostatique, on
aurait dii, avant de la rejeter entierement, attendre
que le temps eiit permis de vérifier les mesures des
degrés qui semblaient s’en écarter davantage, d’au-
tant que les opérations de ce genre, exigeant une
extréme délicatesse, sont plus qu'aucune autre sus-
ceptibles d'inexactitudes. L'expérience a pleinement
confirmé ces observations, et la mesure du degré de
Laponie, exéculée de nouveau et avec beaucoup de
soin par des astronomes suédois, pendant les années
1801, 1802 et 1803, a fait reconnaitre qu'une erreur
beaucoup plus grave que celle qu'indiquait Panalyse
précédente, s'était glissée dans la mesure du méme de-
gré, exéeuté en 1736 par Clairaut, Maupertuis, Le-
monnier, Camus, Outhier et Celsius.

La grandeur du degré sous le cercle polaire s’est
trouvée, d'apres ces nouvelles opérations, de §15™4-
plus petite que celle qu'on lui avait d’abord assignée,
ce qui le réduit a 28587™04-,5. Cette correction est
d'autant plus précieuse, que la nouvelle mesure
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donne, pour I'aplatissement du sphéroide terresire,
une valeur qui s'accorde beaucoup mieux avec I'a-
platissement qui résulte des observations du pendule
et des autres phénomenes, que celle que la premiere
indiquait, et qui coincide entiérement avec la valeur
de cet aplatissement qu’on a déduite de la comparai-
son du nouveau degré mesuré en France i celui de 1'é-
quateur mesuré par Bouguer.

En effet, si I'on introduit la correction précédente
dans les équations (e), on trouvera, pour les deux
équations du minimum,

a + b.0,42535 — 28496 = o,
a+ b.0,60308 — 28541 = o,

d’ot V'on tire
a = 28388"%4:, " § — a54™. 36,

ce qui donne ; pour l'aplatissement de la Terre.
) 33L7|,B|

On trouve, comme on le verra plus bas, en compa-
rant les longueurs du pendule & différentes latitudes,

I 3
5 pour la valeur de cet aplatissement : la mesure
des degrés et I'observation des variations de I'intensité
de la pesanteur, a la surface du globe, donnent ainsi i
la Terre i trés-peu pres la méme figure elliptique.

45. 1l est donc presque démontré qu'une inexacti-
tude grave s'était introduite dans la mesure du degré
de Laponie; et cela est d’autant plus \rl'illhEll'l]JLllJll,
que cetle erreur {]t' aJjo loises ne porte pas enlicre-
ment sur les mesures géodésiques, ce qui paraitrait
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en effet inadmissible. 11 suffit, pour 'expliquer, de
supposer une erreur de quelques secondes dans les
latitudes des points extrémes de I'arc mesuré par les
académiciens francais, et la difficulté des observa-
tions qui servent i les déterminer, rend cette supposi-
tion trés-plausible. Sans doute, des erreurs du méme
genre ont pu se glisser dans la détermination d’autres
degrés mesurés du méridien terresire. On doit donc
étre extrémement circonspect sur les conclusions
qu'on en tire; et c’est par cette raison quc, parmi le
grand nombre de ces mesures que nous possédons,
nous avons choisi celles qui, par les soins qu'on a
mis & leur exécution et par la réputation des obser-
vateurs, nous ont semblé devoir inspirer le plus de
confiance (*). La méthode de combinaison appliquée
aux équations () est aussi trés-propre i diminuer
Vinfluence de ces erreurs sur les résultats; on doit
observer en général que, comme les arbitraires qui
entrent dans I'équation () ne sont qu’an nombre de
deux, il suffira de deux ‘degrés mesurés a la surface
de la Terre, pour faire connaitre son aplatissement
et la longueur absolue du degré sous I'équateur. Si
la Terre était un sphéroide exactement elliptique, on
obtiendrait donc, a tres-peu pres, les mémes valeurs
des constantes a et b, en comparant deux a deux tous
les degrés mesurés jusqu'a présent; mais cette com-
paraison produit, au eontraire, des différences qu’il
est difficile d’attribuer aux seules erreurs des obser-
vations; on en doit conclure que la figure de la Terre

(*) Foyez Supplément aux Notes du tome 1T
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est tres-irréguliére et beaucoup plus compliquée que
nous ne I'avons supposé. On concoit, en effet, qu'en
admettant méme que la figure de la Terre est celle
qui résulte des lois de I'Hydrostatique, mille circon-
stances ont pu modifier ces lois de maniére a I'écarter
sensiblement de I'ellipsoide. Les degrés mesurés i sa
surface indiquent d'une maniére manifeste ces écarts;
ils donnerit méme lieu de penser que les deux hémi-
sphéres ne sont pas semblables de chaque cote de
Péqnateur. Ainsi la longueur du degré mesuré par
La Caille au cap de Bonne-Esperance surpasse celle
des degrés mesurés a une égale latitude et méme &
des latitudes plus grandes dans 'hémisphére boréal
de la Terre. Le moyen le plus propre de diminuer
influence de ces différences, ainsi que celle des er-
reurs dont les observations sont susceptibles, est donc
de combiner entre elles un grand nombre d'obser-
vations, comme nous |'avons fait n°® 42, on du moins
de comparer des degrés mesurés & des latitudes assez
distantes pour que les résultats soient indépendants
des effets qui tiennent aux irrégularités de la Terre
et & des circonstances purement locales. C'est ainsi
qu'en comparant an degré du Pérou le degré de
France, qui a été conclu dun arc plus grand qu’aucun
de ceux qui avaient é1é mesurés jusqu'ici, et qui, par
les soins et les lumiéres de ceux qui I'ont déterminé,
présente peu de chances d'inexactitude, on a trouvé
pour I'aplatissement de la Terre 537> valeur qui s'ac-
corde exactement avec celle que donne le nouveau
degré de Laponie comparé aux autres degrés dont les
mesures sont rapportées dans le tableau du n® 42.
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Ce résultat a servi & établir la base de notre nouveau
systéme de mesures. Le quart du méridien terrestre,
conclu de I'arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui
est, d’aprés cet aplatissement, de 2565370™4, et le
métre, qui en est la dix-millioniéme partie, est ainsi
égal & 0™°% 2565370 ou & ois¢ 513074, la toise étant
celle qui a servi & la mesure du degré du Pérou. Ce
simple avertissement suffirait pour qu'on put retrou-
ver en tout temps l'unité fondamentale de nos me-
sures, si son é¢talon venait a se perdre ou a s altérer
dans la suite, & moins cependant qu’il n’arrivit quel-
que grand changement dans la constitution physique
du globe. C'est sans doute par cette raison qu’on a
choisi la grandeur de la Terre pour la base de notre
systeme métrique, de préférence aux autres éléments
proposés pour cet objet. Ainsi, par exemple, la lon-
gueur du pendule qu'on vient récemment d’employer
en Angleterre i I'établissement d’un nouveau systeme
de mesures, n’offre point, & beaucoup pres, le meme
caractere de fixité. En effet, I'intensité de la pesan-
teur, et par conséquent la longueur du pendule, est
sujette, non-seulement comme les arcs mesurés du
méridien, & des variations qui dépendent de la figure
de la Terre et des irrégularités de sa surface, clle en
éprouve encore de particuliéres qui tiennent i la non-
homogénéité des différentes parties de cette surface;
et enfin rien n’assure que I'intensité de la pesanteur
est en elle-méme inaltérable, et qu'elle ne subira pas
dans la suite des si¢cles des modifications semblables
i celles qu’éprouve continuellement le magnétisme &
la surface du sphéroide terrestre.




508 THEORIE ANALYTIQUE

4%. Choisissons maintenant, pour déterminer la
figure elliptique de la Terre, des arcs de méridien
mesurés 4 des latitudes peu différentes. Les résultats
suivants provenant des opérations exécutées avec un
soin extréme par Delambre et Méchain, pour la me-
sure de 'are du méridien compris entre Dunkerque
et Montjoui, on peut compter sur leur exactitude.

LIECX DE L'ODSERVATION.

LATITUDES.

DISTANCES
des I
quatre dernléres
statlons au paralliéle
de Montjoul.

| Montjoui

| Careassonine . ... ovoiiuad. Sitivns
L < AL
Paris (an Panthéon).. ...........

: Dunkerqua

(] r iy
41 21 44,80
§3.12.54, 4o
46.10.42,50
§8.50.4g,75
51. 2.10,50

moad
52749,48
137174,03
213319,77
a75-g2,36

En substituant ces valeurs dans les équations (d)

du n® 40, et en faisant s = -

10000

pour éviter d’opérer

sur de trop grands nombres, on formera les cing

équations suivantes :

€, — €, = 0,000000.8 + 0,000000.¢k — 0°00000, |
ex—e,= 5,274948.6 4+ 0,262581.0h — 1.85266,
€y — €¢,= 13,717403.8 +- 0,309603.2k — 4.81602, ; (/)
e, —e,=21,331977.6 — 0,040978.0h — 7.48469,
e; — €, =127,5792306.6 — 0,604414.0h — 9.67379. |

En ajoutant entre elles ces équations, apres avoir fail
passer I'erreur e, dans le second membre, et en éga-
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lant 4 zéro leur somme, on trouve
Se, = — 67,003564.6 + 0,073208.2/ + 23,82717.

Si 'on substitue la valeur de e,, qui résulte de cette
équation, dans celles qui la précédent, conformément
a ce qui a été dit n° 41, on formera les.cing nouvelles
équations suivantes :

e, = — 13,680713.6 + 0,014642.a/ + 4°76543,

e,= — 8,305765.6 + 0,277223.2k + 2.91277,
es=  0,136690.8 + 0,324245.2h — 0.05050,
ey = 7,751264.6 — 0,026337.ah — 2.71926,

e,= 13,098523.6 — 0,5689772.2h — 4.90836,

d'ou l'on tire, par la méthode des moindres carrés,
pour déterminer les valeurs des arbitraires § et ok,
les deux équations suivantes :

0o = — 178,705291 + €.509,48074 — ah.10,91717,
o= 3,827288 — 6. 10,91717 + 2h. 0,53073.
La résolution de ces équations donne
€ =o0,3509117, akh=o0,0069227.

. ) 10000
Nous avons supposé le 45° degré 8 = ——; on aura
4

donc ainsi

s = a8497,2, ah= m

Telle est donc la valeur du degré moyen et de l'a-
platissement du méridien terrestre qu’on déduirait de
la seule considération des degrés mesurés en France.

W e e A
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La figure elliptique qui en résulte pour la Terre, dif-
fere beancoup de celle qu'on détermine par la com-
paraison des mémes degrés au degré mesuré a I'équa-
tear, par les observations du pendule et par d’autres
phénomeénes astronomiques. Cette figure, d'ailleurs,
ne saurait se concilier avec les lois de I'Hydrosta-
tique, niavec celles de la précession et de la nuta-
tion, qui défendent de supposer au sphéroide terrestre
un aplatissement plus grand que dans le cas o1 toutes
ses couches seraient d’égale densité, c’est-A-dire su-

ok : 1
périeur a —-

Les valeurs de /% et de € sont celles qui convien-
uent a la figure elliptique du méridien terrestre qui
donne un minimum pour la plus grande des erreurs
commises dans les mesures qui ont servi i déterminer
I'are compris entre Dunkerque et Montjoui; si l'on
substitue ces valeurs dans les équations ( /), on trouve,
pour ces erreurs exprimées en secondes,

e,=—0"33, e.=-+0"%39, e;,=—1"386,
e, =+ 203, e;=— 0",92.

Ainsi, la plus grande erreur ne monte pas i plus de
2", et leur moyenne, abstraction faite du signe, est de
0,96 ; ces erreurs sont com prises par conséquent dans
les limites de celles dont les observations sont suscep-
tibles.

Mais pour mieux se convaincre que les mesures qui
résultent des opérations exécutées en France, ne per-
mettent pas de supposer 4 la Terre une ellipticité de

1 ) . T ETIy .
——» et, a plus forte raison, une ellipticité moins con-
230
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Aale 1 " 4 1
sidérable, supposons dans les équations Neh= 0

on aura
e,=  4,765498 — 13,580713.¢,

ey= 2,013979 — 8,305765.6,
¢, = — 0,040176 + 0,136690.5,
e, = — 2,719375 + 7,751264.6,
e, = — h,910927 + 13,998523.5.
En combinant entre elles ces équations, on trouve
0 = — 178,7527 ~+ 8.509,48074,

d’out I'on tire, pour la valeur de € qui rend la plus
grande des erreurs un minumun, € = 0,350853, et,
par suite, pour la longueur du degré moyen,

§ = 28502™%4-,

valeur qui s'accorde assez bien avec celle de 28504
qui résulte de la comparaison du degré de France i
celui du Pérou. En substituant pour & sa valeur dans
les équations précédentes, on trouve

ey =+ aﬂs-'rlﬂe Eg=— 0"1"&61 - e = {1”’33'

ey = + 0",67, ey =+ 1°,76.
La plus grande erreur serait, dans ce cas, de — 4",38.
Or, I'excessive précision avec laquelle ont éié faites

les observations, ne permet pas de supposer dans la
détermination des latitudes une erreur aussi consi-

. - ' .
dérable. Taplatissement de —=» que les observations
l l;iﬁ q
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faites en France en 1801 donnent au sphéroide ter-
restre, a d'ailleurs été confirmé par les opérations
exécutées depuis en Angleterre pour mesurer des arcs
du méridien et des perpendiculaires 4 la méridienne:
tout porte done 4 croire que les anomalies que pré-
sentent leurs résultats, tiennent a quelque cause par-
ticuliére qui, dans ces contrées, écarte sensiblement la
Terre de la figure elliptique ou qui, altérant d'une
maniere irréguliére 'homogénéité de ses couches,
fait dévier de quelques secondes, soit vers le midi,
soit vers le nord, le fil 4 plomb de I'instrument qui
sert a fixer les latitudes des arcs mesurés. On peut
conclure de ces observations et de celles qui sont dé-
veloppées dans les numéros précédents, que la surface
de la Terre étant trés-irréguliere, ainsi que la densité
des couches qui I'avoisinent, la mesure isolée d’un
arc de méridien, quelle que soit son étendue, est peu
propre a servir a la détermination exacte de la figure
de la Terre; on tire, au contraire, de la comparai-
son de deux ares du méridien mesurés i des latitudes
trés-distantes, des notions sur cette importante ques-
tion, qui s’accordent trés-bien avec celles qui résultent
des autres phénoménes, parce qu'a ces grandes dis-
tances, les effets qui tiennent aux inégalités de la sur-
face du globe et 4 la non-homogénéité de ses parties,
disparaissent pour ne laisser subsister que ceux qui
dépendent de sa forme générale.

49. Considérons maintenant les variations de la pe-
santeur aux diverses latitudes, et déterminons la figure
elliptique la plus probable qui en résulte pour le sphé-

N D0 N |
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roide terrestre. Les observations des longueurs du
pendule a secondes, qui servent i reconnaitre ces va-
riations, sont plus faciles 4 exécuter que celles de la
mesure des degrés du méridien; les anomalies qu’elles
présentent sont aussi beaucoup moins considérables,
parce que les irrégularités de la Terre exercent sur
ces observations une influence bien moins sensible
que sur les autres: on doit donc obtenir par ce pro-
cédé des notions plus certaines sur la figure du globe
que par les mesures directes prises 4 sa surface.

Parmi les nombreuses observations qui ont été faites
des longueurs du pendule, nous choisirons les cing
suivantes. Le pendule dont il est ici qtteslion est ce-
lui qui fait 86400 escillations dans un jour moyen,
et les mesures ont c¢té rédulte& au niveau des mers,
dans le vide et a la méme température.

LIEUR
NOME DES OBIEAVATEURS
des observatlons,

PYOR S i v ann Cln‘. 3§ | Bouguer,

Petit-Goave. . . . . .27 0,991150 | Boaguer,

Paris. (Observal.). 48- 0,093869 | Biot, Mathicu.

Pétersbourg. . ... 5 0,99458 ) | Mallet. |
Laponie......... 7. 0,695325 | Clairaut, Maupertuis, cte |

On voit, par les résultats de ce tableau, que les
longueurs du pendule i secondes augmentent d'une
maniere tres-sensible en allant de 'équateur an pole.
Soumettons ces accroissements & la loi de la propor-

1L 33
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tionnalité au carré du sinus de la latitude, pour re-
connaitre s'ils confirment I'hypothése de la figure
elliptique du sphéroide terrestre.

En substituant, dans les équations (b), les valeurs
précédentes, on trouve

0™,990564 — a — b.o,00000 = ¢,

0 ,991150 — a — b.0,10016 = ¢,,

0 ,993867 — a — b.0,56672 = e,, ) (8)
0 ,994589 —a — ('3‘..0,7:]30? €y,

0 ,995325 — a — b.0,84829 =¢,, |

|

et en appliquant a ces équations la méthode des
moindres carrés, on aura, pour. déterminer les va-
leurs des constantes a ¢t b, qui donnent un minimum
pour la plus grande des erreurs dont sont affectées
les mesures du pendule que nous avons adoptées,

0™,093099 — a — b.0,44765 = o,

o ,994548 — a — b.0,70306 = o,
d’on l'on tire

a = o™,990555, b = 0™,0056786.

On aura donc généralement, pour l'expression de
la'longueur du pendule correspondante a une lati-
tude L,

0™,990555 -+ 0™,00567q.sin* L.
La valeur de a est celle du pendule équatorial, et
Pona-= 0,0057331. L'aplatissement du sphéroide,
a

d’apres le n° 56, est égal a § du rapport de la force
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centrifuge 4 la pesanteur sous I'équateur, moins la
valeur de la fraction précédente; ce rapport pour la

1 e I ’ . SLENE o "
Terre est de ——» n° 16, livre 15 Pellipticité du sphé-

289

; b
roide terrestre est par conséquent de 0,00865 — -,
l

ou de gt- C'est 'aplatissement de lellipsoide le plus

vraisemblable qu’indiquent pour la Terre les mesures
du pendule rapportées dans le tableau précédent; il
s'accorde d'une maniere satisfaisante avec celui que
nous avons déduit, n® 42, de la comparaison des de-
grés du méridien mesurés dans des lieux séparés par

- ’ i .
de grands intervalles, et avec I"aplatissement de o7’

qu'on déduit des inégalités qui résultent dans le mou-
vement de la Lune de la non-sphéricité de la Terre.

Si I'on substitue pour a et b leurs valeurs préce-
dentes dans les ¢quations (g), on aura

e, = 0™,000009, ¢,=0",0000206, e;=0",00000/,

e,= — 0™,000072, e;= — 0™,000047.

Ainsi done, dans la combinaison méme la plus fa
vorable qu'on puisse faire de ces équations, on est
forcé d’admettre une erreur de o™,000094 dans les
mesures des longueurs du pendule que nous avons
employées dans les recherches précédentes, si l'on
suppose que ces longueurs varient comme le carré
du sinus de la latitude. Cette erreur n’excede pas au
reste la limite des inexactitudes dont les observations
sont susceptibles, et elle est beaucoup plus faible que
les erreurs correspondantes dans la mesure des degrés
g
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du méridien 5 ce qui prouve, comme nous 'avons dit
n® 39, que les causes qui écartent la Terrve de la figure
elliptique, ont beaucoup moins d’'influence sur les va-
riations du pendule que sur celles des degrés mesurés
a sa surface.

Cependant il est & remarquer que, bien qu'elles
soient moins sensibles, les mémes irrégularités qu’on
observe dans les degrés du méridien conclus d’arcs
tres-rapprochés entre eux, se reproduisent dans les
longueurs du pendule a secondes. Ainsi, par exemple,
la plus grande de ces anomalies dans les degrés me-
surés en France et en Espagne, par Delambre et Mé-
chain, se trouve dans l'arc compris entre les paralleles
de Formentera et de Barcelone, et les variations de
degrés subissent entre ces deux points un ralentisse-
ment considérable ; de méme, les variations du pen-
dule dans cet intervalle sont beaucoup plus faibles
que celles que donnerait la loi du carré du sinus de
la latitude; c’est ce qu'on verra d'une maniére évi-
dente par le tableau suivant, ot les constantes a et b
ont ¢té déterminées en comparant deux i deux les
observations qu’il renferme.

LONGERURE
LATITUBES,

m
258
0,014333 | 55.58. E'ﬁ;h
Dunkerque..........| 0.99410% | 5i.16. (l’mﬁg
i Clermont. ...0......] 0,993520 | §5.11. u:mlﬂi

Barcelone o,993232 .23, 0,991714

Formentera........ .| 0,993070
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La constante b conserve & peu prés la méme va-
leur dans les trois premiers intervalles, mais elle com-
mence 4 décroitre d’une maniéere trés-prononcée de-
puis Clermont jusqu'a Barcelone, et ses variations
sont encore beaucoup plus rapides de Barcelone a
Formentera. 1l faudrait, pour concilier cette valeur
du coefficient du carré du sinus de la latitude avec
celle qui résulte des observations faites en des lieux
éloignés, supposer dans les mesures précédentes des
erreurs de 8 4 g centiémes de millimétre, ce qu'il est
impossible d’admettre. La longueur a du pendule
équatorial présente, dans ce tableau, des différences
non moins remarquables. La longueur réelle de ce
pendule, conclue des observations faites a I'équateur
ou & des latitudes voisines, est de 0™,991006. Les ob-
servations précédentes, faites a des latitudes supé-
rienres 4 45°, donnent, comme on voit, des longueurs
beaucoup trop fortes, tandis que celles qui répondent
a des latitudes inférieures en donnent de trop faibles.
Ce résultat remarquable se manifeste d’'une maniere
bien plus prononcée encore, lorsqu’on compare entre
elles des observations faites sur une plus grande échelle
et comprises, les premiéres, entrele 45° degré etle pole,
les secondes, entre le 45¢ degré et I'équateur. Au reste,
il est évident, comme nous 'avons dit n°® 43, que ces
anomalies se compenseront en grande partie lors-
qu'on choisira des observations faites en des lieux
trés-¢loignés, et qu’on rendra ainsi les résultats plus
indépendants de perturbations qui ont sans doute
pour cause principale les irrégularités de la surface
de la Terre.




518 THEORIE ANALYTIQUE

.

§6. Considérons maintenant Jupiter, i seule des
planétes dont I"aplatissement ait pu étre déterminé
par l'observation directe. Reprenons I'équation ( 2)
du n®25: p d
Q-+ qu‘_"{ :] -

arct F—
wre tangh o 3%

Lorsque la valeur de g sera connue, on aura, par
cette équation, celle de }, et par conséquent le rap-
port /1 + 32 de l'axe de I'équateur a I'axe du pole.
Or, en supposant le cas de I'homogénéité, on a,

n° 25, ¢ = E Soit D la distance du quatriéme satel-

lite de Jupiter au centre de la planéte, et T le temps
de sa révolution, exprimé en jours; sa force centri-
fuge sera a celle qui anime un élément de la masse
de Jupiter placé a I'unité de distance de I'axe de ro-

. D i ;
tation, comme T est a 77 T’ étant le temps de la ro-
tation de Jupiter, exprimé en fractions du jour. La
force centrifuge du satellite est d’ailleurs égale i la
force qui retient cet astre dans son orbite, ¢’est-a-dire
ala masse M de Jupiter, divisée par D?; on aura donc

g . M5
=

On a d'ailleurs, n° 25, M = $=A® (1 + A*); on aura
done
o +1‘_‘}T’_

l‘.;f :-ﬁ _ DiT':

D'aprés les observations de Pound, rapportées par
Newton, la distance du quatriéme satellite de Jupiter
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i son centre est égale 4 26,63 demi-diametres de 1'é-
quateur de cette planéte; ce qui donne

.'n,r’: v el R W
... b
on a de plus
T =16,68g02, T'= 0,41377.

On conclura de la
g= (1,085!-115;
Vi+w

et en substituant cette valenr dans I'équation (&), elle
deviendra
911+ 0,172290 ¥,

arctangi = o =

d’oti on tire A = 0,/4810, et, par suite, le rapport de
laxedu poleil’axede'équateur, ouy/t +21*=1,10967.

Ce rapport, suivant les observations de Pound, est
de 1,0771. On trouve, par la théorie des satellites de
Jupiter, qui détermine ce rapport avec plus de pré-
cision encore que les observations directes, qu'il est
de 1,0747. Ces résultats montrent que Jupiler est
moins aplati que dans le cas de I'homogénéité, et que,
par cnnséquent, sa densité vaen augmentant, comme
celle de la Terre, de la surface au centre.

Nous avons vu, n° 34, qu’en supposant les planetes
originairement fluides, leur ellipticité devait étre com-
prise entre £q et L¢, la premiére de ces limites répon-
dant au cas ot la masse fluide serait homogéne, et
la seconde & celui onl toute la masse serait réunie a
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son centre. Or, lellipticité d’un elli psoide est I'excés
de I'axe de I'équateur sur celui du pole, divisé par
le dernier de ces axes; sa valeur est donc égale &
Vit — 1; on aura donc, par ce qui précede,
17 =o0,10967, et, par conséquent, {q = o0,04385.
On trouve, par l'observation directe, 0,0771, et par
le mouvement des neeuds des orbites des satellites de
Jupiter, 0,0747 pour lellipticité de cette planéte : ces
deux valeurs sont donc comprises dans les limites que
leur assigne la théorie.

Nous avons trouvé, n° 29, dans le cas de I'homo-
généité, o0,004334 pour Pellipticité de 1a Terre. En
supposant donc la densité de la Terre égale 4 celle
de Jupiter, leurs ellipticités seront entre elles comine
0,10967 est & 0,004334. D’aprés cela, en adoptant
pour Uellipticité de Jupiter la valeur 0,0747, qui ré-
I

338,72
pour I'aplatissement de la Terre, et 3281, ? en choi-

sulte de la théorie des satellites, on trouve

sissant I'ellipticité 0,0971, qui est donnée par l'obser-
vation directe. On voit que ces résultats s accordent
suffisamment bien avec ceux que l'on tire des obser-
vations du pendule et de Ja mesure des arcs du mé-
ridien terrestre, et P'analogie qui existe entre la figure
de Jupiter et celle de la Terre, prouve avec évidence
que laméme loi a présidé a la formation de tous les
corps célestes.

Les autres planétes sont trop ¢loignées de nous,
ou leur aplatissement est trop peu sensible, pour que
I'observation ait pu jusqu'ici fournir les éléments né-
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cessaires & la comparaison des phénoménes et de la
théorie. 1l en est de méme de la Lune, qui se pré-
sente 4 'observateur comme un corps a trés-peu pres
sphérique; les conséquences qui résultent des lois de
sa libration, et que nous avons développées dans le
chapitre VI du livre 1V, sont les seules données que
nous ayons sur sa véritable figure.

47. Nous ne terminerons pas ce chapitre, spéciale-
ment consacré a la figure de la Terre, sans montrer
comment les phénoménes de la précession et de la
nutation confirment, comme nous 'avons annoncé,
les résultats que I'on obtient par la mesure des arcs
du méridien terrestre, et par les observations du pen-
dule. Pour le faire voir, reprenons la valeur de la
fonction V, donnée n® 25, livre IV,

ML L
T

+ i_f: [x*(B+C—A)+y* (A+C—B)+2*(A+B—C)}

(A+B+C)

Daus cette expression, A, B, C sont les trois mo-
ments d'inertie de la Terre, qui se rapportent respec-
tivement aux axes principaux des &, des y et des z,
M est la masse de la Terre, et x, ¥, z expriment les
trois coordonnées de I'astre L.

On aura, en vertu du n® 37, pour l'expression gé-
nérale de la fonction V, relativement i la Terre, sup-
posée elliptique et douée d'un mouvement de rotation
autour d'un axe fixe,

ML MLa&

V =—+— [(xh— Lq) (4 —cos’0) +ah'sin'0 cos2w ),

IBTRRE S A
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ah et alf étant deux constantes qui dépendent de I'a-
platissement de la Terre, et q le rapport de la force
centrifuge & la pesanteur sous 1'équateur.

Désignons par § I'angle que forme le rayon r avec
I'axe de rotation que nous avons pris, n° 15, livre 1V,
pour axe des 2, par o la longitude de ce rayon comp-
tée sur le plan de I'équateur; on aura

* = rsinfsinw, y=rsindcosw, 2= rcosf.

Si I'on substitue ces valeurs dans la premiere des ex-
pressions de V, et qu'on compare ensuite ces deux
expressions entre elles, on trouvera Péquation sui-
vante :

$(2C—A—B)(§ —cos?6)+ 2 (A —B)sin*Gcosaw
=Ma? [(zh—1q) (4—cos?0)+uk sin*§ cosaw];

d’ot I'on tire, en vertu de l'indépendance des angles,
0 et Oy
A—B=4Maalk,

2C—A—B={Ma*(ah — 4q).

Les observations du pendule nous ont montré que
I'aplatissement dn sphéroide terrestre est a trés-peu
pres le méme sur les divers méridiens, ce qui exige
que /X’ soit une trés-petite quantité de 'ordre 2, que
'on peut négliger. On a alors A = B, d'ou résulte
ce théoréme remarquable, c'est que les phénoménes
de la précession des équinoxes et de la nutation de
Uaxe tervestre sont les mémes que si la Terre était un
sphéraide de révolution,

Si I'on considére la Terre comme un ellipsoide de
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révolution antour de Paxe des z, on aura, par les
propriétés de ces corps,

i 2 Ma?
Ty

+ étant un nombre qui dépend de la loi de densite
des différentes couches du sphércﬁde, et que P'expé-
rience seule peut déterminer; elle a montré que,
pour la Terre, ce nombre differe peu de I'unité. On
aura donc ainsi

20—A—B 109
s =—3'-—[afa—;§-q}.

Nous avons trouvé, n° 39, livre 1V,

aC—A—B
——s e 0,0062810;
on aura donc
(. 0,00188430
eh —4qg=—"7— (k)

Le rapport que désigne 7 est égal a I'unité dans le
cas de I'homogénéité; il est plus grand gue I'unité, si
la densité du sphéroide va en croissant de la surface
an centre, et moindre que ce nombre dans le cas con-
traire. Supposons donc la Terre homogene; on aura

2t " 1
s=1: on a dailleurs, par I'observation, g = o

1
on aura done, dans ce cas, eh = 0,0035871, ou

279
% h 1 -
La supposition de ah= 55 donnerait pour ¢ une
Fi
valeur infinie: la valeur de 2/ est donc comprise

’, 1 , -
entre — et = et ce sont par cnnsequem les limites
279 598
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que les phénoménes de la précession et de la nutation
assignent a I'aplatissement du sphéroide terrestre.

En prenant une moyenne entre les valenrs de
I'aplatissement de la Terre, qui résultent de la com-
paraison des degrés mesurés i sa surface, et des obser-
vations du pendule, on peut supposer cet aplatisse-

Mg s 3 .
ment de 325 4 peu pres. Cette valeur est comprise entre

les limites précédentes. Si on la substitue au lien de
ah, et qu'on remplace en méme temps ¢ par sa valeur
dans I'équation (£), on en tire

¢ =1,32560:

ainsi donc la quantité ¢ étant plus grande que I'unité,
la densité de la Terre va en croissant de Ja surface
au centre, ce qui est conforme aux expériences de
Cavendish et aux lois de I'Hydrostatique, qui exigent
que si la Terre était originairement fluide, les parties
les plus denses soient en méme temps les plus voisines
du centre.

48. Si I'on embrasse maintenant d'un méme re-
gard les résultats que nous venons de recueillir par
tant de moyens différents sur la figure de la Terre,
sans doute on sera surpris de leur parfait accord,
et convaineu qu’ils ne peuvent étre que les effets
d’'une méme cause, qui lic entre eux tous les phéno-
menes qui dépendent de la nature et de la constitu-
tion du globe. La mesure des degrés des mél-idieus_
terrestres, qui parait la méthode la plus simple que
la nature nous ait indiquée pour déterminer la figure

R L
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de notre planéte, n'est cependant pas celle dont on
doive attendre des résultats plus certains; toutefois,
en combinant avee adresse des observations faites a
des latitudes trés-distantes, pour diminuer V'effet des
irrégularités de la Terre dans quelques-unes de ses
parties, on détermine, par ce moyen, la valeur tres-
approchée de son aplatissement. Celte valeur s’accorde
d’une maniére remarquable avec celle qui résulte des
observations du pendule, méthode d'investigation
moins directe, mais plus sie que la précédente, et
que 'homme n'a due qu’a son génie. Les phéno-
ménes de la précession et de la nutation ne font pas
connaitre la valeur absolue de la fraction qui exprime
I'aplatissement de laTerre; ils déterminent seulement
denx limites, que cette fraction ne peut pas dépasser,
et les valeurs que lui assignent la mesure des arcs du
méridien et les longueurs du pendule, sont comprises
entre ces limites. Les mémes phénoménes fournissent
des notions précieuses sur la constitution intérieure
du sphéroide terrestre; ils ne donnent point, il est
vrai, la loi rigoureuse des densités des couches qui
le composent, et 'on peut encore satisfaire par une
infinité d’hypothéses a I'unique condition qu'ils im-
posent, mais ils indiquent un accroissement dans les
densités i mesure que I'on approche du centre : ré-
sultat que confirment les phénomenes de la stabilité
de I'équilibre des mers, le peu de déviation qu'é-
prouve le fil 2 plomb par l'attraction des montagnes,
les mesures directes des ares du méridien et des lon-
gueuars du pendule, qui nous ont montré que la Terre
est plus aplatie que dans le cas de I'homogénéité;

R % O T
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résultat enfin qui est une suite nécessaire des lois de
I'Hydrostatique, lorsqu’on suppose que la Terre était
originairement fluide, et que ses éléments ont con-
servé,.en se durcissant, la méme disposition qu'ils
avaient dans leur premier état.

L’admirable concordance de tous ces résultats n’est
pas sans doute ce qu'offre de moins merveilleux la
théorie de la pesanteur universelle. Si son influence
se montre d'une maniére moins manifeste el moins
réguliére dans les phénoménes qui dépendent de la
figure des corps célestes et de leurs mouvements au-
tour de leur centre de gravité, que dans ceux qui se
rapportent aux mouvements de ces centres dans I'es-
pace, c’est que cette influence, comme nous I'avons
vu, est, dans ces phénomenes, modifiée sans cesse par
les circonstances particuliéres dépendantes de la con-
stitution de ces corps. Le géométre, par la méme rai-
son, a éprouvé plus d'obstacles pour les soumettre
au calcul; mais le succes a couronné ses efforts. Un
homme de génie avait deviné la cause secréte qui met
en mouvement la matiére; I'analyse mathématique,
en ramenant a ce principe unique tous les phénoménes
de I'univers, ceux mémes qu'il paraissait le plus diffi-
cile &’y soumettre, a démontré, par la preuve la plus
irréfragable, qu'il était la véritable loi de la nature.
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NOTES.

NOTE 1 (page 2).

Sur la détermination des orbites des cométes d'aprés les
observations.

Lagrange a le premier tenté de ramener i des formules analy-
tiques rigoureuses la solution-de cette question , que les géométres
ctles astronomes n'avaient abordée jusque-la que par des méthodes
de titonnement ou des constructions géométriques. Laplace donna
ensuite une nouvelle solution fondée sur des considérations abso-
lument différentes, et les deux méthodes qui sont résultées de ces
travaux, ont, depuis, servi de types 4 toutes celles que I'on a
imaginées pour résoudre ce difficile probléme. -

Ces méthodes sont surtout remarquables en ce gu'elles portent
chacune le cachet particulier qui caractérise le génie de ces denx
illustres géométres. Celle de Lagrange semble ressortir plus direc-
tement de la question, considérée comme nn simple probléme de
théorie abstraite; elle embrasse dans sa généralité tous les cas
qui peuvent se présenter, sans se préoccuper des circonstances
qui peuvent en rendre souvent l'emploi insuffisant ou impossible.
Celle de Laplace, au contriire, parait dirigée, avant tout, vers
un but pratigue ; I'autenr s'attache a chercher d’abord tout le parti
qu'on peut tirer des observations pour simplifier la question,
et présente finalement au calculateur des formules d'un usage
aussi simple que facile pour les applications numériques.

Cette méthode, par son originalité, mérite une attention par—
ticuliére, et quoique celle que nous avons présentée dans le texte,
et qui n’est qu'une extension de la méthode de Lagrange, perfec-
tionnée par l'introduction de 'equation remarquable qui donne
le temps, employé & décrire un arc parabolique, an moyen de la
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corde qui sous-tend cet arc et des rayons menes i sed extrémités,
puisse suffire & tous les cas qui peuvent se présenter, je pense qu'il
ne sera pas inutile d’exposer ici cette seconde solution d'une des
questions les plus difficiles du systéme du monde, et par une ana-
lyse plus simple peut-étre que celle qu’a suivie lauteur de la Me-
canique céleste,

Cette méthode suppose que 'on connait, pour une époque don-
nce, la longitude @ et la latitude & de la cométe, ainsi que leurs
différentielles du premier et du second ordre, prises par rapport
au temps et divisées par I'élément de cette variable , c’est-d-dire les
quatre quantités ﬂ, £ et i'?; ] On peut, en effet, dans ce
de’ de T de de i ;
cas, déterminer, par des formules simples et rigoureuses, tous les
eléments de I'orbite de la maniére snivante,

1. Soient x, y, = les trois coordonnées de Ja cométe, rappor-
tées & I"écliptique et au centre du Soleil; ~ sa distance & cet astre
ou son rayon vecteur; X, Y, les coordonnées de la Terre dans son
orbite; R son rayon vecteur et A sa longitude vue du Soleil ; enfin
soit p la projection sur 'écliptique de la droite qui joint la cométe
i la Terre, ou ce qu'on nomme ordinairement la distance acconr-
cie de la cométe: on aura

g=X+1lp, y=Y+4+mp z=np; (1)

en supposant, pour abréger, { = cosa, m = sina et n — tang b,
Les équations différentielles du mouvement de la cométe au-
tour du Soleil seront

dx F dly ¥ dls z ik
dr? L Yode r? *  de r? (2)

On aura de méme, relativement i la Terre,

X=RcosA, Y =RsinA,

et
L TG IO .
TR T te

- 0.
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En substituant donc pour x, y, z, leurs valeurs dans les équa-
tions(2), on trouvera, en vertu de ces deux dernitres équa-

tions ,
SineEal
R
Liedin
on, en déyeloppant et supposant , pour abréger, 7 = ;'; —_ i.:.;,
.1;-1—2’:2:'"5 p(‘i—-:—! +‘£)+Xn=o,

dip 2> dmdo dim m) :
e P i) w8 W T e 3
- dr? de? F ( e r’) (3)

dlp 2dndp l’rf’n i)—-u

i Tde C AR L

5y de

di
En éliminant _E’P’ on trouve
o

.

dp (nd.ff-frin}_T_p (nd’!—.’d'h-) 1
2

dr dt det 2

do (ndm—mdn) p (nd’m—md'n 1 5

il B ol SR S ol SlosioBhong RGN, P f

dt dt i ( dr* TE (4
. ~ fid? m — md* I

dp (ldm mn‘.l']+£_ Id? m — m —+—-I--{+’Y—m!{)a:.u.

et et 2 d? 2

Ces équations n'équivalent qu'd deux distinctes; et, en effet, en
multipliant la premiére par n et en la retranchant ensuite de la
seconde multipliée par m, on retrouve la troisiéme.

Az ety e :
Si maintenant on élimine % entre les deux premiéres équa-

tions (4 ), ou, ce qui revient an méme, si aprés avoir multiplié
ces équations, la premiére par dm, la seconde par — dl, etla

1I. 34
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troisiéme par n, on les ajoute, et que , pour abréger, on fasse

gRu g X.(ndm — mdn)4- Y .(ldn — ndl)

:” dn
« (mdn—ndm) 4 i”—' - (ndl— ldn) 4 3 « ({dm— mdl)

o

on anra
(3 i
P::’J.(r—.-—ﬁq)+ (5)

]

E
P=R+ 2Rpcos(A —a) + g (6)

D'ailleurs

On a donc deux équations au moyen desquelles on peut déterni-
ner r et g, Si 'on éliminait ¢ entre ces deux équations, on arrive-
rait @ une équation du huititme degré en r, mais qui s'abaisserait
an septiéme , comme nous I'avons vu n° 6, livre T11.

; o
Les valeurs de r et de p étant connues, on aura celle de E}P au

moyen de 'une quelconque des équations (4); mais au lien d’em-
ployer indistinctement ces équations & cette recherche, il est bon
de combiner les denx premiéres de cette maniére : on multipliera
la premiére par ! el la seconde par m, on les ajoutera ensuite,
en observant que [* 4 m’= 1, ce qui donne

Idl 4+ mdm =0, i*l4+ md*m= — di*— dm’,

¢t I'on pourra substituer aux équalions { {4 ) les deux suivantes :

rfprfn d? u+n{rH"+dm:h ne
—_ {1 =
@ di s [ e J haah 0‘) )
v AT

dp felrmy — e, p (P m—md'l T
ﬁ(—__,r'/)**;i,_--—' ) HadT—mX)=e. \

C'est entre ces deux équations qu'il conviendra de choisir ponr
! . d i
déterminer la valeur de Tf: parce que la premiére est indépen -
£

dante des diflérentielles secondes de m et de /, et la seconde de la

BRI B L N
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différentielle de =, ce qui offre des avantages dans les applica-
tions, comme on le verra plus bas.

Si, aprés avoir substitué pour /, m, n leurs valeurs dans lcs
équations (1), on les différentie, on trouve, en conservant la no-
tation ¢tablie n* 2, livre cite,

¥ ! . -J
=X+ ;—frnsa —p S'II.'lR:’—f"
dp . da
Y=Y+ < sina + p €0sa <=y (8)
dp p_db
oo r —
5 dt R cos b d

Ces équations ne contenant que des quantités connues, puisque
les valeurs de p et de r sont supposées déterminées par ce qui pre-
céde, en les réunissant aux équations (1), on pourra déterminer les
six quantités x, ¥, 2, z', y's 75 etl'on en conclura les ¢léments de
Forbite elliptique de la cométe , comme on I'a fait n° 29, livre II.
La question est donc ainsi complétement résolue ; mais si 'on
suppose & l'ordinaire que Porbite est une parabole , on aura, par
la nature de cette courbe , 1

2 " I
_=I’+J’"+z,'
r

équation qui, en y substituant pour £, v, 2 leurs valeurs, pren-
dra cette forme

2 _dp dp )
= M+ N B + P.p+Q. .’ (9)

La question dans ce cas presente done une ¢quation de plus que
d'inconnues, et I'on peut en profiter pour éviter I'emploi des don-
nées qui participeraient le plus aux erreurs des observations. 1
Pour cela, nous remarquerons que les inexactitudes dont elles
sont susceptibles , deviennent surtout sensibles sur les différences

d’a d'b

secondes el 5 i qu'étant beauconp plus peites que les
i i
35.
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premiéres, ces erreurs en forment une plus grande partie ali-
quote. 1l faut donc en éviter 'emploi autant que possible, et
comme on ne peut pas les rejeter toutes deux i la fois, on ne
conservera que celle qu'on doit croire la plus correcte, ce qu'il
sera toujours facile de reconnaitre. D'aprés cela, on ne fera point
usage, pour déterminer p, de l'équation (5), parce que le coeffi-
cient & dépend 4 la fois des differences secondes de la longitude
et de la latitude; on lui substituera I'équation (g). Quant aux

equations (7 ), qui déterminent ::—511 Laplace avait proposé d’abord
d'employer la premiére ou la seconde, selon qu'on voudra rejeter
celle des différences secondes de la latitude ou de la longitude
qu’on jugera la moins correcte d'aprés les circonstances particu-
licres du mouvement de la cométe, mais il a reconnu depuis qu'on
obtenait des résultats plus exacts en faisant usage i la fois de ces
denx équations combinées par la méthode des moindres carrés. En
substituant dans ces équations pour £, m, n, X et Y leurs valears,

on aura les denx suivantes :

idg 1 B dh+sm6cnsb—{— 4 2 tan bi'&:
(m @~ ar v S
+£Rsinbcosbcﬂﬁf&—ajq
2
da\dp 1 d%a B A
(dr)m —-;:!FE—;RHH{(I A) e

En ajoutant ces deux équations, aprés avoir multiplié la premiére

db da v
par — et la seconde par —, on formera la suivante :

dt et
da*+-db\ dp 1 [dasin(A—a)—db siub cos b cos(A — a) R
de g ot de (10)
10)
i (a’a‘dh‘: +dbd® b+ 2 tang b db* -+ sin b cos 6«'5da’) 5
P dr

Quant aux quantités X' et Y', qui entrent dans la formule (g) et




