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íli 
dy. 
d F 

plus simple en faisant disparaitre Ies différences —-•> 

^r-S etc., que renferme Ie second membre. Pour 

d y. dp- 1 

cela, reprenons 1'équation (C), n° 1G, en substituant 

F, à la place de Pi-, on aura 
, , , , J F i 

— i l + I ( J - H i ) F i = o. (t) 

Il est facile de conclure de cette équation, par la diffé-

rentiation, la suivante : 

dm F 
1 l ^ ' dy™ , . . . w ,, , J m - ' F1 

- + ( ' - + 1 ( ' + "') 1 ~ -T^=T = dy. 

Si l 'on multiplie chacun des termes de cette for-
d m F 

mule par > qu'on integre par parties Ie premier 

terme dc 1'équation résultante, et qu'on observe que 

la partie hors du signe / se réduit d'elle-même à zéro, 

lorsqu'on y suppose successivement p = i et p . = — i, 

on aura 1'équation suivante : 

/(i _ a2 )m ^ 'l^- du. = ti - i7i + i) (i - H rn) 

J \ I J rl[ím tl^m . \ } \ 1 

.lm— I f 1 rlm~ i p X / ( T - P T - ' ^ 

En faisant tour à tour dans cette équation m = i, 

77i = i, 77i = 3, etc., par des substitutions successives, 

on trouvera généralement: 

d'" F • dm F 
-J1-' dy.=(i— ni-i- ,)(,--,, , + 2). . .(/ + ,,OJF1F^a. (a) 
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Au moyen de cette équation, la formule (s) devient 

ffViY„d[j.du = 2 rr J A0A'0 + í i ( í + x) (A, A1 + B1B11) \ 

+ i ( i - 1 ) /(t + 1 ) (í + 2) (A2 Ai2 + B2Br2) (i>) 

+ etc. \ fF i¥„dix . ) 

L'intégrale proposée est donc ramenée à une inté-

grale simple relative aux quantités Fi- et Fn qui sont, 

comme 011 sait, deux fonctions entières et rationnelles 

de p. ou de cos0 dont nous avons donné plus haut 

1'expression générale. 

Cela posé, si l'on suppose d'abord i différent de ri, 

d'aprés Ie théorème général démontré précédemment, 

on aura 

f f P« Y« d [A d v = o ; (p) 

on aura donc aussi, dans ce cas, 

J F i F l l d p = o. 

11 est facile d'ailleurs de démontrer dipectement 

cette proposition en appliquant à 1'équation (í), et à 

1'équation semblable qu'on obtient en y changeant 

I indice i en n, 1'analyse dont on s'est servi pour dé-

montrer 1'équation (p). 

Supposons maintenant i égal à n, et voyons ce cpie 

devient, dans ce cas, la fonction / F t Fn d p . Si l'on fait 

i = li dans 1'équation (a), 011 aura 

/ ( ' - = (1 • 2 • 3 • • -2 0/F,F,rffx. (c) 

Or, d'après la valeur générale de Ft-, on a 

/ 1 . 3 . 5 . . . 2 ( — l \ [ . i.i-—I i.i—I.í 2 . ( •—3 
Ii= — a" : f*-2+ —. ; —v u.' • 

\ 1.2.3... I ] \ 2.2/—l 2.4.2;—1.21 — 3 
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d'ou, on différentiant, on tire 

d'F i o r 
• - 7 - r = i. 5. 5. .. 21 — 1. 

D IL' 

!/équation («), en y substituant cette valeur, donne 

On a d'ailleurs, entre Ies limites p = 1 et [i = — 1, 

/ ( , - u . 2 ) ' ^ = (• 2 ^ - 6 - - - 2 ' 
^v- 1 y ' \ i . 3 . 5 . . «2 i — 1 / 2 1 + 1 

On aura donc simplement, quel que soit i, 

CFiFida = — - — 
•> ' ' 1 2 í + i 

En faisant donc i = n dans la formule ( f ) , ce qui ne 

suppose pas cpie Ies fonctions Pi et Yt- sont égales, 

puisque Ies coefficients A'0, A 1 , Br1 , etc., sont arbi-

traires, 011 aura 

JfViY1du.d* = {A0 A'0 H-11(1+ .) (A1 A', + B1IV1) 

H- i (1 - 1) i(i H-1) (í H- 2) (A2 A2 + B2TV2) 

H- etc. }. 

Substituons maintenant dans cette* formule à Ia 

place de A0, A 1 , B , , etc., Ies valeurs que ces lettres re-

présentent; d'aprés 1'expression générale de Pi 11o 1 7 , 

en désignant par F;. ce cpie devient Fi quand 011 y 
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change p en p.', il est aisé de s'assurer qu'011 aura 

\ Tv * 2 , • r, 
A0 = h,, A1 =r ~ ~ — - cos co sin 0 -y-r, 

1(1-+-1) dp' 
2 d V1 

13; = ~r. r sin co' sin6' 
<(' + i) dp' 

2 d' F' 
'2 -1 A 2 = - : :—— 7 cos 2 co' sill2 0 , , 

I - I . 1 . 1 + I . I + S d P 

B 2 = : — — Slliaw Slll 6 - j-rr, 
/ - 1 . 1 . 1 4 - 1 . / 4 - 2 d p'1 1 

A 2 / - nr, d" F1 
A n = : — : COSFTCO SL LI" g , , i Í —rt + l . . . i . . . 1 + « — I . í + n dp'" 

„ 2 , . „ c, d" F,-
L>N = ; : R-| — — C O S n CO SL LI" & — — > i — n-h I . . .1. . .1 + « — 1.1 + n dp'" 

etc., 

et, par suite, 

JPiYidpd^=Z - ? — j A1
0F' -f-(A', cd5«'4-U' , sin w') sin 0' '!li. 2/-+-1( dp' 

d2 F; 

4- (A', c o s 2 w ' 4 - B', s i n 2 w ' ) sin 'O' 

e t c . 

Or, la quantité renfermée entre les parenthèses 11'est 

autre chose que Ie développement de la fonction que 

nous avons désignée par Yf dans laquelle 011 change-

rait simpleinent Q et co en Q' et co'; en désignant donc 

par Y. cette nouvelle fonction, on aura générale-

ment 

/ / P i - Y i - ^ Z c o = ^ , (p') 

les limites des intégrales étant les mèmes que précé-

demment. 
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C'est Ie second théorème qu'i l s'agissait de démon-

trer; cette nouvelle propriété dont jouissent Ies fonc-

Iious du genre de celles que nous avons désignées par 

Y,-, Z„, est comme la première, d'une grande impor-

tance pour Tusage qu'011 fait de ces quantités dans la 

théorie des attractions des sphéroides, mais elle est 

plus restreinte que celle-ci, parce cpie dans la for-

mule (p) 011 peut supposer aux fonctions Yi- et Z„ 

toute la généralité dont elles sont susceptibles, tandis 

qu'ici nous supposons à Tune d'elles la forme parti-

culière des fonctions que nous avons désignées par P i . 

Si dans 1'équation (p ' ) 011 suppose Yi = Pi-, et qu'011 

observe que IorsqiTon cliange 01 et O en w' et S' dans 

la fonction p = cosS c o s 3 ' + sin0 sin0' cos(w — w') 

cpii entre dans Pi-, 011 a p = 1, et, par suite, Pi = 1, 

il est clair qu'011 aura Y', = 1, et 1'équation (p') de-

viendra 

CfPi Vi dada = -~— J J i ' , 2 ,4-1 

Les fonctions F0 , F , , . . . , F i sont comprises dans la 

fonction Pi- comme cas particuliers; leurs valeurs doi-

vent donc satisfaire à 1'équation précédente, et en effet 

si Ton substitue Fi à la place de Pi- et qiTon observe 

que cette fonction étant indépendante de a' 1'inté-

gration relative à cette variable s'opère d'elle-mème 

et donne, entre Ies limites u = o et W=2TÍ, 1'équation 

J f F i F i C i p d a = 2 7:/T 1F i du., 011 trouve 

/Fi- Fi dUL = —r- ' J
 '

 1 2,4-1 

formule remarquable à laquelle nous sonimes déjà 

parvenus précédemment par un calcul direct. 
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1 9 . Lcs formules des nos 1G, 17 et 18 s'appliquent 

à des sphéroides quelconques; nousallons considérer 

maintenant en particulier les sphéroides trés-peu dif-

férents de la sphère, et déterminer les fonctions V0, 

V1, etc., v0, vt, etc., relativement à ces sphéroides. 

Supposons que Ie sphéroide diffère très-peu de la 

sphère dont Ie rayon est a; soit r' Ie rayon mené de 

1'origine des r à la surface du sphéroide; on aura 

r' = a (i + Ctjr'), a. étant un très-petit coefficient 

constant dont on peut négliger Ie carré et les puis-

sances supérieures, et j ' une fonction de sinus et co-

sinus de 0' et M', qui détermine la position du rayon 

r' et qui dépend de la nature du sphéroide. On a gé-

néralement pour un point extérieur 

En substituant dans cette formule pour r' sa valeur 

précédente et négligeant les quantités de 1'ordre a 2 , 

on aura 

V F = f f Vidp.du + ai+3 a f f ViJFlJdu'. 
I —>J 

On a d ailleurs généralement, par ce qui a été démon-

tré U0 18, i étant différent de zéro, 

ff V i d ij.'da' = o; 

on aura donc simplement 

VI- = a'+3 aJf Vi f dp' du' 

Lorsque i = o, on a, n ° 1 7 , P 0 = i, et 1'intégrale 

relative à w' devant ètre prise depuis u'= o jusqu'à 

« ' = 2 n, celle qui se rapporte à p.', depuis p.' = i jus-
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qu'à a' = — 1, on trouve 

4 J T F L ' 
Vn = 3 + tfctffydiiftiu', 

d'oúl 'onvoit que, dans 1'expression de V, la quantité 

V0 sera égale à ou au volume de la sphère dont Ie 

rayon est a, plus à une très-petite quantité de 1'ordre 

a, et toutes Ies autres quantités v , , V2, etc., seront 

très-petites du mème ordre. 

Supposons généralement 

ff ViJ' dpfdu' = U/, 
on aura 

V0 = -1- a3 CiU01 v"> = ai+* aU1. 

On aura donc, pour 1'expression de V relative á un 

point extérieur, 

Considérons maintenant 1'attraction du sphéroide 

sur Ies points intérieurs. On a généralement, dans ce 

cas, 

^JTPidr'dp do>' 

Snpposons que V représente l'attraction de la couche 

dont Ie rayon de la surface extérieure est R', et dont la 

surface intérieure est celle de la sphère du rayon a, en 

sorte que R' — a est 1'épaisseur de cette couche. En in-

tégrant dans ces limites la valeur précédente, on aura 

-T=I-J J li"'-' ' 

en observant que I on a, par ce qui précède, 

f f P1 d '/du' = o. 
U. ' 2(i 
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Si l'on substitue dans cette expression rt(r + ay') 

à la place de R', et qu'on rejette les termes cpii s'éva-

nouissent par 1'intégration, ainsi que ceux qui sont 

du second ordre, par rapport à a, la valeur de Vi de-

viendra 

on aura donc 

Y = a2 a. ( U0 + U , . ^ + U2 . ^ H-. 

Telle est 1'expression de 1'attraction de la couche dont 

1'épaisseur est aay' sur Ie point attiré; en v joignant 

la valeur de Y relative à 1'action de la sphère dont 

ie rayon est a sur Ie mème point, on aura 1'attrac-

tion entière qu'exerce sur Iui Ie sphéroide. Or Ie 

point attiré est, par hypothèse, situé dans 1'intérieur 

de la sphère et à une distance r de son centre; on aura 

donc, n° 5, 

2 2TCr' \ — 2Tl(r — 
3 ' 

et. en réunissant les deux parties de Y, on aura gé-

néralement, relativement aux points intérieurs au 

sphéroide, 

V = 2 Tza7- -rLr-- Hh «'a. (uo-f U1.- H- U2.^, H- . . . V ( b) 
3 \ a (i- 1 

Ees formules (a) et (b) renferment toute la théorie 

des attractions des sphéroides homogènes très-peu 

différentsde la sphère. En différentiant la première 

par rapport à r, on aura 

f/v 4 a ^ x / „ ,, " \ 

- - r = -5—— + —r • Uo + 2 U 1 .- H- 3 U2. - H- . . . • 
(Ir 3 r- /•' \ r r' ) 

Cest 1'attraction qu'exeree suivant Ie rayon r Ie 



DU SYSTKME DU MOISDE. 4»3 

sphéroide sur un point extérieur. Le premier terme 

dc celte valeur exprime, comme 011 voit, Tattraction 

de la sphère dont Ie rayon est a; Ies termes suivants 

sont de Tordre a. Les deux autres composantes de 

Tattraction du sphéroide seraient du mème ordre, 

en sorte qu'aux quantités prés de 1'ordre du carré de 

a, 1'action totale du corps sur Ic point attiré est re-
, dv 

presentee par — —• 

Si Ie point attiré était à la surface même du sphé-

roide, 011 aurait r= a(\ + aJr), en désignant par j 

ce que devient JR' quand on y change y.' ct w' en IJ. 

et M. On aura donc alors, en négligeant Ies quantités 

de 1'ordre a 2 , 

V = ^ L . (1 - a r ) + « = « . ( U 0 + U , + U 3 + . . . ) j 

' ( c ) 

- g ) = Í ^ . ( > - 2 l r ) + « ( U 0 + 2 U , + 3 U , + . . . ) . j 

2 0 . Ce cas mérito une attention particulière, parce 

qu il existe, pour Ies points placés à la surface des 

sphéroides peu différenis de la sphère, une relation 

importante entre la fonction Y et sa différentielle, cjui 

peut souvent facilitei' la recherche <h> leurs attrac-

tions. Pour démontrer celte propriété, reprenons 1'ex-

pression générale de V: 

_ r r''! dr' da' dt>>' 

J \ r- — 9. ri. [y w.'+ v'1 —y- V ' —»"'cos(w — «')] + /•'' 

Supposonsque Ie sphéroide soit très-peu différent 

la sphère dont Ie rayon est a, et qui est décrite 

du mème centre; soii /•'= n (1 4- « / ' ) Ie rayon mené à 

2 6 . 
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Ia surface du sphéroide, a étant une très-petite quan-

tité dont on néglige Ie carré et les puissances su-

périeures. Il est clair que l'on pourra regarder la 

fonction Y comme composée de deux parties : l une 
r 

relative à la sphère du rayon a, et qui est égale à ; 

1'autre relative à l'excès du sphéroide sur la sphère, 

et que nous désignerons par u. On aura donc ainsi 

„T /Lna3 

V = - V -+- u; 
3 r 

et 1'action qu'exerce Ie sphéroide sur Ie point attiré, 

sera 
ldV\ _ 4 7rã3 du 

~ \~dr) ' TT3 dr' 

Si l'on multiplie par ir cette seconde équation, et 

qu'on la retranche de la première, on aura 

d\ Iiiids du . 

Maintenant soit dm' une des moíécules de 1'excès 

du sphéroide sur la sphère, etf sa distance au point 

attiré; on aura 

u + 2 r— = I \ -y.4- 2 r. —- / .dm'. 

Si Ie point attiré est à la surface du sphéroide, on a 

/ • = rt(i -+- a / ) , en désignant p a r j ce que devienty' 

lorsque u' et deviennent u. et w; mais comme u 
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e t s o n t de 1'ordre a, et que nous négligeons les 

quantités de 1'ordre a 2 , il suffira de faire r= a dans 

1'équation précédente; on aura donc à la surface du 

sphéroide 

Or, on a généralement f= \ja2 — 2 tf/7 -+- r2, en 

désignant par 7 Ie cosinus de 1'angle que forme Ie 

rayon r' avec la droite menée du centre du sphéroide 

au point attiré, ou, ce qui revient au mème, en faisant 

y = pp.' -+- v 1 — (J2 V 1 ~ F-'2 cos(w — u'). 

De là 011 peut conclure aisément, par la différentia-

tion, 

d. -„ 
i / a--
-7+-2 r. — 
/ " dr f 

En observant donc que dm' désignant l'un des éle-

ments de 1'excès du sphéroide sur la sphère, 011 a 

dm' = 3 r'3 dp' du' = a3 aj'dp.' du', 011 aura 

• , ^ ^ ^ v / f - y " - ' . o 

La quantité renfermée sous Ie signe intégral devient 

nulle lorsque I on suppose r = a, c'est-à-dire quand 

Ie point attiré est à Ia surface du sphéroide, à moins 

cependant que j ne se réduise en niême temps à zéro. 

Or/ 'est nul lorsqu'on y suppose à la fois et 

/• = n, 1'intégrale précédente devant être prise entre 
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Ies limites Y = J et Y = — I ; il est clone nécessaire 

de savoir ce qu'elle devient dans Ie premier cas. S: 

Ies intégrations étaient eífectuées, Ie facteur conmiun 

au numérateur et au dénominateur de la fonction 
r(/'* — y' tliída ,. , .. c ., 

~ — 1 disparaitrait, et il serait lacue en-
%/ j 
suite d'avoir sa vraie valeur correspondante à I liy-

pothèse de a; mais comme la forme de la fonc-

t i o n ^ ' est généralement inconnue, il faut y parvenir 

indépendamment de cette intégration. Yoici pour 

cela un procédé très-simple. Supposons en général 

y' =J ([/.', co'); il est clair que Ie second membre 

de 1'équation (e) devient nul, lorscpie r = a, pour 

toutes Ies valeurs de \>! et de co' qui diffèrent sensi-

blement de \x et de co. Si l'on fait donc p' = [X -f- A, 

et co' = co -I- A, et qu'011 substitue ces valeurs dans 

1'équation (e), 011 pourra y regarder A et A comme 

des quantités infiniment petites. Cela posé, on aura 

généralement 

j r ' = f { p , co) + Ç , 

en représentant par 'Ç une trés-petite quantité du 

mème ordre que A et A. Si l'on substitue cette valeur 

dans 1'équation (e), et c[u'on néglige la partie dépen-

dant de Ç, qui sera toujours infiniment petite relati-

vement à la première, en observant q u e j = 

puisque y est ce qui devient y' lorsqu 011 y change 

u! et co' en p. et co, 011 aura 

du ., , 0 r rdU (la 
u + ia.— =aiay [r-a')J J -X^—• 

Pour facilitei' !'intégration, prenons pour origine 
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de 1'angle que nous avons désigné par 0, Ie rayon r, 

ce qui donne p. = 1, \J\ — p.2 = o. On aura simple-

ment alors f2 = a2 — 1 arp' + /2 , et en intégrant par 

rapport à w', depuis w' = o jusqu'à 

r r,w <i„>' r dp' JJ j^- =  2 7 tJ T' 
On a d'ailleurs 

d [i' 1 df 

~ f j = ~ Fr'J-" 

011 aura donc en intégrant 

W - L L 
J P «r f 

Cette intégrale devant être prise depuis p'=r — 1 

jusqua p ' = 4 - 1 , ce qui donne f=r+a e t f = r — a, 

on aura, pour sa valeur complète, 

ar(r+a) ar (r—«) r ( r » — a 7 ) 

par conséquent 
du LitaiUiy 

u + 2 n -j- = —• 
dr r 

Si l'on suppose maintenant r = a dans cette équa-

tion, 011 trouve 

u -t- 2 a = — í\ncíl CLj. (g) 

L'équation (d), en y substituant a (1 + aj ) à la place 

de r, el en observant qu'aux quantités prés de 1'ordre 
dX lii:a , 

a, 011 a — = — -1——, donne 
dr 3 

, , ^ dV 4 na- , 0 du 
o,.— = + « + J r -
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On aura donc, en vertu de 1'équation (g), aux quan-

tités prés de 1'ordre a2 , 

V + -inITr = - V - W 

Cette équation, extrêmement reinarquable, s'étend 

à tous Ies sphéroides peu différents de la sphère. Elle 

fait voir que dans la fonction \ i a t o u t e s Ies 

quantités de 1'ordre a. disparaissent, en sorte que cette 

fonction est la mèine par rapport à la sphère et au 

sphéroide qui en diffère très-peu, quelle que soit 

d'ailleurs la position du point attiré à la surface de ces 

deux corps. Cette équation a d'abord été trouvée par 

Laplace; mais la démonstration qu'il en donne dans 

Ie second volume de la Mécanique céleste, et qu'il a 

reproduite ensuite dans Ie cinquième, a été 1'objet 

d une controverse fort vive, qui a fait mème révo-

quer en doute par plusieurs géomètres la généralité 

du théorème qui en résulte. Il me semhle que la dé-

monstration qui précède est à l'abri de toute objec-

tion sérieuse {*). 

2 1 . Les expressions de V et — — cpie nous avons 

trouvées, nG 1 9 , relativement aux points placés à la 

surface d'un sphéroide très-peu différent de la sphère, 

doivent satisfaire à 1'équation (h). En effet, si l'on 

(*) Voir, sur ce s u j e t , L a g r a n g e , Journal de VKcotc Poly-

teehnifjue , tome VI I I ; M. Ivo ry , Transaetions philosophiques, 

tome CII ; M. Poisson , Connaissancc des Temps pou r 1 8 3 / . /Sii-' 
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substitue dans cette équation pour Y et ^ leurs va-

leurs (c), n° 1 9 , on trouvera 

4 TZJ = U 0 + 3 U , + S U 2 . . . + (21 + i)U/ + 

La fonction j peut donc toujours se développer 

dans une série de cette forme, 

J = Y 0 + Y 1 + Y 2 . . . + Y1 + . . . , 

Ies quantités Y 0 , Y 1 , etc. , étant des fonctions ra-

tionnelles de p, \j 1 — p 2 . c o s w , p 3 . sin to, qui sa-

tisfont à 1'équation aux différences partielles (C). 

Cette réduction est indépendante de la forme de la 

fonction j , et doit ètre considérée comme une pro-

priété résultante des attractions des sphéroides peu 

différents de la sphère. 

Si Fon compare les deux valeurs précédentes de j , 

en observant qu'011 a, n° 1 9 , Ui = / P i J " ' d p.' d co'. on 

trouvera généralement 

SfPlJ'd^du'=A^lL. (/) 

On a d'ailleurs, en représentant par Y 0 , Y f 1 , etc., ce 

que deviennent les quantités Y 0 , Y 1 , etc., lorsqu'on y 

change p et to en p.' et co', 

j ' = V 0 + V t + V 5 . . . + Y ; + . . ; 

en observant donc qu'011 a généralement, par Ie 11" i l i , 

' ff PtYldlJ.'d»' = o, 

11 étant un nombre différent de 1, 1'équation (/) don-

nera simplement, les intégrales étant prises dans les 
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mêines limites que précédemment, 

• JfPiXdpJdu' = (,») 

équation qui est toujours satisfaite, quel que soit i, en 

vertu du théoréme généralement démontré n° 18. 

La propriété remarquable, dont jouissent Ies fonc-

tions de la nature de la fonction Y1-, et qui se trouve 

énoncée dans 1'équation (/«), pourrait se déduire, 

comme 011 voit, de la condition que doit remplir la 

fonction Y relative aux attractions des sphéroides peu 

différents de la sphère, de satisfaire à 1'équation (A), 

U0 20. Mais comme elle est d'une grande importance 

dans la théorie de la figure des corps célestes, nous 

avons cru devoir en donner, 11o 1 8 , une démonstra-

tion directe, purement analytique et entièrement in-

dépendante de toute considération relative aux pro-

priétés attractives des sphéroides. 

La première conséquence qui résulte de 1'équa-

tion ('«), c'est que la fonction j ne peut admettrc 

qu'un seuldéveloppementdelaforme Y 0 + Y 2 + Y 1 + .... 

Ln effet, supposons que jr puisse s'exprimer par Ies 

deux séries suivantes : 

j = Y 0 + Y 1 + Y 2 + . . . , 

j = Z0 + Z1 - + - Z 2 - K . . ; 

si I on y substitue \i! et w' à la place de [j. et w, et 

qu'on multiplie par P£- ces deux séries, 011 aura géné-

ralement 

1 IfPlJ'd [J.'d u = Y1- = Z,; 
L̂  7T * ' 
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d o u il suit que les deux développements précédents 

sont identiques. 

On peut conelure généralement de 1'équation (m) 

que lorsque Ie développement de j en série de cette 

forme Y0 + Y, -+- Y2 + .. sera connu, on aura, 

immédiatement et sans intégration, les quantités U0 , 
r/V 

U , , U 2 , etc., n° 1 9 , et les valeurs de Y' et de — de-

viendront, pour les points extérieurs, 
4 na . ( Y o + f . Y , + ; ; . Y , . . + . Y , + . . . 

/• \ 3 r 5r: !!+Ir1 (2/ -Hl) J 

4 , 4Tra1a / 2 a '3«! ( / + •)«' 

= " 3 7 " + • i Y " + 3 7 ' Y ' + 5 7 ^ " Y í * • " ( 2 / + . ) H Y « ~ 

On aura de même, pour les points intérieurs, 

(2f + i)a' J 

4' 

Quand Ie point est situé à la surface du sphéroide, 

ces deux dernières formules doivent être identiques 

avec les premières; et en effet, si l'on y suppose 

i• = a ( i + c y ) , e tqu 'on observe que I on a, par hy-

pothèse, 

j = Y 0 + Y , + Y 2 . . . + Y i + . . . , 

r 
4 - — • 

J < 7 
Y 1 - + 

r-

Sai 

z~a ' 
• Y 1 + 

2 r 
• Y i 

on trouvera 
,, (IV ^na7 

Y + i a -r- = 
(Ir 3 

équation qui doit exister, comme nous 1'avons df 

montré, pour tous les points de la surface. 
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Les formules («), (p) sont dues à Laplace; elles 

offrent, sous une forme très-simple, Ies expressions 

Ies plus générales des attractions des sphéroides peu 

différents de la sphère. On peut Ies simplifier encore 

par Ies considérations suivantes. 

Soit M la masse du sphéroide que nous suppose-

rons homogène; 011 aura 

M =Jr'2dr'dp.'da'=\Jr'3dpJda'-, 

ou bien, en mettaut pour r' sa valeur a (r + a / ' ) , 

M = l^f- + a3 a J j ' d pj da'. 

Si, à la place dc j ' , on substitue son développement 

Y0 + Y', -I- . . . , dans cette expression, en remarquant 

qiTon a généralement par Ie n° 1 8 , JY1i dp.'da' = o, 

i étant différent de zéro, et que l'on a, en vertu de la 

formule (m), pour Ie cas ou i = o, 

JY0 dp.' da' = 4 JT Y 0 , 
011 trouvera 

M = ^ + ZlTta3CxY0. 

En prenant donc, pour la valeur de Ie rayon de Ia 

sphère égale en solidité au sphéroide, on aura Y 0 = o, 

et Ie terme Y0 disparaitra de la valeur de j , ainsi que 

ceux qui en dépendent dans Ies formules (n) et (p). 

On a généralement, en vertu de la formule (/), 

Y t=2-^-. JJPiJf^da'. 

Si l'on suppose i = i dans cette équation, ct qu'011 
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substitue à la place de y' sou développement, on aura 

Y 1 = ^ / / P 1 T W r f u ' . 

D'aprésla valeur générale de P,-, il est aisé de voir 

qu'on aura, dans Ie cas de i = i, 

P1 = l/[x'-h ti \jí — p.'2 s i n a ' + h" \J 1 — p'- cosw', 

h, Ii1 ti étant des constantes. On aura donc 

01. 3 J1/ 
Y1 = - f f j ' p'd p'd <*'+ ^ • JJy' \J i — Ti-Sin 

3 h" 
+ —- • ff y' v ' — f/'. cosw' dp'da'. 

Si l'on désigne par dm l'un des éléments de 1'c-xcès 

du sphéroide sur la sphère, on aura 

dm = a3 a . f f y ' d [x d w'; 

on p e u f d o n c écrire ainsi la valeur de Y , , 

II Jay!.dm -+ H' fa i — p " . sinw'.r//w 4- H " / « J i — cosw'.dm, 

II, II', II" étant trois quantités constantes. 

Si l'on désigne par oc', y', z' les trois coordonnées 

rectangulaires de la molécule dm, on aura, aux quan-

tités prés de 1'ordre a, 

x'=ap, y'=a\Ji— [/2Sinw', z' = a y i — p"1 cosw'. 

Si, de plus, on suppose 1'origine des coordonnées au 

centre de gravité du sphéroide, on a 

fx' dm = o, fy' dm = o, fz' dm = o. 

On aura donc, dans ce cas, Y, = o. Le terme dé-
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pendant de Y, disparaitra par conséquent dans Ie 

développement de j et dans Ies formules (n) et (o) , 

en prenant pour origine des coordonnées Ie centre de 

gravité du sphéroide. Ce résultat cPailleurs peut aisé-

ment s'étendre, comme nous Ie verrons, à toute espèce 

de sphéroides. 

2 2 . Concevons maintenant Ie point attiré situé dans 

lintérieur d'une couche à très-peu prés sphérique; 

plaçons Torigine des coordonnées au centre, et sup-

posons que Ie rayon de la surface intérieure soit 

a +- a a . ( Y 2 + Y 3 + Y4 + ...), 

et cjue Ie rayon de la surface extérieure soit de la 

forme 

« ' + a 'a . ( Y', + Y 2 + Y 3 - + . . . ) . 

Si Ton désigtie par AV Tattraction de la couche, il est 

clair qiTon aura la valeur de A Y , en retranchant la 

valeur de Y relative au premier sphéroide, de la va-

leur de Y relative au second; on trouvera ainsi 

A V = 2 7r. (r/'2 — " 2 ) + 4 r. 
" r , r1 , , 

• Y, + ^ -(Y 1 2 -Y 2 ) 3 

r3 (X\ Y 
H -7 1 

7 " 

Si Ton veut que Ie point placé dans l intérieur de la 

couche soit également attiré de toutes jiarts, il faut 

cjue AV se réduise à une fonction indépendante des 

variables r, 6 et w, puisque Ies différences partielles 

de A Y , prises jiar rapport à ces quantités, expriment 

Ies attractions de la couche sur Ie jioinl attiré. Cette 
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condition donne Y ' , = o, et généralement 

' \ i-i 
X = r . Y i f 

équation qui determine Ie rayon de la surface exté-

rieure lorsque celui de la surface intérieure est donné. 

Si la surface intérieure est elliptique, on a 

Y 3 = O , Y4 = O , etc., 

et par conséquent 

Y 3 = O , Y 1 4 = o ; 

Ies rayons des surfaces intérieure et extérieure de la 

couche sont donc 

< í ( i + a Y 2 ) , a ' ( i + a Y s ) ; 

d ou l'on voit que ces surfaces apparticnnent à deux 

ellipsoides semblables et semblablement placés, ce 

qui s'aceorde avec Ie résultat trouvé n° 8. 

Supposons Ie rayon de la surface intérieure de la 

forme a (r H- ety), et Ie rayon de la surface extérieure 

de la forme a(i H- ajr H- a s), z étant une fonction de p. 

et de M qu'on pourra développer en une série de cette 

forme : 

z = Z0 H- Z1 H- Z2 H-... . 

On aura, par Ies formules («) et (p), relativement 

aux points intérieurs et extérieurs, 

. 4 JT «"'a [,, a „ \ 

A V = ^ - - ( Z 0 H - 3-, Z 1 H - Z 2 + . . . ) , 

A 'Y = 4 Tra2 a. (Zu H- • Z1 H- Z2H-... 
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En différentiant, 011 aura pour les attractions qu'exerce 

la couche sur les points extérieurs et intérieurs, sui-

vant Ie rayon r, 

d.bV í T.az a ír, i a 3 a' _ \ 
~ S T = (Z° + 17 • Z' + 57^ Z* + - ) 

r / . A ' V 4 / /• a r 3 

Si I on suppose donc Ie point à la surface, qu'on fasse 

v=z a dans ces formules et qu on les compare ensuite, 

on aura 

«•/.A' V d . A V 
— 4 - a v. . ' Zj + Z, + Z, + . . .) = k rr a z a. 

í//- Í//' 

D'ou l'on voit que si deux points sont situés sur Ie 

même rayon, l'un à la surface extérieure, Fautre à la 

surface intérieure du sphéroide, la différence de 1'ac-

tion de la couche sur les deux points sera proportion-

vielle à son épaisseur, et la même que si la couche était 

sphérique. 

2 5 . Considérons présentement un sphéroide hété • 

rogéne peu différent de la sphère, et composé de cou-

ches homogènes dont la figure et la densité varient 

suivant une Ioi quelconque. Soit + aj) Ie rayon 

d'une de ces couches; si Fon développe jr en série 

V 0 + Y t + Y 2 + etc., Ies quantités Y 0 , Y 1 , Y 5 , etc., 

seront des fonctions de a variables d'une couche à 

une autre; et en différentiant par rapport à a la pre-

mière des équations («), 011 aura pour la valeur de 

V relative à la couche dont Fépaisseur est (la+ ctd.ajr, 
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ot dont nous représenterons par p la densité, 

4 77 4 TTa / a> r Hi \ 
' . pda>+ ± -pd. la\Y0+— • Y 1 - H 7 r - . Y , + . . . • 

3 r r r \ o /• 5 /- J 

Si Ton regarde, dans cette différentielle, p comme une 

fonction de tf, et qu'on integre relativement à cette 

variable, on aura pour la valeur<le Y qui se rapporte 

au sphéroide entier, 

V = f í . f r M 4 - • f ? . d . ^ , Y 1 1 + a
T r . Y 1 4 - . . . ) . 

Les intégrales devront ètre étendues depuis a = o jus-

qu'à ÍI = a', en nommant a' la valeur de a correspon-

dante à la surface. 

Pour avoir 1'attraction du sphéroide hétérogène sur 

un point intérieur faisant partie do la couche dont Ie 

rayon est rt(i-Hey), 011 emploiera la première des 

formules (n) depuis a = o jusqu'à la valeur d e a répon-

dant à cette couche, et la première des formules (p), 

depuis cette valeur de a jusqiTà a = a', Cette dernière 

valeur se rapportant à la surface. Si, après avoir diffé-

rentié ces équations par rapport à a, on Ies multiplie 

ensuite par p, et qu'on intègre Ieur somme, 011 aura 

-4- i-.fo.d<r 4 - 4 " x - / p - ' / - Y , + J- Y 1 4- • Y> + . . . ) . 

Cette valeur représente Tattraction du sphéroide hé-
térogène sur Ies points intérieurs. Les deux premièrcs 
intégrales devront ètre prises depuis a = o jusqu'à 
a = a, et los deux dernières depuis a = a juscuTà 

li. 



4 18 THÉORIE ANALYTIQUE 

a = a'. Il faudra en outre, après les intégrations, 

substituer a au lieu de /', dans les termes multipliés 

par a, et ' ^ au lieu de ^5 dans les termes qui sont 

indépendants de a. 

2 4 . Nous avons supposé jusqu'ici 1'aplatissement du 

sphéroide, ou Ie coefficient a qui en dépend, assez 

petit pour qu'on put négliger les puissances de cette 

quantité supérieures à la première; mais, pour donner 

plus de généralité aux formules précédentes, il con-

vient de les étendre au cas oú l'on a égard aux termes 

dépendants du carré et des puissances supérieures de 

Taplatissementdii sphéroide que l'on considère et qui 

sera toujours supposé peu différent de la sphère. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un sphéroide 

homogène, dont Ia densité sera représentée par l'u-

nité. On aura généralement dans ce cas, n° 1 6 , pour 

les points extérieurs, 

Vi- = -^3 Jf P1-/'"-3 dpJdu', 

et pour les points situés dans 1'intérieur du sphéroide, 

V i = 

Soit, comme dans I e n 0 I O , r'=a(i + « / ' ) Ie rayon 

mené de I origine des coordonnées, que nous place-

rons au centre de gravité du sphéroide, à un point 

quelconque de la surface, a étant une fraction très-

petite, constante et positive, y' une fonction donnée 

des angles 6' el co' qui fixent la direction du rayon /'. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les formules pré-
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eédentes, et qu'011 développe Ies expressions resul-

tantes en séries ordonnées par rapport aux puissances 

de a, en rejetant Ies termes qui s'annulent d'eux-

mèmes par 1'intégration en vertu des propriétés de la 

fonction Pi-, on aura 

Vi=Za^ffVidp'd»' (*/+ ~ a ' / ' + ' + a ~ 3 + l , 

V i = J=-Jf p ' d V-' d » ( « S - ~ T T a ^ ' 1 - •••)• 

Désignons p a r y ce que devienty ' quand on y met 

Q et w à Ja place de 6' et co', c'est-à-dire la valeur de 

r à I cndroit ou Ie rayon r traverse la surface du sphé-

roide, nous avons vu, 11o 2 1 , que la fonction que ?" 

represente, peut toujours se développer en série de la 

forme 

j = Y0 + Y1 + Y 2 + . . . . 

Supposons Ies puissances success ivesy 2 ,y 3 , etc., de 

y, développées de la mème manière, en sorte qu'011 

ait généralement 

j i + 1 = y ( 0 + Y W + Y f + . . . . 

En substituant ces valeurs dans Ies deux expres-

sions de v,, et ohservant que, d'après Ies propriétés 

eonnues des fonctions P1 et Y 1 , on a généralement 

f P i j ' dp' d «' = 

J > J 1 2 , + 1, 

á jt Y(1> 
fViy'2dix'da'=. - , - - - V 

J I J 1 2 , + I 
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on trouvera 

[v-Kal+1 ( „ i +1 f.) i 4- 2./4-1 • 
V1 = - l T - « Y ; h a 2 Y 4 - — — K 3 Y i j -

2 í + i \ ' 2 1 2 . 3 

v; = L T 1 - ' - I a-Ti" 4- rf Y<" 
' 2 1 + 1 \ 2 ' 2 . 3 ' 

/ étant un nombre entier quelconque différent de 

zéro. Pour Ie cas particulier de i = o, on trouvera 

n° 1 9 , 

V0 = 3 • , , - • - • 3 » 

vj = 2 TTrt2- ^ + 4 *«' ^ Y 1 + ^a2 Y101 

En substituant ces valeurs dans 1'expression de la 

fonction V, n° 1 6 , on aura donc généralement, 

y — íl£ + í ™ L V - L - £ Y í + í ± 2 £Y { 1 ) 

3 r /• ^ 2 ( 4 - 1 r' ' 2^2/4-1 /•' ' 

ce' V / 4 - 2 . 1 + 1 a< w *1 

+ 2/4-1 P ' + - - J5 

- Y 1 - I 3 T!" 

I V * — ^ y(» , "I 1 
2 . 3 ^ 2 / 4 - 1 rt' ' J' I 

2 7t 7 
V=ITza7 = 

Ie signe 2, dans ces deux séries, devant être étendu 

à toutes les valeurs entiéres de i depuis i = o jusqu'à 

/ = oo ; la première s'applique aux points attirés ex-

térieurs au sphéroide, et la seconde aux points situés 

dans 1'intérieur. 

La première des formules précédentes peut subir 

une importante simplification, lorsqu'on prend pour 
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la quantité a Ie rayon de la sphère égale en solidité 

au sphéroide, et qu'on place 1'origine des coordon-

nées au centre de gravité; voyons ce que deviennent, 

dans ce cas général, Ies équations de condition Y0 = o 

ct Y1 = o, trouvées n ° 2 1 , en 11'ayant égard qu'à la 

première puissance de a. 

En faisant i = o, dans 1'expression générale de v, 

relative aux points extérieurs, 011 a 

vo =JJfrli dr'd[i'dv>'.\ 

Le second membre de cette équation représente Ie 

volume entier du sphéroide, Ies intégrales étant prises 

depuis 6' = o et w' = o, jusqu'à 6' = TI et w' = m. En 

intégrant par rapport à f et en substituant à la place 

de r'3 sa valeur a3 (1 -+- a / ' ) 3 , on aura donc, d'après ce 

que représente la quantité a, 

I / / í . + a y W r f » ' = ^ . 

Si, après avoir développé cette équation, 011 substitue 

pour y', y'2 e t / ' 3 leurs valeurs en séries, qu'on in-

tègre ensuite entre Ies limites précédentes en ayant 

égard à 1'équation (/m), 11o 2 1 , 011 trouvera 

Y . + a Y f + i ^ Y ^ o . ( 0 

Désignons par x',y', z' Ies trois coordonnées rec-

tangulaires de la molécule dm, rapportées au centre 

de gravité du sphéroide, 011 aura par Ies propriétés 

de ce centre, 

Sx' dm = o, fy' dm = o, fz' dm = o. 
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Ces équations, en substituant pour x', /', z' et dm 

leurs valeurs n° 4, donnent les trois suivantes : 

J f { i + CLffp'd p r d»' 

f f ( 14- ay'Y\j\ — p.'2 cosa'dp'dai'= o, 

//(14- ff.yy V I -•- Ij-'2 sin a'dp' da = o. 

Si, après avoir développé les premiei s membres de 

ces équations, On substitue p o u r j ' , j ' 2 , j ' 3 et J u leurs 

valeurs en séries, en observant que les trois quantités 

pf, V i — p'2 cosw', et — p'2 sin w' peuvent être consi-

dérées comme des valeurs particulières de la fonction 

P 1 , dont Texpression générale est, n0<2i, 

hp! 4- ti \11 — p'2 sin w' 4- ti' \ i — p.'2 cosw', 

h, ti et ti' étant des coefficients constants, on trou-

vera que tous les termes cia ns lesquels entrent les 

fonctions Y'., Y; ( l ) , Y|.'2), etc. , avec un indice différent 

de Í, disparaissent en vertu de 1 'équation (p) , n° 1 8 , 

et qu'en effectuant les intégrations relatives à p' et a' 

dans les limites ordinaires, ces trois équations, en 

vertu de 1'équation (p'), se réduisent à la suivante : 

Y1 + l v. Y , ( 0 + a Y [ 3 ) + - aY"[3>= o. (s) 

Les deux équations (r) et (Í) établissent les rela-

tions qui doivent exister entre les quantités Y 0 , Y",, 

Y 0 ) y t o etc. , de manière à satisfaire aux conditions 
o * i > / 

données; on voit que dans 1'hypothèse que nous 

considérons, les deux premiers termes Y0 et Y1 du 
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développement de y, sont du premier ordre par rap-

port à 1'aplatissement du sphéroide, en sorte qu'011 

peut supposer Y0 = O e t Y 1 = O lorsqu'on prend pour 

a Ie rayon de la sphère égale en solidité au sphéroide, 

pour origine des rayons r son centre de gravité, et 

qu'011 néglige Ies termes de 1'ordre du carré de a. Ces 

différents résultats s'accordentd'ailleurs avec ceux que 

nous avons obtenus en n'ayant égard qu'aux termes 

du premier ordre par rapport à a. 

Supposons maintenant, comme dans Ie 11o 2 3 , Ie 

sphéroide composé de couches superposées dont la 

figure et la densité varient suivant une Ioi quelconque 

du centre à la surface, mais en s'écartant toujours 

très-peu de la figure sphérique. Représentons par p la 

densité que nous supposerons constante dans 1'éten-

due de chaque couche; si, après avoir multiplié Ies 

expressions précédentes par cette quantité, 011 Ies dif-

férentie par rapport à a, 011 aura la valeur de V rela-

tive à une couche très-mince dont Ie rayon inté-

rieur sera a (1 -t- ccy) et l'épaisseur la différentielle 

da H- cul.ny. Si l'on intègre ensuite Ies expressions 

résultantes en regardant p et Y1 comme des fonctions 

de a, et que, pour abréger, on fasse 

Ies quantités Q'n) devant ètre considérées comine des 

fonctions de mème nature que Y1-, puisque la diffé-

rentiation et l'intégration indiquées ne portent que 

sur Ies coefficients de ces dernières fonctions. Quant 

à 1'intégrale d'ou dépend la valeur de Q-"', elle doit 
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ètre étenclue depuis a = o jusqu'à a = a', en repré-

sentant par a' la valeur de a qui répond à la sur-

face. On aura ainsi, pour les points extérieurs, 

1'intégrale J dans cette valeur devant s'étendre, comme 

dans celle de Qn depuis a = o jusqu'à a = a', et les 

intégrales fmies 2 devant s'étendre à toutes les valeurs 

entières et positives de i, y compris zero. 

Si Ie point attiré est situé à 1'intérieur du corps, et 

que a (i -f- aj) soit Ie rayon dc la surface inférieure 

de la couche dont il fait partie, on emploiera, pour 

déterminer les attractions qu'il éprouve, la première 

des équations (q) depuis a = o jusqu'à la valeur de a 

qui répond à cette couche, et la seconde depuis cette 

valeur de a jusqu'à celle qui se rapporte à la surface 

extérieure. En désignant par p la densité de chaque 

couche, et en faisant, pour abréger, 

de manière que Q e t Q"*) soient des quantités de 
I 

la mème nature que Y)"', 011 aura 

2 . 3 ^ ( 2 / + . 1 ) / - ' 

_í 
^ ( l i -)- 1) rl 1Q. 

Q. 

-H JL nfp d. a2 -H 4 TT a ^ 'jídl /+ I 
Q' _fL' V i i z i i i i Q A O 

5 ^ 2 1 + I s " 
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la première intégrale, ainsi que celle que repré-

sente Q1'"', devant s'étendre depuis a=o jusqu'à a=o! 

et la seconde, ainsi que 1'intégrale représentée par 

Q;.w, depuis a = a jusqu'à a = a'. 

Les différences partielles des valeurs précédentes 

dc Y, prises par rapport aux trois variables r, Q et w, 

feront connaitre Ies composantes de 1'attraction du 

sphéroide sur un point extérieur ou sur Ies points si-

tués à 1'intérieur de sa surface; en faisant r=a(i + ay) 

dans Ies formules résultantes, ces attractions seront 

exprimées en fonction de a et des angles M et 0 qui 

déterminent la position du point attiré. 

2 5 . Il nous reste à montrer comment on peut par-

venir à développer la fonction y = / (p , «) dans une 

série de la forme Y0 +- Y j -+- Y2 + . . . , Ies quantités 

Y 0 , Y 1 , Y 2 , etc., étant déterminées par la condition 

de satisfaire à 1'équation 

D IL 

d' Y1 

d w2 . , . . A -
+ — + ,(( + 1 ) 1 , - = 0 . 

Si Fon désigne par Kn Ie coefficient de cos«w dans 

la valeur de Y i , on aura 

/ I , M " K « 1 
d . i 1 LL- . —;— r ' du Zi7Kri . . . \ y.-
— 7 — ; + 1 {l + I ) IV„ = O, 

d [L i — [L-

et la valeur la plus générale de 1V„ qui satisfera à cette 
n 

équation, sera 1'expression de (i—p.a)2II„ du n° 1 7 , 
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en la multipliant par une constante arbitraire, n° 1 8 ; 

c'est-à-dire qu'on aura 

On aura donc, pour la partie de Yt- dépendante de 
1'angle «w, 

n 
(i—n\(i—n—O 1 

V-'-" — — r - - . | - ( A B c o s n w + B „ s i n « w 
2 ( 2 I — I j ] v 

An et B„ étant deux constantes arbitraires. 

Si l 'on fait successivement n = o , N= i , TZ=2...H=Í 

dans cette expression, et qu'on ajoule entre elles 

toutes les fonctions qui en résulteront, leursomme sera 

1'expression de Yi-, cpii renfermera, comme on voit, 

2 i + i arbitraires, B0, A 1 , B 1 , etc. Si I on suppose en-

suite / = o , í= i, etc., on aura les valeurs des fonctions 

Y 0 , Y , , etc., et Ieur somme Y 0 + Y 1 + Y 2 . . . + Y i ren-

fermera (s + i)2 constantes indéterminées. 

Soit maintenant S une fonction donnée, ration-

nelle et entiére, des trois coordonnées rectangulaires 

x, y, z, qu'il s'agit de développer en série de la 

forme Y 0 + Y 1 + Y 2 + etc. Voici Ie moyen qu'on em-

ploiera pour y parvenir. Si l'on transforme les varia-

bles x, jr, z en trois autres r, p., w, déterminées 

comme dans Ie n° 4, on aura 

,r = X r —f i * .cosw, z = r.^i—.sinw, 

en substituant ces valeurs dans S, cette quantité 

deviendra fonction rationnelle et entiére de p, 

\'i — p2 COSM et — p2 sin w, et l'on pourra la dé-

velopper en fonction des sinus et des cosinus de 1'angle 
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c.) et de ses multiples. Si l'on suppose donc que S soit 

la fonction la plus générale de 1'ordre s, sin/zco et 

cosrc co, dans ce développement, seront mnltipliés 

par des fonctions de la forme 

M 

( 1 - p 2 f . (A/x 1-"+ B p s - " - ' + C p i - " - 2 + . . : ) ; 

d ou l'on voit cpie la partie S dépendante de Targu-

ment nu renfermera 1 (.?—« + 1) arbitraires. La partie 

de S qui dépend de 1'angle w et de ses multiples, ren-

fermera donc j ( í - f - i ) indéterminées; la partie indé-

pendante de 1'angle w en renfermera s+ 1; la fonction 

S contiendra donc (5 + i)2 constantes indéterminées. 

La fonction Y0 + Y4 + Y 2 . . . + Y i renferme pareille-

ment ( Í + I)2 arbitraires; il sera donc toujours possible 

de transformei' S dans une fonction de cette forme. 

Pour cela, on prendia 1'expression la plus générale 

de Y i , on Ia retranchera de S, et Ton déterminera Ies 

arbitraires de manière que Ies puissances et Ies pro-

duits de [J. et de ^ 1 — p2 de 1'ordre s disparaissent de 

la différence S — Y j , qui deviendra ainsi une fonction 

de 1'ordre s — 1, que Ton désignera par S'. On prendra 

1'expression la plus générale de Y(J_() et on la retran-

chera de S'; on déterminera Ies arbitraires de manière 

que Ies puissances et Ies produits de p et de \/1 — p.2 

de 1'ordre í— 1 disparaissent de la différence S'—Y ( s_ ( ) , 

et ainsi de suite. On déterminera successivement de 

cette manière Iesfonctions Y j , Y(J_(), Y(J_2), etc., dont 

Ia somme représente S. 
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CHAPITRE IY. 

DE LA FIGURE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE EN 

EQUILIBRE, ET DOUÉE D'UN MOUVEMENT DE ROTA-

TION. 

26. Après avoir développé, dans Ies chapitres qui 

précèdent, Ies formules générales des attractions des 

sphéroides, nous allons Ies faire servir à la détermi-

nation de la figure d'une masse fluide tournant autour 

d'un axe fixe, et sollicitée par Ies attractions de toutes 

ses parties et par la force centrifuge due au mouve-

ment de rotation. Nous supposerons d'abord Ie fluide 

homogène : cette question est alors susceptible d'une 

solution rigoureuse. 

Soient tf, b, c Ie trois coordonnées d'un point quel-

conque de la surface du fluide, P, Q, R Ies forces 

accélératrices qui agissent sur ce point, décomposées 

parallèlement aux axes des coordonnées; prenons 

pour axe des x 1'axe mème de rotation; désignons 

par 7i la vitesse angulaire commune à tous Ies points 

de la masse, et par r = \b2 -f- c~ la distance à 1'axe de 

rotation du point dont Ies coordonnées sont tf, b, c. 

La vitesse absolue de ce point sera ra, et rn2 sera la 

force centrifuge qui 1'anime : on aura donc, n° 3 9 , 

livre I<r, pour 1'équation de !'equilibre, 

Pí/tf -I- Qdb -+- Rdc — rr rdr = o. 



DU SYSTEME DU MONDE. 429 

et cette équation représentera aussi celle cie la surface 

extérieure du fluide. 

Supposons maintenant que les seules forces accé-

lératrices qui agissent sur lui, soient les attractions 

mutuelles de ses éléments; on aura 

d\ d\ _ d\ 

V désignant la mème fonction que dans Ie n° 1. 

L'équation cle 1'équilibre deviendra donc 

d\ . d\ dV , , , , , 
— • da + -rr • db -f- — • dc + n* rdr =0. (1) 
da db dc x ' 

La valeur de Y dépend de la nature du fluide et ele 

la disposition de ses éléments. On ne peut donc pas 

déterminer a priori Ia surface de 1'équilibre au moyen 

cie 1'équation précédente; mais cette équation servira 

à indiquer, parmi les hypothèses arbitraires que l'on 

peut faire sur la figure de la masse fluide, celles qui 

satisfont aux conditions de 1'équilibre. 

Considérons d'abord une masse fluide homogène à 

laquelle nous supposerons la figure d'un ellipsoíde 

dont 1'axe des x est 1'axe mème de rotation; plaçons 

I origine des coordonnées au centre de la masse; 1'é-

quation de la surface sera alors 

a' b1 c2 _ 
7? + tir' + ~ 1' 

Dans les ellipsoides homogènes, on a, n° í), 
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<z, 7 désignant des quantités indépendantes des 

trois coordonnées a, b, c. En substituant ces valeurs 

dans 1'équation (i), et en observant que la valeur de r 

donne rdr = bdb + cdc, on aura 

a.ada + (§ — n2).bdb -+- (7 — n2).cdc = o. 

L'équation de 1'ellipso'ide, en la différentiant, donne 

ada bdb cdc 
JT+JT + TT = 0-

Pour que ces deux équations coincident, il faut qu'011 

ait 
h" _ Ct 1,"-- __ a s 

T ~~ S — n'' TT ~ Tzr"2 '' 

d'ou l'on tire 

g l l > 2 _ y ! t » » = n > ( J r - - J i 2 ) . 

Le second membre de cette équation est indépen-

dant du troisième axe h de 1'ellipsoide; il faut donc 

que Ie premier Ie soit pareillement. Or, il est aisé de 

voir que I on satisfait immédiatement à cette condi-

tion en supposant Ji = Ji'. En effet, 1'ellipsoide est 

alors de révolution autour de 1'axe des d'après Ies 

valeurs de B et C, 11o 10 , 011 a dans ce cas § = 7, et 

Ies deux équations (a) se réduisent à la suivante : 

Si Ji est Ie plus petit des trois axes, 1'ellipsoide est 

aplati; dans Ie cas contraire, il est allongé vers Ies 

polés. Supposons d'abord Ie sphéroide aplati, et 
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faisons, comme dans Ie 11o 9, - = X2, d'oú l'on 

//2 

tire — = i - l - X2; on a d'ailleurs, en désignant par 

M la masse de Tellipsoide, et nommant p la densité, 

M = ^nphti2, ou bien M = | np (1 + X2) h\ Les for-

mules du U0 IOdonneront donc ainsi 

« = ^p • ^ i r i - • (X - arc tangX), 

S =2 7I1O--l^Tl- (arc t a n g X - ) • 

Si Ton substitue ces valeurs dans 1'équation [b\ et 

cpie, pour abréger, on fasse = q, 011 en tire 

- 0). + 27 X5' . 
arc tangX = • - - — — a • (V 0 9+3/.2 v ' 

Cette équation étant résolue par rapport à X, don-

nera Ie rapport des deux axes de Tellipsoide. Si la 

valeur de cette quantité est réelle, il y aura tou-

jours, pour une valeur de n donnée, une figure ellip-

tique qui répondra à Tétat cTéquilibre; si elle est ima-

ginaire, 1'équilibre de la masse fluide ne pourra point 

exister avec une pareille figure. Enfin, s'il y a plu-

sieurs valeurs de X qui conviennent à 1'équation (2), 

il y aura aussi plusieurs figures d'équilibre correspon-

dantes à un mème mouvement de rotation. 

2 7 . Il convient donc de discuter avec soin 1'équa-

tion (2), et coiiimeelle est transcendante, il faut pour 

cela recourir aux considérations géométriques, qui 
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sont très-utiles dans cos sortes doccasions. Faisons 

donc 

? — - a r c t a n g X ' 

et regardons cp comme 1'ordonnée d'une courbe dont 
X représente 1'abscisse. On voit d'abord que si ]'on 
change Ie signe de X, 1'ordonnée cp conserve, au signe 
prés, la mème valeur : d'ou il suit que la courbe que 
représente 1'équation (3), est semblable du còté desab-
scisses positives et du còté des abscisães négatives; ses 
deuxbranchescouperont donc 1'axe des abscisses à des 
distances égales de 1'origine, et donneront Ies mèmes 
figures de l'équilibre. Il suffira, par conséquent, de 
considérer la partie qui répond aux abscisses positives. 
Cela posé, si l'on fait croitre X depuis X = o jusqu'à 
X = co , 1'ordonnée cp commence et finit par ètre po-
sitive; d'ou il suit qu entre ces deux limites la courbe 
coupe un nombre de fois pair 1'axe des abscisses, et 
que par conséquent il y a toujours au moins deitx va-
leurs de X qui satisfont à l'équilibre. 

En différentiant 1'équation (3), on trouve 

rf? _ 6).^7)^+(107 — 6)).'+ 97] . r 

t a ~ (> + )••') (9 H- 3Xj)1 ' ^^ 

et la supposition de dap = o donne 

q V + (10 <7 — 6)X2 + 91/ = o : 

d ou l'on tire 

3 t ^ n í 

Ce sont Ies valeurs de X2 qui correspondem aux 
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valeurs maxima et mínima de 1'ordonnée a. Comine 

ces valeurs ne sont qu'au nombre de deux, il est clair 

que çp n'a qu'un maximum et un minimum du côté 

des abscisses positives, ce qui exige que la courbe ne 

coupe 1'axe des abscisses qu'en trois points, en y com-

prenant l'origine. Il n'y a donc que deux valeurs de 

X2 qui répondent à 1'équilibre. 

L'équation (5) détermine aussi une limite des va-

leurs de q, au dela de laquelle 1'équilibre n'est plus 

possible avec une- figure elliptique. En effet, si l'pn 

suppose 

il est clair qu'en donnant a'q une valeur plus grande 

que celle qui est déterminée par cette équation, la 

valeur de X2 qui en résultera sera imaginaire; les 

ordonnées ÇJ ne seront donc susceptibles ni de maxi-

mum ni de minimum, et la courbe ne coupera jamais 

1'axe des abscisses. L'équation précédente donne 

q = o,375o, d'oú I on tire X = 1,7822; 

mais on peut assigner à ces deux quantités des limites 

plus approchées. 

Pour cela, j'observe qu'il peut arriver que la courbe 

soit simplement tangente à 1'axe des abscisses sans Ie 

couper; on a alors à la fois r/<p = o et 153 = o. 

La première de ces équations donne 

li. 

_ fí).' 

3« 



4 3 4 THÉORIE ANALYTIQUE 

et cette valeur, substituée dans 1'équation (3) , donne 

are tang > = _7 + 3o )M-_27 À 7 V ± 9 a 

Cette derniére équation, en la résolvant par ap-

proximation, donne 

X = 2,5292, d ou l'on tire <7 = 0,33701, 

Ie rapport de 1'axe de 1'équateur à 1'axe des pôles 

étant exprimé par la quantité \J 1 + X2, il est, dans ce 

cas, égalà 2,7197. 
ni 

Nous avons supposé généralement <7 = 4 — ; soit T 

Ie nombre de secondes que 1'ellipsoide emploie à faire 

une révolution autour de son axe, sera la vitesse 

dont est animée la inolécule située à 1'unité de dis-

tance de 1'axe de rotation, et la force centrifuge de 

cette inolécule sera —: on atira donc 

/ , 
H ~ 
T1 

cI=T^o 

11 suit de là cpie, pour Ies masses de mème densité, 

los quantités q sont proportionnelles à la force cen-

trifuge correspondante au mouvement de rotation, 

011 en raison inverse du carré du temps de la rota-

tion. Lava leur de q, par rapport à la Terre, est de 

0,00341957, et la durée de la rotation de cette pla-

nète de 0^99727; d'oii l'on peut conclure que pour 

une masse fluide de mème densité que la Terre, la du-

rée de la rotation correspondante à la limite 0,33701 
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de <7, serait de Oi, 10090. La masse íluide ne pourra 

donc pas ètre en équilibre avec une figure elliptique 

de révolution, si Ie temps de sa rotation est moindre 

que 0^,10090; et s'il surpasse cette limite, il y aura 

toujours deux figures elliptiques, mais non davantage, 

qui satisferont aux conditions d'équilibre. 

Nous avons supposé jusqu'ici Tellipsoidc aplati 

aux pôles; voyons maintenant si 1'équilibre pourrait 

exister avec une figure elliptique allongée vers les 

pôles. Il faut, dans ce cas, faire X2 négatif; soit donc 

X2 = — X'2, la quantité X'2 étant supposée positive et 

plus petite que Tunité, parce que sans cela \/'i -+- X" 

devenant imaginaire, Tellipsoide se changerait en un 

hyperboloide. Si à la place de X on substitue sa valeur 

± X' \J— 1 dans 1'équation (4), on trouve 

'ÍL - H - JZT7 ( 9 - V ' ) Y + 6 > . " 1 

d V V ( I - 1 " ) ( 9 - 3 V ' ) ! 

et pour que Tordonnée <p soit un maximum, il faudra 

supposer 
(1 — X'2) ( 9 — X'2) <7 + 6 X'2 = o. 

Or il est évident que tous les termes de cette équa-

tion étant positifs lorsqu'on donne à X'2 une valeur 

comprise entre X'2 = o et X'2 = 1, cette équation est 

alors impossible : la courbe ne coupe donc jamais 

Taxe des abscisses entre ces limites; il n'y a donc pas 

d équilibre possible avec une figure elliptique allon-

gée vers les pòles. 

'28. Nous 11'avons considéré dans ce qui précède 

que Tellipsoide de révolution, parce que ce cas est en 
28. 
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effet Ie seul qui puisse convenir à la figure des corps 

planétaires, mais il est curieux dexaminer si !'equi-

libre pourrait encore subsister dans Ie cas general d'un 

ellipsoíde quelconque. 

Pour cela, reprenons Péquation 

Sh'2- yh'* = «»(/<'•- li2). 

B C 

Si I on substitue pour ê et y ou ^ et - leurs valeurs, 

n° 9, en faisant, pour abréger, 

I I » = ( 1 + I2X2) ( H - V2JC2), 

on trouvera 

3 M r r l i ' ^ d x _ r j ^ d x _ i _ , _ 

L e s d e u x intégrales qui entrent dans cette expres-

sion, ayant Ies mèmes limites, on peut Ies réduire en 

une seule, et en vertu des valeurs de X2 et X'2, n° 9, 

1'équation précédente deviendra 

(li2 - h"2) J t ^ i l p ^ ) = (H2 - li'2). 

On voit donc que l 'on peut satisfaire à cette équation 

en faisant li = li', ce qui est Ie cas de 1'ellipso'ide de 

révolution cpie nous venons de considérer nos 26 

et 2 7 , ou bien li et K' ayant des valeurs queleonques, 

en supposant 

rx>dx( i — x 7 ) _ ^ii i 

J H — "3M' 

Cette équation donnera Ie rapport qui doit exister 

entre Ies trois axes de 1'ellipso'ide pour que 1'équilibre 
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soit possible avec une vitesse de rotation donnée. 

Si des deux équations («), n° 20, 011 elimine n~ en 

observant que I'on a 

/1" h"> 
Jr = i + c t F = I + ' 

on trouvera la suivante: 

En substituant pour a, S et 7 leurs valeurs, on aura 

/
X1CLX . - . „ , , , ( t X i C l x 

= ( I - ^ ) ( I - H X i ) J -HT ; 

ou bien, en réduisant, X HJ 

Cette équation détermine Ie rapport qui doit exister 

entre X et X' pour que 1'équilibre soit possible, en sorte 

que 1'une de ces deux quantités étant donnée, 011 en 

conclura aussitòt la seconde. On voit, par cette équa-

tion, que si X étant quelconque, 011 suppose X ' = o, ia 

valeur de 1'intégrale sera positive; si Fon suppose 

ensuite cette valeur égale à 00 , la valeur de 1'intégrale 

sera négative; il y aura donc toujours entre zéro et Fin-

fini une valeur réelle de X', qui rendra nul Ie premier 

membre de 1'équation précédente, et cpii, par consé-

quent, satisfera à 1'équilibre. 

Pour que 1'équation précédente puisse subsister, il 

faut supposer X2 X'2 > 1, car sans cela tous les élé-

ments de 1'intégrale du premier membre, prise entre 

les limites zéro et 1'unité, étant positifs, Ieur somme 
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ne pourrait jamais devenir nulle. Or, la eondition 

précédente peut s'écrire ainsi: X2 > ' + , et les va-
* i -+- I7 

leurs de Xa et X'2, n ° 9 , donnent 

) 3 — , l ' 2 ~ h l 1 + _ /l'7 

' — h7 ' i Y7
 ~ W7' 

il faut donc, pour 1'équilibre, supposer 
I i i 

TT7 ^ V7 + Y'7' 

Or cette eondition établit entre les trois axes de Tel-

lipsoide une disproportion beaucoup trop grande 

pour que Ie cas que nous venons dc considérer puisse 

ètre d'aucune application dans Ia théorie des corps 

célestes. 

11 résulte, de ce cpii précède, que, bien cpie les con-

ditions d'équilibre d'une masse fluide, douée d'un 

mouvement de rotation, puissent subsister à la ri-

gueur avec un ellipsoide à trois axes inégaux, on 

peut continuei', comme les géomètres l'ont fait jus-

qi f ic i , à supposer, dans la cjuestion qui nousoccujie, 

à la masse fluide une figure de révolution; Ie pro-

blème est alors susceptible d une solution complète, 

parce que Ies attractions de la masse fluide s'obtien-

nent dans ce cas sous forme finie. 

29. Considérons maintenant les variations de la pe-

santeur à la surface de Tellipsokle. La pesanteur est la 

résultante de toutes les forces qui agissent sur un point 

matériel placé à cetle surface. Soit p cette résultante; 

en désignant comme précédemment par a a, cy les 
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attractions de 1'ellipsoide, par n sa vilesse de rota-

tion, on aura 

jj = y a1 a2+ b1 (S — c2 (7 — n2). 

Il résulte d'abord de cette équation, que la pesan-

teur aux différents points d'un rayon du sphéroide 

est proportionnelle à leurs distances du centre; en 

sorte que si I on connait la pesanteur à la surface, 

on aura imniédiatement celle qui s'exerce dans Tin-

térieur dc Tellipsoide. 

Considérons en particulier Tellipsoide de révolu-

tion : on a, dans ce cas, 

p = yja2 a2 + (62 + c2)(ê -W2)2, 

d'ou, en vertu de 1 ' é q u a t i o n (b), 0 1 1 tire. 

• p = « \Ja2 + (b2-\- c2) ~ 

On a d'ailleurs, par 1'équation de 1'ellipsoide, 

+ c2 _ a ' 
~ h" — 1 ~~ F ' 

par conséquent, 

p = ^sja2 [h" -h2) + h\ 

. • a/'1 

A 1 equateur, on a a = o, et, par suite, p = — \ aux 

pôles, on a a = h et p = ah-, la pesanteur aux pòles 

est donc à la pesanteur à 1'équateur, comme Ie dia-

mètre de 1'équateur est à Taxe des pôles. 

50. Déterminons la relation qui existe en général 
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à la surface de Tellipsoide entre la pesanteur et la la-

titude. Si Ton nomme t la normale à Tellipsoide pro-

longée jusqu'à la rencontre de Taxe de révolution, et 

qu'011 prenne pour plan des x, Ie méridien pas-

sant par Ie point de Tellipsoide que Ton considère, 

on aura, en nommant a et b les coordonnées de ce 

point, 

On aura donc 
Zi7X t 

P=-IF' 

d'oú il suit que la pesanteur est proportionnelle à la 

normale de Tellipsoide prolongée jusqiTà Taxe de ré-

volution. 

Nonmioiis ^ Ic complément de Tanglei compris 

entre la normale et Taxe de révolution; sera la la-

titude du point de Tellipsoide que Ton considère; 011 

aura ainsi b = í c o s ^ . Si Ton substitue cette valeur 

dans 1'équation de 1'ellipse, et qu'ensuite 011 elimine, 

à Taide de 1'équation résultante, a de la valeur pré-

cédente de í, on trouvera 

, r Zi7-Zi7 

7 V 1 + -cos^ 
011 aura donc 

Zia 

P = / — i t t • 

v 1 + -JF- cos'* 

Si, dans cette équation, on substitue pour a sa valem , 
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//i I1I 
et X2 à la place de — ^ — » on trouvera 

4irp/i (i -+- X5) (X — are tangX) 

P ~ X5 V̂ I + XrCOS'̂  

On aura, au moyen de cette équation, la pesan-

teur correspondante à une latitude donnée; il ne 

s'agit plus, pour en faire usage, que de déterminer 

Ies constantes qu'elle renferme. 

En nommant T Ie nombre de secondes que 1'ellip-

soide emploie à faire une révolution autour de son 

axe, nous avons trouvé, n° 2 7 , q = -— ; on tire de là 
- T r p 

, i 2 7 t ! 

Soit c la longueur d'un degré du méridien, mesuré 

à la latitude ^; Ie rayon osculateur de ce méridien 

est, par la nature de 1'ellipse, ( ' + ^ 1 ) Q 1 1 a u r a 

(! + XaCOS5J/)' 

par conséquent 

j = i S o e ; (6) 
( i -+-X'cos ' 

et cette équation, combinée avec la précédente, don-

nera 
4 tt p /i ( I X.3) „ . , .„ 2 . I 2 w 
T -r,—T = l^o c (i -+- X2 cos2 4»)..—• 
V I + A1 COS- y / 

La valeur de p deviendra ainsi 

a r „ . . X — arc.tangX i2 ? r 
P = 1 8 0 C ( I + x - c o s - ty) y j — - T = - ' 
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équation qui ne renferme plus que <{ d'incoi1nu. Si 

l'on nomme /la longueur du pendule simple qui fait 

ses oscillations dans une seconde de temps, on aura, 

n° 1 7 , livre Ier, p = 7:2Z. En substituant pour p cette 

valeur, 1'équation précédente donnera, pour déter-

miner q, 
2 1 6 0 . e . ( i - + - ) , ' c o s 1 ^ ) . ^ — arc tang).) 

q — JTA3ZT' 

Cette équation, combinée avec 1'équation (3) du 

n° 2 7 , fera connaitre la valeur de q, et celle de X, 

au moyen de la longueur du pendule à secondcs et 

de la grandeur du degré, observées 1'une et 1'autre à 

la latitude 

Supposons ^ = 45° et q une très-petite quantité, 

comme cela a lieu pour Ia Terre; ces équations don-

neront, en les développant, 

720.C 1 /720.cV 
cI ~ T r F ~ 4 ' V WT i 

On a trouvé, par la mesure de l'arc du méridien 

terrestre, et par 1'observation du pendule qui bat les 

secondes sous Ie parallèle de 45°, 

C = I I I i i i m , Z =O i u ,993452. 

On a de plus T = 86164";. 011 conclura de là 

q = o,oo34496; X2 = 0,0086877. 

Cette dernière valeur donne \/i + X2 = 1 ,oo43344; 

c est Ie rapport de 1'axe de Téquateur à celui du pôle; 
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ces deux axes sont à trés-peu prés entre eux comme 

u3I,7 est à 23o,7, et les pesanteurs aux.pôles et à 

1'équateur sont, comme on l'a vu n° 2 9 , dans Ie 

mème rapport. 

La quantité ^X2 exprime aux quantités prés du se-

cond ordre Yaplatissement du sphéroide, c'est-à-dire 

1'excès dc 1'axe de 1'équateur sur 1'axe du pôle di-

visé par Ie premier de ces axes : on a, par ce cpii pré-

cède, aux quantités prés du mème ordre, iX 2 = f q. 

Cette équation établit un rapport qui doit toujours 

exister, pour les sphéroides homogènes très-peu diffe-

rents de la sphère, entre 1'aplatissement du sphéroide 

et la quantité q qui exprime dans cette hypothèse Ie 

rapport dc la force centrifuge à la pesanteur sous Té-

quateur. En effet, nous avons supposé généralement 

ri1 

q = — s o i t ti Ie rayon de Téquateur, ti n2 exprimera 

la force centrifuge d'un point situé sous Téquateur, 

et f TLpti 1'attraction que Ie sphéroide exerce sur ce 

mème point. Le rapport de ces deux forces aura donc 

n7 JI + V 
pour expression —, , quantité qui coincide avec 

la valeur supposée à q IorsqiTon néglige les quantités 

de 1'ordre X2. Par conséquent, IorsqiTun fluide ho-

mogène tourne autour d'un axe fixe, son aplatisse-

ment est égal à cinq fois la force centrifuge à Téquateur 

divisée par quatre fois 1'attraction à la surface. Nous 

avons vu, d ailleurs, que dans ce cas la pesanteur au 

pôle est à la pesanteur à Téquateur comme Taxe de 

Téquateur est à Taxe du pòle: d'oú Ton peut conclure 

que 1'excès de Ia pesanteur au pòle sur la pesanteur à 
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réquateur, divisé par Ia première de ces quantités, esl 

précisément égal à 1'excès de 1'axe de 1'équateur sur 

1'axe du pòle divisé par Ie premier de ces deux axes, 

ou à Yaplatissement du sphéroide; la somme de ces 

deux quantités est donc égale au double du rapport 

précédent, c'est-à-dire que l'on a 

Nous verrons que cette équation subsiste encore 

dans Ie cas oú Fon suppose Ie sphéroide composé de 

couches superposées dont la densité décroit du centre 

à la surface; mais dans ce cas Ies deux termes du pre-

mier membre ne sont plus égaux entre eux comme 

dans Ie cas d'un fluide homogène; il suffit, en effet, 

pour que 1'équation (o) soit satisfaite, que leurs va-

leurs varient en sens contraire, de manière que Ieur 

somme soit une quantité constante et égale à •§ q, c'est-

à-dirc à cinq fois la moitié du rapport de la force cen-

trifuge à la pesanteur sous 1'équateur. 

On peut encore déterminer Ie demi-grand axe li du 

pòle au moyen de 1'équation (6). En effet, en faisant 

^ = on en tire 

Ji _ i8o.f.(i + _ iSo.c , P J _ 

d'oii il résulte, en réduisant cette formule en nombres, 

Il est à remarquei' que la limite que nous avons 

trouvée pour q, 11o 2 7 , 11'est pas, comme on aurait 

pu 1'imaginer, celle ou Ie fluide commencerait à se 

P ' — p h ' — h 
~¥' 1 ¥ ~ 

h = 6352534'°. 
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dissiper en vertu d'un mouvement de rotation trop 

rapide. En effet, on a vu, n ° 2 9 , (pie la pesanteur aux 

pôles est à la pesanteur à 1'équateur dans Ie même 

rapport que Ie diamètre de 1'équateur est à 1'axe des 

pôles: rapport qui, dans ce cas, est celui de i à 2,7 197; 

d'ou il faut conclure (pie si, au dela de Ia limite 

0,33701 de <7, 1'équilibre ne peut subsister avec une 

figure elliptique, c'est qiTil est alors impossible de don-

nerà la masse fluide une figure elliptique telle, que la 

résultante de ses attractions et de la force centrifuge • o 
soit perpendiculaire à sa surface. 

5 1 . Nous venons de voir, 11° 2 7 , que, pour 1111 

mouvement de rotation donné, il sera toujours pos-

sible d'assigner deux figures elliptiques de révolution 

qui satisferont aux conditions d'équilibre; mais il 

11'en faut pas conclure que ces deux états d'équilibre 

correspondcnt à la même fórce d'impulsion primitive, 

jiarce que Ie mouvement de rotation, que prend la 

masse fluide, dépend non-seulement de 1'intensité de 

cette force, mais encore de la manière dont elle Iui est 

appliquée. 

En effet, considérons une masse fluide agitéc pri-

initivement par des forces d'impulsion quelconques,-

et ensuite abandonnée à elle-mème et à 1'attraction 

mutuelle de toutes ses parties. Par Ie centre de gra-

vité de la masse, concevons 1111 plan qui soit celui 

par rapport auquel la somme des aires tracées par 

chacune des moíécules du fluide, multipliées par leurs 

masses, est un maximum; cc plan conscrvera sans 

cesse cette propriété, et lorsque, après diverses oscil-



446 THÉORIE ANAEYTIQIJE 

lations du fluide, son mouvement deviendra un mou-

vement uniforme de rotation autour d'1111 axe fixe, 

1'équateur de la masse se confondra avec Ie plan 

maximum des aires, et 1'axe de rotation sera per-

pendiculaire à ce plan. Soit donc Hdt la somme des 

aires décrites pendant 1'instant dt, à 1'époque 011 la 

masse commence à s'agiter, par Ies projections de 

ehacune des molécules fluides sur ce plan, multipliées 

parles masses de ces molécules; cette somme res-

tera constamment la même pendant toute la durée 

du mouvement. O r s i l'on designe, comme nous l 'a-

vons fait^ par n, la vitesse angulaire de rotation com-

mune à toutes Ies molécules de la masse, et par 

y/è2-+- C1 la distance de la molécule dm à 1'axe de ro-

tation, l'aire décrite par cet élément, projetéc sur Ie 

plan de 1'équateur et nmltipliée par sa masse, au bout 

du temps dt, sera (b2 4- c") dm. On aura donc 

^S . (b2 4- c2)dm=H, 

1'intégrale S devant s'étendre à la masse entière du 

fluide. 

Or, S . (/;2 4- c2)dm est Ie nioment d'inertie d e l a 

masse relative íi 1'axe de révolution. Par la nature des 

ellipsoides, ce nioment est égal à • h5. (1 4- X2 )2. 

On aura donc 

• /J5.(I 4- X2)2. Ti = H. 

D'ailleurs, en désignant par M la masse du fluide, 
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on a 

Au moyen de ces deux équations, 011 trouve 

— Tc O — 
3 ' m 

Nous avons représenté par q cette quantité, dans 

2 . 5 h 2 ( ' r . p v 3 

Ie 11o 2 6 ; en faisant donc q'= r,— > 011 aura 
M r 

3 

q =z q' (1+ X2) s, et 1'équation (2) du mème numérò 

deviendra 

9 ) . + 2 q' X» ( ! + V 1 P „ , 
— ' arc tangX = o. 

9-Há A' » » 

O11 déterminera X au moyen de cette équation, et 

en substituant sa valeur dans 1'expression de M, 011 

en déduira la valeur de h. 

Nommons ç la fonction que représente Ie premier 

membre de 1'équation précédente; cette fonction doit 

ètre égale à zéro, pour satisfaire aux conditions d'é-

quilibre; elle commence par ètre positive si l'on sup-

pose très-petite la valeur de X, et elle devient négative 

IorsqiTon suppose X infini. Il y a donc toujours entre 

ces deux limites une valeur de X qui satisfait à 1'équa-

tion o z= o. Par conséquent, quel que soit tp', il y a 

toujours une figure elliptique cpii convient à 1'équi-

libre dc la masse fluide. 
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En différentiant la valeur de <p, on trouve 

f { ? j ^ f + . 8 7 ' - P 7 ' + ,8(. + V f j j 
_ _ . . 

(3 V + 9/ (i -+- r-y 

La valeur deX, qui correspond à <p =. o, rend négative 

la fonction 

H- i 8 r/ - [X2 H- I 8 (IH- X2 )*]. 

Cette fonction conserve ensuite toujours Ie même 

signe à mesure qu'on fait croitre la valeur de X, parce 

que la partie positive + 187' diminue sans cesse, 

2 

tandisque la partie négative — [X2 q' H- 11 (1 H- X2 )J] 

augmente. La courbe dont 9 représente 1'ordonnée, 

ne peut donogcouper une seconde fois 1'axe des ab-

scisses, et, par conséquent, il n'y a q u u n e seule valeur 

de X qui satisfasse aux conditions de 1'équilibre. 

Concluons donc de ce qui précède : i° c[u une 

masseJluiile homogène, douée dun mouvement dc rota-

tion autour d'un axe fixe, peut toujours être en equi-

libre avec deuxfigures elliptiques differentes; 20 que 

pour une même Jorce d'impulsion primitive, U ríy a 

quune seule figure elliptique qui satisfasse à íéqui-

Iibi e. 

Le premier de ces résultats suppose que la durée 

de la rotation de la masse fluide n'est pas au-dessous 

de la limite que nous Iui avons assignéc 11" 2 7 ; mais 

quand bien même cette condition ne serait pas rem-
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plie à 1'origine dn mouvement, il n'en faudrait pas 

conclure que 1'équilibre sera à jamais impossible avec 

une figure elliptique. On conçoit, en effet, que la 

masse fluide, après diverses oscillations, peut s'aplatir 

de plus en plus sans cesser d'être continue, en vertu 

de la ténacité de ses parties. La durée de la rotation 

augmente ainsi progressivement, et elle finit par at-

teindre la limite qui convient à 1'équilibre. La masse 

fluide prend alors la figure d'un ellipsolde; et l'on 

voit, en effet, par Ie second des théorèmes précédents, 

qui a toute l'étendue possible, que, quelles que soient 

les forces primitivement imprimées à ce fluide, on 

peut toujours assigner une figure elliptique qui satis-

fasse à son équilibre. En général, cette figure est uni-

que, et elle est déterminée par la nature des forces qui 

ont produit Ie mouvement. L'axe de rotation est celui 

des axes passant par Ie centre de gravité de la masse, 

par rapport auquel la somme des moments des forces 

primitives du système était un maximum. 
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ClIAPITRE Y. 

DE LA FIGUHE QUI CONVIENT A L'ÉQUIL11SRE D'UNE 

MASSE FI.UIDE HOMOGÈNE OU HÉTÉROGÈNE, DOUÉIi 

D'UN MOUVEMENT DE ROTATION, ET DONT LA FI-

GURE PRIMITIVE EST SUPPOSÉE TRÈS-PEU DIFFÉ-

RENTE DE LA SPHÈRE. 

52. Nous venons de déinontrer que Tellipsoide de 

révolution satisfait aux conditions d'équilibre d'iuie 

masse fluide homogène douée d'un mouvement de 

rotation autour d'un axe fixe, et nous avons déve-

loppé les Iois (pie suit la pesanteur et la diminution 

des degrés du méridien à la surface d'un semblahle 

sphéroide. Il nous reste à examiner maintenant si la 

surface elliptique est la seule qui remplisse les con-

ditions précédentes, et s'il existe plusieurs figures de 

différentes natures qui conviennent à 1'équilibre. Cette 

(piestion, dans toute sa généralité, surpasse les forces 

de TAnalyse; mais on parvient à la résoudre en la 

restreignant et en supposant la figure de la masse 

fluide très-peu différente de la sphère. Cette hypo-

thèse est d'ailleurs conforme à la nature, puisque 

tous les corps célestes ont, à très-peu prés, la forme 

sphérique, et qu'011 peut présumer que leurs moíé-

cules, en se rapprochant par la condensation, ont con-

servé entre elles la mème disposition qu'elles avaient 

à Tétat fluide. 
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Reprenons 1'équation de 1'équilibre d'une masse 

fluide homogène trouvée, nn 5 8 , livre Ier, et donnons-

Iui cette forme 
V - I - N = const.', (a) 

N représentant généralement 1'intégrale de toutes les 

forces étrangères aux attractions du sphéroide qui 

agissent sur les points de sa surface. Si l'on suppose, 

comme cela a lieu pour la Terre, la Lune, Júpiter et 

tous les corps célestes, Saturne excepté, cpie la seule 

force étrangère cpii agit sur la masse fluide est la force 

centrifuge provenant du mouvement de rotation, on 

aura 

<7, b et c désignant les coordonnées rectangulaires 

d'un point quelconque de la surface, et g la force cen-

trifuge du point situé à l'unité de distance de 1'axe 

de rotation. g étant d'ailleurs une très-petite quantité, 

parce que la supposition que la masse fluide diffère 

peu de la forme sphérique, exige que les forces qui 

l'en écartent soient elles-mèmes très-petites. 

Plaçons Torigine des coordonnées au centre de gra-

vité de la masse; soient /'Ie rayon vecteur mené de 

ce centre à la surface, 9 1'angle qu'il forme avec Taxe 

de rotation, et w 1'angle que forme Ie plan qui passe 

par Ie rayon r e t par Taxe de rotation, avec Ie plan 

des x , j ; o n aura 

C7 = rcos0, b = / sinS cosw, c = rsinS sin w. 

Laf valeur de N deviendra ainsi, 

N = \ gr2 sin25 = -<- gr2 - - ^ 2 (cos2 9 -
2 1 ) , 
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et en la substitnant dans 1'equation d'équilibre, 011 

aura 

V + \gr2 — { gr2 (cos2O — {) = const. (b) 

On verra bienlôt pour quelle raison nous avons donne 

à N la forme précédente. 

Supposons maintenant, conformément à Thvpo-

thèse, la figure de la masse fluide peu différente de 

la sphère; on aura dans ce cas, n ° 2 1 , 

4 TTrt3 ^ 4 71 K lixa3 P a ,, a- ,, a3 „ 
— L Y ' + 3 7 - 5 7 = ; ^ - y ^ - J -3r 

On peut faire disparaitre de cette valeur Ies termes 

en Y0 et Y, en prenant pour a Ie rayon de la sphère 

égale en solidilé au sphéroide, et en plaçant Toriginc 

des rayons r à son centre de gravité. Si Ton substitue 

ensuite cette valeur dans 1'équation (Z>), on aura 

4L Tzaai I", __ a ~\ , . , „ , „ \ 
V + V - L i Y ' + r - , Y 3 + - • - J ( c ) 

= const. , ) 

et tous Ies termes de cette équation jouiront de la 

propriété de satisfairc à 1'équation aux différences par-

tielles 
. d Yi 

d-smtjTlJ _J_ J1Y, d'. rY, 
sin 9 <70 + s i n - 0 ' du' dr5 

Y i étant une fonction rationnelle et entière des 

trois quantités p, \ / 1 — p , 2 c o s « , \l 1 — p2 sinco ou 

cos0, sin5 cosw et sin Q sinw, du degré i. 

11 est aisé de voir, en effet, que cette équation 

est satisfaite lorsqu'on y substitue chacun des deux 
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termes | gr2 et — j g / 2 (cos2 d — {') à la place de Y i , 

ce qui résulte de la forme particulière que I on a fait 

prendre à la fonction N. 

Cela posé, on a à la surface d u sphéroide r=a( i + ay); 

en substituant cette valeur dans 1'équation (c) , et en 

négligeant les termes du second ordre en a, ainsi que 

ceux cpii sont multipliés par <zg à cause de la peti-

tesse des deux facteurs, on aura 

- ( i - o r ) + 4™«'[{Y s-f- í Y , + . . . ] + i f f « * - i f f l * ( c o s ' 0 -

= const. 

Comme la constante du second membre est arbitraire, 

on peut la supposer déterminée par 1'équation 

4 TIfl1 , , 

^ h 38a" — const., 

et 1'équation précédente donnera ainsi 

j = 3 ( | Y 2 + I Y 3 + . . . ) _ I - . £ . ( C o s 2 S - I ) . 

Or, nous avons trouvé, n ° 2 1 , pour 1'expression gé-

nérale de y dans les sphéroides peu différents de Ia 

sphère, 1'origine des coordonnées étant au centre de 

gravité chi sphéroide, 

j = Y 2 + Y 3 + Y 4 + . . . , 

Y 2 1 Y 3 , Y 4 , etc., représentant dans cette expression 

les mèmes fonctions que celles qu'elles désignent dans 

la valeur de Y. 

En comparant ces deux valeurs de y, on voit 

cpTelles ne sauraient avoir lieu en mème temps, 
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à moins qu'011 n'ait-séparément, 

Y 2 = I Y 2 - ^ f - ( c o s » * - * ) , 

Y 3 = O , Y 4 = O , Y g = o , o t c . 

De ia première de ces équations on tire 

Y , = — - f . • ( C O ^ 2 5 — i ) . 

Substituous cette valeur dans 1'expression d e j y et 

faisons pour abréger ~ = r j ; q désignant comme pré-
S " 

cédemment, n° 5 0 , Ie rapport de la force centrifuge 

à la pesanteur sous 1'équateur, et devant ètre sup-

posé une très-petite quantité du mème ordre que a, 

0 1 1 aura 

Ojr = - £q (cos2 O -

on a dailleurs 

'• = «(» + aJ)-

L'expression du rayon de la surface des sphéroides 

deviendra donc 

r=z a [1 — \q (cos25 - •£)]. (d) 

Cette équation appartient à 1111 ellipsoide de révo-

lution dont 1'aplatissement est très-petit et égal à > 

1'origine des coordonnées étant au centre du sphé-

roide . 

Nous voici donc parvenu à démontrer cpie la figure 

elliptique est Ia seule qui convienne à l'équilihré d'une 

masse fluide homogène, douée d'un mouvement de 
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rotation, en supposant la figure primitive de cette 

masse peu différente de celle de la splière. Nous avons 

démontré, dans Ie n ° 2 1 , cjue 1'expression de y ne 

jieut se développer que d'une seule manière, en série 

de la forme 
Y 2 + Y 3 + Y 4 , . . . ; 

on peuten conclure encore, par ce cjui précède, cjue 

•la figure elliptique qui satisfait à 1'équilibre est unique. 

Si l'on sujijiose <jr=o, dans 1'équation (cl), on a r=a; 

d ou il suit cjue la sphère est la seule figure que puisse 

prendre dans 1'état d'équilibre une masse fluide ho-

mogène et immobile. 

5 3 . Nous n'avons cu égard, dans ce qui précède, 

cjiTaux quantités du jiremier ordre jiar rajijiort à a, 

cjue nous avons sujijiosé un très-petit coefficient de 

Torclre de Taplatissement du sphéroide. Quoique 

cette ajijiroximation suffise ordinairement à la comjia-

raison de la théorie à la figure des corps célestes, il 

ne sera pas inutile, pour donner une application des 

formules du n° 2 4 , de porter Tapproximation jus-

qu'aux termes de 1'ordre du carré de a. 

Pour cela, il nous suffira de substituer dans 1'équa-

tion (b), n° 5 2 , à la jilace de V, sa valeur exacte jus-

cju'aux quantités du mème ordre. En supposant à la 

surface du sphéroide, 1'expression du rayon vec!cui-

de cette forme r = a (í -t- ay + a2 z), et faisant comme 

dans Ie n" 2 4 , 

y = Y0 -+- Y,-t- Y2 H- Y3 . . . , 

J s = Y l 0 + Y j 0 + Y < ° + Y 3 0 ' + . . . , 

s = Z0-+- Z1 + Z2 + Z 3 + . . . . 
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Z0, Z 1 , Z2, etc., représentant des fonctions de même 

natiire cpie celles que nous avons désignées par Y 0 , 

Y , , Y 2 , etc., il est aisé de voir que pour avoir égard 

aux quantités cpii résultent de Tiiitrodiictioii du terme 

a? z dans 1'expression de r, il suffira cTaugmenter res-

pectivement chacune des quantités Y 0 , Y 1 , Y 2 , etc., 

des quantités correspondantes aZ 0 , a Z ( , <zZ2, etc. , 

dans les expressions (<7) de Y du 11o 24", 011 trouvera 

ainsi, relativement aux points extérieurs, en négli-

geant les termes de 1'ordre a 3 , 

+ ^ ( Y . + j a Y ; 0 + a Z , ) + £ ; ( Y , + 2 a Y < 0 + a Z , ) 

+ ~ ( Y 3 + j a Y 3
0 + a Z3) + C Y , + 3 « Y 4

0 ) + « 2 5 , ) + . . . j . 

On fera disparaitre de cette valeur les termes en Y 0 , 

Y^', Z0 en prenant pour a Ie rayon de la sphère égale 

en solidité au sphéroide, et les termeij en Y 1 , Y[° et Z1 

en plaçant Torigine des rayons r à son centre de gra-

vité. On aura ainsi les deux équations de eondition 

suivantes : 

Y0 + a Y f 0 + a Z 0 = o, 

Y 1 + | a Y [ ° + a Z ( = o . 

La première servira à déterminer la quantité Z0, et 

la seconde la quantité Z 1 , Ies quatre autres quantités 

Y 0 , Y1'", Y1 et Y;' étant supposées déterminées par la 

première approximation. 
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En substituant ensuite la valeur de V dans 1'équa-

tion (b), on aura 

j (1) a Z j + 5a a Y ( 0 + ^ j 
3 /• 5 r> ( 3 7 r 3 

-+- ——7 (Y4 —í— 3 a Y 4 ' ' -+- a Z4) -)- • • • I 
9 r » 

— \gr> (cos'0 — }) =COiist. 

Si dans cette équation on substitue pour r sa valeur 

a (1 -+- ajr -+- a a z ) , qu'on observe qu'en supposant 

comme précédemment ~ - = . q , on a par la première 
i71 

approximation a Y 2 = — \q (cos2 Q — et Y3 = o, 

Y4 = O, Ys = o, etc. Qu'onfasse pour abréger e= —f q 

et qu'011 néglige Ies termes de 1'ordre a3 et a2 <7, on 

trouvera 

4 (l { (l—3ay)(Yi-f-2aY^'-t-aZi) 

+ { « ( { Z 3 ) - t - } a ( 3 Y ^ + Z ( ) j 

, ínà* , . , 4 7 r i j 2 Z \ i r 
— I - i J - + + I • — (1 + 2 a j) a Y =const. 

Nous pouvons supposer la constante du second 

membre, qui est arbitraire, déterminée par 1'équation 

4 Itai , o \ ítca? 
HT" ~ í e ) - — « 4 = const. 

En comparant ensuite Ies termes affectés de la pre-

mière puissance de a, on aura cl abord j = Y 2 , comme 

cela résulte d'ailleurs de la première approximation. 

La compai aison des termes multipliés par a2 donnera 
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de mème 

a ' » = « V - - J » r Y 1 - ( - l a 7 ( 2 Y j l j H - Z 2 ) H - V ( í Y j " ' + Z 1 ) 

+ ^ ' ( 3 ^ 0 + ¾ ) + . . . - { « J + : a J Y j . + a?Z i . 

La fonction j ne contenant que Ie carré de c o s i l 

en résulte évidemment que les puissances successives 

J2, J31 etc., de cette quantité ne renfermeront que 

des puissances paires de ce mème cosinus, et que, par 

conséquent, toutes les fonctions Y1
0', Y 3 " , Y^0, etc. , 

dont 1'indice est impair, disparaitront de leurs expres-

sions, on aura donc 

Y i 0 = O , Y ^ 0 = o , Y j ° = o , etc., 

Ia seconde des équations ( f ) donnera ainsi Z, = o, et 

1'équation précédente, en y substituant pour jr sa va-

leur Y 2 , deviendra simplement 

a»£ = | a ' ( a Y ^ + Z 2 ) + ^ c r Z 3 

+ §a» (3 Y j 0 + Z 1 ) - - J e a Y 2 + a 3 Z0. 

Cette équation, jointe à la première des équations 

de eondition (/) , suffit pour déterminer complétement 

1'expression de z. En effet, si l'on y substitue pour z 

sa valeur Z0 + Z2 + Zi + etc., et qu'on compare en-

suite dans les deux membres les fonctions affectées 

des mèmes Índices, on voit d'abord que comme les 

quantités Y , , Y^0 ne renferment q u e d e s multiples 

pairs de cos§, il faudra cpTon ait nécessairement 

Z i = O , Z 5 = o , Z , = o , etc., 
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d'ou l'on peut conclure d'abord que 1'expression du 

rayon vecteur ne contient que des fonctions paires de 

la nature des fonctions Y„ , et que par conséquent Ie 

sphéroide qui satisfait à 1'équilibre de Ia masse fluide, 

est un sphéroide symétrique des deux còtés de son 

équateur. Les puissances Ies plus élevées de cosS cpii 

renferment la quantité j 2 , étant du quatrième ordre, 

il est évident encore que la comparaison des termes 

semhlables dans Ies deux membres, après qu'011 aura 

substitué pour z sa valeur, donnera 

Z6 = 0, Z8 = o, etc. 

L'expression de a2 z se réduit donc finalement à la 

suivante : 

* = -H 2 Yl0 + Zi) 4- -J (3 Y; v Z,} - : c- Y2 4- Z.,. 

Les fonctions Y^' sont, par Ieur nature, indé-

pendantes de 1'angle w comme la fonction Y2 dont 

elles dérivent, la fonction z en sera donc pareillement 

indépendante, et, par conséquent, Ie sphéroide cpii sa-

tisfait à 1'équilibre, est un"sphéroide de révolution.Sub-

StituoiiSmaintenantpourY2 1Y^0 et Y)0 leurs valeurs 

dans 1'équation précédente, en faisant, comme damIe 

H0 18, 

F 2 = f (cos2Q - } ) , 

F i = ^ (cos" cos2 5 + ^ ) . 

On trouvera aisément, par Ie procédé du 11o 2 5 , 
T.'2 . _ J_5. T? , 2 T? . t • 
1 2 J j M ^ 7 1 J r ^ 5 ' 

et en observant que d après la valeur de 3, donnée 
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p a r l a première approximation, on a Y 2 = eF 2 , 011 
aura 

a 2 Y 2 = I f e 2 F 1 + | -e 2 F 2 -+-|e a . 

Nous avons supposé précédemment 

j» = Y22 = Y „ ( 0 + Y < ° + Y4"', 

en comparant ces deux expressions, on aura donc 

« ' Y l 0 C = i e » , a ' Y < 0 = j C ' F „ Ct iY4
0 = y j c ' F 4 . 

Si I on substitue ces deux dernières valeurs ainsi 

que celle de z dans 1'équation (g), qu'011 compare 

ensuite les termes qui contiennent des fonctions sem-

blables dans les deux membres, on en conclura aisé-

ment 
a2 Z2 = — ^e 2 F 2 , a 2 Z 4 = f | e 2 F 4 . 

Les deux fonctions Z2 et Z4 qui entrent dans la va-

leur de z, se trouveront ainsi déterminées; quant à la 

fonction Z0, elle est déterminée par la première des 

équations (/), et comme on a par la première approxi-

mation Y 0 = o, on en conclut simplement: 

a 2 Z 0 = - a 2 Y Í ° = ~ { e \ 

L'expression de a2 z devient ainsi: 

a 2 z = - l e 2 - | e 2 F 2 + | | e 2 F 4 ; 

et en substituant cette valeur dans 1'expression du 

rayon vecteur r = a ( 1 + eF2 + ccaz), 011 aura 

^ = I - I e 2 H - ( e - ^ e 2 ) F 2 + H e 2 F 4 , 

ou bien, en remettant pour F2 et F4 leurs valeurs, et 
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substituam — ^ q a u lieu d e e , 

r - ~ i — \ 7 - I i 5 , ' 4 - ^ s i n 3 S 4 - » i t | 7 j ( 2 3 — 6 3 cos '6 ) s in 1 0, 

équation qui est celle d'un ellipsoide de révolution 

dont 1'aplatissementserait égal à \ q 4- -f-ff q2. En effet, 

en nommant ah cet aplatissement, on aura 

„ J1 _ A0 AX5.r/2 v.n — 4 q -f 2347 > 

et en introduisant cette valeur dans 1'expression pré-

cédente, on aura 

- = (1 — iq — | | r / 3 ) (1 4- a/í sin-0 — a3 Zi5 s in 'Scos '0) , 

valeur qui s'accorde, jusque dans Ies termes du second 

ordre, avec celle du rayon vecteur d'un ellipsoide de 

révolution dont 1'axe des pôles serait 

2 « ' ( l 

1'aplatissement ah, et 1'équation rigoureuse 

« 2 ( ' ~ t 7 - T T T ? 2 ) _ J _ (2 qÃ 4-a2 A2) Sin3O 
7-3 l + 2 a / l + « ' / í 

Sans qu^t soit besoin de pousser plus Ioin ce calcul, 

il est aisé de voir, par 1'analyse précédente, que par 

une suite d'approximations successives, on obtiendra, 

au moyen des équations (A) et (B), une valeur de r 

ordonnée suivant Ies puissances de a et de la forme 

r = r0 4- ar, 4- a 2 r2 4 - a3 r3 4- . . . , 

dont tous Ies coefficients r0, r4 , /'2, etc., seront entié-

rement déterminés : Ie premier ne contenant que des 

quantités constantes, Ie second ne contenant qu'un 

terme de la nature des fonctions Y „ , celle qui répond 
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à 1'indice n = i; Ie troisiéme, deux fonctions du mème 

genro répondant aux Índices n = 2, n = 4> et ainsi 

de suite. On voit de plus, par la manière dont se for-

ment les coefficients /'<, r2, cjue les autres coefficients 

/•3, i\, etc., ne contiendront également cjue des nom-

l)res finis des quantités Yn répondant à des Índices 

pairs, ce qui fait qui ls ne renfermeront que des puis-

sances paires de cos6; 011 concoit enfin que 1'angle w 

disparaitra entièrement de ces valeurs. 

On peut donc conclure généralement, que lafigure 

qui convient à 1'équilibre de la masse fluide homo-

gène, quand on la suppose très-peu différente d'une 

sphère, est celle d'un sphéroide de révolution svnré-

trique des deux còtés de son équateur et dont 1'axe 

de figure coincide avec 1'axe de rotation. Il ne résulte 

pas de là, il est vrai, que ce sphéroide soit nécessaire-

inent un ellipsoide, mais on a vu, 11o 5 2 , que Tellip-

soide très-peu aplati satisfait rigoureusement à 1'équa-

tion dc Téquilibre d'un fluide homogène tournant 

autour cTun axe fixe avec une vitesse comprise entre 

des limites déterminées: ils'cnsuit donc quê la valeur 

précédente de /'qui, par hyjiothèse, satisfait à 1'équa-

tion de Téquilibre, et qui ne peut se réduire que d'une 

seule manière à la forme cjue nous Iui avons supposée, 

tloit eoincider avec Ie rayon de Tellipsoide développée 

suivant les puissances de 1'aplatissement, et c'est ce 

<jue nous venons de vérifier, en effet, pour les termes 

dépendants de la première et de la seconde approxi-

mation. 

5 i . Considérons maintenant ies variations de la 
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pesanteur à la surface du sphéroide. L'équation (<7) 

qui détermine la figure de 1'équilibre de la masse 

fluide, offreencore 1'avantage de donner par une sim-

ple différentiation la Ioi de la pesanteur à la surface. 

En effet, Ie premier membre de cette équation repré-

sente généralement 1'intégrale de toutes Ies forces qui 

agissent sur chacune des molécules de cette surface, 

multipliées respectivement par 1'élément de leurs di-

rections. En différentiant donc 1'équation (a) par rap-

port à r, on aura, n ° i , la résultante de toutes Ies 

forces cpii animent Ie point de la surface que 1'on con-

sidere, décomposées parallèlement au rayon r, c'est-à-

dire, n° 2 9 , 1'expression de la pesanteur en ce point. 

L'équation (c), d'aprèsce qui précéde, devient 

Si l'on différentie cette équation par rapport à r, qu'011 

divise sa différentielle par — dr et qu'011 y substitue 

à la place de r sa valeur a (1 -+- aj) après la différen-

tiation, on trouve 

La quantité p que nous venons de déterminer, ne 

représente pas exactement la pesanteur, c'est seule-

ment la partie de cette force dirigée vers Ie centre 

4 ~n ' 4 KCtn 
^ tr 
O r S r 

• Y(2! 4- ^jltL . sin2 3 — 
o 

const. 
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du sphéroide. En effet, ou peut regarder la pesan-

teur à sa surface comme décomposée en deux autres 

forces, Fune p dirigée suivant Ie rayon r, et Fautre 

perpendiculaire à ce rayon. Mais il est aisé de voir 

que cette dernière est de 1'ordre a, en sorte qu'en la 

désignant par ap' , la pesanteur totale sera égale à 

Vp2 -4- a 2 p ' 2 ; on peut donc, quand 011 néglige les quan-

tités de 1'ordre a 2 , regarder p comme 1'expression de 

la pesanteur à la surface du sphéroide. 

En réunissant les équations (e) et ( d ) , on aura 

tout ce cpii est nécessaire pour déterminer la figure 

d équilibre d'une masse fluide homogène douée d'un 

mouvement de rotation et les Iois de la pesanteur à 

la surface, lorsquon suppose que la forme primitive 

de la masse est peu différente de la sphère. On aura 

ainsi 

Ces deux équations font voir d'abord cpie la dimi-

. nution des rayons et les accroisscments de la pesan-

teur, en allant de 1'équateur au pôle, sont propor-

tionnels à cos2 0; cl'011 il suit que ces deux cpiantités 

varient à très-peu prés comme Ie carré du sinus de 

la latitude, parce que cosS est, aux quantités prés de 

1'ordre a, égal à ce sinus. 

C'est par 1'observation des longueurs du pendule 

à seconcles qu'011 a déterminé les variations de la 

pesanteur à la surface de la Terre. Cette longueur, 

comme on Fa vu n ° 5 0 , est proportionnelle à la pe-

santeur. Soit donc l Ia longueur du pendule à se-

p = [1 -\q + f 7 ( c o s 2 ô - l ) ] . 
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condes sous un parallèle quelconque, L' ce cjue de-

vient /, et P' ce que devient p sous 1'équateur, 011 lors-

que 0 = 90o, 011 aura 

jiar conséquent 
p = P + IPcycos20, 

et, par suite, 

Z = L' + JL'<7 C O S 2 S . 

Nommons L la longueur du pendule au pôle, 011 aura 

L - L r _ 57 
- ^ r - ~ 4 ' 

Si l 'on nomme de même R et R' ce que devient Ie 

rayon r de la surface de Tellipsoide, au pòle et à 1'é-

quateur, on trouve 

R — TU _ _ 5 y 
- ~ T ; 

011 aura donc, relativement aux ellipsoides de révo-

lution, entre les demi-grands axes et les longueurs 

du pendule qui répondent respectivement au jiôle et 

à 1'équateur, cette relation très-simple, 

L — L ' _ R ' — R 

L 7 ~ a 

Il est intéressant de s assurer que cette relation 

remarquable subsiste encore IorsqiTon a égard aux 

quantités de 1'ordre du carré de Taplatissement du 

sphéroide, cjue nous avons négligées dans une pre-

mière approximation. Pour Ie faire voir, désignons 

comme précédemment, par V 1'intégrale de toutes les 

forces qui agissent sur chacune des moíécules du 

sphéroide, multipliées respectivement par 1'élément 

de leurs directions, 011 Ie premier membre de 1'équa-

II. 3o 
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tion (e). On aura; en vertu des résultats trouvés plus 

haut, 

V ~ TT + | + + I £ (^>3 Yf') j 
-H r 1 s i n ! 0 . 

D 

Si l"on différentie cette valeur par rapport à /', et qu'on 

substitue après la différentiation à Ia place de r sa 

valeur a(i -H ay + a 2 z ) en négligeant Ies termes de 

1'ordre a3, on trouvera aisément 

En substituant pour Y 2 , Y 2 , Z0, etc., leurs valeurs 

précédentes, et faisant, pour abréger, e = — c e t t e 

expression, après Ies réductions convenables, devient 

- ~ = 4 ^ - | H - H H l * + ( - í I f i^cos 3 0- | Ccos' 0}. 

Cette valeur exprime 1'attraction que Ie sphéroide 

exerce sur un point de sa surface dans la direction du 

rayon vecteur /'; pour en déduire 1'expression de la 

pesanteur, il faut diviser la quantité précédente par 

Ie cosinus de 1'angle que forme ce rayon avec la direc-

tion de la normale au point que l'on considère. La 
dr 

tangente de cet angle est égale à on a, d'ailleurs, 

dans 1'ellipsoide de révolution ^ = I - H u h ú i f Q , en 

nonnnant ah 1'aplatissement du sphéroide et en négli-

geant Ies quantités de 1'ordre a 2 , d'ou il est facile de 

conclure (pie Ie cosinus du mème angle sera, aux quan-
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tités prés du troisiéme ordre par rapport à a, égal à 

i — 2 a2 h2 sin2ô cos2S, ou bien i — •§ e2 sin2 d cos2ô,en 

remplaçant ah par sa valeur — f e, n ° 3 5 ; en appelant 

p la pesanteur à la surface et désignant, pour abréger, 

par M la masse du sphéroide, on aura donc 

^ = ? ! 1 + ^ ' - 7 ¾ " * + + 7 7 7 «') c o s ' « - 1 <*»' ° ) } 

X (i 4- § c' sin10 cos' 0), 

ou bien, en réduisant, 

P = " { I--H 77 « - TiT + ( - + 77Í ' c o s ' O - ^ c ' c o s ' 0 j . 

En d é s i g n a n t p a r P' la p e s a n t e u r à 1 ' é q u a t e u r , On a u r a , 

en fa isant d = 9 0 o d a n s 1 ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e , 

P ' = - I, _i_ J_â e _ 2JL1 1 V 1 ~ 1 0 280 ° Jl 

et la valeur générale de p pourra prendre cette forme, 

p = P' { i + (_ I e + I i Z e2) cos2 O-^e2 cos* Q j. 

Au pôle on a 6 = o, et en nommant P la pesanteur 

en ce point, on aura 

P = F ( . - f c + W ^ 2 ) , 

ou bien, en substituant pour c sa valeur — | </, 

P = F ( I + | 7 + | | | Y » ) . 

Or nous avons trouvé plus haut, pour 1'aplatissement 

ah du sphéroide, 

ah = ^ + m q \ 

0 1 1 aura donc P = P' (1 -+- ah), ou bien 

P — P ' _ R' — R 
^ — ' 

do. 
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comme nous 1'avions trouvé plus haut; c'est-à-dire 

que la relation qui existe entre Ies expressions de la 

pesanteur aux pôles et à 1'équateur, lorsqu'on n'a égard 

qu'à la première puissance de a, subsiste encore Iors-

qu'on porte 1'approximation jusqu'aux quantités du 

second ordre par rapport à cette quantité; ce qui est 

conforme, d'ailleurs, au théorème démontré n° 28, 

oii nous avons vu que cette relation est rigoureuse 

pour Ies sphéroides homogèneset de figure elliptique, 

ou, en dautres termes, que pour ces sphéroides, 

la pesanteur au pule est à la pesanteur à Vequateur 

comme Ie diamètre de 1'équateur est à 1'axe du pòle. 

5 5 . Nous ne nous sommes occupé jusqu'ici que des 

fluides homogènes; nous allons considérer mainte-

nant l'état d'équilibre d'une masse fluide hétérogène 

douée d'un mouvement dc rotation autour d'un axe 

fixe; mais, pour simplifier cette question, nous suppo-

serons cette masse composée de couches semblables, 

et la densité décroissante suivant une Ioi quelconque 

du centre à la surface, hypothèse qui d ailleurs parait 

conforme à la nature des corps célestes. On conçoit, 

en effet, que si, Iors de la formation de ces corps, 

leurs molécules ne s'étaient pas disposées de manière 

que Ies plus deuses soient en mème temps Ies plus voi-

sines du centre, elles se seraient pénétrées comme un 

corps solide s'enfonce dans un fluide, et 1'équilibre 

n'aurait pu exister dans une pareille masse. L'équation 

générale de 1'équilibre des différentes couches sera, 

H0 5 8 , livre Ier, 

/ " f = V H-N1 
^ i 
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ou bien, en remplaçant V par sa valeur, n ° 2 5 , 

f ± + 2 7 r ./pd.a '+4a7r/p.rf.| a ' . Y „ + ^ r . Y , + p . Y 2 + — • Y 3 + . . . ] ) 
J o L ó J rJ a J 

+ N. / 

Les différentielleset Ies intégrales dans cette équation 

se rapportent à la variable a; Ies deux premières inté-

gralesdusecondmembredevantêtreprisesdepuisa=Í7, 
en désignant par «la valeur de a relative à la couche que 

l'on considère, jusqu'à la valeur dé a qui correspond 

à la surface du fluide, et que nous supposerons égale à 

1'unité, Ies deux dernières intégrales dela même équa-

tion devant s'étendre depuis a = o jusqu'à a = a. 

A la surface de la couche, on a r = a (r + ay): 

en substituant donc cette valeur dans Ies termes de 

1'équation précédente qui sont indépendants de a, et 

faisant simplement r = z a dans Ies autres, on aura 

(/) 

/ ^ = 2 * . / p . r f a ' + 4 a i r . / p . r / . « ' Y 0 + ^ • Y , + % • Y , + - - • Y 3 + 
J 1 L ^ ^ 1" 

iv Ui a 
a ' Y , + y - . Y 1 + ^ . Y ,H • Y 1 + . . . 

3 r 5 r' 7 

+ N. 

Le second membre de cette équation doit seréduire 

à une constante, n° 5 8 , livre Ier. Si I on substitue donc 

pour y son développement Y0 + Y4 + Y2 + .. et 

pour N sa valeur -j .gr2 — ~.gr 2 (cos2 S — et que 

l'on compare ensuite Ies fonctions semblables de d et 

de on aura 

J — = 2 7i. fp.(/.a3 + í\ un. (o.d.ar V , , + í-• fo.f/a1 
P J 1 u O t l J ' 

- 4 £ • Y"-fp TT-Jp ^ y O + 
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les deux premières intégrales du second membre de-

vant ètre prises depuis a = a jusqu'à a = 1, et les 

trois dernières depuis a = o jusqu'à a = a. Cette 

équation déterminant siinplement Ie rapport qui doit 

exister entre Y0 et a, il s'ensuit qiTon peut donner 

à Y0 une valeur arbitraire. On aura ensuite, i étant 

égalà i , 

áccr W 
+ ¾ • fp.e/.a'Ya--^gaa (cos*9 =o;J 

enfin, i étant un nombre quelconque égal ou supé-

rieur à 1'unité, 

4 — • Ja d. — Y, .fp.d.4- . * -fpd.a"»Y =O <„,) 
2 / + i J V a—' 3 a J V ( 2 i + i ) . a ' + 1 ^ r ' v 

Cette équation donnera la valeur dc Yt-, relative à 

chaque couche du fluide, lorsque la densité p sera 

comme, mais elle ne suffirait plus pour la déterminer 

si la Ioi des densités était inconnue, il faut alors, pour 

rendre cette détermination possible, ajouter aux con-

ditions du problème une hypothèse sur la figure des 

couches de niveau, et c'est ce qiTon fait en les sup-

posant semblables. 
y. 

A la surface du fluide on a /p.d.~^-i = o, puisque 

les surfaces intérieures et extérieures de la couche se 

confondent: 1'équation précédente devient donc, en 

observant que nous supposons a = i à la surface, 

Y . . fo.a2da r-— • fp.d.aU3 Yi = o. 

Dans Ie cas particulier ([iie nous considérons, les 

couches de niveau étant supposéos semblables, il 
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s'ensuit que la valeur de Yt- est pour chaque couche 

Ia même qu'à la surface; elle est donc indépendante 

de a , et l'on a 

Or, i étant égal ou supérieur à 3, la fonction 

1 — '+ ^ a' est toujours positive; 1'intégrale que ren -

ferme 1'équation précédente, ne peut donc être égale à 

zéro; 011 doit donc avoir alors Yt = o. D'ailleurs, si 

l'on suppose i = 1, on pourra toujours faire dispa-

raitre Ie terme en Y, de 1'équation ( g ) en plaçant 

1'origine des coordonnées au centre de gravité du 

sphéroide; on aura donc généralement Yt = o, i étant 

un nombre entier quelconque différent de 2. 

Dans Ie cas de i = a, 1'équation (A) donne 

4«7rY 2 . / ( i — ai).pa2da -+- | g . ( c o s 2 6 — = o. 

Soit, comme précédemment, q Ie rapport de la 

force centrifuge à la pesanteur à 1'équateur, 1'expres-

sion de la pesanteur étant, aux quantités prés de 

1'ordre a, la même que celle qui aurait lieu à Ia 

surface de la sphère du rayon a, c'est-à-dire égale à 

A j r . f p . d . a 3 , 011 aura g = 4 n q . f p . a * da-, par consé-

quent 

— 1 (cos20 — fp.d'da 
- y 2 

2 ~ /(1 — a').p.a'da 

Le rayon du sphéroide à la surface sera donc 

---(COS1S-I) J'p a1 da 

1 + a Y 0 -T7 p 
/ í 1 — a'; .0 ti da 
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Ce rayon est celui d'un ellipsoide de révolution : 

ainsi donc, dans ce cas general, comme dans celui , 

de l 'homogénéité, la surface libre du fluide, et, par 

conséquent, celle de chaque couche de niveau, ont 

la figure elliptique. 

Si, pour abréger, 011 fait 

- • Jfa- da 

ah = 7.7 t -1 
J (I — (I1)Oa1 da 

1'expression du rayon de chaque couche sera de cette 

forme : 

a[ 1 + a Y 0 — aÃ(cos2Ô -

Y 0 étant arbitraire, s i l 'on fáit Y 0 = — 1 ' e x -

pression précédente devient a (1 — ah cos 2 ô) et ah 

représente alors l'ellipticité de la couche. A la sur-

face du sphéroide, on a a = 1, et Ie rayon devient 

1 — ah cos2 9. La diminution des rayons, en allant 

de 1'équateur au pôle, est donc encore proportion-

nelle à cos2 d, et, par conséquent, au carré du sinus 

de la latitude. 

Le rayon osculateur du méridien dont Ie rayon est 

de la forme 1 — ahcos2Q, a pour expression 

1 — a ah (1 — I cos2 6). 

Désignons par c la longueur d'un degré mesuré sur 

Ie cercle dont Ie rayon est 1 — 2 a h , 1'expression du 

degré du méridien du sphéroide sera 

c-h 3 a hc cos2 O. 

c représente donc la grandeur du degré sous 1'équa-
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teur, et les degrés du méridien croissent de 1'équa-

teur au pòle, proportionnellement au carré du sinus 

de la latitude, tandis que les rayons menés du centre 

à la surface du sphéroide diminuent suivant la mème 

Ioi. 

Si l'on applique à la Terre les résultats précédents, 

et qu'on la considère simplement comme un sphé-

roide composé de couches elliptiques de densité et 

d'ellipticité variables, en substituant pour Y2 sa va-

leur dans 1'équation (g), et en observant que 1'inté-

grale fp-dh est nulle à la surface, 011 aura 

GfpdM5 h + 5 - 2 h^j .fpd.a3 = o. (k) 

Cette équation détermine la relation qui doit exister 

pour 1'équilibre entre la densité p et 1'ellipticité a.li 

de chaque couche du sphéroide. Elle donnera, en 

1'intégrant, la valeur de cette ellipticité, lorscpie la Ioi 

des densités sera connue. 

Les densités étant supposées aller en diminuant du 

centre à la surface, il résulte de cette équation que 

1'ellipticité de la Terre est moindre que dans Ie cas 

de l'homogénéité, à moins qu'011 ne suppose que les 

ellipticités croissent de la surface au centre dans un 

plus grand rapport que la raison inverse du carré des 

distances à ce centre. E11 effet, soit Ji = —, 011 aura a-

fp.d.tfh = f p.d.a3 u = ufp.d.a3 -+- fdu.f a3.dp. 

Si les accroissements cies ellipticités sont entre eux 

dans un rapport moindre que » 11 augmentera du 
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centre à la surface; du sera par conséquent une quan-

tité positive, et comme dp est négatif, puisquon sup-

pose que Ies densités diminuent du centre à la surface, 

JduJa3. dp sera aussi une quantité négative, et en 

faisant à la surface 

fp.d.aih. = (h —J)f p.d.a3, 

J sera une quantité positive. L'équation (A), en v sub-

stituam cette valeur, devient 

6(Ã — J') f p.d.a3 -4-5 (jf - a A) fp-d.a3 = o, 

d'ou l'on tire 

5 2 - 6 / 

L'ellipticité a.h du sphéroide sera donc moindre que 

elle sera plus petite par conséquent que dans Ie 

cas de l'homogénéité, ou dp étant nul, J est égal à 

zéro. 

On peut conclure de là cpie 1'aplatissement de la 

Terre, dans l'hypothèse la plus vraisemblable qu'on 

puisse faire sur sa constitution intérieure, est plus 

grand que valeur qui répond au cas ou toute sa 

masse serait réunie à son centre, et moindre cpie 

valeur qui répond au cas oú cette masse serait homo-

gène. En effet, il est naturel de croire que la densité 

des couches du sphéroide terrestre augniente en ap-

prochant du centre, et cette supposition est mème 
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iiitlispensable à 1'égard de tous les corps célestes s'ils 

ont été originairement fluides; il est probable aussi 

que les ellipticités diminuent dans un rapport moindre 

(pie j , puisque cette hypothèse donnerait une ellip-

ticité infinie aux couches infiniment voisines du centre, 

ce qui est absurde. 

D'après les observations du pendule, Ie rapport de 

la force centrifuge à la pesanteur à 1'équateur est en-

viron — • , c'est la valeur cle la quantité q. Si la Terre 

était une masse fluide homogène, son aplatissement 

serait donc égal k la fraction yi-j-, et, quelle que soit sa 

constitution intérieure, sou aplatissement doit ètre 

plus petit que cette quantité et plus grand que la frac-

tion La valeur g-— qui résulte des observations 

du pendule, est comprise entre les deux limites don-

nées par la théorie. 

3 6 . Considérons les variations de la pesanteur à 

la surface du sphéroide que nous supposons composé 

de couches elliptiquesd'une densité variable du centre 

à la surface. 

La direction de la pesanteur de la surface au centre 

11'est plus alors une ligne droite, elle forme une courbe 

dont chaque élément est perpendiculaire à la couche 

de niveau qu'il traverse. L'équation (J), en remar-

quant que parce qui précède, 011 a Y, = 0 , Y3 = O, etc., 

donne à la surface oú Ies couches intérieures et exté-

rieures se confondent, 

+ ig''-}gr*.(cos'6 - i ) . 
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On anra 1'expression de la pesanteur à la surface du 

sphéroide, d'après ce qui a été dit n° 3 4 , en chan-

geant Ie signe de la différentielle du second membre 

de cette équation prise par rapport à r et divisée par 

dr. En nommant donc p cette force, on aura 

p = ~ • fp.d.a3-h & .fp.d. ( „ • . Y 0 + • Y 2 ) 

- f g r + gr.(cos20 - i ) , 

ou bien, en observant qu'à la surface on a 

r = i + a Y0-+- a Y 2 , 

et que nous négligeons Ies quantités de 1'ordre a2 

et ag, 

p = f p.d.a3 - ^ • (Y 0 + Y 2 ) ./p.d.a 3 

+ tan.fp.d.^.Y.+ lf.Y^-lg+gicostd-í). 

On peut faire disparaitre Ies intégrales de cette ex-

pression, en observant que 1'équation (h) donne à la 

surface 

í ^ . f p , l a * Y 2 = 4 p . Y . 2 . f p . d . a 3 + f g(cos2<5 -

En faisant, pour abréger, 

V=^. fp.d.a3-*^Y0.fp.d.a3+ />anfpd.a3Y0.-%g, 

í Tt 

et observant que g = ~ • </ J'p.d.a3, 011 aura 

/, = P + p . ( f 0 _ ah).(cos2ô -
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ou bien, en faisant 

P ' = P - W f f l - a h )> 

et négligeant les quantités de 1'ordre W21 

p = P ' . [ i + ( f f - ccA).cos2®]. 

Si I on suppose Q = 90O, 011 a p = P'; il suit donc de 

cette équation cpie P' est 1'expression de la pesanteur 

à 1'équateur, et que la pesanteur croit de 1'équateur 

au pôle proportionnellement au carré du sinus de la 

latitude. 

Si l'on nomme / et L' les longueurs du pendule cor-

respondantes à p et P', on aura 

/ = I/ . [ i + (f<y - a A).cos2Ô], 

L' est donc la longueur du pendule à 1'équateur, et 

ses accroissements de 1'équateur au pôle sont encore 

proportionnels au carré clu sinus de la latitude. 

Si l'on désigne par as 1'excès de la longueur du 

pendule au pòie sur sa longueur à 1'équateur divisé 

par cette dernière longueur, quantité qui est égale à 

1'excès de la pesanteur au pôle sur la pesanteur à 1'é-

quateur divisée par cette dernière quantité, 1'équa-

tion précédente donnera a s - 4 - a A = - f 7 , équation 

remarquable découverte par Clairaut, et qui íait con-

naitre une relation importante entre les longueurs clu 

pendule qui bat les secondes à la surface du sphé-

roide et son ellipticité. Dans Ie cas de 1'homogénéité 

o n a a A = f 7 , et 1'équation précédente donne, par 

conséquent, as = aA, comme nous l'avons vu n ° 3 4 ; 

mais, si Ie sphéroide est hétérogène, 1'excès de la Ion-
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gueur du pendule au pôle sur sa longueur à 1'équateur 

divisé par cette dernière longueur, et 1'excès dc 1'axe 

de 1'équateur sur l'axe du pôle divisé par ce dernier 

axe, Jorment deux fractions dont la somme est con-

stante et égale au double de laplatissemcnt que Ie 

sphéroide aurait du prendre dans Ie cas de l'homogé-

néité. 

3 7 . Les formules précédentes donnent Ie moyen 

d'exprimer, d'une manière trés-simple pour les sphé-

roides dont la surface est supposée fluide èt en équi-

libre, la fonction d'oú dépendent les attractions du 

sphéroide sur un point extérieur. En effet, les for-

mules (A) et (m) donnent 

fp.d.a5 Y2 = 5Y2.fp.a2 da + f £ ( c o s 2Q -

fp.d.^+iYi= (ii+ i)Y Jp.a2 da, 

i étant un nombre quelconque différent de 2. 

Si l'on substitue ces valeurs dans celle de V relative 

aux points extérieurs, n ° 2 3 , qu'011 place 1'origine des 

coordonnées au centre de gravité du sphéroide, ce 

qui donne Y1 = o, et qu'011 suppose Y0 = o, 011 aura 

Danseet te expression, IinJpa2da, 1'intégrale étant 

prise depuis a = o jusquà a = 1, représente la masse 

de la sphère dont Ie rayon est 1 et que 1'équation 

Y0 = o suppose égale en solidité au sphéroide; 

4TIfpa2da est donc égal à la masse du sphéroide. 

La valeur précédente de V convient à toute espèce 
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de sphéroides. Si I on considere Ie cas particulier oú 

Ie sphéroide est composé de couches semhlahles dont 

la densité varie suivant une Ioi quelconque du centre 

à la surface, 011 aura 

Y 2 = — li (cos2Q — •§-), Y3 = o, Y4 — o, etc. 

On a d'ailleurs g = ^ nq Jp a2 dn-, par conséquent 

V + ^ 9 - ^ ) - ( ^ - 1 ) ' 

en désignant par M la masse du sphéroide. 

Cette expression s'applique naturellement aux pla-

nètes, et en particulier à la Terre, dont la surface est 

reconverte en très-grande partie d'un fluide en équi-

libre. 

5 8 . Nous terminerons ce chapitre en exposant 

quelques propriétés générales relatives à la figure des 

corps célestes, qui dérivent très-simplement de l'ex-

presslon des rayons de leurs surfaces, et qu'il est 

d'autant plus utile de connaitre, qu'elles sont indé-

pendantes de toute hypothèse sur Ieur constitution 

intérieure. Nous considérerons ici Ie cas Ie plus gé-

néral, celui oii Ie sphéroide, toujours fluide à sa sur-

face, peut recouvrir un noyau solide peu différent de 

la sphère. 

La première de ccs propriétés dépend de la nature 

du centre de gravité; elle consiste en ce que la masse 

fluide en équilibre doit toujours se disposer de ma-

nière que la fonction Y, disparaisse de 1'expression 

du rayon mené du centre du sphéroide à la surface, 
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en sorte que Ie centre de gravité de cette surface coin-

cide avec celui du sphéroide. 

En effet, soient dM une des molécules du sphé-

roide, et x, y, z, ses trois coordonnées rectangu-

laires; on aura, en plaçant Torigine des coordonnées 

au centre de gravité, 

f xdM = o, JfdM = o, J zd M = o. 

Nommons R Ie rayon mené du centre de gravité du 

sphéroide à Télément r/M, Q 1'angle que forme ce 

rayon avec Taxe des x qui est aussi Taxe de rotation, 

et w, 1'angle compris entre sa projection sur Ie plan 

des y, z et Taxe des y. On aura 

.r = R c o s # , / = R s i n S c o s w , z = R s i n S s i n w , 

Les trois équations qui résultent des propriétés du 

centre de gravité, deviendront donc 

/ p R3 dRdQ da sinÔ cosi? = o, j 

Jp R3 dR dQ da sin5 Q sin w = o, ( (/) • 

Jp R3 dRdQda siir Q cos w = o. ) 

Supposons Tintégrale JpR 3 Í/R prise relativement 

à R, depuis R = o jusqu à Ia surface, et développée 

dans une suite de la forme 

dont chaque terme soit assnjetti à 1'équation aux dif-

férences partielles, 

dM = p R2 </R dQ da sin Q. 

N 0 + N , + N2 + . . 

+ i (i + i)Nt- = o. 
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Les trois quantités cosS, sin S sin w, sin S cosw, étant 

comprises dans la forme générale N1-, on aura géné-

ralement, par Ie théorème du n° 1 8 , i étant différent 

de l'unité, 

/Nt- sin S cosO rl$du = o, /N t-sin2ôsinwr/Sí/w = o, 

/Nt-sin2 S cosw í/S Ww = o. 

Les trois équations (/) deviendront donc simple-

ment, en vertu des précédentes, 

/ N 1 sinS cosSf/Sr/w = o, / N , sin2S sin wdB dw = o, 

/ N , sin2S cos0)dQdu = o. 

La valeur de N, est de la forme 

N1 = H cosS H- H'sin5 sin w H- ff" sin 0 cosw. 

Si l'on substitue cette valeur dans les équations 

données, par la propriété du centre de gravité, on 

verra que, pour y satisfaire, il faut supposer 

H = o, H ' = o, H " = o, 

et par conséquent N, = o. Or cette eondition est Ia 

seule nécessaire pour que Forigine des rayons R de Ia 

surface soit au centre de gravité du sphéroide. 

En effet, supposons Ie sphéroide un solide peu dif-

férent de la sphère, recouvert d'un fluide en équilibre; 

011 aura, dans ce cas, Pi = rt(i H- a j ' ) , et, par consé-

quent, 
/PR 3 WR = | / P r f . [ « ' ( . + 4 « r ) ] , 

Ia différentielle et 1'intégrale indiquées étant rela-
II. 3 j 
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tives a la variable a dont p est fonction. On aura 

donc dans ce cas, en mettant pour y sa valeur 

Y f - Y 1 + . . . , 

Nt = af p d.a" Y 1 . 

Lequation (m) du n ° 3 o donne à la surface, en ob-

servant qualors a = i, 

fpd.a"Y,=Y,fpd.a3, 

la valeur de Y1 se rapportant à la surface. On aura 

donc 

N1 = uYjpd.a9-, 

et puisque N1 = o, quand 011 suppose Torigine des 

rayons R au centre de gravité, 011 aura, dans ce cas, 

Y, = o. Ainsi donc la fonction Y, disparaitra d'elle-

méiiie de 1'expression chi rayon de la surface du 

sphéroide, toutes Ies fois qu'on prendra Ie centre de 

gravité pour origine des coordonnées, mais il n'en 

résultera aucune condition particuliére pour Ies fonc-

tions Y 2 , Y 3 , etc. 

Nous avons vu, dans Ie chapitre V, livre Ier, que 

jiour la stabilité du mouvement de rotation d'1111 

corps, il faut cpie Taxe autour duquel il tourne, coin-

cide toujours, à très-peu prés, avec Tun de ses axes 

principaux. Si cette condition n'était pas remplie à 

Tégard des corps célestes, il en résulterait dans la po-

sition de leurs axes de rotation des variations sen-

sibles, surtout pour la Terre; et comme Ies observa-

tions Ies plus précises n'en font apercevoir aucune, il 

en faut conclure cpie Ies molécides de ces corps, à 

1'époque de Ieur formation, se sont disposées de 111a-
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nière à rendre stables leurs axes de rotation. Il en 

resulte une nouvelle propriété relative à Ieur figure, 

et qui consiste en une forme particulière que doit 

prendre dans ce cas la fonction Y 2 , qui entre dans 1'ex-

pression du rayon mené de 1'origine des coordonnées 

à la surface du sphéroide. 

Pour Ie faire voir, désignons par x, y, z les trois 

coordonnées rectangulaires de 1'élément WM rappor-

tées aux trois axes principaux qui se croisent au centre 

de gravité du sphéroide; on aura, par la nature de ces 

axes, 

Jxyd M = o, Jxzd M = o, JyzdM = o. 

Si l'on substitue pour x, y, z et WM leurs valeurs pré-

cédentes, ces équations deviennent 

J p R 4 WRWSWw.sin2ô cosÔ cosw = o, 

J p R 4 WRW0Ww.sin2S cosô sin w = o, 

/(3R4 WRdO Ww.sin30 sin 2 w = o. 

Supposons 1'intégrale JpR 4 WR prise par rapport à 

R, depuis l'origine des coordonnées jusqu'à la sur-

face, et développée en suite dc la forme 

U 0 + U 4 + U2 + . . . ; 

Ia fonction U1- étant, quel que soit /, assujettie à1 'é-

quation aux différences partielles 

, • «rfu.-
r f - S , n 9 r f ? - , d 2 V i . . . , T T 

1 i í í ?r fõ- + ih?ê- ^ + ' ( ' + O U i = o. 

En observant que les fonctions sin 0 cosô cos w, 
3 t . 
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sin tf costf sin a ct sin2 S s i n a w sont comprises dans 

Ia forme générale U 2 , on aura, par Ie théorème du 

n° 18, i étant différent de 2, 

f Uidddw sin2tf costf coso) = o, 

fUidOda sin2tf costf sin a = o, 

/Ui- d tf da sin3 tf sin 2 a = o, 

et Ies trois équations, données par Ies propriétés des 

axes principaux, deviendront ainsi: 

/ U 2 dQ da sin2tf costf coso) = o, 

/ U 2 dQda sin2 tf costf sin a = o, 

f\J2dQda sin3tf sin JM = O, 

La fonction U 2 , est, n° 17 , de la forme 

K(cos2tf — -|-)+K' sintf costf s i n o ) + K " sin tf costf coso> 

+ R'" sin2 tf sin au -4- K'v sin2 tf cos 2 a. 

Si l'on substitue cette valeur dans Ies équations pré-

cédentes, elles donneront 

K ' = o, K " = o, K . " = o. 

Ce sont Ies conditions nécessaires et suffisantes pour 

que Ies trois axes des ÚC, des y et des z soient des 

axes principaux de rotation, et il en résulte que U2 

est de la forme 

K (cos2tf + K"sin 2 tf cos20). 

Yoyons ce que devient la valeur de U2 relative-
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ment à un sphéroide très-peu différent de la sphère , 

et recouvert d'un fluide en équilibre. On a, dans ce 

cas, R = a (i -t- ay), et, par conséquent, 

fpB'dR = ifpd.a'(i-hSajr)t 

en substituant donc pour y sa valeur 

^ q ^ 4 H- 2 • • • ) 

on aura 

U 2 = a.fpd.asY2. 

On a, par 1'équation (A), n° 5 o , à la surface du sphé-

roide, en supposantque Ia seule force étrangère, qui 

agit sur lui, est la force centrifuge due à son mouve-

ment de rotation, 

^fpdMtYi= iocnY2fpd.a° + f .(cos2<? - j). 

On aura donc 

L'expression générale de Y2 est de la forme 

A- (cos2O — H- k' sin0 cosO sin w -I- k" sinO cosQ cosw 

H- k'" sin2 6 sin i w H- /r'vsin2S cosa co. 

Si l'on substitue cette valeur dans 1'expression pré-

cédente, qu'on remplaee de mème U2 par sa valeur 

K (cos2 6 — - j ) H-K.,v sin2 S cosa w, en comparant Ies 

fonctions semblables dans Ies deux membres, on aura 
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et 1'expression de Y2 sera de la forme 

k (cos2 9 — |) + k'y sin2 O cos 2 w. 

Il suit donc de la supposition que Ie sphéroide 

tourne autour d'un de ses trois axes principaux, que 

les trois constantes k\ k", k"\ qui entrent dans la va-

leur de Y 2 , sont nécessairement nulles; mais il n'en 

résulte aucune eondition relative aux constantes k 

et k1V, qui restent indéterminées ainsi que les fonctions 

Y 3 , Y 4 , etc. 
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ClIAPITRE VI. 

COM PARAISON DK LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX 

OBSERVATIONS. 

39. Considérons d'abord Ie sphéroide terrestre, et 

eomparons, relativement à la Terre, la figure qui re-

sulte de la théorie précédente avec celle que I on a 

concilie des observations. Quatre méthodes distinctes 

ont été appliquées à cette détermination. La première, 

toute directe et pour ainsi dire mécanique, consiste 

à mesurer des ares de méridiens et de parallèles sur 

divers points du globe et à déterminer, en réunissant 

ces portions de la surface terrestre, la figure Ia plus 

probable du sphéroide auquel elles appartiennent. 

Toutes les investigations de ce genre cpii ont été ten-

tées jusqu'ici, conduisent à un résultat incontestable, 

c'est que la Terre a la forme d'un sphéroide aplati vers 

Ies pôles et renflé à son équateur, comme 1'exigent 

les Iois de I Ilydrostatiqiie. Les mèmes observations 

montrent, il est vrai, qiTen quelques-unes de ses par-

ties la Terre s'éloigne sensiblement de la figure d'un 

ellipsoide de révolution; mais lorsque l'on compare 

entre elles les valeurs moyennes des degrés mesurés 

à des latitudes très-distantes, IMnfluence des irrégula-

rités de sa surface sur les résultats des opérations géo-

désiques est beaucoup atténuée, el l'on trouve alors 
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cjiTelle diffèrepeu cTun sphéroide elliptique dont Ta-

platissement serait de ^ 4 . 

Lesecond procédé qu'emploient lesgéomètres pour 

déterminer la figure de la Terre, résulte des varia-

tions cjiTon observe dans Tintensité de la pesanteur 

aux différents points de sa surface, et qu'011 calcule 

avec beaucoup de précision par Ie moyen clu pendule. 

Si la Terre a la forme d'un ellipsoide de révolution 

jieu différent de la sphère, cTaprès la théorie déve-

loppée dans Ie chapitre précédent, les accroissements 

de la longueur clu pendule à secondes transporté en 

divers lieux clu globe, doivent ètre proportionnels 

au sinus du carré des latitudes; il sera donc facile, 

en soumettant les expériences à cette loi, de recon-

naitre si la Terre s'écarte 011 11011 de la figure ellip-

tique, et de déterminer dans ce dernier cas son aplatis-

sement. Les résultats de ces recherches ont montré 

que les inégalités du sphéroide terrestre ont beaucoup 

moins cTinflucnce sur les variations des loncueurs clu 

pendule que sur celles cles degrés des méridiens, 

comme Tindique aussi la théorie, cpii prouve que les 

termes qui écartent 1'expression cies degrés terrestres 

de la loi elliptique, sont affectés de coefficients plus 

considérables cpie les termes correspondants dans 1'ex-

pression cies longueurs du pendule. Il s'ensuit que 

cette seconde méthode est beaucoup plus propre que 

Ia première à fournir sur la figure de la Torre cies 110-

tions exactes, et Taplatissenient qu'elle donne, s'ac-

coide d'une facon remarquable avec celui qui résulte 

de Tobservation des mouvements de Ia Lune. 

Cette troisiéme manière de déterminer Ia forme de 
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notre globe, moins directe que los deux premières, 

est peut-être un des résultats Ies plus surprenants 

qu'ait produits 1'applicatiou de 1'Aualyse à la grande 

Ioi de Tattraeiiou universelle, et mérite d o b t e n i r u n e 

place importante dans Thistoire des progrès de Tcs-

prit huinain. Elle consiste à reconnaitre, parmi Ies 

nombreuses inégalités du mouvement de la L u n e , 

celles qui dépendent de la non-sphéricité de la Terre, 

et, en comparant leurs valeurs données par Tobserva-

Iion à celles cpii résultent de la théorie, dans la sup-

position que la Terre est un sphéroide elliptique qui 

exerce sur la Lune une action modifiée par sa figure, 

à déterminer la valeur exacte de son aplatissement. 

Laplaee j qui Ie premier conçut cette idée ingénieuse, 

a trouvé, d'après Ies observations de Burg, cpie Ta-

platissement de la Terre résultant de ces phénomènes 

était d e - j ~ ; et. peut-être est-cc la donnée la plus exacte 

que nous ayons sur cet aplatissement, à cause des dif-

licultés des autres observations qui Ie déterminent, et 

de Tinfluence qu ont sur elles Ies causes particulières 

cpii écartent trop souvent la Terre de la figure ellip-

tique. 

Enfin, Ies phénomènes de ia nutation et d e l a pré-

cession des équinoxes fournissent encore des rensei-

gnements précieux sur la figure et sur ia constitution 

du sphéroide terrestre, ils ne donnent pas, il est vrai, 

la valeur absolue de son aplatissement, mais ils font 

connaitre deux limites entre lesquelles ceite Craclion 

est comprise, et ces limites sont y f ã e tTTS-

40. Déiernunons d abord i,i ligure de la Terre qui 
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résulte des mesures directes prises à sa surface. Si I ou 

imagine un plan passant par 1'axe de la Terre et par 

Ie zénith d'un point donné de sa surface, ce plan tra-

cera dans Ie ciei un grand cercle qui sera Ie méridien 

du lieu, et la courbe que ce plan intercepte sur la sur-

face de la Terre, se nomme Ie méridien terrestre, 011, 

par abréviation, la méridienne. 

LorsqiTen partant de Téquateur, 011 s'avance sur 

cette courbe en marchant vers Ie nord, 011 voit suc-

cessivement la hauteur méridienne des étoiles situées 

au nord augmenter, tandis que celle des étoiles si-

tuées au midi éprouve une dépression proportionnée. 

Cette remarque très-simple a sans doute donné aux 

homines la première idée de la forme arrondie du 

globe. Si la Terre était sphérique, les degrés du mé-

ridien, mesurés à diverses latitudes, seraient tous 

égaux entre eux; mais 1'observation a fait reconnaitre 

des différences notables dans ces degrés, et elle a 

montré qiTils allaient en croissant à mesure qu'011 

s'éloigne de Téquateur; d'ou Ton a conclu que la 

Terre est 1111 sphéroide aplati vers les pôles. E11 effet, 

concevons pour fixer les idées cpie la Terre est un 

ellipsoide de révolution : on peut supposer qiTun arc 

très-petit du méridien se confoncl sensiblement avec 

Ie ccrcle osculateur déterminé par Tintersection des 

deux normales menées à ses extrémités, et Tarc de 

cercle compris entre ces normales sera cTautant plus 

grand que son rayon sera plus considérable. Or, aux 

pôles 011 à Textrémité clu petit axe, Tellipse pendant 

un court intervalle forme, à très-peu prés, une ligne 

droite, les deux normales qui déterminent Ie rayon 
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du cercle oscnlateur, sontpresqueparallèles;ce rayon, 

ct, par conséquent, Ie clegré du méridien, sont alors 

plus grands que sur tout autre point. La courbure des 

ares elliptiques augmentant ensuite de plus en plus, 

Ies rayons osculateurs vont en diminuant sans cesse 

du pôle à 1'équateur; par conséquent, Ies degrés doi-

vent aller en croissant, à mesure qu'on avance de ce 

second point vers Ie premier. 

Nous ne nous proposons pas dexposer ici Ies pro-

cédés géodésiques qui servent à déterminer Ies ares 

du méridien terrestre; on trouvera sur cet objet des 

détails circonstanciés dans 1'ouvrage de Delambre, ou 

cet astronome décrit Ies opérations q u i l a lui-même 

exécutées avec Méchâin, pour la détermination de 

l'arc du méridien compris entre Dunkercpie et Barce-

lone. Nous donnerons simplement Ies résultats des 

travaux qui ont été entrepris à diverses époques pour 

la mesure des degrés de la méridienne, et nous indi-

querons la méthode que I on doit suivre pour en con-

clure quelle est la figure la plus probable que ces me-

sures assignent à la Terre. On concoit, en effet, que, 

comme il est impossible de déterminer dans toute son 

étendue Ie méridien terrestre, il faudra commencer 

par faire une hypothèse quelconque sur la nature de 

cette courbe et sur la figure générale du globe. On 

déterminera ensuite Ies arbitraires de ces suppositions 

au moyen des données fournies par Ies opérations 

géodésicpies, et l'on examinera enfin si la figure qui 

en résulte pour Ie sphéroide terrestre, peut concor-

dei'avec celle que I on conclui des autres phénomènes 

observés. 
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Supposons, en premier lieu, Ie sphéroide elliptique 

et de révolution. C'est Thypothese la plus simple que 

Ton puisse faire sur la figure de la Terre, puisqu'on 

sait d'avance que Thypothése d'une figure sphérique 

ne saurait Iui convenir; d'ailleurs, c'est ceile qui ré-

sulte directement des Iois de THydrostatique, si Ton 

suppose que la Terre était originairement fluide et 

homogène, et qu'elle a conservé, en se dureissant, sa 

figure primitive. Proposons-nous donc de déterminer, 

parmi toutes les figures elliptiques qu'on peut don-

ner au méridien terrestre, celle cpii s'accorde Ie mieux 

avec les degrés mesurés. 

Soient c ( , c2 , C3, etc., Ies longueurs de ces degrés, 

L 1 , L 2 , L 3 , etc., Ies latitudes correspondantes au mi-

Iieu de chacun d'eux. Puisque nous supposons que 

la Terre est un ellipsoide de révolution qui s'écarte 

peu de la figure de la sphère, la variation des degrés 

à sa surface sera proportionnelle au carré du sinus de 

la latitude; 011 aura donc généralement 

c = a + Asin2L, (a) 

a et b étant deux constantes dont la première repré-

sente la grandeur du degré à Téquateur et Tautre dé-

pend de Taplatissement du sphéroide terrestre. 

En substituant respectivement c , , c2 , c3, etc., L , , 

L 2 , L 3 , etc., à la place de c et L dans 1'équation pré-

cédente, 011 aura autant d'équations qiTil y a eu de 

degrés mesurés. Si la Terre était rigoureusement el-

liptique, et si les observations étaient parfaitement 

exactes, toutes ces équations, de quelque manière 

qu'011 les combinât entre elles, donneraient à três-
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peu prés pour a et b Ies mèmes valeurs; mais cela 

u'a pas lieu généralement, et Ies degrés mesurés à 

diverses latitudes ont donné pour la figure des mé-

ridiens des ellipses très-différentes. Il s'agit donc de 

combiner Ie système des équations précédentes de 

manière à en tirei' Ies valeurs des inconnues a et b 

qui, substituées dans la formule (a), représentcnt, 

avec Ie plus de précision possible, Ies mesures obser-

vées. Yoici, pour y parvenir, une méthode très-simple 

et qui peut ètre utile dans une infinité de cas sem-

blables, par exemple, lorsque, étant donné un nom-

bre quelconque d'observations d'une comète, il s'agit 

de déterminer parmi toutes Ies courbes paraboliques, 

qui peuvent représenter sa marche, celle cpii satisfait 

plus exactement cpie toutes Ies autres á Ieur ensemble. 

Comme il est impossible, cpielque valeur qu'on 

suppose aux constantes a et b, de satisfaire à la fois 

à toutes Ies équations qu'011 peut formei' par la sub-

stitution des quantités c,, c2, etc., L , , L 2 , etc., à la 

place de c et L dans 1'équation (a), 011 suppose cpie 

Ies différences des résultats sont dues aux erreurs dont 

Ies observations sont susceptibles. La question revient 

alors à trouver Ie système de ces erreurs, qu'011 peut 

distribuer arbitrairement sur l'ensemble des observa-

tions, dans lecpiel la plus grande erreur est moindre, 

abstraction faite du signe, que dans tout autre svs-

tème, et à déterminer a et b par cette condition. C'est 

à c[uoi 011 parvient très-facilement par la méthode des 

moindres caries, imaginée par Legendre, et cpie La-

place a en effet reconnue comme la plus exacte et la 

plus simple cpie I on puisse employer dans toutes Ies 
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questions de ce genre. Ce procede consiste à rendre la 

somme des caries des erreurs un minimum par rap-

port à chacune des inconnues du problème. On forme, 

en exprimant analytiquement cette eondition, autant 

d'équations qu'il y a d'inconnues à déterminer, et il 

ne reste plus pour les obtenir qu'à résoudre ces équa-

tions par les métliodes ordinaires. 

Soient donc e, , e2, P3, etc. , Ies erreurs des degrés 

mesurés c , , C2, etc.; en subst i tuantc ,+e 4 , C 2 + c 2 , etc., 

à la place de c , , C2, etc., dans la formule (a), 011 for-

mem les équations suivantes : 

n étant Ie nombre des degrés mesurés. 

Il faut exprimer maintenant cpie la somme des car-

rés des erreurs e\ + e\ •+• .. ., est un minimum par 

rapport à chaque inconnue a et b, ce qui revient évi-

demment à multiplier tous les termes de chacune des 

équations précédentes par Ie coefficient de cette in-

connue, prise avec son signe, et à égaler à zéro la 

somme de ces produits. Ainsi, tous les coefficients de 

a étant 1'imité dans les équations précédentes, pour 

obtenir 1'équation clu minimum par rapport à rt, il suí-

fira de les ajouter entre elles; pour former la mème 

équation relative à A, 011 multipliera la première 

par Sin2L,, la seconde par Sin2L2 , la troisiéme par 

c, — a — b sin2 L, = e 

C2 — a — b sin2 L2 = e 

c3 — a — b sin2 L3 = e 

'2 

(f>) 

cn — a — b sin2L„ = e, 
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Sin2L3 , etc. On ajoutera ensuite entre elles Ies équa-

tions résultantes, et en égalant à zéro Ies deux sommes 

précédentes, 011 aura Ies équations cherchées. On 

trouvera, de cette manière, Ies deux équations sui-

\antes : 

a/i + b 2.sin2L, — 2. C1 = o, 

a 2.sin2L, -i- b 2.sin4 L, — 2.c, S i n 2 L 1 = o, 

la caractéristique 2 désignant généralement la somme 

de toutes Ies quantités semblables qu'on peut former 

en considérant l ensemble des observations données. 

Les deux équations (c) suffiront pour déterminer a 

et b, et en substituant ensuite leurs valeurs dans Ies 

équations (&), 011 aura Ies erreurs e,, e2, e3, etc., qui 

conviennent au système oú Ies erreurs extrèmes sont 

renfermées dans Ies plus étroites limites possibles, et 

1'on verra si ces erreurs sont telles, qiTon Ies puisse 

attribuer aux incorrections de Tobservation. Mais si 

parmi elles il s'en trouvait quelqu'une trop considé-

rable pour qiTil soit possible de Tadmettre, 011 re-

jetterait Ies degrés mesurés qui ont donné cette erreur, 

comme provenant cTopérations défectueuses, et Ton 

détermineraitles constantes a ct b au moyen des équa-

tions restantes, cpii donneraient alors des résultats 

beaucoup plus d'aecord avec Ies observations. 

Comme Ies considérations cpii précèdent, sont fon-

dées sur la supposition que Ies degrés croissent pro-

portionnellement au carré cle la latitude, et que la 

mème loi, dans Thypothèse de laf igure elliptique de 

la Terre, convient également à la variation de la lon-

gueur du pendule, il est clair que la méthode que 

(O 
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nous venons d'exposer, peut sappliquer identique-

ment aux mesures du pendule à secondes observées à 

diverses latitudes, et donne Ie moyen d'en déduire, 

avec Ie plus grand degré de probabilité possible, l'a-

platissement de la Terre. 

41. La méthode précédente estia plus simple que 

l'on puisse employer pour reconnaitre si la figure du 

sphéroide terrestre, conclue des mesures géodésiques 

prises à sa surface et de 1'observation du pendule, 

s'accorde avec celle qui résulte des autres phéno-

mènes; mais elle suppose que les degrés du méridien 

tpie l'on compare entre eux, ont été conclus d'arcs 

différents, mesurés dans des régions éloignées du 

globo. S'il s'agissait simplement de déduire de 1'uii de 

ces ares, mesuré avec beaucoup de soin, comme l'a 

été l'arc compris entre Dunkerque et Barcelone, l'a-

platissement de la Terre, voici la méthode que l'on 

suivrait dans ce cas. 

Nous avons vu, n c 3 3 , que si l'on suppose que la 

Terre, originairement fluide, a conservé en se refroi-

dissant la figure qiTelle avait prise à l'état d'équilibre, 

Ie rayon de sa surface pouvait ètre exprimé par la for-

mule suivante: 

r = a(i — ah cos26), 

a représentant Ie demi-axe de 1'équateur, 0 1'angle 

que forme Ie rayon r avec 1'axe des pòles, et ah l'a-

platissement de la Terre, que nous regardons comme 

une très-petite quantité dont 011 peut négliger !o carré 

et les puissances supérieures. 
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Nommons s l'arc du méridien terrestre eompris 

entre les deux rayons vecteurs a et r; on aura géné-

ralement ds = — \jr2 dB2 + dr, l'arc Í étant supposé 

croitre de 1'équateur aux pôles. La valeur précédente 

de r donne, en la différentiant, 

dr = a aah sin0 cos 0 c/0. 

On aura donc, en négligeant les quantités de 1'or-

dre a 2 , 

ds = — rd6 = — ndO (i — ah cos2 5), 

d'ou, en intégrant, on tire 

s = const. — aO (1 — \ah) + \aah sin 2 0. 

Introduisons dans cette formule, au lieu de 1'angle 0, 

Ia latitude L correspondante à l'extrémité cle l'arc s. 

Quelle que soit la nature du méridien terrestre, la 
dr 

quantité — exprimant la tangente de 1'angle cpie 

forme la normale avec Ie rayon r, il est aisé de voir 

cpi on aura 

t a n g [ 0 - ( 9 o » - L ) ] = - ^ , 

d o u l'on tire, en observant que dr est du premier 

ordre par rapport à a, et que nous négligeons Ie carré 

cie cette quantité, 

ou bien, en substituant pour r et ^ leurs valeurs, 

L = 9 0 O -— 0 + ah sin 2 O ; 

II. 3a 
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on aura donc, réciproquement, 

Q = f)o" — L -h ah sin 11,. 

Cette valeur, substituée dans 1'expression dc s, don-

nera, aux quantités prés de 1'ordre a 2 , 

s = a(i — \ah) L — \ aah sin iL. 

Nous n'ajoutons point de constante au second mem-

bro, parce que nous supposons l'arc í compté de 

1'équateur, ce qui donne Í = o en même temps que 

L = o. 

Désignons par S Ie quart du méridien terrestre; en 

faisant dans 1'équatiou précédente 

L = 90o = -i-rr, 

on aura 

S = a ( i — jah){7:, 

et, par conséquent, 

s z= (L — \ali sin 2 L) . 

En désignant par L' la latitude correspondante à I e x -

trémité d'un autre are du méridien s', on aurait de 

même 

s1 = A (L' - f a A s i n a L ' ) . 
1 K 

L'arc compris entre Ies deux paralléles correspondants 

aux latitudes L et L ' , sera donc 

s' — s z= - [ L ' — L — \ah ( s i n a l / — S i n 2 L ) ] . 
— TT 
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Cette équation établit la relation qui doit exister 

entre la longueur d'un are quelconque du méridien 

et Ies latitudes de ses points extremes. Soit s la lon-

gueur du degré moyen du méridien terrestre, ou la 

longueur du degré sous Ie parallèle de 45°, 011 aura 

-— = S, et 1'équation précédente, en y substituant 
2 ~ 

cette valeur, donnera immédiatement la longueur du 

degré, quand 1'aplatissement ah du sphéroide ter-

restre sera déterminé. 

Maintenant, soient L , , L 2 , L 3 , etc., Ies latitudes 

respectives des extrémités des ares du méridien Si, 

s2, Í3 , etc., comptésde 1'équateur; en substituant suc-

cessivement ces quantités à la place de L et de s dans 

1'équation précédente, on formera un système d'équa-

tions semblables qui serviront à déterminer Tellipse 

qu'indiquent avec Ie plus de vraisemblance, pour Ie 

méridien terrestre, Ies ares mesurés. Pour cela, on 

appliquera à ces équations la méthode du n° 40, on 

désignera par C1, C2, c3 , etc., Ies ares mesurés du méri-

dien, à partir du parallèle qui correspond à la latitude 

L 1 , en sorte q u o n aura C1 = S2 — s,, C2 = ^3 — s2, etc ; 

011 nommera, comme précédemment, L , , L 2 , L 3 , etc., 

Ies latitudes, et Ton désignera p a r e , , c>2, e3, etc., Ies 

erreurs dont ces latitudes sont affectées, et qu'011 peut 

attribuer, soit aux observations astronomiques d'ou 

elles sont déduites, soit aux mesures géodésiques dont 

Ies inexactitudcs influent sur Ies latitudes des pa-

rallèles qu on suppose séparés par Ies intervalles c , , 

C2, etc. Les erreurs e,, e2, e3, etc., étant de très-

petites quantités, on pourra d'ailleurs négliger Ies 

3a. 
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termes oii elles se trouveraient multipliées par a; ou 

aura ainsi les équations suivantes : 

117 - L 1 a/l sin ( L i - L,).cos(L2 + L,) — C, 
= Ct — Cl, 2 ( L i - L,).cos(L2 

s 

L3 - L 1 
3 . 

x/i sin ( L 3 - L,). cos (L3 + L 1 J - c 2 
= c , 2 L,). cos (L3 

s 

Li - L 1 
3 / • a ri sin ( L t - L,).cos(L( + L 1 ) - c 3 = C, I 2 L,).cos(L( + L 1 ) -

s 

L„ - L 1 
3 ; • a n sin o ( L „ - L,).cos(L„ + L 1 ) - c n 

c = ex — C„. 

Dans ces équations, les latitudes L et 1/ sont sup-

posées exprimées en degrés; il faudra donc exprimer 

de mème la quantité a.h, ce qui revient à multiplier 

par les coefficients dont elle est affectée. 
1 JT 

Comme il est important de déterminer les erreurs 

e,, e2, etc . , indépendamment l'une de 1'autre, on 

pourra considérer e, comme une nouvelle inconnue 

donnée par 1'équation e, — e, = o; en joignant cette 

équation à celles qui précèdent, on aura autant d'é-

quations qu'il y a eu d'arcs mesurés c , , c2, etc. On 

déterminera ensuite, par la méthode des moindres 

carrés, l 'hypothèse elliptique dans laquelle la plus 

grande erreur est un minimum, et Ton reconnaitra si 

elle est comprise dans les limites de celles dont les 

observations sont susceptibles. 

Les mèmes considérations conviennent, d'après ce 

que nous avons dit n° 4 0 , aux observations de la lon-

gueur du pendule à secondes, mesurée à différentes 

latitudes. 
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4 2 . Appliquons d'abord Ies méthodes précédentes 

aux principaux résultats qu'ont produits Ies grandes 

opérations entreprises en diverses contrées, pour ob-

tenir la mesure exacte des degrés des méridiens ter-

restres. Parmi ces degrés, choisissolis Ies cinq sui-

vants, qui sont évalués en parties de la double toise 

qui a servi à mesurer l'arc compris entre Dunkercpie 

et Barcelone et à laquelle 011 a donné Ie nom de mo-

dule. 

LATITUDES AItO TOTAL 

correspon- mesure 
damos d'oíi 

O B S P . R V A T E U R S . 
t l e s au IuiHeu Ie degré 

de chaque a été 
degré. conclu. 

mod. 
B o u g u c r ( a u P é r o u ) 283;(>,5 0 0 0 3 7 0 

L a C a i l l e (au c a p d e B o n n e - E s p é r a n e e ) 2 8 1 1 8 , 5 3 3 . 1 8 . 3 o I . l 3 . 1 7 

B o s c o v i c h ( I l a l i e ) 2 8 / , 8 9 , 5 4 3 . 1 . 0 2 . 9 . 5 

D e l a m b r e e t Mécl ia in ( F r a n e e ) 2 8 1 0 9 , 2 4 6 . i i . 5 8 9 . 4 0 . 2 . 5 

C l a i r a u t , M a u p e i l u i s , e l e . ( L a p o n i e ) . . 2 8 9 0 2 , 5 6 6 . 2 0 . 0 0 . 5 7 . 2 9 

On voit, par ce tableau, que, quelle cpie soit la 

figure de la Terre, toutes Ies observations s'accordent 

à montrer cpie Ies degrés du méridien vont en augmen-

tant de 1'équateur aux pôles, ce qui indique, n° 40, 

une diminution correspondante dans Ies rayons du 

sphéroide terrestre, et, par conséquent, un aplatisse-

ment dans Ie sens des pôles. 

Au moyen de ces valeurs, Ies équations (b) du 
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li" 40 deviennent 

m o i i . \ 

28376,5 — a — b. 0,00000 = e, , 

285)8,5 — a — A.o,3oi56 = e2 , I 

28489,5 - a - A.o,4654i = e3, J ( e ) 

285o9,2 — a — &.o,52og3 = \ 

28702,5 — a — i.o,83887 = e5, ] 

et l 'on en déduit pour les équations qui résultent de 

la eondition que la somme des carrés des erreurs soit 

un minimum, 

a + A.o,42535 — 285 Igmod- = o, 

a + b. o,6o3o8 — 28582m"d- = o; 

d'ou l'on tire 

a = 28368mod-, b = 354mod-,47. 

On aura donc, généralement, pour 1'expression du 

degré du méridien terrestre correspondant à la lati-

tude L, 

c = 28368mod- + 35/|mod-,47 s in 2 L. 

Nous avons vu, n° 3 o , que 1'accroissement des de-

grés du méridien elliptique, de 1'équateur au pôle, 

est à très-peu prés égal à 3 Or-Acsin2L, c/.h étant 1'el-

lipticité de 1'ellipse, et c Ie degré de 1'équateur : la 

formule précédente donne donc, à très-peu prés, 

pour 1'aplatissement du sphéroide terrestre. 

En adoptant pour la Terre la figure elliptique que 

ces résultats Iui supposent, on trouve que la plus 

grande des erreurs qui ont du être cominises dans la 
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mesure des degrés du méridien terrestre, et qui porte 

sur Ie degré du cap de Bonne-Espéranee, mesuré par 

La Caille, est de 43raod,,6. Cette erreur a paru d'abord 

trop considérable pour pouvoir ètre admise, et l'on 

a eonclu que Ies degrés du méridien varient suivanl 

une Ioi très-différente du earré du sinus de la latitude, 

et que par conséquent Ie sphéroide terrestre s'écarte 

sensiblement de la figure elliptique. 

Cependant comme 1'ellipsoide est, après la sphère, 

la figure la plus simple et la plus nature!Ie que l'on 

puisse adoptei- pour la Terre, et qu'elle est indiquée 

d'ailleurs par toutes Ies Iois de l'Hydrostatique, 011 

aurait du, avant de la rejeter entièrement, attendre 

cpie Ie temps eíit permis de vérifier Ies mesures des 

degrés qui semblaient s'en écarter davantage, d'au-

tant que Ies opérations de ce genre, exigeant une 

extreme délicatesse, sont plus qu'aucune autre sus-

ceptibles d'inexactitudes. L'expérience a pleinement 

confirmé ces observations, et la mesure du degré de 

Laponie, exécutée de nouveau et avec beaucoup de 

soin par des astronomes suédois, pendant Ies anuées 

1801, 1802 et i8o3, a fait recounaítre qu'une erreur 

beaucoup j)lus grave que celle quindiquait 1'analyse 

précédente, s'était glissée dans la mesure du mème de-

gré, exéeuté en 1736 par Clairaut, Maupertuis, Le-

monnier, Carnus, Outhier et Celsius. 

La grandeur du degré sous Ie cercle polaire s'est 

trouvée, d'après ces nouvelles opérations, de 1 i5mod-

plus petite cpie celle qu'011 Iui avait d'abord assignée, 

ce qui Ie réduit à 28587m,,tl-,5. Cette correction est 

d autant plus précieuse, que la nouvelle mesure 
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donne, ponr I aplatissement du sphéroide terrestre, 

une valeur qui s'accorde beaucoup mieux avec Pa-

platissement cpii résulte des observations du pendule 

et des autres phénomènes, que celle que la première 

indiquait, et qui coincide entièrement avec la valeur 

de cet aplatissement qu'011 a déduite de la comparai-

son du nouveau degré mesuré en France à celui de 1'é-

quateur mesuré par Bouguer. 

En effet, si Fon introduit la correction précédente 

dans les équations (e), on trouvera, pour les deux 

équations du minimum, 

a -V- b.o,42535 — 2 8 4 9 6 = o, 

a + A.o,6o3o8 — 28541 = o, 

d'oú Fon tire 

a = 28388mod-, b = 254 , u o d-,36, 

ce qui donne pour Faplatissement de la Terre. 

On trouve, comme 011 Ie verra plus bas, en compa-

rant les longueurs du pendule à différentes latitudes, 

pour la valeur de cet aplatissement: la mesure 

des degrés et 1'observation des variations de Fintensité 

de Ia pesanteur, à la surface du globe, donnent ainsi à 

la Terre à très-peu prés la même figure elliptique. 

4 5 . Il est donc presque démontré qu'une inexacti-

tude grave s'était introduite dans Ia mesure du degré 

de Laponie; et cela est d autant plus vraiseniblable, 

que cette erreur de 2.3o toises ne porte pas entière-

ment sur les mesures géodésiques, ce qui paraitrait 
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en effet inadmissible. 11 suffit, pour I explicpier, de 

supposer une erreur de quelques secondes dans Ies 

latitudes des points extremes de Tare mesure par Ies 

académiciens français, et la difficulté des observa-

tions quiservent à Ies déterminer, rend cette supposi-

tion très-plausible. Sans doute, des erreurs du même 

genre o n t p u s e glisser dans la détermination d'autres 

degrés mesurés du méridien terrestre. On doit donc 

ètre extrèmement circonspect sur Ies conclusions 

qu'on en tire; et c'est par cette raison que, parmi Ie 

grand nombre de ces mesures que nous posséclons, 

nous avons choisi celles qui, par Ies soins qu'on a 

mis à Ieur exécution et par la réputation des obser-

vateurs, nous ont semblé devoir inspirei' Ie plus de 

confiance (*). La méthode de combinaison appliquée 

aux équations (e) est aussi très-propre à diminuer 

liiifhience de ces erreurs sur Ies résultats; 011 doit 

observer en général que, comme Ies arbitraires qui 

entrent dans 1'équation (b) ne sont qu'au nombre de 

deux, il suffira de deux 'degrés mesurés à la surface 

de la Terre, pour faire connaitre son aplatissement 

et la longueur absolue dn degré sous 1'équateur. Si 

la Terre était 1111 sphéroide exactement elliptique, 011 

obtiendrait donc, à très-peu prés, Ies mèmes valeurs 

des constantes a et b, en comparant deux à deux tous 

Ies degrés mesurés jusqu à présent; mais cette com-

paraison produit, au contraire, des différences qu il 

est difficile d'attribuer aux seules erreurs des obser-

vations; on en doit conclure cjue la figure de la Terre 

(*) fnycz Supplóment aux Nolcs du tome It. 



5oti T11É0RIE ANALYTIQUE 

est très-irrégulière et beaucoup plus compliquée que 

nous ne 1'avons supposé. On conçoit, en effet, qu en 

admettant même que la figure de la Terre est celle 

qui résulte des Iois de 1'Hvdrostatique, millc circon-

stances ont pu modifier ces Iois de manière à 1'écarter 

sensiblement de l'ellipsoíde. Les degrés mesurés à sa 

surface indiquent d'une manière manifeste ces écarts; 

ils donnent même lieu de penser que les deux héini-

sphères ne sont pas semblables de chaque côté de 

1'équateur. Ainsi la longueur du degré mesuré par 

La Caille au cap de Bonne-Esperance surpasse celle 

des degrés mesurés à une égale latitude et mème à 

des latitudes plus grandes dans l'hémisphère boréal 

de la Terre. Le moyen Ie plus propre de diminuer 

1'influence de ces différences, ainsi que celle des er-

reurs dont les observations sont susceptibles, est donc 

de combiner entre elles un grand nombre d obser-

vations, comme nous 1'avons fait n° í*2, ou du moins 

de comparer des degrés mesurés à des latitudes assez 

distantes pour que les résultats soient indépendants 

des effets qui tiennent aux irrégularités de la Terre 

et à des circonstances purement locales. C'est ainsi 

qiTen comparant au degré du Pérou Ie degré de 

France, qui a été conclu d'un arc plus grand qu'aucun 

de ceux qui avaient été mesurés jusqiTici, et qui, par 

les soins et les lumières de ceux qui l 'ont déterminé, 

présente peu de chances d'inexactitude, on a trouve 

pour 1'aplatissement de la Terre valeur qui s'ac-

corde exactement avec celle que donne Ie nouveau 

degré de Laponie comparé aux autres degrés dont les 

mesures sont rapportées dans Ie Inbleau du n° í'2 



DU SYSTÈME DU MONDi:. 5ig 

Ce résultat a servi à établir la base de notre nouveau 

système de mesures. Le quart du méridien terrestre, 

conelu de l'arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui 

est, daprès cet aplatissement, de 256537o"1011,, et Ie 

mètre, qui en est la dix-millionième partie, est ainsi 

égal à Om o d ' ,2565370 ou à o , o i s e,51307^, la toise étant 

celle qui a servi à la mesure du degré du Pérou. Ce 

simple avertissement suffirait pour qu'on put retrou-

ver en tout temps l'unité fondamentale de nos me-

sures, si son étalon venait à se perdre ou à s altérer 

dans la suite, à moins cependant qu'il 11'arrivât quel-

que grand changement dans la constitution physique 

du globe. C'est sans doute par cette raison qu'on a 

clioisi la grandeur de la Terre pour la base de notre 

système métrique, de préférence aux autres éléments 

proposés pour cet objet. Ainsi, par exemple, la lon-

gueur du pendule qiTon vient récemment d'employer 

en Angleterre à 1'établissement d'un nouveau système 

de mesures, n'offre point, à beaucoup prés, Ie mème 

caractère de fixité. E11 effet, Fintensité de la pesan-

teur, et par conséquent la longueur du pendule, est 

sujette, non-seulement comme Ies ares mesurés du 

méridien, à des variations qui dépendent de la figure 

de la Terre et des irrégularités de sa surface, elle en 

éprouve encore de particulières qui tiennent à la non-

homogénéité des différentes parties de cette surface; 

et enfin rien n'assure que 1'intensité de la pesanteur 

est en elle-mème inaltérable, etqu'el le ne subira j)as 

dans la suite des siècles des modifications semblables 

à celles qu éprouve continuellement Ie magnétisine à 

Ia surface du sphéroide terrestre. 
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4 i . Clioisissons maintenant, pour déterminer la 

figure elliptique de la Terre, des ares de méridien 

mesurés à des latitudes peu différentes. Les résultats 

suivants provenant des opérations exécutées avec 1111 

soin extreme par Delambre et Méchain, pour la me-

sure de 1'arc du méridien compris entre Dunkerque 

et Montjoui, on peut compter sur Ieur exactitude. 

DISTANCES 
d e s 

LIEUX DIi L '0BSERVATI0S. LATITUDES. q u a t r e d e r n i è r e s 
s ta l ions au para l lè lc 

d e SIon t jouI . 

0 1 11 
41 21 44>8° 

4 3 . 1 5 . 5 4 , 4 o 5 2 7 4 9 , 4 8 

E v a u x 4 6 . 1 0 . 4 2 , 5 0 1 3 7 1 7 4 , 0 3 

P a r i s ( a u P a n t h é o n ) 4 8 . 5 0 . 4 0 , 7 5 2 1 3 3 1 9 , 7 7 

D u n k e r q n e 5 i . 2 . 1 0 , 5 o 2 7 5 7 9 2 , 3 6 

En substituant ces valeurs dans les équations (d) 

du n° 40, et en faisant S = pour éviter d'opérer 

sur de trop grands nombres, 011 formera les cinq 

équations suivantes: 

C1-C1= o,000000.§ -H o,000000.ah — o0ooooo, \ 

e 2 - e , = 5,274948.S + 0,262581.ah - 1.85266, i 

^ 3 - ^ , = 13 ,717403^ + 0,309603.17.^-4-81602, / (/ ) 

eA — e, = 21 ,331977.§ ~ o,040978.«A — 7.48469, I 

— c, = 27,57923 6.6 — o,6oí\[\i/\.ah — 9.67379. 

En ajoutant entre elles ces équations, après avoir fait 

passer 1'erreur P, dans Ie second membre, et eu éga-
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Ianf à zéro Ieur somme, 011 trouve 

5e, = — 67,90356/1.6 + 0,073208.ah -+• 23,82717. 

Si l'on substitue la valeur de e,, qui résulte de cette 

équation, dans celles qui la précèdent, conformément 

à ce qui a été dit n° 4 1 , on formera les cinq nouvelles 

équations suivantes : 

e, = — 13,580713. 6 4- o, 014642. ah -+- 4°76543, 

e 2 = — 8,3o57Ô5.S + o, 277223. ah + 2.91277, 

e3 = 0,136690. 6 -+- 0,324245. «A — o.o5o59, 

et = 7 ,751264.6 — o, 026337. ah — 2.71926, 

es= 13,998523.6— o, 589772. ah — 4.90836, 

d ou l'on tire, par la méthode des moindres carrés, 

pour déterminer Ies valeurs des arbitraires 6 et ah, 

Ies deux équations suivantes : 

o = — 178,705291 + 6.509,48074 — a h. 10,91717, 

0= 3,827288 — 6. 10,91717 + ah. o,53o73. 

La résolution de ces équations donne 

6 = 0,3509117, ah = 0,0069227. 

Nous avons supposé Ie 45® degré s = I 0 " 0 0 ; 011 aura 

donc ainsi 

8 = 28497,2, ah = T ^ p -

Telle est donc la valeur du degré moyen et de l'a-

platissement du méridien terrestre qu'on déduirait de 

la seule considération des degrés mesurés en Franco. 
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La figure elliptique qui en résulte pour la Terre, dif-

fère beaucoup dc celle qu'011 détermine par la com-

paraison des mèmes degrés au degré mesuré à 1'équa-

teur, par Ies observations du pendule et par d'autres 

phénomènes astronomiques. Cette figure, d'ailleurs, 

ne saurait se concilier avec Ies Iois de IIIydrosta-

tique, ni avec celles de la précession et de la nuta-

tion, qui défendent de supposer au sphéroide terrestre 

1111 aplatissement plus grand que dans Ie cas ou toutes 

ses couches seraient d'égale densité, c'est-à-dire su-

périeur à 

Les valeurs de ah et de S sont celles qui convien-

nent à la figure elliptique du méridien terrestre qui 

donne 1111 minimum pour la plus grande des erreurs 

commises dans Ies mesures qui ont servi à déterminer 

l'arc compris entre Dunkerque et Montjoui; si l'on 

substitue ces valeurs dans Ies équations (/'), 011 trouve, 

pour ces erreurs exprimées en secondes, 

e , = — o " , 3 3 , e 2 = - + - o " , 3 9 , e 3 = : — i " , 3 6 , 

e 4 = + a " , o 3 , e 5 = — o " , 7 2 . 

Ainsi, la plus grande erreur ne monte pas à plus de 

2", ct Ieur moyenne, abstraction faite du signe, est de 

o",96; ces erreurs sont comprises par conséquent dans 

Ies limites de celles dont Ies observations sont suscep-

tibles. 

Mais pour mieux se convaincre que Ies mesures qui 

résultent des opérations exécutées en France, ne per-

mettent pas de supposer à la Terre une ellipticité de 

et, à plus forte raison, une ellipticité moins con-
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sidérable, supposons dans les équations (•/) aJi = 

on aura 

C j 1 = 4>765498 — I 3,5807l3.6, 

P 2 = 2 , 9 1 3 9 7 9 — 8 , 3 o 5 7 Ô 5 . ê , 

( ' 3 = - 0 , 0 4 9 1 7 6 + 0,136690.6, 

P 4 = — 2 , 7 1 9 3 7 5 + 7 , 7 5 1 2 6 4 . 6 , 

e5 = — 4,910927 + i3,998523.6. 

En combinant entre elles ces équations, 011 trouve 

o = — 178,7527 + 6.509,48074, 

d'oii I on tire, pour la valeur de 6 qui rend la plus 

grande des erreurs un minimum, 6 = o,35o853, et, 

par suite, pour la longueur du degré moyen, 

s = 285o2mod-, 

valeur qui s'accorde assez bien avec celle de 285o4 

qui résulte dc la comparaison du degré de France à 

celui du Pérou. En substituant pour 6 sa valeur dans 

les équations précédentes, on trouve 

P1 = + 2",4o, C2 = - o",46, P3 = - 4",38, 

P 4 = + o " , 6 7 , P 5 = + I " , 7 6 . 

La plus grande erreur serait, dans ce cas, de — 4",38. 

Or, 1'excessive précision avec laquelle ont été faites 

les observations, ne permet pas de supposer dans la 

détermination des latitudes une erreur aussi consi-

dérable. L'aplatissement d e — q u e les observations 
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faites en France en 1801 donnent au sphéroide ter-

restre, a d'adleurs été confirmé par les opérations 

exécutées depuis en Angleterre pour mesurei' des ares 

du méridien et des perpendiculaires à la méridienne: 

tout porte donc à croire cpie les anomalies que pré-

sentent leurs résultats, tiennent a quelque cause par-

ticulière qui, dans ces contrées, écarte sensiblement la 

Terre de la figure elliptique ou qui, altérant d'une 

manière irrégulière l'homogénéité de ses couches, 

fait dévier de quelques secondes, soit vers Ie midi, 

soit vers Ie nord, Ie fil à plomb de I instrument cpii 

sert à fixer les latitudes des ares mesurés. On peut 

conclure de ces observations et de celles qui sont dé-

veloppées dans les numéros précédents, que la surface 

de la Terre étant très-irrégulière, ainsi que la densité 

des couches qui Tavoisinent, la mesure isolée cTun 

arc de méridien, quelle que soit son étendue, est peu 

propre à servir à la détermination exacte de la figure 

de la Terre; on tire, au contraire, de la comparai-

son de deux ares du méridien mesurés à des latitudes 

très-distantes, des notions sur cette importante ques-

tion, qui s'accordcnt très-bien avec celles qui résultent 

des autres phénomènes, parce qu'à ces grandes dis-

tances, les effets qui tiennent aux inégalités de la sur-

face du globe et à la non-homogénéité de ses parties, 

disparaissent pour ne laisser subsister que ceux qui 

dépendent de sa forme générale. 

í «>. Considérons maintenant les variations de la pe-

santeur aux diverses latitudes, et déterminons la figure 

elliptique la plus probablequi en résulte pour Ic splié-
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roide terrestre. Les observations des longueurs du 

pendule à secondes, qui servent à reconnaitre ces va-

riations, sont plus faciles à exécuter cpie celles de la 

mesure des degrés du méridien; Ies anomalies qu'elles 

présentent sont aussi beaucouj) moins considérables, 

parce que Ies irrégularités de la Terre exercent síli-

ces observations une influence bien moins sensible 

cpie sur Ies autres: on doit donc obtenir par ce pro-

cédé des notions plus certaines sur la figure du globe 

que parles mesures directes prises à sa surface. 

Parmi Ies nombreuses observations qui ontété faites 

des longueurs du pendule, nous choisirons Ies cinq 

suivantes. Le pendule dont il est_ici question est ce-

lui qui fait 864oo oscillations dans un jour moyen, 

et Ies mesures ont été réduites au niveau des mers, 

dans Ie vide et à la mème température. 

L l E l J * 

des observations. 

LATITUDES 

L. 

LOSCUEI tR 

du 
pêndulo 

à secondes 
l. 

NOUS DES OBSEtlVATEURS 

0 / m 
Pérou 0. 0 0,9)05(14 Bouguer. 

Pet i t -Goave 1 8 . - 2 7 0 , 9 9 1 1 5 o Bouguer. 

Par is . (Observai.). 48 .5 i 0,993867 B i o l , Malhieu . 

Pctersbotirg 5 8 . i 5 o,9:)'ir>8) Mallet. 

Laponie 6 7 . 4 0 ,9953I5 Clairaut , Maupertu is , etc 

On voit, par Ies résultats de ce tableau, que Ies 

longueurs du pendule à secondes auginentent d'une 

manière très-sensible en allant de 1'équateur au pòle. 

Soumettons ces accroissements à la Ioi de la propor-

II. 33 
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tionnalité au carré du sinus de la latitude, pour re-

connaitre s ils confirtnent 1'hypothèse de la figure 

elliptique du sphéroide terrestre. 

En substituant, dans les équations (b), les valeurs 

précédentes, on trouve 

O M , 9 G O 5 6 4 — ci — b. 0 , 0 0 0 0 0 = P , , 1 

o , 9 9 1 1 5 o — a — b.o, 1 0 0 1 6 = c 2 , I 

o ,993867 — a — b.0,56672 = P3, ) (g) 

o ,994589 — a — b.o,72307 = e4, i 

o , 9 9 5 5 2 5 — a — b.o,84829 = P 5 , ) 

et en appliquant à ces équations la méthode des 

moindrcs carrés, 011 aura, pour déterminer les va-

leurs des constantes a et b, cpii donnent un minimum 

pour la plus grande des erreurs dont sont affectées 

les mesures du pendule que nous avons adoptées, 

om ,993099 — a — b. o, 44765 = o, 

o ,994548 — a — b.O,7O3O6 = o, 

d 'oú l'on tire 

a = om ,990555, b = o™,0056786. 

On aura donc généralement, pour 1'expression de 

la longueur du pendule correspondante à une lati-

tude L, 

o1",990555 + om, 0 0 5 6 7 9 . s in2L. 

La valeur de a est celle du pendule équatorial, et 

l'on a = O,OO5733i . L'aplatissement du sphéroide, 

d après Ie n° 3 0 , est égal à f du rapport de la force 
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centrifuge à la pesanteur sous 1'équateur, moins la 

valeur de la fraction précédente; ce rapport pour la 

Terre est de n° 1 6 , livre 1 " ; !'ellipticité du sphé-

roide terrestre est par conséquent de o,oo865 — 

ou de C'est 1'aplatissement de 1'ellipsoide Ie plus 

vraisemblable quindiquent pour la Terre Ies mesures 

du pendule rapportées dans Ie tableau précédent; il 

s'accorde d'une manière satisfaisante avec celui que 

nous avons déduit, n° 4 2 , de la comparaison des de-

grés du méridien mesurés dans des lieux séparés par 

de grands intervalles, et avec l'aplatissement de 

qu'on déduit des inégalités qui résultent dans Ie mou-

vement de la Lune de la non-sphéricité de la Terre. 

Si l'on substitue pour a et b leurs valeurs précé-

dentes dans Ies équations (g), on aura 

c>{ = O m , O O O O O C ) , C2 = o™, 000026, C 3 = O t u , 000094, 

ek = — om,000072, e5 = — o"1,000047. 

Ainsi donc, dans la combinaison mème la plus fa 

vorable qu'on puisse faire de ces équations, 011 est 

foreé d'admettre une erreur de om,00009/} dans Ies 

mesures dos longueurs du pendule que nous avons 

employées dans Ies recherches précédentes, si I on 

suppose que ces longueurs varient comme lo carro 

du sinus de la latitude. Cotte erreur n'excède pas au 

reste la limite dos inexaetitudes dont Ies observations 

sont susceptibles, et elle est beaucoup plus 1'aible cpie 

los erreurs correspondamos dans la mesure des degrés 

33. ' 
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du méridien ; ce qui prouve, comme nous 1'avons clit 

U0 3 9 , que les canses qui écartent la Terre de Ia figure 

elliptique, ont beaucoup moins tVinfluence sur les va-

riations du pendule que sur celles des degrés mesurés 

à sa surface. 

Cependant il est à remarquei' que, bien qu'elles 

soient moins sensibles, les mèmes irrégularités qu'011 

observe dans les degrés du méridien conclus d'arcs 

très-rapprochés entre eux, se reproduisent dans les 

longueurs du pendule à secondes. Ainsi, par exemple, 

Ia plus grande de ces anomalies dans les degrés me-

surés en France et en Espagne, par Delambre et Mé-

chain, se trouve dans l'arc compris entre les parallèles 

de Formentera et de Barcelone, et les variations de 

degrés subissent entre ces deux points 1111 ralentisse-

ment considérable; de même, les variations du pen-

dule dans cet intervalle sont beaucoup plus faibles 

que celles que dônnerait la loi du carré du sinus de 

la latitude; c'est ce qu'on verra d'une manière évi-

dente par Ie tableau suivant, ou les constantes a et b 

ont été déterminées en comparant deux à deux les 

observations qu il renferme. 

LIEUX DES OllSFRViTIONS. 
LONGUEURS 

da 
pendule. 

LATITUDES. a b 

U n s t 

E e i i h 

Di i i ikerque 

C l e r m o n l 

Barcelone 

F o r m e n t e r a 

m 

O , 9 3 Í 9 Í 2 

0 , 9 1 4 5 1 3 

0 , 9 9 ) 1 0 2 

0 , 9 9 3 5 2 0 

0 , 9 9 3 2 3 2 

0 , 9 9 ' 5 " ? 0 

0 I U 

(io 45 25 

5 5 . 6 8 . 3 ; 

5 i . 1 6 . 3 8 

4 5 . 1 1 . 4 6 

4 I . 2 3 . I 5 

3 S . 3 g . 5 G 

ni 
o , 9 9 o ; 5 S 

0 . 9 9 ° 7 4 7 

O , 9 3 ° 7 3 7 

0,991334 

° > 9 9 ' 7 I 4 

m 

O,0054955 

o , o o 5 5 i o 5 

0 , o o 5 5 2 ; 8 

0,0043421 

0 , 0 0 3 4 7 3 4 
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La constante b conserve à peu prés la même va-

leur dans Ies trois premiers intervalles, mais elle coin-

mence à décroitre d'une manière très-prononcée de-

puis Clermont jusqu'à Barcclone, et ses variations 

sont encore beaucoup plus rapides de Barcelone à 

Formentera. Il faudrait, pour conciliei' cette valeur 

du coefficient du carré du sinus de la latitude avec 

celle qui résulte des observations faites en des lieux 

éloignés, supposer dans Ies mesures précédentes des 

erreurs de 8 à 9 centièmesde millimètre, ce qu'il est 

impossible d'admettre. La longueur a du pendule 

équatorial présente, dans ce tableau, des différences 

11011 moins remarquables. La longueur réelle de ce 

pendule, conclue des observations faites à 1'équateur 

ou à des latitudes voisines, est de om ,99iooG. Les ob-

servations précédentes, faites à des latitudes supé-

rieures à 45°, donnent, connne 011 voit, des longueurs 

beaucoup trop fortes, tandis cpie celles cpii répondent 

à des latitudes inférieures en donnent de trop faibles. 

Ce résultat remarquable se manifeste d'une manière 

bien plus prononcée encore, lorsqu'on compare entre 

elles des observations faites sur une plus grande échelle 

et e&mprises, Ies premières, entre Ie 45® degré et Ie pòle, 

Ies secondes, entre Ie 45® degré et 1'équateur. Au reste, 

il est évident, connne nous 1'avons dit 11o í o, que ces 

anomalies se compenseront en grande partie Iors-

qu'011 choisira des observations faites en des lieux 

très-éloignés, et qu'on rendra ainsi Ies résultats plus 

indépenclants de perturbations cpii ont sans doute 

pour cause principale Ies irrégularités de la surface 

de la Terre. 
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46. Considérons maintenant Júpiter, lá seuíè des 

planètes dont 1'aplatissement ait pu ètre détermine 

par 1'observation directe. Reprenons 1'équation ( 2 ) 

d u n° 2 5 : 

Lorsque la valeur de q sera connue, 011 aura, par 

cette équation, celle de X, et par conséquent Ie rap-

port + X2 de 1'axe de 1'équateur à 1'axe du pôle. 

Or, en supposant Ie cas de 1'homogénéité, 011 a, 

n° 2 5 , q = Soit D la distance du quatrième satel-

Iite de Júpiter au centre de la planète, et T Ie temps 

de sa révolution, exprimé en jours; sa force centri-

fuge sera à celle qui anime 1111 élément de la masse 

de Júpiter placé à l 'unitéde distance cie 1'axe de ro-

tation , comme ^ est à T' étant Ie temps de la ro-

tation de Júpiter, exprimé en fractions du jour. La 

force centrifuge clu satellite est d'ailleurs égale à la 

force qui retient cet astre dans son orbite, c'est-à-dire 

à la masse M de Júpiter, divisée par D 2 ; on aura donc 

2 _ MT' 
n

 ~ D3T"' 

On a d ailleurs, n° 2 5 , M = \nh3 (1 4- X2); 011 aura 

clone 
_ n- _ Zi3 (1 + X i ) T1 

V D1T" 

D'après les observations de Pound, rapportées par 

Newton, la distance du quatrième satellite de Júpiter 
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à son centre est égale à 26,63 demi-diamètres de 1'é-

quateur de cette planète; ce qui donne 

h \J 1 4-X2 _ _ 
" D — 26,63 ; 

011 a de plus 

T = 16^68902, T ' = oi ,41377. 

On concluía de là 
0 , 0 8 6 1 4 5 

et en substituant cette valeur dans 1'équation (A), elle 

deviendra 

are taneX - 9 W ^ + ^ + o , ^ 2 2 9 0 X ' . are tang/ - - g + 3 x , 

d 'ou l'on tire X = 0,4810, et, par suite, Ie rapport de 

Taxedu p ò l e à r a x e d e r é q u a t e u r , o u \/i + X 2 = 1,10967. 

Ce rapport, suivant Ies observations de Pound, est 

de 1 ,0771. On trouve, par la théorie des satellites de 

Júpiter, qui détermine ce rapport avec plus de pré-

cision encore que Ies observations directes, qu'il est 

de 1 ,0747. Ces résultats montrent que Júpiter est 

moins aplati que dans Ie cas de Thomogénéité, et que, 

par conséquent, sa densité va en augmentant, comme 

celle de la Terre, de la surface au centre. 

Nous avons v u , n° 5 i , cpTen supposantles planètes 

originairement fluides, Ieur ellipticité devait être com-

prise entre \q et la première de ces limites répon-

dant au cas ou la masse fluide serait homogène, et 

la seconde à celui 011 toute la masse serait réunie à 
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son centre. Or, 1'ellipticité d'un ellipsoide est 1'excès 

de 1'axe de 1'équateur sur celui du pôle, divisé par 

Ie dernier de ces axes; sa valeur est donc égale à 

VI + X2 — i ; on aura donc, par ce qui précèdc, 

-!<7 = 0,10967, et, par conséquent, {<7 = o,c>4385. 

On trouve, par 1'observation directe, 0,0771, et par 

Ie mouvement des noeuds des orbites des satellites de 

Júpiter, 0,0747 pour 1'ellipticité de cette planète : ces 

deux valeurs sont donc comprises dans les limites que 

Ieur assigne la théorie. 

Nous avons trouve, n° 2 9 , dans Ie cas de 1'homo-

généité, o,oo4334 pour 1'ellipticité de la Terre. En 

supposant donc la densité de la Terre égale à celle 

de Júpiter, leurs ellipticités seront entre elles comme 

0,10967 est à o,oo4334. D'après cela, en adoptant 

pour 1'ellipticité de Júpiter la valeur 0,0747, qui ré-

sultç de la théorie des satellites, on trouve — 
0 0 0 , 7 2 

pour 1'aplatissement de la Terre, et en choi-

sissant 1'ellipticité 0,0771, qui est donnée par 1'obser-

vation directe. On voit que ces résultats s'accordent 

suffisamment bien avec ceux cjue l'on tire des obser-

vations clu pendule et de Ja mesure des ares clu mé-

ridien terrestre, et Tanalogie qui existe entre la figure 

de Júpiter et celle de la Terre, prouve avec évidence 

cpie la mème loi a présidé à la formation de tous les 

corps célestes. 

Les autres planètes sont trop éloignées de nous, 

011 Ieur aplatissement est Irop peu sensible, pour cpie 

1'observation ait pu jusqiTici fournir les éléments né-
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cessaires à la comparaison des phénomènes ct de la 

théorie. Il en est de même de la Lime, qui se pré-

sente à 1'observateur comme un corps à très-peu prés 

sphérique; Ies conséquences qui résultent des Iois de 

sa libration, et que nous avons développées dans Ie 

chapitre VI du livre IV, sont Ies seules données que 

nous ayons sur sa véritable figure. 

4 7 . Nous ne terminerons pas ce chapitre, spéciale-

ment consacré à la figure de la Terre, sans montrer 

comment Ies phénomènes de la précession et de la 

nutation confirment, comme nous 1'avons annoncé, 

Ies résultats que l'on obtieut par la mesure des ares 

du méridien terrestre, et parles observations du pen-

dule. Pour Ie faire voir, reprenons la valeur de la 

fonction V, donnée n° 2 5 , livre IV, 

+ | Í [ ^ 2 ( B + C - A ) + r 2 ( A + C - B ) + z 2 ( A + B - C ) ] . 

Dans cette expression, A, B, C sont Ies trois mo-

ments d'inertie de la Terre, qui se rapportent respec-

tivement aux axes principaux des oc, des j et des z, 

M est la masse de la Terre, et x, j, z expriment Ies 

Irois coordonnées de 1'astre L. 

On aura, en vertu du n° 5 7 , pour 1'expression gé-

nérale de la fonction V, relativement à la Terre, sup-

posée elliptique et douée d'un mouvement de rotation 

autour d'un axe fixe, 

V — — [ ( a / ; — -cos'8)-f-a/í'Sin5Qcosaw), 
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ah et ali' étant deux constantes qui dépendent de l'a-

platissement de la Terre, et q Ie rapport de la force 

centrifuge à la pesanteur sous 1'équateur. 

Désignons par Q 1'angle que forme Ie rayon r avec 

1'axe cle rotation que nous avons pris, n° l o , livre IV, 

pour axe des z, par w la longitude de ce rayon comp-

tée sur Ie plan de 1'équateur; on aura 

x = r sin0 sin co, j = rsinS cosu^ z = rcosô. 

Si l'on substitue ces valeurs dans la première des ex-

pressions de Y, et qu'on compare ensuite ces deux 

expressions entre elles, on trouvera 1'équation sui-

vante: 

K a C - A - B ) ( | - c o s a Ô)-f- f (A - B) sina0 cosa w 

=M a2 [(ah — ^q) (|— cos i6) + ati sin2S c o s 2 « ] ; 

d'oú l'on tire, en vertu de l'indépendance des angles, 

O et &), 

A - B = | M f l 2 a ti, 

2C - A - B = | M « 2 (ah —iq). 

Les observations du pendule nous ont inontré que 

Taplatissement du sphéroide terrestre est à très-peu 

prés Ie mème sur les divers méridiens, ce qui exige 

<pie ah' soit une très-petite quantité de 1'ordre a 2 , que 

l'on peut négliger. On a alors A = B, d'ou résulte 

ce théorème remarquable, c'est que les phénomènes 

de la précession des équinoxes et de la nutation de 

laxe terrestre sont les mèmes que si la Terre était un 

sphéroide de révolution, 

Si l'on considère la Terre comme un ellipsoide de 
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révolution autour de 1'axe des z, on aura, par les 

propriétés de ces corps, 
2 M A} 

L = —J. 5 5 <T 

n étant un nombre qui dépend de la loi de densité 

des différentes couches du sphéroide, et que 1'expé-

rience seule peut déterminer; elle a inontré cpie, 

pour la Terre, ce nombre diffère peu de l'unité. On 

aura donc ainsi 

2 C — A — B L O I , , , . 

— c = T 

Nous avons trouvé, n° 3 9 , livre IV, 

A C — A — II R Q 
= 0 , 0 0 0 2 0 1 0 ; 

ti 
on aura donc 

, . o , 0 0 1 8 8 4 3 o , .. 
ah - = —*—. (k) 

Le rapport que désigne <7 est égal à 1'unité clans Ie 

cas de l'homogénéité; il est plus grand que l'unité, si 

la densité clu sphéroide va en croissant de la surface 

au centre, et moindre cpie ce nombre clans Ie cas con-

traire. Supposons donc la Terre homogène; 011 aura 

¢7 = 1: on a d ailleurs, par 1'observation, q = 

on aura donc, clans ce cas, ah = o,oo35871, ou —— 

La supposition de ah = donnerait pour <7 une 

valeur infinie : la valeur de ah est donc comprise 

entre — et et ce sont par conséquent les limites 
2 7 9 5 7 0 1 1 
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que Ies phénomènes de la précession et de la nutation 

assignent à 1'aplatissement du sphéroide terrestre. 

En prenant une moyenne entre Ies valeurs dc 

1'aplatissement de la Terre, qui résultent de la com-

paraison des degrés mesurés à sa surface, et des obser-

vations du pendule, on peut supposer cet aplatisse-

ment de ^^ à peu prés. Cette valeur est comprise entre 

Ies limites précédentes. Si on la substitue au lieu de 

«A, et qu'on remplaee en mème temps q par sa valeur 

dans 1'équation (A), on en tire 

a = i ,325GO : 

ainsi donc la quantité <7 étant plus grande que l'unité, 

la densité de la Terre va en croissant de Ja surface 

au centre, ce cpii est conforme aux expériences de 

Cavendish et aux Iois de lTIydrostaticpie, qui exigent 

que si la Terre était originairement fluide, Ies parties 

Ies plus denses soient en mème temps Ies plus voisines 

du centre. 

Í 8 . Si l'on embrasse maintenant d'un même re-

gard Ies résultats que nous venons de recueillir par 

tant de moyens différents sur la figure de la Terre, 

sans doute on sera surpris de Ieur parfait accord, 

et convaincu qu ils ne peuvent être que Ies effets 

d'une même cause, cpii lie entre eux tous Ies phéno-

mènes qui dépendent de la nature et de la constitu-

tion du globe. La mesure des degrés des méridiens 

terrestres, qui parait la méthode la plus simple cpie 

la nature nous ait indiquée pour déterminer la figure 
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do notre planète, 11'est ccpcndant pas celle dont on 

doive attcndre des résultats plus certa ins; toutefois, 

en corabinant avec adresse des observations faites à 

des latitudes très-distantes, pour diminuer 1'effet des 

irrégularités de la Terre dans quelques-unes de ses 

parties, on détermine, par ce moyen, la valeur très-

approchéedeson aplatissement. Cette valeur s'accorde 

d une manière remarquable avec celle qui résulte des 

observations du pendule, méthode d'investigation 

moins directe, mais plus sure que la précédente, et 

cpie Thomme n'a chie qiTà son génie. Les phéno-

mènes de la précession et de la nutation ne font pas 

connaitre la valeur absolue cie la fraction qui exprime 

!'aplatissement de la Terre; ils déterminent seulement 

deux limites, que cette fraction ne peut pas dépasser, 

et les valeurs que Iui assignent la mesure des ares du 

méridien et lcslongueurs clu pendule, sont comprises 

entre ces limites. Les mèmes phénomènes fournissent 

des notions précieuses sur la constitution intérieure 

du sphéroide terrestre; ils ne donnent point, il est 

vrai, la loi rigoureuse des densités des couches qui 

Ie composent, et l'on peut encore satisfaire par une 

infinité d'hypothèses à 1'uniqiie eondition qu'ils im-

posent, mais ils indiquent un accroissement clans les 

densités à mesure cpie I on approche du centre : ré-

sultat cpie confirment les phénomènes de la stabilité 

de 1'équilibre des mers, Ie peu de déviation qu'é-

prouve Ie fil à plomb par 1'attraction des montagnes, 

les mesures directes des ares du méridien et des lon-

gueurs du pendule, qui nous ont montré que la Terre 

est plus aplatie que dans Ie cas de 1'homogénéité; 
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résultat enfin qui est une suite nécessaire des Iois de 

!'Hydrostatique, Iorsqu'on suppose que la Terre était 

originairement fluide, et que ses éléments ont con-

servé,.en se durcissant, la méme disposition qu'ils 

avaient dans Ieur premier état. 

L'admirable concordance de tous ces résultats n'est 

pas sans doute ce qu'offre de moins merveilleux la 

théorie de la pesanteur universelle. Si son influence 

se montre d'une manière moins manifeste et moins 

régulière dans Ies phénomènes qui dépendent de la 

figure des corps célestes et de leurs mouvements au-

tour de Ieur centre de gravité, que dans ceux qui se 

rapportent aux mouvements de ces centres dans l'es-

pace, c'est que cette influence, comme nous 1'avons 

vu, est, dans ces phénomènes, modifiée sans cesse par 

Ies circonstances particulières dépendantes de la con-

stitution de ces corps. Le géomètre, par la mème rai-

son, a éprouvé plus d'obstacles pour Ies soumettre 

au calcul; mais Ie succès a couronné ses efforts. Un 

homme de génie avait deviné la cause secrète qui met 

en mouvement la matière; 1'analyse mathématique, 

en ramenant à ce príncipe unique tous Ies phénomènes 

de l'univers, ceux mèmes qu il paraissait Ie plus diffi-

cile d'y soumettre, a démontré, par la preuve la plus 

irréfragable, qu'il était la véritable Ioi de la nature. 
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NOTES. 

NOTE I (page 2). 

Sur la détermination des orbites des cometes d'après les 

observations. 

Lagrange a Ie p remie r tente de r a m e n e r à des formules ana ly -
t iques r igoureuses Ia solution de cette question , q u e les géomòtres 
et Ies as t rononies n ' a v a i e n t a b o r d é e jusque- là que pa r des méthodes 
de t â tonnement ou des const ruct ions géométr iques . Laplace d o n n a 
ensui te u n e nouvel le solut ion fondée sur des considéra t ions abso-
Iument d i f fé ren tes , et les d e u x méthodes qu i sont résultées de ces 
t r a v a u x , o n t , d e p u i s , servi de types à toutes celles q u e Pon a 
imaginées p o u r r é soudre ce difficile p rob lème . 

Ces méthodes sont su r tou t r emarquab le s en ce qu 'e l les po r t en t 
chacune Ie cachet part icul ier qu i caractérise Ie génie de ces deux 
illustres géomòtres. Celle de Lagrange semble ressor t i r plus d i rec -
t e m e n t d e la ques t i on , considérée comine nn simple p rob l ème dc 
théorie a b s t r a i t e ; elle embrasse dans sa générali té tous les cas 
qui p e u v e n t se présenter , sans se p réoccuper des circonstances 
qu i peuven t en r endre souvent 1'emploi insuff isant ou impossible . 
C e l l e d e L a p l a c e , au c o n t r a i r e , pa ra i t d i r igée , avan t t o u t , vers 
un b u t p r a t i q u e ; Tautenr s 'a t tache à chercher d ' abo rd tou t Ie par t i 
q u ' o n peut t i rer des observat ions p o u r simplifier Ia ques t i on , 
e t présente f inalement au ca lcula teur des formules d ' u n usage 
aussi s imple que facile p o u r les appl ica t ions numér iques . 

Cette m é t h o d e , par son or ig ina l i té , mér i l e u n e a t tent ion p a r -
t icu l iè re , e t quo ique celle q u e nous avons présentée dans Ie t e x t e , 
et qui n 'est q u ' u n e extension de la mé thode de Lagrange , pe r fec -
t ionnée par Eint roduct ion de 1'équation reniarquable qu i d o n n e 
Ie temps , employé à d é r r i r e un arc p a r a b o l i q u e , au moyen dc la 
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corde qui sous- tend cet are et des rayons menés à seS ext rémi tés , 
puisse suff ire à tous Ies cas qu i peuven t se présenter , je pense qu ' i l 
ne sera pas inutile d ' exposer ici cette seconde solution d ' u n e des 
quest ions Ies p lus difficiles du système du m o n d e , e t pa r une ana-
Iyse p lus simple peut -ê t re q u e celle qu ' a suivie 1 'auteur de la Me-

canique celeste. 

Cette méthode suppose q u e l 'on conna í t , pou r une époque d o n -
n é e , la longi tude a et la la t i tude b de la c o m è t e , ain^i que leurs 
différentielles du p remier e t du second o r d r e , prises p a r r a p p o r t 
au t emps et divisées pa r 1'élément dc cette v a r i a b l e , c 'est-à-dire Ies 

. . ela (T1 a elb d* b 
qua t r e quant i tés —•> —j^ et — , On p e u t , en e f fe t , dans ce 

c a s , dé t e rmine r , pa r des formules simples et r igoureuses , tous Ies 
é léments de 1'orbite de la manière suivante . 

1. Soient x, y, z Ies trois coordonnées de Ia comè te , r a p p o r -
tées à 1'écliptique et au cen t re du Soleil; r sa dis tance à cet astre 
ou son rayon v e c t e u r ; X , Y, I e scoordonnées d e l a Te r r e dans son 
o rb i t e ; R son rayon vec teur et A sa longi tude vue du Solei l ; enfin 
soit p la project ion sur 1'écliptique de la droi te qu i jo in t Ia comète 
à la T e r r e , ou ce qu 'on n o m m e o rd ina i r emen t la dis tance accour -
cie de la comè te : on aura 

X = X-Mp, y = Y -j- mp, z = M[>', (i) 

en s u p p o s a n t , p o u r abréger , l = cos a, m = s ina et n = tang b. 

Les équat ions différentiel les du mouvement de la comète a u -
tour du Soleil se ron t 

d2 x x efy y ePz z 

+ TF + T = 0' TF + T = 0' ^ 

On au ra de m è m e , re la t ivement à la T e r r e , 

X = R c o s A , Y ' = R sin A, 
et 

d'X X c r Y Y 
= o, 

elo R3 ' dt' IV 
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En subs t i tuant donc p o u r x, y, z, leurs valeurs dans les é q u a -
tions ( 2 ) , on t r o u v e r a , en ve r tu de ces d e u x dern iè res équa-
t ions , 

d'.lp_X X-hlp __ 

Jk7 R3+ r3 — °' 

cl7, mo Y Y - f - w p 
1 —- H = o, 

dl' R i /-1 ' 

cl7, na np 
T j- + -T = O; dO r* 

o u , en déve loppant et s u p p o s a n t , p o u r abréger , o- = — — , 

2 dl d p 

dt7 4 dt7 

d7 0 2 dm d a 

JiF^ " ~ dt7 ' 

d7 p r 1 2 dn cl p 

JtF^ dt7 

(d71 l\ 

(d* 

r 3 R3 

+ Xo = o , 

m m , , r 1 / o, 
+ + Ya = o,J (3) 

4-
Id7Ji n\ 

P-IJiF 

... • d*-? En elirainant > on t rouve 
dl7 

(ndl—ldn) a Ind7I-Id7HX 1 v 
- - 4 - - - : 4 - - « X < i = 0 , 

dt a \ df / 2 

(Wm—mdri) p lncl7m—md7 n\ 1 f .. 

{ dF j + - Y f f = O, J (4) 

(ldm-mdl) + j , ^d'm-md'^ + 1 . ( / y _ w X ) = Q 

Ces équat ions n 'éqnivalent q u ' à deux dis t inctes ; e t , en e f f e t , en 
mult ipl iant la p remiè re p a r n et en la r e t r a n c h a n t ensui te de la 
seconde mult ipl iée par m, on r e t rouve la troisiéme. 

Si maintenant on élimine en t re les deux premières é q u a -

tions ( 4 ) , o u , ce qu i revient au m ê m e , s i ap rès avoir mult ipl ié 

ces équa t ions , la p remiè re pa r dm, la seconde p a r — dl, et la 

II. 34 
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troisième par dn, on Ies a j o u t e , et que , pou r abréger , on lasse 

X. (mim — mdn) + Y. (Mn — ndl) 
= TFi TFTTi TFn ' 

— • (mdn—ndm) H — • (ndl—idn) H—— • (Idm—mdl) 

on aura 

D 'a i l l eurs 

^ = R 3 + 2 R p c o s ( A — « ) + —%-r- ( 6 ) 
' v cos3 b x 

On a donc d e u x équat ions au moyen desquelles on peu t dé te rmi-
ne r r et p. Si l 'on éliminait f en t re ces deux équa t ions , on ar r ive-
ra i t à une équat ion du hui t ième degré en r, mais qu i s 'abaisserait 
au sep t i ème , c o m m e nous 1'avons vu n° 6 , l ivre I I I . 

dp 
Les valeurs de r et de p é tant e o n n u e s , on aura celle de au 

• d t 

moyen de l 'une quelconque des équat ions ( 4 ) ; niais au lieu d ' e m -
ployer indis t inctement ces équat ions à cette r eche rche , i l e s t b o n 
de combiner Ies deux premières de cette maniè re : on mult ipl iera 
la p remiè re pa r l et la seconde par m, on Ies a jou te ra e n s u i t e , 
en observant que P-+- / » ' = 1 , ce qui donne 

Idl -+- mdm = o , Wl+ md1 m = — dl1— dm', 

e t 1'on p o u r r a s u b s t i t u e r a u x équa t ions ( 4 ) ' e s tIeux su ivan tes : 

dpdn ?_ r<Pn±n(dr+dm>y\ _ «5 v 
dt dt ^ 2 L df J 2 1 ' , > 

v (7 ) 
do Ildm—mdl\ pi UPm—mcPl\ a, l 

~ ) + ; ( ' * - « * ) = • • ) 

C c s t e n t r e ces deux équat ions qu'i l conviendra de choisir pou r 

f íé terminer la va leur de > parce que la p remière est indépen -

dante des différentielles secondes dc m et de /, et la seconde de Ia 
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différentielle do n, ce qui offre des avantages dans les applica-
l ions , comme on Ie verra plus bas. 

S i , après avoir substitue pour /, m, n leurs valeurs dans Us 
équations ( i ) , on les différentie, on t rouve , en conservam la no-
tation étalilie n° 2 , livre ci té , 

, v flP • da 
x = 2Í. H — c o s a — p sin a — , 

dt r dt 

d p . da \ , _. 
/ = T + j sinrt -f- p cos a — , [ (8) 

dp , p db 
z'=-r-tang6 H '—j —-

dt b cos1 b dt 

Ces équations ne contenant que des quantités connues , puisque 
les valeurs de p et de r sont supposées déterminées par ce qui pré-
cède, en les réunissant aux équations ( i ) , on pourra déterminer Ics 
six quantités x, y, z, x', y', z ' , et l 'on en conclura les éléments de 
1'orbite elliptique de la comète , comme on l'a fait n° 2 9 , l ivre II . 

La question est donc ainsi complétement résoluc; mais si l 'on 
suppose à 1 ordinaire que 1'orbite est une parabole , on a u r a , par 
la nature de cette courbe , 

- =x"+ y"+ z" , 
r 

équation q u i , en y substituant p o u r x ' , y', z' leurs valeurs, pren-
dra cette forme 

Í = M + N j + P . , + Q . t f . ( 9 , 

La question dans ce cas presente donc une équation de plus que 
d ' inconnues, et l 'on peut en profiter pour éviter Temploi des don-
nées qui participeraient Ie plus aux er reurs des observations. 
Pour cela , nous remarquerons que les inexactitudes don t elles 
sont susceptibles , deviennent surtout sensibles sur les différences 

, d"-a d'b ,, , . 
secondes - j p - > • parce qu etant beaucoup plus petjtes que Ies 

34-
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premières , ces erreurs en forment une plus grande partie ali-
quote. Il faut donc en cviter 1'emploi autant que possible, et 
comme on ne peut pas Ies rejeter toutes deux à la fois , ori ne 
conservera que celle qu 'on doit croire la plus correcte , ce qu'il 
sera toujours facile de reconnaltre. D'après cela, on ne fera point 
usage, pour déterminer p , de 1'équation ( 5 ) , parce que Ie coeffi-
cient h dépend à la fois des différences secondes de Ia longitude 
et de la lat i tude; on Iui substituera 1'équation ( 9 ) . Quant aux 

équations (7 ) , qui déterminent Laplaceavai t proposé d 'abord 

d 'employer la première ou la seconde, selon qu 'on voudra rejeter 
celle des différences secondes de la latitude ou de la longitude 
qu 'on jugera la moins correcte d 'après Ies circonstances par t icu-
lières du mouvement de la comète, mais il a reconnu depuis qu 'on 
obtenait des résultats plus exacts en faisant usage à la fois de ces 
•deux équations combinées par la méthode des moindres carrés. En 
substituant dans ces équations pour l , m , n, X et Y leurs valeurs , 
on aura Ies deux suivantes : 
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En ajoutant ces deux équat ions, après avoir multiplié la première 

par — et la seconde par on forinera la suivante : 
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Quant aux quantités X' et Y', qui entrent dans la formule ( 9 ) e t 


