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Désignons, dans le méme triangle sphérique, par'd le
coté opposé i 'angle 4, nous aurons

siny sin (& 4 4)

s W
SIng — =
sin B’

d’o11, en développantapres avoir substitué pour.§’ sa
valeur, et négligeant les puissances de 7 supérieures
au carré, on tire

P sinf{e+4) Eusf:-,:-‘si_r_l_g_{i+~p_1.
sin 2 sin®

Nommons ¢’ la distance de I'intersection de I'équa-
teur et de I'écliptique vraie, projetée sur I'éeliptique
fixe, a I'origine invariable d’eii I'on compte I'angle ¢
sur ce dernier plan, et considérons le triangle sphé-
rique rectangle dont ¢ est 'hypoténuse et dans lequel
g est I'angle adjacent au edté ¢ — ¢/, nous aurons

tang (¥ — ¢') = cos§ tangd.

La supposition de 7 = o donne ¢ = o, et parcon-
séquent 4 = ', Si I'on substitue pour ¢ sa valeur pré-
cédente et qu'on développe I'équation résultante en

négligeant toujours les quantités de I'ordre 7*, on
trouvera
g : ’
Y=+ — cotlysin{a+ 3)+ — cot*fy’ sing (& 4+ 4,

ou bien, en'mettant pour ysin(z-+¢) et y*sina(z-+4)
leurs valeurs, n® 26, -2,

Y =4—cothiBsin(ct 46} y

1 ¢

4 —col*h[ X.B sin (et +6) 3< L.B cos(ct + )]
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On remarquera que nous avons tenu compte dans
les expressions précédentes de §' et de ¢/, des termes
de l'ordre du carré de l'inclinaison § de Pécliptique
vraie sur '€cliptique fixe, tandis que nous avions né-
gligé les quantités du méme ordre dans les valeurs
différentielles de 6 et de ¢, n® 25; c'est que dans ces
expressiofs ces quantités étaient déja multipliées par
des coefficients de I'ordre des forces perturbatrices,
ce qui les rendait a peu prés insensibles : mais dans
les expressions finies de 6’ et de ¢, ces quantités,
quoique, trés-petites généralement par rapport aux
autres, doivent étre conservées pour la précision des
formules, parce qu’elles produisent par leur dévelop-
pement des termes du méme ordre que ceux auxquels
nous nous proposons d'aveir égard.

Nous avons représenté par y linclinaison de I'¢-
cliptique vraie sur Fécliptique fixe; en vertu des équa-
tions (), on a

=[5 Bain(ot + €)]* + [ E.Bcos (¢t -+ E)]h.

Prenons pour plan fixe celui de I'écliptique au com-
mencement du temps ¢, 7 sera nul pour cette époque,
puisqu’alors I'écliptique vraie coincide avec Péclip-
tique fixe. On aura donc

2Bsinf =0, X.Bcosf=o.

Cela posé, si dans les équations (15) et (16) on rem-
place G et.¢ par leurs valeurs données par les for-
mules (11) et (13), on aura pour déterminer 4’ et '
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les deux éguations suiyantes :

{
l”—[n:‘u.*"-' et 4 8) — cosf] +— coth[ . Bsin(er-6) ],
V=t (.l— tang/h I, n—ri cosf})

B! )i ! Rt = : ,
+5. =Yootk | T+ = tang®h ) [sin(cr + 8) —sin6] o
€ ¢ 4

+ cot’ /i [X.B sin(ct 4 6) Z.B cos(et + 6) |,

les constantes & et layant ici la méme signification

que dans le n° 27.

30. Ces formules sont celles que nous emploie-
rons pour déterminer les variations séculaires de 1'o-
bliquité de I'écliptique vraie et de la précession*des
équinoxes relatives 4 ce plan. Pour les comparer a
celles qu'on obtiendrait en négligeant I'effet de 'apla-
tissement de la Terre combiné avec le déplacement
séculaire de Pécliptique, substituons dans les équa-
tions (15) et (16) pour § et g 1eurs valenrs données
par les équations (14), n° 28, et nommons, comme
précédemment, k 'obliquité de 'écliptique lorsque ¢
est nul. En négligeant les tepmes de Pordre 4, on aura
ainsi :

§'="h 4 =.B[cos(ct 4 8) — cos(lt+6)],
W=tt— x Beoth(sin(et 4 6) —sin( 4 €)]. ; {

Ces formules s'accordent assez bien avec les précé-
dentes, lorsque le temps ¢, que lon suppose expris
mer un nombre d’années tropiques, n’excede pas cent ;
elles donnent également, en effet, en les développant
par rapporl i £, et ennégligeant les termes de Pordre 2,
117,

(17)
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pour Ja variation de l'obliquité de |'écliptique,
36’ = 3.l — ¢) Bsin€;

mais ces formules different beaucoup, lorsque le nom-
bre ¢ est de plusieurs mille, parce qu'il n’est plus per-
mis algrs de négliger les termes dépendants du garré
du temps. .

Si la Terre était sphérique, les actions des autres
corps du systéme n’auraient ancune influence sur les
mouvements. de son axe de rotation, iﬂei&ﬁlll{‘: lear
résultante passerait exactement tl;]ns ce cas par son
centre de ﬁ!\vité Les trois moments d'inertie princi-
paux du sphemulc terrestre seraient alors ea.un entre
euxj on aurait par cunﬁfquent 1= & ce qui donne
¢ = b, etles valeurs de §"et®’ se réduiraient aux sui-
vantesis ' i

6 = h + Z.B[cos(bt + €) —ieosE],
= : .
¢ I B e Wi bt + §) — 3in€].

Ces équations détermingnt la variation de T'obli-
quité de I'éeliptique et la_précession des équinoxes
qui auraient lien par le seul effet du déplacement de
I'orbe solaire, résultant de I'action mutuelle des diffé-
rents corps du systeme. En les comparant aux for-
mules (17), on voit que I'action du Soleil ¢t de la
Lune sur le sphéroide terrestre, change considérable-
ment les lois de ces deux phénomeénes ; mais cette dif-
férence ne devient sensible qu’aprés un grand nombre
d’années. En effet; la valeur précédente de 6 donne
pour la variation de l'obliquité de I'écliptique, en né-
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gligeant les quantités de 'ordre %, ﬁw
¢f = — IZ*B sinf

“Cette valeur, en observant que l'onaa —b=1—¢,
coincide avec celles qu'on obtient en développant la
premiére des formules (17) et (18), et en négligeant
les termes de I'ordre ¢2. La variation séculaire de I'o-
bliquité de I'écliptique est donc la méme pour les temps
voisins de I'époque, que la Terre soit supposée s’¢loi-
gner ou non de la figure sphérique; mais cette varia-
tion est fort différente dans les siécles suivants, parce i
qu'il n’est plus permis alors de négliger dans son ex-
pression les termes dépendants du carré du temps.
Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les
masses des planetes, 1'étendue enticre de la vaviation
de l'obliquité de I'écliptique est réduite, par l'action
du Soleil et de la Lune sur le stémide Lerreglré, a
peu prées au quart de la valeur -.‘111’131]0 aurait sans cette
action. y y

31, % Les valeurs précédentes de 6, ¢, 6 et ¢
déterminent les déplacements séculaires de 1'équa-
teur terrestre, et fixent ‘ce qu*m&?ﬁppcllv sa position
moyenne ; considérons maintenant ses variations pé-
riodiques dont nous avons jusqu'ici fait abstraction
Pour cela, il suffira de substituer dans les formules (6)
dF
di
en y conservant les termes que nqus avions d’abord

. r.fF [ 0 e

a la place de s et.de — leurs valears données n” 2o,
4

négligés et en omettant ceux dont'nous avons déja

tenu compte. Si l'on désigne par @et W les parties

simplement périodiques des valeurs de § et de §, et
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quon observe qu'en n’ayant égard qu’a la partie pério-
dique des valeurs des deux quantités ' sin (o' 4+ ¢) et
4 cos (@’ + ¢), on a, n®26;
7 sin(e' + ) =Bsin(c't + &),
7 cos(e' 4 ) = B cos (gt + €'),
d'ou 'on conclut
7?sina(@ + ¢) =B¥sina(c't 426)
7 cosa(a’+ ¢} =B?cosa(c't + €9;

on trouvera

de = 2L (i_c"--‘-l’) {'cmsﬁ-). B'sin (¢’ ¢ -+ &)

— Sinﬁ'[él B?sin2 (et + &) + sin 2(Mi+e+ )

&

-FAsina(m't 45 + q;J] i.

sin

2 O AT 6
dw=2% a'r(gc_ B) S22 B cos (¢t + &)

4n C
— cosd l} B cosa (¢'t + € )+cosa(mt + ¢+ §)

+dcos2(m'L + ¢ + I{J)]}

1l suffira, dans I'intégration de ces formules, d'y
regarder § comme constant et ¢ comme égal & zéro;
on pourra aussi, i cause de la petitesse des termes
qui dépendent des longitndes moyennes mt + ¢, et
m't ¢, remplacer ces angles par les longitudes vraies
v et o' apres l'intégration, en substituant 7 4 la place
de la quantité que cette lettre représente, on aura
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alnst § . .
n!
2 cos (¢ t+6")+- ‘B

e
AR, i cusn(c t4-6')

{tang cos2e Acosae’
=E-+11;( 595
'f'rl' LB (19}

LB
¥ & +6 sina (¢ 45"
e T ”pjsm(cr = 40 }jc,ﬁmz,_r 145"

{ (sinzv J.sirt:a--')
ey :

—2;‘;1—4—1} \ T

mo m

Pour compléter ces valeurs, il faudrait leur ajouter
deux constantes arbitraires qui les rendissent nulles
en méme temps que le temps ¢ mais on pourrags’en
dispenser, pourvu qu'on détermine comenal&cmbnl
les angles et yal’ or:gme ‘du mouvement,

Le premier terme de chacune des deux expmmons
précédentes en forme la partie la plus considérable,
son argument dépend du mouvement des ncends de
I'orbe lunaire sur I'écliptique vraie, etsa pertmle,egdle
i celle d’une révolution de ces neends, est d’environ
diz-huit ans. C’est ce terme qui constitue spécialement
le balancement particulier de I'axe terrestre, que Brad-
ley a le premier découvert par I'ohservation, et qu ‘ila
nommé sa nutation. Le coefficient de-cette inégalité
ne renferme qm: des quantités relatives aux circon-»
stances du mouvement lunaire : ce phénomene dépend
donc uniquement de Paction de la Lune sur le sphé-
roide terrestre, et il est complétement indépendant de
I'action du Soleil. ‘

Le second terme des valeurs de 8 et de ¥ a un argu-
ment double de celui du premier terme, sa période
est donc égale a celle d'une demi-révolution des neeuds
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de I'orbe lunaire ou de newf années i peu pres. On
voit que le coefficient de cette inégalité, ainsi que celui
de la précédente, m:gﬁnnle a mesure gue le mouve-
ment des nceuds se ralentit, en sorte que la yaleur,
par exemple, du coefficient de la nutation ne serait
que moitié¢ de sa valeur actuelle, si le mouvement des
neends de 'orbe lunaire était deux fois plus rapide
qu’il ne I'est aujourd’hui.

infin les deux derniers termes de ces mémes ex-
pressions dépendent des mouvements du Soleil et de
la Lune-dans leurs orbites respectives, lenrs périodes
par eonséquent sont beaucoup plus rapides que celles
des' deux termes précédents, I'une est de six mois, 4
peu » pour le terme qui‘se rapporte au Soleil,
l'autre d'un demi-mois lunaire environ pour celui qui
ést relatif a la Lune. Les coefficients de ces deux iné-
galités sont d’ailleurs trés-pen donsidérables, et il a
fallu toute la précision des observations modernes
pour qu’il devint nécessaire d’y avoir égard.

22. Les valeurs de et de ¥ déterminent les iné-
galités périodiques. qui affectent les mouvements de
I'équateur terrestre, elles doivent éire ajoutées res-
pectivement aux valeurs de 6, 6”, g et Y, trouvées pré-
cédemment, pour former les valeurs compleétes de ces
quatre quantités. En réunissant ces différents termes,
et en supposant, n® 27,

i %_:E*"r—q—l' ('-.-.l'. — A—B

— ) cosh,

C

fn

on aura ainsi, en vertu des actions combinées du Soleil
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et de la Lune:

BI i Bl

G:Ia--ﬁ.T[cﬂ-s[r:—i-ﬁ}—msv‘i]—mms(c't—}rﬁ'J
B” ) lang & ltangh fcosae  dcosa o
- cos2(c' 146" ) —— = s
§(r+3)e % lI-}-.h]l( R )

i B! )

=h—32. — { —_ [cos[d-{-ﬂj—-ws ]——nﬁcus(c'l+ﬁ’}
B" ) tang p'c l[tangh (cos2e  dcosas’
—————c0s2(c't 48 — - -
ﬁ(t—i—ljc’ coe 3 (Eatilidr f|+1|( m m' }’

4 B! —
Y=k z, rc—cr.:l‘..tﬁ(l+ s tnng’.’a) [sin(et+6) —sin&]

2B cota & ¢ el
P isin(c’ ¢+ 4 }_rq-i_bm"‘c t+4-€)

{ sin2¢  dsinae’y £
—_— ———e +
2 E_t-,'-— ) m m' ;

B({— {
—IT-{—'-}-:UM (|+ : lang’:“:) [sin(ct+ 6) —sinG |4

V=it 4 E.
a Bl A B/ ;
+c,{l—_mmm:'ts:n(ﬂr—l—6}mmsmz(t-t-i-ﬁ)

Il (sinmr lsinz--')
S ii—— -.+ -

2(1-4X) %\ m m'

Dans ces formules, k représente linclinaison
moyenne de I'équateur a I'écliptique, ou 'obliquité
apparente de I'écliptique a I'époque on 'on fait com-
mencer le temps ¢, et / le moyen mouvement des équi-
noxes & la meéme époque.

La seconde de ces formules détermine I'inclinaison

" de Péquateur sur I'écliptique vraie; la quatrieme,
la distance de I'équinoxe mobile 4 une origine fixe
comptée sur le plan de Pécliptique vraie ou ce que
les astronomes ;lpptr]leut la pr{'cl:ﬁsil.m totale. On voit,
en effet, 1l'.'|]n'{'-.-1 Ia signification que nous avons donnée

i la quantité &, n® 28, que ces deux angles ne diffe-
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rent entre eux que de termes de l'ordre du produit
de * par des quantités de 'ordre des forces perturba-
trices, produits trés-petits que nous avons négligés.

L’angle ¢ devant toujours étre compté en sens op-
posé a I'angle g, n° 1, on voit que le mouvement des
¢équinoxes sera rétrograde si cet angle croit avec le
temps ¢, puisqu’en effet ses variations seront dans ce
cas dirigées en sens inverse du mouvement diurne,
ou de Pordre des signes. Or le premier terme de la
valeur de ¢, n°® 27, surpasse tous les autres, et C étant
le plus grand des. trois moments d'inertie du sphé-
roide terrestre, [ est nécessairement une quantité po-
sitive : le mouvement des équinoxes est donc rétro-
grade & la fois sur I'écliptique fixe et sur I'écliptique
mobile,

Telles sont donc les valeurs de 6, ¢, 6’ et ' qui
résultent de I'action du Soleil et de la Lune sur le

sphéroide terrestre, et les formules précédentes sont
celles qu'il faudra employer pour déterniiner les dé-
placements de son équateur. La premiére partie de
ces formules donne la variation séculaire des angles
g, Y, &' et ¢/, et détermine par conséquent les altéra-
tions progressives que la position de ce plan subira
dans la suite des siécles ; la seconde partie est pério-

dique, et constitue un simple balancement de I'axe
terrestre et une espece d'oscillation de la ligne des
équinoxes autour d'une position moyenne; le terme
dont la période est celle d'une révolution des nceuds
de la Lune, qui est le plus considérable de tous les
lermes Il(-’.]'-ll){]illllt’b'_. constitue spéeialement le |-h(-||nw
mene de la nutation.
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7

33. Examinons U'influence du mouvement des équi-
noxes et des déplacements de I'équateur terrestre sur
la longueur de I'année tropique et sur la durée du
Jour meven solaire. L'espace de temps qui s'écoule
entre les retours du Soleil an méme équinoxe ou au
méme solstice, forme I'année tropique; l'intervalle
compris entre deux de ces retours aux mémes étoiles
forme I'année sidérale. Si les équinoxes étaient fixes,
I'année tropique serait égale a 'année sidérale; mais
comme ils ont sur I'écliptique un mouvement rétro-
grade ou contraire au mouvement propre du Soleil,
ils s'avancent au-devant de cet astre, et resserrent
'espace qu’il avait a parcourir pour accomplir sa ré-
volution. On aura la durée de 'année tropique en
retranchant de année sidérale I'arc parcouru pen-
dant ce temps par I'équinoxe sur I'écliptique vraie ré-
duit en temps, 4 raison de la circonférence entiére
pour une année. Soit donc T I'année sidérale, la lon-
gueur de I'année tropique sera

T(1— --'—“’-’—-)-
. dr. 360°

L’'année sidérale est de 365/,256384 ; le moyen mou-
vement des équinoxes dans ce siecle est de 50”,2230;
I'année sidérale surpasse donc l'année tropique de
ol,014155. Mais comme le mouvement des équinoxes
est variable, la longueur de I'année tropique change
dans les différents siecles; elle est maintenant d’en-
viron g” plus courte qu’au temps d'Hipparque.

On distingue en Astronomie trois espéces de jours :
le jour sidéral, le jour solaire et le jour moyen. Le
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jour sidéral est I'intervalle de temps qui s’écoule entre
les retours d'une méme étoile 4 un méridien donné.
Le jour solaire se mesure par les passages successifs
du Soleil par le méme plan. Si I'on imaginé dans le
plan de Pécliptique vraie un Soleil fictif, qui se meuve
d’'un mouvement uniforme et passe au périgée et i
I'apogée en méme temps que le Soleil véritable, que
I'on imagine ensuite dans le plan de I'équateur un
troisieme Soleil, qui passe parl'équinoxe du printemps
en méme temps que le second, et qui se meuve uni-
formément, de maniére que les distances angulaires
de ces deux astres fictifs au méme équinoxe soient
constamment égales entre elles, U'intervalle. de deux
retours consécutifs de ce troisiéme Soleil an méridien
sera ce qu'on appelle le jour moyen. Le mouvement
de rotation de la Terre autour de son axe étant uni-
forme, n°® 20, et le moyen mouvement du Soleil dans
son orbite étant invariable, n® 61, livre 11, la durée
du jour moyen serait constante, si I'obliquité de 1'é-
cliptique était toujours la méme et si le mouvement
des équinoxes était uniforme; les variations aux-
quelles elle peut étre assujettie, ne dépendront donc
que des variations séculaires de I'obliquité :ln I'éclip-
tique et de la précession des équinoxes.

Pour les déterminer, considérons la marche du So-
leil fictif que nous avons supposé en mouvement sur
le-plan de I'équateur. Soient ¢ la vitesse dont cel astre
est animé, s sa longitude comptée de I'intersection de

]'équutcm' avec | 'écliptique fixe. La position de cette

ligne varie, et son mouvement reirograde, projeté sur
le plan de I'équateur, sera oy cosd pendant I'instant
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dt, on aura done, a la fin de cet instant,
ds = vdt + d{ cosb.

Nommons §' la distance du méme Soleil a I'équinoxe
iéel, c'est-a-dire a l'intersection de I'équatenr avec
I'écliptique vraie; s — s’ sera I'arc compris sur I'équa-
teur entre 'équinoxe réel et 'équinoxe relatif a I'é-
cliptique fixe. Nous avons désigné par ¢ ce méme
arc, n° 28, on aura donc a trés-peu pres
ysin(a+44)  1cotly? sm:l(a-l-\r-}
. SDOT 3 sinf
d'ou, en différentiant et mettant pour ds sa valeur,
on tire .

st = o cosli—d. 'ﬂ]—l’-z—_l_‘l‘] S, o 2@[-]- .
ot dt sin @ ot 2 sinlde

s —§5 =

Soit mt le mouvement angulaire du second Soleil, ou
de l'astre fictif qui se meut uniformément sur le plan
de I'écliptique vraie, la vitesse de te Soleil par rap-
port 4 une ligne fixe sera m. L'équinoxe réel a, re-
lativement 4 la méme ligne, une vitesse rétrograde
¥

d.
t'"’iltt‘ aux (]ll"lllll[t"j pres que nous maéllnpmlb, A d‘: ;

la vitesse du second Soleil par rapport a cet équinoxe

d’ \ o
sera donc m 4 % Or, d’apres la définition du temps

moyen, il est clair qué cette vitesse doit étre égale &
déterminer ¢, I'équation

dyt dd { w?5in 2 (a—-0)
= m 4 - — =¥ cos f4-d. L (o b Tk ol Mo, it b s :
de et sin ' de - sin § ot

Nous avons, parle n® 28,

dlf dy  diecotlysinfa—3) 1 deot?lyisin 2{a4-4)

ot «lt 2 o dt
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Si l'on substitue cette valeur dans l'expression de o,
et qu'apres l'avoir multipli¢e par d¢, on intégre |'ex-
pression résultante, on trouvera

Sude = me [ !—rnsﬂjg—b?smru—i—\}-]tan";ﬂ

1
+—='sin2 (a LY.
20’ { + v

Nous avons désigné par n la vitesse de rotation de
la Terre, et nous avons vu que cette vitesse élait inva-
riable ; il s’ensuit que n — v est la vitesse relative dont
un méridien quelconque de la Terre est animé par
rapport au Soleil moyen qui se meut sur I'équateur;
si F'on nomme done £ la longitude de ce méridien,
comptée de ce point, on aura

§=[(n—v)dt,

ou bien, en substituant pour [ ¢dt sa valeur,

" A - i
t=(r—m)t—[(1— cost) %_:" — ysin(x 4 ) tang g

L ek
+§T75In2i_a+'.:.-}.

: 4 N i
S] I'.]:Il'lﬂ cette [‘Kl'll‘ESSlUI] oan L"-llhb'-l]tlll? i)('l'lll" t.'.'_: 54 Vd-
leur trouvée pr{-.m'-demmem ; i

J‘ ) 'y i .J‘-- {-Jﬂ' (4 -'i 4l t’l
L=~ :;(LU[:!’:E lifbbm@ &

n'r

(u'on observe ensuite qu'en vertu des valeurs=ile
7sin(e 4+ ¢) et yeos(z + ¢), n° 26, on a

~"sif2 (2 + §) = [2.BSin(ct + 6)][£.B cos et + 6],

} {F — ¢
'1“5-' f.- — I1.|1"; i 7[— -]-—l—- )l'il.'i(f‘f 3-6),

2 cos’ 3 h €
-
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en négligeant, pour plus de simplicité, les termes de
'ordre [* et IB* qui seraient insensibles, on trouvera

2(r—cosh) BI ,

t=[n—m—(1— - ot By )
L =[r—m — (1—cosk)l]t ey gsln(r.rv-g-f-,

-—tangi h 2B sin(ce+6)— @ [£.Bsin (cz+6)]| 2. B cos{ee-+£))

+[2.Bsin{et + 6)][=.Bcos(er 4 6)].

L'intervalle de temps pendant lequel cet angle croit
de 360°, formele jour moyen solaire; on aura donc sa
variation séculaire, en retranchant la valeur de &, dé-
terminée pour une époque donnée, de sa valeur a une
autre époque. On verra que cette variation ne s'éléve-
rait pas & une seconde dans une période de plusieurs
millions d’années, et que par conséquent on peut se
dispenser d’y avoir égard.

34%. Réduisons en nombres les précédentes for-
mules pour les comparer aux observations. Pour cela,
considérons d’abord les quantités X.Bsin(bt + ) et
Z.Bcos(bt -+ €) qu'elles renferment et qui représen-
tent I'inclinaison de I'écliptique vraie sur Iécliptique
fixe, multipliée respectivement par le sinus et le co-
sinus de la tongitude de son nceud. Ges quantités cor-
respondent & celles que nous avons désignées par p
et ¢ dans le n° 69 du livre 11; on aura donc

p=Z.Bsin(bt +6), ¢ = 3.Bcos(bt + §).

La détermination exacte des valeurs de p et g dé-
pend d'un caleul trés-compliqué et suppose une con-
naissance parfaite des masses planétaires. 11 reste en-
core trop d'incertitudes i cet égard pour qu'on puisse
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employer la méthode que nous avons exposée n° 69,
livre 11, dans la recherche qui nous occupe. Mais
comme les inégalités séculaires de ces quantités crois-
sent avec une extréme lenteur, on peut les supposer
développées suivant les puissances du temps, confor-
mément a ce que nous avons dit dans le numéro cité,
et les résultats que 1'on obtiendra ainsi pourront s'é-
tendre 4 mille ou douze cents ans avant ou apreés 1'¢-
poque que 'on aura choisie, ce qui suffit aux besoins
de I'Astronomie. En prenant pour plan Eixe celui de
I'écliptique an commencement de 1750 et fixant a
cette époque l'origine du temps ¢, Bouvard a trouvé,
d’apres les données les plus exactes que nous ayons
sur les masses des planétes,

p= t.0",066314 4 #*.0",000018658,

q = — t.0",4569179 -+ t*.0" 000005741,
¢t exprimant un nombre quelconque d’années ju-
liennes.

Si 'on développe les valeurs que p et g représen-
tenl par rapport au temps, on aura

p=Z2Bsin6+ tX.BbcosE —- Z.Bb*siné,

f=

b ]

¥
q = Z2.Bcos€ — ¢tZ.Bbsinb — ;E.]ib*{rosi’.

En comparant ces valeurs aux précédentes, on trou-
ver:

Bsinf=0, LBbsin6=0",{56g17, L.Bb’sint=—0",000037316,

Beost=o0, L.Blcosi=0",006314, L.Bbicost=—0",00001148>2.
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Cela posé, développons les valeurs de 8, 4, 6 et ¢

en ayant égard aux termes dépendants du carré du
temps t, €€ qui exige que 'on conserve, commeé nous
I'avons fait dans ces deux derniéres expressions, les
termes dépendants du carréde l'inclinaison . Pre-
nons pour plan fixe celui de écliptique en 1750, l'o-
rigine du temps étant fixée au 1 janvier de la méme
annéey ee quidonne X.Bsin6=o0 et X.B cos8 = o;
observons que d'aprés les suppositions précédentes
on a ¢ =1+ b, et qu'on peut négliger les termes mul-
tipliés par {* quiseraient de I'ordre du carré des forces
perturbatrices; on aura

)
i=Ah +:?- E.Bib cost,

E
V'=h —r:.Bbsint — %[E.R{{—F b)bcosé —coth(E.Bbcost )],
Y= It—¥cota i BIbsing,
Y= t{l — cothz.Bb cost)

A Leothz.Bb*aing 4+ —— 5.Bbsiné
-+ 2 sin2h

— o5’k [E.Bbsin€][2.Bbcost |

1l ne reste plus qu'a substituer dans ces formules,
ala place des constantes qu’elles renferment, leurs va-
leurs résultantes des observations; k désigne, comme
nous l'avons vu, l'obliquité de I'écliptique & I'équa-
teur au commencement de 1750, corrigée de la valeur
de © dans laquelle on suppose ¢t = o; la constante /
dépend des trois moments d'inertie du sphéroide ter-
restre, La figure et la constitution du globe sont loin
d’étre assez bien connues pour qu'on puisse détermi-
ner directement cette constante, mais on peut aisé-
1 18
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ment la déduire de 1'observation, En effet, en diffé-
rentiant la valeur de § et supposant £ =0 dans la

i f di : 3 . :
différentielle, on a Tff = [: c’est 'expressionde la pré-

cession moyenne des équinoxes, pendant Punité de
temps, rapportée i I'écliptique fixe & l'époque ot com=
mence le temps Z. Bessel a trouvé la, précession an-
nuelle pour 1750, rapportée a I'écliptique fixe de la
méme époque, égale a 50",37572, et Yobliquité de
I'écliptique correspondante égale a 23°28"18" (*); en
prenant donc pour unité de temps l'année julienne de
3651, 25, et fixant l'origine du temps au 1* janvier
1750, on anra
h=23°28'18", [=50",3757a.

Avec ces données, on trouve pour déterminer les va-
leurs de 6, 6', 4 et 4/, aprés un nombre ¢ d’années ju-
liennes, comptées de 1750,
§ = 23°28" 18"+ £.0",0000080978,
8’ = 23°28/18" — r.0",456917 — £.0",0000023323,
¢ = t.50",37572 — ¢.0" 0001042699,
Y'=t.50",22300 + r*.0",000108976.

(20)

LJ'

s e .
Le rapport T de l'action de la Lune 4 celle du So-

P:
leil, d’apres les observations les plus exactes des ma-
rées, est 2,35333, on.a par conséquent

A= 2,35333.

(*) Connaissance des Temps, IB:I_g_ page 315,
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Nous avons désigné par B, n° 30, la tangente de
I'inglinaison moyenne de I'orbe lunaire sur I'éclip-
tique vraie; cette inclinaison est de 5°8'49", on a
donc

log B’ = 8,9545973:

c'est le moyen moitvement des nceuds de la Lune
pendant T'unité de temps, c’est-a-dire pendant une
année julienne; ce mouvement est rétrograde et de
19°21' 21" d'apres les observations. En réduisant cet
arc en parties da rayon, on aura

&= — U,jj';ﬂi.
Enfin m étant le moyen mouvement du Soleil pen-
dant année sidérale de 3653,25638, pour le rapporter
a la méme unité de temps que les valeurs préce-
dentes, on fera la proportion

365125638 : 360° :: 365325 : m,

d'ou l'on tire

m = 359°59’ 37".

. m
On a encore par les observations — = 0,0748.
m 2=

En réduisant en nombres, d’aprés ces données, les
expressions de © et de ¥, n® 31, en faisant, pour
abréger, ¢'t + 6= A, on trouve

0 = 9’42627 cosA— 0”,09217¢c0s2A

-+ 0”,51900 cos 2 v +0",09138 cosa ¢,

fam)

V=-—17"61516sin A + 0",21226sin2 A

e ———

— 1",1g9560sin2v —o",21046sin2¢v’
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Les deux derniers termes de © et de ' dépendent
du mouvement du Soleil et de la Lune dans leurs
orbites. Les astronomes ne les avaient pas considérés
jusqu’ici, mais la précision des observations modernes
exige qu'on en tienne compte. Ils avaient pareille-
ment négligé les inégalités de la précession et de la
nutation qui dépendent du double de la longitude du
neeud de la Lune; on voit qu'elles sont; en effet, trés-
pelites par rapport aux inégalités qui dépendent de la
longitude du meme nceud. Bessel a le premier consi-
déré dans la valeur de © 'inégalité dépendantede I'an-
gle 2 A; il n'y a aucun motif pour négliger I'inégalité
correspondante de la précession qui a, comme on voit,
un coefficient plus de deux fois plus considérable.

55. Lesvaleurs précédentes de © et de W doivent
étre ajoutées A celles ded, ¢, 6 et ' données par les
formules (20) pour former les valeurs completes de
ces quatre quantités, n® 31, On aura ainsi:

§ — 23928 18" + £%.0",0000080978

+9",42627 cos A — 0",0921704 cos2 A

+ 0”,5190¢ cos2¢ + 0",09138 cosa v/,

y = £.50",37572 — t%.0",0001042679

— 17",615164sin A + 0",212264sin2 A

— 1",19560 sin2¢ — 0”,21046 sin2¢',

§'= 23°28" 18" — £.0",456917— £2.0",0000023323

+ 9’42627 cos A= 0",0921704 cos2 A

—+ 0”,5190q cos2v + 0,09138 cos2 v/,

W =t.50",22300 + t*.0",000108976
~ 17",615164sin A + 0",212204 sina A

— 1 ,19560 sin2¢ — 0",2 1o46sinay.
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Ces formules serviront 4 déterminer l'obliquité de
I'écliptique et la précession des équinoxes dans l'in-
tervalle de mille ou douze cents ans a partir de 1'é-
poque de 1750, en ayant soin de faire ¢ négatif pour
les temps antérieurs & cette époque.

L'une des observations les plus anciennes qui nous
soient parvenues, est I’obhservation chinoise citée dans
la quatriéme édition de ' Exposition du systéme du
Monde et qui se rapporte a I'an 1100 avant I'ére chré-
tienne. Selon cette observation, I'obliquité de I'éclip-
tique était alors de 23°54"2". Clest la valeur de 6
abstraction faite de la partie périodique. Pour re-
monter & cette époque, il faut faire ¢ = — 2850 dans
les formules précédentes, on trouve ainsi

6’ = 23049';!' I ”.

La différence entre la théorie et 'obsérvation est
donc de 4 19”; elle semble indiquer dans P'obliquité
de I'écliptique une diminution plus rapide que nous

ne la suppesons. Au reste, cette différence paraitra
bien petite, si I'on considére I'incertitude de I'époque
E'u‘écisn de cette ancienne observation et l'inexactitude
des observations du gnomon qui lui ont servi de base.

36. On peul, par les variations observées dans I'as-
cension droite et la déclinaison des étoiles, déterminer
directement les valeurs des coefficients des différents
termes des deux quantités © et de W, n® 54, Clest
ainsi que Bradley a trouvé le coefficient de cos A ou
de la nutation. Ce coefficient, selon cet astrouwome,
serait de 8",097; Maskelyne, en discutant de nou-
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veau les observations qui avaient servi a I'établir, I'a
trouvé de 9,449; suivant M. Lindeneau, il serait ré-
duit a 8”,977: c'est cette valeur évidemment trop
faible qu'avait adoptée Bessel ; enfin, d'aprés des re-
cherches plus récentes et faites avec le plus grand
soin' par le DT Brinkley et M. Robinson, le méme
coefficient serait de g”,25 suivant le premier de ces
observateurs, et de g”,234 suivant le second. Ces der-
niers nombres se rapprochent beaucoup du coeffi-
cient de la théorie. La différence est dans les limites
des erreurs des observations, 1l suffirait, pour la faire
disparaitre tout i fait, de diminuer un peu la valeur
de 4, que nous avons supposée égale & 2,35333. La-
place, d’aprés les observations des marées, avait d’a-
bord supposé cette valeur égale 4 3; il a été obligé
ensuite de la diminuer beaucoup, ce qui la rend plus
concordante avec celle qui résulte de plusieurs autres
phénomenes: mais elle est peut-étre encore un pen
trop forte.

Au reste, on peut déduire cette quantité que nous
avons regardée comme une des données du probléme,
de la comparaison de 'expression analytique du coef-
ficient de la nutation a-sa valeur donnée par l'obser-
vation. En effet, si I'on nomme N le coefficient de la
nutation en latitude, on aura, d'apres la premiére des
formules (1q),

0 WOk

(1+2)e

Dans cette formule, la nutation N et la précession
moyenne ! peuvent étre supposées données par 1'ob-

]

N=

resultent de la théorie

servation, les quantités B, ¢
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de la Lune; on peut done en conclure la valeur du
coefficiént ), et comme on connait & trés-peu pres le
rapport des distances moyennes du Soleil et de la
Lune i la Terre, qui est inverse de celui de leurs pa-
rallaxes, on en déduit par un caleul tréssimple la
masse de la Lune ou platot le rapport de cette masse
a celle de la Terre.

La valeur de ) que nous avons adoptée, d’apres

Laplace,idonne ce rapport égal a Z=3 en admettant
75

pour le coefficient de la nutation le réstltat des obser-
vations de M. Lindeneau, on trouve que ce méme

# - . | . 4
rapport se réduirait hg? valeur qui parait beau-
coup trop faible pour pouvoir étre admise; enfin
les valeurs du coefficient de la nutation en latitude
déterminées par le D* Brinkley et M. Robinson s'ac-

v y 1
cordent & donner une masse de la Lune égale a 3
4

i trés-pen prés de celle du sphéroide terrestre, ré-
sultat qui parait se rapprocher beaucoup de'la va-
leur de la masse de la Lune déduite d'autres phéno-
menes du systeme du monde (¥).

537. 11 est facile de déterminer, d’apres les résul-
tats précédents, les dimensions de la petite ellipse que
Bradley avait imaginée pour représenter les inégalités
du mouvement de 'axe terrestre. En effet, on peut
regarder la précession-y des équinoxes sur I'éeliptique
fixe, comme produite par le mouvement rétrograde

{*} Foir los Notes du livee VII, tome IV, page 651,
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du pole de I'équateur sur un cercle paralli-lu-& cette
écliptique. Ce mouvement est égal a Ysink ou i
ltsinh + 7& st sinA, en ne considérant que
(14 1) cosh
la principale inégalité périodique de ¢. L'inégalité
= {I:’_.;'l;) cos A de'la valeur de §, indique d'ailleurs dans
'axe terrestre un mouvement qui se fait dans le plan
du cercle de latitude qui passe par cet axe. Ce double
mouvement peut étre représenté de la maniére sui-
vante ¢ « On suppose le péle de la Terre mi sur. la
circonférence d’une petite ellipse dont le centre, qu’on
peut considérer. comme le liew moyen du péle, est
situé sur le cercle mené parallelement a Uéeliptique
Jixe, et décrit chaque année uniformément un arc de
50",37572 sur sa eirconfirence. » Le-plan de cette el-
lipse est tangent & la sphére céleste, et son grand axe,
toujours compris dans le plan d’un cercle de latitude,
sous-tend un arc de 18”,852. Le petit axe est au grand
axe comme le cosinus du double de Vobliquité de
I'écliptique est au cosinus de cette obliquité, c’est-
a-dire comme cosah est A cosh; cet axe sous-tend
un arc de 14",032. Pour déterminer la position du
pole sur la circonférence elliptique, on imagine, dans
le plan de Vellipse, un cercle décrit du méme centre
avec son grand axe pour diamétre, On concoit ensuite
qu'un rayon de ce cercle le parcourt d'un mouve-
ment uniforme et rétrograde pepdant une période des
nceuds de la Lune, de maniére qu'il coincide avec la
moitié du grand axe la plus voisine de Pécliptique
toutes les fois que le nceud moyen ascendant de I'orbe
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lunaire coincide avec I'équinoxe du printemps. Enfin,
de Vextrémité de ce rayon on abaisse une perpendicu-
laire sur le grand axe de l'ellipse, et le point ou cette
perpendiculaire rencontre la circonférence, est le vrai
lien du pole terrestre.

58. Déterminons maintenant les variations de I’an-
uée tropique, du jour moyen et du temps exprimé en
jours moyens.solaires.

La valeur de ¢/, n° 34, donme, en la différentiant,

dy/
dt

= 50",22300 + £.0",000217952.

Cet arc réduit en temps, 4 raison de la circonférence
entiére, pour une année sidérale de 365i,2563748,
donne

dy’
[e

% = 01,014155 + i.03,0000061426,

i désignant un nombre quelconque de siécles dont
I'origine est en 1750. La longueur de I'année tropique
sera donc

3651, 24222 — i.01, 0000061426,

Il s’ensuit que cette longueur diminue d'une demi-
seconde & pen prés par siécle, tandis que I'année sidé-
rale, au contraire, est invariable, n® 62, livre 11, Si
'on fait i = — 18,78, on aura la longueur de 'année
tropique qui avait lieu au temps d'Hipparque, ou cent
vingt-huit ans avant I'ére chrétienne; on trouve ainsi
que cette année est aujourd’hui d'environ g* plus
courte qu'elle ne 'était & cette époque.
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Si o développe la valeur de £ du n° 32, qu'on
néglige les termes de I'ordte [* et qu'on-arréte Fap-
proximation au carré du temps, on trouvera

i . cosE)
&= [Ja —m— (1—cosh) (£+ -ﬁ)] ¢+ Hi?,

sin fi

en faisant, pour abréger,

éE.Bb‘ sin§+-2.BIb sinf ([ A
— [Z.BbsinS] [ E:Bb cos€] coth

Le jour moyen est I'intervalle de temps qui répond
a une augmentation de 360° de I'angle §; en appe-
lant donc z sa longueur, on aura

cos2h

g I

2 cos i ) Vtang-/;.
Oq

Ha

: 5 Bbsing
360> = lrﬂ—-??i—{l—('ﬂsff; (H— s ot
. sin /&

) l u+aHee. (22)
Si I'on prend pour unité de temps le jour moyen a
I'époque ou commence le temps #, en faisant dans I'é-
quation précédente =1, ¢ =0, on aura, pour cet
instant,
I.Bbsinf
360°=n — m — (1 — cosh) ([+ )

sin &

Pour rapporter & la nouvelle unité de temps le der-
nier terme de cette équation, il faut y substituer pour
[ et 2.Bbsin€ leurs valeurs précédentes , apres les
avoir divisées par 365,25, parce que ces valeurs sont
relatives & une année julienne; ce terme devient alors
inutile a considérer. La valeur de m donnée par I'ob-
servation, et rapportée i la méme unité, est

m = 0°,08561.
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On aura donce
n = 360°,8561,

et la longueur du jour sidéral, exprimé en jours
moyens, était par conséquent ol,997262 a I'époque
de 1750.

Si aprés avoir divisé les valeurs de 2.Bb?sin§, de
E.Blbsin€ et de (2.Bbsin€) (2.Bb cosE), n® 33, par
le carré de 365,25, pour les rapporter 4 la nouvelle
unité de temps, on les substitue dans 'expression de
H, an trouvera

H = 9710000278669
(365,25)°
L'équation (22) donne
aH¢
ST A

Soit donc ¢ un nombre quelconque de siécles écou-
lés depuis 1750, on aura pour la grandeur du jour
moyen i cette époque, en faisant £ = £.36525 dans la
formule précédente,

- fu0,11773
Y S —(-;n—iﬂi
d'ou l'on voit que la diminution séeulaire du jour
moyen sera tout a fait insensible, puisqu’elle ne s'éle-
verait pas a quelques dixiémes de secondes dans une
periode de plusieurs millions d’années, on pourra,
par conséquent, se dispenser d’en tenir compte.

St l'on fait & =1t 3060° la variable t sera la mesure
du temps en jours moyens solaires, et d’aprés les va-
leurs de Z et de H on aura
+! p,00000025022

~(36525 )

=7 —
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Le temps ¢ n'est donc pas rigoureusement propor-
tionnel it'r3 mais comme le second terme de I'expres-
sion précédente est insensible, sa considération est
inutile aux astronomes, et I'on peut continuer sans
inconvénient a prendre le jour moyen solaire pour
servir de mesure au temps.

En effet, c'est dans la théorie de la Lune que la
différence qui résulterait de la variation du temps
compté en jours moyens solaires, devrait étre le plus
sensible, tant i-cause de la rapidité du mouvement
de la Lune, que par le long intervalle que compren-
nent les observations qui s'y rapportent. La longitude
moyenne de la Lune étant représentée par m't + ¢,
si pour £ on substitue sa valeur précédente, qu'on
fasse T = i(36525), i représentant un nombre de si¢-
cles écoulés depuis 1750, on aura

m's 4+ ¢ — i*m' (0,000000215022).

Le dernier terme s'ajoutera i I'équation séculaire

qu’on peut supposer comprise dans ¢, et le moyen
mouvement de la Lune étant a I'époque actuelle,

m' =13° 176396,
ce dernier terme deviendra
— i%.0",0101996;

et comme I'équation séculaire était de i*.10",7232 4 la
méme époque, ce terme aurait pour effet de la dimi-
nuer de sa milliéme partie 4 pen pres. Ainsi, il en
résulterait par exemple une augmentation de 6” en-




DU SYSTEME DU MONDE. 285

viron sur la longitude de la Lune en I'an 720 avant
I'ére chrétienne, époque a laquelle se rapportent les
observations des plus anciennes éclipses, faites par les
Chaldéens; qui nous aient été transmises. L'incerti-
tude de ces observations rend cetté correction tout a
fait insignifiante. La méme cause produirait dans
P'expression de la longitude moyenne un terme pro-

portionnel au carré du nombre de siecles écoulés,
mais comme son coefficient serait au coefficient de
P'inégalité séculaire correspondante de la longitude
moyenne de la Lune, dans le rapport dés moyens
mouvements du Soleil et de la Lune, c’est-a-dire dans
le rapport de 1 2 13 a peu pres, on voit que ce coeffi-
cient ne s'éléverait pas & un milliéme de secondes,
et que par conséquent l'inégalité dont il sagit demeu-
rera toujours insensible.

Enfin, il faut encore observer que ces variations
séculaires du jour moyen, et du temps compté en jours
moyens sont, d'apres I'analyse du n® 32, des inéga-
lités périodiques comme celles de la précession des
équinoxes et de I'obliquité de I'écliptique; mais leur
calcul dépend de données sur lesquelles les observa-
tions laissent encore beaucoup d'incertitude, et les
premiers termes de leur développement suivant les
puissances du temps suffiront longtemps encore, sans
doute, aux besoins de I'astronomie.

39. La théorie donne (n° 36) le moyen de déter-
miner les rapports qui existent entre la précession et
la nutation, elle fournit aussi des données précieuses
sur les lois de la densité et de Vellipticité des cou-
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ches terrestres de la surface au eentre du globe. En
effet, 7 désignant toujours la précession moyenne ,
pendant 'unité de temps, rapportée a I'écliptique
fixe, on aura pour sa valeur compléte, n° 25,
=S (1A TR, g
4:1 C

Si dans cette équation on substitue pour i, I, h
leurs valeurs, n® 34, en observant que la valeur de m
rapportée & la méme unité de temps que /, donne

m = 3359°,99371,
quelon a en outre
|

m
— = 0,0027303,
n

et pour I'époque de 1750, origine du temps ¢,

e =0,016814, &= 0,054865, = 0,08083 ;

on lrouvera
20—A—B

—¢ — = 0,0062810,

et comme on a, a tres-peu pres, A=B, il en résultera
C - A -
= o,0031405.
Cette tf'iiualiuu etablit un rapport imi)m'lant entre les
trois moments d’inertie du sphéroide terrestre; nous
reviendrons sur les conséquences qui en résultent,
relativement i la configuration et 4 la disposition des
couches qui le composent, lorsque nous nous occupe-
rons de la figure des corps célestes.
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40. Nous avons jusqita présent regarde le sphé-
roide terrestre comme entiérement solidej cette sup-
lmsitluu n'est point [)':tl‘fétilﬁl.llt‘ll.! exacte, et pour que
les résultats de la théorie précétlunln fussent rigou-
reusement apphcables a la Terre, il faudrait avoir la
certitude qu'ils ne sont pas altérés par les oscillations
ctlesfrottements du fluide qui la couvre en trés-grande
partie. C'est ce que Laplace est parvenu a démontrer
par une savante analyse, qui I'a conduit a cet impor-
tant théoreme que nous nous contenterons de rappeler
iei: Les phénomeénes de la précession des équinoxes
et de la nutation de l'axe de la Terre sont exacte-
ment lés mémes que si la mer formait une masse so-
lidde avec elle.
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CHAPITRE V.

MOUVEMENT DE ROTATION DE LA.LUNE AUTOUR
DE SON CENTRE DE GRAVITE.

41. Un phénomene extrémement remarquabledans
le systéme du monde, et qui parait avoir é1é connu
de tout temps, c’est que la Lune, dans son mouve=
ment de révolution autour de la Terre, nous présente
toujours la meéme face. L'explication que les anciens
astronomes avaient donnée de ce singulier phénomene
était erronce. C'est & Hévélius et a Newton que I'on
doit la connaissauce de sa véritable cause. Ils mon-
trerent que, pour en rendre raison, il fallait supposer
une égalité parfaite entre le mouvement de révolu-
tion et le mouvement de rotation de la Lune; d’ou il
résulte qu’a mesure que son centre de gravité s'avance
sur l'orbite qu’il décrit autour de la Terre, I'axe du
sphéroide lunaire, qui est tourné vers nous, décrit,
par un mouvement contraire, le méme nombre de de-
grés, en sorte que ce second mouvement, ramenant
sans cesse vers le centre de la Terre le méme hémi-
sp]u'-ru de la Lune, toutes les autres parties de sa sur-
face nous restent 4 jamais cachées. Bientot aprés, Do-
minique Cassini, par une observation plus attentive
encore des taches de la Lune, découvrit, dans son
mouvement de rotation, de nouveaux phénomenes ;
il reconnut, 1° que linclinaison de l'axe de rotation
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de la Lune a Uéeliptique est invariable; 2° que les
neeuds de son éguateur coincident constamment avec
les neewds de son orbite, c’est-a-dire que les plans de
Uéquateur et de Uorbite lunaire coupent toujours ce-
lui de l'écliptigue suivant la méme ligne dioite. Ces
détix importantes ‘découvertes, les plus belles peut-
etre dont nous soyons redevables & ce grand astro-
nome, et que les observations de Tobie Mayer et de
Lalande ont depuis confirmées, complétent la théorie
astronomique du mouvement de rotation de la Lune,
et ont permis aux géomeétres de chercher, avec le se-
cours de I'analyse, l'explication physique des singu-
liers phénomenes que ce mouvement nous présente.
D'Alembert tenta le premier cette entreprise. 11
essaya d'appliquer a la Lune ses formules de la pré-
cession des équinoxes; mais la lenteur du mouvement
de rotation de cet astre, et surtout la circonstance
particuliere de I'égalité de ce mouvement i celui de
révolution, exigeait, pour traiter cette question, une
analyse toute nouvelle, et celle qu'employa d’Alem-

bert le conduisit & des résultats inexacts. Lagrange

eut plus de succes, et son Mémoire, qui remporta
le prix proposé par I'Académie des Sciences pour
1764, joint a celui qu'il publia en 1780 dans les Me-
moires de Berlin, renferme la théorie complete du
“mouvement de rotation de la Lune autour de son cen-
tre de gravité.

Lagrange donne d’abord Fexplication du phéno-
méne que 'on a nommé la Libration en'longitude ; il
montre qu'il est di & ce que I'égalité du mouvement
moyen de révolution et de rotation de la Lune n’ayant

I1. 19
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point été rigoureusement exacte 4 Porigine des temps,’

ce ui paraitrait en effet infiniment peu vraisembla-
ble, il en est résulté une espéce de balancement dans
I'axe du_sphéroide lunaire dirigé vers la Terre, quile
fait osciller de part et d’autre du rayon vecteur mené
du centre de la Terre 4 celui de la Lune, comme un
pendule oscille sans cesse autour de-la verticale dont
on I'a légérement écarté. Apres avoir développé les
lois de la libration en longitude, ainsi que les petites
inégalités qui résultent dans le mouvement de rota-
tion des inégalités du mouvement de révolution, pas-
sant & la libration de la Lune en latitude, par un choix
de variables extrémement ingénieux, et qui a éte utile
dans un grand nombre de questions de la Mécanique
céleste, il parvient 4 déterminer les lois du mouve-
ment de I'équateur lunaire. 11 montre que l'inclinai-
son de 'axe de rotation de da Lune est constante, et
que le singulier phénomene de la coincidence des
neeuds de son équateur et de son orbite, en est une
conséquence immédiate. Pour que cette coincidence
existe, il n'est pas nécessairequielle ait eu licu rigou-
reusement & l'origine du mouvement, il suffit que la
différence, qui existait a cette époque entre les posi-
tions des neeuds de I'équateur et de I'orbite lunaire,
ait ¢1é trés-petite; attraction de la Terre.a établi en-
suite et maintiendra éternellement la coincidence de
leurs noeuds moyens. ]

Cette belle analyse, comme la plupart de celles que
nous a laissées Lagrange, a presque epuise la ques-
tion qu'elle avait a traiter, et les géometres qui s'en
sont depuis occupés, n'ont fait que la simplifier et

®
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ajouter aux inégalités de la libration en longitude et
en latitude déterminées par lui, quelques inégalités
nouvelles qui sout trés-petites en elles-mémes, mais
auxquelles la précision des observations modernes
obligera désormais d’avoir égard. Clest ainsi que
M. Poisson, en discutant avec un nouveau soin les
inégalités de la libration en latitude, en a reconnu une
qui dépend de-la différence en longitude du ncend
et du périgée lunaire, et qui peut devenir sensible;
mais il S'est assuré en méme temps qu'elle était la
seule de cette espéce qui etit été omise dans I'analyse
de Lagrange et de Laplace, en sorte que toutes les
autres inégalités auxquelles ils s’étaient dispensés d’a-
voir égard, pouvaient en effet étre négligées.  *

On doit done regarder comme compléte la théorie
physique de la libratien de la Lune; la seule chose
qu'elle laisse encore a désirer, c'est un assez grand
nombre d'dbservations pour fixer avec précision les
données que I'analyse emprunte i I’ Astronomie, sur-
tout celles qui déterminent les rapports des moments
d’inertie des trois axes principaux da sphéroide lu-
naire, ct qui fournissent par conséquent des notions
exactes sur sa figure. M. Nicollet a déja exéeuté un
travail de ce genre, en y employant 174 observations
faites par lui ou par MM. Bouvard et Arago; espé-
rons qu'une plus longue suite encore d'observations
confirmera les résultats auxquels il est parvenu et
ajoutera a leur précision.

On pourrait déterminer les inégalités du mouve-
ment de rotation de la Lune troublé par l'action du
Soleil et de la Terre, au moyen des formules conte-
II‘.
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nues dans le chapitre 1°; mais il est plus simple de
reprendre pour cela les équations différentielles du
mouvement troublé, données n® 2. On verra aisément
d’ailleurs comment les résultats que nous allons déve-
lopper se concluraient des formules générales (P),
n® 7, qui s’appliquent au mouvement de rotation de
toutes les planétes.

42. Nous placerons l'origine des coordonnées au
centre de la Lune, que nous supposerons immobile,
et nous regarderons le Soleilet la Terre comme cir-
culant autour d’elle. Soient done L la masse de la
Terre, X, ¥, Z ses trois coordonnées relatives & un plan
fixe mené par le centre de la Lune paraléllement au
plan de I'écliptique 4 une époque donnée, r/ son
rayon vecteur compté du méme point; enne pous-
sant les approximations que jusqu’aux termes du troi-
sieme ordre par rapport aux dimensiong du sphé-
roide lunaire, on aura, n°® 25,

3L \ e oy . :
V=— > (A—B) “"':‘k" cos -z sin ’A}~]c0527+:x'{v'cl}sﬂ—tslnﬁjanm*}
ir : :
L :
- ?_J. (A +B—2C)[x"* (v cosl — zsind ).
r

Dans cette expression, A, B, C représentent les
’ trois moments d'inertie principaux de la Lune. Nous

continuerons & donner le nom d’éguateur an plan qui
renferme les deux premiers axes principaux, c'est-i-
) dire ceux auxquels se rapportent les moments d’inertie
l A et B. Ce plan n'est plus ici, comme dans le mouve-
ment de rotation de la Terre, perpendiculaire 4 'axe
instantané de rotation : cet axe varie dans l'intérieur
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du sphéroide lunaire, en sorte que les poles de rota-
tion se déplacent i la surface de la Lune, circonstance
qui établit une différence essentielle entre le mouve-
ment de rotation de ce satellite et celui du sphéroide
terrestre.

Cela posé, @ représente l'inclinaison de I'équateur
lunaire sur le plan fixe paralléle i Pécliptique, ¢ est
Fangle compris entre le premier axe principal de la
Lune et le neeud descendant de son équateur; nous
supposerons l'angle ¢ compté a partir de ce neeud
dans le seps du mouvement de rotation de la Lune;
enfin, nous nommerons ¢ l'angle compris entre le
ncend descendant de I'éguateur lunaire et une droite
fixe menée dans le plan‘de I'écliptique, et nous sup-
poserons cet angle eotpté & partir de cette droite, en
sens inverse de I'ordre des signés.

Si l'onudifférentie la fonetion V par rapport aux
trois variables o, ¢, &, en observant que l'on a, n°® 25,

J

= 1 i 0
tf';l dd TN dy £t

¥

01 aura

v _H
!l’_a : ’r-’

¥ 3L

iy ar ol

(A—N) { x"— (¥’ cosb —zsinG)*]sinze — 2 x" (¥ cusli—zsink ) ('n:id:!.-r;,
(A-B) 1 v/ (' cosl-&sin 0)-x" cos &]5i:1;! r--i-!‘.* [t’—i—l:‘r'cu:i&-:sill.&; rw-':r'j t'ils'.iq.l

3L . . y "
+ - (A+B—20C)[x (v sin0 4+ zcosh) sinG],
2r ! '

s
7= — (A—B) [+ (¥/sin 042z cos0) sin 2 9—(x" cos—z sinb ) (" sinl4-z cosli) cos2 g]

- 20) (¥ cos=—zsinl) (v sin® -+ zcosh),
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et, par suite,
_:_(dv .ﬁ')_ 3L

- —— | =—
sind \dd b o dy ar's

(A—B) [(¥'cosf—zsin0) (x"sin 04z cosh ) sin2 9
~+ x" (x'sinf <z cos6) cos 2 9]
3]-!

2r"

Les trois équations (C) du n®2 deviendront ainsi

(A-+B—2C)[x'(v'sin0+ zcost)].

Ldl
A dp+-(C-B) anr—3r :[C B) [ (¥’ cos6—zsin6) (v’ sin 0z cos)cosy

— x' (¥'sin6 -+ z cos ) sing],

Lde ki
Bdg+(A-C) prdr:::sr—fh (A—C) [x'(x'sind + zcosh) cosy

+ (¥’ cos0 — zsin6) (' sin 0 + 2z cost)sing],
Lt
{:Jr+[B—A}pqn':_3 - {B— A) fzx (¥"cos 6 — zsinf) eos2¢
— [JL"'—{‘I' c‘.osﬂ—:smﬂ;’]sm:a?i.

Il est bon de remarquer qu'on peut arriver trés-
simplement aux mémes équations de la maniére sui-
vante : nous avons supposé n® 5, livre 11,

V= et S ik
V&= 2+ (F— 7 )+ (¥ —3)
x', y', z représentant les coordonnées de I'astre L
rapportées aux trois axes principaux du sphéroide
attiré, et &, y, z les coordannées d'un élément dm de
ce corps, relatives aux mémes axes eta la méme ori-
gine. En différentiant cette valeur, on trouve
v gV aveL
de = !!'r :.’)
daVv’ Y Sy d W
I-r_h_ i dz — 7 a5
dy '!-'V'_ L4V

Lt Ffﬁ J_ -..'? l'-’.l'—- 1 f;l'l
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Si 'on multiplie par dm les deux membres de ces
équations, qu'on les integre ensuite, qu'on fasse, pour
abréger, V.= S.V'dm, l'intégrale S étant relative a
I’élément dm et aux quantités qui varient avec lui,
en observant que les trois coordonnées &', ', z’ sont
les mémes pour tous les éléments dm, en vertu des
trois équations (m), on pourra supposer:

S ( dav ’r_:"'r” ~' (T S dV X
S \" dz, s AP B e dy’ J @
TN Y dV' LAV & W,
b kr ?J._ —_— .TE':} !.erI =X '-a,;,‘ -_ 0 r}-:-,l
il AN e d N AN A
S. {1 R ) dn=y'- —x &

Cela posé, en ne portant ]'upprnxinmtiun que jus-
qu'aux lermes du troisicme ordre, nous avons trouvé,
n® 2o,

3 L : ' =
- (Az?+ By?+Cz?),

Yoi= —

e
a’, y', 'z vepresentant, comme plus haut, les coor-
données de L, l‘.‘lp]lﬂrléi‘ﬁ aux trois axes In'hn:ilumx
du Hll}lt"l'ﬂlll‘-'ll' attire,
Cette expression, em la différentiant, donne, en
verti des formules préoédentes, -

&

dz dy” |

- 1V d¥ 3L iy \ f
S. [y 2 = 325\ dm = 37 (C=B) 1'%,

v IV 3L, S
S. (:: A —:r'—;,—) dm =-5 (A—=C)x'z,

dxr iz
(- ad ¥ av' 3L
W - e T ——(B=AYx"7Y'.
S k‘r dy 4 dz ) dm iy {‘ } J

Si 'on substitie ces valeurs dans les équations (B),

- - - - - -
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n° 1, et qu'on remplace ensuite les coordonnées a,
7’5 3 par leurs valeurs en fonction des angles @, 4,0,
données n® 25, on retrouvera identiquement les équa-
tions (1).

L'observation ayant montré que linglinaison de
I'équateur lunaire sur I'écliptique est toujours.peu
considérable, § est un fort petit angle dont nous né-
gligerons le carré et le produit parle carré de V'in-
clinaison de I'orbite lunaire, qui est aussi une trés-
petite quantité. En observant que z est”du" méme
ordre que cette inclinaison, les trois équations (1) de-
viendront

30d B ;
Adp+ (C — B) grdi = —:”(l_} — B)[(¥'6+2)(x'cosy — x" singd].

LE7

: 3Lde M A S -
Bn’q-{-—-\A—ijrd{:TL:‘L- C)[(+"0+ 2){x" co8p + x sing )],

3 Lt

Cdr+ (B —A)pgdt= 275 (B —A)f2x'y cosag —{x” — v") sin2

.
i

On peut encore aux coordonnées x’, Y, 2de L,
substituer d’autres variables qui rendent l'intégration
plus facile. Soit ¢ la longitude de la Terre vue dé la
Lune, cette longitude étant comptée du nceud ascen-
dant de I'équateur lunaive; soit z la lgngitude' du
noeud descendant de 'orbe lunaire comptée du méme
point, et 7 I'inclinaison de cette orbite sur éclip-
tique fixe; en désignant s la latitudé.de la Terre au-
dessus de ce dernier plan, on aura

tangs’ = tangy sin (¢ — )

La longitude de la Terre, comptée d'une droite fixe
sur le plan paralléle a I'écliptique, sera ¢ — b; en
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suivant done Panalyse du n®25, et en observant que
7 est.un l]‘és-lu.'tit .-mgle dont on peut m"g]igur les
carrés dans la recherelie qui nouns occupe, on trou-
vera

X=r'costy Y =r'sinv, zZ=r'ysin{e=a),
valeurs exactes, aux quantités pres de 'ordre 3*.

Les équations précédentes deviennént ainsi

3L

\edp+ (C— B) grdt=——— (C — B [#8i00-+ sin (v —z) ]sin{v—g ),

r

3 Lode

Bedy + (A —C) prdt= T (A — € [0sin v sin{v—ex)]cos(v—y),

ln’lr

£ : |
—(B—A)sina(v— g

453. @ccupons-nous d’intégrer ces équations; con-
sidérons d’abord la troisiéme; d'oti dépend le mouve-
ment du sphiéroide lunaire autour de son axe de rota~
tion.

Si la Lune était un s.pht'-ro'itic de révolution, on

aurait B=A, et par cons¢quent r = constante. r ex-
prime da vitesse du mouvement de rotation du sphé-
roide autour de son troisieme axe prineipal (n°® 33,
livre 1), Cette vitesse serait donc constante, et le
mouvement de rotation uniforme. Ce cas n'a pas
lien dans la nature, mais on peut toujours regarder la
quantité B — A comme peu considérable ; et comme
p et g sont aussi tres-petits, puisque l'observation a
prouvé que l'axe de rotation de la Lune s’écarte tou-
jours tres-peu de son troisiéme axe principal, on
pourra négliger le produit (B — A)pg 4 cause de la

i
) (2)

\
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petitesse de ses trois facteurs. La derniére des équa-
tions ( 2) deviendra donc
3Lt (B —A

dr === :
2 r G

) sina(y — g). (3)

L’ observation ayant fait voir que la Lune nous pré-
sente toujours a pen prés le méme |1é1|1i.~i|'11|£-1':-, on
en a conelu que son moyen mouvement de rotation
est exactement ¢gal & son moyen mouvement de re-
volution; en sorte quE" si ce mouvement est sujet a
quelques inégalités; elles doivent étre peu considé-
rables.

Or, si l'lon néglige, comme nous le supposons, les
quantités de I'ordre 62, I'arc 9 — ¢ représentera (n° 1)
le mouvement’de rotation delaL.une autour de son
troisicme axe principal, mouvement qui serait uni-
forme sans l'action des forces perturbatrices. Si I'on
désigne donc par u les inégalités qu’elles peuvent y
produire, par mt + ¢ la longitude moyenne de la
Terre vue de la Lune et correspondante au temps ¢,
longitude qui est égale a celle de la Lune wite de la
Terre plus une demi-circonférence, on aura

&= 1_:_1 = mi’ + ¢ + i,

et 'angle « représentera la libration de la Lune, on
t I '
I'excés de son moyen mouvement de rotation sur son
moven mouvement de révolution. Il ne :\'.';lgil done,
pour déterminer la libration, que de connaitre la va-
leur de I'angle w. Or, il est facile d'y parvenir en in-
troduisant cette nouvelle variable a la place de r dans
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I'équation (3), et en intégrant ensuite 'équation ré-
sultante.

En effet, on a, n° 1, aux quantités pres de I'ordre 52,

et, par conséquent, en différentiant I'éguation (m) en
faisant varier la constante ¢, pour avoir égard a I'équa-
tion séculaire dont est,affectée la longitude moyenne
de la Lune et qui est introduite dans son expression
par la variation de I'époque {n® 7, livre I), on aura

dr d¥u dle

@ = de T de

L’angle ¢ représentant la longitude de la Terre vue
de la Lune et comptée & partir da neeud descendant
de I'équateur lunaire, ¢ — ¢ sera la méme longitude
comptée a partir d'un'équinoxe fixe, I'angle ¢ devant
étre compté, comme nous I'avons dit, en sens inverse
de I'angle v. Cette longitude est égale a mt +- ¢, plus a
une suite de sinus et de cosinus d’angles multiples du
moyen mouvement mf; on aura, par conséquent,

v=mt+c—+ ¢+ Z.Hsin (ht + 1),

en représentant par Z.Hsin(/t + &) les inégalités

de ¢ ordonnées par 1':||1]m='1 amt.

Cette valeur, comparée a celle de g — ¢, donne

¢ —o=—u-+ ZHsin(ht + I'),
el, par conséquent,

sin :"r"_'.‘ll = —sinz2u42cos2uSHsin(t +~)—.. ..
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L'équation (3) devient ainsi, en y substituant
de tr .
dt?

i JL B=AY | 3L (B—AY g .
_JI..T, e ﬂ(.—-——} 810 2 i~= =% (-— I.Heoszausin(he 44,

di? a2 C W

L'angle u étant toujours une trés-petite quantité, si
P'on néglige son carré et ses puissances supérieures,
On pourra supposer dans cette f-rlllnlit}n sino i — 2u
et cos2u = 1; de plus, comme on a, a trés-pen pres,

IJ ¥ L 4 * ’ # &
—; = m?, 'équation précédente deviendra

r?

s fB—A iic B—A' A
-+ fwa-( L_) g=— f,';}'i-' -3 m? (T) EHsin(/le 4 L' ).

Si I'on fait d’abord: abstraction des termes sans u, on
satisfera a cette équation en supposant
u=Ksin(it + k'),

etI'on aura, pour déterminer &,

.
k=m \/ 3

K et & étant deux constantes qui demeurent arbi-
traires,

Si I'on nomme m' le moyen mouvement du Soleil,
et ¢ l'excentricité de son orbite, en ne considérant
que le terme principal de I'équation séculaire de la

Lune, par la théorie de cet astre (n® 94, livre VI1), on

Allra
e b e

e 2 m
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et, par v::-nsé:luenh

d?c Im e e’

de
En substitnant cette valeur dans Péguation (5) et en
'intégrant ensuite en regardant ‘la quantité précé-
o i
dente comme constante, ou, ce I]iii revient an menie,

en négligeant la quantité trés-petite du troisieme ordre

m'idre de’

53 B A\
. |.If . -
e ilf ( c '.'l

» ON aura, en vertu t.'l(f ce terme 51'[[*.

m' e’ de’
i,= _. B — A
m'rl’.’( S J
e
Si I'on désigne ensuite par Lsin(At + /'), le terme
de la valeur de u qui doit correspondre au terme

3“:"(”? )ll sin(ht +-4&) de l'équation (5), en y

substituant cette valeur et en comparant les termes
(ui ont méme sinus ou méme cosinus, on aura

— L4 3mt (];:A} (L —-H)=o,

d’ou l'on tire

Ainsi, lr“l’li'{"ﬁ. la théorie des équations linéaires, la
valeur compléte de u sera

2 o! e’
= — - -

gy 4K sin (At + &) + 2. L sin hit+17),
m’ ﬂ'."(-—;t -
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K et & étant les denx.constantes arbitraives qui doi-
vent entrer dans Pintégrale finie de I'équation du se-
cond ordre (5), et le signe ¥ désignant une suite de
termes semblables au terme Lsin (%t + '), et déter-
minés de la méme maniere,

44: Examinons les conséquences qui résultent de
cette expression. Le premier terme de la valeur de
est insensible quoiqu'’il ait pour diviseur la petite frac-
tion B—E—'—’f; a cause dela lenteur avee laquelle varie
'excentricité e de 'orbe solaire; ‘cette variation, en
effet, qui produit I'équation séetilaire de la Lune, ne
devient sensible que par la double intégration qu’elle
subit dans I'expression de la longitude naoyenne. On
peut donc négliger ce terme, et il résulte, en effet,
des données que l'on a sur la’ valeur de la fraction
Bk g : ) i
—— qu’il ne s’éléverait pas a 0",018 en un siecle.

Tous les autres termes de l'cxllr(-ssinn de u varient
avec beaucoup plus de rapidité, mais sa valeur de-
meurera toujours peu considérable, si les coefficients
K, L, etc., sont de trés-petits coefficients. Le second
terme de la valeur de . u dépend” de I'état initial du
mouvement, et elle demeure tonjours pen considé-
rable si 'arbitraire K est supposée tres-petites Jus-
qu’ici les observations les plus précises ne paraissent
indiquer aucune trace de cette inégalité, il en faut
conclure ou que la constante K était nulle i I'origine
du mouvement, ou que son influence a été .annulée

depuis par 'effet de quelque cause élrangere, et que

par conséquent la partie de la libration de la Lune




DU SYSTEME DU MONDE. 3u3

qui dépend de I'état initial du mouvement sera tou-
jours insensible. Cette remarque est analogue a celle

g . . s o a
que nous avons faite dans 1" n° 13, relativement a

L
la Terre.

% (DAY b

On a, par ce qui précede, k=m \/3 ( - ) y
¥ 1

représentant le moyen mouvement de la Lune dans

Punité de temps; la durée de la période de I'argn-
ment dont il s’agit, sera don¢'d’un mois sidéral divisé ]

pary/3 (" _L- "\)- Nous verrons bientot que ce divi-
seur est une trés-petite quantité, et que des observa-
tions récentes sur lesquelles on peut compterdonnent,
a trés-peu preés, 0,0018 pour sa valeur. Cefte durée, .
dans ce cas, n'excéderait pas deux années; il seradonc
facile, par des observations faites & des intervalles de
temps assez grands pour que la variation de I'angle
kt soit sensible, de reconnaitre si le coefficient K a ou
non un¢ valeurappréciable.

\u reste, il faut observer que ce premier terme de
la valeur de w sert a L‘,\;Illi:]m-r, par la théorie, com-
ment il se fait que la Lune nous présente toujours le
méme liémisphére, sans quiil soit besoin de supposer
que la vitesse prumifive de rotation, imprimée a cet
astre, a ét¢ exactement égale i sa vitesse de révolution
autour de la Terre, ce qui parait en effet infiniment
pen vraisemblable. Pour le faire “voir, remarquons
qu’en faisant abstraction de I'inclinaison de I'équateur
lunaire & Vécliptique, on a, par le n® 45,

i

TR v [ e L N = gt ¥ e
dy —=wd ='idty: r=m+ - + 5
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On aura, par cun:;t"qllcnt,

Srdt = fmdt + ¢ + u.

En comprenant dans Pintégrale [mdt I'équation
siélairexqui affecte le moyen mouvement lunaire, ou
plutot la longitude moyenme, et qui est introduite par
la variation de la constante c.

‘Freprésentant la vitesse de rotation de la Lune au-
tour de son troisieme 4Xe principal (n°® 43), l'inté-
arale frdtexprime son mouvement de rotation autour
du méme axe, out le nombre de-degrés, minutes et
secondesquie déerit en un temps donné I'un des points
de son équateur, Comme_la quantilé & n'est compo-
sée que de termes periodiques, I'équation précédente
montre que le moyen mouvement de rotation et Je
moyen mouvement de révolution sont parfaitement
égaux entre eux, et que l'action de la Terre sur le
sphéroide lunaire fait participer le premier de ces
mouvements aux inégalités séculaires dont le second
est affecté, puisque nous avons vu, en effet, que la
vitesse de rotation r serait rigoureusement constante
sans cette action. On en peut conclure que la par-
faite égalité des deux mouvements se gonservera dans
tous les siecles telle qu’elle est augourd’hn, condition
nécessaire (n°® 41) pour que la Lune nous présente
toujours la méme face. Si, au contraire, le mou-
vement de révolution était affecté d'une inégalité a
laquelle n’aurait point part le mouvement de rota-
tion, 'hémisphere lunaire opposé a la Terre antici-
perait progressivement, par la suite des siécles, sur
la partie qui est tournée vers elle, et avec quelque
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lenteur que croisse cette inégalite, elle suffirait pour
nous faire découvrir un jour toute la partie de la sur-
face lunaire g semble paur jumai:«‘. soustraite a nos
yeux.

Pour que eette inégalité subsiste et se maintienne
éternellement, il n'est pas méme nécessaipe que les
moyens mouvements de rotation et de révolution de
la Lune aient été égaux a lorigine du mouvement.

du
En effet, en-différentiant et substituant pour — - sava-

leur, on a

B—A\ ] ;
r=m -+ mK \/3 ( C : \'. cos( At + &)+ ELlcos(lt 4 1').

En sorte que, comme K est arbitraire, |..I. vitesse pri-
mitive de rotation de la Lune peut étre wu]rpuwv quel-
conque; et iksuffit, pour que les moyens mouvements
de Fotation et de révolution aient dans la suite tou-
joursicoincidé, que cette vitesse ait été comprise entre

~[B—A\ B—A
m-—;-mh\/3( -G—) et m—-m]i\/.?r(---c ]

Ces limites sont trés-resserrées, il est'vrai, et elles

s'éloignent peu de la .valeur moyenne m, a cause
de la petitesse de la constante K et du coelficient

. (B—A d o s :
\/3 (—L) mais elles suffisent pour faire dispa-

raitre l'invraisemblance qu’il y aurait a supposer, a
I'origine du mouvetment, une parfaite égalité entre
le moyen mouvement de rotation de la Lune et son
moyen mouvement de révolution

Pour que la libration en longitude dvn:ﬂl:r toui-
1I1. 20
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jours p{‘l'l considérable, comme 1'ebservation lindi-
que, il faut que les goelficients L, etc., des différents
termes de la valeur de z, soiént supposés trés-petits,
ainsi que le coefficient K; mais cette condition ne
suffit pas, il faut de plus que les valéurs des eonstantes
k, h, ete.,_soient toutes réelles; car-antrement quel-
ques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans I'ex-
pression de u, se changeraient en arcs de cercle ou
en exponentielles, et la valeur de u pourrait _croitre
indéfiniment, ce qui ést contre I'hypothése. Les valeurs
de % et des autres coeffigients semblablesgsont réelles
de leur nature ;. mais pour que celle'de & le'soit aussi,

) B—A . g e ] o -
il faut que = soit une quanhlvpr_‘l:utl'e*t',cesi-a-d_lr____a

que 'on aitB > A. Or, A esl le moment d'inertie qui
se rapporte 4 I'axe prineipal deT'¢quatenr lunaire, qui
est constamment dirigé vers la Terre; enleffet, cét axe
est celui qui forme langle g avec I'intersection de
I'équateur lunaire et de I'écliptique, tandis quie la
projection du rayon vecteur mendé de la Lune a la
Terre, forme 'angle v avec la méme ligne, ¢ — ¢ ‘est
toujours, par ce qui précede, un trespetitiangle; le
premier axe principal de la Lune est done toujours,
a trés-pen pres, dirigé vers la Terrej etil est naturel
par conséquent de supposer que I'équateur lunaire
s'est allongé dans ce sens par I'effet de I'attraction de
la Terre, ey sorte que le moment d’inertie A, qui se
rapporte & I'axe de I'équateur dirigé vers la Terre,
doit étre plus petit que le moment d'inertie B, relatif
au second axe principal situé dans le meéme plan.

Quant aux coefficients K, L, etc., comime le pre-
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dog
mier K est arbitraire, sa valeur peut étre supposee .
aussi petite qu’on voudra ; mais pour rendre en méme
temps tres-petite celle de Ik faudra supposer une

3 e i R AN .
valeur trésspetite 4 la quantité e On voit, en

elfet, d'apr[-ﬁ i'cxlu'(_'ssinn de L, que ce coefficient
pourrait devenir sensible si T avait une valeur assez
grande, ow si la valeur de 4 était peu différente de

o (B—@ : o : : .
. m \/‘} (l G--‘—) . cequi I‘EL‘I'I{]I'J!.IIJl'l'.‘i-pl‘ll! le dénomi-

tateur de celte u.\'ln'nssinn.

45. Nous avens designé par 2. Hsin(At + k') la
somme des tegmes périodiques de la longitude vraie
de la Luné : 1¢é premier de ces termes, on l't'*tiu.'liim}
da centre,vest célui quia le plus grand coefficient ; en
le supposant représenté pae H 5iu[;r"n" + '), on a, par
la théorie de la Lune (tome 1V, page Go1), H=2263¢g", -
h? =" 1110831?; on aura done, en vertu de ce terme,

B2 AN
3 ( - -(,—) 2263q"
.= — ey e
: - 5 o | B—A
> 0,983r7 —3 k G )
dlon l'on tire -
BE—A  oJ3a372L

e T :zinST'

Im valeur dei. doit étre peu considérable, puisque
le terme de la valear de z qui en dépend n'a pu étre .
reconnu par 'observation. 11 est ]:I'lﬁ:-':llﬂ'.', vu la preé-
cision des observations modernes, qu'elle n'excede
guere un |h-u1'::|]v,"_;|'i"; si 'on suppose done I, = == 5a'
a0.
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on 19207, On aura

l*'_l‘.

B—A

= 0,0256aT, = — 0,03036q.

La valeur de B — A devant d’ailleurs ¢tre néces-
B—A
.

sous de 0,025621, et que L estnégatif.
Parmi les termes de |'expression de u gui peuvent

est au-des-

sairement positive, il en résulte que

devenir sensibles en acquérant de tres-petits diviseurs,
le plus considérable est celul qui’ dépend de Léqua-
tion annuelle; il suffira donc d'examiner T'effet de ce
terme. Si 'on suppose que H sin (/e #4- &) réprésente
cette équation, hit + k' étant ici 'anomalie moyenne
du Soleil, on aura, par la théorie dela Lune( tome1V,
page 6or), H = 669" et h = mo0,0548, et par consé=
quent it = m? 0,005595 3 en aura done, en vertu de

ce termao,

(B — ! S o
3 IL c 1) 66
T v B\
0,0055g5 — 3 Q e |
d'nn l'on tire »

B—A _ 0,001865L =
C — L — 6bg”

Puisque les observations n'ont point fait recon-
naitre le terme de la valeur desz pt'opf.mrlimnu% a-Li,
ce coefficient doit étre peu considérable; si l'on sup-
pose en conséquence L = = 1920, on aura

3 — A

B— A )
e ) {_s,uuzﬁ(ﬂﬂ-

C

= 0,0013831,

Ainsi, dans le cas de I weégatif, les deux limites

s
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— A

de sont zéro et 0,0013831, et, dans le cas de L.

positif, 0,0028062/ et oo ou 0,0028624 et 0025621,

A .
— e ll-G'I! rait

l'ﬂ.l.IS(lllB nous venons de voir que

pas dépasser cette derniére limite. Nous verrons tout &
' B—A ’ -
I'eure que la valeur de —— ost moindre que 0,0000;

elle est done. comprise entre zéro et 0,0013831, et
par conséquent L est négatif. ;
Si I'on substite dans la valeur précédente de L,

B—A He M '
pour —-— la derniére limite que nous venons d’as-

signer a cette quanlilt’*, on trouvera, relativement a
I'équation’ du centre; L= — 417, et relativement a
I'équation annuelle, L = — 317". Ce sont les limites
de ce coefficient, et par conséquent celles des argu-
ments quien dépendent dans la valeur de u. Or, le
dernier arc, vu de la Terre sur la surface de la Lune,
ne §'éléverait pas a 17,53 c’est la seule partie de la li-
bration qu’en puisse espérer de rendre sensible par les
observations; et si 'on pafvenait a la déterminer, on

en déduirait la valeur de & qui n'est pas encore

conhue d’une maniere positive ; mais sa petitesse rend
cetle appréciation tres-difficile.

MM. Bouvard et Nicollet, par la discussion de 174
observations de la libration de la Lune en longitude,
ont trouvé le coefficient de l'inégalité dépendante de
I'équation annuelle, de 4457, d’oul'on conclut

B -
—— = 0,0005567.
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Si I'on détermine, d’apres cette valeur, le coefli=
cient du terme de « qui dépend de I'équation du een-
tre de la Lune et qu'on joigne ce terme a celui de
I'équation annuelle déterminé par I'observation, on
aura

1= —285"sinl —3q"sinl’,

! étant 'argument de I'équation annuelle de la-Lune
et I’ celuide son équatien du centre.

P B—A ,
La valeur précédente de s s'accorde avec la

limite que nous avons fixée i cette quantité, et qui a
été.conclue de la libration de la Lune en latitude,.plus
facile & observer que la libration en longitude, Cepen-
dant, il reste encore de l'incertitude sur ce résultat,
et il est & désirer que de nouvelles obsgrvations ajou-
tent a son exactitude.

£6. Occupons-nous maintenant du mouvement des
neeuds ef des variations de l'inelinaison de equa-
teur lunaire. Pour déterminer les mouvements de ce
plan, il faut connaitre les angles Yet§ d'on dépend i
chaque instant sa position par rapport a l'écliptique
fixe; or, I'angle 4 est donné en fonction de ¢ et du
temps £, au moyen de 'équation (4); il ne nous reste
done & déterminer que les angles G &t ¢. Pour y par-
venir, il convient de leur substituer de nouvelles va-
riables qui facilitent P'intégration des équations d’ou
lears valeurs dépendent. On concoit, en_effet, que
si I'on choisit ces variables de maniére i ce qu'elles
soient astreintes, par la nature méme de la question,
4 demeurer constamment Il'i‘ﬁ-lu?liles, on pourra, dans
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la premiere approximation, néglger les lermes ou
elles se tronveraient multipliées entre elles ou par leurs
différences, et V'on n’aura plus a considérer que des
équations linéairésy les seules qui puissent, comme on
sait, s'intégrer.dans tous les cas, quel que soit le
nombre des vatiables'qu’elles renferment et le degreé
de leur différence. Ces conditions sont faciles a rem-
plir dans la question qui nous occupe; car, comme
nous avons supposé I'inclinaison § de I'équateur lu-
naire A l'écliptique fixe toujours peu considérable, il
suffira, pour y satisfaire, de substituer aux variables
g et 0, des variables analogues 4 celles que nous avons
déja employées dans un cas semblable, n° 54, livre 1.

Soient done

-

P

s,= tanglsing, s — tang¥cosg.

En différentiant et négligeant le carré de &, on aura

s ]
At

a5

— = C089 —/— —
ot .

{f{

Les équations (a) du n® 1 donnent
& P COSQ + ¢ sino,
¥4 t

psing -+~ qecosg +r tang 4.
-
Substituons ces valeurs dans les équations im."-.'{'--
dentes; on trouve
il

- = s —t
(.'ff /




{1s f -C) {s’ [A-C)\ A-C -
ea —'\ﬂ\a m e L0 ( et J it — 31__. (\—E} [Gsim-+'.esm|:|--1)] cos(r-g), f

Ji2 THEORIE ANALYTIQUE
d'ou, en différentiant, on tire

d's

Si I'on remplace dans ces équations ;’f et ? par leurs
i

valeurs tirées des équations (2), e qu'on observe

qu'on peut supposer r constant et égal & m dans les

termes multipliés par les quantités tres-petites s et s,

et par leurs différences, et qu'on pent négliger, par la

x . ‘rpe . dr dr
méme raison, les différentielles s i s ;,* On aura
[£

d¢  (A—G 3L (A=C\ . . ; :
L AP AP Tn SR R NRe e enle o)) casips e ),

ds  (B—C\ 3L
= TR e

‘B—C) ; v ;
o ) [9sine+ ysin(¢ — &) ]sin(p — %),

ou bien, en mettant pour p et g leurs valeurs tirées
des équations (6),

b ds. \ B T

m=— =

dt

A—i—R-C) ds (n-f:) AT

= m's = ’,—‘ij [0sin e sin (¢-a)]sin (e-g). \
v est la longitude de la Terre vue de la Lune, et rap-
portée au neeud descendant de I'équateur lunaire;
v — o st la méme longitude comptée du neeud as-
cendant de 'orbite-lunaire, en sorte que 7 sin(¢ — )
est Ja latitude de la Terre vue de la Lune. Si 'on

. I v L. A 2 | s Aac Aot 4 ¥
rempilace —= [I-H M= adins ces (‘llllnlll(]llh ot qu on oh-
Fa
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serve IIIIC

tang 0 sine = tang 0 cos g'sin (¢ — p) - tangOsingeos(¢ —g)
=5‘5in{ﬂ—?}—!—jm5{p_?}‘

elles deviendront
d?s .\-+~lla—v{]) ds' YA—C\ 3 1-.-';—':
—_— | — | m— — V= - —_—
e‘f{"’ B : ﬂ';* ( Ij m* 3 m ll

< [¢ sin{¢— ¢) + scos(v— g) -+ 7 sin(v — z)]eos (v — g),
drs A4+B—C\, ds iB— C _'3 (H-—-F
:“—_..-1.— A )n o [‘ n Jm $=3anm’ A

< [¥'sin{n—g) +Fscos(p—g)+ -.fgm(u.—g}]smh--—-u'l

v

['angle v — ¢ étant toujours, par ce qui ‘précede, peu
um-ldemble, sin(# — ) est une trés-petite quantité
dont on peut, sans erreur sensible, dans les seconds
membres de ces équalions, négliger le carré multiplié
par les quantités {rés-petites § et s'; on aura ainsi
d's (A4 B— C\ERds' A—C\ . [A—C
< ( —— VWA — 4 e m's =3 m’ LT—
b4 [5' Sin(ﬂ-—- ?:] =+ Sin[u
ds’ A+B—C\, ds B—C\ o A RO
-r.£'¢='+ (__A__ j e dar ( A ) Ry =3m { T :’
< [scos(v —¢) +z sin(v — a)]sin (¢ —¢).

47. Occupons-nous d’intégrer ces équations. Si
'on fait d'abord abstraction de leurs seconds mem-

bres, elles deviennent simplement

dis (:A 3B — 0O ds’ A=

_i} m :h — (H T 23 ) mis'= o\

c

—\m — — § | —— -
Joie s )m § u’ 3
\9)
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Pour satislaire & ces équations; supposons
s =Msin(lt + k), 8 = M cos(lt +k).

Ces yaleurs, substitnées dans les équations préce-
dentes,; donnent

M/ — (&:F—:#—() mMd 4 §

M#? — (A T ],: ]m‘\lf—k {

De la seconde de ees équations, on tire

Cette valeur, substituée dans la premicré, denne

(A 4+ B

"'"s'u:-L" m 1 =G
Vi Ty +ri( ) B0. (10)
i'-—t-—( =5 -)m’

Les équations (g), (10) serviront 4 déterminer les
constantes M’ et I3 les deux autres constantes M et Ak
demeunreront arbitraires. !

Si I'on ordonne 'équation (10) par rapport a /, on

aura

(A4-B—C)? A-C {B-C\~ A- [) B-C)
et i | ot o
= 17 e {.( B “.\ n I| ‘m 3+4( B )\ } m'=p, 1

équation qu'on pent résoudre comme une équation
du second degré, et qui donnera pour I deux valeurs.

Désignons la premiere par [ et la seconde par I'; on
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anea, par la théorie des éguations lindéaires,
s = M sin(lt +k) + N sin ('t + A);
s'=M'cos(lt + k) + N'cos(l't + k'),

en'supposant, pour abréger,

A+B-—C (A+B—c ;
- _r_ ”'ir . -—T mi )
M—3 & & N Nzg——&_— N , (12)

B—C\ . (B—C\ 88
(A)’"- i vw

Ces valeurs de s et & renferment quatre arbitraires,
M, N, &, &'; elles sont donc les intégrales complétes
des équaliun‘a.,[S’].

48. Reprenons maintenant 1es: ¢quations (7). La
quantité 7 sinfy — o) représente, comme nous I'avons
dit, 1a latitude de la Terre vue de la Lune, latitude
qui est égale ¢t de signe contraire a celle de la Lune
vue de la Terre. Sa valeur peut se développer, d’apres
les formules du-n® 25, liv. I1, en une suite de sinus et
de cosinus des multiples du moyen mouvement m¢;
il ep est de méme des trois quantités sing, sin (v —g)
et cos(v — 9); engsubstituant donc ces valeurs dans
les équations (7), leurs seconds membres se trouve-
ront composés d'une suite de termes semblables, et
chacun d'eux produira, dans les valeurs de s et 5, un
terme correspondant qu’on déterminera de la maniére
suivante. .

Soit H sin (At + ') un terme quelconque du déve-
lnppenu'nt de [s'sin{p — ) 47 sin (v — &)] cos(v — 7);

kit désignant ici un multiple quelconque de m¢, et H




316 THEORIE ANALYTIQUE

et &’ étant des fonctions données des éléments de V'or-
bite lunaire; et soit H’ cos(ht + k') le terme du déve-
loppement de | s cos(v — o) +7y sin(v — )| sin (¢v—g)
qui lui correspond, c'est-a-dire qui a méme argument
ht; on aura, en ne considérant que ces termes,

dls A-+B-C els’ A-C A-C

ey e S a0 TR o ol =l 15 — 3 — in(he-=4"),

= ( B )md’. 4 ( W) s .3m ( = :}l—lsmtfer{.‘: )

dis' ASB-B\ ds B B-C) !
- h— ) B S i misi— 3;::’( N ] H' cos( e+
ie o A A |

On satisfait 4 ces équations, en supposant
s =Psin(ht + V), s =P cos(he+ k).

Si I'on substitue ges valeurs dans les équations pre-
cédentes, on trouve, pour déterminer P et P/,

— P A2 e Pllie S
Pi-'-( B

— B —
— P - (%#{‘) mPh — ' —\E) m (P’ 4 3 H')=a,
\ £ \ & /

dou l'on tire

o (B=C\, 1 (A=C)\ .oz [BEB=C\ /B=C\ ~,
8 3 [ﬁ-—% {—\) m'J (_R_) m'U-.-3(—B - ) (T ] m'hH

D -

3 |-f.'"'!'-’i |, \—(:-} mr] {B:[—‘} m*H 43 (\:—]:_() (\;—-E] m i H

3 S AR A .

D

en faisant, pour abréger,

(A + B—C) e T e R
D= +.-*.]|; =Lt Im-- \=a I P gl
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[#5)
~3

Chacun des termes des produits
[s'sin(v—g) + ysin(v— a)] cos(v—19¢)
el =

[ cos(v — ¢) + ysin(v— &) |sinfe —9p)

*introduira dans les valeurs de s et & des termes sem-
blables, et I'on aura les valeurs complétes de ces quan-
tités en prenant la somme de tous €es termes, ct en
y joignant les valeurs des et s’ qui ont lieu lorsqu’on
suppose nuls les seconds membres des équations (7).
On trouve, de cette maniere,

s=Msin{le4k)+Nsmn ('t 4+ 4"V 4=Psin(he +4) +...,
s'= M'cos(lt + k) + Ncos({'t 4 &)+ Pcos(ht + I') 4.,

M, N, &, &’ étant des constantes arbitraires.

£9. Ces valeurs satisfont aux équations (7) dans
toute leur étendue; elles doivent donc renfermer les
lois de la précession des équinoxes lunaires et de la
nutation de son axe de rotation. Mais avant d'en exa-
miner les conséquences, il est bon de faire quelques
observations t_lui en restreindront la gll‘]'lll'l'i-llifl.".

: 2 . B—A , . .
Nous avons dit, n® 45, gque’ —c— elait toujours

une quantité trés-petite; on verra bientot qu'il en est

. C—A e v
de méme de o ensorle quesi Pon fait
C— A " C—B ) %
e AR S
ce qui domé A =C(1 —i) et B=C(1 —1i'), 7 et s’

seront de !|'{~.--|wlilt-5 quantites dont .on pourra ne-
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gliger les carrés et le prodait. Si T'on substitue ces
valeurs dans I'équation {11), elle devient
142 i —! i
[t — (——_-_—-,—) o —'{——- mi= o,
B — e Rl
équation quidonne, en la résolvant par approxima-
tion,
2 s PEEAT — (e ai—i! = 8i)”
P=p e — T 'K
2(1—id—i’)
On tive de la ces denx valgws, 1* = m? + 3im?® et
{* = 4ii’m*y on aura“done, en prenant pour fet !’
les deux racines positives de ces équations,
l=m<+ 2im, ['=am\lii,
ou bien, en remettant pour i et i"les valeurs que ces
lettres représentent,

y(A—C)(B—C)

C

3 A—C .
l=m = s (TJ’ ' =am

Ces valeurs substituces dans les équations (12) don-
neront, en observant que iet i’ sont de tres-petites
l‘lll.‘-tll[jl(":i,

Les valeurs de s et ' deviendront ainsi

s = Msin{¥#f + &)+ Nsin(¢'¢ 4 F) = Psin(lu + A B S

: . A—C ; i ,
=M Cos | it =4 k) 4N \/_If—l_‘,ms““ f=A" Y -P l'osf,r;.' gal = }g"_‘l =

Si, dans une premiére approximation, on neglige
dans les équations différentielles (7), les produits de

langle v — ¢ par les quantités §, s' ct 7, le second
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membre de la premicre de ces équations se réduira
a3m® { i—;t] 7sin(e — 2) etieelui de Ja'deuxicme a
zéro; Hsin(ht + &) + ... représentera donc dans
ce cas la latitude de la Lune développée en fonction
des sinus et des cosinus du moyen monvement mt.
Le terme le plus considérable de cette valeur est celui
qui dépend de I'argument dela latitude ¢ en ne con-
sidérant que ce seul terme et en le supposant repré-
senté par Hsin(/ht + &), onaura les valeurs qui en
résultent dans s et s, en faisant H' = o dans les ¢qua-
tions du n® 48, d'oit L'on conclura P.et P43 les valeurs
de s ets’ se réduiront ainst aux suivantes:

M sin'(lt + &) + Nsin (¢ = A1) = Psin{h +— &

A=50 :
Mcos(lt 4+ k)4 2 '\\/‘E-——-E- cos (1t 4 &)+ P cos( e -+ 4.

50. Exaniinons maintenant ce qui résulte de ces
'|n|:"5rales par rapport aux déplacements del’équateur
lunaire.

On a, par le n® 46,

3 = L'y i i
_ s =tangfsing, s'= tanglcosyp,
d’'on 'on tire

L — ’
tange = fangd = \s* + "7
Si, & la |l!:|ﬂ(_' de set &, on substitie leurs valeurs, on
aura ainsi -
Msin{f + k)< Nsin ("¢ + &) 4-Psin (e - 1')

A—C"
Mceos ([t 4+ £) -4 '_-\'\/J —= cosiie 4+ #) P cos (At |
: 1 } — G
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el en supposant, pour abréger,

il est aisé de voir, n® 66, livre II, que la valeur pré-
cédente poarra prendre cette forme;
tang (g —ht —4")
W inf{dee i 4 A KB [ 4 K ] K sin (L) W
~ P+Moeosl(l-h)t+k-i' J4+L cos| [(l'=h) t+ &' -I 1+ K cos[ [V +h) e &'+

Sil'on suppose d’abord nulles les deux constantes
M et N, celte équation donmera

=Rt + L& jou 9= |Bc-“=-£— ht 1,

selon que P sera une quantité positive oun négative,
Voyons quelle est celle de ceux valeurs qui s’accorde
avec les observations:

L'angle mt + ¢ + ¢ est Ia_longitude du rayon
vecteur mené de la Lune @& la Terre, comptée a
partir du nceud desgendant de Véquateur lunaire;
180° + At 4+ A est 'argument de la latitnde de la
Lune,et par conséquent it—+4'la distance delaTerre au
neeud ascendant de I'orbe lunaire; mt-+e=b—ht—I'
exprime donc I'angle compris entre le noeud ascen-
dant de I'orbite et le nceud descendant de Féquateur
de la Lune. Or,“on’a, par ce qui précede,

= ht=+ I et @.— Yy=mnt+ c-+u,

2 étant une trés-petite quantité qui exprime la libration
de la Lune en ltm:.:i.lmh‘, et qui n'est (‘.(}lllpuﬁl;l‘ (jue de
termes périodiques, Si 'on néglige ces termes; on aura

mt+c—+y—ht=h=mt+c+§—¢'=0;

d'ou il suit que le lien moyen du neend descendant
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de Péquateur de la Lune coincidera exactement avec
le lieu moyen du neeud ascendant de l'orbite, résul-
tat qui's'accorde avec la théorie fondée sur les obser-
vations faites par Cassini et répétées ensuite par Mayer
et Lalande.

Dans le second cas, on a

= 180° + At + }iri
on aura donc L
mt+ € + ¢ — ht — R = 180",

et le neend descendant de I'équateur lunaire coinci-
dera par conséquent alors avec le nceud descendant de
Vorbite. Cé cas pourrait, comme on voit, avoir ¢gale-
ment lieu il suffirait pour cela que P fut une rlu;m-'
tité négative; mais comme le premier résultat s’ac-
corde exactement avec les observations, il faut en
conclure que la valeur,de P est positive.

Considérons actuellement I'expression générale de
tang (o — ht — I). 1l esl aisé de voir que l'angle
o — ht — k' ne pourra jamais atteindre 'angle droit
en plus ou en moins, si le dénominateur de cette
expression est coustamment de méme signe et plus
grand que zéro. En sorte que g sera dans ce cas égal
a ht -+ K plus ou moins un angle toujours moindre
que go°, et par conséquent la valeur moyenne de
% sera encore alors he +—+h'. Si, au contraire, ce
dénominateur pouvait devenir nul, la valeur de
tang(g—ht—1") deviendrait infinie; 'angle g — it — I
dépasserait alors go°, il pourrait méme, par la suite,
devenir égal 4 une ou plusieurs circonférences, et il
ne serait plus possible, par conséquent, d’assigner
dans ce cas aucune limite a4 ses accroissements.

II. 21
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Or, les observations ayant fait voir que le neeud
descendant de I'équateur de: la Lune ne s'éloigne ja-
mais que tres-peu du neend moyen ascendant de sen
orbite, et qu'ainsi ¢ —/&t — &' est toujours un angle
peu considérable, il en résulte que l'expression

P-+-Mcos[{I-4) t4A-h']+L cos [ (1"-h) t+&'-h' K cos[(£'+h) t-+4"+1'],
ne doit jamais devenir nulle, quels que soient les an-
gles (I — kYt + k — W Jetc., ce qui exige. que’ cette
quantité ne change pas de signes, et que par consé-
quent la valeur de P soit plus grande que la somme
des coefficients M, L, K, abstraction faite des signes

_de ces quantités. Nous avons vu quedorsqueM, L, K

sont nuls, P doit étre une ‘quantité, pesitive; il famt
donc, dans le cas général, que P ait une vileur pe-
sitive plus grande que la somme des valeurs de M,
L, K, pour que ¢ — hts— K soit un angle toujours
moindre que I'angle. droit; etil faut en outre que les
quantités M, L, K, et par conséquent M et N, soient
trés-petites par rapport a P, pour que 'angle o — ht— b’
soit toujours fort petit, comme 1'6bservation: I'in-
dique. Or, comme M et N sont arbitraires, ¢ette deér-
niere condition est tonjours facile i remplir, @t doit
étre considérée comme une donnée fournie par les
observations.

Sil'on faitg —ht—k =, ensorte que g =ht+k +7,
on aura .
y=¢—mt—c—u=ht+F—-mt—c—u+¢

pour la longitude du nceud descendant de I'équ;ttmn'
lunaire. Or, mt 4~ ¢ — ht — ¥ est le lieu moyen du

L 3 .
neeud ascendant de T'orbite; on aura done le lieu
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vrai du neeud descendant de I'équateur lunaire, en
retranchant le liew moven du noeud ascendant de 'or-
bite de I'angle & — u, u étant la libration réelle dela
Tane en longitude, et £ un tres-petit angle déterminé
par I'équation
M sin[(t-4) 14k J-Rosin((V'-&) -+ K- K] K sin[f+ 2 ) e+ F -]
l’\l(l}SL{i-f;\+£+k-h']+I cos|("-fij 4% WK eos[l+A ) ek 4 J

)'

Considérons maintenant I'expression de l'inclinai-
son de I'équatenr lunaire sur I'écliptique fixe. Sil'on
ajoute les carrés des valeurs de s et &, en observant
que

N=K+L et «aNy/

on aura

A—0U

sk L,

tang? =P 4-M*4-L'4-K24-2 MP cos [(I-/) e+ A-/' ] Z=a MLcos[(V'-1) e+ 4'- 4]
— 2MK cos[ (!4 I}t + ¥+ ] 4 2 PL cos[({'— k) t4-4"—1N')
— 2PEcos[(I'+ i)t 4+ K4 W] —2LK cosa (I'4+ 4').

Nous venons de voir que pour que g — At — I/
soil constamment un tl'i'ﬁ-pelil ;mgllt, les constantes
M, L et K doivent étre trés-petites, par rapporta P;
I'inclinaison § est donc, a tl‘é!:i:]:i'll [lrf}s, constante et
egale a P. Ainsi donc, la coincidence des nceuds de
Léquateur et de lorbite lunaire, et lUinvariabilité de
linclinaison du premier de ces plans a U'écliptique ne
sont pas dewx phénomeénes isolés dans le systeme du

monde ; ils résultent 'un de I'autre par la théorie de

la pesanteur, comme ils sont donnés simultanément
par I'observation.

On voit, par ce qui _précéde et par ce que nous
avons dit n® 44, que dans la théorie de la libration

21.
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de la Lune, on peut regarder comme nulles, ou du
moins comme insensibles, les constantes arbitraires
quidépendent de 1'étal mitial du mouvement. Nous
avons remarqué semblablemerity dansile n°43, que
les observations les plus précises n'indiguaient, dans
le mouvement de I'équateur terrestre, auctne inéga-
lité -dépendante de la méme cause. Ce résultat doit
sans douté étre étendu a toutes les' planétesy et I'on
congoit en effet que Uinfluence de 'impulsion primi=
tive qu'ont recue les corps. célestes,sur les pertur-
bations de leur mouvement umiforme de rotation
autour de leur centre de gravité, a du étre depuis
longtemps anéantie par les frottements et les résis-
tances qu’ils éprouvent ; en sorte qu'il ne subsiste plus
aujourd’hui que celles qui ont une cause perma-
nente, .

21. Nous allons maintenant reprendre en détail les
différents termes des expressions générales de s et &
et en déduire, comme nous 'avons fait relativement i
expression de la libration en longitude, les données
quelles fournissent sur la constitution du sphéroide

lunaire. 11 est évident d’abord que pour que les va-

r

leurs de s et s
comme les observations I'indiquent, il faut que les
coefficients M, N, M’, N', P et P’ soient trés-petits,
et que, de plus, les coefficients I, I', k, etc., soient
réels. Or, les quantités A, etc., sont réelles de leur

demeurent constamment trés—pe'til?s,

nature; mais pour que les valeurs de /et I’ le soient
aussi, il faut que les racines de I'équation (10) soient
non-seulement réelles, mais encore positives, ce qui
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donne les trois équartions de condition suivantes :
(A+B—C)p—j{A~—C)A— (B—C)B >0,
(A+-B=C)'—4 (A—C) A+(A—B)B>16 (A—C) (B—C) AB,
(A—C)(B—C)>o0.

Si I'une de ces condilions n'était pas satisfaite,
les valeurs de s et s' renfermeraient le temps ¢ hors
des signes sinus et cosinus, et pourraient augmen-
ter indéfiniment , ce qui est contraire aux phéno-
ménes observés. La derniere montre que le produit
(A — Q) (B — C) doit toujours. étre positif, ce qui exige
‘que C soit le plus grand ou le plus petit des trois
moments dlinertie A, B, C. Or, C est le moment
d'inertie qui se rapporte au troisiéme axe principal
de la Lune, celui autour duquel elle tourne; il est
doncnaturel de supposer qu'il est plus grand que les
moments d'inertie A, B, qui se rapportent aux axes
‘principaux situés dans I'équateur, puisque la Lune a
di néecessairement s'aplatir dans le sens des poles par
I'éffet du mouvement de rotation. Nous avons déja
vu, n® 44, que B — A doit étre. une quantilé posi-

tive pour que la libration de la Lune en longitude

soit toujours peu considérable; C est donc le plus

grand, et A le plus petit des trois moments d'inertie

du sphéroide lupaire. .

52. Reprenons les équations (5), n® 46; en.remar-
quant qué 2 est un fort petit angle, on peut les écrive
ainsi :

(A+B-C} ds’ (A-C\ 3L A-C\ s
T—vm T -, , mis— ==\ I—] O-+) 8in (¢-a) cOS{v-o),

{(A4+B-C) ds (B-C) . «3L (B-C
- ———————Tn ~

LT) (1) sit (o-a) sin{v-g).

!

(13)
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Les seuls termes de ces -expres:simm qui. puissent
devenir sensibles sont ceux qui«dépendent de I'argu-
ment moyen de la latitude, a raison-de leur gran-
deur, et ceux qui acquiérent par I'intégration de trés-
petits diviseurs, circonstance qui peut les rendre
considérables, quoique’ trés-petits par. eux-mémes.
VU}'OHS ce (_ll,llj (Il.‘!\'i-f‘nlli.'l]t d‘dl]fl ces [leu\‘ cas lL’S quan-
tités que nous avons désignées généralement par P
et P'. Si, dans une premicre approgimation, on.né-
glige les termes des seconds:membres des équations
précédentes qui dépendent des angles.§ et ¢ — ¢ qui.
sont de’ tres-petites quantités, le second membre de
la premiére des équations (13) se réduit a

3m? (A ; EJ psin(v — a),
N
et celui de la seconde i zéro.

On a vu, n® 48, que 7 sin(¢ — «) représente la tan-
gente de la latitude de la Terre vue de la Lune, et
2 la longitude du ncend ascendant de 'orbe lunaire
comptée d’une ligne fixe. Ce point a un mouvement
rétrograde sur le plan de Pécliptique-fixe, et en dé-
signant par — amt + g la partie moyenne de ce mou-
vement qu’il nous suffira de considérer ici, et substi-
tuant pour ¢ la longitude moyenne m¢ + ¢de la Terre
vue de la Lune, on aura .

ysin(v — a)= ysin[(1 + a) mt + §].

Nous avons représenté, n° 48, par S.Hsin(ht+ &
la somme des termes périmliquf's du second membre

. de la premiére des équations (7); en supposant donc
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que M sin(h¢ + /) estle terme de cette suite que nous
considérons, on aura

H=y, F=(1+a)m,
a étant une’ toés-petite quantité dont on pent négli-
dliger le carré. Si'l'on substitue cette valeur de /& dans
D (n° 48) et q'on néglige les termes de I'ordre a*, on
pourra lui donner cette forme,

A4+B—C
J\.B

. A—C)
2Ca+3(A—C)]m*—6A (-‘—-E—-) am'.,

!

D——

On peut_négliger le dernier terme de cette expres-
sion, & cause de la petitesse de ses deux facteurs, et
en faisant (n°49) H' = o dans les valeurs de P et P,
on aura, i tres-peu pres,

e el A\ D
T A ON e G oah)

- Tous les termes des valeurs de s et s’ qui :wc[tli{q"t.'nt
de petits diviseurs par l'intégration, ont été discutés
avec soin, en tenant compte des principales inéga-
lités de la Lune du premier et du sccond ordre, par
apporta linclinaison et a I'excentricité de son orbite,
et I'on a reconnu-que le seul d'entre eux qui puisse
devenir sensible est celui qui dépend de la longitude
du périgée lunaire. L'inégalité qui en résulte a une
période d’environ six années; elle dépend de la se-
conde approximation, c'est-i-dire quielle est du se-
cond ordre par '::H:m'l aux :iu:mlih'-s fr, 9 et gen
désignant par e I'excentricité de l'orbe lunaire. Pour
la déterminer, reprenons les équations (13); en re-

marquant que e, désignant la longitude du neeud
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ascendant de I'orbite de la Lune, comptée du neeud
descendant de son équateur, est un trés-petit angle
dont on peut faire abstraction, on aura

B i = m m s:'r— _') (':H"-‘:]sim' CDS{"_?):- ‘

B
's’ (A4B-C) ds [B-C 3L /B-G\ | ’ o
PR el ﬂ!l SR ( )m’ = (T) l,_9+',-:l5u105|m_v-?‘.. ,

(A4B-C) ds' (A-C\ ., 3L fA-C
429, (59 m3 .

\ £

Par les formules du mouvement elliptique, on a

il

~=1— ecos(mt + ¢ — w),
[+

v=mt+ ¢ — Il + aesin(mt + c — w),

e etant l'excentricité et IT la longitude du neeud as-
- cendant de Porbe lunaire, m¢--¢la longitude moyenne
de la Terre vue de la Lune, et w la longitude du pé-
rigée de l'orbite qu'elle est supposée décrire, ces trois
longitudes étant comptées sur le plan de I'écliptique
a partir d'une ligne fixe. De ces équations, en n'ayant
égard qu'aux termes qui dépvmlml! de la premiere
puissance de e, on tire
—l,—1 = -’- [1+4 3ecos(mt 4 ¢ — w)],
r " -

SNy — sin(meé 4+ e —1) 4 2ecos(mt + ¢ — o) sin(mt4-c — ).

On peut d'ailleurs, comme ¢ — ¢ est un tres-petit

arc, negliger son carré dans les seconds membres des
équations (14), ou, ce qui revient au méme, le sub-
stituer a la place de son sinus, et SUpposer son cosi-
- nus égal a l'unité. Or, I'expression de cét arc con-
tient, 'I‘aln'r'-:- le n® 45, le terme 2esin(mt + ¢ — w ):
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=

on aura donc -

cOs(v — g) =1y sin(v— @)= 2esin(mt +c— w).
En vertu des valeurs précédentes, le second membre

de la premiere des équations (14), en ne considérant

que les termes de Vordre des excentricités de l'orbe

lunaire, devient

[: A—;-(—) (0-4+) [2 e cos( mt—+c—T1) sin(mi-+ec—o)+3 esin(mt+4-c—1)],

ou bien, en négligeant les termes périodiques,

a’ 2B

3L (A— C) (0 + 7)esin(w —-‘ﬂ} '

On verra, de la méme maniére, que le second membrie
de la deusieme de ces équations se réduit a

3L /B — y , \
F( - C_) (84 )[2esib{mt 4¢— n)sin(mt+c —w)l,
ce qui donne, en négligeant la partie périodique, le
terme £

3L (B“C) (G+7]ecos(m—ﬂ].

]
& A J

11 faut substituer ces valeurs dans les équations (14);
mais, pour ne rien laisser & désirer sur cet article,
nous observerons que 7 sin(¢ — ) exprime, n® o2, la
latitude de la Terre vue de la Lune, qui est égale et
de signe contraire a la latitude de la Lune. Or, l'ex-
pression de cette derniére latitude contient, dans la
partie qui est due & la force perturbatrice, une inega-
lit¢ de cette forme,

— feyKsinfw — I1),
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laquelle produira, dansle seeond membre de la pre-
miére des équations (14), le terme suivant :

sL Al .
— (TB——) eyKsin(w — I,

qu'il faudra joindre au terme déterming plas haut.

: : ’ F ity
Les équations (14), en observant quoma m’ = —4

deviendront ainsi :

mis=3m’ (i_—g) [9+7|:| + K}]:’ Sin(m-ﬂ:,

m ——

B & \'B
(A+B-C) d}?_*(n-c

B-C
—_ e W —) syecos(w—I1).
B m_rf.l'- - )m §=3m ( 3 )\D—i—rarwm‘m b

(A+B-C) _ds ASEY
B 3 L 2B

%

L’action duSoleil fait varier les nceuds et le périgée
de l'orbite lunaire; le mouvement du périgée est
direct; désignons par bmt + f sa longitde moyenne
comptée & partir d’une ligne fixe; le mouvement des
neeuds étant rétrograde, soit comme précédemment
— amt + g la longitude moyenne du neeud ascen-
dant comptée de la méme ligne; » représentant la
longitude de I'orbite de la Terre vue de la Lune, est
égal i la longitude de orbe lunaire augmentée d'une
demi-circonférence; on aura done ainsi:

w—1Il=(a+b)mt +f=g + % 80°.

Si I'on substitue cette valeur dans les équations dif-
férentielles précédentes et que pour y satisfaire on
suppose

s =Psin[(a+ b)mt + f— g,
s'=Pcos[(a+b) mt + f— g],
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a et b étant de petites quantités dont on peut negliger
. = 1C B—C
les carrés et les pm(lmls par A 5 el ——> on trou=

vera, a trés-peu pres,

P
a b ! a4 b

On aura done, en vertu des deux termes que nous
venons de comsidérer, pour les valeurs completes de
s et de &,
3{G—A) '_.' o Tl
= — sin|[ {1+ a)wmt + 6
R o g - a)et + 6]

— B\ 0
—|—f’:({:—1“-—-)ﬂ_+ Er-t.m[ (a+ b)yme+ f— g,

= 3(CG= A‘? o
= S R ) - cos[(1+ a)mt + 6]

8 ((H—h) {0+ (1+K))

P ecos[(a+b)mt + f— gl

55. Si l'on éléve au carré ces valeurs et quon les
substitue cnsuite dans V'équation tangf = ys*+ s,

en négligeant les produits de trois dimensions, par
rapport a e, § ¢ty, on aura

3fL-—A‘J,' C-B' E-+';\ iy e
2 43— 1 +a)mt-+8)sin[(a+b) A
tangd="EaTC-A) (x) a+b, esin((1-+a)mt+6]sin[(a-+b) me+f-g]

K) p
B ((2 B ) g+¢:i—: ) ecos| 1 1) mt+6 J-:us'[.‘n—t—b] mt+f-g |
C.um]au:-ons celte valenr aux observations. En ne con-
sidérant d’abord que son premier terme, on a

3(C— A}y

: — - (15
tangb = = —=rc—a) \"?
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Mayer, par des observations faites en 1749, avait
trouvé: l'inclinaison de I'équétenr lunaire. égale i
192g". MM. Bouvard et, Nicollet, par des observa-
tions renouvelées dans ces derniers temps et que
nous avens déja citées, ont réduit cette inelinaisbn
1°28'457; résultat qui ne différe que de 15" de celui
de Mayer, et qui démontre avec évidence l'inva-
riabilité de I'inclinaison moyenne. Nous supposerons
donc § =1228'45; on a d'ailleurs par la théokie de
la Lune (tome IV, page 592 ),

1= 5°8'1g", o= 0,004021.

On aura done, an moyen de i'équzttirm (15),

3 C—A _u:'.rt—l—ﬂ___ooﬂl *
C R+ . OO

Or, d’apres l'ordre de grandemrdes trois quantités
A, B,C,ona

La premiere de ces deux quantités est donc moindre
que 0,0006, comme nous I'avons supposé n® 45,

Reprenons maintenant la valeur compléte dé tang §;
en ne considérant que les termes dont nous avons
d’abord fait abstraction, et négligeint, comme nous

le faisons, le carré de 8, on en tire
-

(Z—-B) 6+ v

A a- b
c—,-\) b=+ (1+K)

2B a== b

—— e sin[ (14~ a) mt + G]sin[ (a4 Fr} mt + f — g]

—— ¢ cos[ (1-4+-a) mt+6)cos[ (a-+b)met+ f—g],
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équation dans le second membre de laguelle on sub-
stituera pour £ sa valeur donnée par I'équation (15).

Les deux inégalités que cette expression renferme
ont pour' limites leurs coefficients, et 'on peut en cal-
culer approximativement les valeurs. En effet, on a,
par ce qui précede,

e 20,28?9 '.J', f-: 508!&9»1
et par la théorie de la Dune (tome 1V, page 589),

e =0,05473, @ = 0,004022,
b = 0,008452, K= 0,039106.

En SEIIIIFUHHUI (lU]l{J l‘.lﬁlll‘ un moment,

C_A"-(:—-ll‘_ﬂt'l(JHS O
TN g 09T
on aura

/] N

f
- =14+ K

3/C—=A . i i
( =5 \|| ! -)t’!"l:..l 39,188.

a =4 b /

Ainsi, le maximum de la seconde inégalité de 6 ne
s'élevera pas a 1'37", c'est-a-dire a la cinquanticme
partie environ de l'inclinaison moyenne.

Le maximum de la premiére inégalité ne saurait
étre déterminé rigoureusement, parce que la valeur

de

B . : .
est encore inconnue; mais on peut en fixer

la limite en observant que l'on a

C—"_1
A
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d’oit il suit que la premiere inégalité est moindre dans
son maximum que le doubleé de la secondey. c'est-
a-dire qu'elle est an-dessous de =& de V'inclinaison
moyenne de I'équateur lunaive a I'écliptique,

9%, Les valeurs de s et de s’ produisent deux ingé-
galités semblables aux précédentes, dans la valeur
de 9, et, par suite, dans I'éxpression de la distance
du neend descendant de I'équateur lunaire au nocud
ascendant de 'orbite. En effet, en ne eonsidérant que
le premier terme de ces valeurs, on a

s

Si‘

tange = - = tang|[(1+ ajmt + ¢ — gJ,

d'ou l'on tire

q;:(l-q-r:]mt-i—c—-g.

On a d'ailleurs, en faisant abstraction de la libration
en longitude qui est tres-petite,

Y=1p — mt—c;

on aura done

[/} . 1a
¢ = ami— g,

c'est-a-dire que le neend de I'équateur lunaire coin-
cide avec le noeud de 'orbite, comme nous 'avons
démontré généralement n°® 50. Considérons mainte-
nant les termes du second ordre des valeurs de s et §';
faisons, pour abréger,

G=—04amt—¢g,
en sorte que & exprime l'angle compris entre le

noend de |‘<"r|u:|h>1||' de la Lune et le ncend de son
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orbite compté sur le plan paralléle a 1'écliptique, et -
dans l'ordre des signes. On aura, en mettant pour
sa valeur,
C=(trq)mit+c—g—p,
d'ort 'on tire
lang 6 sint = tang A sin[ (14 @)t + ¢ — g — o) ]
= &' sin[ (1 +a)mt+c—gl—s cos[ (1+a)mi+c—g].

Si I'en substitue pour s et s leurs valeurs, qu'on
divise ensuite I'équation résultante par la valeur de
tang @ et qu'on néglige les puissances de e supérieures
a la premiiére, ce qui permet de mettre I'arc 7 a la
place de sen sinus, on aura

(049 e

—

C—B . 1 4
= ( I\-——) (b0 cos[(14-a)mt—+c—glsin[(a 4 b)mt 4+ f— g ]
e (:—A) (647 (1+K)]e

2B

o

= sinf{t4a mt4-c—glcos[ (a+b) me el
= Ligte) glconl\at-b)mi+f—g]
On' peut ealculer le coefficient de la seconde de ces
deux inégalités; en effet, sil'on suppose
r(.: —_ A \
3 [\.— = ) = 0,0008¢36,

au moyen des valeurs de e, a, &, 4, 4, K, données
précédemment, on trouvera 1°2’45” pour la valeur

de ce coefficient, d'ot1 'on voit qu'en vertu de la se-
conde des inégalités de €, les nceuds de 1'équateur et

de 'orbite lunaires peuvent s'écarter I'un de 'autre

de plus d’un degré. Le maximum de la premiéere iné-
galité ne peut.encore se détepminer, parce qu’on

: g : (o A |
ignore, comme nous Pavons dit, la valeur de - ok
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mais on est assuré qu'il_ne saurait surpassér le dou-
ble de la seconde, ¢’est-a-dire environ deux degréss
Mayer avait trouyé par ses observations £ = —3°36';
MM. Bouvard et Nicolletontconclu des leursE—=1°48".
On peat attribuer la difference des deux vésultats, en
partie aux erreurs.des observations, et en partie aux
variations que subit la guantité £ en vertu des inéga-
lités qu’elle renferme.

55. M. Nicollet, d'apres les derniers caleuls qu'il
a faits sur les observations de Bouvard, a trouvé I'in-
clinaison moyenne de 1'équatenr lunaire sur Léclip-
tique de 1°28°42”, valeur un-peu moins grande que
celle que nous avions d’abord adoptée; on en a dé-

duit
3 I:C_—' A

B
B— A
Au moyen de cette valeur et de celle de o rap-

= 0,000178.

portée n® 43, on counelut, & trés-peu pres,
e 3{C—B)

— = 0,00012.
A

Si a l'aide de -(.‘L‘S- valeurs et de celles que nous
avons rapportées plus haut, pour les quantités a, &,
4, e, etc., on réduit en nombres les coefficients des
inégalités des expressions précédentes de 9 et de &, en

faisant, pour abréger,

D=(1+a)mt+c—g, E=(a+b)mt+ [~ g,
on trouve
§ = 1°28' 42"+ 13" sinDsinE + 97" cosD cosE,

2 = 447" cosD sinE — 3721"sinD cosE.

- -
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Dans ces formules, & représente Finclinaison vraie

de I'équatenr lunaire sur I'écliptique; ¢ la distance du

neeud descendant de I'équatenr de la Lune au neeud

ascendant de son orbite, D est la distance moyenne

de la Lune 4 son ncend ascendant, et E celle de son
périgée a ce meme neeud,

56. Nous avons dit, n® 42, que la position des
poles n’était pas stable a la surface de la Lune; il est
aisé’ de déterminer maintenant les variations qu'ils
éprouvent,

En effet, si; a I'aide des données précédentes, on
convertit en-nombres les coefficients des expressions
de s et de s’, n® 52, on trouve

s = (1928"4a")sinD + 13" sinE,
s = (1°28'42")cosD + 97" cosE,
d’onr, en différentiant et observant que I'on a

oD

fe. o= dE b ’
m_l+ﬂ._.l10[)q 24 ’”'{ﬁ—ﬂ—k == 0__”[2_'}.',

on tire

s - v -
&= (1"28/63" ) cosD + 0",3 cosE,
mlt
s’ TP g '
—= ' (1%28'63") sinD —1’sinE.
el *

Les equations (6) donnent

els g

= = § — e == H
melt i meelt L7
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on aura donce
J] ’ _ e .
£i— 21”sinD ="12” sinE,
m
T — 21" cosD — =" cosE
m — " - 9." s .
Si I'on nomme ¢ l'angle que forme 1'axe instan-
tané de rotation de la Lune avec 'axe auquel se rap-
o ) = [0+ g
porte le plus grand moment d'inertie G, Y29
K 5 VP gt
exprimera généralement, n? 1, le sinus de cet angle
on aura donc, a trés-pen pres,
(ot ot
A e ad

il

En substituant pour p et g leurs valeurs, on verra
que la plus grande valeur de Pabgle ¢ serait de 2" 36",
en sorte que les poles de rotation de la Lune peuvent
faire autour des poles de son équateur des excursions
dont I'étendue, dans son maximum, est de 2" 36",

57. Nous avons rapporté jnsfpt'ir:i les mouvements
de I'équatenr lunaire a une écliptique fixe; il reste-
rait, pour compléter la théorie de la libration de la
Lune, 2 considérer les mouvements de ce plan rela-
tivement & I'écliptique mobile. Mais il est aisé de se
convaincre, par une analyse tres-simple, que les équa-
tions qui déterminent la position de l'équateur lu-
naire sont absolument de méme forme, soit qu'on la
rapporte a I'écliptique fixe ou a Fécliptique mobile,
pourvu qu'on rapporte au méme plan la position de
la Lune dans son orbite; d'ou I'on peut conclure que




DU SYSTEME DU MONDE. 339

les lois des phénoménes qui dépendent des mouve-
ments de son équatenr, sont les mémes dans les deux
cas. Pour se rendre raisoh de ce résultat, il faut con-
cevoir que l'attraction de la Terre sur le sphéroide
lunaire, ramenant sans cesse I'équateur et Uorbite de

la Tune au méme degré d'inclinaison sur I'écliptique

vraie, la constance de l'inclinaison mutuelle de ces
deux plans, et la coincidence de leurs nceuds, n'é-
prouvent aucune altération des déplacements sécu-
laires de I'écliptique. Enfin, nous n'avens pas tenu
compte, dans la théorie précédente, de Naction du
Soleil sur le spheroide lunaire, parce que toutes les
recherches qu’on a faites 4 cet égard, ont prouvé que
cetle action n’a ancune influence sensible sur les mou-
vements de la Lune autour de son centre de gravité.
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LIVRE CINQUIEME.

DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

—— e

Pour déterminer, par la théorie, la figure des corps
célestes, les géometres regardent chacun de ces corps
comme une masse originairement fluide, douée d'un
mouvement de rotation autour de son centre de gra-
vite, et dont toutes les parties s’attirent réciproque-
ment au carré de la distance ; la question consiste
alors & déterminer la figure que doit prendre uné,pa-
reille masse lorsqu’elle parvient a Pétat d’équilibre.
Pour la résoudre dans toute sa généralité, il fandrait
connaitre @ priori les attractions que les différentes
parties du fluide exercent les unes sur les autres. Ces
attractions dépendent de la densité des molécules qui
le composent, et de leur arrangement mutuel, c’est-
a-dire de la forme méme dn corps. On est done réduit
a faire une hypothése arbitraire sur la figure primi-
tive des corps célestes; on détermine, d'apres cette
hypotheése, les actions que leurs différentes parties
supposées fluides exercent les unes sur les autres, el
'équation de V'équilibre, qui ne contient plus rien
d'indéterminé, fait connaitre ensuite la forme de ces
corps, et la loi de la pesanteur a leur surface, en sup-
posant toutefois que leurs molécules onl conservé, en
se solidifiant, la_méme disposition qu’elles avaient i
I'état fluide.
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Nous nous occuperons donc d’abord, dans ce livre,
des attractions des sphéroides, et spécialement de
ceux dont la figure est supposée différer tl'l'*s-pvu de
la sphere, parce que cette hy putln se est celle qui s’ap-
plique avec le plus de vraisemblance aux différents
corps du systéme du monde. Nous déterminerons cu-
suite, par les lois de I'Hydrostatique, la figure des
corps celestes, et nous comparerons ewfin, relative-
ment ida Terre et i Jupiter, les résultats de la théorie
et de I'ebservation.

La partie de la Mécanique céleste que nous allons
aborder, n'a point encore atteint le haut degré de per-
fection auquel sont parvenues celles dont nous nons
sommes occupé dans les livres précédents. Clest qu'ici
le géométre a été obligé de tout emprunter i son
propre génie, I'expérience et I'obsefvation ne lui ont
prété qu'un faible appui. Pour traiter ces questions
délicates et d’une nature particuliére, il lui a fallu
créer une branche d’Analyse nouvelle; et si les hy-
pothéses arbitraires sur lesquelles repose cette impor-
tante partie de la théorie analytique du systeme du
monde, empéchent les résultats qu’elle produit de
porter dans les esprits toute la conviction désirable,
on peut dil moins regarder ces vésultats, par leur
étendue et leur simplicité, comme 'une des plus belles
conséquences de 'application de I'Analyse aux grands
probléemes de la Physique céleste.
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CHAPITRE PREMIER.

FORMULES GENERALES POUR DETERMINER LES ATTRAG-
TIONS DES SPHEROIDES DE FIGURE QUELCONQUE.

1. Soit dm I'un queleenque des éléments da sphe-
elm
&
exprimera l'action qu'il exerce sur ce point, et en
multipliant cette expression par les cosinus des angles
que forme la droite favec chacun des axes coordon-
nés, on aura les trois composantes de cette force, res-
pectivement paralleles i ces axes. Soient x, y, z, les
coordonnées de I'élément dm, rapportées i trois axes
rectangulaires passant par le centre du sphéroide, et
a, b, ¢ les coordonnées du point attiré relatives aux
memes axes, on aura

roide; nommons f sa distance au point attiré;

e TR e =
On peut regarder I'élément dm comme un petit paral-
lélipipede rectangulaire dont les dimensions sont dxr,
dy, dz; en nommant donc p sa densité, p étant une
fonction des coordonnées a, y, s variable suivant une
loi quelconque, on aura

din = pdxdyd:.

Cela posé, désignons par A, B, C les attractions exer-
cées par le sphéroide parallélement aux axes des ar,
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des y et des z, el dirigées vers I'origine des coordon-
neées, on aura

\ B pla—x)dedyds

A= . LRI — ——3
(J.]Ji[u—r'—-‘—i—-l:b—-_p'i’-i—[e:—:,‘fj’

B i g{b—r) dxdy ds

. =g )t
Jla— 2P+ (6 —yF+(c—3)]

== g "" ple— z) dedyds B
-jsj» [(a —x)+ (& — y)+ (e — )]

les triples intégrales se rapportant aux variables x,

7, 3, qui fixent,la position de dm, et devants’étendre
a la masse entiére du sphéroide.

On voit, par.ces formules, que si l'on designe par V
la fonction qui exprime la somme des éléments du
sphéroide, divisés respectivement par leur distance au
point attiré, en sorte qu’on ait

v 3 {'{‘ pdxdyds
- e/ ] s —
l.’ Jlla—z)y+ (b—yf+(e=3)F

= T

les intégrales devant étre étendues a la masse entiere
du sphéroide, la fonction V aura cette propriété re-
marquable, que ses trois différences partielles, prises
par rapport aux coordonnées a, b, ¢ du point attiré,
donneront immédiatement les valeurs de A, B, C. En
effet, les intégrations n'étant relatives qu'aux coor-
données x, ¥, 2, on a évidemment

ad¥ ||Ir
\T—?—‘.— B= ¢X

dV
da —db’

Re =R (frl

Si la valeur de V était connue, on aurait done, par
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une simple différentiation, celles de A, B, €. Géné-
ralement, pour avoir l'attraction qu'exerce le sphé-
roide sur le point attiré parallélertent 2 une droite
quelconque, il suffira de regarder V comme fonction
de trois coordonnées rectangulaires dont I'une soit
paralléle & cette droite; le coefficient de la différen-
tielle de V, relative & cette coordonnée et prise avec
un signe contraire, exprimera \'action qu'exerce le
sphéroide parallelement 4 la droite donnée, et dirigée
vers l'origine des coordonnées.

2. La fonction V jouit encore d'une propriété impor-
tante, c’est que si on la différentie une seconde fois,
par rapport aux coordonnées a, b, c'et qu'on a joute
les coefficients de ses trois différences partielles, cette,
somme sera constamment égale 4 zéro. En effet, en

représentant, comme précédemment, par /la fone-
1

tion [(a — x)* + (b — y)* + (¢ — z)*]", on aura

. [ Cededyds
Y = / ] < Sy
SR =

I'intégration devant s'étendre a la masse entiére du
sphéroide. Les signes [ n'étant relatifs qu'aux va-
riables &, y, z, il est évident qu'on aura

1 &
LETCTR LR
&BVe &V davw ok (‘ 7 : A
g P+ g =S dedy s +—m s )

\da@ " db? " e

cf % 88 1
Or, en diférentiant deux fois la valeur de 74 on
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rouye
? L | .

S iz —al—(y—b—=lz—¢)
da* = e -.___'fi__-__- pF -
al

L 2y—=bp—(x—a)—(s—c}p?
dbt T . e T

L
o F o afs—c)—[n—a)—(y— %
debii T F i .

d’ou l'on tire
i I 1
= d? = o =
A, T &
da’ db? de? !

on aura done, par conséquent,

d*¥ ad*V 'V

dat TodBE Ve

Cette équation remarguable a été découverte par
Laplace, qui en a fait la base de sa belle théorie de
la figure des corps célestes. Elle a lieu rigoureuse-
ment toutes les fois que le point attiré est situé au
dehors du sphéroide oun dans 'intérieur d'un sphé-
roide creux ; mais elle cesse de subsister lorsque le
point attiré fait partie de la masse du sphéroide,
parce que, dans ce cas, la distance f devenant nulle

Al sy, W Yl
entre les limites de lmh'gl'u]ej ) la somme des
~ . ' 5 | ’ r g s
trois différences partielles de 7 se réduit 4 la forme

de §, et elle n'est plus nulle par conséquent pour

toutes les valenrs de x, y, z. M, Poisson esl le pre-




346 THEORIE ANALYTI QUE

mier qui ait remarqué ce cas d’exception de I'équa-
tion (1). 2
&. Pour déterminer dans ce cas la valeur de la
Sliction -4+ & 4+ £ supposons une spheére, dé-
da? db? de? 3
erite de l'origine des coordonnées et d'un rayon quel-
conque, qui embrasse le point attiré et soit comprise
tout entiére dans le sphéroide. La fonction V se
partagera alors en deux parties U et U, la premiére
relative & la sphére, la secondé i l'excés du sphe-
roide sur la sphére. Le point attiré se trouvant si-
tué dans l'intérieur de ce sphéroide, la fonction
(7 AR £ 1 0 LA £ i - . ; A
i + =+ sera nulle, d’aprés ce'qui précéde;

on aura done sunplement

2V da'v 'y d*U U d?lU

dat " db deiliadst © dF ' de
e des okt 'Il(il"'frlr dUU U Wi, A
Iy €5 1I'O1S l:[l;l.l s E; ? H! = 7 l‘] 1SESs dAvec un

signe contraire, représentent les altractions qu’exerce
la sphére sur le point dont les coordonnées sont a,
b, ¢, ¢t qui est intérieur a sa surface; on trouve, dans
ce cas, par lintégration directe, n® 19, livre 1,

:-:l(":sign;lul la demi-circonférence dont le ravon est
l'llllilé, etp la densité du .~iilhl"rn'1'dt'. En différentiant

les valeurs précédentes, on trouve que la fonction
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v e — est égale & — f=p; on aura done
AV N A ) , \
Ha =+ I,j-;—-f' ‘;4'( = —{ng. I\'A:]

Nous avons supposé dans ce qui précéde le sphe-
roide homogéne ; mais cette équation subsisterait en-
core pour les sphéroides hétérogénes, composés de
couches trés-minces superposées les unes aux autres,
pourviqu’on y substitue pour p la valeur de la den-
sité qui convient a la portion du sphéroide ou se
trouve le point attiré, En effét, on peut alors regar-
der_le_sphéroide comme composé de trois parties, la
couche qui comprend le point attiré, et_les conches
qui 'enveloppent ou qui sont aw-dessous de lui. Ces
deux derniéres parties du sphéraide n’influent pas sur
le second meémbre de I'équation (2); celte équation
subsiste done, puisque Ja partie restante forme un
sphéroide homogene dont p représente la densité, Le
méme résultat peut aisément s'étendre a un sphéroide
dans lequel la densité varierait d'une maniere conti-
nue. Concluons done que les équations (1) ot (2) on!
lieu pour des sphéroides de forme et de densité quel-
conques : la premiére, toutes les fois que le point attiré

ne fait pas partie de la masse du corps; la seconde,
dans le cas contraire.

£. On peut, par une simple transformation des
coordonnéés a, b, ¢, donner 4 ces équations d’autres
formes plus commodes dans diverses circonstances.
Supposons, par exemple, que l'on désigne par.r le
rayon mené de l'origine des coordonnées an point
attivé, par 6 Pangle que forme ce rayon avec 'un des
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axes coordonnés, avee l'axe des par t.-xemplé, el

par o Pangle que forme la projection de r sur le plan

des y, z'avec I'axe des 3§ on-aura

a=rcosl, b —rsinfcos Wy ‘e=rsinfsinw. [3)
Nommions r’, §', w', ce que deviennent r, §, v, par

rapport a I'élément dm; on aura de méme

x=r"cosl’, y=r'sinb’ cosw’, z=r"sinb’ sinn’ ¢

de la on tire

J=\r=a [cosf cos &= sin 6 sin b‘fus[m:..' ;:—'_‘,l] +

On peut d'ailleurs considérer dm comme un petil
parallélipipede rectangulaire, -dont"les trois dimen-
sions sont dr', pid@’y r'sin &’ dw’, et dont la densité
est g3 I'expression de. V deviendra donc ainsi :

Vie & pr'idr sint’ do' du'
J\-’}-‘_— 2rr' [cost cost'+ sind sind’ cos{m — w' )|’

l'intégrale relative 4 1+ devant étre prise depuis '= ¢
jusqu’a la valeur de ” 4 la surface du sphéroide ; in-
tégrale relative & §, depuis § = o jusqu’d § = =, et I'in-

tégrale relative & w, depuis wz=o jusqu'a w =ax; en
représentant toujours par-z la demi-circonférence
dont le rayon est I'unité.

Sil'on désigne par A, B, C les trois composantes de
Faction du sphéroide sur le point attiré : Ia premicre
dirigée suivant le rayon /; I'autre, suivant une per-
pendiculaire & ce rayon, menée dans le plan de §; la
troisiéme, suivant une perpendiculaire i ce plan; d’a-
pres ce que nous avons dit n® 1, on aura
dV e dV o d ¥V

A=="=

’ } = e —
dr rilf)

rsinfdw
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Selon que chacune de ces forces sera positive on né-
gative, elle lendra a diminuer ou a augmenter les va-
riables qui lui correspondent.

Ces diverses formules sont de la plus grande utilité
dans la théorie des attractions des sphéroides, on l'on
est sans cesse oblige d’employer les coordonnées po-
laires pour rendre les'intégrations praticables.

Cela posé, des équations ( 3) on tive

L1

e 0'-'::-:_’-',-_1.')"-','-_1'-‘, cosl= —— s tange= - (4)

\,-"rr’—{— b -e?

-

On lrml:';[}_n-nwra, au moyen de ces valeurs, les dif-
'V _d'V 'y
da* ' db’ det
tielles relatives aux variables r, @, w, ¢t on les sub-

férences partielles —— » en différences par-

stituera ensuite dans 'équation (1). Pour faciliter cette
opération, observons que'si l'on regarde V comme
fonction des variables a, &, ¢, et ensuite comme fonc-
tion des variables r, et w, on auga

dV d ¥V dV dV dV dV

ol il ot H o - ey
- da -+ tha’J n'f.'” fu‘r—f- 70 r.!'.r--{—lf dw?s

équation qui doit devenir lde:lthllﬁu en y substituant
pour drydd, dw, leurs valeurs tirées des équations (4).
S],.lp!‘l.h avoir opéré cette substitution, on compare
les coefficients de da, db, de, dans les deux membres,
on trouvera

dV dV sinf.dV

in — Cos8 T ——e
dV oo dV cosficose dV sinw AV
ah T R T T b - rendds’
&V dV cosOsine eV cosw db

— sinf sinw — + - o e = =
e elr ¥ el ) rsin o
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On différentiera %de nouveau ces expressions par

les mémes procédés, et I'on aura ainsi les valeurs de

'V w3V d*¥V ; 3 : 5
:—f;, '}Tt aa en différences partielles de V| prises par
A5

rapport aux variables r, 6, w3 ensuite en multipliant
par r* I'équation (1), on la transformera aisément
dans la suivante : _ .

iV cosh dV T dV d*rv
-

——— S e e —_— = =—fxer, (5
db. " sinfd i * B Bde | adrr T fmor, (5)

selon que le point attiré fait ou non partie du sphé-
roide attirant. ;
L’équation _préeédente résulte d'ailleurs directe-
ment de la différentiation de la valeur de V exprimée
en fonction des variables r, 9, w; elle est souvent em-
ployée dans la théorie dcs‘ultl'ac!ions des sphéroides.

3. Pour en montrer l'usage dans un eas trés-simple,
supposons que le corps attirant soit une sphére, ou
plus généralement un sphéroide compose de couches
concentriques, d'une densité variable suivant une loi
quelconque du centre i la surface, en sorte que la
densité g dépende uniquement de la distance de 1'é-
lément dm au centre de la couche. Placons I'origine
des coordonnées & ce centre, et soit rsa distance au
point attire, il est clair que V sera une Yonction de r
indépendante des angles 6 et w; I'éguation (5) se ré-
duira donc a la suivante :

d*'rN _ nl?¥ 2dV

= - = 080 = —ATor
o r + dr " qupr.

Considérons d’abord le cas o le point attiré ne
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fait pas partie du corps attirant. En multipliant par ¢
et en intégrant I'équation précédente, on aura

dV... A

dr
A étant une constante arbitrairve.
! ; s v
Pour la déterminer, observons que — —- exprime,
a [{

n° 1, lattraction de la conche spli'érique sur le point
altiré parallélement au rayom r, c'est-a-dire 'action
totale de cette couche. Si I'on suppose le point. attiré
extérieur au sphéroide et situé 4 une distance infinie
de son centre, Pattraction de la couche sur ce point
sera ¢évidemment la méme que si toute sa masse élait
réunie & son centre; en nommant done M la masse
de la couche, on aura dans ce cas A =M, d'onl'on
conelura généralement

dV M

ar ot
c'est-a-dire que la couche sphérique exerce sur les
pomts extérieurs _é{ sa surface la méme aclion que si
toule la masse était réunie a son centre.

Si_le point attivé est situ¢ dans l'intérieur de la
conche, Vattraction doit étre nulle en méme temps
que r, c'est-i-dire lorsque le point attiré se trouve au
centre méme du sphéroide; on a donc dans ce cas

b ] r L d\
A = o, et 'on en conclura généralement ——- = o,
fi

quel que soit r. D’ou il suit qu’'un sphéroide composé
de couches sphériques homogénes et concentriques,
n'exerce aucune action sur les points intérieurs a sa
surface
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Supposons maintenant le poiut attiré compris dans
la masse de la sphére dont il subit I'action; I'équa-
tion (5) devient alors

-'f..\' 2 dV

dr FI;:*'&‘TIG‘

Sil'on multiplie les deux membres par riedr, on aura

.:ﬂ R T g I
d.' ar — dnlﬁf di' -
d'on I'on tire, en intégrant,

dV

._-;-’z_- = 4nfprdr +.B,

B étant une constante arbitraire.

Pour Li déterminer, observons que s'il sagit de
connaitre 'attraction d'une couche sphérique sur un
point de sa masse, les intégrales doivent éire prises
depuis la valeur de r qui répond a la surface intérieure
dela couche, jusqu’a sa valeur relative au point attiré,
Or, a la premiére limite, V'action de la couche est
nulle; on a done généralement B = o, et par consé-

quent
L

— T — g fortdr. (6)
Lie second membre de cette équation, les intégrales
¢tant prises daos les limites précédentes, exprime la
masse de la couche sphérique qui agit sur le point
altiré. En désignant donc par M’ la portion de la cou-
che sphérique comprise entre la surface intérieure et
la surface sphérique passant par le point attiré, on aura

dV M’
- — =

dr r

S
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valeur qui s'accorde avec celle quisse rapporte anx
points_extérieurs, lorsqu'on suppose le point attiré
situé i la surface de la couche.

Si le sphéroide était homogene, I'équation (6) don-

5 e r L]
| nerait, en 'intégrant,
2r 5
V=— T?'z‘-l" {..,
C étant une constante arbitraire.
Supposons le point attirée pl:wé dans l'intérieur de
la sphére dont le rayon est a3 il faudra, pour étendre i

I'intégration a toute la masse du corps attirant,
prendre les intégrales précédentes depuis r= o jus-
qu'ar = a. Or, & cette dernicre limite, la valeur de
V est égale a la masse de la spheére divisée par la dis-

’

. tance du point attiré a son centre, c'est-a=dire & "_i"- (it

on aura par Cﬂl]ﬁt" uent :l]"ll':-i
I

|

3 ﬂ_! awm ‘12 - ‘..
3 = 3 |y
En déterminant done, au moyen de cette équation,
la valear de C, on aura, relativement a la sphere en-
tiere el i un lmini l]]EICi.". dans son intérieur,
29

3

re.

V=ara®—

| Ces I'IZHII|IH|5 sont conformes a ceux l'ltlt1 NOs avons

! trouvés par une aulregvoie, dans len® 19 du livre I.
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CHAPITRE IL

ATTRACTIONS DES SPHEROIDES TERMINES PAR DES
SURFACES DU SECOND ORDRE.

6. Les formules que nous avons développées dans
le chapitre précédent, sont générales, ets’appliquent a
toute espece de sphéroides, quelles que soient leur na-
ture et leur figure. Nous allons, dans celui-ci, nous
occuper en particulier de la détermination des attrac-
tions des sphéroides terminés par des surfaces ellip-
tiques.

Supposons, pour simplifier, que le corps attirant
soit homogene, et que sa densité soit égale 4 I'unité;
on aura p = 1, et les formules (A), n® 1, deviendront

A n—.r Jdedy ds
= o
[[ ﬂ—,l\"—.— .E'-w_)']"—l—{:c—:.]’}i

/ (b —y)dedyds
4 e
[(a = 2R+ (b= rF+ (e =pT

(¢ — :I clr -.'I',l- dz .

e e AR T . = ;

irz—r‘-—i— .':—r + (e —2)]

B

Il

..q..

f

..;u

les inlégralesf se rapportant aux trois variables x,
7, %, et devant s'éendre i la mgsse entiére du sphé-
roide.

Mais I'intégration des expressions preécédentes est
absolument impossible sous cette forme; tout ce qu'on
peut faire, c'est d'en éliminer I'une des variables, e
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de les ramener ainsi a des intégrales doubles. En effet,
si 'on intégre la premiére par rapport a x, quon
désigne par = x, la double valeur de ax, tirée de I'é-
quation de la surface qui termine le sphéroide, et
que, pour abréger, on fasse

¢ =Vla— 2+ (b—7F+ c =27

p'=vla+z )+ (b= y)y+(c—zF,

A _——.J‘fd_ydz (.:1' — {1) - (&)

En intégrant la seconde des formules (a) par rap-

1 AL

port a y, et la troisieme par rapport a z, on trouve-
rait, pour B et G, des expressions semblables. Mais
on tenterait en vain de pousser plus loin les intégra-
tions, on serait arrcté par des obstacles insurmon-
tables, méme dans le cas le plus simple, celui d'un
sphéroide terminé par une surface sphérique.

7. Pour éviter cette difficulté, il faut transformer
les coordonnées &, y, z en d’autres variables qui fa-
cilitent I'intégration des formules (a), ou permettent
du moins de la ramener i de simples quadratures. Ce
qu'on a imaginé de plus commode a cet égard, c'est
de transporter au point attiré V'origine des coordon-
nees, et de prendre pour les variables qui déterminent
la position de dm, le rayon mené du point attire a cet
¢lément, 'angle que fait ce rayon avec 'un des axes
coordonnés, et 'angle que forme sa projection sur le
plan perpendiculaire 4 cet axe avec I'un des deux
autres axes compris dans ce plan. Soient don¢ r ce

23.

s
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rayon, § l'angle qu'il forme avec l'axe des x, et @
I'angle compris entre sa projection sur le plan des
7, zet I'axe des y, on aura
x=a—rcosl, y=>b=—rsinbcosm, z=rc— rsinfsine.
L'élément dm peut étre considéré comme un petit
parallélipipéde rectangulaire, dont les trois dimen-
sions sont dr, rdi, et rsinf@dw; on+ aura donc
dm = r?sinf drdGdw, et les trois quantites A, B, C
deviendront, par cette transformation,
A = [[fdrdidesin §cost,
B =[/([drdfdwsin*écosw,
C =/[[ffdrdGidwsin*§ sins.
L'intégration de ces formules relativement a la va-
riable r s'exécute sans peine ; mais, pour étendre I'in-
tégrale 4 la masse entiere du corps attirant, il fant
distinguer deux cas, selon que le point attiré est situé
dans l'intérieur ou au dehors de ce corps. Dans le
premier cas, la droite qui passe par le point attiré,
et qui se termine a la surface du sphéroide, est divi-
sée en deux parties par ce point: en nommant donc
ret 1’ ces parties, elles devront étre prises pour li-
mites de l'intégrale définie, qui sera égale & la somme
des deux intégrales particulieres qui leur correspon-
dent. On aura donc ainsi :
A=[f(r+r)didesin 6 cos f,
B=[f(r+ ") dide'sin’6 cosm, ' (¢)
C=[[(r + r')di desin*f sinz.

On remplacera dans ces expressions ret r' par leurs
valeurs tirées de I'équation du sphéroide, et 'on in-
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tégrera ensuite successivemerit par rapport abetan,
depuis § et  égaux a zéro, jusqu’a § et m. égaux a
deux angles droits.

Dans le second cas, le rayon qui part du point
attiré et qui traverse le sphéroide rencontre sa surface
en deux points. Soient r ce rayon a son entrée dans
le sphéroide, et r' ce méme rayon lorsqu'il en sort,
Pintégrale définie sera égale a la différence des deux
intégrales particulieres correspondantes a ces limites;
on aura par conséquent, dans ce cas,

A=ff(r—r)didssin §cosb, |}
B =[f(r'—r)didmsin*Gcosm, ; (d)
) = ff(r' —r)dbds sin*@ sinm.
On substituera pour r et 7 leurs valeurs en fonction

dé § et w, et 'on prendra pour limites des intégrales
relatives a ces angles leurs valeurs correspondantes

aux points ou l'on a r'—r=o, c'est-a-dire ou le
rayon r est tangent a la surface du sphéroide.

Supposons maintenant que h, k', k" soient les trois
demi-axes respectivement paralleles aux axes des a,
des y et des z de Uellipsoide dont nous censidérons les
attractions. L'équation de sa surface, rapportée a son
centre, sera

5

< o £ s,
i i+ =1y (m)

4 -
el sa masse sera egale a ‘.',f;_ kE &, en nommant = le

l rapport de la circonférence an diametre.
Transportons l'origine des coordonmées au point
attire, et introduisons dans 'équation (m) les variables

T TR T
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r, 9, @ ; en substituant pour a, y, z leurs valeurs don-
nees dans le numéro précédent, on aura

cos® 8 - sin®f cos?er sin?f sin*o
% R
a ‘a cosf 2 b sinf coso " csinbsinw a b &
—r el e U e ——
( A i k" A A 4T

Si I'on résout cette équation par rapport a r, les deux
valeurs qui en résulteront seront celles qu'il faudra
substituer pour r et r* dans les formules (c)et(d):
or, si I'on fait, pour abréger,

cos’ gin?f cos’ o sin’# sin’ o
K= - . L
h? &' A"

F acos®  bsinlcosm  csinfsing

- £

£ A k' i A"

i : al b et
eyl T °).
on trouvera, pour les deux racines de I'équation en r,

r_F'—-\f’ﬁ },r_E-!-"E.
o SR U

d’ott I'on tire, par conséquent,

¥ i aF r‘l — 2 \-(T
r - = K—-s ety I

les formules relatives aux points intérieurs au sphe-
roide seront done

2 r dideosinicosiF |
=2 e et ’

B l)f{'ffﬁr!n&il’!j'}rnsm F‘ _. [:E":l
P ‘2{ r r-’nsm’ﬁ%mnl' N

o

A
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et 'on aura, relativement aux points extérieurs,
= ZJ':fdﬁdmsin&mstE‘
K«
a B I .
B ,JJ ‘MEP"?HE, L ()

"dbdesin'f sin o G
| K .

Les premicres formules sont les plus simples, et
s'intégrent sans peine par rapport a la variable @; les
secondes, au contraire, présentent de grandes diffi-
cultés & cause du radical qu'elles renferment, et qui
rend, sous cette forme, l'intégration impossible par
toutes les méthodes connues. Heureusement, si l'im-
perfection de 1'Analyse n'a pas permis jusqu'ici de
S vaincre cette difficulté, on est parvenu a I'éluder, et a
faire dépendre les attractions des ellipsoides relatives
aux points extérieurs, de celles qu'ils exercent sar les
points intérieurs ou sur les points de leur surface.
Occupons-nous donc exclusivement des formules qui
se rapportent au cas ou le point attiré est placé dans
I'intérieur du sphéroide: nous supposerons ensuite
qu'il est situé en dehors de_sa surface, et nous ver-
rons qu'il est toujours possible de ramener ce second
cas au premier.

8. Si, dans la premiére des formules (), on substi-
Lue pour I sa valeur, on aura

_2a {',1 dfl .rfr.;smﬁrn-s’-',l a b fﬂ.-:’nﬂm“&um{imﬁu
S - ‘ ;

f' el O el er sin? Vnus‘lam 6
+ 7] |

e e—————

;
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Cette expression se simplifie en observant que l'in-
tégrale relative i § devant étre prise depuis § = o jus-
qu'a § =180° si I'onsreprésente par P une fonction
rationnelle quelconque de sin§ et cos*d, on aura gé-
néralement entre ces limites [P cosfdf = o, parce
que les valeurs de @ devant étre prises 4 égale distance
au-dessus et au-dessous de I'angle droit, la valeur de
cette intégrale sera composée d'une suite d'éléments
égaux deux a deux et de signes contraires. Les deux
derniers termes de I'équation précédente se réduisent
donc a zéro en vertu de cette remarque, et I'expres-
sion de A, en substituant pour K sa valeur, peut
prendre cette forme,

AR 0w sin G cos' 0
fe R
cos’l —|— —=&in'f6 cos’w < W sin’f sin’ w

On trouverait de méme

e ("'.l dw sin’ § cos'w
rm— '3 !: o 'J’ i S |
sin® § cos™ — €050 - iz sin®0 sin? w
C dbdwsin®dsinw
A _— v e

: * h -
3:n"5*5|n1r-: - ] cos b - i sin®f cos’ew
2 7

LB
Un peut, avant méme d'intégrer ces expressions, en
déduire plusieurs propriétés importantes relativement
aux attractions des ellipsoides.

Les intégrations indiquées étant indépendantes des
coordonnces a, b, ¢ du point attiré, on voit que 'at-
traction qu'exerce le sphéroide parallélement & I'axe
des &, est la méme pour tous les points situés dans
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un méme plan perpendiculaire & cet axe. Il en est de
méme relativement aux axes des y et des z; d'onl'on
peut conclure généralement que les attractions de
I'ellipsoide sur les points placés sur une meme ligne
droite, passant par l'origine des coordonnées, sont
proportionnelles a leur éloignement de son centre.

Si I'on divise respectivement par a, b, ¢ les trois
quantités A, B, C, et qu'ensuite on les ajoute, on
trouve

—E —|—E, -+ i—‘ = 2 [[didwsind,
les intégrales devant érre prises depuis 6 = o jusqu’a
6 = x, et depuis ® = 0 jusqu'a ® =m. On trouve
entre ces limites [[dfdw sinf = 27; on aura donc

A B C
ok o = A Y
a ) b e R {{'“
On a d'ailleurs, n° 1,
dV dY {V .

e db de

et d’apres la forme des valeurs de A, B, C, il est évi-
dent gqu’on aura

d*V A d*V B [ 5 e G

e TR g b b e c

I'équation (g) devient donc ainsi:
d*V d*V [y

da T dr Tt de T

—
-l

Lt ]

équation qui vérifie pour les ellipsoides I'équation (2]
du n° 3, qui s’applique généralement i des 51‘>lxi-|‘ui-:lc:s

quelconques.
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On peut observer encore que les valeurs de A, B, C
e R
ne contenant que les quantites W je ces valeurs ne

varieront pas, quels que soient les trois axes du sphé-
roide, pourvu qu'ils aient entre eux les mémes rap-
ports. Or deux ellipsoides sont semblables, quand
leurs axes correspondants sont entre eux dans le méme
rapport; on peut done en conclure que tous les ellip-
soides semblables exercent.sur les points intérieurs
des attractions égales. 1l suit de la que si I'on sup-
pose le sphéroide composé d'une suite de couches con-
centriques et semblables, I'action des couches supé=
rieures au point attiré sera nulle; d'ou résulte le théo-
reme suivant, qui n'est qu'une extension de celui que
nous avions trouvé n® 19, livre 1, relativement i la
sphére : Un point placé au dedans d’une couche ellip-
tigue, dont la surface intérieure et la surface exté-
rieure sont semblables et semblablement placées, est
également attiré de toutes parts.

9. Occupons-nous maintenant de l'intégration de
la valeur de A. Si l'on intégre d’abord par rapport
aw depuis @ = 0 jusqu'a w = 7, et qu’on suppose
M

cos*f 4+ -sin*G =m, cos*f +

3 — 5N = n,
i

R
;;' s

01 aura

\ 0l dd o 8in B cos® ! "d 0 sin@ cos* 6
= aa — —  __—aarn | — —
mcos?e - 7sin’w : f

a \man

En remettant donce pour m et n leurs valeurs, on
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aura

':nnn'a I 8 sinfl cos*l A
(R i A
\/ T , rﬁb"’iwl—l—( 7 )u-u!i‘ﬁ

Cette derniére intégrale doit s'étendre depuis § = o
quu afd= rr, ce qui revient a la prendre depuisf=o
*jusqu'a 6 = L=, et & doubler le résultat. Si I'on sup-
pose donc cos§ = x, et qu’on nomme M la masse de

"

k=
I'ellipsoide, ce qui donne M = % kR, et par con-

fe i k" M
W = ' On aura

3nn1f bt e e S
f;"—- I bl F;—-ﬁ’__.. ;
Vi () <o () =

Iintégrale relative 4 2 devant étre prise depuis x = o
jusqu’a x = 1.

séquent

On pourrait, en intégrant les valeurs de B et C,
n® 8, les réduire de méme 4 de simples quadratures,
mais il est plus simple de déduire immédiatement
leurs valeurs de 'expression précédente de A. Pour
cela, il suffit de remarquer que I'on peut regarder A
comme une fonction de a et des trois demi-axes £,
k', " de lellipsoide; B sera par conséquent une fone-
tion semblable de & et des trois demi-axes &', k, i”;
et il en sera de méme de C, qui sera une pareille
fonction de ¢ et des trois demi-axes A", &', h. On aura
donc les expressions de B et C par une simple permu-
tation des lettres a, b, I', k" dans I'expression de A.
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Un rouve ainsi : ®

3bM rdx
== ;.'--'f ' —] o s
f ‘E_ "! i !-' e ill‘: ¢
\/ 14 R-—j‘f‘_—) X \/I - (—-&,r —) x
C 31:"\1 2 dr
s f .f;'-.-‘; o [y
- ﬁn: ) -3 1 k l'l'"l ) %

ces expressions devant étre prises, comme celle de A,
depuis & = o, jusqu'a & = 1.

On peut donner aux valeurs de A, B, C, une forme
particuliére qu'il est bon de connaitre. Faisons, pour
abréger,

hfi— Jp ;'"—.ft

B 3

et supposons ensnite dans la valeur de B,

e T —_
Ay Az

les expressions trouvées pour A, B, C, deviendront

C!\(:7'-1 2 dr
7 I

\I_—r.-r\,r-+—::."

3bm g ydy
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Les intégrales relatives i y et a z doivent étre prises
dans les mémes limites que les intégrales relatives
a x, puisqu'en effet la supposition de 2 = o donne i
la fois y = o et z = o, et que la supposition de x =1
donney =1 et z=1, on peut donc dans B et C
changer, sil'on veut, y et z en x, d’ou il suit que, si

I'on fait
I xidx
— — TR )
\J'll 4+t l,-"l + W

on aura, pour déterminer A, B, C, ces formules trés-
simples :
__3aM P 36M doL

‘l\._—-ll'g_;lui Hv—-—

0 = 3eM dYL
7 IR 5 AL o T T

Ces formules s'étendent aux points situés sur la sur-
face du sphéroide; car il suffit, pour y avoir égard,
de supposer r = r' dans les expressions de A, B, C,
ce qui ne change rien i leur forme.

10. La détermination des attractions qu’exerce un
ellipsoide homogeéne sur les points intérieurs, et sur
les points de sa surface, ne dépend donc plus que de
la valeur de la fonction L; mais l'intégration qu’elle
exige ne peult étre obtenue sous forme finie par les
méthodes copnues, que dans deux cas particuliers,
celui ot les quantités A et )’ sont égales entre elles,
et celui ot 'une de ces quantités est nulle : dans I'un
et 'autre cas, deux des trois demi-axes k, /', 1", sont
égaux entre eux, et I'ellipsoide est de révolution au-
tour du troisieme.

Supposons que /% soit le plus petit des trois demi-
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axes du sphéroide, et faisons dabord A = X', ce qui
donne ' =k'. Le corps attirant est alors un ellip-
soide aplati vers les poles, dont % est le demi-axe de
révolutions on aura dans ce cas

¥ — f.'j’_'% — 1!:(1 — dre t:tngl}.

Si 'on différentie par rapport & % la valeur de L,
n® 9, et qu'on fasse ) =¥ apreés la différentiation,
on trouve

. 2L dr i f ' , y
— — i o = —=tactang p — ———— 1.
e (1w ) '.i'..i.'R_ ESAnE A |+.}-')

Les attractions de l'ellipsoide de révolution, aplati
vers les poles, seront done déterminées par les for-
mules suivantes :

3aM
T o (A — arctang)),

36N h
¥ A o STl s ¥ — R — (
iy - (\"“ B0 1+>-")’ )
Wl AT ; 5
C= I35 (arotangd — 5)

Supposons maintenant A’ = o, ce qui donne A"= 4.
Dans ce cas, I’ est le demi-axe de révolution du sphe-
roide, et 'on a

A — ’—I-J rr = - I“!'r \a'll + 11— log(h <4 y1 -{—'r'__\].
J Vit=rlz 2
.3 L : i %
= e v - 2],
ek A Vit3

On aura donc pour les attractions de Pellipsoide de
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révolution, allongé vers les poles,
A= :—;:-'%'3 [viFE—tog(c 4+ ViF )],
36M o s L ' ..
C:S-;]:-)la.\fll—{-)‘—log{: +\ft-+-f.’}]. |

Si les conditions précédentes ne sont pas remplies,
il est impossible d’obtenir d’'une maniére rigoureuse
les valeurs de A, B, C; mais lorsque Vellipsoide s'é-
loigne peu de la figure de la sphere, i et X' devien-
nent de trés-petites quantités; on pourra réduire alors
la fonction L en série convergente, dont chaque terme
soit intégrable, et I'on déterminera de cette manicre
les attractions du sphéroide, avee le degré de préci-
sion qu’on jugera convenable.

11. Considérons maintenant le cas ou le point at-
tiré est extérieur au ﬁillll:‘l‘uit](‘. Nous avons vu que
le radical qui entre dans les expressions différen-
tielles (f) de ses attractions, opposait alors un obs-
tacle invincible a leur intégration (*). Plusieurs grands
géomeétres avaient en vain épuisé toutes les ressources
de I'Analyse pour surmonter cette difficulté, lorsque
la découverte, due a M. Ivory, d'une propriété remar-
quable des ellipsoides décrits des mémes foyers, 1'a
fait enfin enticrement disparaitre.

Voici I'énoncé de cette propriété, qu'on peut re-
garder comme un beau théoréme de Mécanique : S¢
Pon nomme points correspondants, les points pris sur

*) Foir le supplement an livee V.

&
=
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la surface de dewx ellipsoides décrits des mémes
Joyers, de_maniére que leurs coordonnées, respecti-
vement paralléles ause trois axes principaux de ces
corps, soient enire elles comme ces axes, les attrac-
tions qu'exerceront, parallélement a chaque axe, ces
ellipsoides sur les points correspondants de leurs sur-
faces, seront entre.elles comme les produits des deux
autres axes.

En effet, soient M le premier ellipsoide, et A I'attrac-
tion qu’il exerce parallélement a l'axe des x sur le
point dont les coordonnées sont a, b, ¢; désignons
par M’ le second sphéroide, et par A’ I'attraction qu'il
exerce dans la méme direction sur le point dont les
coordonnées sont a’, &', ¢’; on aura, n° G,

A= [[drds (o),
= fforae (- 2)

en supposant, pour abréger,

= \J'r-ﬂ:r ‘._-+-‘EJ—T"|“-|:Qr—“:. 3 pi= ‘-"-l'r':’-.-‘.r'."u_‘":a_—[j";'_—--I-T:—F_';,-_' —Z)
p== Via+a ) +(b—yV4{c—z), ¢ =Vla'+2 P+b'—yFr(—z';

I
- & et — x,, désignant les valeurs de la variable 2,
qui se rapportent a la surface de M, et + 2’ et — &
les valeurs de la variable &' relatives a la surface
de M.
Soit, comme précédemment,

= i
Ty iy ek

I'équation de la premicre de ces surfaces; il faudrait,

.
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pour achever I'intégration de I'expression de A, sub-
stituer dans g, et p les valenrs de x qui résultent de
cette équation; mais cette opération ne nous con-
duirait i rien; on peut, au contraire, par une trans-
formation ingénieuse des coordonnées, arriver tres-
simplement au théoreme que nous nous proposons
de démontrer. Pour cela, aux trois variables x, 7, z,
qui sont liées entre elles par I'équation (&), on en
substituera deux autres indépendantes entre elles; on
fera, par exemple,

x, = hsinp, y=»MWcospsing, z= h"cospcosq;
et Pon voit en effet, en mettant ces valeurs a la place
de &, y, z dans I'équation (&), qu'il n'en résylte au-
cune équation de condition entre les nouvelles varia-
bles p et q.

D’apres les formules connues pour la transforma-
tion des variables dans les intégrales doubles, on a
généralement

(ely ds d"r dz
b= (3%~ g ) P4
Les valeurs précédentes de y et z donnent
dy dz dy dz s
p el r—;:; = R k" sinp cosp.

On aura done, en vertu de la formule générale,
dydz = K k" sinp cosp dp dg,
et par conséquent

A=K N[[dpdgsinpcosp (5 = 1:.)

On étendra les intégrales a la masse entiere du sphe-
11. 24

B
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roide M, en prenant celle qui se rapporte i p depuis
p=o jusqu’a p =m, et celle qui se rapporte a ¢
depuis ¢ = o jusqu'a g = 73 car il est évident qu'en
donmant aux angles p et g toutes les valeurs comprises
entre o et 180°, les variables y et z prendront toutes
les valeurs comprises entre + &' et — &’ d’une part,
et entre 4 2 et — k" de I'autre, c'est-a-dire tous les
couples de valeurs qui correspondent aux différents
points de I'ellipsoide.

Soient maintenant &, &', & les trois demi-axes. du
second ellipsoide M', qui se rapportent respective-
ment aux axes des &', des y’ et des 2/, I'équation de
sa surface sera
2 e 57

et si l'on fait
! = ksinp, y'= K cospsing, z'= K cospcos 7
on aura, par 'analyse précédente,

r ] . 1 ]
A = KK [[dpdg sinp cosp ( — r) :
les intégrales devant étre prises depuis p = o jusqu’a
p=m, et depuis ¢ = o jusqu'a q = ®, Cest-a-dire
dans les mémes limites que celles qui se rapportent i
la valeur de A.

Comparons maintenant les attractions exercées par
les deux sphéroides M et M’, ce qui se borne 4 com-
parer entre elles les valeurs de p et de ¢’ et celles de
g, et p, . Sil'on développe les deux premicres quantités,

¥ '

et qu'on substitue pour &, ¥, z, et pour &', 3, =,

B, SR,
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leurs valeurs, on aura

P =a’+ b’ ¢’ —2(aksin p 4 bl cosp sin g + ch” cosp cos q)
—+ &*sin’p + A" cos’p sin'g + h" cos'p cos’q,
pi=a"+ V- c'*— 2 (a' ksinp+b' K cosp sing+-¢' & cosp cos q)

~+- ksin'p 4 A" cos’p sin’g + &7 cos®p costy.

Si I'on retranche ces deux expressions 'une de
I'autre, en observant que les points déterminés par
les coordonnées a, b, ¢ eta’, V', ¢ sont des points
correspondants, et que, d’apres la définition que nous
avons donnée, on a

a _k b o, LA i

P Y T P T TR

que I'on remarque en outre que les deux ellipsoides
M et M’ ayant mémes foyers, si I'on nomme e et ¢’
leurs excentricités communes,-on a

=+, F=k4+ e,

M=l e?, K'=k+e?,
d’on I'on tire

i —R=0 ===k,
on aura simplement

g s CER T L i it skt
f g —“ﬁ ﬁl I(h: =t ,,‘,-,‘4‘ A2 I)'

Si I'on suppose, comme nous le faisons, que le point
dont les coordonnées sont a’, &', ¢, est situé sur I'el-
lipsoide M, le second membre de cette équation sera
nul, et I'on aura identiquement p = ¢', indépendam-
ment de toute valeur donnée aux angles p et g. On

'.‘."i .

V... 0 I
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trouverait, par la méme analyse, p. = ¢ , et I'expres-
sion de A’ deviendra par conséquent

— e . ot [ 1 I
A'= k'K [[dpdy sinp cosp { i ;)
En rapprochant cette expression de celle de A, on voit
que, quelle que soit la valeur des intégrales indiquées,
on aura
7

r
A apn
On aurait de méme, relativement aux attractions
qu’exercent M et M’ suivant les axes des yetdess,
"
W R

et par conséquent

B R 03

A WA B, A6 Il
U A e T v T
Ces équations renferment le théoreme que nous avons

énoncé, et dont la mécanique céleste est redevable a

M. I\'UI‘:.'.

subsistent quelle que soit la fonction des distances qui
exprime la loi d'attraction. En eflet, la valeur de A,
apres l'intégration relative a a, prendra toujours cette
forme,

12. 11 est important d'observer que les équations (4)

A=[[Rdydz—[[R dydz,

R étant une fonction donnée de la quantité g, et R’
, q P

une fonction semblable de g’. Or, I'analyse du numéro

précédent ne s"appuie que sur la forme des quantités o
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i
et g/, etelle est indépendante de celle des fonctions
R et R’. 1l en serait de méme des quantités B et C.

Le beau théoréme énoncé, n® 11, et qui établit les
relations qui existent entre les attractions qu'cxcrcent
les ellipsoides homogénes sur les points situés a l'in-
térieur ou i l'extérieur de leurs surfaces, a donc lieu
pour toutes les lois d’attraction possibles. Si I'on sup-
pose que les deux éllipsoides se réduisent a des spheres
conéentriques, il en résulte que Vattraction de la
grande sphére sur un point placé a la surface de la
petite, est a Pattraction de la petite sphére, sur un
point placé & la surface de la grande, comme les
carrés des rayons de ces deux sphéres, ou comme la
surface de la sphére extérieure est & la surface de la
sphére intérieure. Soient donc r et 1’ les rayons de
ces deux sphéres, A et A’ les attractions qu’elles exer-
cent respectivement sur les points de leurs surfaces,
on aura

A=27,
équation qui donnera l'attraction de la sphére sur un
point extérieur, lorsque l'attraction sur un point inté-
rieur sera connue, et réciproquement, quelle que soit
la loi d’attraction.

Dans le cas de attraction en raison inverse du
carré des distances, A’ exprimant I'action de la sphere
dont le rayon r’, sur un point extérieur, on a, n°9,
4=rip.

i Sy B

on aura donc A = 4 =r’ pour laction de la grande

P PR a5
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sphere sur les points intérienrs. Cette expression étant
indépendante du rayon r de cette sphere, on en peut
conclure que les points placés dans l'intérieur d'une
couche sphérique sont également attirés de toutes
parts. Réciproquement, pour que cette propriété sub-
siste, il faut que A soit une fonction indépendante

de r; on aalors
H .

Af= =

H étant une constante par rapport i r, c'est-i-dire
que, dans ce cas, 'attraction de la sphére sur les
points extérieurs est réciproque au carré de leurs dis-
tances a son centre, ce qui exige nécessairement que
la méme loi s'observe par rapport a chacun de ses
éléments. La loi de la nature est done la seule dans
laquelle une couche sphérique w'aura aucune action
sur les points intérieurs, et la seule aussi dans la-
quelle cette couche attire les points extérieurs, comme
si toute sa masse étaitl réunie a son centre.

15. Voyons maintenant comment on peut faire
servir le théoréme que nous venons de démontrer,
n® 11, ala détermination des attractions des sphé-
roides elliptiques sur les points extérieurs i leurs sur-
faces. Soient a, b, ¢ les coordonnées du point attiré,
(que nous supposons situé en dehors de ellipsoide M;
imaginons un nouvel ellipsoide M’ déerit des mémes
foyers que M, et dont la surface passe par ce point :
ces conditions sufliront pour déterminer le second
sphéroide, et il n'y en aura qu'un seul qui pourra y
satisfaire. En effet, soient £, &, A”. les trois demi-
axes de M’ respectivement paralléles aux axes des a,
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¢
des y et des z; cet ellipsoide ayant les mémes foyers
que le premier, si 'on nomme e et ¢ les excentricites
de ses sections principales, on aura

K=k e, K=K+ (1)

et I'équation de la surface de M’ sera

x" .r'l 1
el
e

Pre TRy s T
Puisque le point attiré est situé sur cette surface, les
trois coordonnées a, b, ¢ doivent satisfaire a I'équa-
tion précédente; on a par conséquent
at ."J‘- ! .
e o Sy R Bl LR ¢,

Cetle équation est du sixieme degré par rapport bk
imais elle s’abaisse au troisiéme en faisant A*= E. Elle
a évidemment une racine réelle comprise entre Zero
et I'infini; car, en supposant k=o et k=7, on trouve
deux résultats de signes contraires; elle donnera done
toujours une valeur réelle pour k, et I'on en con-
clura, au moyen des équations (1), des valeurs sem-
blables pour &’ et &, On voit d’ailleurs que le premier
membre de I'équation (n) décroit continuellement i
mesure que A augmente depuis k£ = o jusquia k=:
Q’ot il suit que cette équation n'a qu'une seule racine
réelle. ;
Cela posé, considérons sur I'ellipsoide M le point
dout les coordonnées a', &', ¢’ sont déterminées par
les équations

- ah L

ch”
al —— f= —y = —}
&k’ b & 5 7!

TP T PR N |
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ce point étant situé dans l'intérieur de Dellipsoide M,
si I'on suppose

s S LR SO s L e
e gty r - ? '] _'_{-: e Y
x'dr

Lo =

e |
\-"rl = i v’l -+ Wzt

on aura, pour déterminer les attractions qu’exerce
sur lui ce sphéroide,

S 3a’M' L. p3¥MdiL
—-_‘Ti"' ] — - —y

. 3M aVL
B ¢ :

3 = o Sl T

i o)’

Si l'on substitue pour a', &', ¢’ leurs valeurs, et qu'on
observe que M et M’ étant les masses des deux ellip-
soides, on a

M "*T’ MK, M= ig’: K k.

“ces formules donneront, en vertu des équations (&),
n® l 1 g

A= 3aM ~3MadL . 3eM d'L )
"Iy NSy s AT vle

Ce sont les expressions des attractions qu’exerce
Pellipsoide M sur le point dont les coordonnées sont
a, b, ¢, la quantité¢ k£ qu’elles renferment étant don-
née par I'équation (n) qu'on peut mettre sous cette
forme,

K=kt (@ b= — ") — B[ (a*+- b?) (@) e N — a1 — g,

Les formules précédentes serviront i déterminer
les attractions de Pellipsoide sur les points extérieurs :
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on voit qu'il suffit d’y changer & en % pour les étendre
aux points de la surface, et méme aux points inté-
rieurs.

Si 'ellipsoide était derévolution autour de I'axe 2 4,
on aurait e = ¢'; 'équation qui détermine &k devien-
drait, en la divisant par le facteur & + e,

=k (a*+ b+ c*— e*) — a*e* = o,

et les formules (A) du n® 10 donneraient

3aM .
A == (A — arctang)),
3bM A
== (.u'c tang) — = }.') 3
S L CREM T ot 330
g = T (er tangh — - .ﬂ)-

Enfin, dans le cas de I'ellipsoide de révolution allongé
vers les poles, on aura ¢’ = o; par conséquent

J‘-“—ﬁ“[ﬂ’—}—b:+£"—c’)—(ﬂ’+c“)e’=0;

et les formules (B) du méme numéro donneront

3aM
'i—-ﬂ:J |}vl+.¢. ——[l"l"‘(.l.-r—\‘l—p-; :1]
N 3
H:aﬂ— I []ogu SR PR ) _l,
Vi3
. 3cM
l+=”..j ,)\1+.*.'——]u"{)—i—\141)]

14. 1l résulte.des formulég(p), que si I'oi nomme
M’ la masse d’'un nouvel eflipsoide ayant les mnémes

-
.
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excentricités et la méme position des axes que lellip-
soide dont la masse est M, il suffira, pour déterminer
les attractions A, B/, ¢’ qu'exerce ce corps sur le
point dont les coordonnées sont a, b, ¢, de changer
M en M’ dans les équations (p); d'ott 1'on peut con-
clure qu'on aura

M B M C M

I

—y

A
RN U it A el
c’est-a-dire qu'en général les attractions de deux ellip-
soides décrits des mémes foyers, sur un méme point
extérieur, sont entre elles comme leurs masses.

Les trois équations (&), n° 11, donnent

A A AT B " B C W C
2, PR gl st S s T
Si dans les seconds membres de ces équations on
substitue pour a, 4, ¢ leurs valeurs, n° 11, et qu’on
observe que le point dont les coordonnées sont a’.
b, ¢ étant intérieur an sphéroide M, on a

A’ B’ C’

Z tytz=A4n

on trouvera
A B C_, Wi
e e Tl v

relation analogue a la précédente et qui doit exister
entre les attractions qu'exerce un ellipsoide homo-
gene sur les points extérieurs A sa surface.

Si le corps attirant n’était pas homogéne, mais
sculement composé de couches elliptiques de posi-
lion, d'excentricité et de densités variables, suivant
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une loi quelconque du centre & la surface, on déter-
minerait, par les formules précédentes, les attractions
qu'exercent sur un point donné les deux ellipsoides
terminés par les surfaces intérieures et extérieures
de chacune de ces couches; la différence de ces deux
altractions sera égale & I'attraction de la couche sur
le méme point, et I'on aura celle qu'exerce le corps
entier en prenant la somme de ces attractions par-
tielles.

15. On peut donc regarder, comme compléte, la
théorie des attractions des sphéroides elliptiques. La
seule chose qu’elle laisse encore a désirer, c'est la va-
leur finie de la fonction que nous avons désignée
par L; mais U'intégration dont cette valeur dépend,
est non-seulement impossible, comme nous l'avons
dit, dans le cas général, par toutes les méthodes con-
nues; elle 'est encore en elle-méme, c¢’est-a-dire que
la valeur de L ne saurait étre exprimée en termes
finis par aucune fonction c'mnpuséc de quantites alge-
hriqm:es.1 logarithmiques, ou circulaires.

Dans le chapitre suivant, nous nous occuperons
de la théorie des attractions des sphéroides peu diffé-
rents de la sphére. Ce probléme a d’abord éte traité
par d’Alembert, et, aprés lui, par plusieurs illustres
géométres, parmi lesquels il faut citer Legendre en
premiére ligne. Ses beaux travaux sur les attractions
des sphéroides quelconques, paraissent avoir ouvert
a Laplace la route nouvelle qui le conduisit a la so-
lution compléte de cette difficile question. Les re-
sultats auxquels ce grand géometre est parvenu, par
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leur fécondité et par leur utilité non-seulement dans
la théorie du Systéme du monde, mais encore dans
une foule de questions physico-mathématiques, telles
que la théorie des fluides, celle de la chaleur, de 1'é-
lectricité et du magnétisme, doivent faire regarder,
sans doute, ses travaux sur ce point important de la
mécanique céleste, comme l'une des plus belles pro-
ductions de son génie, mais il ne faut pas oublier que
c'est a I'esprit laborieux et inventif de Legendre, qu'il
dut la premiére idée de I'analyse aussi neuve que fé-
conde qu'il employa dans ces recherches.
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CHAPITRE 1IL

ATTRACTIONS DES SPHEROIDES QUELCONQUES,

16. Nous considérerons, dans ce chapitre, les at-
tractions des sphéroides quelconques, et en parti-
culier celles des sphéroides qui s'écartent peu de la
figute de la sphére. Mais, au lieu de déterminer im-
médiatement les attractions que ces corps exercent
suivant une direction donnée , nous commencerons
par chercher la valeur de la fonction qui exprime L
somme des éléments du sphéroide, divisés respecti-
vement par leur distance au point attiré, et que nous
avons désignée par V, parce que cette fonction a la
propriété de donner, par sa différentiation, les attrac-
tions qu'exerce le sphéroide parallelement 4 une droite
donnée, et que d'ailleurs c'est sous cette forme que
se présentent, dans les équations de son équilibre,
les attractions mutuelles des molécules d'une masse
fluide homogéne, douée d'un mouvement de rotation,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

Reprenons donc la valeur de V, n° 4, et, pour abré-
ger, faisons cos§ = ., cos§ = p', on aura

F

privdr’dp' duw'

1:JU ey sl (A :
JJNri—2 l'l”lFﬂIu‘-I'-— Vi—p yi1— p'cos(w g ]—!—F"‘

r étant le rayon mené de 'origine au point attiré, 6
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Pangle compris entre ce rayon et I'un quelconque des
axes coordonnés,  I'angle que sa projection sur le plan
des deux autres axes forme avec 'une de ces droites,
et r'y &, w' désignant ce que deviennent ces trois va-
riables relativement a 'élément din du sphéroide.

Pour étendre I'intégration de la valeur de V i la
masse enti¢re du corps attirant, il faudra intégrer rela-
tivement & r’, depuis 7' = o jusqu'd »'= R, R étant
une fonction donnée de ¢’ et de w' qui exprime le
rayon vecteur d'un point quelconque de la surface du
sphéroide. Quant aux intégrales relatives i o’ et p!,
elles devront étre Ell'l‘\f“'\, d's "lp['lh ce que nous avons
dit n® 4, depuis. o’ = o jusqu'a w’ égal a la circonfé-
rence, et depuis p' =1 jusqu'a p' = — 1.

En substituant de méme g 4 la place de cosf, dans
P'équation ( 5), méme numéro, elle prend cette forme

plus simple,

IEI_HFM'

‘ 1 d*Vv e & d*.rV S
dp l—‘lu’-ﬁ dr __t‘]‘f)

équation de condition a laquelle devra toujours satis-
faire la valeur de V, lorsque le point attiré ne fera pas
partie de la masse du sphéroide.

Si cette équation était intégrable par les méthodes
connues, on en conclurait immédiatement, sous forme
finie, la valeurde la fonction V3 mais quoique cette in-
tégration soit impossible généralement, I'équation (A)
peut étre extrémement utile pour faciliter le dévelop-
pement de la fonction V en une suite réeurrente qui
permette (11.'ll!-]}l‘Dl.'lH.EI' d'aussi prés que I'on voudra
de sa véritable valeur. En effet, comme il est impos-
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sible d'intégrer I'expression de V d'une maniére gé-
nérale, on est obligé, pour y parvenir, de recourir
aux méthodes ordinaires d';lppl‘nximatinn. On re-
duit Pexpression de V en série dont chaque terme
est intégrable, et I'on obtient ensuite sa valeur avee
le degré d'exactitude qu'on juge couvenable. Pour
développer I'expression de V en série convergente,
il faut distinguer deux cas, celui on le point attiré
est extérieur au sphéroide, et celni ou il est situé
dans l'intérieur de ce corps. Daiis le premier cas, on
a r>r' etsilon fait

F= :r-'— ‘:',rr"['u._u.’—i- \."'l—lu’ Vi— w'Feos ( —m']] - rZ]_’.

On réduira F en série convergente, en ordonnant
son développement par rapport aux puissances des-
cendantes de r; on aura ainsi

r'
rrortls o LR /. b

F Py 4 Py e, P
e PR B g e wlall i

r

et il est clair, d’aprés la valeur de F, que P, P,,..., P;
sont des fonctions rationnelles et entieres de p et de
Vi— p?cos(w — w'). F satisfait, par sa nature, a I'é-
quation .
e

: Naidp e odwt. | GdhorEr

=o. (B)

: I—E_‘_ dr

dp.

Si I'on remplace F par sa valeur en série, et qu'on
égale i zéro les coefficients des mémes puissances de
ry on aura, quel que soit 7,

ap; AP,
dy o w?

e d——+ (i +1)P;= 0. (C)

T A
'f.” I =B
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Sil'on substitue i la place du radical que nous avons
représenté par F, sa valeur dans I'expression de V,
elle prendra cette forme,

v v v
V:—j_-t+;~;+r—:+”.,

et 'on aura généralement, quel que soit i,
v =[ffe Pir'2drdy dw',

les intégrales devant étre prises depuis r' égal a zéro
Jusqu’a sa valeur i la surface du sphéroide; I'intégrale
relative & p’, depuis p’ = 1 jusqu'a g’ = — 1, et l'inté-
grale relative 4 o', depuis o' = o jusqu'a w'='ar.

Si le sphéroide est homogene, lintégration rela-
tive a ' pourra toujours s’effectuer, et en nommant R
la valeur de ' 4 la surface, on aura

Vv, = :“P_—Effp,-ﬂ‘“dp.' dw'.

Supposons maintenant le point attiré dans I'inté-
rieur du sphéroide, on aura r < pour toutes les
couches du sphéroide qui enveloppent le point attiré;
et pour avoir une série convergente, on réduira F en
une suite ascendante par rapport a r; on aura ainsi

r rt

I*':POJ%*#—Pq ‘l"P:;:*.""l‘pim""“'- (n)

r'

Les quantités P,, P,, etc., étant les mémes que ci-
dessus, l'{‘xlﬂ‘t‘ssim‘l de V, en y substituant cette va-
leur, deviendra

V="04 0, r+ 00+ .7,

et 'on aura, pour déterminer généralement v;, I'équa-
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FP,-(!I"’ d.u’dm’
W= - —-r“:_—l-—-

Les intégrales relatives a 5’ devant étre prises de-
puis /= r, jusqu’ala valeur de r’ i la surface du sphé-

tion,

roide, et les intégrales relatives a p’ et & »’ dans les
mémes limites que précédemment.

Si I'on suppose, par exemple, le sphéroide homo-
gene, et qu'on désigne par Ret R les valeurs de r’
correspondantes a la surface du sphéroide et 4 la cou-
che qui passe par le point attiré, on aura, en intégrant
par rapporta r’,

1 £ s
V= ;--_P.—z ff(f:_; — i'i_'__} ]’l'dp. E-{f:} .

Connaissant ainsi la partie de V relative aux cou-
ches du sphéroide qui enveloppent le point attiré, on
déterminera, comme précédemment, la partie rela-
tive aux autres couches, par rapport auxquelles le
point attiré est exlérieur, et en les réunissant, on aura
l'attraction qu’exerce sur lui le sphéroide.

17. Toute la difficulté du développement de V en
serie se réduit done a former la valeur générale de Py
Cette quantité est, comme nous 1'avons vu, une fonc-
tion finie du degré i de p et de y'1 — 2 cos(w — w').
On_peut supposer par conséquent P; développé en
série de cosinus de l'angle » — ' et de ses multiples.
Soit K, cosn(w — ') le terme de cette suité qui dé-
pend de cosnfw — w'), K, étant une fonction de p.
indépendante de w, qu'il s’agit de déterminer. Obser-
vons d’abord que le terme qui dépend de cosri(w—w')

11. 25
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dans P;, ne peut résulter que des puissances n, n -+ 2,
n-+-4, etc., de cos(w—w"); or cos(w—w’) ayant pour
facteur y'1— p2, il est clair que cos"(w—w') aura pour
n
facteur (1 —p?)%. D'ailleurs F étant symétrique par rap-
port a p.et ap’, ces deux quantités doivent entrer de la
meme maniere dans chacun des termes de son déve-
loppement, d'oti 1'on peut conclure que K, est de
" n
cette formie (1 — p*)?* (1— p/?)* H,; on aura donc ainsi
P;=H,4{1 —~F."'j-;-{|--i.1"jl: H, cos(w-o'}4-1 —F’\]%{I-F"J% H;cos2 (w-w')4-. .
En sorte que le terme général du développement de
n n

P; sera (1 —p2*)? (1— ‘u.")ill,, cosn(w — '), H, dé-
signant une fonction de p. dont il faut connaitre la
forme. P; devant satisfaire i I'équation aux différences
partielles (C), si- on lui substitue sa valeur précé-
dente, la comparaison des cosinus qui dépendent des
mémes multiples de & — o' donnera I'équation aux
différences ordinaires,

:'-r-l d'H, =

cdl, : A
{r—p) '.7.,-.;;',- —2(n+1)p(1—pl) -‘-{3-4--3-::) (i+n+1)(1-p*) H, =0,

1

ou bien, en multipliant tous les termes par (r— p?)*,

2 (i =) (i+a+1) 1= P H, = 0. (f)

D’ailleurs il est facile de voir, d’apres la considération
du radical que nous avons représenté par F, que H,




DU SYSTEME DU MONDE.
est de cette forme,

ll,' — Anp'"—ﬂ_t. A' F‘i_ﬂ_:_i_-a.' P'i'—q;_. oy

.= A!F‘r_-_:.
En effet, si I'on suppose

= pp 41— 22 \1— p'? cos(w — '),
i ! * ;

et qu'on développe F apres y avoir subslihlé celte

valeur, on trouvera que le coethicient de —; dans ce
développement, est de cette forme,

apt+a, pt+apt+ ...

Qu'on remplace maintenant p par sa valeur, et
qu'on substitue aux puissances de cos(w — ') leurs
valeurs en cosinus multiples de w — ', on s’assurera

n
sans peine que le coelficient de (1 — p*)? cosn(w—w')
a la forme que nous lui avons supposée.

Sil'on substitue la valeur de H,, dans I'équation (f),
et qu'on égale i zéro les coefficients des mémes puis-
sances de p., on trouvera généralement

Ao e e Bt 3) (P ESR T by

s i 2 as(2i—2s5-41) s

En faisant successivement s — 1, § = 2, etc., on aura
par cette formule les valeurs de A, 'A,, ete., au moyen
de la valeur de A,. On Lrouve ainsi:

[ —

{i-n) (i-n- |’| (i-n) (i-n-1)(i-n-2) (i-n-3
H,—=A, | p—"—* : pi=n—ig }',-L—,— ]——— : }
:gt-:un—:' ¢ :1..-|.._'),:—I)['J.i-—3__l

=

r—nll::—n—q; I—.l'd—“j{l—--.h‘—o {r—f-'—.’i;l'f—n—.:n]p.f_”_{__"-
- 1 1| [! i""l -—lJ-.L‘Zl-— ‘;,:"f—J_

A, est une fonction de p indépendante de p.; or p. et
1" doivent entrer de la méme maniére dans I'expres-
23.
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sion de P;, comme nous 'avons vu plus haut; on
aura donc
. (i-n) (f-n-1y . (i-n)(i-n-1) (i-n-2)(i-n-3)
. P L] iy’ a1 K : £ opfi=—n—i
A'_?"[F :l.{:ﬁ.r'—l]"' 4 2 gz =1)[ai—3B)

1’-‘—.’3} l:f—."!—--I:l(l—n—!ihl—ﬂ—:]:]{f—u_ii} l"""ﬂ—--5) r...,. ’
§.6.(2i—1)(2i—3)(2i—15) —l—-lg

et par consequent

H, = 8, [Pf—n s Tj}i‘__""_lj e T J »

2.(2i —1)
K[#"’—n (F__:,J:E::_-T‘—_I) r.-_,,_,_b_._]’s

[. étant une quantité indépendante de p et de p!, et
(ui par conséquent ne peut étre qu'un coefficient
numérique. Il ne reste plus qu'a déterminer ce coeffi-
cient.

Pour y parvenir, observons que si i —n est un
nombre pair, la valeur de H, contiendra un terme
indépendant de p. et de p’, et en ne considérant que
ce lt‘.-l'tllc, O11 Aura
= r :'i,,.[l._‘.",.g.-.ll‘i:.— =) »

[2.4...(i—r).. (2i—1).(2i=—3)...(i+n-+1 I
B.1.3.5.. .(i—n—1).1.3.5] ;

[1.3.5...(2i—1) ]

Si i — n est un nombre impair, la valeur de H, con-
tiendra un terme dépendant des premieres puissangces
de p et p!, et en n'ayant égard qu'a ce terme, on aura

Bapp'[1.2.3,..(i —n)]

H,

:E:z 4. {r’—:.a—]‘l.l’:u'—-|j_[zc'—3'i _,.i.|.._-;_+;-:.]:
ri,,uu'.[l.?:_._fj.___r-—-nj 1.3.5.. .1+ 2

0 (2 —1) P
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Comparons ces valeurs a celles qui résultent direc-
tement du développement du radical F. En négli-
geant les carrés et les puissances supérieures de g et
dep’, ona
F=[rF—arr cos(w—w')+ r”j_':_ +rr' g [ri— arr' cos(o—w’ }+r"‘]- ]
Le premier terme de cette valeur renferme toute
la partie de F indépendante de p. et de p', et le second
toute la partie qui ne dépend que de la premigre
puissance de ces variables. Développons les deux ra-
dicaux par la méthode que nous avons déja employée
n° 30, livre I1. Si 'on nomme ¢ le nombre dont le
logarithme hyperbolique est l'unité, et qu'on sub-
stitue pour cos(w — ') sa valeur en exponenticlles

imaginaires, le radical [r* — 211’ cos(» — ) + A
pourra étre mis sous celte forme,

{r - r,c(w—n.';\,-'__]) - (1. e r.c_.--.ur-,n.,f’__.)
Si L'on développe les deux facteurs de cette expres-
sion, qu'on multiplie ensuite I'une par I'autre les sé-
ries résultantes, on trouvera aisément que le coeffi-

: N il=s ( '
: i clw—a' )Y =1 o —nla—u =1
cient de —-—(-—- e U S o de

rr+|

I,.,f-
a f = E TS |l
i cosn(w — o ), est ¢gal a

1.3.5.. .(i+n—1).1.3.5...(i—n—1)
9, — e — T
2,4:6...(F4+n):2.4.6...(i —n)
C'est la valeur de H, dans le cas ot i — n est pair,
et ot 'on suppose p = o et o/ = o3 en la comparant
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a la valeur trouvée plus haut, on a

IEH: 2.

£.3.5 .. [2i—1)] l'(ffl}...{f'.—-ﬂ—l-l}-
[““Els;]’ ]'ﬁ+ﬂ{h;ﬂ”{HmJ

1l ne faut prendre que la moitié de ce coefficient, dans
le.cas o n = 03 on a alors

A T

B '3.3.5”.[15-—|:_I‘
- :

On trouvera de la méme maniére que le coefficient de

g

r 3
e cosn(w — ') dans F, est

1.3.5..4(i4+n).1.3.5.. (i—n)
% :!_-r.'ib i +n—1}).2.4.6.. Ji—n -—IJ.

Clest la valeur de H,, quand i — 7 est impair, et qu'on
néglige les carrés et les puissances supérieures de p.
et u'. Si on la compare i celle que nous avons trouvee
plus haut, dans le méme cas, on a

Bumal] 20 AL WE LI ) [F = A ey)

L.2.3004 (i) {i+2a)...(i+=rn)
Ainsi l'expression de B est la méme dans le cas de
i — n pair ét dans le cas de i — n impair, Sin= o,
on aura, comme précédemment,

1.3.5...(2i—1)7¢
pom [ LRSS0,

1.2.3...i
En substituant pour [3, sa valenr dans I'équation (&),

on aura la valeur génerale de H,,.

I8. Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer
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deux propriétés remarquables des fonctions de 'espéce
de celles que nous avons désignées par Py, et qui nous
seront utiles dans les recherches suivantes. Soient
Y; et Z, deux fonctions rationnelles et entiéres de g,

V1 — pdsine et T — p? cosw, quisatisfont & I'équa-
tion (C), on aura généralement, i étant supposé diffé-
rent de n,

[1YiZ,dpdw = o,

les intégrales étant prises depu‘is p= —1 jusqu'a
p =1, et depuis & = o jusqu'a w = 27.

En effet, par la définition méme des fonctions Y,
el Z,, on aura

d.l1— u:‘] dy, d_i
i ¥ |d["' da? 8§07 oy
7 —+l_ a—|—-l~{‘f+lj-1‘=().l
ap g (0)
il “.'IZ,, P il
b e, dp dw? ! -
_— - 4-n(a+1)L,=o0.
rflu. L p%

La premiére de ces équations, en la multipliant par
Z,dp.dw, donnera

iY;
:I'il\l—_l'.i)r
u:—i—]}_,-'f‘j Zodpde=— dpdw
[v >
rfrn
— dude
f I-_-I'. I‘!J-ﬂ .

La seconde des équations (a) fournirait une équs ation
semblable. Si I'on retranche 1'une de 'autre ces deux

equations, qu'on observe qu’en intégrant relative-
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ment a 1, on a

1.(1 ]

L sl — F‘ .'I_-

/e A r.*l_u_ i — Y ——

ey o dy. ’

dY dZ,

E— — )t S R B F i

(l # "!.u_ i \1 F‘}ﬁ,P_ ""l!

quantité qui se réduit 4 zéro lorsque les intégrales
sont prises depuis 1. = — 1 jusqu’a pe=1x.

Qu'on observe de méme qu’en integrant relative-

ment & w, on a

Y, ia*Z, dY dZ,
Ty ——dy = | W, gy — g BN 8L
f,rl '(‘f-ll [e45) f}r .-'![.lj il " l’l"'ﬂ- Yi dﬁl
quantité qui se réduit encore i zéro lorsque les inté-
grales sont prises depuis w = o jusqua w = 2 7, parce

ue les valeurs de Y g dZ, sont les mémes i
que les valeurs de Y,, “a? Zay = sont les mémes

ces deux limites ; on trouvera

i(i + .I‘i JIYiZ,dpdw = n(n+ [ YiZ,dpdw = o.

On a done généralement, si n est différent de i,
_f"'l':-Z,,(f‘rJdrlrm —{nY

Supposons maintenant i = n. La seconde propriété
qu'il s'agit de démontrer consiste en ce que si I'on
désigne comme plus haut par Y, une fonction quel-
conque, entiére et rationnelle du degré n, des trois
quantités L4 y’?—?:«'inm, et \"I_—_E.r:i Cosw (ui satis-
fasse & I'équation (C), que I'on nomme P; une fonction
de méme nature du degré i, qui entre dans les se-
vies (m) et (n), n°16, et qu'on donne aux intégrales
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les mémes limites que précédemment, on aura geneé-

ralement
Y
ffl’;—‘f,- d'y. dw = EI— -

241"
en désignant par Y/ ce que devient la fonction Y; quand

on ychangefetwen§'etw'

En effet, reprenons la valeur de P; que nous avons
trouvée n° 17. Si on remplace les coefficients H,,
H,, H,, etc., par lears valeurs, que I'on fasse, pour

abréger,
1.3.5...(ai—1)]( , F— fi—1.i—a.0—=3
e s S [\'—U —— T — = ]y
1.2.3...0 i 2.2i—1" 2.4.2i—1,2i—3'

et qu'on désigne par A,, A,, B, etc., des coefficients

indépendants des variables » et 9, on pourra lui don-
ner cette forme,

. . - dF

Py= A F;+ (A, cosw —+ B, sina ) sind :‘_‘

dp

d'F;

d p’

d'F;

b

+ (A cos2w + Bysinaw)sin®f

+ (Aycos3w + Bysin3w)sin®f
~+ etc.

les constantes A,, A,, B,, etc., représentant des quan-
tités dont les valeurs ont été déterminées n® 17.

En multipliant par des coefficients arbitraires cha-
cun des termes de la valeur précédente, on aura I'ex-
pression la plus générale de la fonction entiére et
rationnelle des trois quantités cos@, sind cosw, el
sing sinew du degré i, qui satisfait a I'équation aux
différences partielles (C); en changeant I'indice i en n,
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on pourra done supposer généralement
{F
(4

Y, = A Fo+ (A cosw + B} sinw)sinf °
Ll
' 5 . 1'F
+ (A, cosa @ + B, sin2w) sin® 5(!—
s
' : ; {*F
+ (A, cos3w + B, sin3 w)sin®f ",—l
: ef

-+ etc.,

A AL B, ete., représentant ici des constantes abso-
lument arbitraires.

Si I'on multiplie 'une par I'autre les deux expres-
sious précédentes, qu'on substitue pour sin sa valeur

\-"_Ih—_-‘t_;.“, et qu’aprés avoir multiplié le produit par
dupdw, on effectue lintégration relative i w entre les
limites w = o et w = am, il est aisé de s’assurer qu’on
aura entre ces limites

'
n

/ ’ ’ - dF; l'_"
-i‘:.E(A":\'_FB']!‘]}L[‘-;'.LIJ(l_"_L

JIPY,dudw = an fdp. : A AL F,F

dp - dp 3
%2 00 &*F; d+F, [ )
- ;I::\QA,_.-!-H,BQ ,.('l _.""2}- e s

n'lu,' {!'_u."

== ete.’ -

On voit qu'il n’entre dans cette expression que des
quantités résultant de la combinaison des termes des
séries P; et Y, qui dépendent des mémes multiples de
cosnw et sinnw, tous les autres termes disparaissent
d’eux-mémes par l'intégration, en sorte que I'expres-
sion précédente se réduirait d'elle-méme a zéro, s'il
n’y avait dans les denx séries aucun terme semblable.
On peut faire prendre a la formule (5) une forme




