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1. Dado um systema de forgas applicadas a um corpo solido,
supponhamos que, sendo fixo o corpo, as forgas giram em torno
dos seus pontos de applicagiio conservando constantes os angulos
que ellas fazem entre si.

Para precisar este deslocamento das forcas, imaginemos tres
eixos coordenados quaesquer passando por um dos pontos do
corpo e tiremos por este ponto rectas parallelas a todas as for-
gas do systema. Conservando constantes os angulos que estas
rectas formam com os eixos, démos a estes um movimento qual-
quer em torno da origem. As novas direcgdes das forgas obter-
se-hiio tirando pelos seus pontos de applicagdo rectas respectiva-
mente parallelas 4s do feixe movel.

A este deslocamento das forgas de um systema em torno dos
seus pontos de applicagho, considerados fixos, conservando-se
constante a inclina¢do mutua das forgas, deu Daniel Augusto da
Silva 0 nome de rotagdo systematica. Com o mesmo auctor cha-
maremos configuracdo a cada uma das disposicdes que o systema
péde tomar por meio de uma rotaciio systematica; e chamare-
mos directrizes fis rectas que, como os eixos que atraz considera-
mos, conservam a mesma nclinagdo relativa com as forgas e pela

sua posiciio no espaco determinam cada uma das configuragdes,
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Quando as forgas estiverem todas n'um plano e n'elle se conser-
varem em todas as configuragdes, seré directriz sufficiente uma
recta girando no plano das forgas e fazendo com ellas angulos

constantes.

2. No caso particular em que as forgas do systema sio todas
parallelas o systema girante equivale a uma for¢a unica, a sua
resultante, movendo-se em torno do centro das forgas. Ea pro-
priedade conhecida do centro de forcas parallelas. Se o systema
nlio tem resultante, equivale a um binario girante formade por
duas forcas eguaes e contrarias girando no centro dos dois gru-
pos de forcas de sentido contrario que constituem o systema.
Chamaremos brago do binario & recta que une 0s dois centros.

Vé-se pois que n'um systema girante qualquer se podem sem-
pre substituir as forgas parallelas por uma for¢a unica applicada
no respectivo centro ou por um binario.

Podem tambem substituir-se as for¢as applicadas no mesmo
ponto pela sua resultante, conservando esta uma inclinagdo con-
stante sobre as outras for¢as em todas as configuragdes.

Nao pode porém transportar-se uma for¢a para um ponto
qualquer da sua direc¢do porque isso equivale a introduzir um
binario cujo momento é nullo na configuragio em que se faz o
transporte, mas que deixa de o ser n'outra qualquer configuraglo.

Vejamos tambem em que condi¢des se pode substituir um
binario girante por outro. Para que dois binarios sejam equiva-
lentes & preciso que os seus eixos sejam sempre parallelos e
eguaes os seus momentos. Como o brago de um binario é sem=
pre perpendicular ao eixo, o parallelismo dos eixos em todas as
configuragdes exige que os bragos dos dois binarios sejam paral-
lelos; para que os momentos sejam sempre eguaes basta que

— gpr—
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esta egualdade se dé¢ em duas configuragdes deduzidas uma da
outra por uma rotagio, que nido seja de 180° effectuada no
plano dos binarios. Supponhamos com effeito que os momentos
sio eguaes n'estas duas configuracdes. Sejam P, P' e a, a' as
forcas e os bracos dos dois binarios e g, ¢' 0s angulos que as
forcas lazem com os bragos respectivos. Na primeira configura-
¢llo teremos
aPseng=a'P'seng'.

Sendo « o angulo de que as forgas giram nos respectivos pla-
nos, teremos na segunda configuragio

a P sen (¢ + ) =a' P! sen (¢' + )
ou, desenvolvendo, e por nao ser a==0 nem z= 180",
aPcosgp=a P cosg.

Quadrando as duas equagdes e sommando, vem

aP=daP, ¢=¢.

Sendo assim, é claro que, se as forgas girarem de um angulo
qualquer ¢ nos planos dos binarios, o momento d’estes tera o valor
constante

aPsen(p+e).
Se as forgas girarem em torno dos respectivos bragos, o angulo

¢ conservar-se-ha constante e os momentos nio variariio, e como
uma rotagio systematica qualquer das forgas dos conjugados se




pode decompor sempre em duas, uma effectuando-se nos dois
planos parallelos dos binarios, isto & em torno dos seus eixos,
e a outra em volta dos bracos, segue-se que os momentos dos
dois binarios serio eguaes em todas as configuragdes.

Um binario girante poders pois substituir-se sempre por
outro, se os bragos dos dois binarios forem parallelos, se as for-
¢as forem parallelas e do mesmo sentido, e eguaes os seus mo-
mentos maximos, isto &, os productos das forcas pelos bragos
respectivos.

Se os binarios existem no mesmo plano e n'elle se conservam
em todas as configuracees, bastard para serem equivalentes que
sejam

aP=aP, ¢=4¢,

podendo os bragos deixar de ser parallelos.

3. E claro que as propriedades que se deduzirem do estudo
das rotagdes systematicas terdo logar da mesma forma se, em
vez de se considerarem fixos os pontos de applicagio e moveis
as forcas, se conservarem estas constantes em direc¢io absoluta
e intensidade, movendo-se o corpo ou systema rigido de qual-
quer forma no espago, Como um movimento de translagdo qual-
quer do corpo ndo influe na disposiclio das forcas em relagiio a
elle, bastard considerar as rotagdes do corpo em torno de um
qualquer dos seus pontos.

Poderemos pois seguir qualquer dos dois caminhos, ou consi-
derar o corpo fixo dando #s forcas rotagdes systematicas, ou con-
siderar o corpo girando em volta de um qualquer dos seus pon-
tos, conservando as forgas que actuam em cada ponto a mesma

direcgao ahsoluta no espago e a mesma inlensidade.
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Configuragdes planas

“k. Consideremos primeiro o caso em que as forcas estio
situadas todas n'um plano e n'elle se conservam em todas as con-
figuragdes.

Tomemos no plano dois eixos rectangulares Oz, Oy de modo
que a rotagio directa se effectue de Oz para Oy. Sejam P,
P',... as forcas dadas e z, y, &, y,... as coordenadas dos ’

seus pontos de applicacdo. Sendo «, ', 2", ..

os angulos que
as forgas fazem n'uma dada configuragio com o eixo dos z, a
somma dos momentos em relagho 4 origem O seri

EP (zsena—ycosa).

Executando as forcas uma rolagho systematica de 90° no sen-
tido directo, a somma dos momentos na nova configuragio sera

3P (xcosa+ysena).

Supponhamos que o systema tem uma resultante que designa-
remos por R. Sendo a, a+ 90° os angulos que ella faz com o
eixo dos z nas duas configuragdes, chamemos y, y; és coorde-
nadas do ponto de intersecgdio das duas rectas que dao a dire-
cgio da resultante nas duas posigdes,

Teremos

2P (xsena—ycosa) =R (xq sena—y; cos a),

3P (@cosa+ysena) =R (z1 cos a+y; sena).
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D'estas duas equacdes deduz-se, eliminando successivamente
Y1 € &y,

IP[ acos(z—a)tysen(a—a)l=Ray,

YP[—asen(a—a)tycos(@a—a)] =Ry
ou
EP{ axcosg+yseng)=Raz

IP(—zseng+tycosg) =Ry

se designarmos por ¢, ¢',... os angulos que as foras fazem
com a resultante, a partir d’esta no sentido directo. Como esles
angulos slio constantes em todas as configuracbes, segue-se que
os primeiros membros das duas equacdes (1) serdo os mesmos
para quaesquer duas configuragdes de directrizes perpendicula-
res. Se o systema tem pois resultante, esta passara pelo ponto de
coordenadas xy, yy em todas as configuragdes. Este ponto tem o
nome de centro do systema.

Se as forcas do systema forem parallelas, serd sempre ¢ =10
ou p=180°" e as equacdes (1) reduzem-se a

3+Px=Raz;, 2=Py=Ry.

xq, yy sio entdo as coordenadas do centro de um systema de
forcas parallelas situadas n'um plano, como devia ser.

5. A existencia do centro de um systema plano péde esta-
belecer-se tambem geometricamente com muita. facilidade,

Consideremos primeiro s6 duas forcas P, P’ (fig. 1) girando
systematicamente em torno dos seus pontos de applicacio a, b.
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A sua resultante R passara no ponto d, intersecgdo das duas for-
¢as P, P’ na configuragio que se considera. Fagamos passar uma
circumferencia pelos tres pontos a, b, d e seja ¢ o ponto em que
a resultante R encontra a circumferencia.

Sejam Py, Py' as posigdes das for¢as n'outra qualquer configu-
ragio. O seu ponto de interseccio dy estard sobre a circumleren-
cia visto que as forgas conservam a mesma inclinagio reciproca,
e, como ¢ constante tambem o angulo da resultante com as duas

A~ s
componentes, deve ser Rydjb=Rdb e portanto as duas dire-
cgdes da resultante devem cortar-se no ponto e. Vé-se pois que,
emquanto as duas forcas giram systematicamente em volta dos
seus pontos de applicagio, a resultante gira em volta de um
ponto, que é o centro do systema.

Unam-se os tres pontos a, b, ¢ pelas cordas ac, ab, be. Serh

B e M
cab=ecdb, cba=adec.

Vémos pois que o centro de um systema de duas forcas gi-
rantes se oblem tirando por cada um dos pontos de applicagio
uma recta que faga com a linha que 0s une um angulo egual ao
que a outra for¢a faz com a resultante.

Supponhamos agora que o systema se compde de um numero
qualquer de forcas P, P', P”,.. . Decomponhamos estas segundo
dois eixos quaesquer e sejam X, Y, X/, Y/, X", Y",... as suas
componentes. O systema fica assim substituido por dois systemas
de forgas parallelas. O systema X, X', X", .. pode substituir-se
pela sua resultante X; girando em torno do respectivo centro;
0 systema- Y, Y Y”,... substituir-se-ha pela sua resultante Y,
applicada tambem no centro respectivo. Ficamos assim reduzidos
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a um systema de duas forgas Xy, Yy, fazendo entre si um angulo
egual ao dos eixos que adoptamos. Substituindo agora, pelo modo
que ja fica descripto, estas duas forcas pela sua resultante appli-
cada no centro respectivo, teremos finalmente substituido o
systema de forcas P, P',... por uma forga unica girando no
centro do systema.

Se a resultante do systema [dsse, na configuracio em que se
fez a decomposigio, parallela a um dos eixos coordenados, isto
¢, se fdsse por exemplo Xj=0, o systema reduzir-se-hia em
geral & forga Y; e a um binario girante cujas forgas Xy, — Xg
siio as resultantes dos dois grupos de for¢as actuando em sentido
contrario que constituiriam o conjuncto das componentes paral-
lelas ao eixo dos @, tendo as resultantes por pontos de applica-
¢lio os centros dos dois grupos. Deslocando o binario no seu
plano até que o ponto de applicagdo de uma das forgas coinci-
disse com o ponto de applicacio de Yy e compondo depois as
duas forcas, ficariamos afinal com um systema de duas forgas
girantes divergentes que pmlunms reduzir, como no caso anle-
rior, a uma s6 for¢a girante.

Se fossem ao mesmo tempo Xy=0, Y; =0, o systema ndo
teria resultante e reduzir-se-hia a dois binarios girantes. Trans-
formando-os em dois binarios de bragos eguaes e deslocando um
d’elles até coincidirem os dois bragos, poderemos compér as for-
cas applicadas em cada extremidade do brago commum e o sys-
tema reduzir-se-ha afinal a um binario girante.

G. Se o systema tem resultanle, poderd reduzir-se, como
vimos, a uma for¢a unica movendo-se em torno do centro
respectivo. Designemos por R a resultante, por C o centro do
systema e por O o centro dos momentos. Chamando © ao angulo




que a resultante faz com o raio vector OC, a somma dos momen=
tos das forgas do systema em relagio a O terd por valor

M=Rrsenw,

sendo r=0C.
Serd M= 0 para as duas configuragdes o =0, ©=180° em
que a resultante passa pelo centro dos momentos; terh os valo=

res maximo e minimo para w=90° e w= 270", configuragdes
em que a forga ¢ perpendicular 4 linha que une os dois centros.
O momento maximo & pois o producto da resultante pela distan-
cia dos dois centros. Designando-o por K, podemos pér

M=Ksenw.

Se chamarmos ¢ ao angulo que a directriz correspondente ao
momento M faz com a directriz correspondente a K, teremos

M=K cos g.

Vé-se pois que, se tivermos M =0 para duas directrizes que
formem entre si um angulo differente de 180°, sera K =0, isto
&, o centro dos momentos coincidirh com o centro do systema.

7 . Se osystema nilio tem resultante, reduz-se, como ja vimos,
a um binario girante. Designando por R cada uma das forgas do
binario resultante. por r o brago respectivo e por o angulo das
forcas com o braco, teremos n'este caso, qualquer que seja o cen=
tro dos momentos,

M=Rrsenw. :
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O momento terd os valores maximo e minimo nas duas posi-
gdes inversas em que R e r sdo perpendiculares e serd nullo nas
duas configuracdes em que as forcas estdo na direcgdo do braco.
N’estas duas posigdes o systema esth em equilibrio.

Designando por K o momento maximo, por ¢ o angulo que a
sua directriz faz com a directriz correspondente a0 momento M,
poderemos, em vez da equaglio precedente, por

M=K cos ¢.
L]

Esta expressdo di tambem os momentos maximo e minimo
para g=0 e 9=180°, e as duas configuragdes de equilibrio
para 9 =90° e ¢ =270°.

Vé-se tambem que, quando ¢é nulla a resultante de um systema
de forgas girantes n'um plano, este systema estaré em equilibrio
em todas as configuracdes, se houver duas ndo oppostas, isto ¢,
cujas directrizes fagam um angulo differente de 180° nas quaes
se d& o equilibrio ou, o que é 0 mesmo, em que seja M=0,

Condigdes do equilibrio astatico. Eixos de equilibrio

8. Sabe-se que as condigdes de equilibrio de um systema
rigido subjeito & acglio de forcas quaesquer siio

:X=0, 3Y=0, 2Z=0,
3(Vs—Zy)=0, I(Zo—Xz)=0,.......(2)




19

Diz-se que o equilibrio de um corpo ou systema rigido ¢ asta-
tico quando, executando as forgas rotagdes systematicas, o equi-
librio subsiste em todas as configuracdes. Vejamos quaes sio as
condigdes em que este equilibrio tem logar.

Em vez de suppormos o corpo fixo e as forgas girando syste-
maticamente, supporemos estas constantes em direcgdo e grandeza
e o corpo girando em torno de um ponto qualquer. Tomemos
este ponto para origem e consideremos dois systemas de eixos,
um fixo no espaco e o outro movel e invariavelmente ligado
ao corpo. Designemos por Z, u, {, £, v, ,... as coordena-
das dos pontos do corpo tomadas no primeiro systema, e sejam
z, ¥, 5, &, y, 5,... as coordenadas no systema movel. Sabe-se
que é

x=—{sen{ sen i+ (—sen g cos § + cos g sen ¢ cos ) +

+ & (cos g cos § + sen g sen § cos 8),

y=—{cos y send+ v (sen g sen ¢ + cos ¢ cos § cos b) +

+ £ (— cos g sen § + sen g cos § cos @),
z={ cos +» cos g sen§ + £ sen psen,

sendo ¢ o angulo que a intersecgio do plano dos £» com o plano
dos zy faz com o eixo dos z, ¢ o angulo que esta mesma inter-
sec¢do faz com o eixo dos £ e | o angulo que os eixos dos z e
dos { fazem entre si.

Substituindo estes valores nas condicdes (2) de equilibrio,

vé-se [acilmente que para que ellas tenham logar quaesquer que
*®
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sejam os valores de ¢, § e 6, devem ser
3X=0, 3:Y=0, 3:Z=0,
3Xf=0, 2Xu=0, XIXI{=0,
3Yi=0, 2Yu=0, XY{=0,
2ZE=0, ZZn=0, ZZ7=0.

Dado portanto um systema de forgas actuando sobre um corpo
solido, este estar4 em equilibrio astatico se n'uma qualquer con-
figuraco forem satisfeitas as condigbes

3X=0, 2Y=0, 3IZ=0,
IXz=0, 2Xy=0, 3Xz=0,
3VYz=0, 2Yy=0, 32Yz=0,
53Z2=0, 2Zy=0, 3Zz=0,

sendo X, Y, Z as componentes da forca applicada ao ponto de
coordenadas z, y, 3, tomadas n'um systema de eixos qualquer.

O. Supponhamos agora que o corpo, em vez de se mover de
uma maneira qualquer em volta da origem, tem apenas um movi-
mento de rotagio em torno de um dos eixos, do eixo dos z por
exemplo.

Estando o corpo em equilibrio na posigio inicial, isto é, sendo
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satisleitas as equagdes (2), procuremos as condicdes necessarias
para que o equilibrio subsista depois de uma rotagiio qualquer em
volta do eixo dos z. Girando o corpo de um angulo ¢ em volta
d’este eixo, para termos as condigdes de equilibrio na nova posi-
¢do devemos mudar nas equagdes (2)

x em Tcosg—yseng
e y em zseng+ycosg.

As tres ultimas de (2) transformam-se em
3Yzs—seng3Zaz—cosgp3Zy=0,
cosp¥Zaz—seng3Zy—2Xz=0,

sengiXz+seng3Yy=0,
systema que é equivalente ao das tres equagdes
(1—cosg)2Xz=0, (1—cosg)2Yz=0,
seng (ZXz+3Yy)=0;

e para que estas equacdes tenham logar, qualquer que seja g, devem
ser
2Xz=0, 2Yz=0, 3Xz+3Yy=0...... (3)

Satisfeitas as equagdes (2) e (3), o corpo estard em equilibrio
em todas as posi¢des, girando em torno do eixo dos z.
Quando, conservando-se constantes em direcgdo e grandeza as
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forgas de um systema, o corpo gira em torno de um eixo qual-
quer, dé-se a este eixo o nome de eizo de equilibrio, se as forgas
do systema se equilibram em todas as configuragdes que resul-
tam de este movimento de rotagio. Assim quando n'um systema
qualquer forem satisfeitas as equagdes (2) e (3), o eixo dos z
serh um eixo de equilibrio.

1 O. Procuremos agora as condigdes para que seja um eixo
de equilibrio uma recta fazendo angulos quaesquer com os eixos
coordenados.

A consideragdo das equacdes (3) fornece, como vamos ver,
um meio muito simples de resolver o problema. Supponhamos
que no ponto (z, y, 5) de applicacio da for¢a X, Y, Z actuava
uma for¢a de componentes — Y, X, 0 segundo os eixos dos z,
dos y e dos z, outra de componentes —Y', X', 0 no ponto (z/,
y', 3') etc. As equagdes (3) junctamente com as duas primeiras
de (2) exprimem que o corpo estaria em equilibrio se sobre elle
actuassem s6 estas forgas auxiliares.

Ora, como ji dissemos, em vez de considerarmos, como no
n.° 9, as forcas constantes em direc¢io e grandeza e o corpo
girando em volta do eixo dos 3, podemos considerar o corpo
fixo e as forcas girando com a mesma velocidade angular em
torno de eixos parallelos ao eixo dos z passando pelos seus pon-
tos de applicagio. A extremidade da forga de componentes X,
Y, Z terd no instante inicial uma velocidade representada geo-
metricamente por um comprimento da tangente & circumferencia
que este ponto descreve parallelamente ao plano dos zy, cujas
projecgdes sobre os tres eixos slio proporcionaes a

-Y, X, 0.
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A esta grandeza geometrica, considerada como uma forga nova,
podemos chamar a derivada geometrica da forca X, Y, Z. Estas
derivadas geometricas siio exactamente as foras auxiliares que
jh consideramos. As equagdes (3) exprimem assim que se equi-
libram sobre o systema as derivadas geometricas das forgas.

Se considerarmos agora um eixo de posigio qualquer, cuja
direcgdo ¢ dada pelas equagdes

a derivada geometrica da forca X, Y, Z, em relagio a este eixo
terfi componentes proporcionaes a

qZ—rY, rX—pZ, pY—gqX,

segundo os eixos dos x, y, 3. Exprimindo que ellas se equilibram,
teremos as equagdes correspondentes a (3)

—p(EYy+3Z3)+qzXy+riXz=0,
piYz—q(2Xz+3Z5)+r3Yz=0,.....(%

p3Zz+q3Zy—r(ZXz+3Yy) =0,

Estas equagdes, junctamente com as equacdes (2), exprimem as
condicdes que devem ser satisfeitas para que uma recta qualquer,

cuja direcgdo ¢ dada pelas equagdes - = seja um eixo
AN ¢

de equilibrio.
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Se procurassemos agora as relagdes que deviam dar-se entre
as forgas e as coordenadas dos seus pontos de applicagio para
que as equacdes (%) tivessem logar, quaesquer que fossem os
valores attribuidos a p, ¢, r, obteriamos de novo as condi¢des do
equilibrio astatico a que chegamos no n.* 8.

Plano central. Caso em que o systema se reduz
a uma forga unica. Caso em que o systema
se reduz a uma forga e um binario

1 1. Consideremos o systema de forcas n'uma das suas con-
figuragdes e lomemos um systema de eixos qualquer. Transporte-
mos todas as forgas & origem. das coordenadas. Seja P a forca de
componentes X, Y, Z, cujo ponto de applicagdo tem as coorde-
nadas z, y, z; P’ a forca de componentes X', Y', Z', cujo ponto
de applicacio tem as coordenadas &, ¥, 2, etc.

Do transporte da forca P 4 origem resultard um binario que
poderemos decompdr em tres de bragos x, y, z, respectivamente
dirigidos segundo os eixos dos x, dos y ¢ dos z, e cuja forga &
P. O binario de brago dirigido segundo o eixo dos 2 péde trans-
formar-se n'outro de brago egual & unidade e de forca Pz e,
fazendo o mesmo em relacio aos outros dois binarios, teremos
afinal: segundo o eixo dos @ um binario de brago egual & uni-

dade, cuja forga tem por componentes segundo os tres eixos
Xa, Yo Iz

um bingrio de brago egual & unidade e dirigido segundo o eixo
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dos y, cuja forga tem por componentes
Xy, Yy, Zy;

e um terceiro, de braco tambem egual a 1 e dirigido segundo o
eixo dos 3z, cuja forga tem por componentes

Todas estas transformagdes slio permittidas, como vimos no
A

Transportando todas as forgas para a origem, vemos pois que
o systema se reduz a uma forga, a forca principal, applicada
na origem e cujas componentes slio

Xo=2X, Yo=32Y, Zy=31Z

e tres binarios de bragos eguaes & unidade e dirigidos segundo os
eixos dos x, dos y e dos z, cujas for¢as téem respectivamente

por componentes
X2, 2Yaz, 2Zz parao primeiro,

Xy, 2Yy, 2Zy para o segundo,

(2]

X3 XYz, 32Zz parao terceiro.
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Assim o systema péde reduzir-se a uma forga, a forca prin-
cipal, applicada n'um ponto qualquer, e a tres binarios cujos bra-
gos sdo dirigidos segundo as arestas de um triedro qualquer. Se
a forca principal ¢ nulla, o systema reduzir-se-ha, em geral, a
tres binarios.

Vé-se tambem que as condi¢des do equilibrio astatice, a que
chegamos no n.° 8, indicam que deve ser nulla a forga principal
¢ os momentos dos tres binarios.

1 2. E facil vér, seguindo um caminho analogo ao do n.® 5
que o systema girante se péde, em geral, reduzir a uma forca e
a dois binarios s6. Projectemos todas as forcas do systema
sobre rectas parallelas a uma dada direc¢do e passando pelos seus
pontos de applicagdo. Sejam a, b, ¢ os cosenos dos angulos que
esta direc¢lio faz com os eixos coordenados que suppdmos rectan-
gulares. Teremos assim um systema de forgas parallelas, formado
pelas componentes das forcas parallelas aquella direcciio, que
poderemos substituir pela sua resultante, a que chamaremos R,
applicada no respectivo centro. Designando por zy, yy, 31 as
coordenadas do centro, sabe-se que é

Rmﬂxu+bva+€?4),
Rey=a3Xx+b3Yz+cilz,
Ryi=a3Xy+b3xYy+c3xZy,

Rzj=aZ2Xz+03Yz+e3Za.
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Eliminando R, a, b, ¢ entre estas equagoes, vem

i, Xy, Yo, Zy,

&y 2K-7'. E'YI'. szu

| R | )

yi; 31Xy, 32Yy, 32y,

£, 42Xk 3¥Yn ils,

Considerando x4, yy, 3y como coordenadas correntes, esta serd
a equaglio de um plano.

Vé-se pois que, qualquer que seja a direc¢ldo segundo a qual
se decomponham as forgas, o centro do systema formado pelas
componentes estard sempre n’um plano fixo do corpo. Este plano
¢ designado pelo nome de plano central.

Se decompozermos pois todas as forgas do systema segundo
0s tres eixos e substituirmos cada um dos systemas, formados por
forgas parallelas a cada um dos eixos, pela sua resultante appli-
cada no centro respectivo, teremos reduzido o systema dado a
trés forcas applicadas em tres pontos A, B, C do plano central.

Se applicarmos em A forgas eguaes e contrarias s que actuam
em B e C, teremos reduzido o systema a uma forca, a forga prin-
cipal, applicada em A e a dois binarios de bragos dirigidos se-
gundo AB e AC.

1 3. O systema poders, em casos especiaes, reduzir-se a
uma forca e um sé binario ou mesmo a uma forga sé.

Quando o systema girante equivale a uma forga unica appli-
cada n'um ponto xy, yo, 3o, € claro que, se introduzirmos no sys-
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tema uma forga egual e contraria — Ry, de componentes — Xy,
—Yy, —Zy, applicada no mesmo ponto, o systema ficard em
equilibrio astatico.

Teremos pois (n.° 8)

IX-Xp=0, :Y—Yy=0, 21—-14y=0,
3Xe—Xpap =0, EZXy—Xoyo=0, 3Xz—-Xp5=0,
2Ya—Yoag=0, ZYy—Yuy.;.nO, 2Vz-=Yo3p=0,
3Za—Zyxp=0, 2Zy—Zpyy=0, ZZz—Zyz=0.
Portanto, se o systema tem resultante, isto é, se ndo sdo simul-

taneamente XX=0, ¥Y=0, 3Z=0, poderemos eliminar
0, Yo, %0, Xo, Yo, Zo, entre estas equagdes, o que da

31Xz xYa 2722

A0 xR

sX i zL
asat PPt Mo & .(6)
"5 SHEe b ¥

Teremos tambem

Xo=:X, Yo=:Y, Zy=2Z




e _:Xz : quy _zZz
ST & o R e

Vé-se que, se forem satisfeitas as condigdes (6), o systema se
reduz & forga Ry girando em torno do ponto de coordenadas xy,
Yo, 39. A este ponto di-se o nome de centro ou ponto central do
systema das forcas dadas.

No caso particular em que as forcas siio todas parallelas, tere-
mos, designando por a, b, ¢ os cosenos dos angulos que a sua

direc¢dio commum faz com os eixos coordenados,

:X=a:zP, :Y=0b:P, 3Z=c:P,

iXz=axPz, 3Yy=0biPy, z2Zs=czPs, elc,

Bgmzl’,
= __ 2Pz 1Py 3Pz
by g S S e S A Rt i

Estes valores de xy, yg, 39, siio, como se sabe, as coordena-
das do centro d'um systema de forgas parallelas.

1<k. Para vér em que circumstancias o systema se reduz a
uma for¢a e um binario girante péde seguir-se um processo ana-
logo. Seja Ry a forga isolada de componentes Xy, Yy, Zp e sejam
Zo, Yo, Z0 as coordenadas do seu ponto de applicagdo. Designe-




mos por Ry, — Ry as for¢as do binario, por Xy, Yy, Z; as com-
ponentes de Ry e por py, g, ry as projecgdes do brago respe-
ctivo. Exprimindo que o corpo estd em equilibrio astatico depois
da introducciio da forga — Ry e do binario — Ry, Ry, vem

i1 X=Xy, :Y=Yy, =2Z=1I,,
sXz=Xoxp+X;py, =Xy=Xoy+X;q,
sXz=Xoz0+ X;rg,
:Yz=Yozo+ Yip, zYy=Yoyo+ Yiq,
sYz=Ypzp+Yyry,
sZa=Lxg+ZLipy, :Zy=Zyyo+Ziq,

‘.‘ZZ=.Z|]:|}+Z|II‘1.

Eliminando Xy, Yo, Zy, X1, Y1, Zy, vem

q1:Xz—py sXy— (g1 20 —p1y0) 2 X =0,
g :Yo—psYy—(qpraxo—p1yo) 2Y=0,

q2lez—p12ly— (g1 20—p1yo)32=0,

ri2Xa—p 2Xz—(ry @ —py 50)2X =0,

R ST A
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rixYoe—pisYz—(riaxp—pr15):Y=0,

risZa—p2Zls—(ry@g—py30) > L =0.

Nio sendo xX=3Y=3Z=0, como suppdmos, podemos
ainda eliminar gy 2o — py o, r129— pi1 359, 0 que da

1 [2Y2Xz—3X:YVao]=p [sY2Xy—:X2Yy],
q1[3Z2sXz—sXsZx)=pi[sZ:Xy—=:XsZy],
ri[2YzXz—3XeYa]=p[2Y:X2—-3X:Y3],
ri[ ZzXz—3X32Zs]=p[3Z:X3—3X3:Z3).

Eliminando finalmente p;, ¢y, ry, obtem-se as equagdes de con-
digiio

:X(:YzsZy—z2Z2xYy)+
+:Y(sXysZa—:Zy:Xa)+

+3Z(xYy:Xz—:Xy:Ya)=0,

i iam
3X(2Yo3Zzs—3ZaxYia)+

+2Y(2Xz3Zo—z2Z52Xa2)+

+3:Z(:Yz:X2—3Xs:Ya)=0.




32

Sendo satisfeitas estas duas condigdes, teremos

sYxXy—3:X:Yy
HW=P YiXos—sXa2V2

g zYzXs—:2X:2Y:z
=P :YzXz—zX:Y2'

podendo tomar-se p; arbitrariamente.

Para determinar os valores de @y, yo, 39, oblem-se depois as
duas equagdes

_2YzXy—zXzVy +zszXx-—:-.Xy sYx
y"—z\’}.}i:ﬂ—x){z‘fz sYsXz—3X:Ya '

sY:Xz—:X=2Vz sYz:Xz—:Xz:Ya

S Y Y-tV " aYaXe—3Xsi¥s

Pode pois tomar-se para ponto de applicacio da forga Rg
qualquer dos pontos da recta que estas duas equagdes represen-
tam quando se consideram xg, yo, 3p cOMO coordenadas corren-
tes. Esta recta invariavel no corpo solido tem o nome de recla
central do systema. Comparando os valores de yo, 5 com os de
q1» T1, Vé-s€ que ella é parallela ao brago do binario.
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As componentes X, Yo, Zy, Xy, Yy, Zy, sio dadas por

Xy=iX, Yy=1Y, ZymzZ

xl:zﬂm—musx’
o

Vi sYa—umxpz Y’
"

Vé-se pois que o systema se pide reduzir a uma for¢a e um
binario, sempre que forem satisfeitas as equacdes (7). O ponto
de applicacio da forga, egual e parallela & forca principal do
systema, pode ser qualquer dos pontos da recta central. O braco
do binario péde tomar-se sobre uma recta qualquer parallela &
recta central, e a sua forca depende do comprimento arbitrario
attribuido ao brago e das coordenadas do ponto d'applicagio da
forga egual e parallela & forca principal.

Em vez da forga Ry e do binario Ry, — Ry péde reduzir-se o
systema a duas forcas applicadas em dois pontos da recta central.
As componentes d’estas forgas e as coordenadas dos seus pontos
de applicagio serfio

X{I_Xl! YC'_YI‘ ZO""Z‘h Ty, Yo, %0,

Kl, Y[. Z[, Ty +Pll Yo + T % + 4.
3
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Como exemplo de um caso em que as condigdes (7) sdo satis-
feitas, citaremos aquelle em que as forgas do systema estdo todas
n’um mesmo plano, que poderemos tomar para plano dos zy e
entlio todos os 3 serdio nullos.

Ellipsoide central

1 5. Como vimos no n.° 11, um systema girante péde sem-
pre reduzir-se a uma forca, a forga principal, actuando n'um
ponto qualquer do corpo e a tres binarios de bragos dirigidos
segundo as arestas de um triedro qualquer. Suppondo os bragos
dos binarios dirigidos segundo tres eixos rectangulares, vamos
vér como variam, n'um ponto determinado, as forcas dos bina-
rios com a orientagio dos bragos.

Tendo transportado todas as forgas para um ponto O do corpo
e tendo reduzido o systema a uma forga passando na origem e a
tres binarios de bragos dirigidos segundo os tres eixos rectan-
gulares Oz, Oy Oz, consideremos um novo systema de eixos
rectangulares Oz, Oyy, Oz, fazendo com os primeiros angulos
cujos cosenos sio a, b, ¢; a, b, ¢; a" b ¢". Para termos as for-
gas dos binarios de bragos eguaes 4 unidade e dirigidos segundo
os eixos Oz;, Oyy, Oz, decomponhamos cada um dos tres bina-
rios, obtidos na primeira reducgio, segundo estes novos eixos.

O binario de brago egual & unidade e dirigido segundo O,
cuja for¢a tem por componentes 3Xa, : Y&, 322 d4 um bina-
da mesma forca e de brago egual a a sobre Oxy; o binario de
brago dirigido segundo Oy dé sobre Oz um binario, cuja forca
tem por componentes xXy, 3Yy, sZy e cujo brago & egual a
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b; e finalmente o binario de brago dirigido segundo Oz da sobre
Oz um binario de braco ¢ e cuja for¢a tem por componentes
Xz, Yz 27z Reduzindo & unidade os bragos d’estes tres
binarios e compondo depois as forgas, teremos afinal um binario
de brago egual & unidade sobre Oz e cuja forca tem por com-
ponentes

aiXz+b3iXy+c2Xs,
a3Yo+b3yYy+e3Ys,
aXZz+b3yZy+ecxls,

segundo os eixos dos z, dos y e dos =.
Quadrando estas expressdes e sommando, teremos, designando
por F;, a for¢a do binario cujo brago tem a direcglo de Oz,

F.i=Aa*+ A+ A"+ 2Bbc+2Bac+ 2 B'ab,.. .(8)
fazendo

A=3Xz+32Yzr+37x,
Al=3'Xy+3Yy+32Zy,
Al=32Xz+4+32Yz 43273,
B=3Xy2Xs4+2Yy3Yz+3Zy3Zs, i
B=3Xx3Xs+2Y22VYz+3Z231Zs,

B'=3Xz3Xy+2Y22iYy+3Zx2Zy.

-
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Para termos os valores de F, eF., isto & as forgas dos
binarios de bragos dirigidos segundo Oy e O3z, bastard mudar
em (8) a, b, ¢, em @, ¥/, ¢, e a”, D", ¢".

Consideremos a superficie representada pela equagio

Az2+ Alyt+2By sz, +2B'z5,+ 28 xy =1...(10)

Comparando esta equagiio com a formula (8), vé-se immediata-
mente que a forga de um binario de brago dirigido segundo um
raio vector da superficie (10) € egual ao inverso d’este raio. A
equagdo (10) representa em geral um ellipsoide. Este ellipsoide,
a que se da o nome de ellipsoide central do ponto O, tem a van-
tagem de representar geometricamente a variaglo das forgas dos
binarios cujos bragos siio dirigidos segundo os seus raios vectores.

Substituindo em (10) os valores (9), desenvolvendo, e desi-
gnando por P a fora de componentes X, Y@, Z( applicada
no ponto (z, yli, z), a equagio do ellipsoide central tomaré
a forma

2
s PO (al 2, + ylily, + 2005)2 +
+ 2 x P Pk cos (P(), P¥) (2l 2 + yWy, + 500 35) =

x (z® 2 +yKy, +sklz) =1.

Os coefficientes d’esta equagiio sdo formados pelas intensidades
das forgas, pelas coordenadas dos seus pontos d’applicagdo e pelos
cosenos dos angulos que as forgas fazem entre si, e como estas
quantidades se conservam constantes quando as forgas executam
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rotacdes systemalicas, vé-se que aquella equaglio se conserva a
mesma em todas as configuragdes. Se consideramos porém as
forgas constantes em direcgdo e grandeza, e movel o corpo, quer
isto dizer que o ellipsoide central de cada ponto se movera jun-
ctamente com o corpo.

16. Vejamos se pode dar-se aos eixos rectangulares Oz,
Oyy, Oz uma posigdo tal que as forcas dos binarios correspon-
dentes sejam tambem rectangulares.

Ji escrevemos as expressdes das componentes da fora F,,,
d'onde se deduzem, como dissemos, as de Fy, e F;, mudando
a b, c em a', ¥/, ¢ e a”, b", ¢'. Com estas expressdes estabe-
lecem-se immediatamente as condigdes de perpendicularidade
entre as tres forgas, Teremos assim

Aaa' + A'bY + A"’ + B (be' + cb') + B’ (ca’ +ac) +
+ B (al/ + ba') = 0,
Adla+...... =0,
Ada"+......=0.

Estas equagdes exprimem que os eixos Ozy, Oy, Oz, devem
ter a direcgdo dos eixos do ellipsoide central.

Péde pois dar-se ao systema rectangular dos bragos dos bina-
rios uma posicdo tal que as forgas respectivas sejam tambem per-
pendiculares entre si. Esta posiclio serd em geral unica; havera
porém uma infinidade d'ellas, se o ellipsoide central for de revo-
lugiio.
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Tomemos pois os bracos dos binarios na direc¢lio dos eixos
do ellipsoide central. As forgas correspondentes constituirdo entdo
um systema de tres direccdes rectangulares que poderd, por
meio de uma rotagdo systematica, tornar-se parallelo aos eixos do
ellipsoide, obtendo-se assim uma configuragdo em que os binarios
se annulam por terem as suas forgas na direccdo dos bragos
respectivos. D’esta configuraglio poderfio deduzir-se mais tres
analogas por meio de rotagdes de 180°, a que daremos o nome
de inversies, em torno dos tres bragos.

Sendo pois dado um systema de forgas applicadas a um corpo
solido e executando o systema rotagfes systematicas, haveré pelo
menos quatro configuracdes em que o systema se reduz & forca
principal passando n’um ponto determinado do corpo.

Vé-se tambem que se a forga principal é nulla, ha sempre
quatro configuracdes em que o systema fica em equilibrio.

Ponto central do plano central.
Posigiio dos eixos principaes em todos os pontos
do corpo

1'7. A equagdo do ellipsoide central é a mesma para todos
os pontos do corpo quando ¢ nulla a forga principal do systema.
Supponhamos porém que nlio é nulla esta forga. Obtida a equa-
¢o do ellipsoide central n’um ponto dado O, para termos a equa-
¢ao do ellipsoide para outro ponto O, de coordenadas o, v, %
transportaremos os eixos parallelamente a si mesmos para 0.
As componentes da forca principal ficario as mesmas, mas varia-
rao as forcas dos binarios. As componentes da [orca do binario,
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cujo brago tem a direccdo do eixo dos zx serdo, para o ponto 0/,
IXe—a'Xy, IY2z—-2Yy, 3Zx—oIy;

as componentes da forca do binario de brago parallelo ao eixo
dos yy slio

IXy—y'Xo, 3Yy—y'Yy, 3Zy—y'L;
e as da forca do binario de brago parallelo aos sz
2Xz—3'Xy, 3Yz—-3'Yy, 3Zz—3'Z.

Temos assim os dados sufficientes para escrever a equagio do
ellipsoide central do ponto 0, que se reduz 4 férma

Az2+A'yt+A"s2+2Bys + 2823 + 2B 2y, —
—2(az+By,+v35) (@z+yy +23)+

= } r3 2 | 9
+ (X, + Y, +2) (@, + gy, +5'5) = 1.

N'esta equaclio A A’ etc., téem os valores (9) e sdo
e=XeEXz+Y2Yz+ )37 x,
B=XoZXy+Yo2Yy+ZyZZy,

vy=Xo2Xz+Yo3Yzs+Z,3Zs.
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Vejamos se ha algum ponto do corpo em que se annullem as
quantidades que designamos por «, £, y. Nao sendo nullas estas

quantidades no ponto O, transportemos os eixos para um outro
ponto O’ onde ellas terlio os valores

@ =Xo3X2+ Yo Yo +Zy3Za—a (X; +Y, +Z)
B'=Xo3Xy+Yo2Yy+2Z3Zy—y' (X} + Y, +Z),
Y=Xo3Xs+Yo2Vs+2Z32Zs—¢ (X +Y; + Z).

Para que sejam a'=B'=y'=0, basta que as coordenadas
a, y/, 2’ da nova origem O’ tenham os valores:

Xo2Xzx+Yo2Yz+Z) 22
. Ak oA
XO+Y0+Z“

&y ’

. Xo2Xy+Yo2Yy+ZZZy

S ", S TR ’
1"+\{'+Zﬂ

XQEKZW"YH :Y¥Yz+ Zn 37z
2 AT
r Sei it SR

L]

A estas expressdes pode dar-se a férma

el F.cos (F:, Fy)
x'l = — F“ » y] — F{l 1 ol = Fu ¥
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sendo Fy a forga principal e F;, Fy, F. as foras dos binarios.
Os valores de @y, ¥y, 5y dependem pois apenas da grandeza das
forcas e dos angulos que ellas fazem entre si, e sdo por isso con-

stantes em todas as configuracdes. O ponto (zy, yy, z1) é por-
tanto um ponto fixo do corpo; di-se-lhe o nome de ponto central.

Suppondo que o ponto O, que primitivamente tinhamos tomado
para origem, & o ponto central, serd

a=Q=y=0,
ou, 0 que é 0 mesmo,

X02K3+Y02Y:c+2022x-0.?
Xo2Xy+ Y2 Yy+Z3Zy=0,).......(11)

XoZXs+Yy2Ys+Zy3xZa=0,)

e a equagdo do ellipsoide central de um ponto qualquer O’ tomara
a férma mais simples

Az}+A'y2+A"324+2Bys + 2B sx +2B'zy, + 4%

2 /2 2 ' 7
+(X, + Y, +Z,) @, +y'y, + 552 =1.

18. A equagio (12) péde ainda simplificar-se suppondo que
os eixos, a que se referiu o ellipsoide central do ponto central,
coincidem com os seus eixos principaes, porque entdo ter-se-ha

B=B'=B"=0,
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ou, em virtude de (9),

3X23Xy+3Y22Yy+3Z22Zy=0,
3XzEXs+3Y2EiYs+3Z23Z35=0,)....(13)

SXy3Xz+3Yy3xYs+32Zy2Zz=0.

Estas equagdes exprimem que as for¢as dos binarios siio per-
pendiculares duas a duas e as equagdes (11) exprimem que ellas
sio todas perpendiculares & for¢a principal. Como esta ultima
forca ndo ¢ nulla, para que estas duas condigdes se realisem
simultaneamente é preciso que seja nulla uma das tres forcas dos
binarios principaes. E facil vér com effeito que, para que sejam
satisfeitas as equacdes (11) e (13), devem ser nullas todas as
quantidades de um dos quatro grupos Xg Yo Zo; 32X, 3Y 2,
$Zz; 23Xy, 3Yy, 2Zy; Xz, 3Y 3 273z Como nlio ¢ Xo=
Yo=Zy=0, devem ser por exemplo,

3Xs=0, 3Yz=0, 3Z3=0,........(1%)

e portanto

A'=0,

A equagio do ellipsoide (12) reduzir-se-ha assim & forma mais
simples

1 2 ,2 2\ o ) '
Az +Ayi+ (X + Y, +Z) (@2 +yy+55)=1.
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As equagdes (14) indicam que tomamos para plano dos zy o
plano perpendicular ao brago do binario de forga nulla.

Do que vimos de dizer conclue-se que o systema se péde sem-
pre reduzir & forga principal e a dois binarios de bragos perpen-
diculares, cujas forgas siio perpendiculares entre si e & for¢a prin-
cipal.

O plano dos xy, onde existem os bragos dos dois binarios, &
o plano central que ji definimos no n.° 12.

1 9. Por meio de uma rotaclo systematica péde levar-se a
forca principal a ser perpendicular aos bragos dos dois binarios
e as forcas d’estes a terem a direcglio dos bragos. Considerare-
mos a configuragdo assim obtida como a configuragio inicial d’onde
se deduzem todas as outras por meio de rotacdes convenientes.

Supponhamos que, para calcular os coefficientes da equaglio do
ellipsoide central, escolhemos a configuragio inicial.

Teremos entdo

X{]mﬂ' Yﬂ'=0¢
:Xy=0, =Zy=0,
:Yz=0, zZz=0,

A=:*Xz, A'=:Yy,
e a equagio do ellipsoide central de um ponto qualquer M de
coordenadas ', y/, 3/, referida a eixos parallelos aos eixos esco-

lhidos, sera

Az2+ Ay 4+ 7 (T2, +yy, + o= (15)
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20. Com a equaglo do ellipsoide central, assim simplificada,
pode estudar-se com facilidade a distribuigdo dos eixos dos elli-
psoides centraes de todos os pontos do corpo. Procuremos os eixos
principaes do ellipsoide representado pela equaglio (15). Subtra-
hindo do primeiro membro de (15) k (2* + y*+ 2%, derivando
em ordem a x, y, e 5, e egualando a zero as derivadas, teremos

(A—K)z,+Z; &' P=0,
A=Ky, +Z yP=0}......00...(16
0
—k z;l--Z: 7 P=0,

fazendo

oz, +y'y,+55=P.

O systema (16) dé os valores

Z, Po Z; Py ZPs
i v L oy i g T

que, substituidos na ultima expressdo, dio

T o TR
Latsi oy 7 sh

—— ARt
AR AT F
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A esta equaglio pode dar-se a f[orma mais simples

m’! y]i z"
e, e Vot (i

fazendo

A=Zjat, A'= zzafl. T zzm.

A equagio (17) da tres valores para 2, que determinam os tres
eixos do ellipsoide central do ponto (#/, y/, 7).
Consideremos no plano central a curva que tem por equacdes

' L
4=0. ;‘i+3,§+l=0-

Esta curva é uma ellipse imaginaria, que designaremos pelo
nome de curva central. As superficies tendo por focal a curva
central estdo comprehendidas na equacio

x? yi 22
1_“!+1—_—ﬁ+;=l, n-tuu-ooooo{ls)

em que A é um parametro arbitrario. A equagdo (17) determina
precisamente os parametros das tres superficies homofocaes que
passam no ponto (2, ¥/, /) e as equagdes (16) mostram que os
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eixos do ellipsoide central d’este ponto coincidem com as normaes
4s tres superficies homofocaes.

Chamando binarios principaes em cada ponto do corpo aos
binarios em que os bracos e as forcas constituem dois systemas
de direccdes rectangulares e eizos principaes d’'um ponto aos bra-
¢os d’estes binarios, vé-se que o0s eixos principaes sio as normaes
4 familia de superficies homofocaes tendo por focal a curva central.

As superficies homofocaes representadas pela equagio (18),
além da curva central, téem ainda duas conicas focaes, situadas
nos planos normaes ao plano central que tomamos para planos
dos yz e zx. As equagdes d'estas duas focaes sdo

y'! =1
;r=ﬂ, :_;‘3—_ﬁ+;i=l‘
o
xt =2
y=0, o —+g=1,

e R

e estas equagdes sdo as de uma ellipse e de uma hyperbole. Os
planos d’estas duas curvas, cuja intersec¢do € o brago do binario
de forca nulla, e que cortam o plano central segundo duas rectas,
que sdio os bracos dos outros dois binarios, téem o nome de pla-
nos medios do syslema.

Theorema de Minding

21 . Um systema girante péde sempre reduzir-se, como
vimos, a uma for¢a unica, egual e parallela & forca principal,




&7

applicada no ponto central do plano central, e a dois binarios de
bragos perpendiculares, cujas forcas sio perpendiculares entre si
e & forga principal, excepto quando é nulla esta ultima forga.
Transportando em cada configuragio a forga unica para um ponto
qualquer do eixo central dos momentos e compondo os dois bina-
rios com o binario resultante d'este transporte, ficaremos com
um binario perpendicular ao eixo central. Este binario é o bina-
rio principal de valor minimo na configuragio que se considera.
O eixo central dos momentos tem no corpo uma posigio que
varia para as differentes configuracdes e o momento do binario
principal minimo é tambem variavel. Vamos ver qual deve ser a
posi¢do do eixo central para que o binario minimo seja nullo ou
para que o systema de for¢as se reduza a uma forca ou resul-
tante unica.

Partindo da configuracio inicial, em que das componentes da
resultante unica e das forcas dos binarios s6 ndio sdo nullas as
componentes Zy, zXz, Yy, demos és foras uma rotacdo syste-
matica qualquer. Designando por a, b, ¢; ', b, ¢; a", b, ¢" 08
cosenos de tres direcgdes rectangulares, teremos na nova confi-
guragdio os valores

Xo=cZy, Yo=dZ, Zy=dZ
para as componentes da forga unica; os valores

asXz, azXz d2X=x

para as componentes da for¢a do binario de brago parallelo aos
zz; 0

bxYy, VzxYy b'x2Yy
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para as componentes do binario de brago parallelo aos yy.
O binario de brago parallelo aos zz conservar-se-ha nullo.

Se transportarmos porém as forgas para um ponto qualquer M
(@, y» 3) do espago e junctamente o systema de eixos, as compo-
nentes da forca unica ficardo as mesmas, mas as componentes das
foras dos binarios, serdo, como no n.° 17,

asXae—caxly d:Xz—axcdly, drz—axdl
para o primeiro binario;
bxYy—ycZy V:Yy—ycZy b'sYy—yc'Zo
para o segundo ; e para o binario de brago parallelo aos zz
—scly, —zcly, —zd'Zy;
de férma que, na actual posigdo das forgas e dos eixos coorde-

nados, as sommas dos momentos em relaglio aos tres eixos téem

por valores

L= V'sXy—(c"y—c'z)Zy,
My=—a"sX 2+ (c"z— c3z) Zy, i e A0

Ny=d' sXz—bxYy+(cy—ez)Zy

e as projecgdes da forca principal sio

Xy Byl WysdZy, ~Zymso¥lyiisosiion (21)
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Para que o ponto M, que & a nova orizem, seja um ponto do

eixo central dos momentos, é preciso que seja

-

Ly
Xy

-

5
-I ZII

J

[

ou

A I L1+ &N "N
l:'l_x [’!=V:=rll lll:l-r-li-za’ﬂ’y—ﬁzx.r.
(H G C

Devem pois ser, se a origem ¢ um poato do eixo central,
Ly =c¢ (a'xYy—bzXuz),
My=¢'(a'zYy—bzX2),

Ny =c"(a'xYy—bzXaz),
expressdes a que pode dar-se a forma
'z —e"y) Zg=—b"sYy+e{azYy—bzXz),

(("x—c3)Zg=a"zXe+ ('Y y—b=zXz), (22

cy—cx)ly=bxYy—azXz+ (a'sYy—b=Xz).'

Ora, sendo o eixo central parallelo & forga principal, bastara,

para que elle [i||m' determinado, que se conhecam z, Y, 56

e, o, que $30 08 COSeNos dos angulos que elle faz com os eixos.

[
k




Eliminando entre as ultimas equagdes os cosenos a, b, a', ¥/, a", ',
que dependem de uma 86 arbitraria, quando ¢, ¢, ¢ sio dados,
ficaremos com uma unica equagio entre x, y, 3, ¢, ¢, ¢', porque
no systema (22) ha s6 duas equacdes distinctas.

Elevando ao quadrado as equagdes (22) e sommando-as, acha-se,

attendendo s relagdes mais simples entre os nove cosenos,

f

A A
(¢z—c"y)2+ ("z—ez)2 + (cy — d2) =— 2+ —¢*,(23)

o2
Z, Z,

sendo (n.” 19) A=3*Xa, A'=:Yy. Esta equaclo, que ndo
conlém sendo os elementos que definem o eixo central, ¢é a equa-
¢do d’'um complexo de segunda ordem. As rectas d'este complexo
s@io o logar geometrico do eixo central dos momentos em todas
as confizuragdes.

Querendo agora que o systema se reduza a uma for¢a unica,

deve por-se

Li=0, Mj=0, N;=0,
ara o que bastard junclar 4s equacdes (22) a seguinte
I | J JReRPes A%l B
asYy—bzXaz=0,

que exprime que & pullo o binario resultante. As duas primeiras

equacdes 22) reduzir-se-hio a
Zo(e's—c'y)=—0"2Yy,

Zy(dz—ez)= d'"zXuz,




d'onde se deduz

fcx—c'y)® . (d'z—ez)2 4. B
sl R s =— (a" 4+ 0"Y) = (c2+ ),
<2V Y o= .
2Yy 32Xy Z, L
ou
i AA" s
A(s—cy) 2+ A (2 —c3)t=—(t+¢?)....(2%)
7
0

Esta equagdio, junctamente com a equagdo (23), definira a con-
gruencia das rectas, linhas de acciio de uma resultante unica.
Vé-se que esta congruencia é de quarta ordem e da quarta classe,
o que quer dizer que por cada ponto do espago e em cada plano
ha quatro rectas que satisfazem & condi¢lio proposta.

Combinando as equacdes (23) e (24) de modo a fazer desap-

parecer o termo (c'z— ¢"y)?, teremos

A(A—A)

(A—A)("z—ez)t— A (cy— ) == c2,
L

Procuremos o ponto em que uma recta qualquer da congruen-
cia corta o plano dos yz. Fazendo para isso =10 na equaciio

precedente, acharemos

Pl AA—A)
'_.A"t—."t‘i:!']':&y%-—----—}g =
0
ou
:"l 2 1
R ol
A A—A" I
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ol
=2 2
__,_ + y

=1,

o

se nos lembrarmos que sdo (n.° 20) A= 23 ate A’—ZE a'

Vé-se portanto que todas as rectas encontram a primeira das
focaes (19), situada no plano dos yz, e demonstra-se da mesma
forma que ellas encontram tambem a segunda, situada no plano
dos za.

Vé-se pois que, em todas as configuragdes em que o systema
se reduz a uma forca unica, a direcglio d'esta forca encontrara
sempre duas curvas fixas no corpo, uma L-.Ilipe-t- & uma h}'purhule,
que sio as duas focaes situadas nos planos medios do systema.”
E esta importante propriedade que constitue o theorema de Min-

ding.

Corpo astatico

22. Diz-se que um corpo é astatico quando elle esté fixado
de forma que fique em equilibrio em todas as posicdes que pode
tomar. As condigdes necessarias para que um corpo, inteiramente
livre e submettido & acclo de forcas de intensidade e direccio
constantes, sempre applicadas no mesmo ponto, seja astatico, ja
foram estabelecidas no n.” 8. Vejamos quaes sio estas condicdes
quando o corpo esta subjeito a girar em torno de um ponto ou
de um eixo fixo.

Se ha no corpo um ponto fixo em volta do qual elle possa

girar livremente, sera preciso, para que o corpo seja astatico, que
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o systema tenha centro (n.” 13) e que o centro coincida com o
ponto fixo do corpo.

Supponhamos agora que o corpo tem um eixo fixo em volta
do qual péde girar livremente. Consideremos um plano qualquer
perpendicular ao eixo fixo e decomponhamos cada uma das for-
¢as dadas em duas outras, uma parallela ao eixo e outra paral-
lela ao plano. Projectem-se sobre este plano todos os pontos de
applicagiio das forgas e appliquem-se na projeccio de cada ponto
dmas for¢as eguaes e contrarias, eguaes e pm';i]lvlas & componente
parallela ao plano. D’este modo teremos: um systema de [orgas
parallelas ao eixo; um conjuncto de binarios, cujos bracos sio todos
parallelos ao eixo fixo, e que podem portanto compor-se n'um bina-
rio unico cujo brago coincidird com o eixo; e finalmente um systema
de forgas situadas num plano perpendicular ao eixo. O efleito
de todas as forcas parallelas ao eixo e de todos os binarios seré
destruido pela resistencia do eixo e nlo haverd portanto a atten-
der sendio és forcas contidas no plano perpendicular ao eixo. Se
estas [orcas téem resultante e o seu centro (n.” &) estd sobre o
eixo fixo, o corpo serd astatico; se nio téem resultante, o corpo
serd astatico se houver equilibrio em duas posigdes do corpo ndo

oppostas :Il.n 7:].

FIM.
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