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PREFACIO

Se o génio dtico inventou a geometria, a forma e o espi-

rito das suas primeiras verdades, buscon um objectivo per-

feito.

A questiio das origens aparece simples na sua forma pri-
mitiva: As ideias fundamentais da sciéncia da antiga Grécia
foram lancadas pela auddcia de altos espiritos, o as suas
directrizes, em beleza e qudsi equilibrio, sairam de um s6
bloco eriador de unidade conceptonal dos elementos, s6bre os
quais construiram a sua geometria. Existia decerto uma
fonte comum a ligar os principios admitidos por homens dis-
tintos, e as suas teorias e hipoteses filosoficas diversas. —
A ideia de espago no mundo antigo era limitada pelas con-
cepedes da cosmogonia dos mundos conhecidos, e todavia os
gedmetras afirmavam j& um conceito transcendente de espago
na sna teoria das paralelas, em antitese perfeita e subjectiva.

Por toda a Gréecia perpassava Gsse espirito criador do
primeiro ciclo das sci®necias exactas, e as proposigdes novas
corriam pela dialéctica das escolas, maravilhando os que iam
tendo noticia por outros de novas descobertas; pelo desco-
nhecimento de certos documentos e papiros matemadticos,
conjectura-se que a sua transmisslio era feita pela tradiglo
oral. E possivel que a pritica e o conhecimento das artes
empiricas do Egipto, fonte lend4ria da geometria do Ocidente,
tenham originado o movimento de inteligéneia gob a forma
a priori do entendimento puro: os gebmetras gregos iniciam




as suas construgdes fora do dominio da evidencia sensivel,
postulando principios abstractos, necessirios a uma primeira
actividade logiea.

Thales de Mileto, o primeiro a fundar uma cscola de
geometria e filosofia, volta do Egipto e enuncia as primeiras
proposigdes isoladas, que demonstra por processos deduetivos;
¢ se nio as dispde em um encadeamento logico, existe j4
uma intenglio conexa que as liga implicitamente pelos axiomas
que ¢le admite sem formular. Por meio da sua escola,
Thales de Mileto realiza um florescentissimo comércio inte-
lectual, iniciando os seus discipulos e econtinnadores —
Anaxagora, Demderito, Oenipede de Chios,.. —no espirito
de investigacdes que o distinguem.

Aparecem outros métodos que vidio além da primitiva
deducglo: As verdades primordiais de geometria siio agra-
padas por definigdes e postulados em uma vasta doutrina
proposicional, ¢ todo o progresso incide mais sobre o estudo
das origens, pela reducgdio dos conceitos admitidos eomo
primitivos a0 menor ndmero — a axiomas. Depois -das
- imortais ! descobertas de Pytagoras e da sua escola tio len-
diria, com a escola de Platio comega a sistematizaciio da
geometria em ama série de definicdes, postulados e nocdes
comuns (axiomas), com o motivo de confirmar a existéncia
dos coneeitos fundamentais que explicassem toda a realizaciio
das suas figuragdes geométricas.

Enclides dd a forma definitiva e tio perfeita, elaborando
os Elementos de Geometria, o se abre o seu primeiro livro
pelas 34 definicdes, esta ordem formal é logicamente prece-
dida da ordem genética e conceptual dos postulados que
admite, como axiomas de existéncia para os seres definidos.

! Begundo Proclus, no fragmento histérico do seu Comentdrio — ci-
tagiio de J. Tannery.




Os postulados sio simples e sobre @les fandamenta toda a
deducciio das proposicdes e propriedades: os postulados 1, 2
0 3 reduzem-se & definicio de linha recta e a0 conceito de
continuidade das linhas, envolvem apenas dois axiomas.

A forma dogmética e o processo de contradigio que
adopta em freqiientes demonstrages resultam da infludneia
da dialectica grega: fora dessa tendéncia coova inevitdvel, &
admirdvel a perfeiciio légica com que afirmou os postulados
e o espirito de rigor que liga intimamente as demonstracoes
proporcionais de todos os seus livros de geometria: Os
Liementos de Geometria de Euclides ¢ a mais bela obra e a
etorna fonte de inspiragfio, originiria de todas as sciéneias o
das teorias geométricas,

Depois do periodo fecundo das escolas e geragdes (Arqui-
medes, Appolonius;...) que decorre desde o vir atd o sé-
culo n1 a. C., a escola de Alexandria (de Euclides) fecha
todas as questdes sobre definicdes, Euclides torna-se classicot,
e a geometria dos Elementos é considerada tio perfeita que
fica estacioniria... Durante dois mil anos os seus funda-
mentos nilo progridem com a esterilidade para eliminar o
5.° poftulado, que os comentadores de Euclides pretendem
demonstrar, envolvendo-se numa série de circulos viciosos
de raciocinio e em petigdes de prineipio.

Aparecem algans gebémetras modernos preceupados do
espirito de rigor dos Elementos de Euclides, que procuram
organizar novos Elementos de geometria, inspirando-se nas
ideias e no espirito dos gedmetras das escolas grogas: Le-
gendre ¢ o mais notavel, pela precisiio que o sibio analista
dd a sua obra; como outros, emprega notagbes pertencentes
& aritmética e aos modernos ramos das sciénecias matemiticas,

! Conclusio de P. Tanuery, no seu ensaio critico sébre a Geometria

Grega.
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introduzindo no seu tratado elementos extranhos & teenologia
da geometria pura.

Existe actualmente uma tendiéncia acentuada, especial-
mente nas nacdes nfio latinas, de renovacilo do texto e dos
métodos de Euclides, contra os trabalhos notiveis de Méray,
Klein, Veronese.

Regeite-se essa corrente contemporinea de simples comen-
trio textual do tratado euclideano. Se abrirmos ao acaso
um dos seus livros, encontra-se com freqhéneia as expres-
gdes clissicas — «o que & impossivels, é absurdo, contra o
axioma, niio pode nilo scr, ete.: Um dos seus instrumentos
de prova é o principio de contradicio sob a forma de
método pelo absurdo, posto por Euclides em oposi¢lio
sofistica grega, o que geron um motivo de scepticismo in-
telectual a nma sciéneia exacta, sem acrescentar valores po-
sitivos de conhecimento puro ou de andlise eritica & geome-
trin. Actnalmente, ésse motivo de objecgdes anulou-se com
a auddcia de afirmaglio que os modernos adoptaram, admi-
tindo novas hipteses possiveis.

Como conseqiiéncia da sistematizacio logica da geometria
euclideana, as modernas investigagdes, conduzidas por via ele-
mentar, definem hipoteses distintas implicitamente existentes
nos principios da geometria grega: o proprio texto do
5.* postalado indica que Euclides lhe deu a significaglo de
uma hipétese de valor mais complexo e geral que a sua
teoria das paralelas, enunciando-o com a forma mais simples,
depois de uma actividade psicoltgica intensa em que teria
reflectido sobre os conceitos primitivos e originirios da
geometria.

Os ensaios de Saecheri (1733) estabelecem, de uma forma
definitiva, a existéneia de trés hipoteses distintas no 5.° pos-
tulado, e cada uma delas conduz a um grapo de geometrias
logicamente possiveis e anti-euclideanas, ainda que o préprio
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Saccheri as tenha interpretado sob o ponto de vista eucli-
deano, regeitando as duas contririas. E, se os seus resul-
tados permaneceram de facto desconhecidos dos gedmetras
do dltimo séeulo, dirigiram subjectivamente, segundo o
Sr. Veronese, a descoberta da geometria nio euclideana de
Lobatschewski e J. Bolyai.

Halsted afirma que a descoberta dessa geometria, af
por 1830, era inevitdvel. ..

Sur les fondements de la Géométrie, 1830. — Lobats-
chewski regeita definitivamente o postulado 5.° vquivn]entﬂ
a paralela iinica, e admitindo os postulados 1, 2, 3, 4 e 6
constroi, desde 1825, a sua geometria nio euclideana, ¢ no
ano seguinte o genial matemdtico russo faz em Kazan uma
leitura piblica das snas descobertas sobre os Prineipios da
geometria. Na «Géométrie imaginairen — 1837, distingue
sobre o plano duas classes de rectas o dé a definicfio anti-
euclideana de rectas paralelas, o dai i proposigdo : — por
um ponto exterior pode-se dirigir duas paralelas distintas
(e infinitas ndo-secantes) n uma recta. — O motivo das suas
investigagdes era estabelecer o confirmar a impossibilidade
de demonstrar o postulado 5.° de Euclides, partindo dos
anteriores, Os desenvolvimentos da sua geometria nio
conduziram a qualquer contradi¢io, e se as suas conse-
quéncias nio fossem ilimitadas, resultaria a certeza de que
o postulado ndio se pode deduzir dos anteriores, como logi-
camente independente dos primeiros principios da geometria
de Euclides.

As proposigies do tratado Pangeometrie em que Loba-
tschewski completa (em 1855) as suas teorias, formam um
sistema logico isento de contradigies: restava ainda a pos-
sibilidade de elas se revelarem dentro do proprio sistema ;
novos estudos especulativos, obtidos por vias independentes,
@ com uma forma acentuadamente téenica dos ramos mo-




dernos da matematica, conduziram a resultados convergentes,
g :

afastando todo o incidente dessa possibilidade. O longo
debate sobre o célebre postulado 5.° de Euclides esta deslo-
cado e fora da discussfio, e convencionaram dar-lhe a soluciio
—arquive-se. ..», depois das construgdes positivas obtidas
nas investigagdes matemdticas de Riemann, Helmholtz, Cayley,
Klein, Poincaré, S. Lie, Veronese e outros gedmetras.

Em consequéneia da aplicagiio dos métodos de coordenadas
projectivas, Cayley e Klein obtem o resultado importante da
proposigiio: — pode-se dar um sentido euclideano a todas as
proposicdes ndio euclideanas —, e portanto a uma proposiciio
nio euclideana corresponde uma s6 no sistema euclideano:
o que exclui toda a possibilidade de contradigiio entre os
dois sistémas e a existéneia de antinomias dentro do grupo
de geometrias niio euclideanas.

IX nesse sentido que as modernas teorias matemiticas
permitem a existdncia légica de infinitos sistemas de geome-
trias; todos ésses sistémas classificam-se em trés grupos:
— de Lobatschewski, de Eueclides, e de Riemann — corres-
pondentes &s trés hipiteses de Saccheri. A geometria esfé-
rica de Riemann & constitaida (regeitando o postulado 6.° de
Euclides) admitindo-se num sentido mais geral, que — por
dois pontos passam infinitas ¢ enumerdveis «rectass; incldi
muitas variedades de geometrias que nilo teem, todavia,
significagiio conereta no espago. Satisfazem & mesma ordem
de prineipios a geometria anti-arquimediana do Sr. G. Ve-
ronése, desenvolvida depois por Hilbert, e o sistéma de
geometria eliptica de Cayley-Klein, construida pelos métodos
projectivos no sentido de poder corresponder a uma variedade
particular de espago, distinta da geometria «esféricar.

A legitimidade logica de infinitas geometrias dd origem a
uma nova questiio, — a arbitrariedade dos primeiros con-
ceitos e a escolha dos postulados fundamentais de cada sis-




tema, e que preocupa os gedmetras: Hilbert procura deter-
minar o namero exacto de axiomas necessirios a cada goo-
metria; e, postas as premissas que definem um grapo de
geometrias, Sophus Lie admite como necessirias — a pos-
sibilidade do movimento e as caracteristicas espaciais — o
conclui de um seu teorema, que o nimero de geometrias
désse grupo ¢ limitado. Toda a actividade critica e cons-
trutiva sobre os principios da geometria tende a alargar os
seus domininios, afastanto a sua tltima soluglo, pelo apare-
cimento de novos problemas e hipiteses mais interessantes
que produzem todo o progresso das variedades superiores
da matemitica: assim a recente teoria da relatividade de
Einstein, na ordem de relagbes do espaco sensivel com os
factos do movimento geométrico.

A actividade scientifiea contemporinea distingue-se em
outra ordem de investigacdbes sobre as obras clissicas por-
toguesas das sciéncias matemitieas, e dai resultam as novas
obras: a Astronomia dos Lusiadas, do Sr. Dr. Lueiano
Pereira da Silva, — L’ Astronomie Nautique au Portugal @
U' Epoque des Grandes Decouverts, do Sr. Joaquim Bensaide;
publica-se a «Histoire de la science Nauatique au Portugal 4
I'Epoque des .Grandes Decouverts — Collection de Docu-
ments !, reproducdes fac-simile das obras e eseritos portu-
gueses mais notdveis daquela époea (séculos xv e xvI), ete.

! Publicados por ordem do ministério da Instrugio Pibliea (D. 29
Dez. 1913): — Regimento do Estroldbio e do Quadrante, Tractado da Spera
do Mundo; Tratado del Esphera y del Arte del Marear, por Francisco
Faleiro (1533); Almanach perpetuum celestium motuwm, de Zacuti (1473)
¢ José Vizinho (edigdo latina de 1490, Leiria); e as obras de Pedro Nunes.




As referidas obras tratam de importantes pontos doutrindrios
que definem a situaclio e o valor das scidncias portuguesas
o peninsalares na Europa, em um periodo brilhante da Re-
nascenca, Gnico em que existin uma cultura scientifica cara-
cterizadamente portuguesa, intimamente ligada & realizagiio
da empreza das Descobertas.

Nesses tratados e oseritos clissicos hd problemas de
geometria ¢ de cosmografia definidos como actualmente, e
em alguns a forma permanece perfeita; e se mudaram os
processos, sdmente os métodos modernos ¢ que interessam
como instrumentos de técnica; de positivo isto significa que
ésses documentos e produgdes devem ser vulgarizados de
modo a renovar os centros de cultura literdria e scientifica,
pelo uso de elementos de terminologia da nossa lingnagem
que estilizem em formas simples os livros e producdes
comtemporaneas, dando-lhes formalmente a téenica moderna
mais geral. Esse renascimentv das sciéncias pela vulgari-
zagilo sistematizada, e ao servigo da educagfio geral de huma-
nidades (sem os prejuizos de erudigdio), prepararia, como
fundo étnico, o sentido de um possivel ressurgimento das
sciéncias em Portngal.

Us primitivos niicleos da cultura scientifica do renascimento
dos séculos X1v e Xv tiveram uma duraciio bem efémera,
perderam-se sem deixar vivas reminiscéneias, e 6 em vilo que
se procura, com uma certa ilusiio, a linha interior que os
encadeie a elites e escolas posteriores — nos suleos das cara-
velas e nas brilhantes constelagdes do Sul.

™
Na Introducdo aos principios de Geowetria consideramos

as primeiras definiches e coneceitos sobre elementos e nogdes
comuns: 08 axiomas slo proposi¢des existentes por si proprias
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@ primitivas, e se tomam como fundamentais:— axi. do
ponto, das ligacBes (espago), do movimento, da mobilidade,
da continuidade das linhas, da igualdade: estes axiomas
formam uma sucessfio l6gica. Definida a forma e estado de
uma figura, aparece uma nova ordem de factos pertencentes
a um grupo de transformacdes possiveis —o movimento geo-
métrico: duas figuras idénticas podem tornar-se distintas, em
certas eondi¢gdes (§ 2.). O postulado da mobilidade é inde-
pendente do axioma das lizacdes, e estabelece que os desloca-
mentos nfio implicam novas propriedades intrinsecas as figuras
(invarifiveis). Somente a ideia inata i priori da invariabilidade
na variagho de estado (de repouso eomo uma forma de movi-
mento) nos conduziria a considerar o axioma da mobilidade
como consequiéncia do axioma das ligagbes, mas isso seria
uma forma sintética i posteriori do conceito de movimento,
@ este (variabilidade) precede légicamente o conceito de con-
groéncia on mobilidade.

Podemos agrupar os postulados fundamentais de um pri-
meiro livro no sistema seguinte de axiomas: — das caracte-
risticas espaciais e intrinsecas (pontos, figuras invaridveis) ;
do movimento e congruéneia: 1.,—da continnidade das linhas:
2.—da linha recta; 3.— das paralelas; 4. —do plano;
b. — da igualdade. Os primeiros axiomas eram admitidos
implicitamente pelos geémetras gregos, sem 08 enumerar
nem enunciar, ¢ os modernos consideram-nos necessirios e
fundamentais aos prineipios elementares da Geometria.

As defini¢bes construtivas e axiomas da reeta, das para-
relas, do plano, a nova definicio de angulo de duas rectas
e as propriedades essenciais dos dngulos, sfo dirigidas
nesta dissertaciio pelos principios projectivos, e dai se
deduz o grupo de propriedades; a demonstraglio de algumas
proposi¢hes resulta de uma simples andlise. O estudo da
cireunferéneia (o da sna nova definicio construtiva) é com-




Xvil

pletado por uma demonstragio de ordem pritica, para a
qual construimos o goénio', aparelho desecrito no § 12.
Tendo motivado a sua concepcilo razdes puramente especu-
lativas — a definiciio e construgio da circunferéncia e o es-
tudo de novas linhas algébricas — proenrei dar-lhe uma forma
pritica @ til a alguns servigos ; e como aplicaclio imediata
apresentamos a determinagfio do ponto de estagio (Nota).
As curvas descritas pelo gonio formam uma familia de linhas
algébricas de 4.* ordem, ¢ 'a soa equaciio é da forma geral:
(2?4 %) (2? +-y* — 4Rz —¢*) + 4R%* =0; o generalizando o
sen principio de construciio pode-se estndar novas linhas
algébricas.

Sem perturbar neste trabalho o espirito de rigor da
geometria o das scibncias mateméticas, os seus defeitos em
alguns pontos ligam-se intimamente & introdugfio das formas
dadas aos primeiros postulados, e s modernas direetrizes da
geometria elementar.

A geometria projectiva estuda directamente as proprie-
dades puramente qunalitativas do espago que sfio comuns &-
geometria métrica, aos sistemas euclideano e nilo euclideano,
isto &, desenvolve-se no dominio da geometria pura: cada
I}rolmsic:‘lu simbdlica da geometriu 5ll]’!0I'iIJI‘ forma uma pro-
posiclio correspondente em qualquer espago ou geometria,
transforma-se segundo a significacho atribuida aos simbolos
das coordenadas projectivas.

No sen [Ensaio sobre os fundamentos da Geometria,
o Sr. Russell, hem como o Sr. Federigo Enriques, considera
a geometria superior como um sistema aplicivel a todos os

I Foi construido no Laboratério de Fisica, de janeiro a junho
do ano de 1920.
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generos de espacos e a quaisauer geometrias, e define a ne-
cessidade de formular os sens axiomas num sentido logico e
formal, e por conseqi@neia «é necessirio reconstruir todo o
edificio geométricos, o que arrastard todas as outras, pelo
desenvolvimento dado por Cayely, Poincaré, 8. Lie, Klein,
Veronese e outros gedmetras i Metageometria do perfodo
actual. A geometria projectiva é considerada pelo seu valor fi-
losdfico, e, como forma matematica, os seus métodos possuem
beleza que deriva da sua grande unidade: as directizes epis-
temoldgicas para renovar a geometria elementar vilo neces-
siriamente desenvolver-se nesse sentido projectivo. I este,
tamb&m, um acontecimento inevitivel ao seu progresso fu-
turo; pois, de resto esta sciénecia estd actualmente numa
mais intensa evolu¢do sobre muitos pontos.

Coimbra, Junho de 1921.







Introducao aos Principios de Geometria.
Os Axiomas

g1

Grupos. Axioma do ponto

A intuigiio revela-nos a existéneia de coisas, de objectos,
de agrupamentos de objectos, como seres necessrios &
experiéncia.

Todo o°agrupamento aparece pela percepeiio de objectos
@ coisas diversas, umas fora das outras, indefiniveis; o se
em cada objecto abstrairmos do seu conteido substancial
ou material, aquilo que resta & o elemento, ¢ a sua concepeio
torna possivel a diferenciagio de outros elementos, discer-
niveis pelo conhecimento. Ksses elementos, aparecem como
formas ou figuras.

Pelo facto de serem fora uns dos outros, admite-se ! que
6 possivel distinguir quaisquer elementos ou grupos entre
8i: 0 seu conhecimento exige que existam elementos ou formas
distintas.

I M. W. Russers estabelece a existéncia de uma forma de exterio-
ridade, e admite: «que le jugement et le raisonnement postulent que
I'element (this) ne soit ni simple ni existant par lni-méme.» (Eesai sur
les Fondements de la Géoméirie, cap. 1v, pig. 239),

1




O conceito de elemento é indefinivel ; pode-se atribuir-lhe

uma significaciio légica por meio das locugdes seguintes:

1. — Designa-ge um elemento com uma letra: A indica o
elemento A. Os elementos denotam-se com letras diferentes
do alfabeto: A, B,C,... L,...; ou com uma 80 letra a que
80 apde dpices ou indices: X', X", X" ... ou Xj X3 Xj,...
que designam os elementos: X um, X dois, X trés,...

Diz-se wm grupo de elementos A, B, C,... se cada ele-
mento existe com os elementos assinados ABC..., e de-
nota-se por um dos simbolos: (ABC...), (CAB...) forma-
dos com as letras dos elementos ; denota-se tamb&m um grupo
por uma letra mintascula: a, b, g,. ..

Os grupos (A'A" AMAY), (X, X X; X;) indicam-se por:
(A), e (X).

O elemento C pertence ao grapo, & parte do grupo (ABCD),
se C existe em o grupo (ABCD),

O grupo a pertence ao grupo b, se cada elemento de a
pertence ao grupo b (mas se algum elemento do grupo & nio
pertente ao primeiro, diz-se que os grupos a e b sdo diferentes).

II. Se o grupo a pertence ao grupo b, e b pertence ao
grupo a, diz-se que os grupos a e b coincidem ou sdo idén-

ticos; representa-se com o simbolo: =, e indica-se escre-

vendo: a=25, b=a.
* E ge um e 86 um elemento X do grupo a & parte do
grupo b, e um sb6 elemento ¥ do grupo b é parte de g,
exprime-se &ste facto dizendo: os elementos X e X sdo idén-
ticos: X =%X.

Os grupos a e b tocam-se pelos elementos X e ¥, teem o
elemento comum X (ou X).

Sendo A, B, C,... E, os inicos elementos do grupo a,
pertencentes ao grupo a’ e A', B',C',... E', os inicos ele-
mentos de a' que fazem parte de a, os grupos (ABC..E),




(A'B'C'.. E!) siio idénticos; (ABC.. E), ou (A'B'C.. EY
& a parte comum aos grupos dados a e o'

2. Der. —Se os grupos Xa, ¥b teem um s elemento
comum X =¥, diz-se que os grupos a, b (diferentes daqueles)
#dlo distintos, e indica-se eserevendo: a == b. Os elementos de
a ¢ b slio distintos.

(a o b slo exteriores ou isolados, por estarem fora um
do ontro).

Diz-se entdo que o grupo a nilo pertence a #, e b nio
pertence a a.

Se o grupo a pertence ao grupo b, e alguns elementos
do grupo b nllo pertencém ao grapo a, diz-se que a ¢ parte
do grupo b. Por ex., dos grupos: (ABD), (ABDCE), o
primeiro pertence e é parte de (ABDC E).

Das expressdes anteriores resultam as proposicies se-
guintes :

1) Se o grupo de elementos a pertence (ou é idéntico) ao
grupo b, e se b & parte de ¢, o grupo a é parte do grupo e.

2) Se o grupo a é parte de b, e b é idéntico (ou & parte)
de c¢; o grupo a ¢ parte do grupo c.

3) Se a 6 idéntico a b, e b & idéntico ou coincide com o
grupo ¢: o grupo a é idéntico ao grupo c¢. Os grapos a, b, ¢,
sfio idénticos, a =b=c.

Entre dois elementos ou grupos de elementos s6 é pos-
givel um dos dois factos seguintes, cada um dos quais se
exprime dizendo: I, sdo i{dénticos entre si: a=1b, e, b =a;
II, sio diferentes, ou distintos.

8.— Um elemento constitue um grupo de outros elementos,
sempre que seja possivel distinguir estes como partes naquele
elemento; e emquanto &sse facto for possivel.

DerF. — E se existe um elemento que é idéntico (coincide)




@ & parte de outro elemento, ésse elemento diz-se ponto

geométrico, e admite-se afirmando o axioma ! seguinte:
Axioma do ponto. — Existem pontos distintos.
Definide um ponto, admite-se a existéncia de outros

pontos: pode-se distinguir os pontos ans dos ountros.
Dey, — Dé-se 0 nome de figura a qualquer grupo de
pontos. :
Os pontos e as figuras silo elementos, e significa que tém
o atributo ou gualidade de existirem, como seres fora uns
dos outros, individualizados pela sua forma prépria. O ponto
6 o elemento essencial das figuras.

4. —Em uma figura ou grupo de pontos A, B,C,.., 1,
cada ponto pertence (1) ou & aferente 4 figura.

Se A,B,C,..P, siio os tinicos pontos da figura F que
pertencem & figura F', o A", B, C'. ., P, sllo os Gnicos (1, 11)
pontos de F' que pertencem A figura F, as figuras dos dois
grapos de pontos (ABC..DP), (A'B'C'.. ), coincidem e
sllo a parte comum a F o F'; as figuras F e I sobrepdem-se
(on estdo aplicadas em parte — intersecglio, trago) uma a
outra pela parte comum.

I. Quando a parte comum ou trago é um s6 ponto A da
figura F, e um s6 A’ de ¥, diz-se que as figuras F, F' se
tocam no ponto A (ou A'): os pontos A e Al #do idénticos ou
coincidem em um s6 ponto, A = A'.

II. Um grupo de figuras f,f,f",.. forma uma nova
figura (ff f"...) que se diz composta das figuras f, f, 1",...
Se as figaras f, f', f'. . . pertencem a F, esta figara diz-se (3)
decomposta em partes f,f, f". ..

1 0O ilustre gedmetra italiano G. Veronese admite o «postulado do
pontos como o primeiro azioma da geometrin — Fondamenti di Geome.-
tria, e Elementi di Geometria. 1919,




III. Existem figuras distintas ou exrteriores (8): dnas
figuras sflo distintas, se os pontos de uma sio distintos dos
pontos pertencentes 4 outra.

5. — Sejam as figuras ¥ e F' formados pelos seus
pontos:
F e Y e T
| 7 U e R

DEF. 1. — Se os pontos ABC...I da figura F pertencem
a F', e os pontos A'B'C'... 1 de F/ pertencem & figura F,
as figaras F, ' dizem-se idénticas on coincidentes (1,11):
F=F, FF=F.

Cada ponto da figura ' coincide com um e s6 um ponto
de F', e cada ponto de I’ coincide com um s6 ponto de F:
ge o ponto A coincide com A', ¢ A’ coincide com A, B com
B' e B' com B,..., o8 pontos A e A, BeB, CeC(C...
dizem-se eorrespondentes sobrepostos.

DEF. m. — A um par de pontos correspondentes sobre-
postos dd-se o nome de ponto unido, e designa-se com o
simbolo: (A= A').

Se cada uma das figuras ¥' e ¥ é idéntica & figura F, as
duas figuras ¥' e F" sdo entre si idénticas; as ficuras F, F'
sfo idénticas e estio sobrepostas: F=F =F",

De facto, cada ponto unido (A= A'),... de F e F' coincide
com o ponto A".. de I, correspondente do ponto A= A"
de F: os ponto A', A" sdo (2,3°) idénticos A'= A", e por-
tanto os pares de pontos A' e A", B' e B, ( e C",..: sfio
pontos unidos, (A'=A"'), (B'=DB"), ('=0"), ete. o as
figuras F e F sflo idénticas: F' =F", "' =F".

Logo, duas figuras idénticas a wma terceica sido entre si
idénticas, @ a proposiciio anterior pode enunciar-se: Se F' =<F,
e, " =F, é F=F".




I1. Quando véarias figuras F, F', F',... sio idénticas ou
coincidentes F=F' =1"=..., estdo sobrepostas, formando
uma s6 figura. Reciprocamente, considera-se toda a figura como
um grapo de figuras coincidentes, e pode-se coneeber (1, 1)
o desdobramento de uma figara em duas ou mais figuras idén-
ticas, como grupos idénticos ou formados dos mesmos ele-
mentos,

6. — As proposicdes dos n.”* 3 e 4 estabelecem a-signi-
ficagiio de pontos distintos e coincidentes.

DEer. 1. — Chama-se contaeto qualquer ponto ou grupo
de pontos eoincidentes com um ponto dado. Quando o ponto A
coincide com o ponto B, A e B representam o mesmo ponto
ou contacto B do ponto A; A e B slio idénticos: A=DB.

Der. 1. — Se dois pontos distintos I' e P’ formam uma
figura tnica, individualizada pelos proprios pontos, diz-se
ligaciio ou par de pontos e representa-se por: (P, I”). Para
as ligaches estabelece-se o axioma:

Axi:-—Dois pontos P, I formam por si préprios a
fignra (P, 1), que se diz a liga¢iio entre I’ ¢ .

(P, P') existe, com as propriedades que vamos definir
em o n.” 9 (def. 1v).

Construgdo: Dado o par de pontos (P, '), qualquer
ponto P existe em uma das ligagdes (P, P), (P”, P') com a
figura (P, 1), e diz-se que esti situado nas suas ligaghes
com (P, P); e reciprocamente: (P, ') é sitnado pelas suas
ligagdes (P, P"), (I, P") com P, concorrentes em o ponto p
(e idénticas is déste ponto com a primeira ligagiio).

E assim por deante, para quaisquer pontos distintos P,
PI.V. e

Admitida a existéneia de pontos distintos (3, axi.), todos
os pontos P assinados como distintos, e emquanto for pos-
sivel, formam grupos I (P, ) de ligacdes entre si. E todas




as ligacdes entre estes pontos P existem em um grupo (P)
a que se di o nome de espa¢o geométrico, ao qual per-
tencem (1) todos os pontos e ligaches possiveis.

Cor. — Qualquer ponto existe em ligagio com outros
pontos do espago.

7. —Dgr. 1— Toda a figura ¢ individualizada pelas
ligagdes interiores entre os seus proprios pontos, e chama-se
fizura rigida on invaridvel, o grupo das suas ligagdes inte-
riores.

Por consequéncia individualiza-se a figura geométrica,
isolada, abstraindo das ligaches (exteriores) dos seus pontos
com 08 pontos de espago (cor.), exteriores a figura.

Cada ponto de uma figura F estd em contacto com um
ponto do espago; o grupo Fy de contactos do espago com os
pontos da figura F' diz-se sitio da figura F; diz-se que a fi-
gura F estd situada na parte I'y do espago, e (3, def. 1) 6 Fy=F.
Assim por ex., o sitio da figura AF formada pela figura F
mais um ponto Ay = A em ligaciio com F é: Ay F,,

DEeF. 1 — Chama-se estado ou posi¢dio de uma figura, ao
sitio da figura formada pela propria figura e por um ponto
exterior, em ligaclio com a figura.

Se Ay Fy 6 o estado da figura F, o ponto A = A qualquer,
exterior a F, e em lignedo com um dos seus pontos fica per-
tencendo A figura, solidariza-se com ela para definir a sua
posiclo no espago geométrico.

I. O estado de uma figura é determinado pela ligagdo entre
um 86 dos seus pontos e qualquer ponto exterior & figura.

De facto, a ligagiio (A, I), entre um ponto P da figura e
o ponto A, 6 fnica (6, axi.).

Cor. — A posiciio de um ponto P & definida (6, cor.) pela
ligagio do proprio ponto P com um ponto A, distinte de I’
(A 5=P). O estado ou posi¢io de um par de pontos (P, P') é




determinado pela ligaciio entre um dos seus pontos e qualquer
ponto exterior A.
II. — Sendo toda a figura rigida, individualizada pela

solidarizagilo dos seus pontos, as figuras podem solidarizar-se
por meio de ligagdes, formando uma inica figura, (4, m) de
posigiio definida.

E & suficiente uma s6 ligacio para cada par de fi-
guras.

8. —Se em um grapo s de elementos ABCD..., o ele-
mento B esti logo depois do elemento A, B é o seguinte
de A,C é o seguinte de B,... diz-se que o elemento D é
sucessivo de A, B,C, e B,C, D.... sfio elementos sucessivos
de A, de tal modo que: se D ¢ sucessivo de B, e B é suces-
sivo de A, o elemento DD & ainda sucessivo de A; e 0 mesmo
se diz de outros elementos do grupo .

Portanto, se um elemento P ¢ sucessivo de L, qualquer
sucessivo de P é sucessivo de L,

DEF. 1 — Os elementos de um grupo s dizem-se ordenados
na ordem em que sdo sucessivos se, para dois elementos L
e P do grupo, I’ & sucessivo de L e todos os elementos
sucessivos de P sfio distintos (2) de L. O grupo ordenado s
diz-se também sucessdo ou série de elementos; e toda a
sucessiio satisfaz a condi¢fio de ordem. Por ex., o simbolo:
(ABCD) denota a sucessio dos elementos na ordem ABCD;
e (ABCD), (ADCB) siio duas sucessdes diferentes de ele-
mentos do mesmo grupo, designam grapos idénticos (1).

Cor, -— Os elementos de uma sucessdo sio todos distintos
(def.).

Duas sucessies de um grupo de elementos dizem-se opostas,
8@ o sucessivo P’ de gualquer elemento L. em uma delas tem
como sucessivo o préprio elemento L. na outra sucessio.
Ex., B é sucessivo de A em (ABCD), e A é sucessivo de B




em (DCBA), os seus elementos estio em ordens opostas:
ABCD, DCBA.

Quando um elemento B é sucessivo de A, e D é sucessivo
de B, o elemento B estd compreendido entre A e D, onu D e A.
Se o elemento B e sucessivo de A, e os restantes sucessivos
de A siio sucessivos de B, diz-se que A ¢ B siio elementos
consecutivos, e B & consecutivo de A. E suficiente que todos
os elementos sucessivos de A, compreendidos entre A e o seu
sucessivo L, sejam B e sucessivos de B, para A e B serem
consecutivos.

Entre dois elementos consecutivos nfio hd elementos da
sucessiio.

DeF. 1. — Uma sucessdo & ilimitada, se qualquer dos seus
elementos tem um sucessivo, e todo o elemento & sucessivo
de outro elemento. Diz-se sucessdo limitada a parte (1) de
uma série ilimitada.

Distingue-se duas espécies de sucessdes limitadas

1.* — por wm 86 elemento: 1) Na sucessfio ilimitada
NOPQSUX.. de que a sucessfio limitada (OPQSU...
6 parte, existo nm par de elementos (N, O) tal que, um s6
déstes elementos O pertence & série limitada e & sueessivo
de elementos pertencentes sémente i sucessiio ilimitada. . .
NOPQSU...: por conseqiéncia, hé na sucessiio limitada
(OPQSU...,) um dnico elemento O, de que todos os outros
sfio sucessivos, e diz-se primeiro elemento ou origem da su-
cessio (OPSUX...; e todo o sacessivo de qualquer ele-
mento & am elomento da sucessilo limitada:

O primeiro sncessivo do primeiro elemento diz-so segundo;
o clemento conseentivo do segundo diz-se terceiro; o seu
consecutivo diz-se quarto; ¢ assim por deante, os diversos
sucessivos teem nomes distintos.

2) Em a sucessiio limitada. .. NOP 8§ U) existe um tinico
elemento, U, que é sucessivo de todos os outros, e se diz o
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tltimo elemento (ou extremo) da sucessiio: qualquer elemento
¢ sucessivo de outro elemento da sucessiio limitada (por um
filtimo). '

2.* — Por dois elementos: Na sucessiio ilimitada. ..
NOPSUX..., os dois pares de elementos (N, 0) e (U, X)
definem os dois elementos O e U que limitam (1,(2 a su-
cessio (OPQSU); o primeiro O e o dltime U dizem-se
extremos de (OPQSU).

Posto isto, uma sucessilo diz-se limitada por um elemento:
1) se tem um 1.° elemento, e todo o elemento tem um su-
cessivo; 2) se tem um altimo elemento, e todo o elemento
da sucessdo & sucessivo de outro.

Uma sucessilo que tem um primeiro e um iltimo elemento,
diz-se limitado por dois elementos ; 0 1.° & a origem, ¢ o Gltimo
a extremidade.

Parte de uma sucessilo limitada é ainda limitada.

Der. nr. — Diz-se elemento interior de uma sucessiio,
o que estd compreendido entre dois elementos quaisquer da
sncessfio: qualquer elemento de nma socessfio ilimitada &
interior. Os elementos de uma sucessfio limitada, distintos
dos extremos, slio interiores, e estio compreendidos entre
os extremos (fronteiras) da sucessiio.

II. — Toda a sucessfio ou série de elementos é definida
pela ordem dos seus elementos. Em duas sucessbes opostas
de objectos ou elementos quaisquer, estes elementos existem
em duas ordens ou sentidos opostos (def.) em que se sucedem,
respectivamente ; cada uma destas ordens ou sentidos expri-
me-se de uma forma necessiria, dizendo de dois elementos
quaisquer I, S: so o elemento S & sucessivo de P na L%, 8
tem um sucessivo P (on P é sucessivo de S) na suecessiio
oposta.

Os elementos das sncessdes podem ser quaisquer objectos,
figuras, pontos, ete.
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9
§ 2.

Movimento geomeétrico

9. — As figuras existem no espago em estados definidos,
e as ligagdes entre elas (7) formam relagdes ou grupos de
ficuras. Como vimos anteriormente, duas figuras rigidas, ou
sfio idénticas (coincidentes), ou distintas e exteriores uma a

0. . P: 0
A i) !
fﬁ"F \ 'CE" i :]@ f \\
,:“/(" \ 2 I‘}‘ fiﬂ_ ,J"} % ’J’-P’
! \,\ o ! 4 ,.""J
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h) = \'("_".-' ;() . qﬂ;(:f
v S
! 5 I
Fig. 1

outra (4,D); e aos seus estados correspondem relagbes
idénticas.

Admite-se o seguinte:

Axioma do movimento: — Duas figuras idéntieas
podem tornar-se exteriores uma a ontra. E se duas [i-
gagdes coincidentes de um ponto unido (das figuras coinci-
dentes) com wm ponto exterior se tornam distintas, todos os
pares de ligagdes entre cada contacto das figuras e algum
ponto exterior, tornam-se distintos.

DEr.
corrente chama-se movimento, e a sua significaglio expri-
me-se atribuindo As figuras as seguintes propriedades:

I.

Esta possibilidade e o facto geométrico de-

Sejam P e P dois pontos coincideéntes, formando o con-




12

tacto P=1D; o ponto P existe no sitio P, estd situada em P,
e diz-se fixo em P ou em repouso.

1.* Se o ponto Y se torna distinto do ponto fixo P, o
vai coincidir com o ponto ¥V, distinto de P, o seu estado
6 DY (fig. 1) e diz-se que o ponto P se move on & mdvel:
P, P, P',. . sllo os sitios sucessivos de P, que variou de
posi¢lio no espaco, e

P,9,9...

sfio as formas distintas do ponto mdvel .

O ponto P, fixo, é distinto do ponto ¥, tornado movel,
¢ assim o repouso & ainda uma forma de movimento geo-
métrico.

Qualquer ponto existe em virtade de ligagdes (6, cor.)

As ligagdes idénticas (D, ) = (0, P) tornam-se distintas,
pelo movimento dos pares de pontos O,% e O, P solidari-
zados entre si:

DEF. 1. — Se:

O O, OY,...

silo os estados (7) sucessivos do ponto movel P, diz-se que
a sua posiclio ou estado é varidvel.
O ponto %, movel desta maneira, variou de sitio e de
posiciio, e 0 mesmo sucede (fig. 1, 1) 4 ligagio mével (D, 7).
2.* Se a ligaglio on par de pontos (D, 9) se move com o
ponto O em contacto em o ponto fixo O, o ponto é mével (axi.)
com (D, %), e
DO, PO, PO, .ovainins (O=9),

sfio os estados sucessivos (fig. 1, 11) do ponto mével D, de sitio
invariavel O.
Der, ni, — Um ponto ©, movel em contacto com um
ponto fixo O no espaco, diz-se eentro ou ponto singular,
3.* Sejam (P, Py) e (P, P1) dois pares de pontos idén-
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ticos: (P, Py) = (P, D). As ligagdes coineidentes (Y, D), (P, O)
tornam-so exteriores uma a outra, e PP O, PP, O,... slo
os estados de (Y, ) : o par de pontos (P, ;) move-se (fig. 2,1),
variando de sitio e de estado.

E se os pares de pontos (P, P) e (P, Py) estio em eon-
tacto, (P, P:) tem os seus pontos singulares P=%, Pi= P;
PPyO, PPO PP, D”,. .. slo o8 sucessivos estados (fig. 2, 1)
do par de pontos (P,%), movel (2.°) com os seus pontos
singulares 9, P.

Der. 1v. — Uma ligagdo ou par de pontos singular, cha-
ma-se eixo.

II. — Um ponto move-se, on é moével, quando varia de
estado.

Fig.2

Os pontos moveis da 1.* espécie sllo ponios ordindrios;
a sucesslio de estados do ponto, naquele movimento definido,
resulta da sua variaedo de sitio. A locuciio formas de um
ponto mével di-se a significagio: figuras idénticas ou coin-
cidentes com o ponto moével; as formas de um ponto e
os seus sitios, sfio coincidentes em cada estado do ponto
mével. .

DeF. v.— Diz-se ponto varidvel X uma socessio de
formas X, Xy, X3,... do ponto movel X, e indica-se qual-
quer destas formas por X,
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10. — Consideremos as fizuras coincidentes F=§: se
duas ligacdes coincidentes de um ponto unido (B) com um
ponto exterior as figuras, se tornam distintas, do axioma do
movimento resalta que:

1.° ou todos os pontos de § se tornam distintos dos seus
correspondentes em I, variando os seus contactos eom (9,1%)
os pontos do espago;

2.% ou, sébmente alguns pontos de § se tornam distintos
dos seus pontos correspondentes em F, e os restantes pontos
de § movem-se em contacto com o0s sens correspondentes,
como pontos singulares (9,2*) da figura §.

A figura § & maovel, varia de posiglio com os seus pontos.

I. —F & uma figura idéntica ao sitio da figura §, e toda
a figura tem sempre (D, 1) uma figura idéntica F =%, em
coincidéncia com a propria figura.

Cor. 1. Portanto, toda a figura pode mover-se (9, axi.),
e qualquer dos seus pontos pode passar por um dado ponto
do espago.

Cor. 2. —Se um ponto de uma figura (ou |invariivel-
mente ligado (7, m) & figura) se move, todos os seus pontos
se movem, e a figura varia de estado.

Logo, a figura mdével tem todos os seus pontos mdveis.

Estas proposicdes silo conseqliéncias imediatas do axioma
do movimento das figuras. .

Para o estado de uma figura s6 & possivel um dos dois
factos seguintes: a figura é fixa, tem a sua posigdo invaridvel
no espago; a figura é mével ou varia de estado. Com estas
locucgdes exprime-se que toda a figura existe necessariamente
em um 86 estado, pois que o movimento resulta da variaglio
(9, 1) do primeiro estado da figura. E qualquer poato estd
em um s6 dos estados seguintes: 1) firo ou em repouso;
2) varidvel ou em movimento.
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II. — Se uma figura tem um ponto fiwo, todos os seus
pontos sdo fivos (1, 1), e a figura diz-se fiea ou em repouso
no espago.

E de todo evidente que, se a figura tem um ponto A fixo,
8ste ponto torna-se (9, axi.) necessdriamente movel logo que
a figura se mova; e a figura move-se quando o ponto A
varie (10, 1) de estado.

Toda a figura que tem um ponto fixo, é fixa no espaco.

11. —Der. 1 — A sacessiio P, P, P,. .. de formas corres-
pondentes a todos os estados de wn ponto ou figura mével,
diz-se eaminho geométrico. A ordem ou sentido do movi-
mento define-se por uma forma e uma sacessiva, como P Y,
ou PP’ As formas do eaminho siio distintas (8).

Quando uma figura tem uma primeira posico P, — inicial,
na qual estava em repouso, ¢ uma ultima posiglio P, que se
diz final, qualquer caminho limitado pelas posigdes extremas
P, e P chama-se deslocamento; diz-se que a figura se trans-
porta ou desloca de P, para P, e 0 movimento gera ou des-
¢reve o caminho da figura.

O caminho de uma figura mével é formado pelo grupo
de caminhos, gerados pelos pontos da figura. As proprie-
dades dos caminhos do ponto mével, extendem-se portanto
aos de uma figura.

O caminho de um ponto diz-se primitive ou reduzido,
porque todos os pontos do eaminho silo distintos (def.) Se
duas formas de um ponto mével M se interceptam em um
ponto E, o ponto M passa duas ou mais vezes pelo ponto E
do espago, E diz-se ponto especial ou miltiplo, ¢ & origem
de novo caminho (primitivo).

As formas de um ponto ou figura, correspondentes a um
ponto especial E, sfio formas especiais,

E todo o ponto gera; 1) uma sucessiio de caminhos, li-
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gados entre si pelos pontos especiais; 2) um s6 caminho pri-
mitivo, quando nio tem formas especiais no sea movimento.

Por convencio, diz-se que as formas especiais, que se
interceptam em cada ponto E, silo distintas:

Der. i’ — Diz-se ainda eaminho geométrico, a sueessio
de formas, especiais e ordindrias, correspondentes a todos
o0s estados de um ponto ou figura mével.

I. — Portanto, para as duas espécies de movimento de um
ponto, definidas no n.° 9, 1.%, 2.*; pode-se afirmar: qualquer
ponto mével 1) gera um caminho, variando de sitio; 2) ou,
é singular, e existe algum ponto, invariavelmente ligado ao
ponto singular, que géra um caminho.

12. — Ao enunciade 2.° do n.® 10 correspondem as
espécies de movimento seguintes:

1.* Toda a figura mével que tem um 86 ponto singular D,
gira em redor do ponto singular ou centro de giragdo.

280 Se wma figura movel tem uwma ligagdo singular
(A, B)= (%, B), todos os sens pontos (e os exieriores em
ligaclio rigida com a figura) movem-se (9), e diz-se que a
Jfigura gira em térno do eixo (A, B).

3. Se existe alzuma fizura que tenha todos os seus
pontos singulares (Cf., n.* 22), diz-se que gira em torno de
dois quaisquer dos seus pontos.

Por conseqiiéneia, nas condigdes do enuneiado 1. do n.? 10,
pode suceder:

I.— Se existem dois pontos singulares A, B, exteriores e
em ligagdo rigida com a fiqura, esta tem 0 movimento da
espécie 2., a figura gira em torno do eixo (A, B).

I1.—Se uma figura ¥ tem wm 86 ponto singular U, e
existe algum ponto B exterior a F, tal que a ligagio (¥, B)
seja singular, a figura F move-se ainda em torno do eixo (A, B):
I tem o movimento da 2.* espécie.
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18. — DEF. 1. — Diz-se rota¢fio, o movimento e o caminho
de toda a figura mével em torno de um ou dois pontos sin
gulares. Estes pontos podem ser exteriores (I, 11), em ligacdo
invaridvel com a figura (7, n).

A rotaglio di-se em redor de um centro © de giracdo (1.%),
ou em torno (2.*) de um eixo de rotagio (A, B).

Todo o ponto singular (centro) © considera-se sempre em
ligaglio invariivel com uma figura, e todos os scus estados
participam (9, 2.*) das variacdes de estado da figura, isto &,
um ponto singular move-se com uma figura.

Der. 11. — Quando a figura mével F tem, em cada um
dos seus estados, alguns pontos em contacto com certos
pontos A,B,C,D,... de outra figura R, diz-se que a fi-
gura I passa pelos pontos A,B,C,D,... que fazem parte
do caminho da figura movel F. A figura R (ABCD...)
a que pertencem os pontos A, B,C,D,... (de escorrega-
mento), diz-se figura de resvalamento ou escorregamento
de F.

Nota: H4, em geral, duas formas distintas de movi-
mento :

I. Movimento de rotaciio;

II. Movimento de tramslagdo. — Uma figura estd ani.
mada déste movimento, se todos os seus pontos e os exte-
riores em ligacfio rigida com a figura geram caminhos, isto 6,
se deslocam: portanto, nfio existe na figura mével, nem em
quaisquer figuras com ela solidarizadas, ponto algum singular.

Figuras congruentes
14. — Quando uma figura rigida se move, os contactos

dos seus pontos com o espaco e o seu estado variam; e,
2
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para as ligagdes interiores (7, def. 1) das diversas formas da
figura movel, estabelece-se o seguinte:

Axioma da mobilidade (da congruéneia das fizuras):

1) Todos os pontos distintos podem tornar-se idénticos.

2) Duas figuras distintas, que eram idéntieas, podem
tornar a ¢oineidir, qualquer que seja o eaminho por elas
seguido para voltarem ao mesmo estado.

DEF. 1. — As figuras que gozam desta propriedade di-
zem-se eongruentes: todos os pontos slo congruentes.

Por conseqidneia, as ligagdes entre os pontos de uma
figura rigida (interiores) so «invaridveis» ou congruentes em
todos os estados da figura mével, e individualizam a figura,
pois que existe sempre uma figura idéntica (10, 1) & figura
dada, de modo que:

I. As formas de uma figura mével ndo dependem da sua
posigdo; duas figuras congruentes, nllo sobrepostas, s6 difcrem
pelas snas posigies.

IL. Toda a figura pode mover-se livremente, isto 6, des-
erevendo quaisquer caminhos, ficando congruente a si propria
(auto-congruente). Esta propriedade é uma conseqiéneia
imediata do axioma e da prop. 1 do n.° 10.

Uma figura em repouso é necessariamente rigida (10, 1),
@ diz-se ainda invarifivel ou congruente quando se move; é
de forma invaridvel, ou indeformével pelo movimento.

Por conseqiiéneia, resulta uma propriedade importante
do movimento das figuras congruentes:

Cor. 1. — Uma figura pode sempre voltar a qualquer das
suas posigies ou estados do espaco.

Cor. 2, — E, duas figuras idénticas, coincidem uma vez,
e coincidem sempre, em qualquer posigdo no espago.

A coincidéncia de duas figuras congruentes e a determi-

nagllo do estado de uma figura invaridvel, realizam-se sempre
que se verifique certas coundigdes.




OBs. — A nog¢iio de congruencia ou rigidez das figuras
(sdlidos geométricos) ndo se aplica A rigidez dos corpos ma-

teriais. De facto, se tomarmos um molde (de fundi¢do por
ex.) ¢ um modélo que o reproduz em uma substincia do
diferente coeficiente de dilatacfo, o molde e o sen modalo
ndo voltam a coincidir, se a temperatura e quaisquer eondicdes
do meio teem variado. E, deslocando-os em estado de coin-
cidéncia através de meios diferentes, ou fauzendo variar as
condigdes do ambiente (cor. 2), deixam de coincidir, proda-
zindo-se deformaglio nesses corpos. E o que sucede no facto
familiar da solidificacio da dgua contida num vaso, dando-se
a fractura produzida pela dilatacio do gélo contido, nas
mais baixas temperaturas em que o fenémeno se realiza.

DEgF. . — Diz-se figura varidvel uma sucessiio de fign-
ras f, f,f",... que resultam da variaciio das ligagbes (inte-
riores) de uma figura primitiva F. Essas variagdes slo pro-
duzidas, por ex., pelo movimento de parte, sémente (4, axi.),
da figura F.

Diz-se que a figura F varia de forma, e portanto (7) de
posigiio, passando pelas formas sucessivas f, £, 1”,. .. (defor-
magio).

Os corpos materiais sio figuras varidveis,

16. — Se duas figuras distintas § ¢ F podem realizar a
coincidéncia definida em o n.® 5, tornando-se idénticas pelo
movimento, § e I' dizem-se congruentes (def.); e sfio ainda
congruentes quando estio em coincidéncia (14, cor. 2),

I. Quando uma figura F' se pode sobrepor a uma figura §,
de modo que o ponto X de I coincida com um 86 ponto ¥
de &, e este ponto ¥ coincida sémente com o ponto X de F,
e se esta condi¢lio se verifica para todos os pontos de § e F,
as figuras tornam-se idénticas: F =%, e §=F: Os pontos
(¥, X) correspondentes por contacto ou pontos unidos (¥=X)
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das figuras F e §, dizem-se ainda correspondentes (por
congruéneia) quando as figuras se tornam distintas.

II. — As formas de congradéneia das figuras exprimem-se
pelas 3 proposighes on principios de congruéncia:

1) B F=F (prine. de identidade).

2) Se: =T, &: F=F§ (prine. refloxo).

3) Se: =%, ¢, F=§ (ou, §=F), é&: F=F (prine.
transitivo).

que se enunciam: 1) Toda a figura é auto congruente (14, 10);
8) Se a figura § ¢ congruente com F, é F congruente com §:
as figuras § ¢ F sdo entre si congruentes; 3) Duas figuras
congruentes com uma terceira, sdo congruentes entre si (D).

Distancia
18. — Os pares d: poatos (%, B) e (A, B) 3o congruentes
(."'[I 2‘.' o (As B}: [1)

quando se tornam idénticos, pela coincidéncia dos pontos
correspondentes A, A e B, B, sobrepondo-se portanto as
figuras (14, 15, def.)

E esta coincidéncia dd-s2 ainda, so um ponto O (9, 3.%)
ligado a (¥, B) se mova com o eixo (A, B) em torno da (A, B):
a coincidéncia dos pares de pontos (%, B) e (A, B) sobrepostos,
mantem-se tnvariavel no movimento de rotaciio (C. Axi. da
recta, n.* 23).

1.* A coincidéneia pode realizar se movendo (A, V) em
redor do ponto unido (A = A) até B eoincidir com B (10, cor. 1,
14, cor. 1), de modo quo A coincide com %, e B com 3.

2.* Se o ponto singular B coincidir com A, a giraclo do
par de pontos (%, M) em redor do (A =193) pode (C....)
conduzir o ponto A a coincidir com B e portanto, os pares
de pontos (A, B) e (B, %) com os pontos unidos (A=121) e
(B =1%), sio a'nda congraentes: (A, B) = (B, ).




21

I. — Logo, (1) o (15, 8), é
(%, B) = (B, A), (1)

o par de pontos (U, B) é congruente com o seu oposto (B, A).

I& todos os pares de pontos idénticos sfio congruentes das
duas maneiras: (1) e (1').

Por conseqiitneia, as propriedades de congruéncia dos
pares de poutos silo:

1) Se, (A,B)=(C,D), e, (C,D)=(E, F), & (A,B)=(E, F),

2) (A,B)=(B,A).

8) Dois pares de pontos siio congruentes por rotaglio.

DiF. — A figura invaridvel de um par de pontos (A, B)
diz-se distineia de A a B. Se (A,B) e (A',B') sio con-
gruentes, isso significa que os pares de pontos A,B e A/, B/
estdio & mesma distineia (19).

A distancia deuota-se também com o simbolo: AB.

§ 3.
Da igualdade. Figuras iguais

17. — Obs. — O facto estabelecido nas proposigies dos n.** 6, 15, 1,
—de duas figuras congruentes se tornarem idénticas, quando os seus
pontos correspoudentes de contacto se tornam unidos, ¢ uma propriedade
das figuras congruentes, que se atribue ao conceito de wmovimento.

Se entre os elementos de dois grupos (ABC...)e (A'B'C"...)
existem relacdes de dois elementos (Ae A'), (BeB'), (Ce('),...
um de cada grupo, tais que o movimento ou outro conceito
possa distinguir uma parte ou propriedade comum aos pares
de elementos A o A, B e B, .. ou se um certo atributo
ou propricdade comum a A e A', existe ainda entre os ele-
mentos Be B, C e (Y,... significa-se essas relagdes dizendo _
que os elementos dos dois grupos se correspondem segunda.
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tal propriedade ou atributo (definido), e os elementos A e A/,
B e B),... dizem-se correspondentes ontre si.

Dois grupos de elementos entre si correspondentes, dizem-se
grupos correspondentes.

DEF. 1. — Se em dois grapos 2 e &, a todo o elemento X
do primeiro grupo ecorrespondente um 86 elemento X' do
segundo, e ao elemento X' do segundo grupoe corresponde
um finico elemento X do primeiro, a correspondéneia entre
os dois grupos diz-s2 hiuniveea.

I. — Dois grupos formados de elementos correspondentes
de dois grupos s, s' em correspondéncia biunivoca, sdo grupos
em correspondéncia biunfvoca, como partes correspondentes
dos grapos s, .

As partes correspondentes de dois grupos s, &', silo grupos
em correspondéncia biunivoca,

Sendo os elementos de cada grapo, distintos, dois grupos
em correspondéncia biunivoca siio representados (8) por
sucessdes que se dizem correspondentes entre si; e duas
sucessdes correspondentes denotam grupos em correspon -
déneia binnivoca.

Pode-se dispor os elementos de grupos em correspond@ncia
biunivoca em qualquer ordem.

DEF. 1. —Se os elementos consecativos de elementos
correspondentes, siio correspondentes, diz-so que a eorres-
pondénein entre as duas sueessdes ¢ da mesma ordem.

Em goral se a um elemento qualquer S sucessivo de P,
corresponde um 86 elemento §', que & sucessivo do elemento
P' correspondente de P na ontra sucessiio, as duas sucessdes
correspondem-se (n.” 8, dof.) na mesma ordem: e a cor-
respondéneia entre os dois grapos que as sucessdes repre-
sentam, ¢ biunivoca ¢ da mesma ordem,

Ex. 1). Sejam as sucessdes (ABCD) e (A'B' C'D') da mesma
ordem: As sucessdes opostos (ABCD D'C'B'A") e (A'B'C"D'DCBA)
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sfio eorrespondentes na mesma ordem. De facto, as sucessdes opostas
sito correspondentes (biunivocamente), por definigiio (n® 8): ao ele-
mento B sucessivo de A, corresponde o elemento B’ sucessivo de A’ na
segunda sucessiio, e ao elemento A’ conseeutivo de B/, corresponde o
elemento A consecutivo de B, e 0 mesmo se di com os outros elementos:
se os consecutivos B e B' dos elementos A e A’ sflo correspondentes. B
e B' terilo consecutivos correspondentes (def. 1), e com efeito Gsses ele-
mentos B’ ¢ B teem como consecutivos o8 elementos A’ e A, que se
definin como correspondentes.

2) As sucessbes opostas (ABCDC/'B'D/A') e (MD'B'C'DUBA)
sfio correspondentes na mesma ordem. Com efeito, se A e A silo cor-
respondentes, 08 elementos seus consecutivos B e IV silo correspondentes,
e teem (def. i) consecativos correspondentes; de facto A e A’ silo seus
consecutivos, respectivamente na segunda e primeira sucessiio, e 08
outros, C' e B/, consecutivos de B e IV, teem estes inesmos elementos
como consecutivos na 2.* e 1.* sucessio, respectivamente, e B e D' teem
o8 consecutivos A e A', que se definin como correspondentes. E o
mesmo é¢ verifiea para os ontros elementos.

Qualguer que seja a notagio, duas sucessdes opostas
(ABED)e (DCBA) sio correspondentes na mesma ordem,
pois que a cada par de elementos consecutivos de uma,
correspondem @8sses mesmos elementos consecutivos (em
oposi¢lio) na sucessiio oposta.

Cor. 1. — Por consequéncia, duas sucessies opostas sdo
correspondentes na mesma ordem. As distincias AB e BA
(16) sdio dois pares de pontos opostos, que se correspondem
na mesma ordem.

Cor. 2. — Se as sucessdes (ABCD...),(A'B'C'D'...)sft0
correspondentes na mesma ordem, as sucessdes opostas
(:..DCBA), (.. D’C'B'A’) correspondem-se ainda na mesma
ordem.

Pois que os elementos B, B’ consecutivos dos elementos
curreﬁpundentus A, A" siio, por hipitese, correspondentes
(def. 1) nas sucessdes (ABCD...), (A'B'C'D'...), e teem (8)
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como consecntivos dstes mesmos elemontos A, A’ nas sucessdes
(-«.DCBA), (...’ B'A"), opostas dquelas.

I'.— Duas sucessdes formadas de elementos que se cor-
respondem (1) em duas sucessdes s,s' correspondentes (na
mesma ordem ou em ordens diferentes), siio entre si corres-
pondentes, como partes correspondentss de s e &'

Il. — Duas sucessdes correspondentes na mesma ordem
com wma terceira, correspondem-se na mesma ordem entre si.

Pois que, denotando esta correspondéncia entre s e ' pelo
simbolo: s #', existe identidade de relagbes ou conceitos
que definem a correspondéncia entre as sucessdes s e s/, s 0 8",
é portanto (n.° 15, (3),

se é:8)d,0, 804", 614 e

18. — Duas figuras F, F' dizem-se correspondentes, se siio
formadas por dois grupos de pontos em correspondéncia
biunivoca, isto &, se a cada ponto X de uma corresponde
um 86 ponto X' da ontra figara, e ao ponto X' da segunda
corresponde o ponto X da primeira.

Cor. 1. — Por conseqiitneia, se o ponto X & correspon-
dente de X', @ Y & correspondente de Y', os pares de pontos
(X, Y), (X'Y') dizem-se correspondentes, por serem formados
de pontos correspondentes de F e F' (17, 1, 1'): a cada par
de pontos (X,Y) de uma figura F corresponde um 86 par de
pontos (X', Y') na outra figura F', e reciprocamente.

Con. 2. — Em geral, duas figaras formadas, de pontos
que se correspondem biunivocamente em duas figuras F, F/
correspondentes (a que pertencem), slo entre si correspon-
dentes (17, 1,1); sflo partes correspondentes das figuras Fe F/,

As proposigdes enanciadas sdbre correspondéncia de
sucessdes ou grupos biunivocos de elementos quaisquer
extendem-se i correspondéncia de pontos, figuras, ete.
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19 — Dois pares de pontos congruentes (A, B) = (A', B),
dizem-se iguais entre si (16). Todos os pontos silo (14)
iguais.

DErF. 1. — Diz-se que duas figuras F e F' teem entro si
eorrespondéncia de igualdade, se os seus pares de pontos
eorrespondentes silo iguais, vada um a cada um:

Cor. — A correspondéncia de ignaldade existe: 1) se a
todo o ponto X de uma figura F' corresponde nm s6 ponto X'
da outra F', e (18, cor. 1) a todo o par de potos (X, Y) de F
corresponde num s6 par (X'Y') de pontos de F'; 2) se todo
o par de pontos (X,Y) da figara F é igual ao sca corres-
pondentes (X', Y') na outra figura'F': (X'Y') = (X, Y).

A existéneia da igualdade de doas figuras contdm impli-
cita 1) a correspondéncia biunivoea, ¢ 2) a ignaldade dos
pares de pontos eorrespondentes. Quando uma figura F' é
ignal a uma parte de outra F, F' e F sdo desiguais.

Entre duas figuras quaisquer sé & possivel um de dois
factos seguintes, cada um dos quais se exprime:

1. —as figuras sdo iguais entre si (correspondéncia de
ignaldade), e indica-se pelo simbolo: =, F=T", ¢ F'=F.

2.°—as figuras sdo desiguais, e denota-se com o simbolo :
= oI,

Assim por ex., duas figuras congruentes, ou idénticas (15),
sflo iguais por sobreposiciio.

1. — Duas figuras correspondentes em figuras iguais, sdo
iguais entre si (171, 1'). Os pontos e partes correspondentes
em figuras iguais, dizem-se komdlogos entre si.

Se as fizuras F e ' sfio ignais, a correspondéneia dos
seus pontos é de igualdade; seja f uma figura pertencente
a F e f pertencante a F'. Se as fignras f e ' sdo corres-
pondentes por serem formados de pontos correspondentes
das figuras iguais F ¢ I, & evidente que essa correspon-
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déncia de f e f' é a que define a ignaldade F=F' das figuras
F e F, o portanto as suas partes correspondentes f e f' sio
iguais: f=f".

II. — Toda a figura ¢ igual a si prépria. Duas fiquras
F e I sdo iguais entre si, isto é: se F=TF", { F'=F, Duas
figuras iguais a uma terceira, sio iguais entre si.

Sejam: F'=F, F'=F. Seo as figuras F' e F slio iguais
a figura F, aos pontos A'B'C'D)... de F' correspondem na
mesma ordem os pontos A,B,C... de F, e a estes corres-
pondem os pontos A", B",C",... de F, a cada ponto X' de
F', correspondente de um ponto X de F, correspondente
am 86 ponto X' de I, eorrespondente de X, e isto significa
que as duas figuras ' e F siio correspondentes (18). E
sendo, por definigio de igualdade (def. 1), (A’, B') = (A, B),...
(X, Y)=(X,Y), e (A"B")=(A,B), (A”,C")= (A, C)....
(X", Y") = (X, Y), resulta (16, 1) que (A",B")=(A', B),
(A", CM)=(A, C),... (X", Y")=(X,Y'), e portanto as figu-
ras F' e I silo iguais: F' =F".

As trés proposighes silo as leis de igualdade, e como no
n.” 15, enunciam-se.

1) E, F=F. .

2) Se,.F=F, é4: F'=F,

8) Se, "=F, ¢, "=F, é: F'=F",

As duas preposicdes 1) e 2) exprimem as condicdes
essenciais da igualdade. E reciprocamente, 1) e 2) dedu-
zem-se da 3.* proposi¢lio, sbmente quando esta estabelece a
relagdo de igualdade com a significacfio definida nas primeiras,
isto &, se toda a propriedade de I' ¢ de F' & também
propriedade de ¥, 6 F' =F", ¢ F'=F',




§ 4.

Continuidade das linhas. Axioma

20. — Chama-se figura pontual, um grupo de pontos
distintos e isolados, tal que (8) em uma sucessfo dos seus
pontos, existem pontos consecutivos. Qualquer ponto &
consecutivo de (ou teem como consecutivo) outro ponto, &
entre dois pontos consecutivos nfio existe ponto algum do
pontual.

A idea primitiva de figura ou forma geomditrica, como

- um grupo de pontos, é a conseqiiéneia do axioma fundamental
de existéneia (n.° 3), e as fignras resultam por construgiio
(n.® 7), de ligagdes de pontos distintos: sfio, pois, individua-
lizadas essencialmente como fizuras pontuais.

Nas figuras que vamos definir pelas suas propriedades,
existem as pontuais que forem explicitamente assinadas sdbre
elas pelos seus pontos.

As formas de wm ponto mével (9, 1.%, 11) sfio pontos
iguais ao proprio ponto (14, 19) (considera-se os pontos
especiais como distintos dos pontos ordindrios com os quais
coincidam).

DEF. 1. — Diz-se sueessfio linear de pontos on linha,
a sucessflo de formas de um ponto mével M, eorrespon-
dentes a todos os seuns estados. A dois pontos M, M da
linha, correspondentes a nm estado do ponto M e (8) um seun
sucessivo, dd-se o nome ds sentide da linha, ¢ indica-sa
por M' M".

Uma linka diz-se primitiva oun reduzida (caminho pri-
mitive), se niio teem pontos especiais; os seus pontos
estlo situados na ordem oun sentido que a prépria sa-
cessfio define,
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Cor. 1. — Todo o ponto mével sobre uma linka primitiva,
passa uma 86 vez por cada wm dos seus pontos, pois & for-
mada de pontos ordindrios.

Duas linkas opostas sfio formadas pelos mesmos pontos,
e teem sentidos opostos (8); ¢ o que se exprime pela loeugfio:
toda a linha tem dois sentidos, um oposto ao outro.

Uma linha ou sucessiio linear de pontos pode ser limitada
por num ou dois pontos (8), ou ilimitada, ¢ esta diz-se também
linka indefinida.

Um raio de luz di-nos a imagem de uma linha limitada
por um ponto, o foco luminoso.

Der. 1.— Toda a sucessiio li-
near pertencente a uma linha [ e
do mesmo sentido, diz-se parte da
linha I. Regido (linear) de uma

. linha ! & uma parte da linha [ ou
: da linha oposta, e existente, por-
tanto, sObre a linha I; chama-se
segmento linear, a regifio limitada
por dois pontos — os extremos do
segmento (8).

Os pontos de uma linha indefi-
nida e os pontos de uma linha limi-
tada, distintos dos extremos, sdo
pontos interiores da linha.

DeF. n1. — Uma linha diz-se fechada, se as snas extre-

midades coincidem: todo o ponto movel M sobre uma linha
fechada ¢, a partir de um ponto A, volta sempre ao ponto A
correspondente ao estado final do ponto M, mével sobre a
linha ¢.

As linhas indefinidas, e as limitadas que teem extremos
distintos, sfio linkas abertus.
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21. —Sejam IJK...Ne N...KJI duas pontuais exis-
tentes sobre uma linha g (fiz. 3). Se o ponto N é sucessivo
de I na primeira pontual, todo o ponto X movel sobre a
linha g, desde I até N, encontra todos os sucessivos de I, e
todo o ponto X' mével sobre g desde N até I no sentido
oposto NI (da segunda pontnal), passa pelos pontos da
regiflo NI da linha ¢ compreendidos entre N e I, ¢ encontra o
ponto X em algum dos seus estados sobre g: o ponto X'
encontra, necessiriamente, o ponto X sdbre a linha g:

Cor., — Por conseqiibncia, dois pontos X e X' mdveis em
sentidos opostos sdbre wma regido de wma linha g, a partir
das suas extremidades, encontram-se um um ponto da linha g,

Estabelece-se entfio o seguinte:

Axioma da continuidade: — Entre dois pontos quais-
quer de uma linha, existe algum ponto interior,

Todas as linhas sfio continuas, gozam da propriedade
essoncial (a continuidade) definida pelo axioma anterior.

Cor. 1. -- Em todo o segmento linear existe pelo menos
um ponto, distinto dos extremos.

Cor. 2. — Todo o ponto interior I de uma linha aberta
divide-a em duas partes ou regides lincares separadas pelo
pon'o I, uma formada pelos pontos de que I é sucessivo, a
outra pelos pontos da linha, sucessivos do ponto L.

Cor. 3. — Em uma linha ndo existe wm primeiro ponto
nem wm wltimo ponto interior. Com efoito, qualquer ponto
interior I nflo é o primeiro nem o iltimo ponto da linha,
porque entre I e um dos extremos existe (axi.) outro ponto
interior.

Der. 1. —Dois segmentos lineares dizem-se conseentivos,
se pertoncem a uma linha ¢ tdm wm sd ponto eomum — o
extremo de um coincidente com um extremo do oatro segmento,
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Um ponto interior a um segmento divide-o em dois
segmentos (colineares) consecutivos; dois segmentos tornam-se
consecutivos (pelo movimento), fazendo coincidir sémente o
extremo de um com a origem do ouatro..

Duas partes ou duas regides de uma linha sfio consecu-
tivas, se teem um s ponto comum,

As linhas di-se ainda o nome de Curvas, e aos segmentos
lineares, o de areos. O ponto especial onde se interceptam
dois ou mais arcos de uma linha, diz-se nodo; por ex,, o
ponto N (fig. 3) é um nodo da linha g.

2. Posto isto, atribue-se a um caminho geométrico (11)
ou sucessdo linear de uma figura movel as seguintes condigdes
necessdirias (continuidade do movimento):

1) Existem pontos distintos dos caminhos,

2) Toda a figzura mével passa de um estado a outro por
uma sucessfo de figuras iguais, tal que: entre dois estados
da figura, existe sempre (axi.) alguma figura interior ao ca-
minho.

A primeira proposi¢iio é a conseqiéncia do axioma do
ponto (n.” 3), e fundamenta toda a especulaglo geométrica.

Quando uma figura F passa de um estado iniciel F, a
outro, gerando um caminho (11), todo o ponto A da figura
descreve nm segmento linear; e todos os pontos (ndlo sin-
gulares) da figura geram (9, axi., 10) segmentos lineares:
ao estado do ponto A, distinto dos extremos do segmento,
correspondem, para todos os pontos da figura, estados dis-
tintos do estado inicial e final (9, axi.), e @sses pontos slo
interiores aos segmentos gerados pelos pontos da figura
movel (axi.).

Us pontos da figura F, correspondentes ao estado do
ponto A, constituem uma figura igual a F e interior ao
caminho que ela descreve.

DEr, 1. — Chama-se superficie, uma sucessfio lincar de
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linhas iguais ou desiguais, ou o caminho de uma linha mével
(eaminfio linear).

Quando uma superficie ¢ gerada pelo movimento de uma
linha invaridvel g, a linha movel g diz-se geratriz da super-
ficie.

Cada ponto da geratriz descreve uma linha pertencente a
superficie; e entre duas geratrizes distintas existe (2.°

BEH".HT!’. wma gf’}"{.l'f.l‘i::.
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g b.

A linha recta

22, — Dgr. 1. — Existe uma suneessiio linear de pontos
ABVGE... chamada linha reeta, tal que, se AV E... se
move passando por dois pontos distintos A, B de um sen
estado ABC..., existe sempre um sé ponto ¢ em coin-
cidéneia com qualquer ponto C de ABC..., e todo o
ponto de AV E ... estd sibre ABC..., em todos os es-
tados da recta mével ABVE. ..

A recta AV C. .. passa sempre por um 3.° ponto C,
por onde pPassoun nma

S‘F vez, em todo o movi-

mento gue se definin.

A c" W D:! ¢ A linha recta exis-
A C B C te, isto 6, a figura
Fig. ¢ ABE... que vimos

de definir ¢ uma linha: entre dois estados AB E... A" B E7...
da recta, correspondentes i passagem de dois dos seus pontos
G, 6" por C, existe um ponto §' (def.) em eontacto com C,
compreendido entre € e 6" (21, 2., E como o ponto C de
ABC... & qualquer, todo o ponto mivel G coineide com
um s6 ponto de ABC..., e portanto ABC... é uma linka
(20, def. 1) gerada por um ponto da recta movel AV E.. .
logo, coincidem em todos os seus pontos, ABC... e ABE...
sdo linhas rectas iguais.

SR |
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Der. ¥ —Se a recta AV E... movel em contacto com
dois pontos A, B, passa por um terceiro ponto C, qualquer
dos seus pontos passa necessiriamente (def.) em C; e sendo
C um ponto qualquer da figura rectilinea A BC..., fa-
zendo variar C sobre ABC..., resulta que: a recta UV E...
coincide, em todos os seus estados, com a recta Sixa
ABC... Este movimento & (13, def. 1) um escorrega-
mento, o ABC... diz-se recta de escorregamento da
recta ABWE. . .:

L* A recta pode escorregar indefinidamente sobre si
propria.

2.* Se o par de pontos (¥, W) da recta AV E., .. coin-
cide (16, 2.*) com (B, A), existe ainda (def.) um s6 ponto da
recta em coincidénecia com C, no movimento definido ; a recta
ABG... na posicio oposta (20) ...CBA..., coincide com
arecta ABC, escorregando indefinidamente sobre ela: Esta

[ Logo, a recta XV E. .. é igual, e congruente por escor-
regamento, @ recta oposta ...6 BY;

Toda a recta é invertivel: AV E... =C VY. ..

' DeF. 11.—8e, no movimento da recta AVG... dois
pontos A, B silo singulares (9, 3.*), admite-se que qualquer
ponto 6=C ¢ também singular na rotacio da recta em
torno de (A, B), e portanto todos os pontos da recta (def. 1)
sdo singulares, e sdmente os pontos da recta (axioma, n.° 23):
se a recta gira em torno de dois dos seus pontos, todos os
pontos da recta sdo singulares. Diz-se que a reeta ¢ um
eixo de rotagdio, quando tem dois pontos singulares:

3.* Se a recta tem dois pontos singulares, todos os seus
pontos sdo singulares (¢ sémente os seus pontos), e a recta
gira sobre si pripria.

Por conseqiéncia, a reeta ¢ ignal a si prépria, por
escorregamento, inversdo e rotagdo.

3




Cor. 1. — A figura moével, que tem todos os seus pontos
singulares (12, 3.%), é por defini¢lo, uma recta; poisque,
tendo todos, tém dois pontos singulares, e ¢ eixo de rotagio.

Cor. 2. — Todo o ponto singular P, invariavelmente li-
gado & recta em rotagdo, pertence e é wm ponto da pripria
recta.

O ponto P forma com a recta uma figara (7), que tem
todos os pontos singulares (cor. 1).

Admite-se a existéncia de pontos exteriores & reeta
(3, 21, 2.%), e portanto:

Cor. 3. — Qualquer ponto exterior a um eixo de rotagdo,
e a éle ligado ndo é singular; e, reciprocamente, todo o ponto
ndo singular, ligado a wma recta em rotagdo, estd fora da recta.

Mov. de rotaciio das figuras.

Cor. 4. — Quando uma figura se move em torno de dois
dos seus pontos ¥, B (12, 2.%), tém um eixo inico, formade
pelos pontos singulares da figura (cor. 1, 2); e todos os seus
pontos Y exteriores i recta A B, giram em torno do eixo, des-
crevendo caminhos (fig. 5.)

4.* Relagdes entre as linhas rectas.

Se duas rectas AV E. .., AW B E'..., teem trés pontos
coincidentes A=UA', B=', 6=, estas rectas teem sempre
trés pontos comuns em contacto com trés pontos fixos A,B,C
(def. 1), em todos os movimentos definidos de escorregamento
e rotagiio das rectas em confacto com A, B: hd sempre um e
ponto coincidente das duas rectas, em contacto com 0
ponto C.

Uma recta pode passar por dois pontos dados (10, cor. 1)z
& sempre possivel sobrepor dois pontos de uma recta a outra
recta, e assim, duas rectas quaisquer podem ter dois pontos
comuns.

TEOR. 1. — Posto isto, sejam as duas rectas Y B E, AV ¢,
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tendo dois pontos comuns A=, B =R, ligadas entre si
pelos dois pontos e formando assim (7) uma nova figura.
Na rotagilo desta figura em torno de (A, ¥B), todo o ponto
de AV E & singular, e todo o ponto de A' V' ' é também
singular, (3.*), qualquer ponto ' da recta %' R’ ¢’ existe neces-
siriamente (cor. 2) sobre AW, e € sobre A'V'E', pois que estes
pontos pertencem, respectivamente, is duas rectas e A figura
por elas formadas (fig. 5):

portanto as duoas rectas ™

coincidem (cor. 1), e ainda (‘? '
0 . 1)

coincidem, quando uma se !

torna fixa e a outra gira
em torno de (2, B), ou
resvala sobre estes pontos
(def. 1): Fig.5

Os pontos da recta A W' @' existem sobre AV E, o as
duas rectas coincidem, formando (cor. 1) uma recta finica:

=1}
]
-‘1a

#,
et

[. — Logo, se duas rectas teem dois pontos comuns, coin-
cidem, formando uma recta tnica; e todas as rectas podem
coincidir.

Nota & DeF. 11. — Analizemos a hipotese de um terceiro
ponto @ ndo ser singular na rotagiio da recta; existiria para
cada estado da reeta mével, um ponto 6 distinto de 6 (6, 5=6)
em contacto com C, e o préprio ponto @ estaria em contacto
com outro ponto Cy 5= C de ABC, e s6 voltaria a coineidir
com C em um estado idéntico ao primitivo (14, cor. 1), des-
locando-se de C; para C: (8,6) e (B, 6;) coincidem *com
(B,C), em estados distintos da recta, e todavia (16, 1) ndo
slio ideénticos, a recta & varidvel ou flexivel, na hipotese con-
siderada.

O axioma da congruéncia (14) nio é satisfeito para 6= 6,
@ as propriedades 3.* e 4.* sfio a conseqléneia imediata do
axioma contido na def, 11.

g
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28. —E evidente que hi pontos exteriores 4 recta,
Atribue-se 4 linha recta outras propriedades necessdirias —
def. m, 3.* e 4.* independentes dos axiomas fundamentais de
existéueia, estabelecendo o seguinte:

Axioma da recta ':

1) Existem pontos exteriores i linha reeta.

2) Dois pontos A, B e todos os pontos da reeta AV E
siio singulares: existe uma s6 recta com dois pontos singu-
lares dados, e dois pontos distintos pertencem a wma recta
tnica,

Toda a recta é determinada por dois quaisquer dos seus
pontos (1), e denota-se por dois pontos, ou por uma letra
minuscola: a recta A W, a recta »r.

I.—Se a recta A B’ tem o ponto A comum & recta AB
e o ponto B’ exterior & recta A B, todos os pontos de A B
distintos de A, sllo exteriores 4 recta ABj; diz-se que as
rectas AB, A B’ se interceptam (4) no ponto A.

De facto, se as rectas tivessem outro ponto comum, dis-
tinto do ponto A, coincidiam (Teor. 1) e o ponto B’ existia
sobre a recta AB: Afirma-se, portanto, o seguinte axioma
(ef., n.® 31):

Se duas rectas v,v" teem um ponlo comum A, e um ponto
de uma é exterior @ outra, as rectas v ¢ r' teem um sé ponto
comum A, interceptam-se no ponto A.

I A existéncia de uma figura tendo todos os seus pontos singulares,
¢ uma conseqiiineia (3.2 cor. 1) deste axioma da recta, e assim 86 se
admitirin a proposi¢io do n® 12, 3) como axioma, se negassemos o
i}resenl:e axioma.

HA duas afirmapdes distintas: a existéneia de um par de pontos
(A,By gingular, e a existéncia da recta eixo de rotaglo; mas a 1.* é um
axioma necessdrio (n.° 6), @ ambas estariam implicitamente na 3.* pro.
posigio do n.° 12,
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Propriedades dos raios

24.
80 vez por cada um dos seus pontos (20, cor.).

Chama-se sentido da reeta APV a propria sucessio
ABE... dos seus pontos, e denota-se (20, def. 1) por

Se um ponto se move sébre uma recta, passa uma

qualquer ponto ¥ e um seun sucessivo ®,6,D,...; a ordem
ou sentido da recta diz-se ainda direccdo: o sentido ou
direeciio A B da recta.

1.* A recta é dividida por qualquer dos seus pontos em
duas partes, limitadas por esse ponto.

O ponto A da recta AV divide-a (21, cor. 3) em duas
partes consecativas,
nma ¥'ll, a que per-
tencem todos os pontos
... Xy, Xy, X3, U de 1| e

que o tltimo ¥ & su- X,

cessivo, a outra parte
AX constituida pelos

seus sucessivos Xy, i
X;,... ¥; as duas partes
¥ e AX sdo limitadas pelo ponto A origem (8, 1.%), e dois
pontos quaisquer, um de cada parte, compreendem o ponto %.

O ponto variivel ¥ avizinha-se do ponto A, se X3 & interior
ao segmento (X, A), X3 6 interior a (X3 ¥%),... e distancia-se
do ponto ¥, se X; é interior a (A X;), X; é interior a (A Xs)...

DEr. 1. — Chama-se raio a parte A¥ da recta limitada
por um s6 ponto ¥, e denota-se por: A ¥: Todos os pontos
de um raio pertencem A mesma parte da recta.

Os raios OI, 10, e partes destes raios, so prolonga-
mentos de segmento (OI), e todo o segmento pode prolon-
gar-se indefinidamente.
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DF. 11. — Vector A B, & a parte limitada por dois pontos
distintos %, B, movel sobre a recta no sentido AW, e de-
nota-se por: AB: sa o vector AY se transporta para ' W',
o par de pontos (%, B) fica invariavel (16): (%, B) = (A, ¥)=...
inv. O ponto % é a origem, e B a extremidade do vector A BV,

Dé-se o nome de pontual i fizura composta de quaisquer
pontos A, B, C,... de uma mesma recta r, e & prépria
recta », considerada como a totalidade dos sems pontos
(pontual regrada). .

A recta ¢ uma linha ilimitada; distingue-se na recta duas
espécies de partes e regides : limitadas por um 8d ponto (raios),
e limitadas por dois pontos (vectores e segmentos). Em um
raio limitado pelo ponto O, qualquer ponto interior I divide-o
em duas partes; e no segmento (A B) ou (B A) limitado pelos
puntols A, B, qualquer ponto interior I divide-o em dois
segmentos consceativos (A I), (IB). O segmento (AB) é a
regilo comum aos dois raios AB, BA.

Dois raios que pertencem a rectas opostas, dizem-se (20)
raios opostos.

Todos os raios e seqgmentos sdo divisiveis em duas partes
consecutivas, por um ponto interior 1; um ponto 1 interior a
um segmento (A B) determina sibre a recta dois raios opostos
IA, IB.

2.9 Em uma recta AY exiztem somente doiz pontos distintos
B, W', e dois pares de pontos (N, B), (A, B') iquais a um par de
pontos (A, B), e os pontos B, B’ compreendem o ponto comum .

Fazendo coineidir (A, B) com os pontos A, B da recta, B
é o finico ponto da recta A B coincidente com B (22 def. 1), o
invertendo a recta (22, 2.*) em redor do ponto (A= A), existe

sobre a outra parte AW’ da recta um um s6 ponto B’ coincidente
com B,

(U, B)=(A,B)=(%,8" BB




e estlo na ordem B'AW, pois BV e B’ pertencem aos raios
opdstos AB, AY, estiio de uma parte e doutra do ponto .

Cor. 1. — Sibre wm raio de origem D, eriste um s6
ponto A tal que (D,A) ¢ igual ao par de pontos (A, B):
existe na recta e de um lado do ponto ©, um sé par de

pontos (D, B) com um extrémo em D, ¢ igual ao par de

pontos dado (A, B).

25. — TEOR. 1. — Se dois raios O A, O A’ teem a mesma
origem e wm ponto interior 1 comum, coincidem em todos os
seus pontos interiores.

Os raios O A, O A’ existem sobre a recta O (22, 4.%), @
entre o ponto interior comum I e
aorigem O ha (21, cor. 1) outros 0 i L ‘,’: 1
pontos interiores I',1"..,, comuns Fisnt
aos dois raios. Com efeito, todos os pontos interiores do
raio O A existem (def. 1) na parte O A da recta, ¢ tendo OA
um ponto I sdbre O A, todos os pontos interiores do raio OA
existem na parte O A da recta, o raio O A’ coincide com O A.

Os pontos interiores I,I'I",... de OA e OA’ siio tais
que os raios OI, OI', 01",... coincidem e definem (20, def. 1)
o mesmo sentido O I.

Cor,— Qunando dois raios coincidem, os raios opostos
tornam-se coincidentes.

TeoR. 1. — Qualquer raio é igual a outro raio. Todas as
rectas sio iguais entre 8i.

Sejam », r' duas rectas distintas, e (_J'A,a’ A’ 0s sentidos
de r, r

Na recta »' e a particr de O’ existe um s6 ponto A’ tal
que (24, cor. 1) (0', A’)=(0.A), e se aos pontos A, B, C,.
do raio O A, de », fizemos corresponder os pontos A', B, C,...
do raio O’ A, demodo queseja (0, A)=(0,\),(0',B")=(0,B,)
(0, C")=(0,C),... a cada ponto X' da parte O'A' de ' cor-

e
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respondente um s6 ponto X no raio O A de r, e reciproca-
mente.

Se fizermos coincidir os raios 0 A, O’ A’ (teor. 1), o ponto
B coincide com B/, C com (¥,... cada par de pontos de O A
é igual ao par de pontos correspondente de O’ A/,

(A, B)=(A,B), (A,0)=(A'0), .. (0,X)=(0'X"),

os pontos das pontuais A, B, C,... A;B (', .. correspon-
dem-se na mesma ordem, e os raios O\, O'A' sdo iguais
(19, def. 1). Os raios opostos siio tamb&ém iguais, e portanto,
entre duas rectas r,r' pode-se sempre constrair uma cor-
respondéncia de igualdade: todas as rectas sllo igunais:

Cor.— Toda a figura igual a uma recta é uma linha
recta.

Teor. 111, — Em uma recta ' existe wm segmento igual a
um segmento de outra recta r (e uma parte de #/ igual a outra
parte de r, ou de »').

Se nos dois segmentos (A B), (A’'B’) das rectas r,/, em
que os pares de pontos (A,B) (A',B’) slio iguais, a cada
ponto X do raio AB e interior ao segmento (A B) corres-
ponde um s6 ponto X', interior a (A'B'), tal que (24, cor. 1)
saja (A, X)=(A', X'), e se Xy, X'y, slio dois pontos em cor-
respondéncia biunivoeca nos dois raios de »,# (teor. 1), é:
(X, Xy)= (X', X"y): slo portanto iguais os pares de pontos
(X, X4), (X', Xy) correspondentes em os segmentos (A B),
(A'B'), e estes (como partes correspondentes (19, 1) das
rectas r,7') siio iguais entre si: (A B) = (A'B').

Se (AB)=(A'B), é (A,B)=(A",B'), por serem pares
de pontos correspondentes dos segmentos,

Cor. 1.—Sobre um raio de origem D, existe um 86
seqmento teudo um extremo em D e igual a wn segmento (A B).

Segmentos iguais: Sendo (A, B) = (A', B'), pode-se constrnir em os
segmentos (AB), (A’B’) uma eorrespond@ncia de pontos na mesma ordem.
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Se os segmentos (A B), (A’ B') sflo iguais, a uma suecessfio (X) de
pountos de (A B) eorresponde em (A’ B') uma séric de pontos (X') na
mesma ordem, a cada ponto X de (A B) um s6 ponto X' em (A’ B/):
todo o par de pontos de (A' B) ¢ igual ao sen correspondente em (AB):

(X, X)) = (X, Xy),

e as partes correspondentes (segmentos, por ex.,) dos dois segmentos,
sdlo ignais entre si (ef , 27, Teor. 1).

Dos atributos da linha recta e do conceito de correspondéncia de
igualdade (19) resultam, pois, as propriedades essenciais dos segmentos
rectilinios, que se enunciam :

1) Todo o segmento rectilinio é divisivel em duas partes (24, 1.*)
por um ponto interior.

2) Existem segmentos iguais entre si (pode-se construir); e (16, (1)
dois gegmentos iguais, a um terceiro, sdo ignais entre si.

3) Todo o segmento & igual ao sen oposto (¢ invertivel, 16, 1, 22):
(AB)=(BA).

4) Dois segmentos rectilinios, ou sflo iguais entre &i, ou slo desiguais
{quando um é igual a parte do outro).

Exercicio:

Designando os segmentos reetilinios por letras minusculas a, b, ¢,. ..
podemos afirmar :

1. E:a=a,

2 Be:a=0b, 6: bma,

J.Beta=bb=¢ b:a=c.

4. Se:a=0b,8 b0 d:a%0

Qualquer segmento nfio é ignal a uma sua parte, pois que os pares
de pontos extremos (pelo menos) sio desiguais: se b ;= ce b é ignal a
parte de ¢, (n° 2, 1) entlo a & ignal a parte de ¢; e se ¢ é parte de b,
¢ ¢ parte de a: ps segmentos a e e silo desiguais (a == ). r

5. Maa se: a == 1, e, b == ¢, entre os segmentos a e ¢ existe uma
das suas relagies (3. 4.): ou @ =¢, on @ 2= ¢, e uma exclue a outra.

28. DgeF. 1. — Diz-se que o segmento reetilineo (A W)
¢ maior que o segmento (D), se 8ste & ignal a uma parte
do primeiro: e o segmento rectilineo (€ D) diz-se menor que
o segmoento reetilineo (A W), Se o segmento (6 D) é igual a

parte de (A B), diz-se: (AB) é maior (>) que (€D), e (ED)
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é menor que (<) (AW), e, com os sinais > e <, denota-se
estas duas expressdes, escrevendo respectivamente
(UAB)>(ED), (D)< (AY),
e qualquer delas significa que (6 D) é igual a parte de (% B):
Qualquer segmento € maior que wma sua parte.
Cor. 1.—8e (AB)>(CD), e (CD)>S(EF), é: (AB)>(EF).
Com efeito, 6 (def.) (EF)Z(CD), e (CD)<(AB),
e sendo (E F) igual a (C D) ou ignal a parte de (CD), e (CD)
igual a parte de (AB), logo (EF) é (n.® 2, 1) igual a parte
de (AB): (AB)> (EF).
Cor.1'. —Se (AB)<(CD), e (CD)Z(EF), & (AB)<(EF).

§ 6.
Operacdes sobre segmentos

27.—Duas partes ou regides de uma linha recta tornam-se
consecutivos por escorregamento, fazendo coincidir sémente
um extrémo de uma eom um extrémo da outra (21, def. 1):
se (AB)e (BC) teem um s6 ponto comam B, (AB)e (BC)
slio segmentos consecutivos na recta A B C, e denota-se ligan-
do-os pelo sinal — (que se 16: e):

AB)~(BC)=(ABC)=(AC)
Os segmentos (X, Xs), (X2 X3), (X3 X4),... da fig. 6 sfio con-
secativos.

Der. 1. — Adicionar um segmento reetilinio (£M) a
outre segmento rectilinio (N D), significa construir sébre
a recta dois segmentos (A B) (B C) igvuais respectivamente
a(EM), (RDO).

O segmento resultante (A C) chama-se soma dos
segmentos dados ou aditivos (2M), (R D). Esta operacilo
diz-se adi¢fio e denota-se por:

EM+NO)=(AC)




O segmento resultante (AC) é dnico, como vamos de-

monstrar. ,
Teor. 1.— Se o segmento (A B) é igual ao segmento (A’ B')
e (BC) é igual a (B'C'), e se os pontos A, B, O, A B, O
'stdo na mesma ordem, o seqmento (AC) é igual a (A'C'):
(AQ)=(A"C").
Sobre o raio A B da recta r (fig. 8) existe um s6 ponto B
(25, cor. 1) tal que (AB)=

(A"}B'). Fazendo coincidir os —g A' B ¢ L
segmentos (A B), (A'B) das = A B_C r
regides (A B G_)f_ {;\_"_W Uyl NSk A 5 .
recta, os raios A U, A'C' coin- 5 C

cidem (25. T ‘I), 08 pDIltClS C, Fig.8

(' coincidem porque, por hipotese, (BC)=(B'C') e ABC,
A'B' (¥ estio na mesma ordem, e portanto:
(AC)=(A'C).

Se os pontos C, C' slio interiores aos raios BA, BA, a
sobreposicio destes raios faz coincidiv (B C), (B'C), e
(A C)=(A’'C): @ 0 mesmo sucede quando A, A’ slo interiores
aos segmentos (B C), (B'C’).

(ABC), (A'B' (') podem pertencer a rectas diferentes r, 7/
(25, T. m).

I'. — Reciprocamente :

Se (AC)=(A'C), (BO)=(B'C), (AB)=(A'D), é:
ABC=A'B'C, isto &, os pontos ABC, A'B'C’ correspon
dem-se na mesma ordem sobre as rectas r, 1.

Por conseqiénecia, quaisquer que sejam os segmentos
consecutivos (A B), (B C) ignais aos segmentos dados (¥£M),
(MD), a soma resultante & sempre a mesma, a operagiio da
adigio & uniforme,

Pasto isto, se (AB) ~ (BC), e (A'B') ™~ (B'C'), pondo:

EM)=a, (RO)=b, (M) =a/, (R'D) =V,

- Y A e




das proposicdes anteriores deduz-se as propriedades da adigdo
de segmentos: .

CorR. 1.—Sea=a', e h=0', é: a+bh=a'4b': somando
a segmentos iquais entre si, obtemos somas iguais.

Cor. 2.—8Se a+b=a'+1', ¢, a=a', é: b=Db': se a
soma de dois segmentos é igual & soma de outros dois segmentos,
e um aditivo da primeiro é igual a um aditivo da segunda, os
outros aditivos sdo iguais entre si.

Teor. 1. — E: atb=5 + a. Lsta proposi¢lio exprime
a lei comutativa da adigio de segmentos.

Se (AB)~(BC)=(AC), tomando sobre AB os seg-
mentos (AB)=(BC)=b, e (B'C')=(AB)=a, os pontos
C, C' coincidem, poisque invertendo (A B' ('), a coincidéncia
de (C'B') e (AB) produz (25, T. 1) a coincidéncia de B'A
com (BC): & (AC')=(AC). De facto, sendo ABC e C'B'A
opostas, slo da mesma ordem (17), e portanto (Teor. 1):
(AC)=(AC), (AB)~(B'C') ou b+ a=a+b: a soma de
dois segmentos é unica, qualquer que seja a ordem dos seg-
mentos aditivos,

Ez.: O Cor. 2 pode, portanto, enunciar-se: sea+b—=a'+ ¥,
oeb=V, é:a=d.

Teor. 1L, —(a+b)+4¢=a-+ (b+ ¢): lei associativa da
adiciio de segmentos.

Sejam os trés segmentos (2M)=a, (MO) =5, (PV) =
(CD)=¢; sendo

a+b=(AC), b+e=(BC)~(CD)=(BD),
resulta (def.) por adigiio,

e, (atb)te=(AC)~(CD)=(AD),
a+(bte)=(AB)~(BD)=(AD),

e portanto (19, m) é:
(at+b+e=a+t(d+e).




Por conseqiiéncia, a adicdio de segmentos é comutativa e
associativa,

A adigiio de dois segmentos é um segmento (soma): a
soma de 3,4,5,... n sogmentos resulta adicionando a soma

dos dois primeiros com o terceiro, o quarto com a soma
obtida, e assim sucessivamente, o dltimo segmento n com a
soma dos (n—1) primeiros segmentos.

A soma de dois ou wmais segmentos € maior que os
aditivos: Se um segmento b & igual a parte de @, & a> b, e
o segmento a é a soma de b e da outra parte x de ¢, a="5 La;
0 segmento & & tnico (cor. 2). Reeiprocamente, se a=b-4a.
6 a>b, isto & (20, def.) a soma é sempre maior que qualquer
aditivo :

Teor. 1v.— Se a>bh, existe um segmento x tal que:
a=Db+x; reciprocamente: se a=b -} x, é: a>b.

Destas proposicdes e dos cor. 1 e 2 do Teor. 1, deduz-se:

Cor. 1.-—8e, aSa', 0, b>0 é: a+b>a + V.

1'. Se, ala 6, bV, b:at+b<d+¥.

Cor. 2. —Se: a-lbd>d +V,0, a=a 6: 0> V.

Os corolarios anteriores enunciam-se

1) Se um segmento é igual ou maior que um sequndo segmento, e um
terceiro segmento € maior que um quarto, a soma do 1.* com o 3.° ¢ maior
que a goma do 2.° com o 4.° segmeito,

2) Se a soma de dois segmentos é maior que a soma de outros dois
segmentos, ¢ um dos primeiros ¢ igual a um dos segundos aditivos, o outro
segmento da primeira soma & sempre maior que o outro aditive da sequnda
soma.

Ezercicios : (Aplicagllo dos Teoremas para deduzir os eorolirios
1e2).

1. Com efeito, seja a=ua', b >¥'; & (Teor. 1v) b=V 4, e por-
tanto (T. 1, Cor. 1) ad-b=a' 4 (¥ fa)=(d/ L V) x, e: 28>
a b Ese: a>a b>V, da=a'4ua b=V 4y, donde (T. 1, cor. 1),
atb=(a'+2) 4V Fy=a 4V Frty=(@+V)+(@+y) o
a+b>a 0.
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2 Seatb>a 4V, & atb=(@4V)tao=d4({¥z)e

da hipotese a = a' resulta (1 1, eor. 2) b =¥ + =z, e portanto &, 4> ¥,

Em geral, as proposi¢des demonstradas aplicam-se 2
adigio de um nimero qualquer de segmentos: tendo-se de-
monstrado que sdio verdadeiras para dois segmentos, e depois
para trés, deduz-se sinda para n, a soma de n segmentos é
um segmento: A adigdto de segmentos goza das propriedades
associativa e comutativa, produz um resultado dnico: é uma
operagdo uniforme.

28. — DEF. 1. — Fazendo coincidir os raios CA, CB,o
segmento (A B) diz-se diferen¢a entre o maior ¢ o menor
dos segmentos (AC), (BC): se (AC)>(BC), e segmento
(A B) é tinico (Teor. 1v),

(AC)=BC)+(AB)=(AB)+(BC) (1)
e a diferenca (A B) entre (A C) e (BC) denota-se por:
(AB)=(AC)—(BC(): (2)

Subtrair de um segmento (A C) outro segmento menor
(B C), significa fazer coineidir os raios C A, CB e determinar
o terceiro segmento (A B), que adicionado ao segundo dé (1)
uma soma igual ao primeiro (A B). Esta operagiio chama-se
snbtracelio de segmentos.

Se designarmos o diminuendo (A C)=a, o diminuidor
(B C)=1b, e 0 3.° segmento ou diferenga (2) por (A B)=a -,
resulta (1) que: a=>b+(a—b): o diminuendo é igual &
soma do diminuidor e da diferenga (resto), ou

a b) +b=a,

adicionando & diferenga o segmento diminuidor, resulta o
segmento diminuendo.

Cor. 1.— E: (a+b) —b = a. Subtraindo & soma de dois
segmentos um dos aditivos, obtem-se o outro.
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Com efeito, adicionando & diferenga (a<-5)—5& o dimi-
nuidor b, resulta (def.) o segmento (a-8),

at+b=(a+d—b+b [b=5,]
donde (27, T. 1, cor. 2):
(@a+b)—b=a.

Assim, dada a soma 8= (a-b) de dois segmentos @ um
déles (b), pode-se achar o outro segmento aditivo.

Das expressdes anteriores resulta a identidade: &+
(a—b)=(a+b)—b.

TEOR. I. — Se, a=a', e b=V, e se a> b, serd: a—b =
a —b: A diferenca de dois seqmentos dados ¢ igual & dife-
renga entre dois segmentos respectivamente iguais aos primeiros.

De facto, sendo o' =a, ¢ a>b é (26, cor. 1) a'>b,
e de b =¥ resulta: a' > }'; portanto, é a =(a—b)+b, e a' =
(@' —¥4)4-b, e sendo a=a', a hipétese & equivalente & se-
guainte (19, 3):

(a—b) +b=(d—b)+¥, b=0,
logo (27, cor. 2) é:
a—b=a—1U.

Cor. 1 — Se subtrairmos a segmentos iguais outros sey-
mentos iquais entre si, resultam diferencas iguais.

O teorema I 6 ainda uma conseqhéineia imediata da def. 1
e do teorema 1 do n.° 27, e significa que, como a adigllo, a
subtraccdo de seqmentos é uma operagdo uniforme.

Por conseqiiéncia, a diferenga entre dois segmentos (2 M),
(MDO) 6 um segmento anico, e é igual i diferenca entre dois
segmentos iguais, respectivamente, ao diminuendo e ao di-
minuidor: pondo

EM=(AC), MD)=(BO),

(@ M) —(RO) =(AC)—(BC)=(AB).
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Se dois segmentos (A B), (A’ B) sllo iguais, a sua sobre-
posiglio (a partir do extrémo B) pode exprimir-se (1) por:

(AB)—(A'B)=(A=A),

e a diferenga obtida é um ponto (A= A'"): diz-se, por con-
vengiio, que a diferenga entre dois segmentos iguais é am
segmento mnulo, que se designa pelo simbolo o de zero:
a—a=o0;

é (cor. 1): ato=a a—0=a.

A diferenga de dois segmentos ¢ menor que o diminuendo,
e assim, qualquer segmento reetilinio ¢ maior qne o segmento
nulo, e se @ é um segmento com extremos distintos, o
segmento nulo é menor que qualquer segmento a, (A A) <a.

Adigao de vectores sbbra uma recta (colineares)

A distancia (A, B) (ou o segmento (A B) diz-se a grandeza
ou valor absoluto do vector AB: 0 mesmo se diz de uma
parte ou regmo da recta, tendo os extremos A, B. Dois
veclores AB ATB sio iguais, se teem o mesmo sentido e
(A, B)= (A, B); dois vectores sdo simétricos, se teem sentidos
contrarios e grandezas iguais.

Sejam AB, BU dois vectores existentes sobre uma recta
¥, e tais que a extremidade do 1.° coincide com a origem
do 2.° veetor; o vector AC diz-se soma dos dois vectores
AB e BC,

. AB4+BC=AC:

Adicionar dois vectores EﬁﬂR, MO existentes sobre ama
recta, significa: fazer coincidir a extremidade de um com a
origem do outro, e determinar ¢ veetor soma assim for-
mado pela origem do primeiro e extremidade do segundo
vector.
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Se EM=AB, RO=BC, &
¢M4+NO=AB+BC=AC.
Ex: A soma dos veetores iguais a X, X, KXo ta (fig. 9) é
o vector X X3; a soma dos vectores X: Xs o X3 Xy 6:
X X+ X Xy =Xe X,
A soma de dois vectores simétricos iguais a AB, BA, ¢
o vector nulo: A_Ii =,

AB4+BA=AA=o
Invertendo um vector, resulta um seu simétrico, e deno-
ta-se esta operaclo com o sinal —,

- —
AB=—BA;
designa-se dois vectores simétricos AﬂB, ATB', por: [y
— AR

Obs.: —1) A soma de n segmentos iguais a um segmento (A B)
diz-se mdltiplo do segmento (A B) segundo o ndmero n, ¢ indica-se
por: (A B)n=(AB)+4(AB}-...+ (AB). Se um segmento (CD) é
miiltiplo (n) de outro segmento (A B), é (C D)= (A B)n, o segundo
diz-se submiltiplo do primeiro segundo o nimero n ou a n.= parte de
(CD), e indica-se por: ”_;1215 (A B). Os miiltiplos de um segmento
(A B) segundo os 1.°* niimeros 2, 3, 4, 5,. . teem as designagdes parti-
culares: segmentos duplos, triplos, quddruplos,...; e os submiltiplos
correspondentes dizem-se : metade, terga parte, quarta parte. .. de (AB),
Estas designagdes sfio ainda adoptadas na decomposigiio de qualquer
figura em partes (4, 1) iguais.

2) Be o segmento (A B) ¢ submiiltiplo dos segmentos (M N}, (N 0),

MN N

(N O)
n

, 0 segmento (M N) & ignal & soma de m sub-

(NO)

n

miltiplos de (N O), e designa-se por: m ou (N 0) n;‘ == (M N);

:'-T- indica a relagdo dos segmentos (M N), (N 0); e se estes sfio conse-

cativos, o ponto N divide o segmento (M O) em duas partes (M N),
(N 0) segundo aquela relagiio.
1




29, —DEF, 1. — Em todo o segmento rectilinio (A B)
existe um s6 ponto interior M que o divide em duas partes
iguais, ¢ M diz-se o ponto médio ou melo do segmento (A B).
O ponto M separa os raios opostos M A, MB.

Com efeito sejam as pontuais iguais A A’ A" A"...
BB'B"B"... interiores a (AB) e pertencentes aos raios
OIJOSIOS':'!:B, BA;é (25, m), (AA)=(BB'), (AA")=(BB'),
(AA")=BB"),... Se dois pontos M, M" se movem sobre
os raios opostos AB, B A e os seus estados siio pontos cor-
respondentes A' e B', A" ¢ B", A" e B”,... os dois pontos

méveis encontram-se (20,

A i Mo pfoe— cor.) em um 80 ponto
AA A B FF B interior (25, m, cor. 1)
M, e por hipotese, &

\ B
A a " A o (AM)=(MB): logo M
Fig.9 ¢ o ponto médio de

(A B), e todo o segmento
rectilinio tem um 8o ponto médio, & divisivel em duas partes
iguais.

E am segmento é divisivel em n partes iguais ou em
duas partes segundo uma relagio dada (28, obs.), por um s6
ponto interior.

1. — Se os seqmentos (A B), (A'B') sdo iguais e do mesmo
sentido, os meios dos segmentos (A B'), (B A') coincidem. E re-
clprocamente, se os meios dos segmentos (A B') e (B A')
coincidem, AB e A'B' sdo iguais (¢ do mesmo sentido)
A B=A'B’; os segmentos (A A') e (B B') sflo tamb8m iguais,
e AA'=BB.

Seja M o meio de (AB'), (AM)=(MB); invertendo o
raio MB', a sobreposicdo de (B'M) a (AM) produz (25, teor. 1)
a coincidéncia dos raios AB, B'A’ e dos pontos B e A', pois
por hipotese ¢ AB=A'B' (0s raios A B, A'B’ siio do mesmo
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sentido), e portanto: (MB)=(MA') o ponto M & também o
meio de (B A').
Reciprocamente, se (AM)=(MB') e (BM)=(MA’), como
os pontos A e B’ pertencem aos raios opostos MA MB/, a
sbbreposi¢lio d@stes raios a partir da origem M e a de (M A)
e (MB') produz a coincidéncia dos pontos B' o A': logo
(AB)=(B'A'), e(AB), (A'B) sio do mesmo sentido,
AB=A'B' Estas proposi¢des resultam ainda dos Teor. 1, 1
do n.* 27.
Por conseqliéncia, os vectores igunais satisfazem is con-
digdes :
II. — Dois vectores AB e CD sao iguais, se o meio de
B (AD) coincide com o meio de (B (). Se os vectores A B, CD
sfio 1gums AB=CD, os meios de (AD) e (BC) coin-
cidem: A C =BD.
Cor. — Se 0 meio de (AC) coincide com o meio do (BD),
— os vectores AB e O D slo simétricos: AB——CD. E reei-
procamente. -

g 7.

Rectas paralelas

30. — Der. 1. — Dois pontos A ¢ A’ dizem-se opostos
em rela¢io ao ponto médio O do segmento (A A): os
raios O A O A’ sio opostos (29) ¢ (0 A)=(0 A"); e dado um
ponto A e o ponto O, existe (24, 2.2, cor. 1) um s6 ponto A’
oposto ao ponto A em relaglio a O, distinte de A.

Uma figura A'B C'D'..., diz-se oposta a outra figura
ABCD... em relagdo a um ponto O, (fig. 10), se é formada de
pontos opostos aos pontos da segunda figura em relagiio a O.
O ponto O &é & meio dos segmentos (A A'), (BB, (CC),... e
as duas figuras slo opostas uma a outra.

e A e
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Duas figuras dadas dizem-se opostas em relagiio a um
ponto O, se todo o ponto de uma tem o sen oposto na outra
em relagiio a O:

Portanto, toda a figura tem wma #6 figura oposta em re-

lagiio a um ponto dado O; e se O ndo per-

B ) tence a wma delas, esta fora da outra.
A ?’[} Como duas figuras opostas estiio entre
; !“ si em correspondéncia biunivoea, sfio corres-
E , pondentes, e veremos que sfio figuras iguais,
(R Por esta definigiio, a figura oposta a uma
;Q recta » em relagio a um dos seus O, é a
prépria recta r (24, 2.°).

Sl B Sejam A',B',(’,... pontos opostos aos
i;, ' pontos A, B, C,... da recta », em relaglio ao
, ponto O fora da recta r, (fig. 11 e 12); de-
D --¥ monstraremes (36, T. 1) que os pontos

Fig, 10 AL, B, (C,.. formam uma pontual, e por-

. tanto a figura A'B'C'... oposta a uma
recta r em relagiio a um ponto O, ¢ wma linka recta v'. Os
segmentos (A A'), (BB'), (C('), e as rectas A A', BB, C ('
dizem-se transversais da recta r e da figura A'B'C'...

1.* Prop. das figuras opostas! —: Toda a figura oposta
a uma recta em relagio a um ponto fora dela, é wna linha
reeta (fig. 11).

1 M. Veronese considera esta propriedade como um postulado das
figuras opostas, op, cit, § 2.
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DEF. 11. — A linka oposta a uma recta r em relacio a
um ponto, diz-se paralela & recta r: a recta ' ¢ paralela &
recta r.

Esta definiclo indiea o processo para construir wma pa-
ralela @ uma recta dada r: 1) se a paralela tem de passar

Fig. 12

por um ponto dado A’ (fig. 12), une-se éste ponto a qualquer
ponto A da recta » por meio da transversal (A A'), e deter-
mina-se o segundo ponto B’ oposto a um ponto B de » em
relaglio a0 ponto médio O (def. 1) de (A A’). Pela propriedade
das figuras opostas, a paralela & recta » é uma linha reecta, o
sendo A’ e B’ dois dos seus pontos, a réecta A’B’ &6 uma
paralela a recta » (referida ao ponto 0).

Como a figura oposta a uma recta em relaciio a qualquer
dos seus pontos & (24, 2.%) a propria recta (par de rectas
opostas coincidentes), a paralela a uma recta, tirada por um
dos seus pontos, é a propria recta dada.

2) Se ¢ dado o ponto O, toma-se dois pontos quaisquer
A e B de r, determina-se os seus opostos A' e B' em relagfio
a 0, e a recta A'B' é paralela & recta r. A’B’ ¢ a tinica
paralela a r, referida ao ponto dado O, pois que (def. 1) cada
ponto A, B,C... da recta r tem um s6 ponto oposto, refe-
rido a O. Estas construgdes efectuam-se com a régua e o
COmpasso.

Cor. — A recta A B’ ¢ paralela a A'B.

2.* — Seja ' a paralela & recta » em relaglo ao ponto O;




construa-s¢ uma paralela »" a r, referida ao ponto médio O’
de outra transversal Ay A'; dirigindo pelo ponto Py de r a
transversal Py O', admite-se que P O’ intercepta a primeira
paralela 7' no ponto P, e éste ponte P’ ¢ ainda opostoe ao
ponto P de », e portanto P pertence &4s paralelas +' e v &
recta r, referidas aos pontos O e O, e tendo ' e +" dois
pontos eomuns P e A', coincidem: As paralelas tiradas por
A' (ou P) & recta r em relaglio aos meios 0,0 das trans-
versais AA' e Ay A, coincidem. Admite-se assim o seguinte
axioma:

Axioma das paralelas:

A recta »' é paralela (oposta) & recta » em relaciio ao
ponto médio de qualquer transversal.

Esta proposiglio estabelece a significagiio de rectas para-
lelas :

Dir. 1. — Duas rectas dizem-se paralelas entre si se sio
opostas uma a outra em relaglio a qualquer ponto.

A paralela a uma recta, referida a um ponto dado O,
é ainda paraleld i recta em relagio ao ponto médio de
qualquer segmento transversal, e portanto:

Cor. 1— As paralelas a

B A+ uma recta que teem um ponto

comum, coincidem., Por um

()»ﬁ}/ ponto dado fora de uma recta

A/ ‘B Y pode-se dirigir uma, e $6 uma,
Fig. 18 paralela i recta.

Teor. 1. — Se dirigirmos

uma recta t pelo meio de uma transversal das paralelas r e v/

e por um ponto A da recta v, a recta obtida t é ainda trans-

versal, intercepta a paralela v' @ recta v em nn ponto oposto
ao ponto A (23, 1),

Esta proposigio resulta do axioma das paralelas e do

ennnciado 1 do n.” 23, e aquela propriedade de ¢ (fig. 13) ser
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transversal é condigiio necessarin ao axioma (ef. n.” 31)
anterior.

Cor. Se uma recta passa pelo meio de uma transversal
de duas rectas paralelas r e v’ @ intercepta uma delas, corta
também a outra paralela,




g 8.

Feixes de rectas e de raios. O plano

31. —Na construgiio de um pavimento e em construgies semelhantes
observa-se o seguinte: a uma trave reetilinea fixam-se duas ou mais
traves rectilineas que se eruzam em um ponto pelas arestas, formando
um feize; e sibre estas vigas de suporfe se vilo assentando as traves da
construgfio definitiva. Us materiais direitos de todo o travejamento

Fig. 14

realizam assim uma parte da superficie (plano) que forma o pavimento
(ou vigamento metdlico),

Dada uma reeta r, um ponto 8 fora da rectar e a paralela ' diri-
gida por 8 i recta r (fig 14), unindo éste ponto com os pontos distintos
A,B,C ... de  por meio de raios ou de rectas S A, SB, 8§C,... concor-
rentes em S, qualquer recta s, dirigida por 8 e por um ponto T do segmento
transversal (B B'), intercepta também a recta r em um ponto. E por in-
dugfio ninda se afirma que, se uma recta ¢ (paralela a SA) corta dois




T

raios em pontos distintos, intercepta todns as rectas 8A, 8B, 8C,. .
dirigidas por 8 e por r.

Se um ponto T se move sdbre BB’ aproximando-se do ponto B, a
recta & {ou BT) gira em redor de 8 e avizinha-se da paralela +'; o8
seus pontos de intercepedio com r distanciam-se do ponto A na direogdo
de um ponto da recta r — o ponto no infinite da recta r,

Der. 1. — Projectar um ponto A de outro ponto fixo § signifiea
construir o raio SA ou a recta SA; a recta S A fou S A) diz-se a pro-
Jjectante do ponto A, e 8 o centro. Uma recta dirigida pelo centro 8 é a
projeetante de qualquer dos seus pontos.

As operapdes projectar e interceptar sfio possiveis em certas con-
digdes: projectar & unir dois pontos distintos por uma linha recta, e
interceptar & definir o ponto comum a duas rectas distintas (23, 1).

Projectar de um centro 8 uma pontusl ABC . pertencente & recta r
significa projectar de 8 os seus pontos A, B,C,.. A figura formada pelas
projectantes S8 A, 8B, 8C,... ¢ um feixe de reetas on feixe de raios,
segundo se considera as suas rectas ou os seus raios de origem S como
elementos do feixe, e denota-se por: (Sr).

Se projectarmos ums recta r de um ponto 8 fora da recta, resulta
um feize a que se dd o nome de plano projectante; considera-se a para-

lela v’ dirigida por 8 & recta r como a projectante de o ponto no infinite
da recta r.

DerF. m. — A figura formada por todas as rectas que
unem os pontos distintos de uma recta » com nm ponto S
exterior & recta, diz-se feixe de reetas, feixe de raios, ou
plano, o éste denota-se pelo simholo: S

O feixe de raios ou de rectas (Sr) é uma figura radiada,
on regrada, isto &, formada de raios limitados por S, ou de
rectas; e o plato S» considera-se como uma figura pontual
formada de pontos pertencentes a todas as reetas do feixe
(S 7) que resultam de unir o centro S com a recta r.

DEF. L — A recta r diz-se direetriz do feixe (Sr) de
centro S, e as projectantes S A, SB, SC,... geratrizes do
feixe (S#) ou do plano Sr (21, def. m).

Se uma recta gira em redor de um ponto fixo S, apoian-
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do-se sobre uma recta fixa on dircetriz », gera assim um
plano Sr (21, def. m).

Se uma recta »’ intercepta todas as geratrizes SA, SB,
SC,... em os pontos A',B',C',... as rectas SA o SA/,
SB e SB... coincidem, por terem dois pontos comuns A e A',
BeDB,... SA ¢ SA' sllo projectantes de qualquer ponto A
(ou A’) da propria recta SA: pontanto os feives (Sr) e (S7')
sdo idénticos.

DEF. 1v. — Diz-se que uma recta pertence a um feixe se
tem dois pontos distintos sobre o feixe,

Posto isto, estabelece-se o seguinte:

Axioma do plano:

1) Se duas rectas » e »' teem um ponto comum A e
um ponto de r' estd fora de r, as rectas r e ' teem um s
ponto comum, interceptam-se em A (n.° 23, 1).

2) Se uma recta intercepta duas geratrizes em pontos
distintos, intercepta todas as gerafrizes do feixe em
pontos distintos.

Cor. 1. — Toda a recta que intercepta uma geratriz e
wma recta do feixe, intercepta todas as geratrizes, isto 6,
pertence ao feixe. Poisque se ' intercepta uma recta de
(S#), por ésse ponto de intersecglio passa uma geratriz, e
portanto ' intercepta esta 2.* geratriz e (axioma) todas as
ountras.

82. — Um feixe de rectas define o plano pelas suas
propriedades :

TEOR. 1. — O plano é definido por uma rectar do feixve e
um ponto S fora da recta.

Seja 8 (fig. 15) um ponto existente fora da rectar, e (Sr) o
feixe (definido pelo ponto S e pela dire ctriz r) gerador do plano
Sr, e 8 e um ponto e uma recta pertencentes ao feixe (S »).




b9

A hipotese de o ponto S' e a recta r’ existirem sobre (S7)
significa (def. 1v): a recta »' intercepta duas geratrizes S A,
S B de (Sr) nos pontos A', B'; e 8’ é o ponto de intercepgiio
de duas rectas 8 X, S'A' de (Sr), isto é, S pertence a uma
geratriz S X.

Projectando de S' os pontos A/, B,. . construe-se o

Fig. 16

feixe (S'+’), e como os seus raios S'A', 8'B, §8'C,... se
apoiam sbbre pares de geratrizes SX e SA, SX e 8B,...
do feixe (S r) (axioma), todos os pontos e rectas de (S'r)
pertencem a (S r): Portanto (8'#') pertence ao plano Sr.
Reeciprocamente, o raio 8'S (ou S'X) de (Sr) & inter-
ceptado pela recta » em um ponto X', e portanto §'S 6
também (cor. 1) uma geratriz do segundo feixe (8’ #'): Qnal-
quer ponto P de (S#) pertence a (8'+'), poisque a geratriz SP
intercepta a recta ' (em Py) e a geratriz 8'S de (S'#) em 5,
SP pertence (cor. 1) a éste feixe, e portanto todos os seus
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pontos, incluindo P, pertencem a 8'#' (ainda que P exista
sobre S 8/);

Logo, (S'r') define um plano §'+ idéntico a S r: uma recta
r' de S» e um ponto S' existente fora da reeta » individua-
lizam o plano Sr.

Cor. 1. — Se duas rectas r, s se interceptam, toda a recta
que passa por dois pontos distintos das rectas » e s inter-
cepta-as: —uma recta r e um ponto S situado fora da recta
(ou trés pontos nilo em linha recta) definem um s6 plano Sr.

Cor. 2. — Duas reetas paralelas (e duas rectas que se
interceptam) ‘definem um 86 plano (axi., e 30, Teor. 1). Diz-se
que duas paralelas se interceptam em o ponto no infinito (na
direcglio desse ponto) de uma delas (31).

Cor. 3. — A paralela a uma recta do plano dirigida por
um dos seus pontos, pertence ao plano (30, 2., T. 1).

Teor. 11 -— Duas reetas paralelas ndo se interceptam.

Se as rectas r e 1 sllo paralelas, sfio opostas em relagiio
ao ponto médio O de qualquer transversal A A': r o ' teem
pelo menos dois pontos A e A’ distintos, e portanto A A’ &
distinta de » @ +' & o ponto O (axi., 1)) esti fora de r e ».
Uma nova transversal B O (fig. 13) tirada do ponto B de » in-
tercepta (30, Teor. 1) ' em um ponto B' oposto a B, e sendo
BB’ distinta de r, 0 ponto B’ de ' existe fora de »: qualquer
transversal dirigida por O ¢ distinta de r e +/, e interce-
ta-as em dois pontos opostos a O e distintos (30, def. 1),
todas as transversais existentes no plano O r encontram r e '
em pares de pontos distintos, logo » e+ nfio teem um ponto
comum, nilo se interceptam.

Cor. 1. — Duas rectas que se interceptam ndo sdo para-
lelas.

Se as rectas r e & se cortam em P (fig. 16), construindo
por qualquer ponto P de s a paralela » a r, » tem uwm
ponto A’ fora da recta s, é distinta de s: e todas as paralelas
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4 recta r dirigidas pelos pontos de s s#o distintas de s: r
@ & nflo sfio paralelas.
E a paralela dirigida pelo

ponto P a r, é a prépria recta r, P o

distinta de s. / ,'-"”’
TEoOR. 11, — Se uma recta s * ] ,?J' ¥

intercepta outra r, ndo é paralela ,‘;‘

a uma paralela v' & reeta r. Fig. 18

Sejam as paralelas r e +/, S
o ponto de intersecclio de » com uma recta s, S8 ¢ AN

doas transversais de » e
r (fig. 17); a transversal A A
corta r e SS' em dois pontos
distintos O e A, e portanto
intercepta as duas geratrizes »
e & do feixe de centro S em

A

Eig. 17 i B
dois pontos distintos A e Ay, e

os segmentos (OA) e (OA) de AA' sdo designais (um 6
parte do outro): (O A) == (0 Ay): nio existem sObre a recta s
pontos opostos aos (A'D’, ..) pontos de »': logo a recta s
nfio ¢ paralela a +.

(O proprio ponto Ay podia ser A’ e entilo # interceptava '
em A, e & r nilo
eram paralelas (T. i,

L
cor. 1); e Ay seria o r

tinico ponto comum,
pois (axi., 1), ' e & siio

distintas por S).
TEOR. 1Iv. — Se
wima recta t do plano

intercepta outra r, in-
tercepta também a paralela v’ & recta r.
Se T é o ponto de intersecgdio das rectas r e ¢, e (fig. 18)




r' & paralela a r, as reetas »’ e ¢ nilo slo paralelas (Teor. 1),
e a recta ¢t & distinta de » e +. Sejam S e A’ dois pontos de »
exteriores a t, @ A um ponto de ¢ fora da reeta »'; os pontos S
e A, SeA, Ae A definem g, ' e a.

A recta t corta a recta r do plano e a geratriz g de (S s)
em pontos distintos T, A, logo ¢ intercepta (axi., cor. 1) a
recta r' do feixe (S &) em um ponto distinto de T, e portanto
as paralelas » e r' teem (como vimos, teor. 11) todos os pontos
distintos, nlo se interceptam.

Cor. 1. — Duas rectas nio paralelas interceptam-se.

Se as rectas t e »' nilo sflo paralelas, a paralela » tirada
pelo ponto T de ¢ & recta »' & distinta de ¢, esta intercepta r,
e portanto intercepta (1v) a paralela »': as rectas ' o ¢ cor-
tam-se.

Cor. 2, — Repetindo o raciocinio do Teor. Iv para outras
paralelas +”,»",.. & recta r existentes no plano: a recta t
intercepta r e todas as paralelas ', v'",... do plano. E as
rectas r e t ficam divididas em quatro partes distintas, pelo
ponto de intersecciio.

Oss. — Nio se pode afirmar que —duas rectas ndo se in-
terceptam; ‘esta locuglio é complementar de rectas paralelas:
diz-s2 que duas se nio interceptam, quando sfio paralelas
(T. m).

Existem no plano, portanto, rectas paralelas e rectas
que se cortam (T. 1, cor. 2).

DEF. 1. — Se s 6 uma recta do plano Sr, (fig. 19), o sen-
tidlo ABC... da directriz r (ou A;B;Cy... de ) define o
sentido SA, 8B, SC,... do feixe de rectas (ou de raios) (S»):
a cada ponto da diretriz » corresponde um s6 raio (ou recta)
do feixe (Sr) e um s6 ponto da recta s: o sentido dos pontos
AL B, C, .. de s é (def. mr) o mesmo dos pontos A, B, C,...
da recta r: aos raios sucessivos S A, SB, SC,... e ao raio
SX da paralela ~ & recta r sucedem-se os raios opostos (S A/,
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SB,80C,.. .) até ao raio SX' oposto a 8 X, voltando ao
primeiro raio SA, que completa o feixe (8 ).

Sentido do plano. — Portanto um feixe de rectas ou de
raios (Sr) é uma sucessio li-
near de rectas (ou de raios),

cujo sentido é o de uma recta
situada no plano e que nio
passa pelo centro do feixe: o
sentido de um plano S r ¢ dado
por uma recta r — a directriz
— ¢ por um ponto S fora da
recta, o centro do feixe (S r).

O sentido adoptado diz-se
sentido directo do plano Sr,
e um raio g gira em redor do Fig. 19
ponto S no sentido do plano,
se 0 ponto de intersecglo de g com » se move no sentido
da recta r.

Cor. — Uma recta 8 do plano Sr gira no sentido (con-
vencionado) directo em redor de um dos seas pontos S' se a
sua paralela &' conduzida pelo ponto S se move nesse sentido.

Der, n1.—Um plano & move-se (resvdla) sdobre um
plano fixo S», se (Teor. 1) duas rectas do plano movel in-
terceptam, ecada uma, um par de rectas do plano fixo Sr em

pontos distintos; on, quando uma recta » e um ponto §' ex-
terior a recta »' e pertencentes ao plano movel, coincidem
com uma recta e um ponto do plano fixo S» (fig. 15).

g0,
Angulos. — Partes do plano

28. — DEF. 1. — Designo-se dois raios OA ¢ OB por:
a, b. A uma parte de um feixe de raios, limitada pelos raios




Gk 288,
a e b, di-se ainda o nome de feixe (angular); os raios a e
b chamam-se lados e a origem comam O, vértice do feixe, e
indica-se por: (ad) ou A’B B:

Um feixe de raios (Or) fica dividido em duas partes por
dois raios a e b fig. 20, que limitam dois feixes distintos: o

Fig. 20 Fig. 21

que ndo contém os raios O A' e OB’ opostos a a e b diz-se
feixe eonvexo, e o outro, B()\A a que pertencem os raios
O A e OB, diz-se feixe edneavo.

Notagdo. — Se adoptarmos (por econven¢lio) o mesmo
sentido para todos os feires — o sentido directo do plano —
designando o primeiro lado por a e o segundo lado (altimo
do feiwe) por b, um feixe (ad) fica definido pelos seus
lados a, b.

DeF. 11, — Chama-se dngulo a parte de um feixe de raios
limitada por dois raios a e 4 no sentido do plano, e dendta se
escrevendo o primeiro lado @ seguido do segundo lado b,
por meio dos simbolos: ab, ou AOB.

Um par de raios OA, OB com a mesma origem, de-
fine o dngulo .-\'6'1; segundo a notaclio, isto é, diz-se angulo
a figura de dois raios O A, OB, eo0 ponto O & o seu vértice.

o
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Der. 1t — Dois dngulos dizem-se opostos pelo vértice
so o8 lados respectivos slo raios opostos (o 1.° lado de um
oposto ao };" do aufﬂr, @ 08 :.i.:* lados opostos); por ex., os
fingulos AOB e A’OB (e AOIY, A’OB) siio opostos pelo
vértice O, fig. 20.

DerF. 1v. — Diz-se :-'iuguln/_l'a:r.o, se os seus lados silo
opostos, e designa-se por: AOB=(z). O seu vértice O é
um ponto arbitrdrio interior a A B, fig. 21.

2) Chama-se angulo de um gire a todo o feixe de raios: os
seus lados coincidem, e designa-se por: ADA = (m)2.

3) Diz-se angulo nulo, se os lados coincidentes 0A =0B
sllo 0s seus fnicos raios: ¢ todo o segmento transversal é
nulo (n.” 28;: Aﬁ‘ll =0,

84. — Projecte-se de uma recta » um ponto O por meio
de raios, unindo eada
ponto de » com O pelos
raios A O, EU, o
tendo a origem em » (Jimi-
tados pela recta r), fig. 22.

DEF, 1.—Diz-se semi- _——
plane a figura (radiada) <=
de todos os raios tendo
origem sobre uma recta »

e concorrentes em um
ponto O fora da recta r,
e denota-se com o simbolo: rO.

A recta r diz-se origem do semiplano.

Como todas as rectas do feixe de rectas (Or) interceptam
(31, axi.) a recta r, ficam divididas em duas partes (24, 1.%)
pelo sea ponto de intersec¢dio com »: diz-se que uma recta r
divide o plano em duas partes distintas ou semiplanos
opostos »0, O’ tendo a origem comum 7. Designa-se, por

b .
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convencilo, o sentido do plano por dois raios sucesgivos de
um semiplano, on por um dngulo ecdnvexo.

DEF. 1. — Diz-se que dois pontos A e B existem de
uma parte e doutra ou em partes opostas de um plano em
relaciio a uma recta », se r divide o segmento (A B) (em um
ponto interior), fig. 24.

CoRr. 1.-—Se 0 seqmento que une dois pontos A, B de um
plano ¢ interceptado por uma recta r, ésses poutos existem em
partes opostas do plano em relagdo i recta r.

Com efeito, se a recta » corta o segmento (A B) em um
ponto interior I, os raios T.-'\, 1B sio opostos (24, 1.%); estes
raios © os pontos A, B pertencem aos semiplanos opostos
rA, rB.

Cor. 2.— A paralela v' a uma recta r existe toda em
uma 86 parte do plano em relagdo @ recta r. Os pontos da

FIANNS
Fig. &

recta » (30) pertencem aos raios do semiplano r O (fig. 23),
¢ portanto a paralela # existe
toda em rO.

TEOR. 1. — Se uma recta s tem
dois pontos A, B nas duas partes
opostas em que a recta v divide o

plano, a recta AB intercepta a
recta T em um ponto interior ao
segmento (A B).

Fig. 24 As rectas » e AB slo, por

hipotese, distintas; seja S um
ponto da reeta » o ndlo pertencente i recta A B (fig. 24).




Dirija-se por S a paralela SB’ i recta AB; como A S tem o
ponto S e o ponto O fora da recta A B, a transversal BOB’
tem também o ponto B', oposto a B, fora da recta AB, e
portanto a paralela SB’ & distinta (31, axi. 1)) da recta A B.
Ou o ponto B’ existe sdbre a recta r, ou estd fora de »: na
1.* hipotese as rectas SB' e r coincidem (30, cor. 1), isto
6 AB ¢é paralela & recta r e existe (cor. 2) ne semiplano
r A, e 0s seus pontos A, B estio na mesma parte da recta r;
na 2.*, que 6 (def. ) a hipétese enunciada, a recta r inter-
cepta a recta S B’ em S (31, axi.) e portanto (82, Teor. 1v)
AB e r interceptam-se em um ponto 1.

Portanto, a hipotese de dois pontos A, B de uma recta
existirem em partes opostas do plano em relaclio a uma
recta r significa: r ¢ AB niio slio paralelas, a recta AB
corta a recta r.

I'— O segmento que une dois pontos situados em partes
opostas do plano em relagdo a wma recta, intercepta-a em wm
ponto interior. E inversamente, Cor. 1.

Com efeito, as rectas A B e » interceptam-se (Teor. 1) em
um ponto I, e por hipétese os raios I A, I'B sio opostos: o
ponto I ¢ interior ao segmonto (A B) e a recta » divide o
segmento.

TeEok. 1. — A recta (ou raio) que une o vértice de wm
dngulo convexo a um ponto
interior de um segmento trans- 7 ¢
versal, intercepta qualquer
seqmento transversal em wm B
ponto Ent.-n'f:.

Seja AOB o dngulo e
01 o raio que intercepta o sen
segmento transversal (A B)
em o ponto interior I (fig. 25): os raios 1A, IB siio opostos,
os pontos A, B o todos os raios tendo a sua origem sobre a

0 A A o

Fig. 26




recta r (OI) e concorrentes em A, B existem (def. 1) em os
semiplanos r A, rB. Os raios OA e OB pertencem, respecti-
vamente, Aqueles svmipl&nus}.\e portanto quaisquer pontos
A', B’ dos lados do éngulo A O B.

Logo o raio interior 01 intercepta (Teor. 1) todo o seg-
mento transversal (A’B') em um ponto interior I'.

Os raios I' ', I' B’ siio opostos,

Cor. 1.— Por conseqiincia: os lados de um fingulo con-
vexo estio de uma parte e doutra de uma recta que passa
pelo vértice e por nm ponto interior ao dngulo.

A ordem dos pontos A, 1, B, ¢é a mesma dos pontos A'1'B',

Cor. 2.° — Todo o raio interior a um angulo divide-o em
dois angulos (consecutivos). O dangulo AOB fica dividido em
dois Angulos .\'GI, ]GB tendo o lado comum O I.
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§ 10.

Do axioma de igualdade: Angulos iguais

35. — DEr. 1, — Dois dngulos .-\.?Tll, A'O'B dizem-se

iguais se a dois pontos A, B dos raios OA, OB de -'Lﬁl!

". correspondem os pontos A, D' de ANOB tais que (19):
(04)=(0'A"), (OB)=(0'B), (AB)=(A'B),

A cada par de pontos (A, B) de .-lj’?li corresponde um -
s6 par de pontos (A',B) igual em A'O'B', fig. 26, segundo
a ordem da notagiio.

Cor. 1.—Se: (0OA)=(0'A"), (OB)=(0'B) e (AB)=(A'B'),

F e -~ ~~
os angulos AOB ¢ A'O'B' sdo iguais —AOB=A'"O'B':

Todos os segmentos correspondentes (A B), (A'B'), nestas
condigdos, sfio iguais.
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DerF. 1. — Diz-se dngule de duas reeta r, s o feixe de-
finido por um raio a da recta » e o seu primeiro sucessivo b
da recta & (no sentido do plano) com a mesma origem de a,
e denota-se por: rs. O ponto O de intersecglio do par de
rectas r,s & o vértice do angulo (fig. 27).

Dois dngulos ;:, rﬁ’ sdo iguais se os seus feixes cor-
respondentes (ab), (a'b') silo iguais, e e os pares de rectas
(ry8) e (i, &) dizem-se ignais (fig. 27). Para estas defini¢des
estabelece-se o seguinte:

Axioma da ignaldade:

P P )

Se os lados . ¥ de dois dngulos iguais rs, ¢ e dois
pontos dos 2.” lados #, #/, distintos dos vértices eoineidem,
08 dngulos :::, oy (e 08 2.% lados s, 8") coineidem.

Sejam os Angulos ignais
PR -k o Bi de
-5 rs=r'§; fazendo coincidir

o lado &' de ﬁ" com o lado
s de s de modo que um
ponto de #, distinto do vér-
Fig. 28 tice, coincida com um ponto
de », estes lados r e #' coin-
cidem, e purmelo o dngulo §7 nanova posigio (r8). ﬁg;\ﬂﬂ,
coincide com rs; diz-se que se iuwl‘tﬁl{ 0 ﬂnﬁulo r:_f', o
denota-se esta operacdo com o sinal: re=—r's=48r; e
resulta :
Teon. 1.— Todo o angulo de duas rectas é invertivel;
todo o angulo ab é invertivel: ab=—ha.
Cor. 2. — Pode-se inverter wm plano ou um"[fime de rectas.
Com efeito, seja o feixe (S¢) e o angulo rs, fig. 29; in-
vertendo este dngulo, a recta A BC fica invertida e A'B'C'
¢ a nova direeglio da directriz ¢ do faixe 8 (A'B'C'...), ¢
o plauvo S ¢ coincide com o plano St; todos os raios de (St')
estio no sentido do feixe, e considerando-o como fazendo
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parte do plano St, entdo o sen sentido & C'B' A’ (eontririo
ao do proprio feixe (St')).
As figuras do feixe (S¢') ficam invertidas como a escrita

de uma folha transparente, vista pelo verso, ou como os
caracteres de imprensa: (S¢) é a imagem de (S¢), fig. 29.

_ 86.— 1.* Propriedade dos ’é}{lgulﬂs Iﬁfwls. Se o8 raios
OA, O' A dos angulos iguais AOB e A'0'B' coincidem (em
direcgiio) e dois pontos dos 2.° lados OB, 0'B, distintos dos
virtices, os Angulos (¢ os 2.°* lados) tornam-se coineidentes
(35, axi.)
P
Sejam os dngalos iguais (pares de rectas) rs, &, por
serem iguais os ngulos AOB=A'0'B/, fig. 27T e 30. Se o
lado O' A’ coincide com o lado O A de modo que um ponto
de O'ﬁ. distinto do vértice O', coincida com um ponto de
OB (por ex., fazendo escorregar 7' sobre r), os scgundos
lados OB, O'B' e os vértices O, ', coincidem (35, axi.), e
s ) Mu ™
portanto os ingulos AOB, A'O'B’ ¢ rs, v'# coincidem.
TeOR. L. — Os angulos opostos pelo vértice sllo iguais
entre si:
Os feixes oposios pelo vértice sdo iguais,
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Tomemos sobre o dngulo »s os pares de rectas coinci-

i - . /\ ] % ) » &
dentes (6, 11), ou fingulos iguais AAN'BB, A'ABB, fig. 30.
Se fizermos coineidir a recta

P
/Jr"J AA'de AA' BB com a sua
-———f—“'_._;___ﬂ______‘_, oposta A’ A (por inversio da
a‘_‘_‘;r——-{ recta AA' ou r) de modo

7 B~ queum ponto B do raio OB

coincida eom um ponto de
- o

= e []
0 Vi v OB, os #éngulos rs, 7'¢
" coincidem (axi. e Prop.) e
~
- Fig. %0 portanto o dngulo AODB

coincide com o seu oposto

: ™ : : - e I/\ .

pelo vertice A’O B/, e siio iguais: AOB=A'OB"
Cor. 1.— A figura dos raios do plano, de origem O, é
igual & figura formada pelos raios opostos; poisque a cada
par de raios da primeira corresponde na outra um par de

raios opostos aqueles, formando dngulos

opostos pelo vértice. E\}
y TEOR. 1L -- Duas figuras opostas em re- 71\ p
lagdo a wm ponto O sdo iguais entre si. C o
Sejam ABCD .., A'B'C'D, fig. 31, & e
duas figuras opostas uma a outra em relagiio el
ao ponto 0, e A,B,C,D,... A/B/C,/D,.... JQ
0s pontos correspondentes nas duas figuras; :
~ .A i & £ 3 .-. i
sendo AOD e A’QO B’ dois dngulos opostos pi
pelo vértice O, siio iguais (Teor. 1), e os a3
segmentos homologos (correspondentes) (A B) WA '
e (A'BY) siio iguais (38, cor.): (AB)=(A'B/). D =X
Quaisquer pares de pontos correspondentes, Fig. 81
sdo iguais entre si (AC)=(A'C), (BC)=
: (B'C),... e sendo A'B'C... a flnica figura oposta a

ABCD.. a respeito do ponto O (30, def. 1), ABCD ... e
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A'B'C'D'... sio figuras iguais entre si (19, def. 1). Por con-
seqiéncia (Teor. 1):
Cor. 1.— A linha oposta a uma recta é uma linka recta:
A paralela a uma recta é uma linha recta (30, Prop. 1).
Cor. 2.— Segmentos de paralelas compreendidos entre
paralelas siio iguais.
Sejam (A A’) (BB') os segmentos das paralelas s, s’ com-
preendidos entre as :
paralelas r, #' (fig. 32). /J
Se O & o meio da A

transversal comum
(A D), dirigindo por
B a transversal B O,
o ponto A’ oposto ao /’f"

ponto B existe sobre
v e pertence também

Fig. B2

& recta &' paralela a s: logo os segmentos (A A"), (BB') siio
opostos, e também os segmentos (A B), (A’'B’) determinados
pelos extremos expostos sio iguais: (AB)=(A’ B/), (A A)
=(BB).

Cowr. 3. — Todos o0s feixes de rectas do plano sdo iguais
entre si.

Se S e 8' sllo os eentros de dois feixes do plano e O & o
ponto médio do segmento (8 8'), toda a recta r do feixe de
centro 8’ tem uma recta r' oposta (paralela) em relaglio ao
ponto O e que passa por 8'; essa recta +' é Ginica ¢ pertence ao
feixe S' (32, Teor. 1, cor. 3): Os dois feixes slo figuras opostas,
e portanto todos os feixes do plano sdo figuras iguais (19, ).

Cor. 4. — Os angulos (e feixes) razos sdo iguais entre si.

As duas partes opostas de um plano em relagdo a uma
recta sdo iguais entre si: a recta divide o plano em dois
semiplanos iguais, por serem figuras opostas (em relagio a
qualquer ponto da recta, 34, def. 1).

6
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Se dois fdngulos razos pertencem a semiplanos opostos,
siio iguais (Teor. 1); se estlio situados em feixes de raios
distintos, fazendo coincidir os lados e o vértice, os seus raios
coincidem todos se ficam situndos na mesma parte do plano;
ou pertencem a partes opostas, e como figuras opostas sio

iguais entre si,

87. — Pela propriedade dos fngulos iguais e segundo o
axioma de igualdade, a coincidencia dos 2. lados de dois
Angulos ignais produz a dos seus vértices, o que se exprime
pela proposiciio seguinte:

» e o T

2.8 Pror.— Se dois angulos iguais AOB, A'O'B’ teem

um lado comum (OA=0A\") ¢ os segundos existem da
mesma parte da recta O A, eoincidem: Portanto:

Fig. 83 Fig. M

1) Existe no plano um 86 angulo igual a um angulo dado
ab, e tendo um lado coincidente com wm raio t do plano,
fig. 33.

2) Ewiste um 86 dngulo igual a wm angulo dado, tendo
um lado (o 1." por ex.) sbbre uma recta r de modo que o outro
lado passe por um ponto P do plano, isto é, existe nm sé
raio que passa por I’ e é 0 2.° lado do dngulo.




(5]

Der. 1. — Este fingulo define-se por um dos simbolos:
~ ) N
*P, on Pr=AOB=ab, segundo o ponto P pertence ao
2.° ou ao 1.° lado do fngulo, fig. 34.
O ponto P pode estar sobre a recta r e nesta hipbtese
P - En -
P & o vértice do Angulo. k, fig. 34, rP=AO0P, ¢ Pr=
e
PO'A.

Ogs. — Dado um éingulo a b, existem no plano dois ingulos
iguais a ab, tendo um lado comum com um raio dado e
situados em partes opostas do plano.

Posto isto, das Def. 1, 11 ¢ do axioma (n.° 30) resultam
as proposigdes seguintes: i %,

Cor. 1. —Se os dngulos AOB, A'O'B' sio iguais e
(0' A)=(0 A), (O'B)=0B), é: (A’B’)=(AB).

~ -~ ~ ~
TeOR. 1. —Se: AOB=A'0O'B, OBA=0'B'A', e
(OB)=(0'B), 6: (OA)=(0'A"), (AB)=(A'B).
: As rectas OA e BA
interceptam-se em A; no
semiplano O'B'A' existe,
1), um 86 raio O'A' tendo
a origem em O' tal que
i e
A'O'B'=AOB, e um sb
raio B' A’ do angulo O’ B’

-
=0BA, fig. 35; sobre- ;
pondo os lados OB, O'B’ ° Fig. 85
e dois pontos doslados O A,

—_— - M 5 &
O'A’, os ingulos AOB e A'O'B/, e (OB)=(0'B’) coincidem;
N N
os dngulos OBA, O'B'A’ teem um lado comum (OB=0'B")
e os 2. Jados BA, B'A’ no mesmo semiplano, e portanto
coincidem (2.* Prop.), A e A’ sobrepdem-se: (AB) = (A'B)
e (OA)= (0’ A).
P i F e S
Teor. m.—Se AOB=A'0O'B, e OBA=0PB'A/, ¢
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sfio iguais os segmentos transversais (AB)=(A'DB’), &: (0 A)
=(0'A’), (OB)=(0'B).

Com efeito, sobrepondo os raios B A, B' A/, fig. 36, e dois
pontos dos lados BO, B' O, os vértices B, B’ e os segmentos
(B A)=(B'A') coinci-
dem, e tendo .\aB e
A'OTB os 2. lados
OB, O’ B sobrepostos
e os 1.” lados O A,
O’ A' um ponto comum
A =A', coincidem (36,
Prop.)e portanto: (OA)
: =(0'A"), (OB)=(0'B’).
Fig. 86 Nas hipoteses dos

teoremas anteriores é:

P ™
BAO=DB'A'Q.

Cor. 1. —1) Se (O A)=(0B),
reciprocamente :

2) Se: OBA=BAO0, ¢ (0A)=(OB).

Se nos ingulos iguais AOB= AOB, fig. 3D, tomarmos
(OA)=(0B)=(Y .'k)z{U’Bj (BA)=(B'A’) e invertendo
(3.} Teor. 1) o dngulo AO B/, 0 raio O'B’ cmnude com 0A
e O'A’ com ( OB, (B \) coincide com ( (AB), OBA B*A'O'
o sendo B'ATO' — B ‘Lﬂ rt‘%ulta 0B \ B A.O

(35, T. 1., [)BA:-— 0 A B = B’A’ 0= .:". 0},

Como o ponto B' coincide com A e A’ com B, os pares
de pontos (A, B) e (B, A') coincidem, e de (B, A’)= (B, A)
resulta (15, 3): (A, B)=(B, A), d’onde:

Cor. 2. — O par de pontos (A, B) é igual ao seu oposto
(B, A); todo o segmento rectilineo (A B) ¢ invertivel (16, 1).

A def. 1 do n.* 35 e as proposicdes agora demonstrados
sobre igualdade de Angulos (cor. 1, Teor 1, 11, cor. 1) com

-

P
OBA=BAO. E

(=]
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os casos particulares correspondentes, enunciam-se no grupo
seguinte :
l.e—Se: LQA] = {O’A}, (OB) = {O’B’), ¢ (ABI’:(A’B’]
o8 angulos AOB e A'O'B' sao mem AOB=A'O'B.
2.° — Se oz angulos AOB e A‘U B' sdo iquais e (O A)
=(0'A'), (O Bj_lf (0 B'},\(-: (123}:{_-1:?'}.
3.°—8eé AOB=A'O'B, OBA=0'B'A', e (OB)=(0'B"),
é: (OA)=(0'A") (AB)=(A'B") ),
1) Se: (O A) (OB}, [:H OB& B:’&.O e inversamente:
1) se: OBA— BAO [ (OA)—{OB 2% 1o
2) Se: (OA)=(0B)=(AB), é: HBA-:B;‘L(J=AU B;
¢ inversamente:
2') se: AG‘B: 0BA= Bﬁ“o é: (04)=(OB)= (AB).
—Be: AOB=A' O‘B' OBA O'B'A', e siio iguais
0s segmentos transversais (A B) = (A'D'), resulta que: (0 A)
=(0'A"), (OB)=(0'B".

88. — Construciio de dngulos: As propriedades 1) e 2)
correspondem os problémas seguintes: ’

I) — Construir um dngulo igual ao angulo dado a b, tendo
para 1.° lado (ou 2.°, por ex.) um raio O A do plano. g

Fazendo resvalar o angulo dado ab no plane (fig. 33)
até o 1.° lado a coincidir com O A, o vértice O (origem do
raio dado) e um ponto do ountro lado b determinam o 2.* lado
do angulo A OB.

IT) — Construir um angulo igual a a b, tendo um lado (o
1.” por ex.,) sihre uma recta » de modo que o outro lado
do angulo passe por um ponto P do plano (37, 2), def. 1).

Faz-se resvalar o lado a do éngulo dado ab sobre a
recta », fig. 34, até que o lado b passe pelo ponto P.

Esta operagiio & sempre possivel; de facto, fazendo res-
valar o feixe (ab) no semiplano »P, o raio b intercepta
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(32, Teor. 1v) a paralela i recta r dirigida por P, e de todos
os raios de r P existe um s6 OP que ¢ o 2.° lado do angulo
P (Cf., n.° 42, Teor. 1).

Se o ponto P existe s0bre a recta r, a soluciio ¢ a do
problema anterior 1); os Angulos podem ser cOncavos.

Ops, — Para construir feixes ou fingulos convexos sem
designar a ordem on sentido dos lados, ¢ necessdirio indicar
o semiplano.

TEeOR. I.-— Por dois pontos distintos P =T do plano
podem passar, respectivamente, os lados de um dngulo dado.

Dados dois pontos distintos P e P, fig. 37, e um fingulo
ab (ou dngulo de duas rectas r,s), dirigindo por P uma
recta 7, existe (87, 2.* Prop. 2)) um 86 raiv OP' que i.;\ﬂ
segundo lado do fngulo »P
=ab: fazendo resvalar o
ingulo dado ab no plano
de modo que o raio a passe
por P, e o lado & por P,
resulta o dingulo I’/(}P’=
a by se nm dos lados coineide
com ' P (ou PP, o vértice
do dnguloa't' =al (ou a" b")
coincide com o ponto P’
(on P).

E pelos pontos P, P’

passam duoas rectas », s — os

Fig. 31

lados do ingulo dado de duas
L)
rectas rs.
De¥. 1. — 0 dingulo de dunas reetas que passam por
o
dois pontos P, P’ denota-se pelo simbolo: PP =ab.
O angulo de duas rectas r, s denota-se, pois, sngum]o 0s
Ch
casos (3D, def. 1; 37, def. 1), pelos simbolos: rs, »P e PP




89. — Um raio interior a um angulo e tendo a origem
no seun veértice, divide-o em duas partes distintas (34, T. 11,
cor. 1, 2).

Diz-se que um dngulo ab é maior que o dngulo o'} se
éste é igual a parte de ad: E o ingulo a'¥ diz-se menor
que o primeiro ab: &, ab>a'l, a "W'<ab. Um angulo &
maior que uma sua parte (26, def. 1).

DEF. 1. — Dois angulos convexos AOB ¢ BOC do plano
dizem-so consecutivos: o 2.° lado de um coincide com o
1.? lado do outro; teem um lado comum OB, e os outros
lados E"\f‘ﬂ em partes opostas em relacio a OB. Ex.. A 6\13
e BO A, fig. 30

Der. H.—.\ﬂ[clulmr dois Angulos LUM NOP signi-
fica (‘ODEtI‘u]l‘ dois .in(ruloq consecativos e iguais dqueles:
ab=L0 M, be=N U]’ e determinar o angulo ac, que se
diz a soma dos dois fingulos dados, e é: ab-Lbe=ae.

O angulo ab diz-se diferenca dos dois ingulos ac e be,
€ 0 primeiro & maior que o segundo, aec>be.

[JE.I-‘. . — Se a soma de dois ou mais ngulos AUB
o D, EOF se«+ € tal que um ou mais angulos aditivos (ou
parte de um déles) se sobrepdem duas ou mais vezes no plano,
os feixes sobrepostos e os seus raios pertencem a dois on
mais feixes de raios ou dngulos giros distintos e sobrepostos.

Diz-se que o angulo-soma & composto de um, dois, trés, ..
n r;mw, {..)2, @ r!e um angulo ab, eoneavo on convexo:
J‘iUBT(_U”L] OP +...=(x)2n+abd. (n=1,2,3,...)

Dois raios O A, OB com origem comum dividem o plano
em dois feixes (ab), (ba), um concavo e outro conve €X0, cuja
soma é um &ngulo giro:

(ad) 4 (ba)=(=)2.

Os teoremas sobre operacdes de segmentos rectilinios (§ 6)

Ty

-
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demonstram-se e aplicam-se ainda & adi¢lio e subtracgilo de
fingulos.

Ops.: — 1) Praticamente considera-se o dngulo razo igual & some
de 180 Angulos iguais ou submiltiplos (z}% de(=): diz-se grdu o ingulo
igual a 180=* parte do fingulo razo, e representa-se por: 1°. Chama-se .
minuto sexagésimal ao fingulo igual 4 sexagésima parte
de um grau, e denota-se por 1'; ¢ diz-se sequndo sexagé-
simal o dngulo igual & 60 parte de um minuto, e deno-
ta-se por: 1'.
() = 180, 1 = 60/, 1/ = 60", ;
2) Chama-se grado o ingulo igual ao submiiltiplo (=) 200

ou 200=* parte do fingulo razo, e denota-se um grade por
12, Minuto centésimal & o fingulo igual 4 centésima parte
de um grado, ¢ denota-se por: 1': segqundo centésimal &
100ms* parte de 1' e indica-se por: 1,

Nesta designagio decimal dos dngulos é pois: (=)
= 200¢; 1¢ = 100" = 10:000"; 1'=100". Ou: 1'=0s,01:
Fig. £8 1' = Qx,0001.

Os fingulos designam-se, na prédtica, por meio de trans-
feridores (transparentes) em grans ou em grados (com um ndnio, nas
medidas de grande rigor) Pode-se construir (e medir) fingulos com a
aproximagfio de 10/ até 1/ com o suxilio de um fingulo de diferencas, fig. 38,
que gira sébre o plano em térno do vértice, como dispositivo do trans-
feridor.

40. — DEF. 1 (teor.) — Existe uma recta inica que di-
vide um angulo ab em duas partes iguais; essa recta diz-se
bisseetriz do Angulo ab, e passa pelo vértice O.

Seja ab o dngulo de vértice O, ¢ A, B dois pontos dos
lados, tais que: (O A)=(0B), e M o meio do segmento (A B),
fig. 39. O raio OM divide o feixe (ab) em dois Angulos iguais
A'a?-.[..... Mﬁ]l (35, Def. 1), e divide ao meio os segmentos
(A'B"), (A"B").... idénticos a (A B), nos pontos M/, M",...
e estes sfio fanicos (29, def. 1).

E inversamente, construindo os meios dos segmentos




(A'B), (A"B"),... estes pontos médios coincidem com os
pontos M, M",.. de O M: portanto as rectas
OM, OM,... coincidem, os pontos médio:
de' (A'B'); (A"B"),. . pertencem & reets
iniea O M, bisseetriz do angalo ab-
(AOM) 2.

Cor. 1.—0Os lados de um Angulo existem

em partes opostas do plano em relacfio & saa

bisseetriz (34 Teor. 1 cor. 1). L4 _
Cor., 2.— Os pontos da bissectriz sdo '." | ‘1__ : :
equidistantes de dois pontos A, B dos lados do ‘Hg_' A i
dngulo e tais que (O A) — (0 B): I
= E inversamente, os pontos M, M’ M",. .. interiores a um .
feixe o equidistantes, (37, 1.7) de dois pontos A, B dos lados e !
a igual distancia do vértice O {6 A-0B), pertencem & |
bissectriz.
A bissectriz do angulo razo é rinica.
- Se ;'Lﬁ;’\" ¢ um dngulo 4
razo, faca-se coincidir
P (fig. 40) a recta AA' com i
a bisseetriz do dngulo ab:
v .-”" O raio o/, oposto ao raio a,

¢ o raio b existemn na mesma
- -3 ~ v parte do plano a respeito
\\ de AA' (cor. 1), e (36, T. u)

"-u\‘q 3 If‘_"\ ' P ) i
| I'El:(_";k.:x"t()b: h\.‘O.\'Itf'l
" a bisseetriz do dngulo ba',

Fig. 40 0 ba'ﬂ l[ate', o sendo ;
estas partes corresponden-:

- c———

—_—

tes nos Angulos A OM ¢ MO A, estes dngulos sfio iguais,

~ ~
AOM=MOA"=(%

o) -




OM divide o ngulo razo em dois &ngulos iguais, é portanto
a sua fnica bissectriz.

DEF. 1. — A bissectriz OM de um #&ngulo razo diz-se
perpendicular i recta A A’ dos seus lados; a perpendicular
a uma recta », tirada por um dos seus pontos € tiniea:
OM e A A’ sflo rectas perpendiculares.

Cor. 1.— Os pontos de um plano equidistantes de dois
pontos A, B de wma recta r, existem (def. 1) na perpendicular
ao meio (37, 1.%) do segmento (A B); a bissectriz de ab (fig. 39)
& perpendicular a AB e divide (A B) ao meio.

E inversamente:

Con. 2.— Os pontos da perpendicular ao meio de um
segmento (A B) sdo equidistantes de A ¢ B.

Se (M A)=(MA')e O¢é o ponto médio do segmento (AA",
(OA)=(04A'), resulta (35, def. p): AOM=MOA. A
recta MO & a bissectriz do Angulo razo AOA' e a per-
pendicular dirigida pelo ponto M & recta A A’ ou r:

Cor. 8.—A perpendicular a uma recta r, tirada por
um ponto M do plano, fora da recta r, é finica, isto &, por
um ponto M do plano passa wma 86 perpendicular a wma
recta r.

Diz-se angulo recto a metade de um Angulo razo; os
angulos menores que um dngulo recto dizem-se agudos; os
angulos convexos maiores que um recto dizem-se obtusos.

Der. 1. — Dizem-se dngulos suplementares aqueles
cuja soma é igual a um dngulo razo; dizem-se angulos eom-
plementares, se a sua soma é igual a um ingulo recto.

DEeF. 1v.— Dois dngulos dizem-se adjacentes se sio
consecutivos e suplementares : os Irr.dos 0A, 0 \' ndo comuns
de dois fngulos adjacentes (ex., ACb e b0 A') sdo raios
opostos, e a sua soma ¢ ignal a um angulo razo.

Se duas rectas 1:4\3 se interceptam, formam os dois ingulos

FaS
de duas rectas: r% e s} ¢ estes angulos dizem-se ainda
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adjaeentes por wima dax rectas r ou s, e gozam da proprie-
dade:
r/;+;;r{w]:

Cor. 1.— A soma de dois dngulos adjacentes de duas
rectas r, 8 ¢ igual a um angulo razo.

Pela defini¢dio 1 e notagllo (n.® 38), os feixes Pﬁ]", l‘ﬁ' P
da fig. 37 pertencem aos dngulos iguais de duas rectas
r,8 que passam pelos pontos P, 1", definidos por: lﬁ”=
al, e iﬁ’:a'a”:r.'a'b”; o feixe I'F'J;' corresponde ao
dngulo constante de duas rectas: PP =inv. (a'b') com o vér-
tice em P'; e rr"fl‘; P —a"b" 6 a posigilo do mesmo fingulo
l;ﬂl\", tendo o seu virtice coincidente com o primeiro ponto P.

. 3 ¥ 15
Os dois angulos PP, 1" P sio suplementares:
7 ; i ety o
PP =inv. (a'¥), PP 4 PP =(=x).
Conr. 2.-— As bissectrizes de dois dngulos adjacentes sio
prependiculares,
Os angulos adjacentes ab, ba', tig. 40, tem por hissee-
trizes, respectivamente, as rectas perpendiculares r e O M,
DEF. v.—Quadrante ¢ o dngulo igual & quarte parte
do angulo de um giro: um quadrante é igual ao dngulo recto

—_;—J='=Hfl° ou 100s,

Diz-se sextante o dngulo igual & sexta parte de um giro:
é iznal a 60°, e a 668 66" 66,(6). [6GGFGOGGT].

Oitante & o angulo igual A oitava parte do um giro, e
designa-se por: 45°, ou DO,

Intersecgiao de rectas.
Paralelas. — Movimento de translagao rectllinea

41. — DEr. 1. — Se uma reeta 8 (on X X') intercepta
duas rectas », »' do plano respectivamente em os pontos A, B,
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fig. 41, a recta transversal ¢ divide r e ' em os raios opostos
AleAl,B2eB2: 1) Os dois raios A1, B2 (ou os seus
opostos A1, B2 existentes na mesma parte do plano em
relagiio & transversal &, dizem-se correspondentes do mesmo
lado de AB; 2) os dois raios A1, B2 (ou A1, B2), per-
tencendo a semiplanos opostos pela origem comum &, dizem-se

alternos ou opostos; 3) os raios AB e B A da transversal s

Fig. 41

dizem-se internos, e os raios AX e BX/, opostos respecti-
vamente aqueles, dizem-se externos.

A estas designacdes dos raios de », 7 e s correspondem
os nomes dos oito ingulos convexos que aqueles raios definem
no plano:

! . B P '/‘w.r 5

DEeF. 11.—1) Os fingulos XA 1", XB2' dizem-se eorrespon-

“.‘ﬂ. _I/\ Pt . o, ¥ &
dentes; os pares de ingulos X'A1le X'B2; 1AX e 2BX,...
silo correspondentes.

" 2, :
2) os dngulos BA1, 2B A dizem internos do mesmo lado;
! & i G al iy ol
dois Angulos tais como X A1, 2'B X' dizem-se externos do
mesmo lado da transversal s.

3) Dizem-se alternos internos dois dngulos tais como:




BA] AB2 "“ "BA 1 A B, dizem-se alternos externos dois
ingulos tais como X'B2 2. 4 A 1's 11X, IBX.

Se as rectas r, r silo paralelas, dois dngulos alternos
internos, ou alternos externos, sio figuras opostas em relacgio
ap meio do segmento transversal (AB), e estes dngulos
dizem-se opostos (30, def. 1 11); portanto (36, Teor. 1):

Conr. 1. — Se uma recta s intercepta duas paralelas v, 1',
o8 angulos alternos internos (e alternos externos) sdo iguais
entre si.

TEOR. 1. — Se duas rectas parvalelas v, v' sdo interceptadas
por wma transversal, os angulos: alternos internos (on exter-
nos), e os dngulos correspondentes sdo iguais; os angulos
internos, ou externos, da mesma parte da transversal sio
suplementares. ;

I' — E inversamente: Duas rectas r, v’ do plano sdo pa-
ralelas se uma transversal as intercepta segundo angulos
alternos internos (ow erternos) iguais, ow correspondentes
iquais entre 8; ou se o0s Angulos internos (¢ externos) da
mesma parte da transversal sio suplementares.

Sejam (ﬁg 41) os dngulos a.ltn,rnoq mtu nos igunais (cor. 1)
"E-\:} A B. Os dngualos 1' ABalAX opostos pelo vér-
tice ﬁaa Igu.uw, o portanto os -mgnloﬂ (*UI‘Ir“-pOiltll."l'ltl'S 1AX

"’BX ou 2 OB A) sllo iguais: 1,\}{ B X.
M N

E sendo adjacentes os dngulos BA1 ¢ 1A X, resulta que
os fngulos BA1 e "ﬁA inte-rrms do mesmo lado de A B,
siio suplementares: B Al G ol BA= (7).

Inverummltn' Se os fdngulos alternos internos BAI
AB? sio ignais, seja A'B' nma nova transversal das rectas
r, ' tirada pelo meio lhln wglui-nmtrnu‘:::'rst-.l (A B} sendo,
pois, (OA)=(OB), B A1=AB2?e ADA= B0 B resulta
(37, Teor. 1) que: (O AY=(0OB) e portanto as rectas », !
siio paralelas.
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’

TroR. 11— As rectas v/, ", r"', .. paralelas a wna recta
r sdo entre si paralelas.

Pois que cada uma delas e a recta r formam com uma
transversal comum s que a todas intereepta (32, Teor. 1v,
cor. 1), dngulos correspondentes iguais entre si.

Cor. 1. — As perpendiculares a uma recta, pertencentes
a um plano, sdo rectas paralelas. X

Der. 1.—Os raios correspondentes A1, B2 de duas
rectas paralelas r,+/, interceptadas por uma transversal s,
dizem-se paralelos da mesma direccdo; ¢ os raios alternos
A1, B2 dizem-sc paralelos de direc¢des opostas, ou (30)
simplesmente opostos.

Teor. 1. — Se dois dngulos teem os lados paralelos da
mesma direccdo, sdo iquais entre si. Dois fingulos siio suple-
mentares, se o 1.° lado de um e o 2.° do outro teem a mesma
direceiio, e os restantes lados sio opostos entre si.

Sejam ab ¢ a'b dois dngulos de lados a e @', b e b res-

pectivamente opostos; os
£_ raios a e o sdo opostos, e
0s raios b e &' sfio tambhém

0 < em relagiio ao mesmo ponto

46'; ¥ o do plano (30, def. 1, axi.),

; .;" ” e portanto os Angulos ab,
«t : = a'b’ sio figuras opostas em
M relagio ao ponto médio M
Fig. 42 do segmento dos seus vér-

tices, o (cor. 1): ab=a'l.

Se os lados de dois :'lugu.](}:i ab, a'b" sio 1::1.1‘&10105

da mesma direcclio, o fnguo a'b’, oposto pelo virtice a

a’ ', & oposto ao dngulo ab, e portanto: @b =a' b/ = ab,

dois dngulos de lados paralelos e da mesma direcglo sio
iguais.

Quando o 1.° lado de um édngulo & paralelo da mesma
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direceiio do 2.° lado de outro angule, e o 2.° lado daquele &
oposto a0 1.° do segundo dngulo, os dois ingules sio suple-
mentares. . ;

TeOR. 1v.— Duas rectas r, & de um plano interceptam-se
na parte do plano em que formam com uma recta transversal
t, angulos internos (dessa parte de t) cuja soma é menor que
um angulo razo.

IV'. — Inversamente: Se duas rectas r, s se interceptam,
formam eom uma transversal ¢t € na parte do plano em que
se interceptam, fdngulos internos cuja soma & menor que um
ingulo razo.

Demonstra-se esta proposi¢iio — apostulado de Eueclides»
ou axioma X1 dos seus Elementos — no n.” 43,

42. — Der. 1.— Reetas paralelas por translagiio. — Se
uma recta 8, de um plano mével escorrega sobre uma recta
8 do plano fixo, diz-se
translagio rectilinea o

movimento do plano e de N ﬂ

qualquer figura do plano : 7
mavel. A recta 8 diz-se

recta mdével de escorrega- \

mento. .B

TeoR. 1. — Toda «a
recta v de wm plano em

translagdo move-se para-
lelamente a si prépria.
Se s 6 a recta de es-

corregamento (22, def, 1') Fig. 43
do plano moével (fig. 43)
e r & uma recta deste plano, as suas pesigdes »,¢",. . sllo

paralelas i recta r, pois que os fngulos rs, ¥'s', . silo ignais
(Teor. 1').
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Trok. 1. —Um ponto de um plano em translacio
desereve sibre o plano fire uma reeta paralela i recta
de escorregamento.

Com efeito, se & & a recta de escorregamento do plano
e v & a nova posiciio da recta »r que intercepta s (fig. 43),
as rectas r, ¢/, #",. .. sllo paralelas (Teor. 1), Se B' & a nova
posigiio de ponto mével B pertencente i recta »#, 0 segmento
(AB) de » ¢ invaridvel; & pois: (AB)=(A'B), AB' e BA'

P A P
interceptam-se (34, teor. m)em O, BAB' =A'B'A e B'O A’
.= AOB (fig, 32): logo (87, Teor. 1) (OA) = (OB'), (OA")=(OB),
os estados B',B"... do ponto mével B pertecem A recta s'
paralela A recta s de escorregamento, tirada pelo ponto B.
Cor 1.

mento move-se sObre si propria, e é recta de escorregamento.

Toda a recta paralela & recta de escorrega-

De facto se §' & uma paralela & reeta s de escorregamento
do plano, (fig. 43), gualquer ponto B da recta &' desereve
sobre o plano fixo uma paralela BB’ & recta s, que passa
pelo ponto B, e portanto B B’ coineide (30, cor. 1) com a
recta do plano fixo coincidents inicialmente (5, 1) com a
recta &' do plano movel: todos os pontos de s movem-se
sobre essa recta paralela & recta s, logo a recta ¢ resvala
sObre si propria, ¢ uma recta mével de escorrezamento.

As propriedades das paralelas, enuneiadas nos teoremas
anteriores, definem o processo de construcgdo de rectas para-
lelas por meio de translacgbes rectilineas de uma lamina ou
esquadro ao longo da aresta de uma régua, que realiza a
recta fixa de escorregamento sobre o plano. Por conseqiiéneia:

Cor. 2. — De dma translagdo rectilinie de uma recta re-
sulta wma recta paralela.

Poligonos. Propriedades do triangulo

48. — Der. L — Diz-se tridngulo a figura de trés seg-
mentos roctilinios (A B), (BC), (CA) que unem trés pontos




A, B, C - os vértices, o (AB), (BC), (CA) os lades do tri-
angulo; cada vértice diz-se oposte ao lado dos outros wvér-
tices.
- -~ Fans 3
Os trés angnlos convexos ABC, BC A, CAB formados
por cada par de lados (¢ tendo cada um o lado oposto ao
vértice no interior) dizem-se angulos do tridngulo; e para

simplificar designamo-los, como feixes, apenas pelos seus
o i

vértices A, B, C, sem alterar a ordem dos scus lados, quando

nio resulte confusiio possivel.

Der. m. — 1) Angule externo de um triangulo ¢ o
angulo adjacente a um angulo interno; por ex. o dngulo
BAC formado pelo lado AB e o prolongamento A (' de
outro lado (A C) é cxterno, 2) Diz-se ponto interior de um
tridngulo qualquer ponto interior a um segmento rectilinio
tendo os extremos sobre dois lados. Diz se também tridn-
gulo a parte do plano formada pelos pontos interiores &

linha ABCA. 3) Um tridngulo diz-se isosceles se tem dois
lados iguais, e equildtero so
os trés lados sflo igunais
entre si.

Teor. 1. — Um angulo
erterno de um triangulo é
tgual @ soma dos angulos
tnternos dos outros dols vér-
tices.

Se ABC & o trifingulo
dado, dirigindo pelo vértice

A o rajo & paralelo ao lado
CB (fig. 44) e na direcgilo
de CB, o raio a' é intercep-
tado pelas rectas AB o AC (32, Teor. 1v) ¢ & distinto
destas rectas; como @' nio intercepta o segmento paralelo

- ) & & ¥ e baN .
(C'B), @' é exterior ao angulo C A B, ¢ existindo este raio no
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mesm})\aemiplano C_AB;!:'\ (‘-Tli. pertence uo,_:\ngulo exter-
no B A (' adjacente a C AB: & é interior a BAC' e divide-o
(34, Teor. 11, cor. 1) em os dingulos consecutivos BAd eadAC.
O‘;a\ dngulos B‘a_-’&, u:'?;C' sfio correspondentes, e AﬁC,
B Aa' sho alternos internos (41, Teor. 1): B/{E‘A = ﬂ'?C’,
ABC=BAd.

- P ~~ ~

Portante, ABC+BCA=BAd+dAC=BAC,

o fngulo externo BAC & igunal & soma dos fingulos internos
opostes ABC, BT A.

Con. 1.— A soma dos angulos de um triangulo é igual a
wm dngulo razo,

Fa) A

Os dngulos CA B, BAC' sfio adjacentes, donde resulta
que:

BAC+CAB=ABC+BCA+CAB=(a),
os trés ingulos de um tridngulo sdio suplementares.

Duas rectas r, s de um plano interceptam-se na parte do
plano em que formam com wma recta transversal t, angulos
internos (dessa parte de t) cuja soma é menor que um angulo
razo (Teor. 1v, n.” 41).

-~ -~ ~

Com efeito, por hipotese 6 CAB+ BAd' (=ABC)< (%),
e portanto a recta A C (fig. 44) intercepta o raio a’ e a recta
C B, paralela a éste raio. "

O raio A (' pertence aos semiplanos a'C' e tC', o por
conseqiiéneia o raio oposto AC intercepta a recta B(j‘\ua
pii{l;‘liﬁ—f C do plano em que a soma dos 4ngulos internos C A B,
ABC é menor que um &ngulo razo.

Iqualdade de triangulos:

Os teoremas do n.” 37, agrupados nas proposigies 1.*,
2,8 3. e 4. estabelecem as condigdes de igualdade de
dois tridingulos:

1.2 Dois triangulos sdo iquais se 08 trés lados de wn sdo
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iguais aos seus correspondentes no outro: se (AB)=(A'B'),
(BC)=B'C), (CA)=(C'A"), 6: ABC=A'B'C.

2. Se dois triangulos teem dois lados correspondentes e o
dangulo por éles formado respectivamente iguais, sdo iguais.

3." Se dois triangulos teem dois angulos correspondentes
e o lado dos seus vértices respectivamente iguais, 8do iguais,

1) Em um triangulo isosceles sdo iguais os angulos opostos
aog lodos iguais.

l') E inversamente: Se um triangulo tem dois angulos
tquais, é isosceles.

2) Os dngulos de um triangulo equildtero sdo iquais entre si.

2) E, se um triangulo tem os seus angulos iguais (equi-
dangulo), é equildtero.

4.* Se dois triangulos teem dois angulos e um lado oposto
@ win angulo correspondente, respectivamente iguais, sdo iguais.

Um tridngulo fica definido por trés elementos: trés lados;
dois lados e um angulo; dois angulos ¢ um lado (3.° e 4.%),
que estabelecem a igualdade de dois tridngulos.

Portanto, ¢é suficiente que dois tridingulos tenham trés
déstes elementos correspondentes iguais, para serem iguais
entre si.

44.— DEF. 1.— Diz-se poligono plano, afigura de » pontos
(vértices) do um plano e n segmentos rectilinios consecutivos
ou lados, que unem os vértices dois a dois numa certa ordem,
o cada vértice pertence somente a dois lados consecutivos
iniio em linha reecta).

O dltimo e 1.° vértices siio os oxtremos do dltimo lado ;
@ nas construgdes, quando trés vértices consecutivos estio
em linha reeta, nio se considera o vértice compreendido.

2) Dizem-se angulos do poligono ABCDEF A os angulos
(convexos ou concavos) formados por cada par de lados
cousceutivos e no sentido do plano.
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3) Um poligono diz-se convexo se os seus vértices per-
tencem & mesma parte do plano em relagio 4 recta de um
dos seus lados. O triangulo & um poligono convexo de trés
lados.

Der. 1. —Diz-se linka poligonal a figura de n pontos de
um plano e (» — 1) segmentos reetilinios que os unem dois a
dois numa certa ordem; 0 1.° ¢ o Gltimo pontos siio os extre-
mos da linha poligonal, que ¢ uma linha aberta (20, def. 1m).

Tror. 1. — Dois poligonos ou linhas poligonais siio iguais
se teem todos os lados e angulos correspondentes iguais,
no sentido directo do plane.

Eaxiste no plano um 6 poligono igual a wm poligono dado,
tendo sobre o plano dois vértices correspondentes a dois vér-
tices do poligono igual. .

Se dois poligonos (ou linhas poligonais) satisfazem a
estas condi¢des de igualdade, sfio fignras iguais entre - si
(19, def. 1), pois cada par de lados consecutivos e o sen
ingulo determinam (2.*) um terceiro lado igual do seu tridn-
gulo em um par de pontos correspondentes, igual nos dois
poligonos.

TeoRr. 11. — Se dois poligonos quaisquer teem os lados e
angulos correspondentes iguais, menos: 1) dois angulos e o
lado comum (2.*); ou 2) dois lados consecutivos e o sen
fingalo (3.%), os poligonos sio iguais.

Os elementos que faltam, respectivamente, nos dois casos,
existom implicitamente nos elementos dados, como nas con-
digdes 2.%, 3.* de igualdade dos triingulos, respectivamente.

Por conseqiiéncia, para construir um poligono ignal a
outro dado, ¢ suficiente que se conhega os 2n lados e angulos
menos trés daqueles elementos; nm poligono de n vértices &
definido por 2n—3 elementos consecutives nas condigdes
designadas: 1), 2).

Cox. 1. — Um poligono eonvexo fica definido pelos seus
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lados e angulos menos: 1) trés angulos consecutivos (1.%);
2) dois angulos ¢ o lado comum (2.%; ou 3) dois lados con-
secutivos ¢ o seu dngulo (3.°).

Nota-se sempre nas aplicacdes do teorema 11, que a ge-
neralidade do sen enunciado é conseqiiéncia da definicio de
dngulo, com a significagiio expressa de designar todos os
ingulos do poligono no mesmo sentido do plano: Pode-se
construir um poligono igual a outro, dado pelos scus ele-
mentos, sem ter dste 4 vista.




¥

§ 11,

Da circunferéncia. - O circulo

45. — Os pontos O o A siio distintos: O == A,

De¥. 1. — Diz-se elreunferéneia a sucessio linear de
pontos (X) pertencentes a um feixe de raios o equidistantes
do seu centro O: (0,X)=0 A.

O segmento reetilineo (0 A) e os-segmentos iguais (0 X))
do feixe de raios, dizem-se raios da circunferéncia de eentro 0.

A circunferéneia &, pois, uma linha fechada; ¢ os seus
gegmentos dizem se areos de eirennferéncia:

Das locucdes que definem (n.° 9) um ponto mével, re-
sulta: a circunferéneia & a linka descrita por wm ponto A na
rotagao do par de pontos (0, A), sobre o plano, em redor do
centro O (9, 2.2, def. m). Esta propriedade define o processo
de construclio da cireunferéncia fazendo uso do compasso,
cujus pontas, em ligagllo invaridvel, realizam o par de pontos
(0, A).

Cor. 1.— Se a circunferéncia gira no plano em tirno do
sew centro, esCOrrega sobre si propria.

Der. 1. — Diz-se eirenlo a sucessio lincar de raios
(O X)=(0OA) da circunferéncia. Os pontos interiores aos
raios dizem-se inferiores i cirennferéncia, e pertencem ao

circulo.
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Der. 1. — Diz-se dngulo ao eentro o angulo formado
por doig raios da circunferéncia; um segmento rectilinio
tendo os extremos de um arco, é uma corda; e didmetro é
toda a corda que passa pelo centro. A corda diz-se subtensa
a0 arco, ¢ dois arcos com 0s extremos comuns a uma corda
subtendem a corda,

Der, m. — 1) Um areo diz-se compreendido entre os
lados de wum dangulo se os seus pontos sfio interiores ao
Angulo. Sendo a circunferéncia uma sucesslio linear de
pontos de um feixe, de raios, um arco esti compreendido
entre oz lados de um ‘Emgulu ao centro, se 0 1.° ¢ o 2.°
extremos do arco pertencem aos lados correspondentes do
ingulo, adoptando-se o mesmo sentido para os arcos e
dngulos ao centro.

2) A parte de um ecircalo, pertencente a um Angulo ao
centro diz-se seetor eireunlar.

Teor. 1. — Toda a recta que passa pelo centro de uma
circunferéncia intercepta-a em dois pontos opostos, 08 extremos
de um didmetro.

Se uma recta r passa pelo centro O da civeunferéncia,
sobre r existem (24, 2.*) somente dois pontos B, B' tais que
(OB)=(0B)=(0A), e como a cada raio pertence um 86
ponto da circunferéneia, a recta » intercepta-a sdémente em
dois pontos opostos B, B/, extremos do didmetro B B'.

Os pontos I do circulo tais que (OI)< (O A) (raio)
formam a parte interior, e os pontos das rectas » exteriores
a (BB'), pertencem & parte exterior & circunferéncia.

TEOR. IL - - As circunferéncias de raios iquais sio iquais,

Pois que duas delas sllo figuras opostas em relagiio ao
ponto médio do segmento dos seus centros (36, T. w, eor. 3).

Teor. 1M1, — _‘inyulﬂs ao centro iguais compreendem na

eircunferéncia (ou em eircunforéneias iguais) areos e cordas
iguais. E inversamente.




Se os dngulos ao centro AOB/ AO'B sio ignais, o8
seus feixes e portanto (19, 1) os seus arcos comprenedidos
AB, AB sio iguais, o (A By=(A'B).

%, 80 dois arcos .-i_ﬁ, A B sto iguais, as suas cordas
(AB), (A'B') slio iguais'e (OA)=(0'A")= (O B)A={_O’ B;;\: o
por conseqiéneia (37, 1.%) sflo iguais os fingulos AOB, A'O'Br

qhe o8 compriendem ‘em circinferéneias ignais :

Cor. 1. — A bissectriz de um Angulo ao ecentro divide o
sen arco em dois arcos iguais.

DerF. 1v. — Um diimetro divide a eircunferéneia em dois
arcos ignais que se dizem semicircunferdnelas, e divide o
circalo em duas partes iguais, semicirculos.

Diz-se quadrante o arco de circunferéncia compreendido
no fngulo ao centro de um quadrante; usa-se as mesmas
designagdes para os arcos e sectoros de nm sertante ¢ um
oitante (40, def. v).

Cor. 2.— Dois didmetros perpendiculares dividem a
circunferénecia em quatro quadrantes.

Tror. 1v. — O diametro Pﬂ'pe:lz{f;cufar‘ﬂ uma corda, divide
ao meio a corda e 08 arcos que a subtendem (40, cor. 1).

IV, —E inversamente: A perpendicular dirigida pelo
meio de wma corda, passa pelo centro da civcunferéncia
e pelos meios dos dois arcos que subtendem a corda (40,
cor. 2),

Bstas proposiedes resultam dos cor. 1 e 2 don” 40,

468, — TEOR. 1. — Por trés pontos ndo pertencentes a uma
linha recta passa wna sé circunferéncia.

Sejam A, B,C, fig. 49, trés pontos ndo sitnados em uma
linha recta (AJB e A C interceptam-se em A, n.™ 23 e 32,
T. 1 cor 1), M, M/, M” os meios dos segmentos (A B), (B C),
(CA), e MO, M' (¥, M"O" as suas perpendiculares. Da
hipotese resulta que as rectas A B, AC se interceptam na

L
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parte ) MM" A da recta MM" (41, Teor. 1v) em que AM M
+M A A <(=); e as suas perpendiculares M O, M”'0" formam
com a transversal M M” angulos
- Ly,

internos O MM, MM" Q" tais que a
sua soma é igual & daqueles: OM M’
+MM'O”"<= AMM' MM"A < (=), e
portanto as perpendiculares OM ¢
O"M" interceptam-se em um ponto
0, equidistante (40, cor. 1) de A, B
e A, C: (0OA)=(0B)=(00C).

A perpendieular M' O’ a0 meio de

Fig. 45

(B C) passa pelo ponto O, pois que &

(40, cor, 2) (OB)=(0C), a recta M'O & perpendicular a
(BC); MO, M'0/, M" 0" interceptam-se em um pouto comum
O, que é o imico centro da cireunferéneia que passa por

A,B,C:

L.* Pror. — A eirennferéneia tem um sé centro.
Cor. 1.

As perpendiculares aos lados de wmn tridngulo,
dirigidas pelos seus meios, sdv concorrentes em um ponto
equidistunte dos vértices ; ilttt'i'l.'t-lslum-su no mesmo ponto.

Esse ponto & o centro O da circanferéncia determinada
pelos seus vértices, e o tridngulo ABC diz-se inserito na
circunferéncia.

Probléma I, — Coustruir a circunferbneia que passa por
trés pontos dados A, B, C.

Angulo insarito

47. —DEF. 1. — Se uma recta s intereepta a circunferoneia
em dois pontos distintos A == B, diz-se secante.

Diz-se tangente a recta que tem wm sé ponto comum
8




com a circunferdncia; o dnico ponto comum diz-se ponto
de eontacto da tangente & circunferéneia,

Der. 1. —Diz-se ingunlo inserito na circunferéncia todo
o fingulo convexo que tem o seu vértice sdbre a circunfe-

réncia @ o8 seus lados sfio secantes, ou um secante e outro
tangente ; diz-se que insiste sdbre o arco compreendido entre
os seus lados.

P

Der. u1. — 0 dngulo de duas rectas rs que tem o seu
vértice sObre a circunferéncia, diz-se inserito na ecircunfe-
réneia.

Diz-se areo eompres_:\uli{lo entre os lados de um Angulo
instrito de duas rectas rs, o arco interior aos feixes opostos
do dngulo rs das duas reetas » ¢ 85 é 0 arco por B\lu‘lu passa

ol ladu r, quando este descreve o ﬁngulu rs.. Ex., o
fingulo rs fig. 47, c,mnprnwuin 0 areo A H {"a ‘.'B‘; for-
mado dos arcos consecutivos AV ~ VB - .\ Beo fingulo
:;; compreende o arco BA.

O dngulo ao centro que compreende o mesmo arco do
Angulo inscrito, diz-se correspondente. Todo o fngulo de
duas rectas, tendo o sen vértice sdbre a cireunferéncia, é
inscrito.

TEoR. 1. — Um angulo inserito é iqual a metade do dngulo
ao centro que compreendem o mesmo arco,

Seja AV B am angulo inserito na cireunferéncia de centro
0, tundu como primeiro lado o diimetro VA, fig. 46, e
A OB o dngulo ao centro que compreende o arco AB.

Na ecircunferéncia é (0 A)=(0OB), os angulos JL V B
(ou OVB) e VBO stio iguais (43, 3.2, 1): AVB=VB0.
fingulo ao centro A {(/I\l!- |‘ exter rno tm trmn-fulo Vv BH, donde
(43, Teor. 1) resulta: "\HH. A\. B4V IH]_~: 'L".T B}"

Se os dngulos A, ? A A V B siio consecutivos, & A,y ‘n' A

™ 5 - e P ~
+AVB=A VB, AJ/0A=(A;VA)2, AOB=(AVDB)2,




AMOA+AOB=(A/VAZ24+(AVB 2 donde resalta:
Py P

AjOB=(AVB)2.

tee Ny P P
Para o raio V By, interior a AtOA, 6 A, VBi=AQ; VA
~

=B VA, o0 da propriedade demonstrada dedoz-se .-\.|ﬁ By
ey

(A V By) 2.

s 7 s A
Logo é, em todas as hipéteses, AVB=(AOB).

Posto isto, os dngulos definidos AV B ¢ AOB existem

Fig, A

na mesma parte VA B do plano, e a parte Bl do lado VB
do dngulo AV B ¢ interior ao dngulo ao eentro A OB (e a
corda (A B) & interior aos dois dngulos A OB, AV B).

Tive-se pelo eentro O da circunferéneia o raio b paralelo
aolado VB de AV B (tig, 46); vi-se imediatamente que b &
a bissectriz déste dngulo. Os raios do dngulo ao centro
A/ab niio interceptam (34, cor. 2) o raio -\?B’/“"E portanto
0§ sct:ipﬂnws #do interiores ao &uy/u\fa inserito AV B: o arco
de AOb (¢ o sector) pertence a AV B.

Na outra parte bGB do :"!.An;__:ulﬂ a0 centro, cada um dos
raios 01, 02, do feixe bOB e o rain VB formam com
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a transversal A V fngulos internos, na parte AVB de AV,
cnja soma ¢ menor que um fAngulo razo, e portanto
(41, Teor. 1v) | @sses raios interceptam V B na parte BI,
interior a A OB, em os pontos I, I, 17... distintos do
ponto B (31, Axi. 1), 2).

Estes pontos I1,1,1,... slio distintos da circunferéncia:
com efeito, o ponto [ ¢ ainterseeciio do raio 01 com V B,
08 pDnlDﬁ 1e B sio tllstmtus por }'I'Ilt ncerem aos l‘.llﬂ‘i dis-
tintos O 1, 0 B. Sendo -!.U 1=(A \ 1) 2, f&“”—-l \VH}

, AD1<AOB, resulta:

P T o P
AV1<AVB=AV1+41XYDB,

e portanto o fingulo A ¥1 ¢ uma parte de A VB.

Logo o raio V1 é interior ao fingulo inserito A‘\- B e,
também os outros raios Ve % Ws, ., o tendo as rectas dis-
tintas V1, VB o ponto comum V, o ponto 1 estd fora da
recta VB, 1 6, pois, distinto do ponto T, os pontos 1, 2, 3,.
slio distintos de I,I',17,..: os pontos do arco AB (e o
soctor) sllo interiores m inculo inscrito A \\H (45, def. 111)
0 :’mﬂ-nln inserito A VBeo angulo ao eentro correspon-
dente AOB compreendem 0 mesmo arcd.

E os angulos inscritos '\,\ B, A,V By gozam desta pro-
priedade.

Os pontos I, I',T",... nilo |r£'It|'llu'|1‘t A mrrunfnn-m' ia;e
para um raio OB’ exterior a A['}H ¢ \HB >A OB; e cor-
respondo-lhe o dngulo ]Ihi‘l’ll‘ﬂ AVE >4 \V'B, VB & distinta
de VB e exterior a A v B, o raio (OB') intercepta VB em
um ponto J, interior ao raio (OB) e distinto do ponto B':
J==B', e como sobre cada raio existe um s6 ponto da cireun-
foréncia e os pontos J,1,I,1",... sho distintos da eircanfe-
réncia, a recta VB intercepta-a somente em dois pontos V e B.

Esta pl'{!|1-rit't1ml-' da eireanferéneia & mnito interessante




101

@ de grande importineia nas suas relagdes com as rectas do
plano, e enuncia-se :

2.% Prop. — Se uma recta s tem dois pontos comuns com
a circunferéncia, a reeta sccante s intercepta a cireunfe-
réneia sémente em dois pontos distintos.

Os raios V1, V2, V3,... interiores ao fingulo inserito
:{;t\' B interceptam (34, Teor. m) o raio (OB) em 'I}{}Iltl:.lﬁ
interiores, e também interceptam em pontos interiores os
raios (ODB"), (OB"),... e por conseqiifneia, interceptando,
como vimos de demonstrar, a circunferéneia nos pontos
1, 2,8, 4q resulta:

3." Prop. — Se numa reeta tem wm ponto comum e um
ponte interior & circunferéncia, intercepta-n em dois
pontos distintos.

2) Se uma recta tem um ponto comum com a circunferéncia
e ndo ¢ tangente, intercepta-a em dois pontos.

Se os raios secantes VB, VB", VB" ... fig. 46, dos

5 o P
dngulos inseritos AV B, AVB", AVB",. . se aproximam
do tangente / 4 circunferdneia no llun}l;) de I;i.l\l‘l.tu{'.lu V, os
dngulos ao centro correspondente AOB', AOB',... silo
sucessivamente maiores, o dngulo AOB" externo aproxi-
ma-s¢ do dngulo razo A ov (¢ os dngulos iguais U‘{F'B”,
v 1;?';"0 tendem para b fingulo reeto): quando o 2.° lado do
angulo inscrito AVT 6 tangente ¢ A circunferéncia, resalta
que, por definicio de tangente, a semicircunferéncia ABY
¢ interior ao Angulo inserito A VT e o ingulo ao centro
correspondente ;\ﬁ\-’ ¢ um fingulo razo, compreende 0 mesmo
areo que os lados do dngulo inserito AVT: portanto (Teor. 1)

&, ANV =-1’.-\”‘-T'|-‘é-=l;:r:"} -1
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4.* Pror. — A tangente a eireunferéncia é perpendi-
cnlar ao raio do ponto de contacto. A circunferéncia existe
toda de uma parte do plano em relacdo a uma sua fangente;
¢ interior a ¢sse semiplano.,

Cor. 1.— Se o angulo inscrito tem um lado tangente a
etreunferéncia e o outro lado é um dictmetro, o dngulo ¢ recto.

E inversamente, se win dngulo recto inscrito tem wum
di@metro como lado, a outro lado é tangente & circunferéncia.

~~

O angulo inscrito BVT com um lado VT tangente e o

T S N P
lado VB interior a AVT ¢, teor. 1, BVT=AVT—AVB
=(AOV)%—(AOB)+=(BOV)%. Para o dngulo inscrito
Ay VT com olado V Ay exterior a AV T, &, fig, 46, A\ VT
=AVA+AVT=(A0 A]Ié-}- (AO V)*é-, e portanto:
AVT=(AOV) 4.

A propriedade do dngalo inserito, enunciada no teorema 1,
fica demonstrada para a hipotese de um lado do dngulo ser
tangente & circunferéncia.

Do teorema 1 ¢ das propriedades demonstradas para o
angulo inserito, resulta em todas as hipiOteses:

Cor. 2. — Os anqulos inscritos na mesma circunferéncia
que compreendem o mesmo arco ow arcos (e cordas) iguais,
ado iguais. g

E inversamente: Os angulos inscritos iquais compreendem
ng mesma circwnferéncia (ou em circunferéncias iguais) arcos
iguais. ' :

Pois que sio iguais a metade do mesmo angulo ao centro,
ou fingulos ao centro iguais (45, Teor. ).

Cor. 3.— Os gingulos inscritos que insistem sbbre uma
1

o
-

% i o g |
semicircunferéncia sdo quadrantes: VBA=(VOA) 5= (=)
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Os dngulos inscritos considerados sfio, pois, os seguintes:

[.—AVB=(A U]HTI}-: 1): Ay VB=(A,0B)- I,; 2): AV By

- (A OBy)=; 3: \'B.\z{\*om_—;{ﬁ)—l-

IL—AVT=(AOV); 1) BV T=(BOV) 3; 2): A\ VT

(AOV) %

Problema 1. — Dirigir por um ponto de uma recta dada
a perpendicular que passa por ésse ponto.

Se AB & a recta e B o punto dado, fig. 46, determina-se
um ponto O equidistante de A e B: (0 A)=(0 B), e des-
crove-se a circunferéncia de centro O e raio (OA) (46, 1.* Prop.)
A extremidade V do diimetro AV é um ponto (2.* Prop.)
da perpendicular BV, ou r, & recta dada A B, pois que

(cor. 3) ¢ VBA =(7) :1 !

Prob. II. — Construir as tangentes a uma circunferéncia
dirigidas por um ponto exterior.

48. — Tror. 1. — 0 fingulo inserito de duas reectas r, s
¢ igual a metade do angulo ao centro que compreende o mesmo
arco. O seu vértice ¢ qualquer ponto da circunferéncia.

Com efeito, por definicio de dngulo inscrito rs em uma
circunferéncia (47, def. 11), uma das suas rectas é, em geral,
secante, podendo ser ambas secantes, e portanto compre-
ende sempre um arco da circunferéncia: O dngulo rs=
AVDB da fig. 47 compreende o arco AVB e 6 igual a
metade do fdngulo ao centro AOB que compreende &ste
arco; o dngulo suplementar s »r =BV A tem inscrito o outro
arco B A, e ¢é igual a metade do dngulo ao centro correspon-

: N oy
dente BO A, no sentido directo do plano: rs=(AOB)3,

o~ e i
sr=BA=(BOA).
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Todo o angulo r# tendo o seu vértice sobre a cireunfe-
réncia ¢ inserito, e basta que o vértice do angulo inscrito de
duas rectas seja qualquer ponto de circunferéncia: Portanto,
o dngulo inscrito de duas rectas rs gosa da propriedade
demonstrada, com toda a generalidade.

Cor. 1.—Se o dngulo 73 & 1'azo.‘a:+ dnas rectas coinei-
dem, podendo ser tangentes; e éste Angulo inscrito rs=(x)
compreende toda a cireunferéneia (4.* Prop.), como o seu
dngulo ao centro correspondente de um giro.

Cor. 2.-— Os angulos de duas rectas, inscritos, cujos
lados v, 8, passam por dois pontos dados A, B da eircunfe-
réncia, 8do tquais entre si.

Problema I.— Unir dois pontos A,B por um arco de
circunferénecia em que se inscreva um dngulo dado a b.

Seja ab=AVB o angulo dado, fig. 46. Construe-se

(38, 1) 0 2.° lado AV do fngulo BAYV = {7:)-}-,-— ab, comple-

mentar do dngulo dado a b, e dirige-se pelo meio de (AB)a
perpendicular & que intercepta AV no ponto O, centro da

circunferéneia (45, w'j. Ao angulo AOV =ab=(A0B) %-
corresponde o Angulo av centro A OB, e 0 arco obtido AV B
(e o segmento circular AV B A) diz-se capaz do dngulo ab,
nele estio inscsitos todos os dngulos iguais a ab. O lado ¢
do Angnlo inserito tA B=ab ¢ perpendicular ao raio OA ¢
tangente i circunferéncia em A.

II. — Unir doiz pontos A, B por uma mﬁwufeﬁ-ﬂciﬂ capaz
de um angulo dado de duas rectas rs=A B,

Em geral, aplica-se a propriedade do teor. r do n.° 38.
Se o dngulo & dado por duas direegdes r e s, move-se o
plano até que a perpendicular ¢ ao meio de (A B) seja para-
lela & recta s, e dirige-se por A a paralela »' & direcgfio 4:
o ponto O de intersecciio de »' 0 &' & 0 centro da /c\i\rt'untb-
réncia em que estd inserito o dngulo dado: AB=ras.
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§ 12,

O godnio. — Geragdo da circunferéncia (nova def.)

49. — DEr. 1. — Diz-s2 Paralaxe de dois pontos P, P' em
relagiio a um ponto V, o dngulo de duas reetas VP, VP
que projectam do ponto V os pontos P, P'; o eentro V é o
vértice da paralaxe, e denota-se por; ﬂ"= V-

2) 0 dngulo de duas direecdes r, s diz se a poralaxe de
dois pontos distintos pertencentes (31, def. 1) is rectas r,s.

Se um desses pontos coincide com a intersecciio V de »
e s, o segundo ponto é distinto de V e existe em » ou em &
(37, dof. 1, 88, 1): rV =Ve=V.

Diz-se que a paralaxe ¢ o dingulo sob o qual é visto do
ponto V o segmento rectilinio (P’ P"), segundo a notaglo e
o sentido directo.

H.* Pror. — A sucessiio linear dos vértices dos angulos
iguais rs=r's'... de duas rectas, cujos lados passam por
dois pontos P, P' do plano, é nma eireunferéneia tinica.

Sejam A.B dois pontos distintos e ra=AB o fdngulo
ingerito pa cirennferéneia ¢, cujos lados O A, e OB passam
pelos pontos A, B, fig. 48, ¢ o dngulo de duas rectas PP’
=r¢ igoal a AB; os seus lados VP, VP’ passam pelos
pontos P, P’ do plano, tais que:

(PP)=(AB), PP —AB—rs, )
Existo no plano uma 86 recta PV gue faz (38, Teor. 1)
com a recta P’V um angulo PP’ = A OB. Temos pois, por
hipotese (1):
VPP=0BA, PVP=AOB, (PP)=(AB), (2)
@ portanto (43, 4.%): (PV)= (A O), (P'V)=(BO).




lt}ij_

Seja AO Ii:ﬁ outra |nm:g:m do fingulo inscrito na
circunferéncia ¢, e I’ VP =PV a posi¢iio correspondento
do angulo PP em que 6 VVPP=0'BA, e A0, PV sil0
interiores, respectivamente, aos ingulos OB A, VI'P.

Fig. 48

Se o angulo PP (inv.) se move no plano e os seus lados
r, 8, pussam pelos pontos fixos P, P, escorregando sobre eles,
a cada posigio de PP’ e dos seus lados r, s corresponde uma
posi¢iio do fingulo inserito na circunferéncia ¢ e igual a AB
(n.° 38): o vértice V de P desereve uma linha sobre o
plano.

Seja pois, V' P'P=0'BA: por ser (1) PV'P'=A0'B
e (PP)=(AB), é (43, 4*): (P'V)=(BO), (P T’}L(AO}.

Por consequéncia, sendo pela hipétese anterior V' P'P =
O'BA, e 2). YPP=0BA, § VPP-V'PP=VPV,
OBA—O0'BA=0BO/, 6 (n.* 28, Teor. 1) VP V'=0BO;
sendo portanto,

OPV'=0BO, P"V)=B0), (P'V)=(B0O),
resulta (43, 2.%) a igualdade:
(VV)=(00). (1)
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Esta igualdade demonstra que a cada par de pontos
(0, 0') da circunferéncia ¢ corresponde uma 6 posicio do
angulo P’ P' ¢ um sé par de pontos (V, V') igual, na linha ¢'
gerada no plano pelo vértice V do &ngulo P P': segundo a
significagiio geral de igualdade (19, def. 1), 0 arco VV' da
linha ¢’ é ignal ao areo de cirennferéneia O O' correspon-
dente na circunferdneia e.

Se o vértice V de PP’ coincide com P, & sua posigiio
t' PP corresponde na circunferéneia ¢ o dngulo tAB=¢B
em que ¢ & tangente i circunferéncia ¢ no ponto A (48, Probl. 1),
e &, como vimos, (PV)=(A0) (PV)=(A0",... :t & cor-
respondente 4 tangente ¢, ¢ portanto é tangente a linha ¢/,

Seja V' o vértice de um dngulo igual a PP, na outra
parte do plano: se—PP' V'=ABO", e pela hipotese (1),
PPV'P=BO0"A=(z—AB), (PP)=(A B), resulta: (P V")
=(AQ"), (P’V")=(BO").

E portanto, por (2), VP P=0BA, PPV —ABO", e
por adigiio destes angulos, VP'V'=0B 0", (PV")=(B0O")
resulta pois (43, 2.°) a ignaldade:

(VV")=(00"). (1r)

-

Por conseqiiéncia & também
(V' V") = (0! OY).

Continuando o movimento do dngulo s no arco V'’
até o primeiro lado r eoincidir com P' P, o segundo lado s 6
tangente A curva ¢’ no ponto de contacto P, e assim suces-
sivamente, os vértices V', V", V" .. dos angulos ignais are
formam a linha ¢/, e a sucessiio das igualdades anteriores é:

(V \rrj e {U 0!}, (V \.‘Jr) m(“ 0'1)1 {_V' V") = t'O'O”},. .

As duas linhas ¢, ¢ sllo ignais entre si, e a sucessilo linear

dos vértices V. V', V”,.. dos fingulos iguais a PP, é uma
circunferéneia,
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Cor. 1. — Se os lados dos dngulos de dias rectas, iguais
entre si, passam por dois pontos fixos do plano, os gous vér-
tices existem sobre wma circunferéncia: os dngulos sio
inseritos na eircunferéncia definida pelos dois pontos e um
vértice.

Cor. 2. — Os vértices dos angulosiguais PVP'=PV'P’
=...=ab (cujos lados passam por dois pontos P, P’) per-
tencem ao arco PV 1" da circunferdncia definida pelos pontos
P, P eV: & o arco capaz do fdngulo ab,

Teor. 1. — 8e o5 lados de um dngulo invariivel

P Py
PP =rs,

mével sobre o plano, passam por dois pontos fixos I', P, o
sen vértice géra uma ceirénnferéneia.

De facto, pela propriedade anterior, a curva ¢ descrita
pelo vértica V do &ngulo »s & igual i circanferéncia c.

Cor. 1.— Os vértices da paralazxe constante de dois pontos
A, B, ecistentes no mesmo plano, pertencem a wma.circunfe-
réncia. O segmento (AB) 6 visto sob um fngulo dado, de
todos os pontos da circunferéncia.

TeOR. 1. — Se o lado » de um dngulo r s passa por um
ponte A da cireunferénecia e o seu vértice a descreve, o
outro lado s escorrega sobre um ponto fixe B da eireun-
feréncia. Nos sens sucessivos estados o dngnlo é inscrito na
circanferéncia ¢ (46, def. 11), e 0s arcos que 8le compreende
sfio igunais entre si e ao compreendido pelo dngalo ao centro
(38, Teor. 1): como teem o extremo comum A, fig. 48, os
2.°% extremos coincidem em B: portanto o lado s escorrega
sobre o ponto fixo B da circunferéncia,

Tror. 1. — Se os lados de wm angulo PP, movel sobre
o plano, passam por dois pontos fives T, T, todo o raio do
ingulo, tendo a origem no vértice, passa por um ponte
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fixo:— & o ponto de intersee¢io do raio com a circanfe-
réneia gerada pelo vértice do dngulo P P,

Seja V V' o raio (ou recta) do angalo PP, fig. 48, b; 0
angulo PV V" ¢ inserito na civcanferéneia ¢ gerada pelo vér-
tice mével de PP, e compreende o arco invaridvel P V'':
pela propriedade demonstrada do Teor. m, o raio VYV’
escorrega sobre o ponto fixo V" da circunferd@ncia.

A mesma propriedade teem os raios V V', VV”

DErF. 1. — O ponto V' diz-se eentro de rotagio e escor-
regamento do raio VV'. Diz se movimento paraldrico o
escorregamento definido do dngulo PP, mével sobre o plano.

Der. 1. — O vértice V desereve o areo VV', e 0 raio
V I’ resvala sobre P no sentido I V até passar pelo centro
da circunferéneia ¢': 2) a partic da sua posi¢lio sobre o
didmetro, o raio VP’ escorrega sobre P' no sentido contrario
VI: A passagem de um raio sobre o diitmetro da cireunfe-
réncia ¢ ¢ um estado de escorregamento nuloe sobre o seu
centro de escorregamento.

Cor. 1, =~ 0s raios VV', VV" ... teem todos a mesma
propriedade: - todes os raios de um feixe de raios ou de
rectas (V ry) do plano de PP’ com o seu centro em V, teem
os seus centros de rotaglo e escorregamento sobre a circun-
feréncia gerada pelo vértice V do angulo, no sen movimento
paralixico.

Cor. 2. — O dngulo de duas direccoes distintas de wma
recta ry pertence ao plano do dngulo PP, ¢ igual ao angulo
deserito por wmn dos seus vaios VV" (ou VP') em redor do
seu centro de rotagio e escorregamento V',

Probl. I. —Dados trés pontos P, P7, P, determinar o
ponto do plano, definido pelas paralaxes; P'P' = p'p", P'P"
= f"' PJ-'I_

Os pares de pontos (I, P"), (P'P") séio vistos sob os
angulos p'p", p'p'", respectivamente, daquele ponto (P) a
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determinar, e podem ser dados por direcgBes no plano.
Construindo as ecircunferéncias ¢, ¢ (fig. 50 e 5H1) em que os
dois angulos estio inseritos (Prob. 11, n.** 48 e 49), ¢, ¢ teem
o ponto comum P’ e interceptam-se (n.° 52, Teor. 1) em um
2.° ponto P, com as propriedades definidas: este ponto P &
a Gnica solugiio do problema.

Nota: Se as paralelas sdo iguais:

et R G

vy =p'pr",
os trés pontos P, P ¢ P estio em linha recta: o ponto P
existe sobre a recta PP, e & o vértice do angulo P'r=
p'p" com o 2.° lado na recta » (ou P"P").

650. — O génio. Compasso de paralaxes.

As proposigbes que vimos de demonstrar teem interdsse
tebrico: por consequéncia resulta a definiclo construtiva da
circunferéncia, determinada por trés pontos (46, 1), indepen-
dentemente da existéncia do sen centro.

Der. — Circunferdneia ¢ uma sucessio linear de vér-
tices de dngulos de duas rectas, iguais entre si: A
cujos lados passam por dois pontos do seu plano.

As proposi¢des anteriores resolvem certas questdes tedricas
e priticas: Pode-se, portanto, deserever uma cireanferéncia
gsem conhecer o sen centro, ou o seu raio (Probl. 1, n.” 46;
1eI, n® 48).

A Prop. 5.* @ 0 teorema anterior slo o prineipio do génio,
aparelho que o autor descobrin, com o qual se realiza as pro-
posices enunciadas.

i). £ formado (fig. 49) de duas alidades rigidas que se in-
terceptam nas arestas (entalhadas uma na outro), e ligadas entre
si por um eixo perpendienlar ao plano das suas arestas. Um
arco cirenlar de um quadrante (metélico), graduado de 0 a
180°, com o centro no eixo das alidades o paralelo ao plano




11

das arestas, dé rigidez ao Angulo das alidades e designa as
paralaxes. Cada alidade tem dues pinulas nas extremidades,
méveis e com os recticulos no plano da face interior da
alidade. O eixo das alidades tem um estilete cuja ponta é o
vértice do dngalo P P'.

O angulo de alidades construe o ingulo de duas reetas 8
ou paralaxe, e as suas arestas siio as rectas T8

it). Dois arcos metdilicos faces planas, articulados, for-
mam o plano ou base do génio: sobre ele ¢ na extremi-
dade de cada arco hi um dispositivo efreular-azinutal de
forma cilindrica, e move-se em torno de um eixo perpendi-
cular ao plano da base. Em dois muros opostos existem ca-
vidades ebnicas (em parafusos micrométricos), e o seu eixo
comum pertence a um plano diametral do dispositivo circular:
nas cavidades assentam as extremidades (munhdes) do eixo
de uma roldana de rolamento e rotagiio, paralelo ao plano.

A circunferéncia de rolamento da roldana pertence a um
plano diametral do dispositivo descrito, e passa portanto pelo
sen eixo,

iii). No centro da base do cireular hi (em cada um) uma
janela eénica (coroa), representando (50, def. I) 08 centros
de rotaciio e escorregamento.

Funciona fixando-se os centros de escorregamento dos cir-
culares sobre o plano e em coincidéncia com dois pontos P, P';
assenta-se as arestas das alidades sobre as roldanas, dando
a0 dngulo de alidades uma paralaxe fixada (por um pressor)
sobre o arco graduado, e apoia-se o vértice sobre o plano
de P P': o angulo de alidades existe sobre um plano paralelo.

Os circulares teem movimento de rotagiio (azimutal) em
torno dos seus eixos, e todo o gbnio move-se em rotaciio e
escorregamento : deslocando o dngulo, as alidades resvalam,
por rolamento, nos centros P, P’ de escorregamento, e o
vértice géra sobre o plano uma circunferéncia.




A figura junta representa uma curva tragada (reduzida

ag).

Esta forma particular do aparelho descrite ¢ um compasso
de paralares. Em geral, o génio com um dispositivo especial
varidvel, gera uma nova curval,

OBs.: — As pinulas teem visores cireulares, para medir

fingulos de direcedes no espaco, como no astrolébio simples®.

61. — 6.* Pror. — Se uma ecireunferéneia se move
sobre o plano passando por deis pontos fixes A, B, todos
08 seus pontos passam por wm 3.° ponto; ¢ resvala sdbre si
propria,

De fucto, se a circunferéncia ¢ se move no plano, em
contacto com dois pontos fixos A, B (fig. 48), os sucessivos
areos de ¢, com os extremos nos pontos distintos A, B, teem
a corda comum A B: os seus fngulos ao centro sllo iguais
(37, 1.*) e os Angulos inseritos correspondentes sdo iguais
(n." 47). Por conseqiiéncia, quando o ponto O de ¢ passa
sobre a recta fixa A O', o segundo lado do dngulo inserito
no arco que (nesse estado O’ do ponto O) tem os extremos
A, B, coincide com BO' (38, Teor. 1): pontanto o seu vér-
tice ()’ coincide com O, passa por este ponto da circunferéncia
fixa no plano.

Da mesma forma se demonstra que todos os pontos da
eircunferancia ¢, movel em contacto com os dois pontos A, B,
passa pelo 3.° ponto O.

A cireunferéncia escorrega sdbre si prdpria e gira (rotagiio)
em redor do seu centro, como ponto singular deste movimento.

! A teoria dessa curva especial sdi féra do quadro elementar desta
dissertagio (§ 4).
? dstronomia dos I.usiadas — Dr. Luciano Pereira da Silva.

Bl | — mb).l
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Esta propriedade da circunferéneia é identica & da linha
recta (22, def. 1), e podemos enunciar a proposi¢ho:

Existe uma sucessiio linear de pontos ¢ tal que, se ¢ se
move sobre o plano passando por dois pontos fixos A, B, tem
um s6 ponto C em contacto com o ponto Ci de um sen
estado ¢; (A4 BiCy...), e todos os pontos de ¢ passam pelo
3.* ponto Ci: a linha ¢ é uma eireunferéneia.

Intersacgio de circunferénclas

52. — Der. 1. — Se duas eireunferdneias teem dois
pontos comuns, dizem-se seeantes; os dois pontos comuns
sio pontos de interseccdo.

Dizem-se circunferéncias tangentes, se teem um s6 ponto
comum ou de contaeto. Quando existem na mesma parte da
tangente comum, dizem-se tangentes interiores; ® se as cir-
cunferéncias estio em partes opostas do plano em relagiio
i tangente comum, dizem-se fangentes exteriores.

Sejam O, Q' os centros de duas circunferéncias ¢, ¢ que
teem um ponto comum A fora da recta 00, dirigindo por A
a corda (A A') perpendicular ao diametro, O 0' é perpendi-
cular a (A A') e passa pelo sea meio M (49, 1v), @ portanto
(40, cor. 2) é&: (O A)=(0A)e (0’ A')=(0' A), 0 2.° ponto A
¢ comum as duas circunferéncias ¢, ¢'.

Seja (A Ay) uma corda de ¢, distinta de (A A'): a perpen-
dicular O M, a (A Ay) é distinta de OO0, nfio passa pelo centro
0' de ¢. A perpendicular O'My" a (A Ay) intercepta-a em
um ponto M, distinto de M;, poisque OM; e O'M, sio
paralelas distintas, @, pelo que vimos de demonstrar, a recta
A A, intercepta a circunferéncia ¢’ em um ponto Ay oposto
a0 ponto A a respeito de My

Logo, por serem distintos 0s pontos M, == M/, meios de
(A Ay), (AAY), os pontos Ay, Ay, opostos de A em relagio
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aqueles pontos da recta A Ay, sdo distintos, e por conse-
quénecia as duas circunferéncias c, ¢ teem sémente dois pontos
comuns no plano, interceptam-se em A e A’:

Trok. 1. — Se duas ecireunferéneias teem um sé ponto
comum fora da recta dos seus eentros, interceptam-se em
um sequndo ponto, sfio sceantes ¢ distintas.

- Cor. 1.— Os pontos A, A’ de intercepgdo de ¢ e ¢ sdo
opostos em relagdo ao ponto M da recta dos centros.

Teor. 1. — Se duas cireupferéncias c, ¢ sdo tangentes
interiormente e wum ponto de ¢' e interior a ¢, a circunferéncia
¢ ¢ interior @ ¢: todos os pontos de
¢' sflo interiores A primeira.

Seja I o ponto de ¢/, interior &
cireunferéncia ¢, V o ponto de con-
tacto, (VI') uma corda de ¢' que
passa por I, fig. HO: este ponto &
interior & corda (V A), que é (47, 1)
-l maior que a eorda (VI) de ¢, (VA)

n.m > (VI). As perpendiculares O P,

0’1 sio paralelas e P, P' slo 0s meios

das cordas: (V I”) <(V P), donde resulta que P’ é interior a

(VP) e pertence a O V; (' existe na paralela O'P' a O P,

@ por conseqi@neia o centro O' ¢ interior a essa parte OPV
do plano, é interior a (O V). B, pois: (O'V)<(0OV).

O centro O' de ¢ é interior ao raio (OV) da circunfe-

réncia e.

Posto isto, qualquer corda (A IB) de ¢ que passe por I
intercepta (47, 3.* Prop.) a circunferéncia ¢/ em um ponto I’
interior a (A B). De facto, dirigindo por V e I a corda (VB')
de ¢, por O e O as perpendiculares OM, O'M' a (VB), o
centro O' e O'M’ sflo interiores & parte OMV do plano, e
portanto o ponto M’ & interior a (MV): (VM) <(VM), e
(VI)=(VM")2 & menor que (VB)=(VM)2, (VI)<(VB);
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logo o ponto I' da eircunferéncia ¢ é interior A corda (VB')
de ¢, @ a (AB).

Todas as cordas (AB) e (V I') formam dois feixes de
rectas com os centros, respectivamente, em I e V , que in-
terceptam a circunferéncia ¢/ em pontos (I') interiores as cordas
correspondentes de ¢ : ¢ ¢ interior & circunforéncia e.

Cor. 1. — Se duas circunferéncias ¢, ¢ sio tangentes inte-
riores e o centro de ¢’ é interior ao raio OV de c, @ circun-
Sferéncia ¢ ¢ interior a e.

Teowr. m. — Se duas circunferéncias ¢, ¢ teem wm ponto
comum sobre a linha dos centros, siio tangentes nesse ponto
de contacto; teem uma tangente eomum no ponto de con-
tacto, que é perpendicular & linha dos centros.

Com efeito: 1) a tangente VT A circunferéncia c pelo
ponto comum sbbre a linha dos centros O 0, é perpendicular
aos didmetros de ¢ e ¢/, o portanto é tangente comum a ¢ o
¢': se as circanfer8ncias ¢, ¢' existem, pois, nos semiplanos
Opostos que a tangente separa (47, 4.* Prop.), sfio exteriores
uma i outra, tem um sé ponto de contacto, isto é siio tan-
gentes exteriores.

2) Se um ponto I de ¢’ & interior & circunforéncia e,
qualquer corda VI' de ¢/, tirada pelo ponto comum V, inter-
cepta (47, 3.* Prop.) a circunferéncia ¢ em um ponto B’ dis-
tinto de I' (Teor. m: logo, como ¢, ¢’ existem no mesmo
semiplano VT1 das cordas consideradas, teem um s6 ponto
comum V, sflo tangentes interiormente.







NOTA

Sébre determinagdo do ponto de estacdo

A Prop. 5.8 e o teorema 1 do n.° 49 resolvem, alguns problemas
con¢retos :

O problema do ponto de estaglio & a determinagiio exacta, sibre uma
carta topogrifica, do proprio ponto (homélogo) que ela ocupa na campanha.

As regras do processo de solugdo que vamos referir nesta nota,
eram aplicadas em alguns servigos de campanha do corpo expediciondrio
portugués (C. E. P.) em Franga, especialmente nos servigos de artilharia,
atingindo-se um maior rigor.

1.5 Paocesso. — I) Escolhe-se trés pontos (p/,p", ") notaveis no
terreno e bem definidos na
carta: PPV, PV,

Fixa-se o plano da carta
horizontal nivelando-a; & es-
colha da orientaglo da carta
topografica é arbitriria.

II) 1) Pelo ponto P/ (da
carta) e pelo seu homdlogo no
terreno dirige-ge o alinhamento
p' com a alidade, que se traga
stbre o plano; pelos pontos P/
e sen homélogo traga-se novo
alinhamento p'y que intercepta
o primeiro p' em V.

2) Descreve-se a circunferéncia ¢ definida (48, Teor. 1) pelos pontos
P, PV, fig. bl.

ITI). Pelos pontos P e sen homélogo traga-se um alinhamento (py');
pelos pontos P e seu homdlogo dirige-se o seu alinhamento py'''; este
intercepta py' em o ponto Vy'.

Fig. 51
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2) Descreve-se a circunferéncia ¢ definida pelos pontos PLPm v,

Logo, o segundo ponto P de intersecpdo das circunferéncia e, ¢! é o
ponto de estaciio na campanha.

Oss.: Os alinhamentos p/,p/ sdo tragados com a mesma orientagdo
da earta (fixa 1), e também os alinhamentos p'ypy/" da operagdo ),
embora as duas operagdes 1) e 1) tenham separadamente, a mesma
orientagio, ou diferentes.

Simplificagdo : Se no fim da operagfio 1) se conserva invaridvel a
orientagdo da earta (nfio a alterando por rotagiio da prancheta), os
alinhamentos p' e py’ do ponto P/ coincidem nas duns operagdes 11) e o).
Nesta hipditese, a operaciio 1) reduz-se a:

III'. — 1) Pelos pontos P e scu homélogo dirige-se o alinhamento
p"', que intereepta o alinhamento p/ de P! em o ponto V/; 2) desereve-se
a cireunferéneia ¢ definida pelos pontos P!, P, V!: ¢ intercepta ¢ no
ponto de estagdo P,

Os pontos P/, P!, V/ ¢ P!, P!, ¥,/ definem umn 86 circunfertncia o
{49, Teor. r, cor. 1).

Os alinhamentos reduzem-se assim a trés: o/, p'/, p''’,

E necessdrio sempre verificar, ao iniciarmos a operagfio 111), que a

direcpio azimutal da earta
fii ¢ a mesma nas duas ope-
Ll ;_# p i
Fid ragoes ), mr): s satis-
; feita esta condigdo & que
bastam os 3 alinhamentos,

2 — 2¢ Procrsso
(forma particular). — I)
Prepara-se a carta e esco-
lhe-se os tréas pomtos P/,
P/ PY, da primeira ope-

ragdo,
II) Baixa-se a per-
Fig. 62 pendicular p, 0 a0 meio

de (P'P") fig. 52, ajusta-

-se-lhe a alidade ¢ move-se a carta no seu plano até que p, O fique

dirigida para o ponto P do terreno, como seu alinhamento. 2} Com a

carta nesta posigdo, dirige-se pelos pontos P/ e seu homologo no terreno
o alinhamento p' P!, que intercepta p, em 0.

Desereve-se a circunferéncia ¢ de eentro O ¢ raio (OP) = (0P,

11I) Traga-s¢ a perpendicular p, 0' pelo meio do segmento (P pity,




119_

faz-se coincidir a alidade com p, 0’ e move-se a carta até esta recta
ficar na direcgdo do ponto P/ do terreno, Fixada esta posigdo, traga-se
pelos pontos P''’ e seu homdlogo o alinhamento P! O/, ou p''/, que in-
tercepta p; no ponto 0. 2) Descreve-se a circunferineia ¢’ de centro O/
& raio (O' P') = (O’ P"'). As circunferéncias ¢ e ¢ interceptam-se em o
ponto de estagio P,

Desta forma simplifica-se a construgdo das cireunferéncias ¢, ¢/, pois
a8 perpendiculares siio dois alinhamentos (p, e p, ).

Podemos empregar a simplifieagio do 1. processo, adoptando a
mesma orienta¢do azimutal da carta nas duas opera¢des 1) e r): esta
tem entdo a forma:

(TIT) — 1) Pelos pontos P e sen homélogo dirige-se o alinhamento
VP que intercepta o alinhamento p' em o ponto V. 2) A circunfe-
réneia ¢ dos pontos P/, P/ e V intercepta ¢ em o ponto P,

Os instrumentos empregados sfio: nivel, alidade, compasso ¢ carta
topogrifiea.

3 — A simplificagllo anterior ¢ uma combinagfio til dos dois pro-
cessos. O 2.° justifica-se; & a aplicacgiio dos Problemas 1 e 11 do n.® 48,

O ponto de estagdo determinava-se também se, em vez clu d:reccues
conhec:du dos alinhamentos, fossem dadas as paralaxes P’ P! p p".
P P =p _p”" dos pares de pontos (P/,P") (P'P") em relagdo ao
priprio ponto,

O processo geral ¢, pois (49, Probl. 1), construir as paralaxes p’p’,
p' p" de dois pares de pontos (P’ P''), (P’ P'') em relagiio ao ponto de
estagio (sendo o primeiro ponto P' comum is duas), descrever as cir-
cunferéncias ¢,¢ em que as paralaxes estdo inscritas, ¢ determinar o
2. ponto P de interseceio de ¢ e ¢'.

E a resolugdo pritiea do probléma citado (n.® 49).

Pelas propriedades implicitas do seu principio de construcio, o
gdnio resolve em conjunto as partes 1) e 2) de cada uma das operagics
1) @ u), dando ao dngulo de alidades a amplitude de cada paralaxe, e
desereve imediatamente as circunferéncias ¢, ¢/, sem determinar (dire-
ctamente) os seud centros,

Podemos utilizi-lo, como compasso de paralaxes, na solugdo deste
problema do «ponto de estagios em eampanha, nos servigos topogréficos
do tragado de novas eartas, e nos problémas de posigiio (tridngulagies)
da geodesia, independentemente dn orientagdo azimutal (explicita) que
¢ automiticamente eliminada.




Fez-se uma tiragem de onze exemplares incompletos, contendo as
primeiras 64 pdginas do texto, que foram apresentados como dissertagio
para o exame de estado na E. N. 5.




