
ESCOLA NORMAL SUPERIOR DE COIMBRA 

O S Â N G U L O S E O G Ó N I O 

POR 

JOÃO DE SOUSA H E N R I Q U E S JÚNIOR 

COIMBRA 

IMPRENSA DA UNIVERSIDADE 

1 9 2 1 





PRIMEIROS ELEMENTOS 

D E 

G E O M E T R I A 

b M5\ò5?> 





ESCOLA NORMAL SUPERIOR OF. COIMBRA 

EIRÓS ELEMENTOS D I « M i 
O S Â N G U l s O S E O G Ó N I O 

l'OK 

JOÃO DE SOUSA HENRIQUES JÚNIOR 

COIMBRA 

IMPRENSA DA 1'NIVERSIDADE 

1921 





Dissertação para o exame de 

estado na Escola Normal 

Superior de Coimbra. 

>?- - • -



,, f 

i § R' IS»' 
•r 

• -



A £\E/yiÓRIA DE WEU PAI 

A /VlINHA /VLÃE 





P R E F Á C I O 

Se o génio ático inventou a geometria, a forma e o espí-
rito das suas primeiras verdades, buscou um objectivo per-
feito. 

A questão das origens aparece simples na sua forma pri-
mitiva : As ideias fundamentais da sciôncia da antiga Grécia 
foram lançadas pela audácia de altos espíritos, o as suas 
directrizes, em beleza e quási equilíbrio, sairam do um só 
bloco criador de unidade conceptual dos elementos, sobre os 
quais construíram a sua geometria. Existia decerto uma 
fonte comum a ligar os princípios admitidos por homens dis-
tintos, e as suas teorias e hipóteses filosóficas diversas. — 
A ideia do espaço no mundo antigo era limitada pelas con-
cepções da cosmogonia dos mundos conhecidos, e todavia os 
geómetras afirmavam já um conceito transcendente de espaço 
na sua teoria das paralelas, em antítese perfeita e subjectiva. 

Por toda a Grécia perpassava esse espírito criador do 
primeiro ciclo das sciéncias exactas, e as proposições novas 
corriam pela dialéctica das escolas, maravilhando os que iam 
tendo notícia por outros de novas descobertas; pelo desco-
nhecimento do certos documentos e papiros matemáticos, 
conjectura-se que a sua transmissão era feita pela tradição 
oral. E possível que a prática e o conhecimento das artes 
empíricas do Egipto, fonte lendária da geometria do Ocidento, 
tenham originado o movimento do inteligência sob a forma 
a priori do entendimento puro: os geómetras gregos iniciam 
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tis suas construções fora do domínio da evidência sensível, 
postulando princípios abstractos, necessários a uma primeira 
actividade lógica. 

Thales do Mileto, o primeiro a fundar uma escola de 
geometria e filosofia, volta do Egipto e enuncia as primeiras 
proposições isoladas, quo demonstra por processos deductivos; 
e se não as dispõe em um encadeamento lógico, existe já 
uma intenção conexa quo as liga implicitamente pelos axiomas 
que êle admito sem formular. Por meio da sua escola, 
Thales de Mileto realiza um florescentíssimo comércio inte-
lectual, iniciando os seus discípulos o continuadores — 
Anaxagora, Demócrito, Oenípede de Chios,.. —no espírito 
de investigações que o distinguem. 

Aparecem outros métodos que vão além da primitiva 
deducção: As verdades primordiais de geometria sito agru-
padas por definições e postulados em uma vasta doutrina 
proposicional, o todo o progresso incide mais sobre o estudo 
das origens, pela reducção dos conceitos admitidos como 
primitivos ao menor número — a axiomas. Depois das 
imortais 1 descobertas de Pytagoras e da sua escola tão len-
dária, com a escola de Platão começa a sistematização da 
geometria em uma série do definições, postulados o noções 
comuns (axiomas), com o motivo de confirmar a existência 
dos conceitos fundamentais que explicassem toda a realização 
das suas figurações geométricas. 

Euclides dá a forma definitiva e tão perfeita, elaborando 
os Elementos de Geometria, e se abre o seu primeiro livro 
pelas 34 definições, esta ordem formal é lógicamonto prece-
dida da ordem genética e conceptual dos postulados que 
admite, como axiomas do existência para os seres definidos. 

1 Segundo Proclus , uo f r a g m e n t o histórico do seu Comentário — ci-

tação de J . T a n n e r y . 
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Os postulados são simples e sôbre êles fundamenta toda a 
deducção das proposições e propriedades; os postulados 1, 2 
o 3 reduzem-se à definição de linha recta e ao conceito de 
continuidado das linhas, envolvem apenas dois axiomas. 

A forma dogmática e o processo de contradição que 
adopta em frequentes demonstrações resultam da influência 
da dialéctica grega: fora dessa tendência coeva inevitável, é 
admirável a perfeição lógica com que afirmou os postulados 
e o espírito do rigor que liga intimamente as demonstrações 
proporcionais de todos os seus livros de geometria: Os 
Elementos de Geometria de Euclides é a mais bela obra e a 
eterna fonte de inspiração, originária de todas as sciências e 
das teorias geométricas. 

Depois do período fecundo das escolas e gerações (Arqui-
medes, Appolonius, . . . ) que decorre desde o vn ater o sé-
culo m a. C., a escola do Alexandria (de Euclides) fecha 
todas as questões sôbre definições, Euclides torna-se clássico1, 
e a geometria dos Elementos é considerada tão perfeita que 
fica estacionária.. . Durante dois mil anos os seus funda-
mentos não progridem com a esterilidade para eliminar o 
5.® postulado, que os comentadores de Euclides pretendem 
demonstrar, envolvendo-se numa série do círculos viciosos 
de raciocínio e em petições de princípio. 

Aparecem alguns geómetras modernos preocupados do 
espírito de rigor dos Elementos de Euclides, que procuram 
organizar novos Elementos de geometria, inspirando-se nas 
ideias e no espírito dos geómetras das escolas gregas: Le-
gendre é o mais notável, pela precisão que o sábio analista 
dá a sua obra; como outros, emprega notações pertencentes 
à aritmética e aos modernos ramos das sciências matemáticas, 

1 Conclusão de P. T a u n e r y , no sou ensaio cr í t ico sôbre a Geometria 

Grega. 
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introduzindo no sou tratado elementos extranhos à tecnologia 
da geometria pura. 

Existe actualmente uma tendência acentuada, especial-
mente nas nações não latinas, de renovação do texto e dos 
métodos de Euclides, contra os trabalhos notáveis do Méray, 
Klein, Veronese. 

Regeite-se essa corrente contemporânea de simples comen-
tário textual do tratado euclideano. Se abrirmos ao acaso 
um dos seus livros, encontra-se com frequência as expres-
sões clássicas—«o que é impossível», é absurdo, contra o 
axioma, não podo não ser, etc.: Um dos seus instrumentos 
de prova é o princípio de contradirão sob a forma de 
método pelo absurdo, posto por Euclides em oposição à 
sofística grega, o que gerou um motivo de scepticismo in-
telectual a uma sciência exacta, sem acrescentar valores po-
sitivos de conhecimento puro ou de análise crítica à geome-
tria. Actualmento, êsso motivo de objecções anulou-se com 
a audácia de afirmação que os modernos adoptaram, admi-
tindo novas hipóteses possíveis. 

Como consequência da sistematização lógica da geometria 
euclideana, as modernas investigações, conduzidas por via ele-
mentar, definem hipóteses distintas implicitamente existentes 
nos príncipios da geometria grega: o próprio texto do 
5.° postulado indica que Euclides lhe dou a significação de 
uma hipótese de valor mais complexo e geral que a sua 
teoria das paralelas, enunciando-o com a forma mais simples, 
depois de uma actividade psicológica intensa em que teria 
reflectido sobre os conceitos primitivos e originários da 
geometria. 

Os ensaios de Saccheri (173;}) estabelecem, de uma forma 
definitiva, a existência de três hipóteses distintas no 5." pos-
tulado, e cada uma delas conduz a um grupo de geometrias 
logicamente possíveis e anti-euclideancis, ainda que o próprio 
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Saccheri as tenlia interpretado sob o ponto de vista eucli-
deano, rogeitando as duas contrárias. E, se os seus resul-
tados permaneceram de facto desconhecidos dos geómetras 
do último sécnlo, dirigiram subjectivamente, segundo o 
Sr. Veronese, a descoberta da geometria não euclideana de 
Lobatschewski e J. Bolyai. 

Ilalsted afirma que a descoberta dessa geometria, aí 
por 1830, era inevitável. . . 

Sur les foiulements de la Géométrie, 1830. — Lobats-
chewski regeita definitivamente o postulado 5.° equivalente 
à paralela única, e admitindo os postulados 1, 2, 3, 4 e 6, 
constroi, desde 1825, a sua geometria, não euclideana, o no 
ano seguinte o genial matemático russo faz em Kazan uma 
leitura pública das suas descobertas sobre os Princípios da 
geometria. Na «Géométrie imaginaire» —1837, distingue 
sobre o plano duas classes de rectas e dá a definição anti-
euclidoana de rectas paralelas, e daí à proposição: — por 
um ponto exterior pode-se dirigir duas paralelas distintas 
(e infinitas não-secantes) a uma recta. — O motivo das suas 
investigações era estabelecer e confirmar a impossibilidade 
de demonstrar o postulado 5.° de Euclides, partindo dos 
anteriores. Os desenvolvimentos da sua geometria não 
conduziram a qualquer contradição, e se as suas conse-
quências não fôssem ilimitadas, resultaria a certeza do que 
,o postulado não se pode deduzir dos anteriores, como logi-
camente independente dos primeiros princípios da geometria 
de Euclides. 

As proposições do tratado Pangeometrie em que Loba-
tschewski completa (em 1855) as suas teorias, formam um 
sistema lógico isento de contradições: restava ainda a pos-
sibilidade do elas se revelarem dentro do próprio sistema; 
novos estudos especulativos, obtidos por vias independentes, 
e com uma forma acentuadamente técnica dos ramos mo-
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dernos da matomatica, conduziram a resultados convergentes, 
afastando todo o incidente dessa possibilidade. O longo 
debate sôbre o célebre postulado õ.° de Euclides está doslo-
cado e fora da discussão, e convencionaram dar-lhe a solução 
— arquive-se. . .», depois das construções positivas obtidas 
nas investigações matemáticas de Riemann, Helmholtz, Cayley, 
Klein, Poincaré, S. Lie, Veronese e outros geómetras. 

Em consequência da aplicação dos métodos de coordenadas 
projectivas, Cayley e Klein obtém o resultado importante da 
proposição: —pode-se dar um sentido euclideano a todas as 
proposiçOes não euclideanas —, e portanto a uma proposição 
não euclideana correspondo uma só no sistema euclideano: 
o que exclui toda a possibilidade de contradição entre os 
dois sistemas e a existência de antinomias dentro do grupo 
de geometrias não euclideanas. 

É nesse sontido que as modernas teorias matemáticas 
permitem a existência lógica de infinitos sistemas de geome-
trias ; todos êsses sistêmas classificam-se em três grupos: 

— de Lobatschewski, de Euclides, e de Riemann — corres-
pondentes às três hipóteses de Saccheri. A geometria esfé-

rica de Riemann é constituida (regeitando o postulado 6.° de 
Euclides) admitindo-se num sentido mais geral, que — por 
dois pontos passam infinitas e enumeráveis «rectas»; inclúi 
muitas variedades do geometrias que não teem, todavia, 
significação concreta no espaço. Satisfazem à mesma ordem 
de princípios a geometria anti-arquimediana do Sr. G. Ve-
ronése, desenvolvida depois por Hilbert, e o sistema de 
geometria elíptica do Cayley-Klein, construída pelos métodos 
projectivos no sentido de poder corresponder a uma variedade 
particular de espaço, distinta da geometria «esférica». 

A legitimidade lógica de infinitas geometrias dá origem a 
uma nova questão, — a arbitrariedade dos primeiros con-
ceitos e a escolha dos postulados fundamentais de cada sis-
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tema, e que preocupa os geómetras: Hilbert procura deter-
minar o número exacto de axiomas necessários a cada geo-
metria; e, postas as premissas que detinem um grupo de 
geometrias, Soplius Lie admite como necessárias — a pos-
sibilidade do movimento e as características espaciais — o 
conclui de um seu teorema, que o número de geometrias 
desse grupo é limitado. Toda a actividade crítica e cons-
trutiva sôbre os princípios da geometria tende a alargar os 
seus domíninios, afastanto a sua última solução, pelo apare-
cimento de novos problemas e hipóteses mais interessantes 
quo produzem todo o progresso das variedades superiores 
da matemática: assim a recente teoria da relatividade do 
Einstein, na ordem de relações do espaço sensível com os 
factos do movimento geométrico. 

# 

A actividade scientííica contemporânea distingue-se em 
outra ordem de investigações sôbre as obras clássicas por-
tuguesas das sciências matemáticas, e daí resultam as novas 
obras: a Astronomia dos Lusíadas, do Sr. l)r. Luciano 
Pereira da Silva, — L'Astronomie Nautique au Portugal à 
1'Epoque des Grandes Decouverts, do Sr. Joaquim Bensaúde ; 
publica-se a «Histoire do la scionce Nautique au Portugal á 
1'Kpoque des-Grandes Decouverts — Collection de Docu-
menta reproduções fac-simile das obras e escritos portu-
gueses mais notáveis daquela época (séculos xv e xvi), etc. 

1 Publ icados por ordem do ministér io da Ins t rução Públ ica (D. 29 

Dez. 1913):— Regimento do Estrolábio c do Quadrante, Traclado da Spera 

do Mundo; Tratado dei Espkera y dei Arte dei Marear, por Franc isco 

Fa l e i ro (1535); Almanaeh perpeluum celestium motuum, de Zacuti (1473) 

e José Vizinho (edição la t ina de 1490, Lei r ia ) ; e as obras de Pedro Nunes. 
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As referidas obras tratam de importantes pontos doutrinários 
que definem a situação e o valor das sciências portuguesas 
e peninsulares na Europa, em um período brilhante da lle-
nascença, único em que existiu uma cultura scientífica cara-
cterizadamente portuguesa, intimamente ligada à realização 
da empreza das Descobertas. 

Nesses tratados e escritos clássicos há problemas do 
geometria e de cosmografia definidos como actualmente, e 
em alguns a forma permanece perfeita; e se mudaram os 
processos, sómente os métodos modernos ó que interessam 
como instrumentos de técnica; de positivo isto significa que 
esses documentos e produções devem ser vulgarizados do 
modo a renovar os centros de cultura literária o scientífica, 
pelo uso de elementos do terminologia da nossa linguagem 
que estilizem em formas simples os livros e produções 
comtemporâneas, dando-lhes formalmente a técnica moderna 
mais geral. Êsso renascimento das sciências pela vulgari-
zação sistematizada, e ao serviço da educação geral de huma-
nidades (sem os prejuízos de erudição), prepararia, como 
fundo étnico, o sentido de um possível ressurgimento das 
sciências em Portugal. 

Os primitivos núcleos da cultura scientífica do renascimento 
dos séculos xiv e xv tiveram uma duração bem efémera, 
perderam-se sem deixar vivas reminiscências, e é em vão que 
se procura, com uma certa ilusão, a linha interior que os 
encadeie a elites e escolas posteriores — nos sulcos das cara-
velas o nas brilhantes constelações do Sul. 

* 

Na Introdução aos princípios de ftoomotria consideramos 
as primeiras definições e conceitos sôbre elementos e noções 
comuns: os axiomas são proposições existentes por si próprias 
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e primitivas, e se tomam como fundamentais : — axi. do 
ponto, das ligações (espaço), do movimento, da mobilidade, 
da continuidade das linhas, da igualdade: estes axiomas 
formam uma sucessão lógica. Definida a forma e estado de 
uma figura, aparece uma nova ordem de factos pertencentes 
a um grupo de transformações possíveis — o movimento geo-
métrico: duas figuras idênticas podem tomar-se distintas, em 
certas condições (§ 2.). O postulado da mobilidade é inde-
pendente do axioma das ligações, e estabelece que os desloca-
mentos não implicam novas propriedades intrínsecas às figuras 
(invariáveis). Sómente a ideia inata à priori da invariabilidade 
na variação de estado (de repouso como uma forma de movi-
mento) nos conduziria a considerar o axioma da mobilidade 
como consequência do axioma das ligações, mas isso seria 
uma forma sintética à posteriori do conceito de movimento, 
e este (variabilidade) precede lógicamente o conceito de con-
gruência ou mobilidade. 

Podemos agrupar os postulados fundamentais de um pri-

meiro livro no sistema seguiute de axiomas: — das caracte-
rísticas espaciais e intrínsecas (pontos, figuras invariáveis); 
do movimento e congruência: 1. — da continuidade das linhas: 
2. — da linha recta; 3. — das paralelas; 4. — do plano; 
õ. — da igualdade. Os primeiros axiomas eram admitidos 
implicitamente pelos geómetras gregos, som os enumerar 
nem enunciar, e os modernos consideram-nos necessários o 
fundamentais aos princípios elementares da Geometria. 

As definições construtivas e axiomas da recta, das para-
relas, do plano, a nova definição de ângulo de duas rectas 
e as propriedades essenciais dos ângulos, são dirigidas 
nesta dissertação pelos princípios projectivos, e daí se 
deduz o grupo de propriedades; a demonstração de algumas 
proposições resulta de uma simples análise. O estudo da 
circunferência (e da sua nova definição construtiva) é com-
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pletado por uma demonstração de ordem prática, para a 
qual construímos o g ó n i o a p a r e l h o descrito no § 12. 
Tendo motivado a sua concepção razões puramente especu-
lativas — a definição e construção da circunferência e o es-
tudo do novas linhas algébricas — procurei dar-lhe uma forma 
prática e útil a alguns serviços ; e como aplicação imediata 
apresentamos a determinação do ponto do estação (Mota). 
As curvas descritas pelo gónio formam uma família de linhas 
algébricas de 4.a ordem, e a sua equação é da forma geral: 
(.£"- + — 4Rx — Í/2) + 4R2.E2 = 0 ; e generalizando o 
seu princípio de construção podo-se estudar novas linhas 
algébricas. 

# 

Sem perturbar neste trabalho o espírito de rigor da 
geometria e das sciências matemáticas, os seus defeitos em 
alguns pontos ligam-se íntimamento à introdução das formas 
dadas aos primeiros postulados, e às modernas directrizes da 
geometria elementar. 

A geometria projectiva estuda directamente as proprie-
dades puramente qaalitativas do espaço que são comuns à 
geometria métrica, aos sistemas euclideano e não euclideano, 
isto é, desenvolve-se no domínio da geometria pura : cada 
proposição simbólica da geometria superior forma uma pro-
posição correspondente em qualquer espaço ou geometria, 
transforma-se segundo a significação atribuída aos símbolos 
das coordenadas projectivas. 

No seu Ensaio sobre os fundamentos da Geometria, 
o Sr. Russell, bem como o Sr. Federigo Enriques, considera 
a geometria superior como um sistema aplicável a todos os 

1 Foi construido no Laboratór io de Física, de janei ro a j unho 

do ano de 1920. 



XIX 

generos de espaços e a quaisquer geometrias, e define a ne-
cessidade de formular os seus axiomas num sentido lógico e 
formal, o por consequência «é necessário reconstruir todo o 
edifício geométrico», o que arrastará todas as outras, pelo 
desenvolvimento dado por Cayely, Poincaré, S. Lie, Klein, 
Veronese e outros geómetras à Metageometria do período 
actual. A geometria projectiva é considerada pelo seu valor fi-
losófico, e, como forma matemática, os seus métodos possuem 
beleza que deriva da sua grande unidade: as directizes epis-
temológicas para renovar a geometria elementar vão neees-
sáriamente desenvolver-se nesse sentido projectivo. É este, 
também, um acontecimento inevitável ao seu progresso fu-
turo ; pois, de resto esta sciência está actualmente numa 
mais intensa evolução sôbre muitos pontos. 

Coimbra, J u n h o de 1921. 





I. 

I n t r o d u ç ã o aos P r i n c í p i o s d e G e o m e t r i a . 
Os A x i o m a s 

1 1. 

Grupos. Axioma do ponto 

A intuição rovela-nos a existência do coisas, de objectos, 
de agrupamentos do objectos, como seres necessários á 
experiência. 

Todo o'agrupamento aparece pela percepção de objectos 
e coisas diversas, umas fora das outras, indefiníveis; e so 
em cada objecto abstrairmos do seu conteúdo substancial 
ou material, aquilo quo resta ó o elemento, e a sua concepção 
torna possível a diferenciação de outros elementos, discer-
níveis polo conhecimento. Êsses elementos, aparecem como 
formas ou figuras. 

Pelo facto de serem fora uns dos outros, admite-so 1 que 
é possível distinguir quaisquer elementos ou grupos entre 
si: o seu conhecimento exige que existam elementos ou formas 
distintas. 

1 M . W . R U S S E L L es tabelece a exis tência de uma forma de exterio-

r idade , e a d m i t e : «que le j u g e m e n t et le ra isonnement postulent que 

1'element (this) ne soit ni siuiple ni ex is tan t par lui-même.» (Essai sur 

les Fondements de la Géomítrie, cap . iv, p á g . 232). 

1 



O conceito de elemento é indefinível; pode-se atribuir-lhe 

uma significação lógica por meio das locuções seguintes: 

I. —Designa-se um elemento com uma letra: A indica o 
elemento A. Os elementos denotam-se com letras diferentes 
do alfabeto: A, B, C, •. . L , . . .; ou com uma só letra a que 
se apõe ápices ou índices: X1, X'1, X 1 " , . . . ou Xi X j X 3 , . . . 

que designam os elementos: X um, X dois, X t rês , . . . 

Diz-se um grupo de elementos A, B, C , . . . se cada ele-
mento existe com os elementos assinados A B C . . . , e de-
nota-se por um dos símbolos : (A B C . . . ) , (C A B . . . ) forma-
dos com as letras dos elementos; denota-se também um grupo 
por uma letra minúscula: a, b, g,. . . 

Os grupos (A1 A" A"'AIV), (X, Xá X3 X4) indicam-se por: 
(A), e (X). 

O elemento C pertence ao grupo, éparte do grupo (ABCD), 
se C existe em o grupo (ABCD) . 

O grupo a pertence ao grupo b, se cada elemento de a 

pertence ao grupo b (mas se algum elemento do grupo b não 
pertente ao primeiro, diz-se que os grupos a e b são diferentes). 

I I . Se o grupo a pertence ao grupo b, e b pertence ao 
grupo a, diz-se que os grupos a e b coincidem ou são idên-

ticos; representa-se com o símbolo: ==, o indica-se escre-
vendo: a = b, b==a. 

' E se um e só um elemento X do grupo a é parte do 
grupo b, e um só elemento í do grupo b é parte de a, 

exprime-se êste facto dizendo: os elementos X e í são idên-

ticos: X==í. 

Os grupos a o b tocam-se pelos elementos X e í, teem o 
elemento comum X (ou I). 

Sendo A, B, C , . . . E, os únicos elementos do grupo a, 

pertencentes ao grupo a' o A', B', C' , . . . . E', os únicos ele-
mentos de a' que fazem parte de a, os grupos ( A B C . . E ) , 
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(A' B' O. • E') são idênticos; ( A B C . . E), ou (A' B' C'. . E)' 
é a parte comum aos grupos dados a e a'. 

2. DEF. — Se os grupos Xa, Ib teem um só elemento 
comum X = í, diz-se que os grupos a, b (diferentes daqueles) 
são distintos, e indica-se escrevendo: a b. Os elementos de 
a e b são distintos. 

(a e b são exteriores ou isolados, por estarem fora um 
do outro). 

Diz-se então que o grupo a nílo pertence a b, e b não 
pertence a a. 

Se o grupo a pertence ao grupo b, e alguns elementos 
do grupo b não pertencem ao grupo a, diz-se que a é parte 

do grupo b. Por ex., dos grupos: ( A B D ) , ( A B D C E ) , o 
primeiro pertence e é parte de ( A B D C E ) . 

Das expressões anteriores resultam as proposições se-
guintes : 

1) Se o grupo de elementos a pertence (ou é idêntico) ao 
grupo b, e se b é parte de c, o grupo a é parte do grupo c. 

2) Se o grupo a é parte de b, e b é idêntico (ou ó parte) 
de c; o grupo a é parte do grupo c. 

3) Se a é idêntico a i , e b é idêntico ou coincide com o 
grupo c: o grupo a é idêntico ao grupo c. Os grupos a, b, c, 

são idênticos, a = b = c. 

Entre dois elementos ou grupos de elementos só é pos-
sível um dos dois factos seguintes, cada um dos quais se 
exprimo dizendo: I, são idênticos entre si: a~b, e, b = a; 

II, são diferentes, ou distintos. 

3.—Um elemento constituo um grupo de outros elementos, 
sempre que seja possível distinguir estes como partes naquele 
elemento; e emquanto êsse facto fôr possível. 

DEF. — E se existe um elemento que é idêntico (coincide) 
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o ó parte do outro elemento, êsse elemento diz-se ponto 
geométrico, e admite-se afirmando o axioma 1 seguinte: 

Axioma do ponto. — Existem pontos distintos. 
Definido um ponto, admite-se a existência de outros. 

pontos: pode-se distinguir os pontos uns dos outros. 
DEF. -— Dâ-se o nome de figura a qualquer grupo do 

pontos. 
Os pontos e as figuras são elementos, e significa que têm 

o atributo ou qualidade de existirem, como seres fora uns 
dos outros, individualizados pela sua forma própria. O ponto 
é o elemento essencial das figuras. 

4 . — E m uma figura ou grupo de pontos A, B,C, . . , 1 , 
cada ponto pertence (1) ou é aferente á figura. 

Se A, B, C , . . P, são os únicos pontos da figura F que 
pertencem à figura F', e A', B', O. • ,P ' , são os únicos (1, n) 
pontos de F' que pertencem à figura F, as figuras dos dois 
grupos de pontos ( A B C . . P), ( A ' B ' C ' . . P'), coincidem e 
são a parte comum a F e F ' ; as figuras F e F' sobrepõem-se 

(ou estão aplicadas em parte — intersecção, traço) uma a 
outra pela parte comum. 

I. Quando a parte comum ou traço é um só ponto A da 
figura F, o um só A' de F', diz-se que as figuras F, F' se 

tocam no ponto A (ou A'): os pontos A e A' são idênticos ou 
coincidem em um só ponto, A = A'. 

II . Um grupo de figuras f , f , f",.. forma uma nova 
figura ( / / / " • • ) que se diz composta das figuras/,/,/",... 
Se as figuras f , f , f . . . pertencem a F, esta figura diz-se (3) 
decomposta em partes / , / , / " • . . 

1 O i lustre geómet ra i ta l iano G. Veronese admite o «postulado do 

ponto» como o primeiro axioma da geomet r i a — Fondamenti di Geome-

tria, e Elementi di Geometria, 1919. 

* 
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I I I . Existem figuras distintas óu exteriores (3): duas 
figuras são distintas, se os pontos de uma são distintos dos 
pontos pertencentes á outra. 

5. — Sejam as figuras F e F' formados pelos seus 
pontos: 

DEF. I. — Se os pontos A B C . . . I da figura F pertencem 
a F', e os pontos A ' B ' C ' . . . I' de F' pertencom à figura F, 
as figuras F, F' dizem-se idênticas ou coincidentes (1, II) : 
F = = F ' , F ' = F . 

Cada ponto da figura F coincide com um e só um ponto 
de F', e cada ponto de F' coincide com um só ponto de F: 
se o ponto A coincide com A', e A' coincide com A, B com 
B' e B' com B,. . . , os pontos A e A', B e B', C e C ' . . . 
dizem-se correspondentes sobrepostos. 

DEF. II. — A um par de pontos correspondentes sobre-
postos dâ-.se o nomo de ponto unido, e designa-se com o 
símbolo: (A = A'). 

Se cada uma das figuras F' e F" é idêntica à figura F, as 

duas figuras F' e F" são entre si idênticas; as figuras F, F' F" 
são idênticas e estão sobrepostas: F == F' = F". 

De facto, cada ponto unido (A = A ' ) , . . . de F e F' coincide 
com o ponto A " . , do F", correspondente do ponto A = A ' ' 
de F: os ponto A', A" são (2,3°) idênticos A'==A", e por-
tanto os pares de pontos A' e A", B' e B", C' o C" , . . : são 
pontos unidos, (A' = A7), (B' = B"), (C = C"), etc. e as 
figuras F' e F" são idênticas: F' = F", F" = F'. 

Logo, duas figuras idênticas a uma terceica são entre si 

idênticas, e a proposição anterior pode enunciar-se: Se F' == F, 

F 

F ' 

A, B, C , . . , I, 
A', B ' , C ' , . . . r . 

e, F " = F , é, F ' = F " . 



II. Quando várias figuras F, F', F ! ' , . . . são idênticas ou 
coincidentes F == F' == F" = = . . . , estão sobrepostas, formando 
uma só figura. Kecíprocamente, considera-se toda a figura como 
um grupo de figuras coincidentes, e pode-se conceber (1, n) 
o desdobramento de uma figura em duas ou mais figuras idên-
ticas, como grupos idênticos 011 formados dos mesmos ele-
mentos. 

•m 

6. — As proposições dos n.os 3 e 4 estabelecem a-signi-
ficação de pontos distintos e coincidentes. 

DEF. 1. — Chama-se contacto qualquer ponto ou grupo 
de pontos coincidentes com um ponto dado. Quando o ponto A 
coincide com o ponto B, A o B representam o mesmo ponto 
ou contacto B do ponto A; A e B são idênticos: A ^ B . 

DEF. 11. — Se dois pontos distintos F e P' formam uma 
figura única, individualizada pelos próprios pontos, diz-se 
ligação ou par de pontos e representa-se por : (P,P'). Para 
as ligações estabelece-se o axioma: 

A x i : — Dois pontos P, P' forniam por si próprios a 
figura (P, P'), que se diz a ligação entre P c P ;. 

(P, P') existe, com as propriedades que vamos definh-
em o n.° 9 (def. iv). 

Construção: Dado o par de pontos (P, P'), qualquer 
ponto P" existe em uma das ligações (P",P), (P'', P') com a 
figura (P, P'), e diz-se que está situado nas suas ligações 
com (P, P'); e reciprocamente: (P, P') é situado pelas suas 
ligações (P, P"), (P', P") com P'', concorrentes em o ponto P" 
(e idênticas às dêste ponto com a primeira ligação). 

E assim por deante, para quaisquer pontos distintos P'", 
P I V , . . . 

Admitida a existência de pontos distintos (3, axi.), todos 
os pontos ^ assinados como distintos, e emquanto fõr pos-

sível, formam grupos (P, P') de ligações entre si. E todas 
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as ligações entre estes pontos existem em um grupo ($)) 
a que se dá o nome de espaço geométrico, ao qual per-
tencem (1) todos os pontos e ligações jyossíveis. 

Cor. — Qualquer ponto existe em ligação com outros 

pontos do espaço. 

7. — DEF. I — Toda a figura é individualizada pelas 
ligações interiores entre os seus próprios pontos, e cliama-se 
figura rígida ou invariável, o grupo das suas ligações inte-
riores. 

Por consequência individualiza-se a figura geométrica, 
isolada, abstraindo das ligações (exteriores) dos seus pontos 
com os pontos do espaço (cor.), exteriores à figura. 

Cada ponto de uma figura F está em contacto com um 
ponto do espaço; o grupo Fi de contactos do espaço com os 
pontos da figura F diz-se sitio da figura F; diz-se que a fi-
gura F está situada na parte Fj do espaço, e (5, def. í) é Fj == F. 
Assim por ex., o sítio da figura AF formada pela figura F 
mais um ponto Ai = A em ligação com F é: A| F ( . 

DEF. II — Chama-se estado ou posição do uma figura, ao 
sítio da figura formada pela própria figura e por um ponto 
exterior, em ligação com a figura. 

So Ai Fi ó o estado da figura F, o ponto A = Ai qualquer, 
exterior a F, e em ligação com um dos seus pontos fica per-
tencendo à figura, solidariza se com ela para definir a sua 
posição no espaço geométrico. 

I. 0 estado de uma figura è determinado pela ligação entre 

um só dos seus pontos e qualquer ponto exterior à figura. 

De facto, a ligação (A, P), entre um ponto P da figura e 
o ponto A, é única (6, axi.). 

Cor. — A posição de um ponto P é definida (6, cor.) pela 
ligação do próprio ponto P com um ponto A, distinto de P 
(A^zírP). O estado ou posição de um par de pontos (P, P') é 
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determinado pela ligação entre um dos seus pontos o qualquer 

ponto exterior A. 
II. — Sendo toda a figura rígida, individualizada pela 

solidarização dos seus pontos, as figuras podem solidarizar-se 

por meio de ligações, formando uma única figura, (4, li) de 
posição definida. 

E ó suficiente uma só ligação para cada par de fi-

guras. 

8. — Se em um grupo s de elementos A B 0 D . . . , o ele-
mento B está logo depois do elemento A, B é o seguinte 
de A, C é o seguinte de B,. .. diz-se que o elemento D é 
sucessivo de A,B, C, e B, C, D . . . . são elementos sucessivos 

de A, de tal modo que: se D é sucessivo de B, e B é suces-
sivo de A, o elemento D é ainda sucessivo de A; e o mesmo 
se diz de outros elementos do grupo s. 

Portanto, se um elemento P é sucessivo de L, qualquer 
sucessivo de P é sucessivo de L. 

DEF. I — Os elementos de um grupo s dizem-se ordenados 
na ordem em que são sucessivos se, para dois elementos L 
e P do grupo, P é sucessivo de L e todos os elementos 
sucessivos do P são distintos (2) de L. O grupo ordenado s 
diz-se também sucessão ou série de elementos; e toda a 
sucessão satisfaz a condição de ordem. Por ex., o símbolo: 
(AB C D) denota a sucessão dos elementos na ordem A B C D ; 
e (ABCD) , ( A D C B ) são duas sucessões diferentes de ele-
mentos do mesmo grupo, designam grupos idênticos (1). 

Cor. — Os elementos de uma sucessão são todos distintos 
(def.). 

Duas sucessões de um grupo de elementos dizem-se opostas, 
se o sucessivo P de qualquer elemento L em uma delas tem 
como sucessivo o próprio elemento L na outra sucessão. 
Ex., B ó sucessivo de A em (ABCD) , e A é sucessivo de B 
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em (D C B A), os seus elementos estão em ordens opostas: 
A B C D , D C B A . 

Quando um elemento B é sucessivo de A, e D é sucessivo 
de B, o elemento B está compreendido entre A e D, ou D e A. 
Se o elemento B e sucessivo de A, e os restantes sucessivos 
de A são sucessivos de B, diz-se que A e B são elementos 
consecutivos, e B é consecutivo de A. É suficiente que todos 
os elementos sucessivos de A, compreendidos entre A e o seu 
sucessivo L, sejam B o sucessivos de B, para A e B serem 
consecutivos. 

Entre dois elementos consecutivos não há elementos da 
sucessão. 

DEF. II. —Uma sucessão Ó ilimitada, se qualquer dos seus 
elementos tem um sucessivo, e todo o elemento é sucessivo 
de outro elemento. Diz-se sucessão limitada a parte (1) de 
uma série ilimitada. 

Distingue-se duas espécies de sucessões limitadas: 
l . a —por v.m só elemento: 1) Na sucessão ilimitada 

N O P Q S U X . . de que a sucessão limitada (O P Q S U . . . 
é parte, existe um par de elementos (N, O) tal que, um só 
dêstes elementos O pertence à série limitada e é sucessivo 
de elementos pertencentes somente à sucessão ilimitada. . . 
N O P Q S U . . . : por consequência, há na sucessão limitada 
(O P Q S U. . .,) um único elemento O, de que todos os outros 
são sucessivos, e diz-se primeiro elemento ou origem da su-
cessão ( O P S U X . . . ; e todo o sucessivo de qualquer ele-
mento é um elemento da sucessão limitada: 

O primeiro sucessivo do primeiro elomento diz-se segundo; 
o elemento consecutivo do segundo diz-se terceiro; o seu 
consecutivo diz-se quarto; e assim por deante, os diversos 
sucessivos teem nomes distintos. 

2) Em a sucessão limitada. . NO P S U ) existe um único 
elemento, U, que é sucessivo de todos os outros, e se diz o 
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último elemento (ou extremo) da sucessão: qualquer elemento 

ó sucessivo de outro elemento da sucessão limitada (por um 

último). 

2 . a — Por dois elementos: Na sucessão i l imitada. . . 

N O P S U X . . . , os dois pares de elementos (N, O) e (U, X) 

definem os dois elementos O e U que limitam (1, (2 a su-

cessão (O P Q S U); o primeiro O e o último U dizem-se 

extremos de (O P Q S U). 

Pôsto isto, uma sucessão diz-se limitada por um elemento: 

1) se tem um 1.° elemento, e todo o elemento tem um su-

cessivo ; 2) se tem um último elemento, e todo o elemento 

da sucessão é sucessivo de outro. 

Uma sucessão que tem um primeiro e um último elemento, 

diz-se limitado por dois elementos; o 1.° é a origem, e o último 

a extremidade. 

Parte de uma sucessão limitada é ainda limitada. 

DEF. III.—Diz-se elemento interior de uma sucessão, 

o que está compreendido entre dois elementos quaisquer da 

sucessão: qualquer elemento de uma sucessão ilimitada é 

interior. Os elementos de uma sucessão limitada, distintos 

dos extremos, são interiores, e estão compreendidos entre 

os extremos (fronteiras) da sucessão. 

I I . — Toda a sucessão ou série de elementos é definida 

pela ordem dos seus elementos. Em duas sucessões opostas 

de objectos ou elementos quaisquer, estes elementos existem 

em duas ordens ou sentidos opostos (def.) em que se sucedem, 

respectivamente; cada uma destas ordens ou sentidos expri-

me-se de uma forma necessária, dizendo de dois elementos 

quaisquer P, S: se o elemento S é sucessivo do P na I.a , S 

tem um sucessivo P (ou P é sucessivo de S) na sucessão 

oposta. 

Os elementos das sucessões podem ser quaisquer objectos, 

figuras, pontos, etc. 
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2. 

Movimento geométr ico 

9. — As figuras existem no espaço em estados definidos, 

e as ligações entre elas (7) formam relações ou grupos de 

figuras. Como vimos anteriormente, duas figuras rígidas, ou 

são idênticas (coincidentes), ou distintas e exteriores uma a 

outra (4, 5); e aos seus estados correspondem relações 

idênticas. 

Admite-se o seguinte: 

Axioma (lo movimento: — Duas figuras idênticas 
podem tornar-se exteriores uma a outra. E se duas li-

gações coincidentes de um ponto unido (das figuras coinci-

dentes) com um ponto exterior se tornam distintas, todos OS 

pares dc ligações entre cada contacto das figuras e algum 

ponto exterior, tornam-se distintos. 

DEF. I. — Esta possibilidade e o facto geométrico de-

corrente chama-se movimento, e a sua significação expri-

me-se atribuindo às figuras as seguintes propriedades: 

Sejam | U P dois pontos coincidentes, formando o con-

II 
Fig. 1 
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tacto = o ponto existe no sítio P, está situada em P, 
e diz-se fixo em P ou em repouso. 

1.a Se o ponto se torna distinto do ponto fixo P, o 
vai coincidir com o ponto distinto de P, o seu estado 
é D'ÇV (fig. 1) e diz-se que o ponto P se move ou ó móvel: 

P , P ' , P ' , . . sâo os sítios sucessivos de P, que variou de 
posição no espaço, e 

são as formas distintas do ponto móvel Ç). 
O ponto P, fixo, é distinto do ponto tornado móvel, 

e assim o repouso ó ainda uma forma de movimento geo-
métrico. 

Qualquer ponto existe em virtude de ligações (6, cor.) 
As ligações idênticas (D, Ç)) == (O, P) tornam-se distintas, 

pelo movimento dos pares de pontos D, f e 0 , P solidari-
zados entre si: 

D E F . II. — Se: 

<oy, o " D " , . . . 

são os estados (7) sucessivos do ponto movei P, diz-se que 
a sua posição ou estado é variável. 

O ponto movei desta maneira, variou do sítio e de 
posição, e o mesmo sucede (fig. 1, i) à ligação móvel (D, 

2.a Se a ligação ou par de pontos (D, $)) se move com o 
ponto ÍD em contacto em o ponto fixo O, o ponto é móvel (axi.) 
com (D, e 

m r s , ( o = D ) , 

são os estados sucessivos (fig. 1, II) do ponto móvel £>, de sítio 
invariável O. 

DEF. III. — Um ponto £>, movei em contacto com um 
ponto fixo O no espaço, diz-se centro ou ponto singular. 

3.a Sejam (P, Pi) e ($), ^V) dois pares de pontos idên-
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ticos: (P, P t) = 0P, As ligações coincidentes (>}}, D), (P, O) 
tornam-se exteriores uma a outra, e s}) D, sP'i £>' , . . . são 
os estados de (>)), : o par de pontos ($), ) move-se (fig. 2, i), 
variando de sítio o de estado. 

E se os pares de pontos e (P, Pi) estão em con-

tacto, tem os seus pontos singulares P = $), Pi = 
P P , O, D' D",. . . são os sucessivos estados (fig. 2, n) 
do par de pontos Ç>i), móvel (2.°) com os seus pontos 
singulares $))[. 

DEF. IV. — Uma ligação ou par de pontos singular, clia-
ma-se eixo. 

II. — Um ponto move-se, ou é móvel, quando varia de 
estado. 

Os pontos móveis da l . a espécie são pontos ordinários; 

a sucessão de estados do ponto, naquele movimento definido, 
resulta da sua variação de sítio. A locução formas de um 
ponto móvel dá-se a significação: figuras idênticas ou coin-
cidentes com o ponto móvel; as formas de um ponto e 
os seus sítios, são coincidentes em cada estado do ponto 
móvel. 

DEF. v. — Diz-se ponto variável X uma sucessão de 
formas Xi,Xj!, X3,. . . do ponto móvel X, e indica-se qual-
quer destas formas por X. 

Fig. 2 
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10. — Consideremos as figuras coincidentes F = ?ç: se 
duas ligações coincidentes de um ponto unido (5) com um 
ponto exterior às figuras, se tornam distintas, do axioma do 
movimento resulta que: 

1.° ou todos os pontos de 5 se tornam distintos dos seus 
correspondentes om F, variando os seus contactos com (9,1° ) 
os pontos do espaço; 

2." ou, sómente alguns pontos de § se tornam distintos 
dos seus pontos correspondentes em F, e os restantes pontos 
de § movem-se em contacto com os seus correspondentes, 
como pontos singulares (9,2° ) da figura 

A figura <5 é móvel, varia de posição com os seus pontos. 
I. — Fé uma figura idêntica ao sítio da figura g, e toda 

a figura tem sempre (5, II) uma figura idêntica F = S, EM 
coincidência com a própria figura. 

COR. 1. Portanto, toda a figura pode mover-se (9, axi.), 
e qualquer dos seus pontos pode passar por um dado ponto 
do espaço. 

COR. 2. — Se um ponto de uma figura (ou jinvariável-
mente ligado (7, n) à figura) se move, todos os seus pontos 
se movem, e a figura varia de estado. 

Logo, a figura móvel tem todos os seus pontos móveis. 

Estas proposições são consequências imediatas do axioma 
do movimento das figuras. 

Para o estado de uma figura só é possível um dos dois 
factos seguintes: a figura é fixa, tem a sua posição invariável 

no espaço; a figura è móvel ou varia de estado. Com estas 
locuções exprime-se que toda a figura existe necessariamente 
em um só estado, pois que o movimento resulta da variação 
(9, i) do primeiro estado da figura. E qualquer ponto está 
em um só dos estados seguintes: 1) fixo ou em repouso; 

2) variável ou em movimento. 
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II. — Se uma figura tem um ponto fixo, todos os seus 

pontos são fixos (7, i), e a figura diz-se fixa ou em repouso 

no espaço. 

E de todo evidente que, se a figura tem um ponto A fixo, 
êste ponto torna-se (9, axi.) necessáriamente móvel logo que 
a figura se mova; e a figura move-se quando o ponto A 
varie (10, ii) do estado. 

Toda a figura que tem um ponto fixo, é fixa no espaço. 

11. — DEK. I —A sucessão . . . de formas corres-

pondentes a todos os estados de um ponto ou figura móvel, 

diz-se caminho geométrico. A ordem ou sentido do movi-
mento define-se por uma forma e uma sucessiva, como 
ou 9) ÇV''. As formas do caminho são distintas (8). 

Quando uma figura tem uma primeira posição P0 — inicial, 

na qual estava em repouso, e uma ultima posição P, que se 
diz final, qualquer caminho limitado pelas posições extremas 
P , e P chama-se deslocamento; diz-se que a figura se trans-
porta ou desloca de P0 para P, e o movimento gera ou des-

creve o caminho da figura. 
O caminho de uma figura móvel é formado pelo grupo 

de caminhos, gerados pelos pontos da figura. As proprie-
dades dos caminhos do ponto móvel, extendem-se portanto 
aos do uma figura. 

O caminho de um ponto diz-se primitivo ou reduzido, 

porque todos os pontos do caminho são distintos (def.) Se 
duas formas de um ponto móvel M se interceptam em um 
ponto E, o ponto M passa duas ou mais vezes pelo ponto E 
do espaço, E diz-se ponto especial ou múltiplo, e ó origem 
de novo caminho (primitivo). 

As formas de um ponto ou figura, correspondentes a um 
ponto especial E, são formas especiais. 

E todo o ponto gera; 1) uma sucessão de caminhos, li-
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gados entre si pelos pontos especiais; 2) um só caminho pri-
mitivo, quando não tem formas especiais no seu movimento. 

Por convenção, diz-se que as formas especiais, que se 
interceptam em cada ponto E, são distintas: 

DEF. I' — Diz-se ainda caminho geométrico, a sucessão 
(le formas, especiais e ordinárias, correspondentes a todos 
os estados de um ponto ou fígura móvel. 

I. —Portanto, para as duas espécies de movimento de um 
ponto, definidas no n.° 9, l .a , 2 . a ; pode-se aíirmar: qualquer 
ponto móvel 1) gera um caminho, variando de sítio; 2) ou, 
ó singular, e existe algum ponto, invariavelmente ligado ao 
ponto singular, que géra um caminho. 

12. — Ao enunciado 2.° do n.° 10 correspondem as 

espécies de movimento seguintes: 
1.a Toda a figura móvel que tem um só ponto singular D, 

gira em redor do ponto singular ou centro de giração. 

2.a Se uma figura móvel tem uma ligação singular 

(A, B) == (SI, 18), todos os seus pontos (e os exteriores em 
ligação rígida com a figura) movem-se (9), e diz-se que a 
figura gira em torno do eixo (A, B). 

3.a Se existe alguma figura que tenha todos os seus 
pontos singulares (Cf., n.° 22), diz-se que gira em torno de 
dois quaisquer dos seus pontos. 

Por consequência, nas condições do enunciado 1.° do n.° 10, 
pode suceder: 

I . — S e existem dois pontos singulares 51, S?, exteriores e 

em ligação rígida com a figura, esta tem o movimento da 
espécie 2.a, a figura gira em torno do eixo (A, B). 

I I . — Se uma figura F tem um só ponto singular St, e 

existe algum ponto í8 exterior a F, tal que a ligação (?[, 3?) 
seja singular, a figura F move-se ainda em torno do eixo (A, B): 
F tem o movimento da 2.a espécie. 
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13. — DEF. I.— Diz-se rotação, o movimento e o caminho 
de toda a figura móvel em tôrno do um ou dois pontos sin 
guiares. Estes poutos podem ser exteriores (i, n), em ligação 
invariável com a figura (7, n). 

A rotação dá-se em redor de um centro ÍD de (jiração (l.a), 
ou em tôrno (2.a) de um eixo de rotação (A, B). 

Todo o ponto singular (centro) £> considera-se sempre em 
ligação invariável com uma figura, e todos os seus estados 
participam (9, 2.a) das variações de estado da figura, isto é, 
um ponto singular move-se com uma figura. 

DEF. II. — Quando a figura móvel F tem, em cada um 
dos seus estados, alguns pontos em contacto com certos 
pontos A ,B ,C , D , . . . de outra figura R, diz-se que a fi-
gura F passa pelos pontos A, B, C, D , . . . que fazem parte 
do caminho da figura móvel F . A figura R ( A B C D . . . ) 

a que pertencem os pontos A,B, C, D , . . . (de escorrega-
mento), diz se figura de resTalamento ou escorregamento 
de F . 

Nota: Há, em geral, duas formas distintas de movi-
mento : 

I. Movimento de rotação; 
II. Movimento de translação. — Uma figura está ani-

mada dêste movimento, se todos os seus pontos e os exte-
riores em ligação rígida com a figura goram caminhos, isto é, 
se deslocam: portanto, não existe na figura móvel, nem em 
quaisquer figuras com ela solidarizadas, ponto algum singular. 

Figuras congruentes 

14. — Quando uma figura rígida se move, os contactos 
dos seus ponlos com o espaço e o seu estado variam; e, 

2 
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para as ligações interiores (7, def. i) das diversas formas da 
figura móvel, estabelece-se o seguinte: 

Axioma (la mobilidade (da congruência das figuras): 
1) Todos os pontos distintos podem tornar-sc idênticos. 
2) Duas figuras distintas, que eram idênticas, podem 

tornar a coincidir, qualquer que seja o caminho por elas 
seguido para voltarem ao mesmo estado. 

DEF. I. — As figuras que gozam desta propriedade di-
zem-se congruentes: todos os pontos sâo congruentes. 

Por consequência, as ligações entre os pontos do uma 
figura rígida (intoriores) sÊlo «invariáveis» ou congruentes em 
todos os estados da figura móvel, e individualizam a figura, 
pois que existe sempre uma figura idêntica (10, n) à figura 
dada, de modo que: 

I. As formas de uma figura móvel não dependem da sua 
posição; duas figuras congruentes, não sobrepostas, só diferem 
pelas suas posições. 

I I . Toda a figura pode mover-se livremente, isto é, des-
crevendo quaisquer caminhos, ficando congruente a si própria 
(auto-congruonte). Esta propriedade é uma consequência 
imediata do axioma e da prop. i do n.° 10. 

Uma figura em repouso é necessáriamente rígida (10, li), 
e diz-se ainda invariável ou congruente quando se move; é 
deforma invariável, ou indeformável pelo movimento. 

Por consequência, resulta uma propriedade importante 
do movimento das figuras congruentes: 

COE. 1. — Uma figura pode sempre voltar a qualquer das 
suas posições ou estados do espaço. 

COR. 2. — E, duas figuras idênticas, coincidem uma vez, 
e coincidem sempre, em qualquer posição no espaço. 

A coincidência do duas figuras congruentes e a determi-
nação do estado de uma figura invariável, realizam-se sempre 
que se verifique certas condições. 
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OBS. — A noção de congruência ou rigidez das figuras 
(sólidos geométricos) não se aplica à rigidez dos corpos ma-
teriais. De facto, se tomarmos um moldo (de fundição por 
ex.) e um modelo quo o reproduz em uma substância do 
diferente coeficiente de dilatação, o molde e o seu modêlo 
não voltam a coincidir, se a temperatura o quaisquer condições 
do meio toem variado. E, deslocando-os em estado de coin-
cidência através de meios diferentes, ou fazendo variar as 
condições do ambiente (cor. 2), deixam de coincidir, produ-
zindo-se deformação nesses corpos. E o que sucede 110 facto 
familiar da solidificação da água contida num vaso, dando-se 
a fractura produzida pela dilatação do gelo contido, nas 
mais baixas temperaturas em que o fenómeno se realiza. 

DEF. 11. — Diz-se figura variável uma sucessão de figu-
ras f , f , f ' , . . . que resultam da variação das ligações (inte-
riores) do uma figura primitiva F. Essas variações são pro-
duzidas, por ex., pelo movimento do parte, sómente (9, axi.), 
da figura F. 

Diz-se que a figura F varia de forma, e portanto (7) de 
posição, passando pelas formas sucessivas f , f , f ' , . . . (defor-
mação). 

Os corpos materiais são figuras variáveis. 

15. — Se duas figuras distintas § e F podem realizar a 
coincidência definida em o n.° 5, tornando-se idênticas pelo 
movimento, § e F dizem-se congruentes (def.); e são ainda 
congruontes quando estão em coincidência (14, cor. 2). 

I. Quando uma figura F se pode sobrepor a uma figura 
de modo quo o ponto X de F coincida com um só ponto í 
de 6 este ponto í coincida sómente com o ponto X de F, 
e se esta condição se verifica para todos os pontos de S e F, 
as figuras tornam-se idênticas: F = $, e S = F: Os pontos 

(I, X) correspondentes por contacto ou pontos unidos (í = X) 
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das figuras F e g, dizem-se ainda correspondentes (por 
congruência) quando as figuras se tornam distintas. 

II . — As formas de congruência das figuras exprimem-se 
pelas 3 proposições ou princípios de congruência: 

1) É F = F (princ. de identidade). 

2 ) Se: g ^ F , ó : F ^ g (princ. reflexo). 
3) Se: F = g, e, = g (ou, J a F ) , é: F = F' (princ. 

transitivo). 

quo se enunciam: 1) Toda afigura é auto congruente (14, it); 
2) Se a figura g ê congruente com F, é F congruente com 
as figuras S e F são entre si congruentes; 3) Duas figuras 
congruentes com uma terceira, são congruentes entre si (5). 

Distância 

16. — Os pares da pontos (91, 33) e (A, B) são congruentes 

( « , 3 B ) « ( A , B ) , (1) 

quando se tornam idênticos, pela coincidência dos pontos 
correspondentes 9Í, A e 58, B, sobrepondo-se portanto as 
figuras (14, 15, def.) 

E esta coincidência dá-se ainda, so um ponto D (9, 3.a) 
ligado a ( 91, 33) se movo com o eixo (91, 33) em tôrno da (A, B): 
a coincidência dos pares de pontos (91, 33) e (A, B) sobrepostos, 
mantem-se invariável no movimento de rotação (C. Axi. da 
recta, n.° 23). 

1.a A coincidência pode realizar so movendo (9Í, 33) em 
redor do ponto unido (9( ss A) até 33 coincidir com B (10, cor. 1, 
14, cor. 1), do modo quo A coincide com 91, e B com 33. 

2.* Se o ponto singular 3? coincidir com A, a giraçito do 
par do pontos (91, 33) em redor de (A = 33) pode ( C . . . . ) 
conduzir o ponto 91 a coincidir com B e portanto, os pares 
de pontos (A, B) e (33, 9() com os pontos unidos (A = S?) e 
(B = 21), são a!nda congruentes: (A, B) 33 (33, 91). 
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I. —Logo, (1) o (15, 3), é 

( a , ( » , « ) , ( io 

o par do pontos (St, 58) é congruente com o seu oposto (3?,.SÍ). 
E todos os pares de pontos idênticos são congruentes das 

duas maneiras: (1) e (1'). 
Por consequência, as propriedades de congruência dos 

pares de pontos são: 
1) Se, (A, B) = (C\ D), o, ( C , D ) ^ ( E , F ) , é: (A,B) = (E,F). 
2) (A, B) = (B, A). 
3) Dois pares de pontos são congruentes por rotação. 
DEF.—A figura invariável de um par de pontos (A,B) 

diz-se distância de A a B. Se (A, B) o (A', B') são con-
gruentes, isso significa que os pares de pontos A, B e A', B' 
estão à mesma distância (19). 

A distância deuota-se também com o símbolo: AB. 

§ 3. 

Da igualdade. Figuras iguais 

17. — O b s . — O fac to es tabelec ido nas proposições dos u . 0 ' 6, 15, i, 

— de duas f iguras congruentes se tornarem idênticas, quando os seus 

pontos correspondentes de contacto se tornam unidos, é uma propr iedade 

das figuras congruentes , que se a l r ibue ao conceito de movimento. 

Se entre os elementos de dois grupos (ABC.. .)e (A'B'C'...) 
existem relações de dois elementos (A e A'), (B o B'j, (C e C'), •.. 
um do cada grupo, tais que o movimento ou outro conceito 
possa distinguir uma parte ou propriedade comum aos pares 
de elementos A e A', B e B', .. ou se um certo atributo 
ou propriedade comum a A e A1, existe ainda entre os elo-
montos B e B', C o C , . . . significa-se essas relações dizendo 
que os elementos dos dois grupos se correspondem segundo 
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tal propriedade ou atributo (definido), e os elementos A e A', 
B e B ' , . . . dizom-se correspondentes entre si. 

Dois grupos de elementos entro si correspondentes, dizem-se 
grupos correspondentes. 

DEF. I. — Se em dois grupos s e s1, a todo o elemento X 
do primeiro grupo correspondente um só elemento X' do 
segundo, e ao elemento X' do segundo grupo corresponde 
um único elemento X do primeiro, a correspondência entre 
os dois grupos diz-se biunívoca. 

I. — Dois grupos formados de elementos correspondentes 
de dois grupos s, s' em correspondência biunívoca, são grupos 
em. correspondência biunívoca, como partes correspondentes 
dos grupos s, s'. 

As partes correspondentes de dois grupos s, s', são grupos 
em correspondência biunívoca. 

Sondo os elementos de cada grupo, distintos, dois grupos 
em correspondência biunívoca são representados (8) por 
sucessões que se dizem correspondentes entre si; e duas 
sucessões correspondentes denotam grupos em correspon-
dência biunívoca. 

Pode-se dispor os elementos de grupos em correspondência 
biunívoca em qualquer ordem. 

DEF. II. — Se os elementos consecutivos do elementos 
correspondentes, são correspondentes, diz-se que a corres-
pondência entre as duas sucessões é da mesma ordem. 

Em geral se a um elemento qnalquor S sucessivo de P, 
correspondi; um só elemento S\ que ó sucessivo do elemento 
P' correspondente de P na outra sucessão, as (luas sucessões 
correspondem-se (n.° 8, def.) na mesma ordem; e a cor-
respondência entre os dois grupos que as sucessões repre-
sentam, é biunívoca e da mesma ordem. 

Ex. 1). Se jam as sucessões ( A B C D ) e ( A ' B ' C ' D ' ) da mesma 

ordem: As sucessões opostos (A B C I ) D' C' B' A ' ) e (A' B' C D' D C B A) 



são correspondentes na mesma ordem. De facto, as sucessões opostas 

são correspondentes (biunívocamente), por definição (n.° 8 ) : ao ele-

mento B sucessivo de A, corresponde o elemento B' sucessivo de A' na 

segunda sucessão, e ao e lemento A' consecutivo de B', corresponde o 

elemento A consecutivo de B, e o mesmo se dá com os outros elementos: 

se os consecutivos B e B' dos elementos A e A' são correspondentes. B 

e B' terão consecutivos correspondentes (def. ir), e com efeito esses ele-

mentos B' e B teem como consecutivos os elementos A' e A, que se 

definiu como correspondentes . 

2) As sucessões opostas ( A B C D C ' B ' D ' A') e ( A ' D ' B ' C D U B A) 

são correspondentes na mesma ordem. Com efeito, se A e A' são cor-

respondentes , os elementos seus consecutivos B e D' são correspondentes , 

e teem (def. n) consecutivos cor respondentes ; de facto A e A' são seus 

consecutivos, r e spec t ivamente na segunda e pr imeira sucessão, e os 

outros, C' e B', consecutivos de B e D', teem estes mesmos elementos 

como consecutivos na 2.a e 1." sucessão, respect ivamente , e B e D' teem 

os consecutivos A e A', que se definiu como correspondentes. E o 

mesmo se verifica para os outros elementos. 

Qualquer que seja a notação, duas sucessões opostas 

(A B G D) o (D C B A) são correspondentes na mesma ordem, 

pois que a cada par de elementos consecutivos de uma, 

correspondem êsses mesmos elementos consecutivos (em 

oposição) na sucessão oposta. 

COR. I . — P o r consequência, duas sucessões opostas são 

correspondentes na mesma ordem. As distâncias AB e BA 

(16) são dois pares de pontos opostos, que se correspondem 

na mosma ordem. 

COK. 2. - Se as sucessões ( A B C D . . . ) , ( A ' B ' C ' D ' . . . ) são 

correspondentes na mesma ordem, as sucessões opostas 

( . - . . D C B A ) , ( . . D ' C ' B ' A ' ) correspondem-se ainda na mesma 

ordem. 

Pois que os elementos B, B' consecutivos dos elementos 

correspondentes A, A' são, por hipótese, correspondentes 

(def. II) nas sucessões (A B C D . . . ) , (A' B' C' D\ ..), e teem (8) 
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como consecutivos êstes mesmos elementos A, A' mas sucessões 
( . . . D C B A ) , ( . . .D' C'B' A'), opostas àquelas. 

I ' .—Duas sucessões formadas do elementos que se cor-
respondem (i) em duas sucessões s, s' correspondentes (na 
mesma ordem ou om ordens diferentes), sito entre si corres-
pondentes, como partes correspondentes de s e s'. 

II. — Duas sucessões correspondentes na mesma ordem 
com uma terceira, correspondem-se na mesma ordem entre si. 

Pois que, denotando osta correspondência entre s e s'"polo 
símbolo: sg s 1 , existe identidade de relações ou conceitos 
que definem a correspondência entre as sucessões s e s', s e s", 
e portanto (n.° 15, (3), 

se É : e, sqs", Ó: s' QS". 

18. —Duas figuras F, F' dizem-se correspondentes, se sito 
formadas por dois grupos de pontos em correspondência 
biunívoca, isto é, se a cada ponto X do uma corresponde 
um só ponto X' da outra figura, e ao ponto X' da segunda 
correspondo o ponto X da primeira. 

COR. 1. — Por consequência, so o ponto X é correspon-
dente de X', e Y é correspondente de Y', os pares de pontos 
(X, Y), ( X ' Y ' ) dizem-se correspondentes, por serem formados 
de pontos correspondentes de F e F' (17, i, i'): a cada par 
de pontos (X, Y) de uma figura F corresponde um só par de 
pontos (X', Y'j na outra figura F', e reciprocamente. 

Cou. 2 . — E m geral, duas figuras formadas, de pontos 
que se correspondem biunívocamonte em duas figuras F, F' 
correspondentes (a que pertencem), sito entre si correspon-
dentes (17, i, i'); sito partes correspondentes das figuras F e F\ 

As proposições enunciadas sôbre correspondência de 
sucessões ou grupos biunívocos de elementos quaisquer 
extendem-se à correspondência de pontos, figuras, etc. 



19 — Dois pares de pontos congruentes (A, B) = (A', B'), 
dizem-se iguais entre si (16). Todos os pontos sito (14) 
iguais. 

DEF. I. —Diz-se que duas figuras F o F' teem entro si 
correspondência de igualdade, se os seus pares de pontos 
correspondentes são iguais, cada um a cada um : 

COR. — A correspondência de igualdade existe: 1) se a 
todo o ponto X de uma figura F corresponde um só ponto X' 
da outra F', e (18, cor. 1) a todo o par do potos (X, Y) de F 
corresponde um só par (X' Y') do pontos de F ' ; 2) se todo 
o par do pontos (X, Y) da figura F é igual ao seu corres-
pondentes (X ' ,Y) na outra figura F ' : (X'Y') = (X ,Y) . 

A existência da igualdade do duas figuras contêm implí-
cita 1) a correspondência biunívoca, o 2) a ignaldade dos 
pares de pontos correspondentes. Quando uma figura F' é 
igual a uma parte do outra F, F' e F são desiguais. 

Entre duas figuras quaisquer só é possível um de dois 
factos seguintes, cada um dos quais se exprime: 

1.° — as figuras são iguais entre si (correspondência do 
igualdade), o indica-se pelo símbolo : = , F = F', o F' = F. 

2."—as figuras são desiguais, e donota-se com o símbolo : 

Assim por ex., duas figuras congruentes, ou idênticas (15), 
são iguais por sobreposição. 

I.—Duas figuras correspondentes em figuras iguais, são 
iguais entre si (17 i, i'). Os* pontos o partes correspondentes 
em figuras iguais, dizem-se homólogos entre si. 

Se as figuras Fe í" são iguais, a correspondência dos 
seus pontos é de igualdade; seja / uma figura pertencente 
a F e f pertencente a F'. Se as figuras f e f são corres-
pondentes por serem formados de pontos correspondentes 
das figuras iguais F e F', 6 evidente que essa correspon-
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dência d e / e / ' ó a que define a igualdade F = F' das figuras 
F e F ' , 0 portanto as suas partes correspondentes f e /' sito 
iguais: f — f ' . 

I I . — Toda a figura ê igual a si própria. Duas figuras 
F e F' são iguais entre si, isto é: se F = F', é F' = F. Duas 
figuras iguais a uma terceira, são iguais entre si. 

Sejam: F' = F, F' = F. So as figuras F' e F" são iguais 
à figura F, aos pontos A ' B ' C ' D ' . . . de F' correspondem na 
mesma ordem os pontos A, B, C . . . de F, e a estes corres-
pondem os pontos A", B", C" , . . . de F", a cada ponto X' de 
F', correspondente de um ponto X de F, correspondente 
um só ponto X ' de F", correspondente de X, e isto significa 
que as duas figuras F' e F" são correspondentes (18). E 
sendo, por definição de igualdade (def. i), (A', B') = (A, B) , . . . 
( X ' , Y ) = (X,Y), e (A" B") = (A, B), (A", C") = (A, C) . . . . 
(X", Y") = (X, Y), resulta (16, 1) que (A", Bv) = (A', B'), 
(A", C") = (A', C'), • •. (X", Y") = (X', Y'), e portanto as figu-
ras F' e F" são iguais : F' = F " . 

As três proposições são as leis de igualdade, e como no 
n.° 15, enunciam-se. 

1) É, F = F. 

2) Se, F = F', é : F' = F. 
3) Se, F' = F, e, F" = F, é : F' = F". 
As duas preposições 1) e 2) exprimem as condições 

essenciais da igualdade. E reciprocamente, 1) e 2) dedu-
zem-se da 3.a proposição, sómente quando esta estabelece a 
relação de igualdade com a significação definida nas primeiras, 
isto é, se toda a propriedade de F' e de F" é também 
propriedade de F, é F' = F", e F" - F'. 
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§ 4. 

Continuidade das linhas. Axioma 

20. — Chama se figura pontual, um grupo de pontos 
distintos e isolados, tal que (8) em uma sucessão dos seus 
pontos, existem pontos consecutivos. Qualquer ponto ó 
consecutivo de (ou teem como consecutivo) outro ponto, e 
entre dois pontos consecutivos não existe ponto algum do 
pontual. 

A idea primitiva de figura ou forma geométrica, como 
nm grupo de pontos, é a consequência do axioma fundamental 
de existência (n.° 3), e as figuras resultam por construção 
(n.° 7), de ligações de pontos distintos: são, pois, individua-
lizadas essencialmente como figuras pontuais. 

Nas figuras que vamos definir pelas suas propriedades, 
existem as pontuais que forem explicitamente assinadas sôbre 
elas pelos seus pontos. 

As formas de um ponto móvel (9, l . a , 11) são pontos 
iguais ao próprio ponto (14, 19) (considera-se os pontos 
especiais como distintos dos pontos ordinários com os quais 
coincidam). 

DEF. I. —Diz-se sucessão linear cie pontos ou linha, 
a sucessão de formas de um ponto móvel M, correspon-
dentes a todos os seus estados. A dois pontos M', M" da 
linha, correspondentes a um estado do ponto M o (8) um seu 
sucessivo, dá-se o nome de sentido da linha, e indica-sa 
por M' M". 

Uma linha diz-so primitiva ou reduzida (caminho pri-
mitivo), se não teem pontos especiais; os seus pontos 
estão situados na ordem ou sentido quo a própria su-
cessão define. 



COR. 1. — Toclo o ponto móvel sobre uma linha primitiva, 
passa uma só vez por cada um dos seus pontos, pois é for-
mada do pontos ordinários. 

Duas linhas opostas sito formadas pelos mesmos pontos, 
e teem sentidos opostos (8); é o quo se exprimo pela locução: 
toda a linha tem dois sentidos, um oposto ao outro. 

Uma linha ou sucessão linear do pontos podo ser limitada 
por um ou dois pontos (8), ou ilimitada, e esta diz-se também 
linha indefinida. 

Um raio de luz dá-nos a imagem de uma linha limitada 
por um ponto, o foco luminoso. 

DEF. IÍ.— Toda a sucessão li-
near pertencente a uma linha l e 
do mesmo sentido, diz-se parte (la 
linha l. Região (linear) de uma 
linha l é uma parte da linha l ou 

; da linha oposta, o existente, por-
tanto, sôbre a linha l; chama-se 
segmento linear, a região limitada 
por dois pontos — os extremos do 
segmento (8). 

Os pontos de uma linha indefi-
nida e os pontos de uma linha limi-
tada, distintos dos extremos, são 
pontos interiores da linha. 

DEF. III .—Uma linha diz-se fechada, se as suas extre-
midades coincidem: todo o ponto móvel M sobre uma linha 
fechada c, a partir de um ponto A, volta sempre ao ponto A 
correspondente ao estado final do ponto M, móvel sôbre a 
linha c. 

As linhas indefinidas, e as limitadas quo teem extremos 
distintos, são linhas abertas. 
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21. —Sejam I J K . . . N o N . . . K J I duas pontuais exis-

tentes sobre uma linha g (fig. 3). Se o ponto N é sucessivo 

de I na primeira pontual, todo o ponto X móvel sôbre a 

linha g, desde I até N, encontra todos os sucessivos do I, e 

todo o ponto X' móvel sôbre g desde N até I no sentido 

oposto NI (da segunda pontual), passa pelos pontos da 

região NI da linha g compreendidos entro N e I, o encontra o 

ponto X em algum dos seus estados sôbro g: o ponto X' 

encontra, necessáriamente, o ponto X sôbre a linha g: 

COR.—Por consequência, dois pontos X e X' móveis em 

sentidos opostos sôbre uma região de uma linha g, a partir 

das suas extremidades, encontram-se um um ponto da linha g. 

Estabelece-se então o seguinte: 

Axioma da continuidade: — Entre dois pontos quais-
quer de uma linha, existe algum ponto interior. 

Todas as linhas são coritínuas, gozam da propriodade 

essencial (a continuidade) definida pelo axioma anterior. 

COR. 1 . — E m todo o segmento linear existe pelo menos 

um ponto, distinto dos extremos. 

COR. 2. — Todo o ponto interior I de uma linha aberta 

divide-a em duas partes ou regiões lineares separadas pelo 

pon'o I, uma formada pelos pontos de que I ó sucessivo, a 

outra pelos pontos da linha, sucessivos do ponto I. 

COR. 3. — Em uma linha não existe um primeiro ponto 

nem um último ponto interior. Com efeito, qualquer ponto 

interior I não é o primeiro nem o último ponto da linha, 

porque ontre I e um dos extremos existe (axi.) outro ponto 

interior. 

DEF. I. — Dois segmentos lineares dizem-se consecutivos. 

se pertencem a uma linha o têm um só ponto comum — o 

extremo de um coincidente com um extremo do outro segmento. 



3 4 

Um ponto interior a um segmento divide-o em dois 
segmentos (colineares) consecutivos; dois segmentos tornam-se 
consecutivos (pelo movimento), fazendo coincidir sómente o 
extremo de um com a origem do outro. . 

Duas partes ou duas regiões de uma linha sâo consecu-
tivas, se teem um só ponto comum. 

As linhas dà-se ainda o nome de curvas, e aos segmentos 
lineares, o de arcos. O ponto especial onde se interceptam 
dois ou mais arcos de uma linha, diz-se nodo; por ex,, o 
ponto N (fig. 3) é um nodo da linha g. 

2." Posto isto, atribue-se a um caminho geométrico (11) 
ou sucessão linear de uma figura móvel as seguintes condições 
necessárias (continuidade do movimento): 

1) Existem pontos distintos dos caminhos. 

2) Toda a figura móvel passa de um estado a outro por 
uma sucessão de figuras iguais, tal que: entre dois estados 

da figura, existe sempre (axi.) alguma figura interior ao ca-

minho. 

A primeira proposição é a consequência do axioma do 
ponto (n.° 3), e fundamenta toda a especulação geométrica.. 

Quando uma figura F passa de um estado inicial F0 a 
outro, gerando um caminho (11), todo o ponto A da figura 
descreve um segmento linear; e todos os pontos (não sin-
gulares) da figura geram (9, axi., 10) segmentos lineares: 
ao estado do ponto A, distinto dos extremos do segmento, 
correspondem, para todos os pontos da figura, estados dis-
tintos do estado inicial e final (9, axi.), e êsses pontos são 
interiores aos segmentos gerados pelos pontos da figura 
móvel (axi.). 

Os pontos da figura F, correspondentes .ao estado do 
ponto A, constituem uma figura igual a F e interior ao 
caminho que ela descreve. 

DEF. II. — Chama-se superfície, uma sucessão linear de 
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linhas iguais ou desiguais, ou o caminho de uma linha móvel 
{caminho linear). 

Quando uma superfície é gorada pelo movimento de uma 
linha invariável g, a linha móvel g diz-se geratriz da super-
fície. 

Cada ponto da geratriz descreve uma linha pertencente à 
superfície; e entre duas geratrizes distintas existe (2.°) 
sempre uma geratriz. 



II. 

A linha recta 

22. — DEF. I. — Existe uma sucessão linear de pontos 
2(33 6 . . . chamada linha recta, tal que, se 9133 6 . . . se 
move passando por dois pontos distintos A , B de um seu 
estado A B C . . . , existe sempre um só ponto 6 em coin-
cidência com qualquer ponto C de A B C . . . , e todo o 
ponto de 9133 6 . . . está sôbre A B C . . . , em todos os es-
tados da recta móvel 9133 6. .. 

A recta 5133C... passa sempre por um 3.° ponto C, 
^ por onde passou uma 

vez, em todo o movi-
mento que se definiu. 

•51 ff" linha recta exis-

A tf B~~ c t0' a figura 

Fig.i 9133 6 . . . que vimos 
de definir é uma linha: entre dois estados 9133 6 . . . 21" 33" 6 " . . . 
da recta, correspondentes à passagem de dois dos seus pontos 
6, 6" por C, existe um ponto 6' (def.) em contacto com C, 
compreendido entre 6 e 6" (21, 2.°). E como o ponto C de 
A B C . . . é qualquer, todo o ponto móvel 6 coincide com 
um só ponto de AB C . . ., e portanto A B C . . . é uma linha 
(20, dof. i) gerada por um ponto da recta movei 913? 6 . . . : 
logo, coincidem em todos os seus pontos, A B C . . . e 9133 6 . . . 
são linhas rectas iguais. 
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DEF. i' — Se a recta 9123 6 . . . móvel em contacto com 
dois pontos A, B, passa por um terceiro ponto C, qualquer 
dos seus pontos passa necessariamente (def.) em C; e sendo 
C um ponto qualquer da figura rectilínea A B C . . . , fa-
zendo variar C sôbre A B C . . . , resulta que: a recta 9Í 23 6 . . . 
coincide, em todos os seus estados, com a recta fixa 

A B C . . . Êste movimento é (13, def. 11) um escorrega-

mento, e A B C . . . diz-se recta de escorregamento da 
recta 9158 6 . . . : 

1.a A recta pode escorregar indefinidamente sôbre si 

própria. 

2.a Se o par de pontos (9Í, 58) da recta 3158 6 . . . coin-
cide (16, 2.a) com (B, A), existe ainda (def.) um só ponto da 
recta em coincidência com C, no movimento definido; a recta 
9Í23 6 . . . na posição oposta (20) . . . C B A . . . , coincide com 
a recta A B C , escorregando indefinidamente sôbre ela: Esta 
operação diz-se inversão da recta 9158 6 . . . : 

Logo, a recta 91"58 6 . . . é igual, e congruente por escor-

regamento, à recta oposta . .. 6 58 91: 
Toda a recta é invertivel: 91 23 6 . . . = 6 58 91.. . 
DEF. II. — Se, no movimento da recta 9Í23 6 . . . dois 

pontos 9Í, 23 são singulares (9, 3."), admite-se que qualquer 
ponto 6 = C é também singular na rotação da recta em 
tôrno de (A, B), e portanto todos os pontos da recta (def. i) 
são singulares, e somente os pontos da recta (axioma, n.° 23): 
se a recta gira em tôrno de dois dos seus pontos, todos os 
pontos da recta são singulares. Diz-se que a recta 6 um 
eixo de rotação, quando tem dois pontos singulares: 

3.a Se a recta tem dois pontos singulares, todos os seus 

pontos são singulares (e somente os seus pontos), e a recta 

gira sôbre si própria. 

Por consequência, a recta é igual a si própria, por 

escorregamento, inversão e rotação. 
3 
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Coit. 1 . — A figura móvel, que tem todos os seus pontos 

singulares (12, 3.a), é por definição, uma recta; poisque, 
tendo todos, têm dois pontos singulares, e ê eixo de rotação. 

COR. 2. — Todo o ponto singular P, invariavelmente li-

gado à recta em rotação, pertence e é um ponto da própria 

recta. 

0 ponto P forma com a recta uma figura (7), qne tem 
todos os pontos singulares (cor. 1). 

Admite-se a existência de pontos exteriores à recta 
(3, 21, 2.°), e portanto: 

Cor. 3. — Qualquer ponto exterior a um eixo de rotação, 

e a êle ligado não ê singular; e, reciprocamente, todo o ponto 

não singular, ligado a uma recta em rotação, está fora da recta. 

Mov. de rotação das figuras. 
Cor. 4. — Quando uma figura se move em torno de dois 

dos seus pontos St, (12, 2.a), têm um eixo único, formado 

pelos pontos singulares da figura (cor. 1, 2); e todos os seus 
pontos 9) exteriores à recta S t g i r a m em torno do eixo, des-
crevendo caminhos (fig. 5.) 

4.a Relações entro as linhas rectas. 

Se duas rectas St SB £ . . . , St' SB' S ' . . . , teem três pontos 
coincidentes St = St', S8 = S8', S = K', estas rectas teem sempre 
três pontos comuns em contacto com três pontos fixos A,B, C 
(def. i), em todos os movimentos definidos de escorregamento 
e rotação das rectas em contacto com A, B: há sempre um 3.° 
ponto coincidente das duas rectas, em contacto com o 
ponto C. 

Uma recta pode passar por dois pontos dados (10, cor. 1): 
é sempre possível sobrepor dois pontos de uma recta a outra 
recta, e assim, duas rectas quaisquer podem ter dois pontos 

comuns. 

TEOR. I. — Posto isto, sejam as duas rectas St SB (£, St' SB' 6', 



3 4 

tendo dois pontos comuns St = 3t', 93 = 9?', ligadas entre si 
pelos dois pontos e formando assim (7) uma nova figura. 

Na rotação desta figura em torno de (St, 9?), todo o ponto 
de 213? ® é singular, e todo o ponto de St' 9V K' é também 
singular, (3.a), qualquer ponto K' da recta St'3?' K' existe neces-
sáriamente (cor. 2) sôbre St 9?®, eS sôbre ST 93'®', poisque estes 
pontos pertencem, respectivamente, às duas rectas e à figura 
por elas formadas (fig. 5): 

Os pontos da recta St' 58' ®' existem sôbre St 9? 6, e as 
duas rectas coincidem, formando (cor. 1) uma recta única: 

I. — Logo, se duas rectas teem dois pontos comuns, coin-

cidem, formando uma recta única; e todas as rectas podem 

coincidir. 

Nota a DEF. II. — Analizemos a hipótese do um terceiro 
ponto ® não ser singular na rotação da recta; existiria para 
cada estado da recta móvel, um ponto ®i distinto de Qt ( ® i ^ ® ) 
om contacto com C, e o próprio ponto ® estaria em contacto 
com outro ponto Ci ^C de A B C , e só voltaria a coincidir 
com C em um estado idêntico ao primitivo (14, cor. 1), des-
locando-se de Ct para C: (9?,®) e (35, ®i) coincidem "com 
(B, C), em estados distintos da recta, e todavia (16, 1) não 
são idênticos, a recta é variável ou flexível, na hipótese con-
siderada. 

O axioma da congruência (14) não é satisfeito para 
e as propriedades 3.a e 4.a são a consequência imediata do 
axioma contido na def. II. 

portanto as duas rectas 
coincidem (cor. 1), e ainda 
coincidem, quando uma se 
torna fixa e a outra gira 
em torno de (St, 9?), ou 
resvala sôbre estes pontos 
(def. i): FIG. 5 
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23. —E evidente que há pontos exteriores à recta. 
Atribue-se à linha recta outras propriedades necessárias — 
def. II, 3." e 4.a independentes dos axiomas fundamentais de 
existência, estabelecendo o seguinte: 

Axioma da recta 1: 
1) Existem pontos exteriores à linha recta. 
2) Dois pontos 2Í, 33 e todos os pontos da recta 2Í 33 K 

são singulares: existe uma só recta com dois pontos singu-
lares dados, e dois pontos distintos pertencem a uma recta 

única. 

Toda a recta é determinada por dois quaisquer dos seus 
pontos (i), e denota-se por dois pontos, ou por uma letra 
minuscula: a recta 5(58, a recta r. 

I. — Se a recta AB ' tem o ponto A comum à recta AB 
e o ponto B' exterior à recta AB, todos os pontos de AB' 
distintos de A, são exteriores à recta A B; diz-se que as 
rectas AB, AB' se interceptam (4) no ponto A. 

De facto, se as rectas tivessem outro ponto comum, dis-
tinto do ponto A, coincidiam (Teor. i) e o ponto B' existia 
sôbre a recta A B : Afirma-se, portanto, o seguinte axioma 
(cf., n.° 31): 

Se duas rectas r, r' teem um ponto comum A, e um ponto 

de uma é exterior à outra, as rectas r e r' teem um só ponto 
comum A, interceptam-se no ponto A. 

1 A exis tência de u m a figura tendo todos os seus pontos s ingu la res , 

é uma consequência (3.a cor. 1) des te axioma da recta, e assim só se 

admi t i r i a a proposição do n.° 1"2, 3) como axioma, se negássemos o 

p re sen t e axioma. 

Há duas afirmações d i s t in tas : a exis tência de um p a r de pon tos 

( A , B j s ingular , e a exis tência da rec ta eixo de ro tação ; mas a 1." é um 

axioma necessár io (n.° 6), e ambas es ta r iam impl ic i t amente na 3.» pro« 

posição do n.° 12. 
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Propr iedades dos ralos 

2 4 . — S o um ponto se move sôbre uma recta, passa uma 
só vez por cada um dos seus pontos (20, cor.). 

Chama se sentido da recta 91 2? a própria sucessão 
2123K... dos seus pontos, e denota-se (20, def. i) por 
qualquer ponto 21 e um seu sucessivo 2?, 25,.. .; a ordem 
ou sentido da recta diz-se ainda direcção: o sentido ou 
direcção 2158 da recta. 

l . a .1 recta é dividida por qualquer dos seus pontos em 

duas partes, limitadas por esse ponto. 

O ponto 21 da recta 21 23 divide-a (21, cor. 3) em duas 
partes consecutivas, 
uma Í ' U, a que per-
tencem todos os pontos 
I ' . . . X , , X a , X 3 , 2 í de yt * ĵ T 
que o último 21 é su- ^ 
cessivo, a outra parte 
211 constituída pelos ^ , 

seus sucessivos X j , J Ã 

Xõ,. . . í ; as duas partes F l" '6 

í'|2í e 2 í í são limitadas pelo ponto 21 origem (8, l.a), e dois 
pontos quaisquer, um de cada parte, compreendem o ponto 2(. 

O ponto variável í avizinha-se do ponto 2Í, so Xa é interior 
ao segmento (X( 21), X3 é interior a (Xs 21),... e distancia-se 

do ponto 2t, se X4 é interior a (21X;;), X-, é interior a (21 Xg).. . 
DEF. 1. — Chama-so raio a parte 211 da recta limitada 

por um só ponto 21, e denota-se por: 21 í: Todos os pontos 
de um raio pertencem h mesma parte da recta. 

Os raios 01 , 1 0 , e partes destes raios, são prolonga-

mentos de segmento (0 I), e todo o segmento podo prolon-
gar-se indefinidamente. 
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DEF. II. — V e c t o r St 58, 6 a parte limitada por dois pontos 

distintos St, 58, móvel sôbre a recta no sentido St 58, e de-

nota-se por: St®: se o vector St S? se transporta para St'58', 

o par de pontos (St, 58) fica invariavel (16): (St, 58) = (St', 58') = . . . 

inv. O ponto St é a origem, e 58 a extremidade do vector St 35. 

Dá-se o nome de pontual à figura composta do quaisquer 
pontos A, B, C , . . . de uma mesma recta r, e à própria 
recta r, considerada como a totalidade dos seus pontos 
(pontual regrada). 

A recta ó uma linha ilimitada; distingue-se na recta duas 
espécies de partes e regiões: limitadas por um só ponto (raios), 
e limitadas por dois pontos (vectores e segmentos). Em um 
raio limitado polo ponto O, qualquer ponto interior I divide-o 
em duas partos; e no segmento (A B) ou (B A) limitado pelos 
pontos A, B, qualquer ponto interior I divide-o em dois 
segmentos consecutivos (A I), (IB). O segmento (A B) é a 
região comum aos dois raios AB, B A . . 

Dois raios que pertencem a rectas opostas, dizem-se (20) 
raios opostos. 

Todos os raios e segmentos são divisíveis em duas partes 
consecutivas, por um ponto interior I; um ponto I interior a 
um segmento (A B) determina sôbre a recta dois raios opostos 

TA, TB. 
2.° Em uma recta 3(58 existem sómente dois pontos distintos 

58 , 58', e dois pares de pontos (St, 58), (St, 58') iguais a um par de 

pontos (A, B), e os pontos 58 , 58' compreendem o ponto comum St. 
Fazendo coincidir (A, B) com os pontos St, 58 da recta, 58 

é o único ponto da recta St 58 coincidente com B (22 def. i), o 
invertendo a recta (22. 2.a) em redor do ponto (St = A), existe 
sôbre a outra parte St 58' da recta um um só ponto 58' coincidente 
com B, 

(St, 58) = (A, B) = (St, 58') 5 8 ^ 5 8 ' 
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e estão na ordem 2?' 21 93, pois e 93' pertencem aos raios 
opostos 21 93, 21 93', estão de uma parte e doutra do ponto 21. 

COR. 1. — Sôbre um raio de origem D, existe um só 

ponto 21 tal que (D, 21) é igual ao par de pontos (A, B): 
existe na recta e de um lado do ponto £), um só par de 
pontos (£), 93) com um extremo em D, e igual ao par de 
pontos dado (A, B). 

2 5 . — TEOR. I . — S e dois raios O A , O A ' teem a mesma 

origem e um ponto interior I comum, coincidem em todos os 
seus pontos interiores. 

Os raios O A, O A' existem sôbre a recta 01 (22, 4.a), e 
entre o ponto interior comum I e 

ft — I A X 
a origem O há (21, cor. 1) outros f ^ 
pontos interiores I ' , I" . . . , comuns FÍ=-, I 
aos dois raios. Com efeito, todos os pontos interiores do 
raio O A existem (def. i) na parte O A da recta, e tendo O A' 
um ponto I sôbre O A, todos os pontos interiores do raio O A' 
existem na parte O A da recta, o raio O A' coincido com O A. 

Os pontos interiores I, I ' I " , . . . de O A e O A' são tais 
que os raios 01, 01' , 01" ' , . . . coincidem e definem (20, def. i) 
o mesmo sentido O I. 

COR. — Quando dois raios coincidem, os raios opostos 
tornam-se coincidentes. 

TEOR. II . — Qualquer raio é igual a outro raio. Todas as 

rectas são iguais entre si. 

Sejam r , r ' duas rectas distintas, e O A, O'A' os sentidos 
de r, ?•'. 

Na recta r' e a partir do O' existe um só ponto A' tal 
que (24, cor. 1) (O', A') = (O. A), e se aos pontos A , B , C , . . . 
do raio O A, do r, fizemos corresponder os pontos A', B', C ' , . . . 
do raio Õ'A', de modo que seja ( 0 \ A')=(O, A), (CT, B ' )= (0 , B,) 
(O', C') = (O, C) , . . . a cada ponto X' da parte O' A' de ?•' cor-
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respondente um só ponto X no raio O A de r, e reciproca-

mente. 

Se fizermos coincidir os raios O A, O' A' (teor. i), o ponto 

B coincide com B', C com O , . . . cada par de pontos de O A 

é igual ao par de pontos correspondente de O' A', 

(A, B) = (A', B'), (A, C) = (A C'), . . (O, X) = (O' X ) , 

os pontos das pontuais A, B, C,. .. A', B', C, . . correspon-

dem-se na mesma ordem, e os mios O A, <7 A' são iguais 

(19, def. i). Os raios opostos síio também iguais, e portanto, 

entre duas rectas ?•,)"' pode-se sempre construir uma cor-

respondência de igualdade: todas as rectas são iguais: 

COR. — Toda a figura igual a uma recta Ó uma linha 

recta. 

TEOR. III. — Em uma recta r' existe um segmento igual a 

um segmento de outra recta r (e uma parte do ?•' igual a outra 

parte de r, ou de r'). 

Se nos dois segmentos (A B), (A' B ) das rectas r, r', em 

qne os pares de pontos (A, B) (A', B') são iguais, a cada 

ponto X do raio A B o interior ao segmento (A B) corres-

ponde um só ponto X', interior a (A' B'), tal que (24, cor. 1) 

seja (A, X) = (A', X'), e se Xi ,X ' i , são dois pontos em cor-

respondência biunívoca nos dois raios de r, r' (teor. i), é: 

(X, Xi) = (X', X'i): são portanto iguais os pares de pontos 

(X, Xi), (X', X'i) correspondentes ooi os segmentos (A B), 

(A'B'), e estes (como partes correspondentes (19, 1) das 

rectas r, r') são iguais entre si: (A B) = (A' B'). 

Se (A B) = (A' B'), é (A, B) = (A, B'), por serem pares 

de pontos correspondentes dos segmentos. 

COR. 1.—Sôbre um raio de origem .D, existe um só 

segmento teudo um extremo em £> e igual a um segmento (?[ 58). 

Segmentos iguais: Sendo (A, B) = (A', B'), pode-se construir em os 

segmentos (AB) , (A'B') uma correspondência de pontos na mesma ordem. 
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Se os segmentos (A B) , (A' B') são iguais , a uma sucessão (X) de 

pontos de (A B) corresponde em (A' B') uma sér ie de pontoa (X') na 

mesma ordem, a cada ponto X de (A B) um só ponto X' em (A' B ' ) : 

todo o par de pontos de (A' B') é igual ao seu correspondente em ( A B ) : 

( X ' , X ' l ) = ( X , X 1 ) , 

e as pa r t e s cor respondentes (segmentos, por ex.,) dos dois segmentos , 

são igua i s ent re s i ( c f , 27, Teor . i ) . 

Dos a t r ibu tos da l inha rec ta e do concei to de cor respondência de 

igua ldade (19) resul tam, pois, as propriedades essenciais dos segmentos 

rectil ínios, que se enunciam : 

1) Todo o segmento rect i l ínio é divisível em duas pa r t e s (24, 1.*) 

por um ponto in ter ior . 

2) Exis tem segmentos iguais ent re si (pode-se cons t ru i r ) ; e (16, (1) 

dois gegmentos iguais, a um terceiro, são igua is ent re si. 

3) Todo o segmento é igual ao seu oposto (è iuvertivel, 16, i, 22): 

(A B) = (B A). 

4) Dois segmentos rectilínios, ou são iguais en t re si, ou sào des igua is 

(quando um é igua l a p a r t e do outro) . 

Exercício : 

Des ignando oe segmentos recti l ínios por l e t r a s minuseulas a, b, e , . . . 

podemos a f i r m a r : 

1. E : a = a. 

2. Se : a = 6, é : b = a. 

3. S e : a — b, b —c, è: a — c. 

4. Se : a = b, e, 6 c, è: a J ^ T C. 

Qualquer segmento não é igual a uma sua par te , pois que os pa re s 

de pontos extremos (pelo menos) são des igua i s : se b c e b é igual a 

p a r t e de c, (n.° 2, 1) então a é igual a p a r t e de c; e se c é pa r t e de b, 

c é p a r t e de a : ps segmentos a e c são desiguais (a c). 

5. Mas se : a ^cr b, o, b c, en t re os segmentos a e c exis te uma 

das suas relações (3. 4 . ) : ou a = c, ou a J^ÍT c, e uma exclue a out ra . 

26. DEF. I.—Diz-se que o segmento rectilíneo (91©) 

é maior que o segmento (K £) , so êste é igual a uma parte 

do primeiro: e o segmento rectilíneo ( £ £ ) diz-se menor que 
o segmento rectilíneo (9( 3?). So o segmento (6 D) é igual a 

parte de (9tS8), diz-se: (9158) é maior (>) que (KS>), e ((£3)) 



è menor que «) (9123), e, com os sinais > e <, denota-se 

estas duas expressões, escrevendo respectivamente 

(SI23) > ®), (6 ®) < (3183), 

e qualquer delas significa que (® 3)) é igual a parte de (9123): 

Qualquer segmento é maior que uma sua parte. 

COR. l.—Se (AB)>(CD), e ( C D ) > ( E F ) , é: (AB)>(EF) . 

Com efeito, é (def.) ( E F ) < ( C D ) , e (CD)<(AB) , 

e sendo (E F) igual a (C D) ou igual a parte de (C D), e (C D) 

igual a parte de (AB), logo (E F) é (n.° 2, 1) igual a parte 

de (AB) : (A B) > (E F). 

COR. 1 ' . - S e ( A B ) < ( C D ) , e ( C D ) < ( E F ) , é : ( A B ) < ( E F ) . 

§ 6. 

Operações sôbre s e g m e n t o s 

27 . — Duas partes ou regiões de uma linha recta tornam-se 

consecutivos por escorregamento, fazendo coincidir somente 

um extremo de uma com um extremo da outra (21, def. i): 

se (AB) e (BC) teem um só ponto comum B, (AB) e (BC) 

são segmentos consecutivos na recta A B C , o denota-se ligan-

do-os pelo sinal ^ (que se lê: e): 

(A B) ^ (B C ) = ( A B C) = ( A C) 

Os segmentos (Xi X-j), (X? X3), (X3 X4), . . . da fig. 6 são con-

secutivos. 

DEF. 1.—Adicionar um segmento rectilínio (S9R) a 
outro segmento rectilínio (9JD), significa construir sôbre 

a recta dois segmentos (AB) ^^ (BC) iguais respectivamente 

a (8 2Jt), («»£>). 

O segmento resultante (A C) chama-se soma dos 

segmentos dados ou aditivos (&9Jt), (9t£)). Esta operação 

diz-se adição e denota-se por: 

(2 ffl) + (9Í D) = (A C) 
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O segmento resultante (AC) é único, como vamos de-

monstrar. . 
TEOR. I. — Se o segmento (AB) ê igual ao segmento (A' B') 

e (BC) ê igual a (IVC), e se os pontos A, B, C, A', B', C' 
istão na mesma ordem, o segmento (A C) é igual a (A' C'): 

(AC) = (A'C'). 

Sôbre o raio A B da recta r (fig. 8) existe um só ponto B 

(25, cor. 1) tal que ( A B ) = . 

A K. 
c; 

(A'JB'). Fazendo coincidir os 

segmentos (AB), (A'B') das 

regiões (A B C), (A' B' C') da 

recta, os raios AC, A'C'coin- B' C 

cidem (25, T. i), os pontos C, F l g ' 8 

C coincidem porque, por hipótese, (B C) = (B' C') e A B C , 

A' B' C estão na mesma ordem, e portanto: 

(A C) = (A' C'). 

Se os pontos C, C' são interiores aos raios B A , B'A', a 
sôbreposição destes raios faz coincidir (B C), (B; C'), e 
(A C) = (A'C'): e o mesmo sucede quando A, A' são interiores 
aos segmentos (B C), (B' C ). 

(ABC), (A'B'C') podem pertencer a rectas diferentes r, r' 
(25, T. iii). 

I'. — Reciprocamente: 

Se (AC) = (A'C'), (BC) = (B'C'), (AB) = (A'B'), é: 
A B C == A'B' C', isto é, os pontos A B C , A 'B 'C ' correspon 

dem se na mesma ordem sôbre as rectas r, r'. 
Por consequência, quaisquer que sejam os segmentos 

consecutivos (A B), (B C) iguais aos segmentos dados (2 3JÍ), 
(31 £) , a soma resultante ó sempre a mesma, a operação da 
adição é uniforme. 

Pôsto isto, se (A B) ^ (B C), e (A' B') ^ (B' C'), pondo : 

(S W) = a, (3Í £)) = b, («' 3»') = a', (B' D') = b1, 
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das proposições anteriores deduz-se as propriedades da adição 

de segmentos: 

COR. 1. — Se a = a', e b = b', é: a + b = a' + b': somando 

a segmentos iguais entre si, obtemos somas iguais. 

COR. 2 . — Se a - f b = a' + b', e, a = a', é: b = b ' : se a 

soma de dois segmentos é igual à soma de outros dois segmentos, 

e um aditivo da primeiro é igual a um aditivo da segunda, os 

outros aditivos são iguais entre si. 

TEOR. I I . — E : a-\-b — b-\-a. Esta proposição exprime 

a lei comutativa da adição de segmentos. 

Se (AB) ^ ( B C ) = (A C), tomando sôbre AB os seg-

mentos (A B') = (BC) = ò, e ( B ' C ' ) s ( A B ) = a, os pontos 

C, C' coincidem, poisque invertendo ( A B ' C ) , a coincidência 

de (C' B') e (A B) produz (25, T. i) a coincidência de B' A 

com (BC): é (A C') = (AC). De facto, sendo A B C e C B 1 A 

opostas, são da mesma ordem (17), e portanto (Teor. i): 

(AC') = (AC) , (AB') ^ (B' C') ou b + a = a+b: a soma de 

dois segmentos é única, qualquer que seja a ordem dos seg-

mentos aditivos. 

Ex.: O Cor. 2 pode, portanto, enunciar-se: s e a + è = a'-)-6/
) 

e b — b\ é: a = a'. 

TEOR. III. — (a + 5) + c = a -f (b -f c): lei associativa da 

adição de segmentos. 

Sejam os três segmentos (2 2>i) = a, (9i£)) = è, ,($) £) = 

(C D) = c; sendo 

a -f 6 = (AC), i + c = ( B C ) ^ ( C D ) ^ ( B D j , 

resulta (def.) por adição, 

e, (a + 6) + c == (A C) ^ (C D) = (A D), 

« | ( H c ) = ( A B j ^ ( B D) » (A D), 

e portanto (19, II) é: 

(a• + b) + c = a + (b -f c). 
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Por consequência, a adição de segmentos é comutativa e 
associativa. 

A adição de dois segmentos é um segmento (soma): a 
soma de 3 , 4 , 5 , . . . n segmentos resulta adicionando a soma 
dos dois primeiros com o terceiro, o quarto com a soma 
obtida, e assim sucessivamente, o último segmento n com a 
soma dos (n—1) primeiros segmentos. 

A soma de dois ou mais segmentos é maior que OS 
aditivos: Se um segmento b é igual a parte de a, é o > 5 , e 
o segmento a é a soma de b e da outra parte o? de a, a = b \-x; 

o segmento x é único (cor. 2). Reciprocamente, se a — b-{-x. 

è a^>b, isto é (26, def.) a soma é sempre maior que qualquer 

aditivo : 

TEOR. IV. — Se a > b , existe um segmento x tal que: 

a = b + x; reciprocamente: se a = b- | -x, é: a > b . 
Destas proposições e dos cor. 1 e 2 do Teor. i, deduz-se: 
COR. 1 . —Se, aya', e, b>V é: a + b>a' + b'. 

1'. Se, a < a ' , e, b <b\ é : a + £ < a ' + ò'. 
COR. 2. — S e : A + Ò > A ' - F - I ' , e, a = a' é: b > b'. 

Os corolários anteriores enunciam-se: 

1) Se um segmento é igual ou maior que um segundo segmento, e um 

terceiro segmento é maior que um quarto, a soma do 1° com o 3." é maior 

que a soma do 2.° com o 4." segmeuto. 

2) Se a soma de dois segmentos é maior que a soma de outros dois 

segmentos, e um dos primeiros é igual a um dos segundos aditivos, o outro 

segmento da primeira soma è sempre maior que o outro aditivo da segunda 

soma. 

Exercícios: (Aplicação dos Teoremas para deduzir os corolários 

\ e 2). 

1. Com efeito, seja a = a ' , é (Teor. iv) b—b'-\-x, e por-

tan to (T. i , Cor. 1 ) a - f S = a ' + ( ò ' 4 - i ) = ( a ' J - i ' ) - f ^ e : a + 6> 

a ' - ) - 6 ' . E s e : a > a ' ; 6 > 6 ' , é a = a' + x, b=b'-\-y, donde (T. i, cor. 1), 

a + 6 = (a ' + x) + 6' + y = a ' + V + x + y = (a ' + b') + (» - f y), 6 

a + 6 > a ' + 6'. 
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2. Se a + é > a ' + b\ é : a + 6 = (a ' - f ò') - f x = a ' + (6' + ®), e 

da hipótese a = a' r e su l t a ( T . i, cor. 2) 6 = 4' + e por tan to é, b > ò'. 

Em geral, as proposições demonstradas aplicam-se à 
adição de um número qualquer de segmentos: tendo-se de-
monstrado que são verdadeiras para dois segmentos, e depois 
para três, deduz-se ainda para n, a soma de n segmentos é 
um segmento: A adição de segmentos goza das propriedades 
associativa e comutativa, produz um resultado único: é uma 

operação uniforme. 

28. — DEF. I. — Fazendo coincidir os raios CA, CB, O 
segmento (AB) diz-se diferença entre o maior e o menor 
dos segmentos (AC), (BC): se ( A C ) > ( B C ) , e segmento 
(AB) é único (Teor. iv), 

(A C) = (B C) + (A B) = (A B) + (B C) (1) 

e a diferença (A B) entre (A C) e (B C) denota-se por: 

(AB) = ( A C ) - ( B C ) : (2) 

Subtrair de um segmento (A C) outro segmento menor 
(B C), significa fazer coincidir os raios CA, CB e determinar 
o terceiro segmento (A B), que adicionado ao segundo dá (1) 
uma soma igual ao primeiro (AB). Esta operação chama-se 
subtracção de segmentos. 

Se designarmos o diminuendo (A C) = a, o diminuidor 

( B C ) = 6 , e o 3.° segmento ou diferença (2) por (A B) = a — b, 

resulta (1) que: a=b-Jr(a — b): o diminuendo ó igual à 
soma do diminuidor e da diferença {resto), ou 

(a — b) + b = a, 

adicionando à diferença o segmento diminuidor, resulta o 

segmento diminuendo. 

COE. 1. — E: (A + Ò) — b = a. Subtraindo à soma de dois 

segmentos um dos aditivos, obtem-se o outro. 
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Com eleito, adicionando à diferença (a -f b) —b o dimi-

nuidor b, resulta (def.) o segmento (a + ò), 

a + b = ((a + b) - b) +b, [b = 6,] 

donde (27, T. i, cor. 2): 

(a b) — b — a. 

Assim, dada a soma s = (a + b) de dois segmentos e um 
deles (b), pode-se achar o outro segmento aditivo. 

Das expressões anteriores resulta a identidade: ò-{-
(a-ò) = (a + b)-b. 

TEOR. I. — Se, a = a', e b = b', e se a > b, se rá : a — b — 

a' — b': A diferença de dois segmentos dados é igual à dife-

rença entre dois segmentos respectivamente iguais aos primeiros. 

De facto, sendo a' = a, o a > 6 é (26', cor. 1) a!>6, 
e de 6 = 6 ' resulta: a!>b'\ portanto, é a =(a—b) + b, e a'= 

(a' — b') -(- b', e sendo a = a', a hipótese é equivalente à se-
guinte (19, 3): 

(a-b) +b = (a'-b') + V, b=b', 

logo (27, cor. 2) é: 

a — b = a' — b'. 

COR. 1 — Se subtrairmos a segmentos iguais outros seg-

mentos iguais entre si, resultam diferenças iguais. 
O teorema i é ainda uma consequência imediata da def. I 

e do teorema i do n.° 27, e significa que, como a adição, a 
subtracção de segmentos é uma operação uniforme. 

Por consequência, a diferença entre dois segmentos (2 Tl), 

(31 D) é um segmento único, o ó igual à diferença entre dois 
segmentos iguais, respectivamente, ao diininuendo e ao di-
minuidor: pondo 

(2 3)1) - (A C), (31 £>) = (B C), 

é 
(2 SR) - (JR £>) = (A C) - (B C) = (A B ) . 
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Se dois segmentos (AB), (A'B) são iguais, a sua sobre-
posição (a partir do extremo B) pode exprimir-se (1) por: 

(A B) — (A' B) = (A = A'), 

e a diferença obtida é um ponto (A = A'): diz-se, por con-
venção, que a diferença entre dois segmentos iguais é um 
segmento nulo, que se designa pelo símbolo o de zero: 

a — a = o; 

ó (cor. 1): a-{ o —a, a — o = a. 

A diferença de dois segmentos é menor que o diminuendo, 
e assim, qualquer segmento rectilínio é maior que o segmento 
nulo, e se a é um segmento com extremos distintos, o 
feegmento nulo é menor que qualquer segmento a, ( A A ) < a . 

Adição de vectores sôbre u m a recta (colineares) 

A distancia (A, B) (ou o segmento (AB) diz-se a grandeza 

on valor absoluto do vector A B : o mesmo se diz de uma 

parte ou região da recta, tendo os extremos A, B. Dois 

vectores AB, A'B' são iguais, se teem o mesmo sentido e 

(A, B ) = (A', B'); dois vectores são simétricos, se teem sentidos 

contrários e grandezas iguais. 

Sejam AB, BC dois vectores existentes sôbre uma recta 

r, e tais que a extremidade do 1.° coincide com a origem 

do 2.° vector; o vector A C diz-se soma dos dois vectores 

A B e BC, 

A B + B C = A C : 
—• —> 

Adicionar dois vectores 22)1, 9ÍD existentes sôbre uma 

recta, significa: fazer coincidir a extremidade de um com a 

origem do outro, e determinar o vector soma assim for-

mado pela origem do primeiro e extremidade do segundo 

vector. 
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Se gljf = ÃB, = i f c , é 

%m + « O a A B + B C = Ã C . 

Ex : A soma dos vectores igQais a X, Xa, X-2 X3 (fig. 9) é 

o vector X| X3; a soma dos vectores X-2 X3 0 X3X1 é: 

X« X 3 X , X, = Xg Xi. 

A soma de dois vectores simétricos iguais a A B, B A, ó 

o vector nulo: A A = o, 

AB + B A - Ã A = o. 

Invertendo um vector, resulta um seu simétrico, e deno-

ta-se esta operação com o sinal—, 

Ã B = — B~A; 

designa-se dois vectores simétricos AB, A'B', por: AB = 

- A r B ' . 

Obs . : — 1) A soma de n segmentos igua i s a um segmento (A B) 

diz-se múltiplo do segmen to (A B) segundo o número n, e indica-se 

p o r : (A B) » = (A B) + (A B) - f . . . + (A B). Se um segmento (C D) é 

múl t ip lo ()i) de outro segmento (A B), é (C D) = (A B) n, o segundo 

diz-se submídtiplo do p r imei ro segundo o n ú m e r o n ou a n."imm parte de 

( C D ) , e ind ica-se p o r : ^ ^ = (A B). Os múlt iplos de um segmento 

(A B) segundo os 1.°' números 2, 3, 4, 5, . . t eem as des ignações pa r t i -

cu la res : segmentos duplos, triplos, quádruplos,... ; e os eubmúlt iplos 

cor respondentes d izem-se : metade, terça parte, quarta parte. .. de ( A B ) . 

E s t a s des ignações são a inda adop t adas na decomposição de qua lquer 

figura em partes (4, 11) iguais. 

2) Se o segmento (A B) é submúl t ip lo dos segmentos (M N), (N O), 

= = o segmen to ( M N ) é igua l à soma de m sub-

múlt iplos de (N O), e des igna-se por : m ou (N O) ™ = (M N); 

m 
— indica a relação dos segmentos (M N), ( N O ) ; e se es tes são conse-

cutivos, o ponto N divide o "segmento ( M O ) em duas par tes ( M N ) , 

(N O) segundo aquela re lação . 

4 
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2 9 . — D E F . I. — Em todo o sogmento rectilínio (AB) 

existe um só ponto interior 3)t que o divide em duas partes 

iguais, e 2JÍ diz-se o ponto médio ou meio do segmento (A B). 
O ponto 3)1 separa os raios opostos Si A, 3)1 B. 

Com efeito sejam as pontuais iguais A A ' A " A " ' . . . 

B B ' B " B " ' . . . interiores a (AB) e pertencentes aos raios 

opostos-ÃB, B A ; ó (25, III), (AA') = (B B'), (A A " ) - ( B B " ) , 

(A A"') = B B'"),. . . Se dois pontos 3)1', 3)1" se movem sôbre 

os raios opostos A B , BA e os seus estados são pontos cor-

respondentes A' e B', A" e B", A'" e B ' " , . . . os dois pontos 

móveis encontram-se (20, 

A JUç. U l ' * — p COr-) em Um SÓ P ° n t 0 

A' A" ,4'" B" B' 5 interior (25, III, cor. 1) 

, , 3)í, e por hipótese, é 

B, A,< A S - r (A 3)1) = (3)1 B): logo 3K 

Fíg. 9 é o ponto médio de 

(AB), e todo o segmento 

rectilínio tem um só ponto médio, é divisível em duas partes 

iguais. 

E um segmento é divisível em n partes iguais ou em 

duas partes segundo uma relação dada (28, obs.), por um só 

ponto interior. 

I. — Se os segmentos (AB), (A'B') são iguais e do mesmo 

sentido, os meios dos segmentos (A B'), ( B A ) coincidem. E re-

ciprocamente, se os meios dos segmentos (A B') e (B A') 

coincidem, AB e A'B' são iguais (e do mesmo sentido) 

AB = A'B ' ; os segmentos (A A') e (B B') são também iguais, 

e A A' = B B'. 

Seja M o meio do (AB'), (AM) = (MB'); invertendo o 

raio MB', a sôbroposiçâo de (B'M) a (AM) produz (25, teor. i) 

a coincidência dos raios A B , B 'A' e dos pontos B e A', pois 

por hipótese é A B = A' B' (os raios A B, A' B' são do mesmo 
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sentido), e portanto: (MB) = (MA') o ponto M é também o 
meio de (BA'). 

Reciprocamente, so (AM) = (MB') e (BM) = (MA'), como 
os pontos A e B' pertencem aos raios opostos M A M B', a 
sobreposição dêstos raios a partir da origem M e a de (M A) 
e (MB') produz a coincidência dos pontos B' o A': logo 
(A B) = (B' A'), e (A B), (A' B') são do mesmo sentido, 
A B = A ' B ' . Estas proposições resultam ainda dos Teor. i, i' 
do n.° 27. 

Por consequência, os vectores iguais satisfazom às con-
dições : 

II . — Dois vectores A B e C D são iguais, se o meio de 
— > 

(A D) coincide com o meio de (B C). Se os vectores A B, CD 

são iguais AB = CD, os meios de (A D) e (BC) coin-

cidem : AC = B~D. 

COR. — Se o moio de (AC) coincide com o meio de (BD), 

os vectores AB e CD são simétricos: AB = — C D . E reci-

procamente. 

I 7. 

Rectas paralelas 

30. — DEF. I. — Dois pontos A o A' dizem-se opostos 
cm relação ao ponto médio O do segmento ( A A ) : os 
raios O A O A' são opostos (29) o (O A) = (0 A'); e dado um 
ponto A o o ponto O, existo (24, 2.a, cor. 1) um só ponto A' 
oposto ao ponto A em relação a O, distinto de A. 

Uma figura A ' B C D ' . . . , diz-se oposta a outra figura 
AB C D . . . em relação a um ponto O, (fig. 10), se é formada de 
pontos opostos aos pontos da segunda figura em relação a O. 
O ponto O é o moio dos segmentos (A A'), (B B'), (C Cf),.. . e 
as duas figuras são opostas uma a outra. 
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Duas figuras dadas dizem-se opostas em relação a um 
ponto 0, se todo o ponto do uma tem o seu oposto na outra 
em relação a O: 

Portanto, toda a figura tem uma só figura oposta em re-
lação a um ponto dado 0; e se 0 não per-

tence a uma delas, está fora da outra. 

Como duas figuras opostas estão entre 
si em correspondência biunívoca, são corres-
pondentes, e veremos que são figuras iguais. 

Por esta definição, a figura oposta a uma 
recta r em relação a um dos seus 0, é a 
própria recta r (24, 2.°). 

Sejam A', B', C ' , . . • pontos opostos aos 
pontos A, B, C , . . . da recta r, em relação ao 
ponto O fora da recta r, (fig. 11 e 12); de-
monstraremos (36, T. II) que os pontos 
A ' ,B ' ,C ' , . . formam uma pontual, e por-
tanto a figura A! B' C ' . . . oposta a uma 

recta r em relação a um ponto O, é uma linha recta r'. Os 
segmentos (A A'), ((BB'), (CO), e as rectas A A', BB', CO 
dizem-se transversais da recta r e da figura A ' B ' C ' . . . 

10 

/ : 

/4' 

Fig. 10 

Fig. 11 

L.4 PROP. das figuras opostas1 —: Toda a figura oposta 

a uma recta em relação a um ponto fora dela, é uma linha 
recta (fig. 11). 

1 M. Veronese considera esta p ropr iedade como um poatulado das 

figuras opostas, op. cit., § 2. 
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DEF. II. — A linha oposta a uma recta r em relação a 
um ponto, diz-se paralela á recta r: a recta r é paralela à 
recta r. 

Esta definição indica o processo para construir uma pa-
ralela a uma recta dada r: 1) se a paralela tem de passar 

por um ponto dado A' (fig. 12), une-se êste ponto a qualquer 
ponto A da recta r por meio da transversal (A A'), e deter-
mina-se o segundo ponto B' oposto a um ponto B de r em 
relação ao ponto médio O (def. i) de (A A'). Pela propriedade 
das figuras opostas, a paralela k recta r é uma linha recta, e 
sendo A' e B' dois dos seus pontos, a recta A 'B ' é uma 
paralela à recta r (referida ao ponto O). 

Como a figura oposta a uma recta em relação a qualquer 
dos seus pontos é (24, 2.a) a própria recta (par de rectas 
opostas coincidentes), a paralela a uma recta, tirada por um 
dos seus pontos, é a própria recta dada. 

2) Se é dado o ponto O, toma-se dois pontos quaisquer 
A e B de r, determina-se os seus opostos A' e B' em relação 
a O, e a recta A'B' é paralela à recta r. A 'B' é a única 
paralela a r, referida ao ponto dado O, pois que (def. i) cada 
ponto A, B , C . .. da recta r tom um só ponto oposto, refe-
rido a O. Estas construções efectuam-se com a régua e o 
compasso. 

COR. — A recta AB ' é paralela a A 'B. 
2.â — Seja r' a paralela à recta r em relação ao ponto O; 
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construa-se uma paralela r' a r, referida ao ponto médio O' 
de outra transversal At A'; dirigindo pelo ponto Pi de r a 
transversal Pi O', admite-se que Pi O' intercepta a primeira 
paralela r' no ponto P, e êste ponto P é ainda oposto ao 
ponto Pi de r, e portanto P pertence às paralelas r' e r" à 
recta r, referidas aos pontos O e O', e tendo r' e r" dois 
pontos comuns P o A', coincidem: .ás paralelas tiradas por 
A' (ou P) à recta r em relação aos meios O, O' das trans-
versais A A' e Ai A', coincidem. Admite-se assim o seguinte 
axioma: 

Axioma das paralelas: 
A recta r' é paralela (oposta) à recta r em relação ao 

ponto médio de qualquer transversal. 
Esta proposição estabeleço a significação de rectas para-

lelas : 

DEF. II'. — Duas rectas dizem-se paralelas entre si se são 
opostas uma a outra em relação a qualquer ponto. 

A paralela a uma recta, referida a um ponto dado O, 
ó ainda paralela" à recta em relação ao ponto médio de 
qualquer segmento transversal, e portanto: 

COR. 1 — As paralelas a 
g' , uma recta quo teem um ponto 

comum, coincidem. Por um 

ponto dado fora de uma recta 

pode-se dirigir uma, e só uma, 

Fig. is paralela à recta. 

TEOR. I. — Se dirigirmos 

uma recta t pelo meio de uma transversal das paralelas r e r' 
e por um ponto A da recta r, a recta obtida t é ainda trans-

versal, intercepta a paralela r' a recta r em um ponto oposto 
ao ponto A (23, i). 

Esta proposição resulta do axioma das paralelas e do 
enunciado i do n.° 23, e aquela propriedade de t (fig. 13) ser 



transversal é condição necessaria ao axioma (cf. n.° 31) 
anterior. 

COR. Se uma recta passa pelo meio de uma transversal 
de duas rectas paralelas r e r1 -e intercepta uma delas, corta 
também a outra paralela. 



III. 

§ 8. 

Feixes de rectas e de raios. O plano 

31. — Na construção de um pav imento e em construções semelhantes 

observa-se o s e g u i n t e : a uma t r ave rec t i l ínea fixam-se duas ou mais 

t r aves rect i l íneas que se cruzam em um ponto pe las ares tas , formando 

um feixe; e sôbre e s t a s v igas de svporte se vão assentando as t r aves da 

const rução def in i t iva . Os m a t e r i a i s direi tos de todo o t r ave jamen to 

rea l izam assim uma p a r t e da super f íc ie (plano) que forma o pavimento 

(ou v igamen to metál ico) . 

D a d a uma r ec t a r, um ponto S fora da r ec t a r e a pa ra l e l a r ' dir i-

g ida por S à r ec t a r (fig 14), unindo êste ponto com os pontos d i s t in tos 

A , B , C . de r por meio de raios ou de r e c t a s S A , S B , S C , . . . concor-

r en te s em S, qualquer r ec ta s, d i r ig ida por S e por um ponto T do segmento 

t r ansve r sa l (B B'), i n t e r cep ta também a r e c t a r em um ponto. E por in-

dução a inda se afirma que. se uma r e c t a t (pa ra le la a SA) co r t a dois 
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raios em pontos distintos, intercepta todas as rec tas S A, S B , S C , . . 

d i r igidas por S e por r. 

Se um ponto T se move sôbre B B' aproximando-se do ponto B', a 

r ec ta s (ou S T ) g i ra em redor do S e avizinha-se da paralela W; oa 

seus pontos de intercepção com r distancíam-se do ponto A na direcção 

de um ponto da rec ta r — o ponto no infinito da recta r. 

DEF. I. — Projectar um ponto A de outro ponto fixo S significa 

construir o raio SA ou a rec ta S A ; a rec ta SA (ou S A ) diz-se a pro-

jectante do ponto A, e S o centro. Uma rec ta dir igida pelo centro S é a 

projcctante de qualquer dos seus pontos. 

As operações projectar e in te rceptar são possíveis em certas con-

dições : projectar é unir dois pontos distintos por uma l inha recta , e 

interceptar é definir o ponto comum a duas rectas dis t intas (23, i). 

Pro jec tar de um centro S uma pontual A B C . per tencente à r e c t a r 

significa projectar de S os seus pontos A, B, C, . . A figura formada pelas 

pro jec tantes S A , S B , S Ç , . . . é um feixe de rec tas ou feixe de raios, 

segundo se considera as suas rectas ou os seus raios de origem S como 

elementos do feixe, e denota-se p o r : ( S r ) . 

Se projectarmos uma recta r de um ponto S fora da recta , r esu l ta 

um feixe a que se dá o nome de plano p ro jec t an te ; considera-se a p a r a -

lela r1 dirigida por S à rec ta r como a projec tante de o ponto no infinito 

da rec ta r. 

DEF. II. — A figura formada por todas as rectas que 

unem os pontos distintos de uma recta r com um ponto S 

exterior à recta, diz-se fe ixe de rectas, fe ixe de raios, ou 

plano, o êste denota-se pelo símbolo: S r-

O feixe de raios ou de rectas (S r) ó uma figura radiada, 

ou regrada, isto ó, formada de raios limitados por S, ou de 

rectas; e o plato Sr considera-se como uma figura poDtual 

formada de pontos pertencentes a todas as rectas do feixe 

(S r) que resultam de unir o centro S com a recta r. 

DEF. III. — A recta r diz-se directriz do feixe (S r) de 

centro S, e as projectantes S A , SB, S C , . . . geratrizes do 

feixe (S r) ou do plano S r (21, def. II). 

Se uma recta gira em redor de um ponto fixo S, apoian-

» 
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do se sôbre ama recta lixa ou directriz r, gera assim um 
plano Sr (21, def. n). 

Se uma recta r' intercepta todas as geratrizes SA, SB, 
S C , . . . em os pontos A', B, C ' , . . . as rectas SA e SA' , 
SB o S B ' . . • coincidem, por terem dois pontos comuns A e A', 
B e B',. . . SA o SA' são projectantes do qualquer ponto A 
(ou A') da própria recta SA: pontanto os feixes (Sr) e (Sr') 
são idênticos. 

DEF. IV. — Diz-se que uma recta pertence a um feixe se 
tem dois pontos distintos sôbre o feixe. 

Pôsto isto, estabeleco-se o seguinte: 

Axioma do plano: 
1) Se duas rectas r e r teem um ponto comum A e 

um ponto de r está fora de r, as rectas r e r' teem um só 

ponto comum, interceptam-se em A (n.° 23, i). 

2) Se uma recta intercepta duas geratrizes em pontos 
distintos, intercepta todas as geratrizes do feixe em 
pontos distintos. 

COR. 1. — Toda a recta que intercepta uma geratriz e 

uma recta do feixe, intercepta todas as geratrizes, isto é, 
pertence ao feixe. Poisque se r' intercepta uma recta de 
(Sr), por êsse ponto do intersecção passa uma geratriz, e 
portanto r' intercepta esta 2." geratriz e (axioma) todas as 
outras. 

32. — Um feixe de rectas define o plano pelas suas 
propriedades : 

TEOR. I. — O plano é definido por uma recta r do feixe e 

um ponto S fora da recta. 

Seja S (fig. 15) um ponto existente fora da recta r, e (S r) o 
feixe (definido pelo ponto S e pela directriz r) gerador do plano 
S r, e S' e r' um ponto e uma recta pertencentes ao feixe (S r). 
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A hipótese de o ponto S' e a recta r' existirem sôbre (S r) 
significa (def. iv): a recta r' intercepta duas geratrizes S A, 
S B de (S r) nos pontos A', B'; e S' é o ponto de intercepção 
de duas rectas S X, S' A! de (S r), isto é, S' pertence a uma 
geratriz S X . 

Projectando de S' os pontos A', B', . . construe-se o 

feixe (S' ?•'), e como os seus raios S' A', S' B', S' C',. .. se 
apoiam sôbre pares de geratrizes S X e S A , SX e S B , . . . 
do feixe (S ?•) (axioma), todos os pontos e rectas de (S' ?•') 
pertencem a (S >•): Portanto (S' r') pertence ao plano S r. 

Reciprocamente, o raio S 'S (ou S 'X) de (Sr) é inter-
ceptado pela recta ?•' em um ponto X', e portanto S' S é 
tambfim (cor. 1) uma geratriz do segundo feixe (S' r'): Qual-
quer ponto P de (S r) pertence a (S' r'), poisque a geratriz SP 
intercepta a recta ?•' (em Pt) e a geratriz S' S do (S' r') em S, 
SP pertence (cor. 1) a ôste feixe, e portanto todos os seus 

Fig. 15 
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pontos, incluindo P, pertencem a SV (ainda que P exista 

sôbre SS ' ) : 

Logo, (SV) define um plano SV idêntico a S r : uma recta 

r' de S r e um ponto S' existente fora da recta r' individua-

lizam o plano S r. 

COR. 1. — Se duas rectas r, s se interceptam, toda a recta 

que passa por dois pontos distintos das rectas r e s inter-

cepta-as: — uma recta r e um ponto S situado fora da recta 

(ou três pontos não em linha recta) definem um só plano S r. 

COR. 2. — Duas rectas paralelas (e duas rectas que se 

interceptam)*definem um só plano (axi., e 30, Teor. i). Diz-se 

que duas paralelas se interceptam em o ponto no infinito (na 

direcção desse ponto) de uma delas (31). 

COR. 3. — A paralela a uma recta do plano dirigida por 

um dos seus pontos, pertence ao plano (30, 2.a, T. i). 

TEOR. II. — Duas rectas paralelas não se interceptam. 

Se as rectas r e r' são paralelas, são opostas em relação 

ao ponto médio O de qualquer transversal A A': r e r' teem 

pelo menos dois pontos A e A' distintos, o portanto A A' é 

distinta de r e r' e o ponto O (axi., 1)) está fora de r e r'. 

Uma nova transversal B O (fig. 13) tirada do ponto B de r in-

tercepta (30, Teor. i) r' em um ponto B' oposto a B, e sendo 

BB ' distinta de r, o ponto B' de r' existe fora de r: qualquer 

transversal dirigida por O é distinta de r e r1, e interce-

ta-as em dois pontos opostos a O e distintos (30, def. i), 

todas as transversais existentes no plano O r encontram r o r ' 

em pares de pontos distintos, logo r e r' não toem um ponto 

comum, não se interceptam. 

COH. 1. —Duas rectas que se interceptam não são para-

lelas. 

Se as rectas r e s se cortam em P (fig. 16), construindo 

por qualquer ponto P' de s a paralela r' a r, r tem um 

ponto Al fora da recta s, é distinta de s: e todas as paralelas 
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à recta r dirigidas pelos pontos de s são distintas de s: r 
e s não são paralelas. 

E a paralela dirigida pelo 
ponto P a r, é a própria recta r, 
distinta de s. 

TEOR. III. — Se uma recta s ' 

intercepta outra r, não é paralela 
a uma paralela r' à recta r. 

Sejam as paralelas r e r1, S 
o ponto de intersecção de r com uma recta s, S S' 

duas transversais do 

Fig. 10 

A. A' 

e r 

Eig. 17 

(fig. 17); a transversal A A 
corta r e S S' em dois pontos 
distintos O e A, e portanto 
intercepta as duas geratrizes r 
e s do feixe de centro S em 
dois pontos distintos A e At, e 

os segmentos (O A) e (OAi) de A A' são desiguais (um é 
parte do outro): (O A) =?= (O At): não existem sôbre a recta s 
pontos opostos aos (A'B', . . ) pontos de r1: logo a recta s 
não é paralela a r'. 

(O próprio ponto At podia ser A' e então s interceptava r* 
em A', e s, r1 não 
eram paralelas (T. n, 
cor. 1); o At seria o 
único ponto comum, 
pois (axi., 1), r' e s são 
distintas por S). 

TEOR. IV. — Se 

uma recta t do plano 
intercepta outra r, in-
tercepta também a paralela r' à recta r. 

Se T é o ponto de intersecção das rectas r e t, e (fig. 18) 
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r' é paralela a r, as rectas r' e t nâo sâo paralelas (Teor. III), 
e a recta t é distinta de r e r'. Sejam S e A' dois pontos de r1 

exteriores a í , e A um ponto do t fora da recta r1', os pontos S 
e A, S e A', A e A' definem g, r' e s. 

A recta t corta a recta r do plano e a geratriz g do (S s) 
em pontos distintos T, A, logo t intercepta (axi., cor. 1) a 
recta r' do feixe (S s) em um ponto distinto de T, e portanto 
as paralelas r e r1 teem (como vimos, teor. n) todos os pontos 
distintos, nâo se interceptam. 

COR. 1. — Duas rectas não paralelas interceptam-se. 

Se as rectas t e r' não são paralelos, a paralela r tirada 
pelo ponto T de t à recta r' é distinta do t, esta intercepta r, 
e portanto intercepta (iv) a paralela r': as rectas r' e t cor-
tam-se. 

COR. 2. — Repetindo o raciocínio do Teor. iv para outras 
paralelas r", ?•'",. . à recta r existentes no plano: a recta t 
intercepta r e todas as paralelas r", r ' " , . . . do plano. E as 
rectas r e t ficam divididas em quatro partes distintas, polo 
ponto de intersecção. 

OBS. — Nâo se pode afirmar que — duas rectas não se in-
terceptam ; 'esta locução ó complementar de rectas paralelas: 
diz-ss que duas se não interceptam, quando são paralelas 
(T. ii). 

Existem no plano, portanto, rectas paralelas e rectas 
que se cortam (T. II, cor. 2). 

DEF. I. — Se s é uma recta do plano S r, (fig. 19), o sen-
tido A B C . . . da directriz r (ou Ai Bi C i . . . de n) define o 
sentido S A, SB, S C , . . . do feixe de rectas (ou de raios) (Sr): 
a cada ponto da diretriz r corresponde um só raio (ou recta) 
do feixe (Sr) e um só ponto da recta s: o sentido dos pontos 
A', B', C', .. de s é (def. III) o mesmo dos pontos A, B, C , . . . 
da recta r: aos raios sucessivos SA, SB, S C , . . . e ao raio 
S X da paralela r' á recta r sucedem-se os raios opostos (S A', 
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SB', S C ' , . . . ) ató ao raio S X ' oposto a S X, voltando ao 
primeiro raio S A, que completa o feixe (S r). 

Sentido do plano. — Portanto um feixe de rectas ou de 
raios (Sr) é uma sucessão li-
near de rectas (ou do raios), 
cujo sentido é o de uma recta 
situada no plano o quo nâo 
passa pelo centro do feixe: o 
sentido de um plano S ré dado 
por uma recta r — a directriz 
— e por um ponto S fora da 
recta, o centro do feixe (S ?•). 

O sentido adoptado diz-se 
sentido directo do plano S r, 
e um raio g gira em redor do 
ponto S no sentido do plano, 

se o ponto de intersecção de g com r se move no sentido 
da recta r. 

COR. — Uma recta s do plano S r gira no sentido (con-
vencionado) directo em redor de um dos seus pontos S' se a 
sua paralela s' conduzida pelo ponto S se move nesse sentido. 

DEF. II. — Um plano s' r1 move-se (resvála) sôbre um 
plano fixo S r , se (Teor. i) duas rectas do plano movei in-
terceptam, cada uma, um par de rectas do plano fixo S r em 
pontos distintos; ou, quando uma recta r' e um ponto S' ex-
terior a recta r' e pertencontes ao plano móvel, coincidem 
com uma recta e um ponto do plano fixo S r (fig. 15). 

Fig. 19 

i 9. 

Ângulos .—Partes do plano 

28. — DEF. I. — Designe-so dois raios O A e OB por: 
a, b. A uma parte de um feixe de raios, limitada pelos raios 
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a e b, dá-se ainda o nome de feixe (angular); os raios a e 

b chamam-se lados e a origem comum O, vértice do feixe, e 

indíca-se por: (ab) ou A O B . 

Um feixe de raios (O r) fica dividido em duas partes por 
dois raios a e b fig. 20, que limitam dois feixes distintos: o 

que não contêm os raios O A' e OB' opostos a a e b diz-se 

teixe convexo, e o outro, B O A a que pertencem os raios 

O A' e O B', diz-se feixe côncavo. 

Notação. — Se adoptarmos (por convenção) o mesmo 

sentido para todos os feixes — o sentido directo do plano — 

designando o primeiro lado por ci e o segundo lado (último 

do feixe) por b, um feixe (ab) fica definido pelos seus 

lados a, b. 

DEF. II. — Chama-se ângulo a parte de um feixe de raios 

limitada por dois raios a e b no sentido do plano, e denota-se 

escrevendo o primeiro lado a seguido do segundo lado b, 

por meio dos símbolos: ab, ou A O B . 

Um par de raios O A, OB com a mesma origem, de-

fine o ângulo A O B segundo a notação, isto é, diz-se ângulo 

a figura de dois raios O A, OB, eo ponto O é o seu vértice. 

Fig. 20 Fig. 21 



DEF. III. — Dois ângulos dizem-se opostos pelo vértice 
se os lados respectivos são raios opostos (o 1.° lado de um 

oposto ao 1.° do outro, o os 2.08 lados opostos); por ex., os 

ângulos A O B e A ' O B ' (e ÁC) B', AMD B) são opostos pelo 

vértice O, fig. 20. 

DEF. IV. — Diz-se ângulo razo, se os seus lados são 
/N 

opostos, o designa-se por : A O B = (7c). O seu vértice O ó 

um ponto arbitrário interior a AB, fig. 21. 

2) Chama-so ângulo de um giro a todo o feixe de raios: os / x 
seus lados coincidem, e designa-se por: A O A = (7t)2. 

3) Diz-se ângulo nulo, se os lados coincidentes O A = OB 

são ós seus únicos raios: e todo o segmento transversal ó 

nulo (n.° 28,: A O B = 0. 

34 . — Projecte-se de uma recta r um ponto O por meio 

de raios, unindo cada 

ponto de r com O pelos 

raios Ã O , BO, C O , . . . 

tendo a origem em r (limi-

tados pela recta r), fig. 22. 

DEF. 1.—Diz-se scnii-
plano a figura (radiada) 

de todos os raios tendo 

origem sobro uma recta r 

e concorrentes em um 

ponto O fora da recta r, 

e denota-se com o símbolo: r O. 

A recta r diz-se origem do semiplano. 

Como todas as rectas do feixe de roctas (O r) interceptam 

(31, axi.) a recta r, ficam divididas em duas partes (24, l . a) 

pelo seu ponto de intersecção com r: diz-se que uma recta r 

divide o plano em duas partes distintas ou scmiplanos 
opostos r O, r O' tendo a origem comum r. Designa-se, por 

6 • 

Fig. •» 
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convenção, o sentido do plano por dois raios sucessivos de 
um semiplano, ou por um ângulo cOnvexo. 

DEF. II. — Diz-se que (loís pontos A o B existem de 
uma parte e doutra ou em partes opostas do um plano em 
relação a uma recta r, so r divido o segmento (A B) (em um 
ponto interior), fig. 24. 

COR. 1 . — S e o segmento que une dois pontos A, B de um 
plano é interceptado por uma recta r, esses pontos existem em 
partes opostas do plano em relação à recta r. 

Com efeito, se a recta r corta o segmento (A B) em um 
ponto interior I, os raios I A , IB são opostos (24, l.a); estes 
raios e os pontos A, B pertencem aos semiplanos opostos 
r A, rB . 

Cou. 2. — A paralela r' a uma recta r existe toda em 
uma só parte do plano em relação à recta r. Os pontos da 

Fig. 23 

recta r1 (30) pertencem aos raios do semiplano r 0 (fig. 23), 
o portanto a paralela r3 existe 
toda em r 0. 

TEOR. I. — Se uma recta s tem 

dois pontos A, B nas duas partes 
opostas em que a recta r divide o 
plano, a recta AB intercepta a 
recta r em um ponto interior ao 
segmento (A B). 

As rectas r e A B são, por 
hipótese, distintas; seja S um 

ponto da recta r o não pertencente à recta A B (fig. 24). 

! ig. 24 



Dirija-se por S a paralela SB' à recta AB; como A S tem o 
ponto S e o ponto O fora da recta A B , a transversal BOB ' 
tom também o ponto B', oposto a B, fora da recta A By e 
portanto a paralela SB' é distinta (31, axi. 1)) da recta AB. 
Ou o ponto B' existe sôbre a recta r, ou está fora do r: na 
l . a hipótese as rectas SB ' e r coincidem (30, cor. 1), isto 
ó AB é paralela à recta r e existe (cor. 2) no semiplano 
r A, e os seus pontos A, B estão na mesma parte da recta r\ 
na 2.a, que ó (def. n) a hipótese enunciada, a recta r inter-
cepta a recta SB ' em S (31, axi.) e portanto (32, Teor. iv) 
AB e r interceptam-se em um ponto l. 

Portanto, a hipótese de dois pontos A, B de uma recta 
existirem cm partes opostas do plano em relação a uma 
recta r significa: r e AB não são paralelas, a recta AB 
corta a recta r. 

I'— O segmento que une dois pontos situados em partes 
opostas do plano em relação a uma recta, intercepta-a em um 
ponto interior. É inversamente, Cor. 1. 

Com efeito, as rectas A B e r interceptam-se (Teor. i) em 
um ponto I, e por hipótese os raios I A , IB são opostos: o 
ponto I é interior ao segmento (A B) e a recta r divide o 
segmento. 

TEOK. II. — A recta (ou raio) que une o vértice de um 
ângulo convexo a um ponto 
interior de um segmento trans-
versal, intercepta qualquer 
segmento transversal em um 
ponto interior. 

Seja A O B o càngulo e 
01 o raio que intercepta o seu 
segmento transversal (A B) 
em o ponto interior I (fig. 25): os raios IA, IB são opostos, 
os pontos A, B o todos os raios tendo a sua origem sôbre a 
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recta r (01) e concorrentes em A, B existem (def. i) em os 
semiplanos r A, r B . Os raios O A e OB pertencem, respecti-
vamente, àqueles semiplanos. e portanto quaisquer pontos 
A', B dos lados do ângulo A O B. 

Logo o raio interior O I intercepta (Teor. i) todo o seg-
mento transversal (A'B') em um ponto interior I'. 

Os raios I' A', V B' sâo opostos. 
Cor. 1. — Por consequência: os lados de um ângulo con-

vexo estão de uma parte e doutra de uma recta que passa 
pelo vértice e por um ponto interior ao ângulo. 

A ordem dos pontos A, I, B, é a mesma dos pontos A'1'B'. 

COR. 2.° — Todo o raio interior a um ângulo divide-o em 

dois ângulos (consecutivos). O ângulo A O B fica dividido em 

dois ângulos A 0 1 , IO B tendo o lado comum O I . 



III. 

§ 10. 

Do axioma de igualdade: Ângulos iguais 

35. — DEF. I. — Dois ângulos A O B, A' O' B' dizem-se 

iguais se a dois pontos A , B dos raios O A, OB de A O B 

correspondem os pontos A', B' de A' O' B' tais que (19): 

(O A) = (O ' A ' ) , (O B) = (O ' B'), (A B) = ( A ' B'), 

Fig. 26 Fi '. 27 

A cada par de pontos (A, B) de A O B corresponde um 

só par de pontos (A', B) igual em A ' 0 ' B ' , fig. 26, segundo 

a ordem da notação. 

COR. 1 . — S e : (O A) = ( 0 ' A') , (O B) = (O' B') e (A B) = (A' B'), 

os ângulos A O B e A ' O B ' são iguais — A OB = A' O B': 

Todos os segmentos correspondentes (AB), (A'B'), nestas 
condições, são iguais. 



DEF. II. — Diz-se ângulo de duas recta r, s o feixe de-

finido por um raio a da recta r e o seu primeiro sucessivo b 

da recta s (no sentido do plano) com a mesma origem do a, 

e denota-se por : r s . O ponto O de intersecção do par de 
rectas r, s é o vértice do ângulo (fig. 27). 

xx / \ 
Dois ângulos rs, r1 s1 são iguais so os seus feixes cor-

respondentes (ab), («'b') são iguais, o o os pares de rectas 

(r, s) e (r1, s") dizem-se iguais (fig. 27). Para estas definições 

estabelece-se o seguinte: 

Axioma da igualdade: 
X X X X 

Se os lados r, r' de dois ângulos iguais rs, r s' e dois 
pontos dos 3.0S lados s, s', distintos dos vértices coincidem, 

X X 

os ângulos rs, ?•'s' (e os 2.0S lados s,s') coincidem. 

Sejam os ângulos iguais 

rs = r ' s ' ; fazendo coincidir 

o lado s' de s1 r' com o lado / x 
f s de r s de modo que um 

ponto de r', distinto do vér-

Fig. 2s tice, coincida com um ponto 

de r, estes lados r e r' coin-

cidem, e portanto o ângulo s' r' na nova posição (rs). fig. 28, XX XX 
coincide com rs; diz-se que so inverteu o ângulo r's, e 

X X X X X X 

denota-se esta operação com o sinal: rs = — r' s' = s' r'; e 

resulta: 

TEOIÍ. I . — Todo o ângulo de duas rectas é invertível; 

todo o ângulo ab é invertível: ab = — b a . 

COR. 2. —Pode-se inverter um plano ou um feixe de rectas. 
X X 

Com efeito, seja o feixe (St) e o ângulo rs, fig. 29; in-

vertendo este ângulo, a recta A B C fica invertida e A' B' C' 

é a nova direcção da directriz t do feixe S ( A ' B ' C ' . . . ) , e 

o plano S t! coincide com o plano S f; todos os raios de (St1) 

estão no sentido do feixe, e considerando-o como fazendo 



7 1 

parte do plano S t, entilo o sou sentido é C' B' A' (contrário 
ao do próprio feixe (S t')). 

As figuras do feixe (S t!) ficam invertidas como a escrita 

de uma fôllia transparente, vista polo verso, ou como os 
caracteres de imprensa: (S t!) é a imagom de (St), fig. 29. 

36. — l .a Propriedade dos ângulos iguais. Se os raios 
— — / s 
O A, O' A' dos ângulos iguais A O B o A' O' B' coincidem (em 
direcção) o dois pontos dos 2.0S lados O B, O' B', distintos dos 
vértices, os ângulos (e os 2.08 lados) tornam-se coincidentes 
(35, axi.) 

Sejam os ângulos iguais (pares de rectas) rs, r' s, por 
serem iguais os ângulos A 0 B = A ' 0 ' B ' , fig. 27 e 30. Se o 
lado O'A' coincide com o lado O A de modo que um ponto 
de O' B', distinto do vértice O', coincida com um ponto de 
ÕB (por ex., fazendo escorregar r' sobre ?•), os segundos 
lados OB, 0 'B ' e os vértices O, O', coincidem (35, axi.), e -̂X ^s ^s /N 

portanto os ângulos A O B , A ' 0 ' B ' o rs, r' s' coincidem. 
TEOR. I. — Os ângulos opostos pelo vértice são iguais 

entre si: 

Os feixes opostos pelo vértice são iguais. 



Fig. 30 

Tomemos sôbre o ângulo rs os pares de rectas coinci-

dentes (6, II), ou ângulos iguais A A'BB' , A 'ABB' , fig. 30. 

Se fizermos coincidir a recta 

A A' do A A^B B' com a sua 

oposta A'A (por inversão da 

recta A A' ou r) de modo 

que um ponto B do raio O B 

coincida com um ponto de 

UB', os ângulos r s , r 's ' 

coincidem (axi. e Prop.) o 

portanto o ângulo A O B 

coincide com o seu oposto 

pelo vórtice A^OB', e são iguais: A O B = A'OB' . 

COR. 1. — A figura dos raios do plano, de origem O, é 

igual à figura formada pelos raios opostos; poisque a cada 

par de raios da primeira corresponde na outra um par de 

raios opostos àqueles, formando ângulos 

opostos pelo vértice. B 
TEOR. II. — Duas figuras opostas em re-

lação a um ponto O são iguais entre si. ^ \ • Á / 

Sejam A B C D . . , A ' B ' C D ' , fig. 31, \ i • / 

duas figuras opostas uma a outra em relação \ i 

ao ponto O, e A, B , C , D , . . . A / B / C / D , ' . . . . jQ 

os pontos correspondentes nas duas figuras; 

sendo A O B o A'O B' dois ângulos opostos 

pelo vértice O, são iguais (Teor. i), e os 

segmentos homólogos (correspondentes) (A B) 

e (A'B') são iguais (38, cor.): (AB) = (A'B'j. 

Quaisquer pares de pontos correspondentes, F i , 31 

são iguais entre si (AC) = (A'C'), (BC) = 

(B' C ' ) , . . . e sendo A' B' C ' . . . a única figura oposta a 

A B C D . . a respeito do ponto O (30, dof. i), A B C D . . . o 
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A ' B ' C ' D ' . . . são figuras iguais entre si (19, def. i). Por con-

sequência (Teor. i ) : 

COR. 1. — A linha oposta a uma recta é uma linha recta: 

A paralela a uma recta ê uma linha recta (30, Prop. i). 

COR. 2. — Segmentos de paralelas compreendidos entre 

paralelas são iguais. 

Sejam (A A') (BB') os segmentos das paralelas s, s' com-

preendidos entre as 

ponto B existe sôbre 

r' e pertence também 

à recta s' paralela a s: logo os segmentos (AA'), (BB') são 

opostos, e também os segmentos (A B), (A' B') determinados 

pelos extremos expostos são iguais: (AB) = (A' B ' ) , (AA') 

COR. 3. — Todos os feixes de rectas do plano são iguais 

entre si. 

Se S e S' são os centros de dois feixes do plano e O é o 

ponto médio do segmento (S S'), toda a recta r do feixe de 

centro S' tem uma recta r' oposta (paralela) em relação ao 

ponto O e que passa por S'; essa recta r' é única e pertence ao 

feixe S' (32, Teor. i, cor. 3): Os dois feixes são figuras opostas, 

e portanto todos os feixes do plano são figuras iguais (19, Ji). 

COR. 4. — Os ângulos (e feixes) razos são iguais entre si. 

As duas partes opostas de um plano em relação a tuna 

recta são iguais entre si: a recta divide o plano em dois 

semiplanos iguais, por serem figuras opostas (em relação a 

qualquer ponto da recta, 34, def. x). 

paralelas r, (fig. 32). 

Se O é o meio da 

transversal c o m u m 

(AB'), dirigindo por 

B a transversal B O, 

o ponto A' oposto ao 

f 

- ( B B ' ) . 

6 
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Se dois ângulos razos pertencem a semiplauos opostos, 
são iguais (Teor. n ) ; se estão situados em feixes de raios 
distintos, fazendo coincidir os lados e o vértice, os seus raios 
coincidem todos se ficam situados na mesma parte do plano; 
ou pertencem a partes opostas, e como figuras opostas são 
iguais entre si. 

37 .—Pe la propriedade dos ângulos iguais e segundo o 
axioma de igualdade, a coincidência dos 2.0S lados de dois 
ângulos iguais produz a dos seus vértices, o que se exprime 
pela proposição seguinte: 

2.A PROP. — Se dois ângulos iguais A O B , A ' 0 ' B ' teem 

um lado comum (OA = O A ) e os segundos existem da 
mesma parte da recta O A, coincidem: Portanto : 

1) Existe no plano um só ângulo igual a um ângulo dado 
a b, e tendo um lado coincidente com um raio r do plano, 

fig. 3 3 . 

2) Existe um só ângulo igual a um ângulo dado, tendo 

um lado (o 1.° por ex.) sôbre uma recta r de modo que o outro 

lado passe por um ponto P do plano, isto é, existe um só 
raio que passa por P e é o 2.° lado do ângulo. 
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DEF. I. — Êste ângulo define-se por um dos símbolos: 
xx / \ / \ 
r P, ou P r = A O B = a b, segundo o ponto P pertence ao 
2.° ou ao 1.° lado do ângulo, fig. 34. 

O ponto P pode estar sobro a recta r e nesta hipótese 
X X X X X X 

P é o vértice do ângulo. É, fig. 34, v P = A O P , e Pr = 

PO 7 A. 

OBS. — Dado um ângulo a b, existem no plano dois ângulos 
iguais a ab, tendo um lado comum com um raio dado e 
situados em partes opostas do plano. 

Pôsto isto, das Def. i, II e do axioma (n.° 35) resultam 
as proposições seguintes: x x x x 

COR. 1. — S e os ângulos A O B , A ' 0 ' B ' são iguais e 
(O A') = (O A), (0 'B ' ) = 0 B ) , é: (A'B') = (AB). 

TEOR. I . — S e : A O B = A 'C> ' B ' , O B A = O ' B ' A ' , e 

(O B) = (O' B'), é: (O A) = (O' A'), (AB) = (A'B'). 
As rectas O A e BA 

e dois pontos dos lados O A, 

Õ'A', os ângulos A"OB e A ^ B ' , e (0B) = (0'B') coincidem; 
X X X X 

os ângulos O BA, 0 ' B ' A ' teem um lado comum ( 0 B = 0 'B ' ) 
e os 2.0S lados BA, B'A' no mesmo semiplano, c portanto 
coincidem (2.a Prop.), A e A' sobrepõem-se: (AB) = (A'B') 
e (O A) = (O' A'). 

TEOR. II. — Se A 0 B = A ' 0 ' B ' , e 0^3A = 0 'B 'A ' , e 
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sito iguais os segmentos transversais (A B) = (A'B'), é: (O A) 
= (O' A'), (O B) = (0'B'). 

Com efeito, sobrepondo os raios BA, B'A', fig. 36, e dois 
pontos dos lados B O, B' O', os vértices B, B' e os segmentos 

(B A) = (B' A') coinci-
dem, e tendo A O B e 
A' 6>B' os 2.0S lados 
O B, O' B' sobrepostos 
e os l.os lados Õ A , 
O' A' um ponto comum 
A = A', coincidem (36, 
Prop.) e portanto: (O A) 
= (0A ' ) , ( 0B)=(0 'B ' ) . 

Fig. 36 Nas hipóteses dos 

teoremas anteriores é: 

B A O = B ' A O'. 

COR. 1 . — 1 ) Se (OA) = (OB), é: O B A = B A O . E 
reciprocamente: 

2) Se: O B A = B A O . é (OA) = (OB). 

Se nos ângulos iguais A O B = A '0 'B ' , fig. 35, tomarmos 

( 0 A ) = (0B) = (0'A') = (0'B'), é (BA) = (B'A') e invertendo 
/X 

(35, Teor. i) o ângulo A ' 0 ' B ' , o raio 0 ' B ' coincide com O A 

e Õ'A' com Õ B , (B'A') coincide com (AB), 0"BA = B 'A'0 r , 

e sendo B ' A O ' = B A O , resulta: O B A = B AO. 
(35, T. i., O B\A = — O' A B' == B ' A O' B A O). 

Como o ponto B' coincide com A e A' com B, os pares 
de pontos (A, B) e (B', A') coincidem, e de (B', A) = (B, A) 
resulta (15. 3): (A, B) = (B, A), d'onde: 

COR. 2. — O par de pontos (A, B) ê igual ao seu oposto 
(B, A); todo o segmento rectilíneo (AB) é invertível (16, I). 

A def. i do n.° 35 e as proposições agora demonstrados 
sôbre igualdade de ângulos (cor. 1, Teor I, II, cor. 1) com 
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os casos particulares correspondentes, enunciam-se no grupo 
seguinte: 

1.° —So: (O A) = (O' A'), (0B) = (0 'B ' ) , e (AB) = (A'B'), 

os ângulos A O B e A'C>'B' são iguais: A 0 B = A ' 0 / B ' . 

2.° — Se os ângulos A O B e A ' 0 ' B ' são iguais e (O A) 
= (0 'A') , (OB) = (O'B'), é: (AB) = (A'B'). 

3.° — Se é A '0B = A'0 ) B' , 0 B A = 0 ' B ' A ' , e ( 0 B ) - ( 0 ' B ' ) , 
é : ( 0 A ) = ( 0 ' A ' ) (AB)==(A'B'), 

1) Se: (OA) = (OB), é: O B A = B A O ; e inversamente: 

1') se: O B A = B A O , é: (OA) = (OB). 

2 ) Se: ( O A ) = ( 0 B ) = ( A B) , É : Ú ' B A = B A O = A O B ; 

e inversamente: 

2') se: A O B = O B A = BAO, é: (OA) = (OB) = (AB). 

4 . °—Se : A 0 B = A ' 0 ' B ' , 0 B A = 0'1j 'A', e sâo iguais 
os segmentos transversais (AB) = (A'B'), resulta que: (O A) 
= (0'A') , (O B) = (O' B'). 

38 . — Construção (le ângulos: As propriedades 1) e 2) 
correspondem os problemas seguintes: 

I) — Construir um ângulo igual ao ângulo dado ab, tendo 
para 1.° lado (ou 2.°, por ex.) um raio O A do plano. 

Fazendo resvalar o ângulo dado ai no plano (fig. 33) 
até o 1.° lado a coincidir com O A, o vértice O (origem do 
raio dado) e um ponto do outro lado b determinam o 2." lado 
do ângulo A O B . 

II) — Construir um ângulo igual a a b, tendo um lado (o 
1.° por ex.,) sôbre uma recta r do modo que o outro lado 
do ângulo passe por um ponto P do plano (37, 2), def. i). 

Faz-se resvalar o lado a do ângulo dado ab sôbre a 
recta r, fig. 34, até que o lado b passe pelo ponto P. 

Esta operação é sempre possível; de facto, fazendo res-
valar o feixe (ab) no semiplano rP, o raio b intercepta 
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(32, Teor. IV) a paralela à recta r dirigida por P, e de todos 

os raios de rP existe um só OP que é o 2.° lado do ângulo 

rP (Cf., n.° 42, Teor. i). 

Se o ponto P existe sôbre a recta r, a solução é a do 

problema anterior i); os ângulos podem ser côncavos. 

OBS. — Para construir feixes ou ângulos convexos sem 

designar a ordem ou sentido dos lados, é necessário indicar 

o semiplano. 

TEOR. I . -—Por dois pontos distintos P ^ P ' do plano 

podem passar, respectivamente, os lados de um ângulo dado. 

Dados dois pontos distintos P e P', fig. 37, e um ângulo 

ab (ou ângulo do duas rectas r,s), dirigindo por P uma 

recta r, existe (37, 2* Prop. 2)) um só raio O P ' que é o 

segundo lado do ângulo rP 

= a b: fazendo resvalar o 

ângulo dado a b no plano 

de modo que o raio a passe 

por P, e o lado b por P', 

resulta o ângulo P O P ' = 

ab: se um dos lados coincide 

com PP (ou PP') , o vértice 

do ângulo a!b' = ab (ou a" b") 

coincide com o ponto P 

(ou P). 

E pelos pontos P, P' 

passam duas rectas r, s — os 

lados do ângulo dado de duas 
xx 

rectas r s . 

DEF. I . — O ângulo (le duas rectas que passam por 

dois pontos P, P' denota-se pelo símbolo: P P ' = a è . 

O ângulo de duas rectas r, s denota-se, pois, segundo os 
X X X X XX 

casos (35, def. l i ; 37, def. i), pelos símbolos: r s , ?-P e PP 1 . 

Fig . 37 
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3 9 . — U m raio interior a um ângulo e tendo a origem 
no seu vértice, divide-o em duas partes distintas (34, T. li, 
cor. 1, 2). 

l)iz-so que um ângulo ab é maior que o ângulo a'b' se 
êste é igual a parte de ab: E o ângulo a' V diz-se menor 
que o primeiro ab: ó, ab>a'b', a'b'<^ab. Um ângulo ó 
maior que uma sua parte (26, def. i). 

DEF. I. — Dois ângulos convexos A O B e B O C do plano 
dizem-so consecutivos: o 2.° lado de um coincide com o 
1.° lado do outro; teem um lado comum OB, e os outros 

— /N 
lados estão em partes opostas em relação a OB. Ex., A O B 

e B O A ' , fig. 30. /N 
DEF. II. — Adicionar dois ângulos L O M , N O P signi-

fica construir dois ângulos consecutivos e iguais àqueles: 
a b = I, O M, ic = N O P , o determinar o ângulo a c, que se 
diz a soma dos dois ângulos dados, o é: ab + b c — ac. 

O ângulo ab diz-se diferença dos dois ângulos ac e bc, 
e o primeiro ó maior que o segundo, o c > ò c . 

DEF. III. — Se a soma do dois ou mais ângulos A O B , 
CO D, E O F , . . . é tal que um ou mais ângulos aditivos (ou 
parte de um dêles) se sobrepõem duas ou mais vezes no plano, 
os foixes sobrepostos e os seus raios pertencem a dois ou 
mais feixes de raios ou ângulos giros distintos e sobrepostos. 

Diz-so que o ângulo soma é composto de um, dois, três, .. 
n giros, ( 77 )2 , e de um ângulo ab, côncavo ou convexo: 
A O B + CO D + E OF + . . . = («) 2 n + a b. (n = 1, 2, 3 , . . . ) 

Dois raios O A, OB com origem comum dividem o plano 
em dois feixes (ab), (ba), um côncavo o outro convexo, cuja 
soma é um ângulo giro: 

(06) + (6a) = (w)2. 

Os teoremas sobre operações de segmentos rectilínios (§ 6) 
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demonstram-se e aplicam-se ainda à adição e subtracção do 

ângulos. 

OBS.: — 1 ) P r a t i c a m e n t e considera-se o ângulo razo igua l à aomB 

de 180 ângulos igua is ou submúlt ip los ( - )—^gde(- ) : d i z - s egráu o ângulo 

igual a 1 8 0 " " p a r t e do ângulo razo, e r ep re sen t a - se p o r : I o . Chama-se 

iminuto sexagésimal ao ângulo igua l à sexagés ima p a r t e 

de um g rau , e denota-se por 1 ' ; e diz-se segundo sexagé-

simal o ângu lo igual à 60"" p a r t e de um minuto, e deno-

ta - se por : 1". 

( - ) = 180», 1° = 60', V = 60". 

2) Chama-se grado o ângulo igua l ao submúlt iplo (z) 

ou 200"" parte do ângulo razo, e denota-se um grado por 

ls . Minuto centésimal é o ângulo igua l à centés ima p a r t e 

de um grado, e denota-se p o r : segundo centésimal é 

100m" p a r t e de e indíca-se p o r : 1". 

Nes ta des ignação decimal dos ângulos é pois : (::) 

= 200s>'; ls = 1(W = 10:000"; l1 = 100". O u : l^ = 0s,01: 

V = 08,0001. Fig. £8 > 

Os ângulos designam-se, na p rá t i ca , por meio de t rans -

fer idores ( t r ansparen tes ) em g raus ou em grados (com um nónio, n a s 

med idas de g r a n d e r igor) Pode-se construir (e medir ) ângulos com a 

aproximação de 10' a té 1' com o auxilio de um Angulo de diferenças, fig. 38, 

que g i ra sôbre o p lano em torno do vért ice , como disposi t ivo do t rans -

fer idor . 

40. — DEF. I (teor.) — Existe uma recta única que di-

vide um ângulo ab em duas partes iguais; essa recta diz-se 
bissectriz do ângulo ab, e passa pelo vértice O. 

Seja ab o ângulo de vértice O, e A, B dois pontos dos 
lados, tais que: (O A) = (OB), e M o meio do segmento (AB), 
fig. 39. O raio OM divide o feixe (abt em dois ângulos iguais 
A O M = M O B (35, Def. r), e divide ao meio os segmentos 
(A'B'), (A"B"),. . . idênticos a (AB), nos pontos M',M",. . . 
e estes são únicos (29, def. i). 

E inversamente, construindo os meios dos segmentos 
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/ ! \ I 
Fig. 38 

interiores a um 

(A'B'), (A" B"), • • • estes pontos médios coincidem com os 
pontos M', M",.. de O M: portanto as rectas 
OM, O M ' , . . . coincidem, os pontos médios 
de (A'B'), (A"B"),. . pertencem à recta 
única O M, bissectriz do ângulo a b -

(AOM) 2. 
COR. 1.—Os lados de um ângulo existem 

em partes opostas do plano em relação à sua 
bissectriz (34 Teor. n cor. i). 

COR. 2. — Os pontos da bissectriz são 
equidistantes de dois pontos A, B dos lados do 

ângulo e tais que (O A) = (O B): 
E inversamente, os pontos M, M', M",, 

feixe e equidistantes, (37, 1.") de dois pontos A, B dos lados o 
a igual distancia do vértice O (OA = OB), pertencem à 
bissectriz. 

A bissectriz do ângulo vazo é única. 

- Se A O A' é um ângulo 
r a z o , faça-se coincidi r 
(fig. 40) a recta A A' com 
a bissectriz do ângulo a b : 

,ir O raio a', oposto ao raio a, 

o o raio b existem na mesma 
j f parte do plano a respeito 

de A A'(cor. 1), e (36, T. n) 
é a ' O A ' = A O J : s e O M ó 
a bissectriz do ângulo b a', 

é í O M = M O a ' , e sendo 
estas partes correspondei!--

H 

í 
Fig. 40 

tes nos ângulos A O M o M O A' estes ângulos são iguais. 

A O M = M OA' = (tc) 1 
•> > 
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O M divide o ângulo razo em dois ângulos iguais, é portanto 

a sua única bissectriz. 
DEF. II. — A bissectriz O M de um ângulo razo diz-se 

perpendicular b. recta A A' dos seus lados; a perpendicular 
a uma recta r, tirada por um dos seus pontos é única: 
OM e A A' silo rectas perpendiculares. 

COR. 1. — Os pontos de um plano equidistantes de dois 
pontos A, B de uma recta r, existem (def. i) na perpendicular 
ao meio (37, 1.°) do segmento (AB); a bissectriz do ah (íig. 39) 
é perpendicular a A B e divide (A B) ao meio. 

E inversamente: 
COK. 2 .— Os pontos da perpendicular ao meio de um 

segmento (AB) são equidistantes de A e B. 
Se (M A) = (M A') e O é o ponto médio do segmento (A A'), 

(O A) = (O A'), resulta (35, def. i): A O M = M O A l . A 
recta MO é a bissectriz do ângulo razo A O A' e a per-
pendicular dirigida pelo ponto M à recta A A' ou r : 

COR. 3 .—A perpendicular a uma recta r, tirada por 
um ponto M do plano, fora da recta r, é única, isto é, por 
um ponto M do plano passa uma só perpendicular a uma 
recta r. 

Diz-se ângulo recto a metade de um ângulo razo; os 
ângulos menores que um ângulo recto dizem-so agudos; os 
ângulos convexos maiores que um recto dizem-so obtusos. 

DEF. III. — Dizem-se ângulos suplementares aqueles 
cuja soma é igual a um ângulo razo; dizem-se ângulos com-
plementares. se a sua soma é igual a um ângulo recto. 

DEF. IV. — Dois ângulos dizem-so adjacentes se são 
consecutivos e suplementares: os lados O A, O A' não comuns 
de dois ângulos adjacentes (ex., AO b e b O A') são raios 
opostos, e a sua soma é igual a um ângulo razo. 

Se duas rectas r, s se interceptam, formam os dois ângulos 

do duas rectas: rs e sv, e estes ângulos dizem-se ainda 
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adjacentes por urna das rectas r ou s, o gozam da proprie-
dade : 

/ X X X 

r 8 + s r = (w): 

Cor. 1. — A soma de dois ângulos adjacentes de duas 
rectas r, s é igual a um ângulo vazo. 

Pela definição i e notação (n.° 38), os feixes PC)?', PO"'P' 
da fig. 37 pertencem aos ângulos iguais de duas rectas 

xx 
r,s que passam pelos pontos P, P', definidos por: P P ' = 

a'b', e P' P = a1 a" = b' b"; o feixe P P' b' corresponde ao xx 
ângulo constante de duas rectas: P P ' = inv. (a' b') com o vér-

tico em P' ; e a" PT' ~ a" b'1 é a posição do mesmo ângulo XX 
PP ' , tendo o seu vértice coincidente com o primeiro ponto P. 

XX XX 

Os dois ângulos PP ' , P ' P são suplementares: 

P P ' - i n v . (a'br), P P ' + FP = <-). 

COR. 2. — As bissectrizes de dois ângulos adjacentes são 

prependiculares. 

Os ângulos adjacentes ab, ba', fig. 40, tom por bissec-
trizes, respectivamente, as rectas perpendiculares r e OM. 

DEF. v. — (Quadrante é o ângulo igual à quarta parte 

do ângulo de um giro: um quadrante ó igual ao ângulo recto 

- 90° ou 100?. 
Jj 

Diz-se sextante o ângulo igual à sexta parte de um giro: 
é igual a 60°, e a 06» 66" 6GM,((>). IG(>',G(i(iG7]. 

Oitante é o ângulo igual à oitava parte de um giro, e 
designa-se por: 45°, ou 50s. 

Intersecção de rectas. 
Paralelas. — Mov imento de t ranslação rect i l ínea 

41. — DEF. I. — Se uma recta s (ou X X ' ) intercepta 
duas rectas r, r' do plano respectivamente em os pontos A,B, 
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fig. 41, a recta transversal s divide r e r em os raios opostos 
II e Ã l ' , B2 e B2': 1) Os dois raios Ã 1, B2 (ou os seus 
opostos A 1', B 2') existentes na mesma parte do plano em 
relação à transversal s, dizem-se correspondentes do mesmo 
lado de A B ; 2) os dois raios A l , B 2' (ou A l ' , B2), per-
tencendo a semiplanos opostos pela origem comum s, dizem-se 
alternos ou opostos; 3) os raios AB e BA da transversal s 

dizem-se internos, e os raios AX e B X ' , opostos respecti-
vamente aqueles dizem-se externos. 

A estas designações dos raios de r, r e s correspondem 
os nomes dos oito ângulos convexos que aqueles raios definem 
no plano: 

y x /X 
DEF. II. — 1) Os ângulos XA1' , XB2 ' dizem-se correspon-

- ' X / X / X / X 

dentes; os pares de ângulos X A 1 e X' B 2; 1A X e 2B X , . . . 

são correspondentes. 

2) os ângulos BA1, 2 B A dizem internos do mesmo Lado: 

dois ângulos tais como X A 1', 2 'B X' dizem-se externos do 

mesmo lado da transversal s. 

3") Dizem-se alternos internos dois ângulos tais como: 
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XX /X XX XX 
B A 1 , A B 2 ' ; 2 B A , l ' A B ; dizem-se alterno* externos dois 

ângulos tais como X ' B 2 , X A 1 ' ; 1 A X, 2 'BX' . 

Se as rectas r, r' são paralelas, dois ângulos alternos 
internos, ou alternos externos, são figuras opostas em relação 
ao meio do segmento transversal (AB), e estes ângulos 
dizem-se opostos (30. def. i n); portanto (36, Teor. n) : 

Cou. 1. —Se uma recta s intercepta duas paralelas r, r', 
os ângulos alternos internos (e alternos externos) são iguais 
entre si. 

TEOR. I. — Se duas rectas paralelas r, r' são interceptadas 
por uma transversal, os ângulos: alternos internos (ou exter-
nos), e os ângulos correspondentes são iguais; os ângulos 
internos, ou externos, da mesma parte da transversal são 
suplementares. 

I' —E inversamente: Duas rectas r, r' do plano são pa-
ralelas se uma transversal as intercepta segundo ângulos 
alternos internos (ou externos) iguais, ou correspondentes 
iguais entre si; ou se os ângulos internos (e externos) da 
mesma parte da transversal são suplementares. 

Sejam (fig. 41) os ângulos alternos internos iguais (cor. 1) 
XX X-N xx xx 

2 B A = 1 ' A B . Os ângulos 1 ' A B e 1 A X opostos pelo vér-

tice são iguais, e portanto os ângulos correspondentes 1 A X 

e 2 B X (ou 2 B A ) são iguais: 1 A X = 2 B X . 
^X XX 

E sendo adjacentes os ângulos B A 1 e lxYX, resulta que 
XX XX 

os ângulos B A 1 e 2 BA, internos do mesmo lado de AB, 
XX XX 

são suplementares: B A 1 + 2 B A = (TU). 
Inversamente: Se os ângulos alternos internos B A 1 , 

X X 

A B 2 ' são iguais, seja A'B' uma nova transversal das rectas 

r,r' tirada polo meio O do segmento transversal (AB): sendo, 

pois, (O A) = (O B), BA 1 = A'B 2' e A'O A = B' OB resulta 

(37, Teor. i) que: (OA') = (OB') e portanto as rectas r . r 1 

são paralelas. 



TEOR. II. — AS rectas R', R", R'", .. paralelas a uma recta 
r são entre si paralelas. 

Pois quo cada uma delas e a recta r formam com uma 
transversal comum s que a todas intercepta (32, Teor. iv, 
cor. 1), ângulos correspondentes iguais entre si. 

COR. 1. — As perpendiculares a uma recta, pertencentes 
a. um plano, são rectas paralelas. 

DEF. I'. — Os raios correspondentes AL, B2 de duas 
rectas paralelas r, r', interceptadas por uma transversal s, 
dizem-se paralelos da mesma direcção; o os raios alternos 
A l , B2' dizem-se paralelos (lc direcções opostas, ou (30) 
simplesmente opostos. 

TEOR. III. — Se dois ângulos teem os lados paralelos da 
mesma direcção, são iguais entre si. Dois ângulos são suple-
mentares, se o 1.° lado de um e o 2.° do outro teem a mesma 
direcção, e os restantes lados são opostos entre si. 

Sejam ab e a'b' dois ângulos de lados a e a', b e b' res-
pectivamente opostos; os 

S- raios a e a! são opostos, e 
os raios b e b' são também 

Se os lados de dois ângulos ab, a" b1' são paralelos 
da mesma direcção, o ânguo a' b', oposto pelo vértice a 
a" b", é oposto ao ângulo ab, a portanto: a" b" = a'b1 = ab, 
dois ângulos de lados paralelos e da mesma direcção são 
iguais. 

Quando o 1.° lado do um ângulo é paralelo da mesma 

em relação ao mesmo ponto 
do plano (30, def. i, axi.), 
e portanto os ângulos a b, 

a'b' são figuras opostas em 
relação ao ponto médio M 
do segmento dos seus vér-
tices, e (cor. 1): ab — a!b'. 

Fig. 4-2 
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direcção do 2.° lado de outro ângulo, e o 2.° lado daquele é 
oposto ao 1.° do segundo ângulo, os dois ângulos são suple-
mentares. 

TEOR. IV. — Duas rectas r, s de um plano interceptam-se 

na parte do plano em que formam com uma recta transversal 

t, ângulos internos (dessa parte de t) cuja soma é menor que 

um ângulo razo. 

IV'. — Inversamente: Se duas rectas r, s se interceptam, 
formam com uma transversal t e na parte do plano em que 
se interceptam, ângulos internos cuja soma é menor que um 
ângulo razo. 

Demonstra-se esta proposição—«postulado de Euclides» 
ou axioma XII dos seus Elementos — no n.° 43. 

42. — DEF. I. — Rectas paralelas por translação. — Se 
uma recta si de um plano móvel escorrega sôbre uma recta 
s do plano fixo, diz-se 
translação rectilínea o 
movimento do plano e de V 
qualquer figura do plano 
móvel. A recta s^ diz-se 
recta móvel de escorrega-

mento. 

TEOR. I. — Toda a 

recta r de um plano em 

translação move-se para-

lelamente a si própria. 

Se s é a recta de es-

corregamento (22. def. i') 
do plano móvel (fig. 43) 
e r é uma recta deste plano, as suas posições r', ?•", 
paralelas à recta r, pois que os ângulos rs, 

(Teor. i'). 

Fig. 43 

são 
são iguais 
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TKOH. II. — Um ponto <le um plano em translação 
descreve sobre o plano fixo uma recta paralela à recta 
de escorregamento. 

Com efeito, se ,s- é a recta de escorregamento do plano 
e r' é a nova posição da recta r que intercepta s (fig. 43), 
as rectas r, r', ?•'',. . . são paralelas (Teor. i). Se B' é a nova 
posição de ponto móvel B pertencente à recta r, o segmento 
(AB) de r ó invariável: é pois: (AB) = (A'IV). AB' e BA ' 
interceptam-se (34, teor. u) em O, B A B ' = A 'B 'A e B ' 0 A' 

- = A O B (fig, 32): logo (37, Teor. II) (OA) = (OB'), (OA') = (OB), 
os estados B ' ,B" . . . do ponto móvel B pertecem à recta s' 

paralela à recta s de escorregamento, tirada pelo ponto B. 

Coií 1. — Toda a recta paralela à recta de escorrega-

mento move-se sôbre si própria, e é recta de escorregamento. 

De facto se s' é uma paralela k recta s de escorregamento 
do plano, (fig. 43), qualquer ponto B da recta s' descreve 
sôbre o plauo fixo uma paralela B B' à recta que passa 
pelo ponto B, e portanto B B' coincide (30, cor. 1) com a 
recta do plano fixo coincidente inicialmente (5, n) com a 
recta s' do plano móvel: todos os pontos do s' movem-se 
sôbre essa recta paralela à recta s, logo a recta s' resvala 
sôbre si própria, ó uma recta móvel de escorregamento. 

As propriedades das paralelas, enunciadas nos teoremas 
anteriores, definem o processo de construcçâo de rectas para-

lelas por meio de translacções rectilíneas de uma lamina ou 
esquadro ao longo da aresta de uma régua, que realiza a 
recta fixa do escorregamento sôbre o plano. Por consequência: 

COK. 2 . — D e ilma translação rectilínia de uma recta re-

sulta uma recta paralela. 

Polígonos. Propr iedades do tr iângulo 

43. — DEF. I. — Diz-se triângulo a figura de três seg-
mentos rectilínios (A B), (B C), (C A) que unem três pontos 
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A , B , C —os vértices, o (AB), (BC), (CA) os lados do tri-
ângulo; cuda vértice diz-se oposto ao lado dos outros vér-
tices. 

•N. 

Os três ângulos convexos AB C, BC A, C A B formados 
por cada par de lados (o tendo cada um o lado oposto ao 
vértice no interior) dizem-se ângulos do triângulo: e para 
simplificar designamo-los, como feixes, apenas pelos seus 
vértices A, B, C, sem alterar a ordem dos seus lados, quando 
não resulte confusão possível. 

DEF. II. — 1) Ângulo externo de um triângulo é o 
ângulo adjacente a um ângulo interno; por ex. o ângulo 
B A C formado pelo lado A li e o prolongamento A C' de 
outro lado (AC) é externo. 2) Diz-se ponto interior de um 
triângulo qualquer ponto interior a um segmento rectilínio 
tendo os extremos sobro dois lados. Diz se também triân-
gulo a parte do plano formada pelos pontos interiores à 
linha A B C A. 3) Um triângulo diz-se isosceles se tem dois 
lados iguais, e equilátero se 
os três lados são iguais 
entre si. 

TEOR. I. — Um ângulo 

externo de um triângulo è 

igual à soma dos ângulos 

internos dos outros dois vér-

tices. 

Se A B C é o triângulo 
dado, dirigindo pelo vértice 
A o raio a1 paralelo ao lado 
C B (fig. 44) e na direcção 
de C B, o raio a' é intercep-
tado pelas rectas AB e AC (32, Teor. iv) e é distinto 
destas rectas; como a' não intercepta o segmento paralelo 
(O B), a1 é exterior ao ângulo C A B, o existindo este raio no 
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/X 
mesmo semiplano C AB de C A B, pertence ao ângulo exter-

/ \ / N X X 

no B A C' adjacente a C A B: a' é interior a B A C' e divide-o 

(3'4, Teor. 11, cor. 1) em os ângulos consecutivos BAa ' ea 'AC' . 
X X X X X X 

Os ângulos BC A, a' AC' são correspondentes, e A B C , 
x x x x x x 

B A a são alternos internos (41, Teor. i): BC A = a A C , 

A B C - B A a ' . 

Portanto, A B C + BC A = B A a1 + a'AC" = B A C , 
xX 

o ângulo externo B A C ' é igual à soma dos ângulos internos 

opostos A B C , B C A . 

Cou. 1. — A soma dos ângulos de um triângulo é igual a 

um ângulo razo. xx xx 

Os ângulos C A B , B A C ' são adjacentes, donde resulta 
que: 

B A C ' -f C A B = Á B C -f B C A + C A B = <-), 

os três ângulos de um triângulo são suplementares. 

Duas rectas r, s de um plano interceptam-se na parte do 

plano em que formam com uma recta transversal t, ângulos 

internos (dessa parte de t) exija soma é menor que um ângulo 

razo (Teor. iv, n.° 41). 
Com efeito, por hipótese ó C A B + B A a ' ( = ABC) < (TU), 

e portanto a recta A C (fig. 44) intercepta o raio a! e a recta 
C B, paralela a este raio. 

O raio A C' pertence aos semiplanos a' C" e t C', o por 
consequência o raio oposto A C intercepta a recta B C na 

_ X X 

parte t C do plano em que a soma dos ângulos internos C A B , 
XX 

A B C é menor que um ângulo razo. 
Igualdade de triângulos: 
Os teoremas do n.° 37, agrupados nas proposições 1.*, 

2.a, 3 . \ e 4.a, estabelecem as condições de igualdade de 
dois triângulos: 

l.a Dois triângulos são iguais se os três lados de um são 
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iguais aos seus correspondentes no outro: se (AB) = (À'B'j, 
(BC) = (B'CO, (CA) = ( C ' A ' ) , é : A B C = A'B'C' . 

2.a Se dois triângulos teem dois lados correspondentes e o 

ângulo por eles formado respectivamente iguais, são iguais. 

3.a Se dois triângulos teem dois ângulos correspondentes 

e o lado dos seus vértices respectivamente iguais, são iguais. 

1) Em um triângulo isosceles são iguais os ângulos opostos 

aos lodos iguais. 

1') E inversamente: Se um triângulo tem dois ângulos 

iguais, é isosceles. 

2) Os ângulos de um triângulo equilátero são iguais entre si. 

2') E, se um triângulo tem os seus ângulos iguais (equi-

ângulo), é equilátero. 

4.a Se dois triângulos teem dois ângulos e um lado oposto 

a um ângulo correspondente, respectivamente iguais, são iguais. 

Um triângulo fica definido por três elementos: três lados; 

dois lados e um ângulo; dois ângulos e um lado (3.° e 4.°), 

que estabelecem a igualdade de dois triângulos. 

Portanto, é suficiente que dois triângulos tenham três 

destes elementos correspondentes iguais, para serem iguais 

entre si. 

44. — DEF. I.—Diz-se polígono plano, afigura do npontos 

(vértices) do um plano e n segmentos rectilínios consecutivos 

ou lados, quo unem os vértices dois a dois numa certa ordem, 

o cada vórtice pertence sómente a dois lados consecutivos 

(não em linha recta). 

O último e 1.° vértices são os extremos do último lado; 

o nas construções, quando três vértices consecutivos estão 

em linha recta, não se considera o vórtice compreendido. 

2) Dizem-se ângulos do polígono A B C D E F A o s ângulos 

(convexos ou côncavos) formados por cada par de lados 

consecutivos e no sentido do plano. 
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3) Um polígono diz-se convexo se os seus vértices per-
tencem à mesma parte do plano em relação à recta de um 
dos seus lados. 0 triângulo é um polígono convexo de três 
lados. 

DEF. II. —Diz se linha poligonal a figura de n pontos de 
um plano e (n— 1) segmentos rectilínios que os unem dois a 
dois numa certa ordem ; o 1.° e o último pontos são os extre-
mos da linha poligonal, que é uma linha aberta (20, def. m) . 

TEOR. I. — Dois polígonos ou linhas poligonais são iguais 
se teom todos os lados e ângulos correspondentes iguais, 
no sentido directo do plano. 

Existe no plano um só polígono igual a um polígono dado, 
tendo sôbre o plano dois vértices correspondentes a dois vér-
tices do polígono igued. 

Se dois polígonos (ou linhas poligonais) satisfazom a 
ostas condições de igualdade, são figuras iguais entre si 
(19, def. i), pois cada par de lados consecutivos e o seu 
ângulo determinam (2.a) um terceiro lado igual do seu triân-
gulo em um par de pontos correspondentes, igual nos dois 
polígonos. 

TEOR. II. — Se dois polígonos quaisquer teem os lados e 
ângulos correspondentes iguais, menos: .1) dois ângulos e o 
lado comum (2.a); ou 2) dois lados consecutivos e o sou 
ângulo (3.a), os polígonos são iguais. 

Os elementos que faltam, respectivamente, nos dois casos, 
existem implicitamente nos elementos dados, como nas con-
dições 2.a, 3.a de igualdade dos triângulos, respectivamente. 

Por consequência, para construir um polígono igual a 
outro dado, é suficiente que se conheça os 2n lados e ângulos 
menos três daqueles elementos; um polígono de n vértices é 
definido por 2 « — 3 elementos consecutivos nas condições 
designadas: 1), 2). 

COK. 1. — Um polígono convexo fica definido pelos seus 
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lados e ângulos menos: 1) três ângulos consecutivos (l.4); 
2) dois ângulos e o lado comum (2.a); ou 3). dois lados con-
secutivos e o seu ângulo (3.°). 

Notasse sempre nas aplicações do teorema n, que a ge-
neralidade do seu enunciado é consequência da definição de 
ângulo, com a significação expressa de designar todos os 
ângulos do polígono no mesmo sentido do plano: Fodo-se 
construir um polígono igual a outro, dado pelos seus ele-
mentos, sem ter êste à vista. 



V. 

§ 11. 

Da circunferência. — O circulo 

45 . — Os pontos O o A são distintos: O ^ t A , 
DEF. I. — Diz-se circunferência a sucessão linear de 

pontos (X) pertencentes a um feixe de raios e equidistantes 
do seu centro O: ( 0 , X ) = Õ Ã . 

O segmento rectilíneo (O A) o os-segmentos iguais (OX) 
do feixe de raios, dizem-se raios da circunferência de centro O. 

A circunferência ó, pois, uma linha fechada; e os seus 
segmentos dizem se arcos de circunferência: 

Das locuções que definem (n.° 9) um ponto móvel, re-
sulta : a circunferência é a linha descrita por um ponto A na 
rotação do par de pontos (O, A), sôbre o plano, em redor do 
centro O (9, 2.a, def. III). Esta propriedade define o processo 
de construção da circunferência fazendo uso do compasso, 
cujas pontas, em ligação invariável, realizam o par de pontos 
(O, A). 

COR. 1.— Se a circunferência gira no plano em torno do 
seu centro, escorrega sôbre si própria. 

DEF. I'. — Diz-se círculo a sucessão linear de raios 
( O X ) = ( O A ) da circunferência. Os pontos interiores aos 
raios dizem-se interiores à circunferência, e pertencem ao 
círculo. 
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DEF. II. — Diz-se ângulo ao centro o ângulo formado 

por dois raios da circunferência; um segmento rectilínio 

tendo os extremos de um arco, é uma corda; e diâmetro é 

toda a corda que passa pelo centro. A corda diz-se subtensa 

ao arco, o dois arcos com os extremos comuns a uma corda 

subtendem a corda. 

DEF. III. — 1) Um arco diz-se compreendido entre os 
lados de um ângulo se os seus pontos são interiores ao 

ângulo. Sendo a circunferência uma sucessão linear de 

pontos de um feixe, de raios, um arco está compreendido 

entre os lados de um ângulo ao centro, se o 1.® e o 2.° 

extremos do arco pertencem aos lados correspondentes do 

ângulo, adoptando-so o mesmo sentido para os arcos e 

ângulos ao centro. 

2) A parte de um círculo, pertencente a um ângulo ao 

centro diz-se sector circular. 

TEOR. I. — Toda a recta que passa pelo centro de uma 

circunferência intercepta-a em dois pontos opostos, os extremos 

de um diâmetro. 

Se uma recta r passa pelo centro O da circunferência, 

sôbre r existem (24, 2.a) sómente dois pontos B, IV tais que 

(OB) = (OB') = (OA), o como a cada raio pertence um só 

ponto da circunferência, a recta r intorcepta-a sómente em 

dois pontos opostos B, B', extremos do diâmetro B B'. 

Os pontos I do círculo tais que (O I) < (O A) (raio) 

formam a parte interior, e os pontos das rectas r exteriores 

a (B B'), pertencem à parte exterior à circunferência. 

TEOR. II. - -As circunferências de raios iguais são iguais. 

Pois que duas delas são figuras opostas em relação ao 

ponto médio do segmento dos seus centros (36, T. II, cor. 3). 

TEOR. III .—Ângulos ao centro iguais compreendem na 

circunferência (ou em circunferências iguais) arcos e cordas 

iguais. E inversamente. 



Se os ângulos ao centro A O B, A' O' B' são iguais, os 

seus feixes e portanto (19, i) os seus arcos comprenedidos 

AB, A B ' são iguais, e (AB) = (A'B'). . 

E, se dois arcos AB, A'B' são iguais, as suas cordas 

(AB), (A'B') são iguais e (O A) = (O' A') = (OB) = (O' B'): o 

por consequência (37, l .a) são iguais os ângulos AOB, A'0 'B ' 

que os compreendem em circunferências iguais: 
COR. 1. — A bissectriz de um ângulo ao centro divide o 

seu arco em dois arcos iguais. 
DEF. IV.—Um diâmetro divide a circunferência em dois 

arcos iguais que se dizem semiclrcunfcrfincias, o divido o 
círculo em duas partes iguais, semicírculos. 

Diz se quadrante o arco de circunferência compreendido 
no ângulo ao centro de um quadrante; usa-se as mesmas 
designações para os arcos e sectores de um sextante e um 
oitante (40, def. v). 

COR. 2 .— Dois diâmetros perpendiculares dividem a 
circunferência em quatro quadrantes. 

TEOR. IV.— O diâmetro perpendicular a uma cordci, divide 
ao meio a corda e os arcos que a subtendem (40, cor. 1). 

I V . — E inversamente: A perpendicular dirigida pelo 
meio de uma corda, passa pelo centro da circunferência 
e pelos meios dos dois arcos que subtendem a corda (40, 
cor. 2). 

Estas proposições resultam dos cor. 1 e 2 do n.° 40. 

4 6 . — TEOR. I . — Por três pontos não pertencentes a uma 

linha recta passa uma só circunferência. 

Sejam A, B, C, fig. 45, três pontos não situados em uma 
linha recta (A-B e A C interceptam-se em A, n.os 23 e 32, 
T. I cor 1), M, M', M" os meios dos segmentos (AB), (BC), 
(CA), e MO, M'0 ' , M"0" as suas perpendiculares. Da 
hipótese resulta que as rectas A B, AC se interceptam na 
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parte MM" A da recta MM" (41, Teor. iv) em que A MM" 

+ MM"A<(TT); e as suas perpendiculares MO, M " 0 " formam 

com a transversal M M" ângulos 

internos O MM' , MM" O" tais que a 

sua soma é igual à daqueles: O M M' 

+ M M" O" = A M M" M M" A < ( ~ ) , e 

portanto as perpendiculares O M o 

O" M" interceptam-se em um ponto 

O, equidistante (40, cor. 1) do A, B 

e A, C : (OA) = (OB) = (OC). 

A perpendicular M' O' ao meio do 

(B C) passa pelo ponto O, pois que ó 

(40, cor. 2) (OB) = (OC), a recta M ' 0 é perpendicular a 

(BC); MO, M'0' , M"O" interceptam-se em um ponto comum 

O, que é o único centro da circunferência que passa por 

A, B, C: 

l .a PROP.— A circunferência tem um só centro. 

COR. 1. — A s perpendiculares aos lados de um triângulo, 

dirigidas pelos seus meios, são concorrentes em um ponto 

equidistante dos vértices; interceptam-se no mesmo ponto. 

Esse ponto é o centro O da circunferência determinada 

pelos seus vértices, e o triângulo A B C diz-se inscrito na 

circunferência. 

Problema I. — Construir a circunferência que passa por 

três pontos dados A, B, C. 

Angulo Inscrito 

47 . — DEF. I. — Se uma recta s intercepta a circunferência 

em dois pontos distintos A ^ r r B , diz-se secante. 
Diz-se tangente a recta que tem um só ponto comum 

8 
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com a circunferência; o único ponto comum diz-se ponto 
de contacto da tangente circunferência. 

DEF. II. — Diz-se angulo inscrito na circunferência todo 
o fmgulo convexo que tem o seu vértice sôbre a circunfe-
rência o os seus lados são secantes, ou um secante e outro 
tangente; diz-se que insiste sôbre o arco compreendido entre 
os seus lados. 

DEF. III. —O angulo de duas rectas rs que tom o seu 

vértice sôbre a circunferência, diz-se inscrito na circunfe-
rência. 

Diz-se arco compreendido entre os lados de um ângulo 
XX 

insCrito de duas rectas rs , o arco interior aos feixes opostos 

do ângulo rs das duas rectas r e s; é o arco por onde passa 

o 1.° lado r, quando este descreve o ângulo rs. Ex., o 

ângulo rs, iig. 47, compreende o arco AB (AVB), for-

mado dos arcos consecutivos AY ^ VB = AB e o ângulo /x —̂X 

s r compreende o arco B A. 
O ângulo ao centro que compreende o mesmo arco do 

ângulo inscrito, diz-se correspondente. Todo o ângulo de 
duas rectas, tendo o seu vértice sôbre a circunferência, é 
inscrito. 

TEOR. I.— Um ângulo inscrito é igual a metade do ângulo 

ao centro que compreendem o mesmo arco. 

Seja A V B um ângulo inscrito na circunferência de centro 
O, tendo como primeiro lado o diâmetro VA, tig. 4(5, e X X X — X A O B o ângulo ao centro que compreende o arco AB. 

XX 

Na circunferência é (OA) = (OB), os ângulos A V B 

(ou OVB) e V B O são iguais (43, 3.a, 1): A V B = VBO. O XX 

ângulo ao centro A O B , é externo ao triângulo VB O, donde 

(43, Teor. i) resulta: A O B - A ? B + V B O = (AVB)2 . 
XX XX XX 

Se os ângulos Ai VA, A V B são consecutivos, é Ai VA 

- f - A V B = A i V B , A,O A = (A, 'VA)2, A O B = (AYB)2 , 
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A, OA + A O B = (A, V A ) 2 + ( A V B ) 2, donde resulta: 

Ai O B = (A V)B) 2. 
XX /X 

Para o raio YBi , interior a A| O A, é Ai V B | = Ai VA 

= B i Y A , e da propriedade demonstrada deduz-se A, O Bi 

( A , V B i ) 2 . XX /X [ 
Logo é, em todas as hipóteses, A V B = (AOB) 

XX x"X 
Pôsto isto, os ângulos definidos A V B e A O B existem 

f ig . 4Pi Fi„-. 47 

na mesma parte Y A B do plano, e a parte B l do lado VB 
xx 

do ângulo A V B é interior ao ângulo ao centro A O B (e a 
corda (AB) é interior aos dois ângulos A O B , A V B ) . 

Tire-se pelo centro O da circunferência o raio b paralelo XX 
ao lado VB de A V B (fig. 4(3); vê-se imediatamente que b é 

a bissectriz dêste ângulo. Os raios do ângulo ao centro 

A O b não interceptam (34, cor. 2) o raio VB, e portanto 

os seus pontos são interiores ao ângulo inscrito A V B : o arco 
XX '/X 

de A O b (e o sector) pertence a A V B . 

Na outra parte J O B do ângulo ao centro, cada um dos 
— — . ^ . — 

raios 0 1 , 0 2,. do feixe J O B e o raio VB formam com 
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a transversal A \r ângulos internos, na parte A V B de A V, 

cuja soma é menor que um ângulo razo, o portanto 

(41, Teor. iv) êsses raios interceptam V B na parto B I , 

interior a A O B , em os pontos I, I', 1 ' , . . . distintos do 

ponto B (31, Axi. 1), 2). 

Estes pontos 1,1', I " , . . . são distintos da circunferência: 

com efeito, o ponto I 6 a intersecção do raio 01 com V B, 

os pontos 1 e B são distintos por pertencerem aos raios dis-

tintos Õ l , Õ B . Sendo A(31 = (A^V 1)2, A O B = (AVB)2, 

o A 01 < A O B , resulta: 

AV 1 < A V B = A V 1 + I V B, 

e portanto o ângulo A V I é uma parte de A V B . 
/v 

Logo o raio VI é interior ao ângulo inscrito A V B o, 
também os outros raioi V 2, V 3 , . . , e tendo as rectas dis-
tintas V I , YB o ponto comum V, o ponto 1 está fora da 
recta VB, 1 ó, pois, distinto do ponto I, os pontos 1, 2, 3 , . . . 
são distintos de I, I', I ' ' , . : os pontos do arco A B (o o XX 
sector) são interiores ao ângulo inscrito A V B : (45, def. IH) 

o ângulo inscrito A V B e o ângulo ao centro correspon-

dente A O B compreendem o mesmo arco. A xx 
E os ângulos inscritos Ai VB, At V B j gozam desta pro-

priedade. 
Os pontos I, I', I " , . . . não pertencem à circunferência; e 

a A 

para um raio OB' exterior a A O B ó A O B ' > A O B , e cor-
XX 

respondo-llie o ângulo inscrito A V B ' > A VB, VB' é distinta 
de VB e exterior a A V B , o raio (OB') intercepta VB em 
um ponto J, interior ao raio (O B') e distinto do ponto B': 
Jj^írB', e como sobre cada raio existe um só ponto da circun-
ferência e os pontos J, 1,1', I",. .. são distintos da circunfe-
rência, a recta VB intercepta-a sómente em dois pontos V e B. 

Esta propriedade da circunferência é muito interessante 
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o de grande importância nas suas relações com as rectas do 
plano, o enuncia-se: 

2.a 1'ROP. — Se uma recta s tem dois pontos comuns com 

a circunferência, a recta secante s intercepta a circunfe-
rência somente em dois pontos distintos. 

Os raios Y l , Y2 , V 3 , . . . interiores ao ângulo inscrito 
A YB interceptam (34, Teor. 11) o raio (OB) em pontos 
interiores, e também interceptam em pontos interiores os 
raios (OB'), (OB"), . . . o por consequência, interceptando, 
como vimos de demonstrar, a circunferência nos pontos 
1, 2, 3 , . . . resulta : 

3.A PROP."— Se uma recta tem um ponto comum e um 
ponto interior a circunferência, intercepta-a em dois 
pontos distintos. 

2) Se uma recta tem um ponto comum com a circunferência 

e não é tangente, intercepta-a em dois pontos. 

Se os raios secantes YB', YB", Y B ' " , . . . fig. 46, dos 
XX XX XX 

ângulos inscritos A YB', A YB", A VB'" , . . se aproximam 
do tangente t à circunferência no ponto de contacto V, os 

XX XX 

ângulos ao centro correspondente A O B ' , A O B ' , . . . sito 
XX 

sucessivamente maiores, o ângulo O B'" externo aproxi-
XX XX, 

ma-se do ângulo razo A O V (o os ângulos iguais O V B", 
XX 

V I V O tendem para o ângulo recto): quando o 2." lado do 
XX 

ângulo inscrito A V T é tangente t à circunferência, resulta 
. . . que, por definição de tangente, a semicircunferência A B Y 

^ _ xx 
é interior ao ângulo inscrito A V T e o ângulo ao centro 

XX 

correspondente AOV é um ângulo razo, compreende o mesmo 
XX 

arco quo os lados do ângulo inscrito A V T : portanto (Teor. i) 
XX XX 1 1 

A V T = í A O V ) i = ( s ) | : 
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4.A PROP. — A tangente À circunferência é perpendi-
cular ao raio do ponto de contacto. A circunferência existe 
toda de uma parte do plano em relação a uma sua tangente; 
é interior a esse semiplano. 

O OK. 1. — Se o ângulo inscrito tem um lado tangente à 
circunferência e o outro lado é um diâmetro, o ângulo é recto. 

E inversamente, se um ângulo recto inscrito tem um 
diâmetro como lado, a outro lado é tangente à circunferência. 

O ângulo inscrito B V T com um lado V T tangente e o 

lado VB interior a A V T é, teor. i, B V T = A V T - A V B 

= (A O V) ™ - (A O B) -i- = (B O V) |. Para o ângulo inscrito 
Jj u u 

Ai V T com o lado V Ai exterior a A V T, é, iig. 46, A, V T 

= Ai V A + A V T = (Ai O A) -f (A O V) e portanto : 
1 

Ai V T = (A O V) 

A propriedade do ângulo inscrito, enunciada no teorema i, 
fica demonstrada para a hipótese de um lado do ângulo ser 
tangente à circunferência. 

Do teorema i e das propriedades demonstradas para o 
ângulo inscrito, resulta em todas as hipóteses: 

COR. 2. — Os ângulos inscritos na mesma circunferência 
que compreendem o mesmo arco ou arcos (e cordas) iguais, 
são iguais. ^ 

E inversamente: Os ângulos inscritos iguais compreendem 
na mesma circunferência (ou em circunferências iguais) arcos 
iguais. 

Pois que são iguais a metade do mesmo ângulo ao centro, 
ou ângulos ao centro iguais (45, Teor. III). 

COR. 15. — Os ângulos inscritos que insistem sôbre uma 
A 1 1 

semicircunferência são quadrantes: V B A = (\ O A) — = (77) . 
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Os ângulos inscritos considerados são. pois, os seguintes: 

I . - A V B = ( A O B ) - | ; 1): A , V B - ( A , O B ) - | ; 2) : A J V B , 

= ( A 1 O B , ) | ; 3: V B A = (V O A ) | = (tc) 

I I . — A V T = ( A O Y ) I ; 1 ) B V T = ( B O V ) 2 ) : A , V T U u 
( A I O V ) - I . 

tu 

Problema 1. — Dirigir por um ponto de uma recta dada 
a perpendicular que passa por êsse ponto. 

Se AB é a recta e B o ponto dado, fig. 46, determina-se 
um ponto O equidistante de A e B: (O A) = (O B), e des-
crove-se a circunferência de centro O e raio (OA) (46, 1.® Prop.) 

A extremidade V do diâmetro A V c um ponto (2.a Prop.) 
da perpendicular B Y, ou r, à recta dada A B, pois que 

(cor. 3) é V B A = ( T T ) | - . 
u 

Prob. II. — Construir as tangentes a uma circunferência 
dirigidas por um ponto exterior. 

48. — TEOK. I. — 0 ângulo inscrito de duas rectas r, s 
é igual a metade do ângulo ao centro que compreende o mesmo 

arco. O seu vértice é qualquer ponto da circunferência. 
Com efeito, por definição do ângulo inscrito rs em uma 

circunferência (47, def. ni), uma das suas rectas é, em geral, 
secante, podendo ser ambas secantes, e portanto compre-
endo sempre um arco da circunferência: O ângulo r s = 

A V B ' da fig. 47 compreende o arco A V B o é igual a 
metade do ângulo ao centro A O B que compreende êste 
arco; o ângulo suplementar s r E=.B V A tem inscrito o outro 
arco B A, e é igual a metade do ângulo ao centro correspon-

dente B O A , no sentido directo do plano: rs = (AOB)-^, 
a a x x 1 

s r = BA = ( B O A ) ^ . 
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Todo o ângulo rs tendo o seu vértice sôbre a circunfe-
rência é inscrito, e basta que o vértice do ângulo inscrito de 
duas rectas seja qualquer ponto de circunferência: Portanto, 
o ângulo inscrito de duas rectas rs gosa da propriedade 
demonstrada, com toda a generalidade. 

Cor. 1. — Se o ângulo rs é razo, as duas rectas coinci-
dem, podendo ser tangentes; e êste ângulo inscrito rs = (n) 
compreende toda a circunferência (4.a Prop.), como o seu 
ângulo ao centro correspondente de um giro. 

COR. 2. — Os ângulos de duas rectas, inscritos, cujos 
lados r, s, passam por dois pontos dados A, B da circunfe-
rência, são iguais entre si. 

Problema I. — Unir dois pontos A, B por um arco de 
circunferência em que se inscreva um ângulo dado a b. 

Seja aò = A V B o ângulo dado, fig. 4(>. Construe-se 

(38, i) o 2.° lado A V do ângulo B AV = (77) ^ — ab, comple-

mentar do ângulo dado ab, e dirige-se pelo meio de (AB) a 

perpendicular b1 que intercepta AV 110 ponto O, centro da 

circunferência (45, iv'). Ao ângulo A O V = a b = (A O B) — 
u 

corresponde o ângulo ao centro A OB, e o arco obtido A V B 
(e o segmento circular A V B A) diz-se capaz do ângulo ab, 

nele estão inscsitos todos os ângulos iguais & ab. O lado t 

do ângulo inscrito t A B = ab é perpendicular ao raio O A o 
tangente à circunferência em A. 

I I .— Unir dois pontos A, B por uma circunferência capaz 

de um ângulo dado de duas rectas rs = AB. 

Em geral, aplica-se a propriedade do teor. 1 do n.° 38. 
Se o ângulo é dado por dnas direcções r e s, move-se o 
plano até que a perpendicular s' ao meio de (A B) seja para-
lela à recta s, e dirige-se por A a paralela r' à direcção s: 

o ponto O de intersecção de e s1 é o centro da circunfe-
rência em que está inscrito o ângulo dado: AB = r s . 
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§ 12. 

O gónio. — Geração da circunferência (nova def.) 

49. — DEF. I. — Diz-se Paralaxe de dois pontos P, P' em 
relação a um ponto V, o ângulo de duas rectas V P, V P' 
que projectam do ponto V os pontos P, P ' ; o centro V é o 
vértice da paralaxe, e denota-se por: PP' = V. 

2) 0 ângulo de duas direcções r,s diz se a poralaxe do 
dois pontos distintos pertencentes (31, def. i) às rectas r,s. 

So um desses pontos coincide com a intersecção V de r 

e s , o segundo ponto ó distinto de V e existe em r ou em s 

(37, def. i, 38, i): r^V = V^ = V. 

Diz-se que a paralaxe é o ângulo sob O qual é visto do 
ponto V o segmento rectilínio (P' P"), segundo a notação e 
o sentido directo. 

5.A PROP. — A sucessão linear dos vértices dos ângulos 
iguais rs = r ' s . . . de duas rectas, cujos lados passam por 
dois pontos P, P' do plano, é uma circunferência única. 

Sejam A. B dois pontos distintos e ?-« = AB o ângulo 
inscrito na circunferência c, cujos lados O A, e OB passam 
pelos pontos A, B, fig. 48, e o ângulo de duas rectas P P' 
= rs igual a A B ; os seus lados V P , V P' passam pelos 
pontos P, P' do plano, tais que: 

(PP') = (AB), P P ' = A?B = r7, (1) 

Existe no plano uma só recta PV quo faz (38, Teor. i) 
com a recta P ' V um ângulo P P ' = A O B . Temos pois, por 
hipótese (1): 

V P ' P = OB A, P V P ' = A O B , (PP') = (AB), (2) 

e portanto (43, 4. ') : (P V) = (A O), (P' V) = (B O). 
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Seja A O ' B = t 's outra posição do ângulo inscrito na 

circunferência c, e P V ' P ' = P P ' a posição correspondentò 

do ângulo P P ' em que é V ' P ' P = 0 ' B A , o AO' , PV são 

interiores, respectivamente, aos ângulos O BA, V P ' P . 

Fig. 48 

Se o ângulo P P' (iuv.) se movo no plano e os seus lados 
r, s, passam pelos pontos fixos P, P', escorregando sôbre eles, 
a cada posição de PP o dos seus lados r, s corresponde uma 
posição do ângulo inscrito na circunferência c e igual a AB 
(n.° 38): o vórtice V de P P ' descreve uma linha sôbre o 
plano. 

Seja pois, V' F P = O' B A: por ser (1) P V ' P ' = AO' B, 
e (P P') = (A B), é (43, 4.a): (P'V') = (BO'), (PV') = (AO'). 

Por consequência, sendo pela hipótese anterior V ' P ' P = 
O 'BA, e (2) V P ' P = O B A , é V P P - V ' P ' P = V P ' V ' , 
O B A — O' B A = O B 0', ó (n.° 28, Teor. i) V P ' V ' = OBO'; 
sendo portanto, 

O F V' = O B O', ( F V) = (B O), ( F V') = (B O'), 

resulta (43, 2.-v) a igualdade: 

(V V') = (O O'). (i) 



Esta igualdade demonstra que a cada par de pontos 
( 0 , 0 ' ) da circunferência c corresponde uma só posição do 
ângulo 1' P' e um só par do pontos (V, V') igual, na linha c' 
gorada no plano pelo vórtice V do ângulo P P ' : segundo a 
significação geral de igualdade (19, def. i), o arco V V' da 
linha e' ó igual ao arco de circunferência O O' correspon-
dente na circunforência c. 

Se o vértice V de P P ' coincide com P', à sua posição 
t' P P' corresponde na circunferência c o ângulo t A B = t B 
em que t é tangente à. circunferência c no ponto A (48, Probl. i), 
e ó, como vimos, (PV) = (AO) (P V') = (A O'),. .. : t' é cor-
respondente à tangente t, o portanto ó tangente a linha c'. 

Seja V" o vértice de um ângulo igual a PP ' , na outra 
parte do plano: se — P P ' V " = ABO" , e pela hipótese (1), 
P' V" P = B O" A = (TT — A B), (PP') = (AB), resulta: (PV") 
= (A O"), (P' V") — (B O"). 

É portanto, por (2), V P ' P = O B A , P P ' V " = A B O " , e 
por adição destes ângulos, VP 'V" = OBO", (P'V") = (BO"): 
resulta pois (43, 2.°) a igualdade: 

(V V") = (O O"). (II) 

Por consequência é também 

(V'V") = (0 ' O''). 

Continuando o movimento do ângulo r a 110 arco V" 1" 
até o primeiro lado r coincidir com 1" P, o segundo lado u ó 
tangente h curva c' no ponto de contacto P', o assim suces-
sivamente, os vértices V', V", V" .. dos ângulos iguais a r s 

formam a linha c', e a sucessão das igualdades anteriores é: 

(V V') = (O O'), (V V") = (O O"), (V' V") = (O' O") , . . . 

As duas linhas c, c' são iguais entre si, e a sucessão linear 
dos vértices V. V', V" , . . dos ângulos iguais a P P', é uma 
circunferência. 
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COR 1 . — S e os lados dos ângulos de duas rectas, iguais 

entre si, passam por dois pontos fixos do plano, os §ous vér-
tices existom sôbre uma circunferência: os ângulos são 
inscritos na circunferência definida pelos dois pontos e um 
vértice. 

Co®. 2. — Os vértices dos ângulos iguais P V T ' = P V T ' 
= . . . = ai (cujos lados passam por dois pontos P, P') per-
tencem ao arco P V P ' da circunferência definida pelos pontos 
P, P' e V: é o arco capaz do ângulo ab. 

TEOR. I. — Se #s lados de um ângulo invariável 

P P I = r», 

móvel sôbre o plano, passam por dois pontos fixos P, P', o 
seu vértice géra uma circunferência. 

De facto, pela propriedade anterior, a curva c descrita 
pelo vértice V do ângulo rs é igual à circunferência c. 

COH. 1.— Os vértices da paralaxe constante de dois pontos 
A, B, existentes no mesmo plano, pertencem, a uma circunfe-
rência. O segmento (A B) é visto sob um ângulo dado, de 
todos os pontos da circunferência. 

TEOR. II. — Se o lado r de um ângulo rs passa por um 
ponto A da circunferência e o seu vértice a descreve, o 
outro lado s escorrega sôbre um ponto fixo B da circun-
ferência. Nos seus sucessivos estados o ângulo é inscrito na 
circunferência c (46, def. n), e os arcos que êle compreende 
são iguais entro si e ao compreendido pelo ângulo ao centro 
(38, Teor. i): como teem o extremo comum A, fig. 48, os 
2.0S extremos coincidem em B: portanto o lado s escorrega 
sôbre o ponto fixo B da circunferência. 

TEOR. IH. — Se os lados de um ângulo PP ' , movei sôbre 
o plano, passam por dois pontos fixos P, P'. todo o raio do 
ângulo, tendo a origem no vértice, passa por um ponto 

V 
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fixo: — é o ponto de intersecção do raio com a circunfe-
rência gerada |n'lo vértice do ângulo PP ' . 

Seja V V' o raio (ou recta) do ângulo PP ' , fig. 48, 6; o 
ângulo P V V" é inscrito na circunferência c gerada pelo vér-
tice móvel de PP' , e compreende o arco invariável P V " : 
pela propriedade demonstrada do Teor. n, o raio V V" 
escorrega sôbre o ponto fixo V" (la circunferência. 

A mesma propriedade teem os raios VV' , VV" . .. 
DEF. I. — O ponto V" diz-se centro de rotação e escor-

regamento do raio V V". Diz se movimento paraláxico o 
escorregamento definido do ângulo PP , móvel sôbre o plano. 

DEF. II. —O vértice Y descreve o arco VV' , e o raio 
V P' resvala sobre P' no sentido P' V até passar pelo centro 
da circunferência c': 2) a partir da sua posição sobre o 
diâmetro, o raio V P' escorrega sobro P' no sentido contrário 
V P : A passagem de um raio sôbre o diâmetro da circunfe-
rência c' é um estado de escorregamento nulo sôbre o seu 
centro de escorregamento. 

COR. 1.-—Os raios VV', V V " . . . . teem todos a mesma 
propriedade: todos os raios de um feixe de raios ou de 
rectas (V R() do plano de P LV com o seu centro em V, teem 
os seus centros de rotação e escorregamento sôbre a circun-
ferência gerada pelo vértice V do ângulo, no seu movimento 
paraláxico. 

COR. 2. — O ângulo de duas direcções distintas de uma 
recta ri pertence ao plano do ângulo P P, é igual ao ângulo 
descrito por um dos seus raios V V" (ou V P ) em redor do 
seu centro de rotação e escorregamento V. 

Probl. I.—Dados três pontos P', P ' ,P '" , determinar o 
ponto do plano, definido pelas paralaxes; P' P" *=p'p", P 'P" ' 

Os pares de pontos (P', P"), (P'P'"j são vistos sob os 
ângulos p'p", p'p", respectivamente, daquele ponto (P) a 
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determinar, e podem ser dados por direcçOes no plano. 
Construindo as circunferências e', c (fig. 50 e 51) em que os 
dois ângulos estão inscritos (Prob. II, n.os 48 o 49), c, c' teem 

0 ponto comum P', e interceptam-se (n.°52, Teor. i) em uin 
2.° ponto P, com as propriedades definidas: este ponto P ó 
a única solução do problema. 

Aroía: Se as paralelas sâo iguais: 
p' p" — p' pnl

y 

os três pontos P", P'" e P estão em linha recta: o ponto P 
existe sobre a recta P" P'", e é o vértice do ângulo P' r = 
p1 p" com o 2." lado na recta r (ou P"P"'). 

50. — 0 gónio. Compasso de paralaxes. 
As proposições que vimos de demonstrar teem interesse 

teórico: por consequência resulta a definição construtiva da 
circunferência, determinada por três pontos (46, i), indepen-
dentemente da existência do seu centro. 

DEF. — Circunferência é uma sucessão linear de yér-
x x x x 

ticcs de ângulos de duas rectas, iguais entre si: ? - s=rV=. . . , 
cujos lados passam por dois pontos do seu plano. 

As proposições anteriores resolvem certas questões teóricas 
e práticas: Pode-se, portanto, descrever uma circunferência 
sem conhecer o seu centro, ou o seu raio (Probl. i, n.° 46; 
1 e II, n.° 48). 

A Prop. 5* e o teorema anterior são o princípio do gônio, 

aparelho que o autor descobriu, com o qual so realiza as pro-
posições enunciadas. 

i). E formado (fig. 49) de duas alidades rígidas que so in-
terceptam nas arestas (entalhadas uma na outro), e ligadas entre 
si por um eixo perpendicular ao plano das suas arestas. Um 
arco circular de um quadrante (metálico), graduado de 0 a 
180°, com o centro no eixo das alidades e paralelo ao plano 
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das arestas, dá rigidez ao Angulo das alidades e designa as 
paralaxes. Cada alidade tem duas pínulas nas extremidades, 
móveis e com os rectículos no plano da face interior da 
alidade. O eixo das alidades tem um estilete cuja ponta é o 
vértice do ângulo P P'. 

O ângulo de alidades construo o ângulo de duas rectas rs 
ou paralaxe, e as suas arestas são as rectas r, s. 

ii). Dois arcos metálicos laços planas, articulados, for-
mam o plano ou baso do gónio: sôbre ele e na extremi-
dade de cada arco há um dispositivo circular-azimutal de 
forma cilíndrica, e move-se om torno de um eixo perpendi-
cular ao plano da base. Em dois muros opostos existem ca-
vidades cónicas (em parafusos micrométricos), e o seu eixo 
comum pertence a um plano diametral do dispositivo circular: 
nas cavidades assentam as extremidades (munhões) do eixo 
do uma roldana de rolamento e rotação, paralelo ao plano. 

A circunferência de rolamento da roldana pertence a um 
plano diametral do dispositivo descrito, e passa portanto pelo 
seu eixo. 

iii). No centro da base do circular há (em cada um) uma 
janela cónica (coroa), representando (50, def. i) os centros 
de rotação e escorregamento. 

Funciona fixando-se os centros de escorregamento dos cir-
culares sôbre o plano o em coincidência com dois pontos P, P'; 
assenta-se as arestas das alidades sôbre as roldanas, dando 
ao ângulo de alidades uma paralaxe lixada (por um pressôr) 
sôbre o arco graduado, e apoia-se o vértice sobre o plano 
do P P': o ângulo do alidades existe sôbre um plano paralelo. 

Os circulares teom movimento de rotação (azimutal) em 
tôrno dos seus eixos, o todo o gónio move-se em rotação e 
escorregamento: deslocando o ângulo, as alidades resvalam, 
por rolamento, nos centros P, P' de escorregamento, e o 
vértice gera sôbre o plano uma circunferência. 
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A figura junta representa uma curva traçada (reduzida 

4, 
Esta íorma particular do aparelho descrito é um compasso 

de paralaxes. Em geral, o gónio com um dispositivo especial 
variável, gera uma nova curva 

OBS. : — A s pínulas teem visores circulares, para medir 
ângulos de direcções no espaço, como no astrolábio simples2. 

51. — 6.A PROP. — Se uma circunferência se move 
sôbre o plano passando por dois pontos fixos A, B, todos 
os seus pontos passam por um 3.° ponto; e resvala sobre si 
própria. 

De facto, se a circunferência c se move no plano, em 
contacto com dois pontos fixos A, B (fig. 48), os sucessivos 
arcos de c, com os extremos nos pontos distintos A, B, teem 
a corda comum A B : os seus ângulos ao centro são iguais 
(37, l.a) e os ângulos inscritos correspondentes são iguais 
(n.u 47). Por consequência, quando o ponto O de c passa 
sôbre a recta fixa A O', o segundo lado do ângulo inscrito 
no arco quo (nesse estado O' do ponto O) tem os extremos 
A, R, coincide com BO' (38, Teor. i): pontanto o seu vér-
tice O' coincide com O, passa por este ponto da circunferência 
fixa no plano. 

Da mesma forma se demonstra que todos os pontos da 
circunferência c, movei em contacto com os dois pontos A, B, 
passa pelo 3.° ponto O. 

A circunferência escorrega sôbre si própria e gira (rotação) 
em redor do seu centro, como ponto singular desto movimento. 

1 A teor ia dessa curva especial sái fora do quad ro e lementar desta 

d isser tação (§ 4j. 
2 Astronomia dos Lusíadas — D r . Luciano P e r e i r a da Si lva. 
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Esta propriedade da circunferência é idêntica à da linha 
recta (22, def. i), e podemos enunciar a proposição: 

Existe uma sucessão linear de pontos c tal que, se c se 

move sôbre o plano passando por dois pontos fixos A, B, tem 
um só ponto C em contacto com o ponto Ci de um seu 
estado Ci (Ai Bi C i . . . ) , e todos os pontos de c passam pelo 

3.° ponto Ci: a linha c é uma circunferência. 

In tersecção de circunferências 

52. — DEF. I. — Se duas circunferências teem dois 
pontos comuns, dizem-se secantes; os dois pontos comuns 
são pontos de intersecção. 

Dizem-se circunferências tangentes, se teem um só ponto 
comum ou de contacto. Quando existem na mesma parte da 
tangente comum, dizem-se tangentes interiores; e se as cir-
cunferências estão em partes opostas do plano em relação 
à tangente comum, dizem-se tangentes exteriores. 

Sejam O, O' os centros de duas circunferências c, c' que 
teem um ponto comum A fora da recta O O', dirigindo por A 
a corda (A A') perpendicular ao diâmetro, O O' é perpendi-
cular a (A A') e passa pelo seu meio M (45, iv), o portanto 
(40, cor. 2) é: (O A') = (O A) e (O' A') = (O' A), o 2.° ponto A' 
é comum às ditas circunferências c, c'. 

Seja (AAi) uma corda de c, distinta de (AA'): a perpen-
dicular OMi a (AAi) é distinta de 0 0 ' , não passa pelo centro 
O' de c'. A perpendicular 0 'Mi ' a (A Ai) intercepta-a em 
um ponto Mi' distinto de Mi, poisque O Mi o 0 'Mi ' são 
paralelas distintas, e, pelo que vimos de demonstrar, a recta 
A Ai intercepta a circunferência c' em um ponto Ar' oposto 
ao ponto A a respeito de Mi'. 

Logo, por serem distintos os pontos M t - ^ M j ' , meios de 
(A Ai), (A Ai'), os pontos Ai, Ai', opostos de A em relação 

9 
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àqueles pontos da recta A A i , são distintos, e por conse-
quência as duas circunferências c, c' teem sómente dois pontos 

comuns no plano, interceptam-se em A e A': 

TEOR. I. — Sc duas circunferências teem um só ponto 
comum fóra da recta dos seus centros, interceptam-se em 

um segundo ponto, são secantes e distintas. 
COR. 1. — Os pontos A, A' de intercepção de c, e d são 

opostos em relação ao ponto M da recta dos centros. 

TEOR. I I . — S e duas circunferências c, c' são tangentes 

interiormente e um ponto de c' e interior a c, a circunferência 

c' é interior a c: todos os pontos de 
jC-rnn^ \ c' interiores à primeira. 

Seja I o ponto de c, interior à 

f / ^ ^ / M V ^ ^ ^ ^ circunferência c, V o ponto do con-
\ / [ / - / { K r l ^ C / ^ T K tacto, (VI ' ) uma corda de c' que 
V / ^ / ^ l u í l K / y \ P a s s a P o r I> fig- 50: este ponto é 

\ j ^ - ^ v i ^ y y interior à corda (VA), que é (47, i) 
maior que a corda (VI) de c', (VA) 

Fig. 50 > (V I). As perpendiculares O P, 

O' P' são paralelas e P, P' sào os meios 
das cordas: ( V P ' ) < ( V P ) , donde resulta que P' é interior a 
(VP) e pertence a O P V ; O' existe na paralela 0 ' P ' a OP , 
e por consequência o centro O' 6 interior a essa parte O P V 
do plano, é interior a (OV). É, pois: ( 0 ' V ) < ( 0 V ) . 

O centro O1 de c é interior ao raio (OV) da circunfe-
rência c. 

Posto isto, qualquer corda ( A I B ) de c que passe por I 
intercepta (47, 3.a Prop.) a circunferência c' em um ponto I' 
interior a (AB). De facto, dirigindo por V e I' a corda (VB') 
do c, por O e O' as perpendiculares OM, 0 'M ' a (VB'), o 
centro O' e 0 ' M ' são interiores à parte O M V do plano, e 
portanto o ponto M' é interior a (MV): (VM' )< (VM) , e 
( V r ) = (VM')2 é menor que (VB') = (VM)2, (VI ' )< (VB ' ) ; 
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logo o ponto I' da circunferência c' é interior à corda (VB' t 
de c, e a (AB). 

Todas as cordas (A B) e (V1') formam dois feixes de 
rectas com os centros, respectivamente, em I e V, que in-
terceptam a circunferência c! em pontos (I') interiores às cordas 
correspondentes de c : c' é interior à circunferência c. 

COR. 1. — Se duas circunferências c, c' são tangentes inte-
riores e o centro de c' è interior ao raio OY de c, a circun-
ferência c' é interior a c. 

TEOR. III. — Se duas circunferências c, c' teem um ponto 
comum sôbre a linha dos centros, são tangentes nesse ponto 
de contacto; teem uma tangente comum no ponto de con-
tacto, que é perpendicular à linha dos centros. 

Com efeito: 1) a tangente V T à circunferência c pelo 
ponto comum sôbre a linha dos centros O O', é perpendicular 
aos diâmetros do c e c', e portanto é tangente comum a c e 
c': se as circunferências c, c' existem, pois, nos semiplanos 
opostos que a tangente separa (47, 4.a Prop.), são exteriores 
uma à outra, tem um só ponto de contacto, isto é são tan-
gentes exteriores. 

2) Se um ponto I de c' é interior à circunferência c, 
qualquer corda V I' de c', tirada pelo ponto comum V, inter-
cepta (47, 3.a Prop.) a circunferência c em um ponto B' dis-
tinto de I' (Teor. ii): logo, como c, c' existem no mesmo 
semiplano V TI das cordas consideradas, teem um só ponto 
comum V, são tangentes interiormente. 





N O T A 

Sôbre determinação do ponto de es tação 

A Prop . 5.a e o t eo rema i do n.° 49 resolvem, a lguns problemas 

concre tos : 

O problema do ponto de estação é a de te rminação exacta , sôbre uma 

ca r t a topográf ica , do própr io ponto (homólogo) que ela ocupa na campanha . 

As regras do processo de solução que vamos re fe r i r nes ta nota , 

e r a m apl icadas em a lguns serviços de c a m p a n h a do corpo expedicionário 

por tuguês (C. E. P.) em França, especia lmente nos serviços de a r t i lha r ia , 

a t ingindo-se um maior r igor . 

1 . * P R O C E S S O . — I ) Escolhe-se t rês pontos ( p ' , p " , p n l , ) no táve is no 

t e r r e n o e bem definidos na 

c a r t a : P ' , P " , P " ' . 

F ixa - se o p l ano da c a r t a i<' 

ho r i zon ta l n ive l ando-a ; a es- • 

colha da or ien tação da ca r t a 

topográf ica é a r b i t r á r i a . 

II) 1) Pe lo pon to P ' (da 

ca r ta ) e pelo seu homólogo no 

te r reno di r ige-se o a l inhamento 

p' com a a l idade , que se t raça 

sôbre o p l a n o ; pelos pontos P" 

e seu homólogo t r aça - se novo 

a l inhamento p" , que in t e r cep ta 

o p r i m e i r o ^ ' em V. 

2) Desc reve-se a c i rcunferênc ia c def inida (48, Teor . i) pelos pontos 

P ' , P " , V, fig. 51. 

III) . Pelos pontos P' e seu homólogo t r a ç a - s e um al inhamento (pi ' ) i 

ps los pontos P ' " e seu homólogo dir ige-se o seu a l inhamento p j ' " ; es te 

in t e rcep ta pt' em o pon to V y . 

Fig. 51 
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2) Descreve-se a circunferência c! definida pelos pontos P ' , P " ' , V y . 

Logo, o segundo ponto P de intersecção das circunferência c, c' é o 

ponto de estação na campanha. 

Obs. : Os al inhamentos p',pn são traçados com a mesma orientação 

da ca r t a (fixa i), e também os al inhamentos _p1
/, pf" da operação i h ) , 

embora as duas operações n) e m) tenham separadamente , a mesma 

orientação, ou diferentes. 

Simplificação: Se no fim da operação n) se conserva invariável a 

orientação da car ta (não a a l te rando por rotação da prancheta) , os 

al inhamentos p1 e pf do ponto P' coincidem nas duas operações 11) e III). 

Nesta hipótese, a operação iii) reduz-se a: 

I I I ' . — 1) Pelos pontos P " ' e seu homólogo dirige-se o al inhamento 

p"1, que in tercepta o alinhamento/»' de P' ein o ponto V ' ; 2) descreve-se 

a c i rcunferência c' definida pelos pontos P ' , P" , V ' ; c' in tercepta c no 

ponto de estação P. 

Os pontos P ' , P ' " , V' e P ' , P ' " , Vt' definem uma só circunferência c' 

(49, Teor. i, cor. 1). 

Os a l inhamentos reduzem-se assim a t r ê s : p',p",pl!l. 

é necessário sempre verificar, ao iniciarmos a operação ii i) , que a 

direcção azimutal da carta 

é a mesma nas duas ope-

rações ii), i i i ) : só satis-

fe i ta esta condição é que 

bas tam os 3 alinhamentos. 

2 — 2 . ° P r o c e s s o 

(forma particular). — I) 

Prepara -se a ca r t a e esco-

lhe-se os t rês pontos P ' ( 

P " , P ' " , da pr imei ra ope-

ração. 

II) Baixa-se a per-

pendicular pu O ao meio 

de ( P ' P " ) f ig . 52, a jus ta -

-se-lhe a al idade e move-se a car ta no seu plano a té que pn O fique 

dirigida pa ra o ponto P" do terreno, como seu al inhamento. 2) Com a 

ca r t a nesta posição, dirige-se pelos pontos P' e seu homologo no te r reno 

o alinhamento p' P ' , que in tercepta pn em O. 

Descreve-se a c i rcunferência c de centro O e raio ( O P ' ) = ( O P " ) . 

I I I ) Traça-se a p e r p e n d i c u l a r O ' pelo meio do segmento (P ' P ' " ) , 

Fig. 62 
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faz-se coincidir a a l idade com p t O' e move-se a ca r t a a t é e s t a r e c t a 

f icar na direcção do ponto P ' do terreno. F i x a d a esta posição, t raça-se 

pelos pontos P " ' e seu homólogo o a l inhamento P ' " O', ou p1", que in-

t e r cep ta p t no ponto O'. 2) Descreve-se a c i rcunferência c' de centro O' 

e ra io (O' P ' ) = ( O ' P " ' ) . As c i rcunfe rênc ias c e c' i n t e rcep tam-se em o 

ponto de estação P. 

D e s t a forma simplifica-se a construção das c i rcunferênc ias c, c', pois 

as pe rpendicu la res são dois a l inhamentos (p{ e pu). 

Podemos emprega r a s implif icação do 1.° processo, adoptando a 

mesma or ien tação azimutal da c a r t a nas duas operações ii) e i i i) : es ta 

tem e n t í o a f o r m a : 

( I I I ) — 1) Pelos pontos P" ' e seu homólogo di r ige-se o a l inhamento 

V P " ' que i n t e r c e p t a o a l inhamento p' em o ponto V. 2) A c i rcunfe-

r ê n c i a c' dos pontos P ' , P " ' e V in te rcep ta c em o ponto P. 

Os ins t rumentos empregados s ão : n ível , al idade, compasso e ca r t a 

topográfica. 

3 — A simplif icação anter ior é uma combinação út i l dos dois p ro-

cessos. O 2.° jus t i f i ca - se ; é a apl icação dos Problemas i e n do n.° 48. 

O ponto de estação de te rminava- se t ambém se, em vez das direcções 
A / \ 

conhecidas dos a l inhamentos , fossem dadas a s para laxes P ' P " - — p ' p " , 

p ' " p » = p < p > " dos pa res de pontos (P ' , P" ) , (P ! P '") em re lação ao 

própr io ponto. 

O processo ge ra l é, pois (49, Probl . i), construi r as pa ra l axes p'p1', 

p' p"1 de dois pares de pontos (P ' P " ) , (P ; P ' " ) em re lação ao pon to de 

es tação (sendo o pr imeiro ponto P' comum às duas) , desc rever as cir-

cunferênc ias c, c' em que as para laxes es tão inscri tas, e de te rminar o 

2.° ponto P de intersecção de c e c'. 

E a resolução p rá t i c a do problêma ci tado (n.° 49). 

P e l a s p ropr iedades implíci tas do seu pr incípio de construção, o 

gónio resolve em conjunto as p a r t e s 1) e 2) de cada uma das operações 

i) e i i ) , dando ao ângulo de alidades a ampl i tude de cada paralaxe, e 

desc reve imed ia t amen te as c i rcunfe rênc ias c, c', sem de te rminar (dire-

c tamente ) os seu6 centros. 

Podemos uti l izá-lo, como compasso de para laxes , na solução deste 

p rob lema do «ponto de estação» em campanha , nos serviços topográficos 

do t raçado de novas ca r t a s , e nos problemas de posição ( t r iangulações) 

da geodesia , i ndependen temen te da or ien tação az imuta l (explícita) que 

é au tomát icamente el iminada. 



Fez-se uma tiragem de onze exemplares incompletos, contendo as 

primeiras 64 páginas do texto, que foram apresentados como dissertação 

para o exame de estado na £. N. S. 
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