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Dimensões, forma e posição dos caninos 
inferiores do hipopótamo. 

No Moseu Zoológico da Universidade de Coimbra conser-

va-se am par de dentes de hipopótamo que surpreendem já pela 

sua dimensão, mas sobretudo pela sua fo rma, por serem tor-

cidos à maneira dum saca-rolhas. Es te s dentes — trata-se de 

dois caninos da maxila inferior, que formavam em vida prova-

velmente um par — foram comprados em Fevere i ro de 1906, 

jun tamente com dois incisivos internos da maxila infer ior . Os 

qua t ro dentes foram então montados na pa r t e anter ior duma 

maxila inferior, bastante habilmente modelada em madeira , e 

estão assim expostos no Museu. Têm o número de catálogo 50 d. 

Dentes de dimensão e forma anormais são na verdade há 

muito conhecidos em determinados Mamíferos. Tra ta - se sobre-

tudo de dentes de raiz aber ta , isto é de crescimento pe rpé tuo . 

Os exemplos mais conhecidos são os dentes incisivos dos Roe-

dores, e não haverá Museu Zoológico de importância que não 

disponha dum crânio de coelho com dentes roedores anormais . 

No hipopótamo um tal caso não me era conhecido até então, de 

modo que os dentes do Museu de Coimbra me in teressaram 

muito, considerando eu nessa al tura o caso como único. F o r -

mei o propósi to de publicar uma reprodução e uma cur ta notícia 

a êste respei to. Surgi ram, porém, dúvidas logo de início sôbre 

se ter iam dado ou não aos dentes a posição exacta na maxila 

artificial. P a r a poder decidir isto, vi-me levado a ocupar-me um 

pouco mais de per to com a forma e posição de caninos inferio-

res normais do hipopótamo, para o que o material relat ivamente 

rico armazenado nos museus por tugueses oferecia oportunidade 

excelente. Além disso procurei casos parale los na bibliografia. 

O resul tado foi chegar ao conhecimento de que dentes anor-

mais de hipopótamo não são, de modo algum, tão raros como 
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eu ju lgava anter iormente e que existem mesmo casos parale los 

àquela part icular idade de forma que apresentam os exemplares 

do Museu de Coimbra. E assim fui encontrar um dente isolado 

duma forma muito semelhante no Museu da Sociedade de Geo-

graf ia de Lisboa e mais um outro — trata-se dum dente fóssil — 

no Museu Mineralógico e Geológico da Universidade de Coim-

b r a . Encontre i finalmente também na bibliografia citado e ilus-

t rado um caso para le lo . 

Verifiquei simultaneamente que também anormalidades de 

outra espécie não são ra ras , por exemplo dentes de forma cir-

cular ou anomalias na direcção dos dentes, de maneira que a 

cur ta notícia pro jec tada a princípio tomou as proporções duma 

pequena monograf ia . Eefiro todos estes casos de caninos anor-

mais de hipopótamo num t rabalho à par te , a publ icar na «Zeit-

schrift fiir Anatomie und Entwickelungsgeschichte». Aqui, 

pelo contrário, desejo expôr os resul tados dos meus estudos 

relat ivamente aos dentes normais . 

Visto ter chegado no exame dos dentes anormais ao resul-

tado de que a anormalidade pode consistir pr imeiramente no 

tamanho do dente, em segundo lugar na sua forma, em terceiro 

lugar na sua direcção, tive que levar a efeito, c laro está, tam-

bém o estudo dos dentes normais sóbre estes t rês aspectos . 

Começo, pois, pelas dimensões dos dentes. 

Dimensão. Aqui interessava sobretudo a questão : Qual o 

máximo do comprimento de dentes, normais quanto a forma e 

pos ição? Onde se encontra, dito doutra maneira , o limite ent re 

dentes «muito grandes» e dentes «anormalmente grandes» ? 

P a r a poder responder a esta qaestão medi em todos os crâ-

nios à minha disposição o comprimento dos caninos inferiores, 

a saber na aresta anter ior do dente, desde o bordo alveolar até 

à ponta do dente. A tabela 1 reproduz na coluna 4 e 5 os 

resul tados da medição. 

Na tabela os crânios estão dispostos e numerados segundo 

o comprimento basal decrescente. P o r «comprimento basal» 

dum crânio entende-se o comprimento a par t i r do bordo anter ior 

do foramen occipitale magnum até à linha t ransversa l que liga 

os pontos mais anteriores dos intermaxil laria. Es te compri-

mento basal parece-me ser melhor medida do tamanho dum 

crânio de hipopótamo do que o comprimento dorsal , desde a 
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1 Geo. 1 73 34 34l/2 0,47 30,84 7,6 6,1 42,5 37 — 5,5 87° 81° 94° 94° 32° 25° 35° 37° 

•2 Col. 6 72 26 25 0,36 22,07 6.5 5,4 38 40 -4- 2 I 93" 93° 102° 102° 40° 43° 40° 37° 

3 Geo. 19 701/2 27 271/2 0,39 26,35 7,3 5,3 34,5 42,5 -f 8 103» 97° 75° 78° 29° 29° 63° 56° 

4 Geo. 4 70 34 31 0^46 29,43 7 8 6,0 38 42 -j- 4 96° 93° 90° 93° 48° 36° 36° 43° 

5 A. 1 09 27'/2 26 0.39 17,94 6.1 6,3 37,5 40 + 2,5 90° 98° 79° 69° 32° 30° 29° 46° 

6 Col. 10 081.¾ 26 26 0^38 23,32 7,1 5,4 35,5 43 -T- 7,5 100° 100° 89° 90° 29° 34° 49° 52° 

7 Z. 50 a. 68 19 I91/2 0,28 21,73 6,9 4,1 33^5 38,5 + 5 92° 104° 83° 82° 23" 32° 49° 61° 

8 Col. 2 (08) 28 28 0,41 25,44 7 4 5,6 38 35' — 3 85° 95° 86° 87° 19° 16° 37° 32" 

-J Geo. 24 (08) 23 231/2 0,34 19,18 6,4 5 ,3 36 40 + 4 94° 98° 87° 85° 27° 25° 49° 48° 

10 Boc. e. 67"/2 26V2 261/2 0,39 21,43 6,9 5,8 38 38,5 4- 0,5 92° 87° 96° 98° 37° 35° 30° 30° 

11 Col. 1 G7'/2 25 231/2 0^36 25,55 7,5 4,8 34 36 + 2 91° 90° 87° 89° 23° 33° 48° 50° 

12 Boc. g 67 28 27 0,41 28,26 7,9 5.2 36 37 + 1 92° 90° 76° 83° 27° 31° 03° 60° 

13 Boc. d 67 331/2 301/2 0,48 31,52 8,4 5,7 36 39 -j- 3 94° 93° 94° 95° 37° 40° 50° 31° 

14 Geo. 10 67 281/2 30'/2 0.44 26,68 7,7 5 ,7 36,5 40 -J- 3,5 94° 96° 95° 93° 35° 40° 37° 38° 

15 Geo. 13 66'/2 25 ' /2 241/2 0,38 26^72 7 8 4,8 37,5 41 + 3,5 103° 8 8 ° 85° 90° 24° 15° 45° 38° 

10 Geo. 5 (66) 27 25 0,40 19,19 6,6 5,9 34 33,5 — 0,5 87° 93° 84° 87° 38° 45° 58° 42° 

17 Geo. 21 OoV2 281/2 29 0,44 25,66 7,7 5,7 36,5 38,5 + 2 96° 91° 95° 96° 42° 27° 23° 36° 

j-1 OO
 

A. 3 6 5 7 2 201/2 20 0,31 171)9 6^3 4,9 34 36 + 2 90° 96° 85° 85° 22° 21° 55° 54° 

19 Col. 3 65 19 19 0,29 13,27 5,6 5,2 30 35 4 - 5 103° 96° 84° 87° 36° 33° 52° 52° 

20 Geo. 23 (65) 26>/2 26 0,40 24,55 7,6 5,3 31 35 + 1 92° 91° 86° 87° 36° 38° 42° 37° 

21 Boc. f 64 211/2 23i/2 0,35 22,26 7.4 4,8 32 37 + 5 102° 95° 84° 86° 26° 27° 59° 52° 

22 Z. 50 b 64 19 ' 191/2 0,30 21,00 7,2 4,2 33,5 38 + 4,5 96° 98° 8 6 ° 87° 26° 28° 38° 39° 

23 Geo. 12 63 12 12 0,19 9,10 4,8 4,0 33 33 0 91° 90° 89° 92° 33° 29° 24° 35° 

24 Col. 9 03 22 24 0,37 19,15 7,0 5,3 34,5 39,5 + 5 98° 97° 96° 99° 29" 29° 54° 54° 

25 Geo. 11 03 23 23 0,37 21,37 7,3 5,0 31,5 34,5 + 3 94° 93° 91° 92° 22° 28° 52° 53° 

20 Geo. 18 62'/2 17 I71/2 0.28 12,78 5,7 4,8 32 34,5 + 2,5 98° 93° 88° 91° 27° 30° 45° 41° 

27 A. 2 62 18 181/2 0 29 1618 6,5 4,5 34,5 36 + 1 , 5 92° 95° 95° 92° 26° 24° 20° 30° 

28 Geo. 7 (61) 15 15 0,25 9,96 5,2 4.7 30,5 30 — 0.5 89° 93° 89° 86° 44° 52° 49° 49° 

29 (Jeo. 3 61 26 25 0,42 25,11 8 2 5,1 31 37 + 6 99° 99° 103° 103° 46° 49° 23° 26° 

30 Geo. 6 60 17 17 0 28 14,68 6,4 4,4 30 34,5 + 4,5 100° 98° 78° 8 0 ° 24° 24° 50° 44° . 

31 Boc. i 60 191/, 20 0,33 18,26 7.1 4,6 32,5 35 + 2,5 94° 94° 86° 8 8 ° 22° 31° 49° 41° 

32 A. 5 59 17 18 0,30 11,24 5,7 5,2 25 32 + 7 100° 107° 87° 93° 31" 34° 59° 50° 
OO OO Geo. 2 59 20 20 0,34 15,64 6,7 5,1 30 31 + 1 92° 91° 87° 88° 33° 30° 46° 57° 

34 Geo. 10 59 23 23 0,39 22,33 8Í0 4,9 30,5 38 + 7,5 102° 102° 87° 84° 21° 22° 55° 54° 

35 Boc. b 59 19'/2 19 0,33 16,17 6,8 4,8 30,5 36 — 5,5 102° 99° 79° 81° 25° 25° 50° 48° 

36 Geo. 14 58 141/2 15 0,25 11,61. 5,9 4,3 33 35 + 2 99° 92° 94° 93° 38° 39° — — 

37 Z. 50 c. 58 18 19 0,32 13,53 6,3 5,0 31,5 34 + 2,5 96° 93° 95° 95° 34° 32° 52° 49° 

38 Geo. 9 (58) 12'/2 I21/2 0,22 10,09 5,5 3,9 29,5 29,5 0 83° 100° 91° 91° 22° 32° 43° 45° 

39 Geo. 8 571/2 17 16'/2 0,29 13,40 5,8 4,6 29,5 33 +• 3,5 98° 96° 81° 83° 34° 37° 48° 54° 

40 Col. 7 (57) 13 13 0,23 7.83 4,9 4,6 28,5 32 + 3^5 99° 102° 8 8 ° 85° 27° 27° 44° 50° 

41 Col. 8 57 I6I/2 16 0,29 10,10 5,6 5,1 30,5 31,5 + 1 8 6 ° 97° 90° 88° 19° 21° 39° 42° 

42 Boc. k 57 l l ' / 2 121/2 0,21 1L86 6,0 3,5 29,5 35,5 + 0 100° 106° 8 2 ° 88° 21° 28° 42° 38° 

43 Boc. a 531/. 10 11 0,20 5,95 4^6 4,3 25,5 31,5 + 6 108° 105° 79° 79° 41° 41° 57° 53° 

44 A. 4 49 14 121/2 0,27 7.84 5,7 4,7 28,5 32,5 + 4 100° 104° 101° 102° 32° 33° 29° 34° 

45 Geo. 15 43 10i/2 0,24 5,38 5,4 4,5 19 97° 91° 27° 
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crista occipitalis até os pontos mais anter iores dos nasalia, pois 

que o contôrno anter ior dêstes últimos é variável . Quando o 

comprimento do crânio se indica na tabela entre parêntesis, 

então quer isto dizer que êste comprimento não pôde ser 

medido directamente, mas teve que ser calculado pelo compri-

mento dorsal , comprimento da maxila inferior e algumas outras 

medidas de comparação . 

Os crânios pertencem a vários museus por tugueses : Museu 

Zoológico de Coimbra (abrev iado: Z . ) , Ins t i tu to Antropológico 

de Coimbra (A.), Museu Bocage de Lisboa (Boc.), Colecção da 

Agência Gera l das Colónias, actualmente conservada no Museu 

Bocage (Col.) e Museu da Sociedade de Geograf ia de Lisboa 

(Geo.) (i). 

A tabela mos t ra que como máximo do comprimento dos 

caninos se achou o valor de 34,5 cm. (crânio N. 0 1) e que o 

comprimento do 30 cm. é u l t rapassado aponas por três crânios 

ao todo. Caninos muito maiores do que os do crânio N.0 1 mal 

são de espera r , pelo que respei ta a dentes de forma e posição 

normal , visto que o crânio em questão pertenceu seguramente a 

um animal muito velho (suturas na maioria fechadas) e repre-

senta também quanto ao comprimento cranial o maior de todos 

os crânios de hipopótamo que até hoje tenho encontrado. Con-

tudo, num mater ial ainda maior, temos que contar com a possi-

bilidade de o nosso «record» vir a ser batido por um pouco. 

Mas não ficaremos muito longe da realidade considerando 36 cm. 

o máximo absoluto do comprimento de caninos normais . Tudo 

o que fôr além disto, teremos de designá-lo como «anormal-

mente grande», e desejaria mencionar aqui que o aumento de 

dimensão pode ser muito considerável em dentes de forma anor-

mal . Assim, verifíca-se nos dois dentes do Museu Zoológico de 

Coimbra um comprimento da pa r t e de fora do alvéolo do 65 cm. 

e 80 cm., e estes números não representam ainda o máximo. 

Em breve voltarei a êste assunto. 

Os dentes mais pequenos por mim medidos tinham um com-

(1) Pela amável permissão de estudar os crânios nos respectivos museus e 
pelo grande auxílio recebido nesta ocasião, queria exprimir os meus melhores 
agradecimentos aos Srs. Dr. EUSÉBIO TAMAQNINI, Dr. A . RICARDO JORGE e Coro-
n e l LOPES GALVÃO 
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primento (pa r t e l ivre do dente) do respect ivamente 10 e 11 cm. 

(N.° 43), restr ingindo-nos a crânios que temos de designar 

como «adultos», pos to que ainda não completamente desenvol-

vidos. Os dentes dum animal acentuadamente jovem do Museu 

Bocage (comprimento do crânio 36,5 cm.) apresentam compri-

mentos de 8-9 cm. 

E n t r e o comprimento do dente canino inferior direito e 

esquerdo existe uma concordância relat ivamente grande . Como 

diferença máxima encontrei, em 44 crânios com caninos normais, 

duas vezes a de 3 cm. (N.° 4 e 1 3 ) ; t ra ta-se aliás de dentes 

muito grandes . A diferença média entre direito e esquerdo era 

no meu material de 0,77 + 0,12 cm. (1) ( d e s v i o - p a d r ã o = 0 , 8 cm.). 

Em crânios com caninos inferiores grandes , vistos de f rente , 

a impressão gera l pode tornar-se muito diferente da dum crânio 

com caninos pequenos, por os caninos grandes se e rguerem 

muito mais para cima ao longo dos maxil laria. O maxilar mos-

tra , acima dos alvéolos dos caninos superiores , uma giba dorsal . 

Ora, em crânios com caninos pequenos as pontas dêstes ficam 

bas tante abaixo do nível das gibas maxilares, emquanto que as 

pontas de caninos grandes se encontram ao mesmo nível das 

gibas maxilares ou até as u l t rapassam consideravelmente, por 

vezes em 4 cm. E verdade que esta diferença não depende 

unicamente do comprimento variável dos caninos inferiores, mas 

essencialmente também da posição baixa ou alta dos seus alvéo-

los. A êste respeito existem, aliás, diferenças bastante notáveis. 

Se medirmos a distância vertical entre o bordo anter ior do 

alvéolo e o plano da mesa, obtemos valores que oscilam entre 

3 cm. e 11 cm. Es tes valores são independentes da dimen-

são do crânio e do comprimento do canino, como se vê pelo 

seguin te : o valor médio é nos 15 crânios com caninos maiores 

(de mais de 25 cm.) 7,2 cm., nos 15 crânios com os caninos 

mais pequenos (menos de 18,5 cm.), 7,3 cm. 

Em todos os caninos que puderam ser t i rados dos alvéolos, 

verifiquei também a relação entre o comprimento da pa r t e l ivre 

e o da par te alveolar. A tabela 2 mostra o resul tado destas 

medições. Vê-se que dentes grandes apresentam natura lmente 

comprimentos maiores tanto na par te livre (coluna 3) como na 

(') Todos os erros calculados são erros médios. 
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p a r t e a lveolar (coluna 4 ) ; mas verifica-se também que, p o r ou t ro 

lado, não existe de modo algum um va lor de re lação de qual-

que r manei ra f ixo en t re es tas duas pa r t e s , osci lando êste va lor 

en t r e 0 , 5 1 : 1 e 0 , 8 5 : 1 (coluna 5) . Vê-se mais que a re lação 

TABELA 2 

1 2 3 4 5 6 7 8 

N.o 

comprimento do dente 
p. livre 

r 
comp. dent. 

S N.o 
total parte 

livre 
parte 

alveolar 

p. livre 
r 

comp. dent. 
S N.o 

total parte 
livre 

parte 
alveolar 

p. alveol. r r 
S 

cm. cm. cm. cm. 
1 80 34,5 45,5 0,76 21,8 3,7 209° 
2 79 33 46 0,72 22,2 3,6 205° 
3 73 30,5 42,5 0,72 21 3,5 200° 
4 67 27,5 39,5 0,70 20,6 3,3 184° 
5 66,5 27 39,5 0,68 20,3 3,3 186° 
6 64,5 24 40,5 0,59 19,4 3,3 192° 
7 64 29 35 0,83 19,6 3,3 186° 
8 63 25,5 37,5 0,68 20 3,2 180° 
9 62,5 28,5 34 0,84 19,8 3,2 181° 

10 62,5 24,5 38 0,64 19,9 3,2 182° 
11 61,5 23,5 38 0,62 20,5 3,0 171° 
12 59,5 23,5 36 0,66 18,3 3,3 183° 
13 59,5 24 35,5 0,68 19,3 3,1 175° 
14 58 22 36 0,66 18,9 3,1 174° 

15 54,5 25 29,5 0,85 18,3 3,0 172° 

16 54 19,5 34,5 0,56 18,3 3,0 171° 

17 50 17 33 0,52 16,7 3,0 168° 

18 49 19 30 0,63 16,6 3,0 167° 

19 48 17 31 0,55 14,7 3,3 180° 

20 41 17 24 0,71 14,5 2,8 157° 

21 40 16,5 23,5 0,70 14,3 2,8 158° 

22 35,5 12 23,5 0,51 11,8 3,0 170° 

23 35,5 12 23,5 0,51 11,8 3,0 170° 
24 34,5 12,5 22 0,57 11,6 3,0 168° 
25 34 12 22 0,55 11,8 2,9 171° 

en t re a p a r t e a lveolar e a p a r t e l ivre ó, em gera l , tanto menor 

quanto maior é o dente . Ou, dito dou t ra m a n e i r a : do aumento 

de dimensão dos caninos par t ic ipa a p a r t e l ivre do dente de 

manei ra p redominan te . Se dividirmos os 25 dentes, conforme 

o compr imento total , em 3 g r u p o s (I = N.0 1 8 , II = N. 0 9-17, 
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aos da tabela 1, em três g rupos ( g r u p o I «crânios grandes», 

N.0 1 - 1 5 ; g rupo I I «crânios de dimensão média», N.0 16-30; 

g rupo I I I «crânios pequenos», N.0 31 45) , então veremos qne 

14 crânios do g rupo I possuem caninos super iores a 20 cm. e 

só 1 caninos inferiores, no g rupo II há 8 crânios com caninos 

dum comprimento superior a 20 cm., 7 de inferior, no g rupo I I I 

só 1 de superior , 14 de infer ior . Mas, como já disse, uma cor-

relação, mesmo de r igor aproximado, não existe. Assim se 

encontra , por exemplo, no g rupo médio um crânio (N.° 2 3 ) 

que apresenta um comprimento dos dentes de apenas 12 cm. e 

está assim só pouco acima do mínimo absoluto de 10,5 c m . ; e 

encontramos doutro lado no g rupo dos crânios pequenos um 

com a dimensão dental respeitável de 23 cm. 

Não nos devemos admirar desta correlação deficiente, aten-

dendo à não-uniformidade do material em dois sentidos. Trata-se , 

em primeiro lugar , nos nossos crânios de animais de proveniên-

cia d i fe ren te ; e infelizmente só na minoria se pôde verificar a 

proveniência. A maioria dos crânios deriva ou de Moçambique, 

ou de Ango la ; e exactamente em Angola distingue-se na Siste-

mática moderna uma espécie par t icular , Tlippopotamus constrictus 

MILLER, enquanto os cavalos marinhos de Angola pertencem à 

espécie primitiva Tlippopotamus amphibius L. Em segundo lugar , 

o material também não é uniforme, por se encontrarem nêle jun-

tos animais masculinos e femininos; e indica-se f requentemente 

como característ ico de animais femininos a posse de caninos infe-

r iores menores . E infelizmente também caso excepcional encon-

t rar-se num crânio de hipopótamo a indicação do sexo. 

Se calcularmos para os nossos 45 crânios a relação ent re 

comprimento dos caninos e comprimento do crânio, então obte-

remos valores que oscilam entre 0 ,19 e 0 ,48 (cf . tabela 1, 

coluna 6 ) . Quer dizer isto que o comprimento dos caninos pode 

impor ta r em 1/5 até 1/2 do comprimento do crânio, aproxima-

damente. E claro que obter íamos um valor mínimo ainda menor , 

se tomássemos em consideração os crânios de animais muito 

jovens . O mínimo encontrado por mim não pertence, porém, a 

um tal crânio jovem, mas ao N.0 23, que possui o comprimento 

considerável de 63 cm., encontrando-se o máximo num crânio de 

67 cm. (N.° 13). Repar t indo mais uma vez os 45 crânios estuda-

dos em três g rupos e calculando para cada g rupo a média, obte-

remos M1 = O ^ O i O 1 O l , M2 = O,33 + 0,02, M3 = O,28 + 0,01. 
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Visto em conjunto observa-se que também existe uma correla-

ção ent re o comprimento relativo dos caninos e o comprimento 

do crânio, correlação esta, é verdade, mais uma vez pouco rigo-

rosa . Os animais grandes têm por tanto em gera l não só os 

caninos maiores em sentido absoluto, mas também caninos rela-

t ivamente maiores do que animais menores . 

Fa l ámos até agora só do comprimento dos caninos. Que há 

quanto à espessura ? 

Como medida da espessura poder íamos aprovei tar o períme-

t ro . Mas, visto que a forma do corte t ransversa l dos dentes 

varia, pref i ro estabelecer a comparação com base na área do 

cor te t ransversa l ao nível do bordo do alvéolo. Ês te valor pode 

ser calculado da maneira segu in te : T i r a - s e pr imeiramente a 

fo rma do dente imediatamente por cima do bordo alveolar , por 

meio dum arame de cobre de 1 mm. de calibre. A forma passa-se 

a uma fôlha rec tangular de car tão . A fôlha pesa-se e verifica-se 

além disso a sua área total . Agora recorta-se o corte trans-

versal do dente no car tão, pesa-se o recor te e calcula-se assim 

a sua área . 

A tabela 1 reproduz na coluna 7 os valores assim obtidos 

nos 45 caninos (foi usado sempre o canino direi to) . Vemos 

oscilar a área do cor te t ransversa l entre 5,38 e 31,52 cm 2 . 

Também aqui se verifica, como é natural , que um crânio maior 

tem em gera l também caninos mais espessos do que um crânio 

menor . Visto, porém, haver também crânios grandes com cani-

nos relat ivamente delgados e crânios pequenos com caninos 

relat ivamente espessos, não se pode fa lar mais uma vez duma 

corre lação r igorosa . 

100 Wcor te t ransversa l 
Se calcularmos a p roporção obtere-

comprimento do crânio 

mos valores ent re 4,6 e 8 ,4 (cf. tabela 1, col. 8 ) ; quer d i ze r : a 

raiz quadrada do cor te t ransversal do canino importa em 4 , 6 ° / o a 

8 , 4 ° / o do comprimento do crânio. O valor médio é de 6 , 6 4 + 0 , 1 4 . 

Dos 15 crânios maiores estão 12 acima e 3 abaixo do valor médio; 

dos 15 crânios médios 7 acima, 8 abaixo; dos 15 crânios mais 

pequenos 4 acima, 11 abaixo. Os valores médios dos três g rupos 

s ã o : M 1 = 7 , 2 9 ± 0 , 1 6 , M 2 = 6 , 6 3 ± 0 , 2 4 , M 3 = 6 , 0 0 ± 0 , 2 2 . 

Também aqui resulta por tanto o facto de crânios maiores terem 

em gera l os caninos não só mais espessos absolutamente, mas 
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também mais espessos relat ivamente. Mas isto é uma regra com 

muitas excepções. Encont ramos por exemplo num crânio relativa-

mente pequeno, de 59 cm. de comprimento basal (N.° 34), o valor 

elevado de 8,0, mas num crânio de 69 cm. (N.° 5) apenas 6 ,1 . 

Como se relaciona agora o comprimento com a espessura 

dos caninos ? Se estabelecermos a p roporção entre o compri-

mento do canino e a raiz quadrada do corte t ransversal , obte-

remos os valores da tabela 1, coluna 9. Vemos que os caninos 

são no mínimo 3,5 vezes mais compridos do que a raiz do seu 

cor te t ransversa l ao nível do bordo alveolar , no máximo 6 ,3 

vezes. Verifica-se, além disso, que caninos mais compridos 

apresentam em gera l valores maiores do que os mais curtos , 

isto é, que êles são relat ivamente mais delgados. Se reunirmos 

mais uma vez os 15 caninos mais compridos, os 15 médios e os 

15 mais curtos, então os valores médios dêstes três g rupos serão 

respect ivamente 5 , 4 3 + 0 , 1 4 , 4 , 9 2 + 0 , 1 3 e 4 , 6 1 + 0 , 1 2 . Em sen-

tido absoluto, caninos mais compridos tem natura lmente em gera l 

um cor te t ransversa l maior do que os mais cur tos . 

Dos resul tados do meu exame de dentes anormalmente com 

pridos desejava apenas mencionar aqui que nôles aumenta tam-

bém a espessura , o que era de e s p e r a r ; mas que o aumento de 

espessura não é de modo algum para le lo ao aumento de com-

primento, o que igualmente era de admitir a priori: o limitado 

espaço dentro da maxila inferior torna o caso compreensível 

sem mais. P a r a dar alguns números, queria refer i r que dos dois 

dentes isolados 50 d do Museu Zoológico de Coimbra o direito 

tem uma área do cor te t r ansve r sa l de 35,97 cm.2 , o esquerdo 

de 33,22 cm.2 , e que um dente anormalmente comprido e igual-

mente em forma de saca-rolhas do Museu da Sociedade de Geo-

graf ia apresenta um corte t ransversal de 34,33 cm. 2 . Dou t ro 

lado encontrei também dentes de forma e comprimento anormais 

que não ul t rapassam de modo algum o valor normal quanto à 

á rea do cor te t ransversal . 

Forma. Um canino de forma normal causa à pr imeira vista 

a impressão dum arco de círculo bas tante regu la r . P a r a poder 

dizer em que medida isto cor responde à realidade, desenhei 

sôbre papel o contôrno de todos os caninos que podiam ser 

t irados dos alvéolos. Calculei depois o raio, segundo a fór-

mula A D 2 = C D . 2 r (cf. fig. 2) , marquei , com o seu auxílio, o 
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centro do círculo ideal correspondente, tracei o arco circular e 

comparei êste último com a curvatura do contôrno do dente. 

Surpreende a exactidão com que o contôrno anter ior corres-

ponde ao arco circular ideal. Dout ro lado é também evidente 

que só assim ó possível t i rar fàcilmente os caninos dos alvéolos 

numa percentagem tão grande . A circunferência representa a 

linha de grau de curvatura constante, e só assim ó que se torna 

possível, dado o cor te t ransversa l dum dente adulto não aumen-

tar na direcção da raiz, a extracção sem dificuldade, facilitando 

igualmente, está claro, também o natu-

ra l crescimento do dente pa ra fora . A 

A tabela 2 indica na coluna 6 a 

dimensão do raio para os 25 dentes 

assim examinados. "Vemos que o raio 

oscila ent re 11,6 e 22,2 cm. e que é 

proporc ional ao comprimento dos den-

tes, pelo menos em geral . Dentes meno-

res têm pois um raio menor , quer dizer, 

uma curvatura mais acentuada, do que 

dentes grandes . A relação entre o com-

primento do dente e o raio (coluna 7) 

está entre 2,8 e 3 , 7 , correspondendo 

também aqui os valores maiores aos 

dentes maiores. A média desta relação 

é 1 1 = 3 , 2 + 0 , 0 5 , com um desvio-padrão 

de 0 ,23 . P a r a os primeiros 8 dentes resulta Mi = 3 , 4 + 0,06, 

pa ra os 9 dentes do g r u p o médio M2 = 3 ,1 + 0,04, para os 

8 últimos dentes M3 = 3 ,0 + 0 , 0 5 . 

Verifiquei também para todos os restantes dentes, isto é, os 

que se não podem tirar dos alvéolos, a dimensão do raio. Visto 

nestes casos o cálculo se basear numa pa r t e do dente inferior à 

metade do comprimento total , os valores obtidos têm de ser 

menos exactos, de forma que pref iro renunciar à sua reprodu-

ção. Encontrei aqui raios ainda um pouco maiores, isto é den-

tes menos curvados, do que no material res t r i to dos 25 dentes 

a t rás citados. O máximo é um raio de 23,8 cm. Encontrei , 

por outro lado, num crânio ainda muito jovem do Museu Bocage, 

um mínimo de 7,0 cm. 

Queria mencionar que também investiguei se existe uma 

relação constante entre o comprimento da mandíbula e o raio 
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do dente. Não é êste o caso de modo algum. Encont ro , por 

exemplo, numa mandíbula relat ivamente pequena dum compri-

mento máximo de 48,5 cm. um raio de 18,3 cm. e dout ro lado 

numa mandíbula consideravelmente maior (comprimento máximo 

55,7 cm.) um raio apenas de 11,8 c m . ; no primeiro caso resul-

taria a p roporção de 2,7, no segundo a de 4,7. 

O ângulo ao centro (s) que pertence ao arco de círculo dos 

dentes isolados, isto é, o ângulo AMB da figura 2, oscila 

ent re 157° e 209°. Yê-se na tabela 2, coluna 8, que os ângu-

los aumentam proporcionalmente ao comprimento dos dentes, 

mas só muito em gera l . Se existisse um paralel ismo exacto, 

os valores teriam de diminuir continuamente, visto a tabela 

es tar disposta segundo o comprimento decrescente dos dentes . 

Não é assim p o r é m : o comprimento de dois dentes pode ser o 

mesmo, quando um dêles apresenta o raio um pouco maior, e 

o out ro o ângulo ao centro um pouco maior . Se calcularmos o 

p roduto r . s , então obteremos naturalmente uma série de núme-

ros sempre decrescentes, pois que o comprimento do dente ó 

2 r.it.e 
dado pela fórmula — — • r 360° 

Não se t ra ta , todavia, nos dentes duma concordância abso-

luta com o arco circular ideal. Do facto de dentes menores 

(mais jovens) apresentarem uma curva tura maior do que os 

dentes grandes (mais velhos), pode se concluir já teòricamente 

que a curvatura da metade apical dum dente tem que ser um 

pouco maior do que a da metade basal , pois que a par te apical 

se desenvolveu mais cedo do que a pa r t e basal . Se verificarmos 

nos dentes isolados, separadamente , o raio da metade apical e o 

da metade basal, então obteremos, com efeito, pa ra a pr imeira 

valores menores em alguns milímetros do que os da metade 

basal . É de espera r que esta diferença se note mais nos dentes 

jovens do que nos dentes de animais completamente a d u l t o s ; 

deveríamos até esperar nestes últimos uma curva tura absoluta-

mente uniforme em tôda a extensão do dente. Tenho, porém, 

que notar que mesmo nos maiores dos dentes estudados por 

mim, provenientes, a j u lga r pelo comprimento e aspecto de todo 

o crânio, seguramente de animais velhos, se verificou sempre 

uma curvatura um pouco maior da metade apical. 

Ao t r a t a r da forma do dente e do cálculo do seu raio de 

curva tura tomámos em consideração apenas o bordo anter ior 
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convexo. Um estudo par t icular do bordo poster ior côncavo ó 

supérfluo, pois que êste decorre quási exactamente paralelo ao 

bordo anter ior . Is to vale sobretudo para dentes adultos. Se 

medirmos nêles com uma craveira — a exactidão dos desenhos 

de contôrno não ó bastante para êste fim — a distância entre o 

bordo anterior e o poster ior , dum lado à al tura da raiz, doutro 

lado à al tura do bordo alveolar ou ainda mais na direcção da 

ponta (mas, claro, ainda abaixo da região da face de desgaste), 

então obteremos valores ou absolutamente iguais ou que diver-

gem apenas em 1-2 mm. O valor maior pode per tencer aqui, 

tanto ao nível da raiz como ao do bordo alveolar . Em dentes 

mais jovens (dentes menores) , porém, pode verifícar-se uma 

divergência mais acentuada. No caso ext remo verifiquei, num 

dente de 50 cm. de comprimento, à al tura da raiz uma distância 

entre o bordo anterior e o bordo poster ior de 70,5 mm., à al tura 

do bordo alveolar de 59,5 mm., isto é, uma diferença de 11 mm. 

Assim pode-se às vezes concluir já da forma dum dente, inde-

pendentemente do seu comprimento, se se t ra ta dum dente 

adulto ou dum dento jovem ainda em crescimento. 

Na região da face de desgaste ao lado poster ior do dente 

a distância entre bordo anter ior e poster ior diminui natural-

mente em grau considerável. No que respeita à extensão da 

face de desgaste, temos que consta tar uma variabilidade ext raor-

dinária. I l á dentes com face de desgaste curta e dentes em que 

esta face desce quási até ao bordo poster ior do alvéolo, nos 

quais, por tanto , foi desgastado pelo antagonista todo o bordo 

poster ior da par te livre do dente, quer dizer, da pa r t e que sai 

da gengiva. Alguns números esclarecerão a grande variabili-

dade na extensão da face de desgaste e na proporção entre esta 

a e par te não-desgastada do dente. Como comprimento máximo 

da face de desgaste verifiquei num material de 88 dentes 19 cm., 

como comprimento mínimo 3 cm. A par te não-desgastada do 

dente, medida no bordo poster ior desde o alvéolo, foi no máximo 

13 cm., no mínimo 0,5 c m . ; nêste último caso a face de des-

gaste alcança, pois, a gengiva. O valor médio do comprimento 

de todas as faces de desgaste importa em 10,9 cm., o valor médio 

das par tes não-desgastadas em 5,6 cm. Podemos por tanto dizer 

que a face do desgaste abrange 2 3 do comprimento do bordo 

poster ior do dente, em média. Em dentes com face de desgasto 

invulgarmente pequena esta, porém, ocupa apenas 1/3 do dente. 
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Vários são os factores que concorrem para estas diferenças 

de comprimento absoluto e relativo da face de desgaste : raio 

de curva tura do dente e do seu antagonista, posição dos dentes 

nas maxilas, comprimento da maxila inferior em comparação 

com a maxila superior , etc. Mas mal valerá a pena discutir 

isto em pormenor . 

Em contras te com o comprimento da face de desgaste, a sua 

posição é, em dentes normais, muito constante. Encontra-se 

sempre na face poster ior do dente e dirige-se ou exactamente 

pa ra t rás , ou, e isto é o mais f requente , simultfmeamente um 

pouco para dentro. I s to pode ser diferente no dente direito e 

esquerdo da mesma mandíbula, e em grau notável . A face de 

desgaste é, na maioria dos casos, absolutamente lisa ; r a ramente 

se apresenta formada por duas faces em Tingulo muito aberto, 

com aresta longitudinal. A face ó ou absolutamente plana ou 

levemente côncava, nunca convexa. 

A forma do corte t ransversa l do dente, imediatamente acima 

do alvéolo, pode designar-se como aproximadamente t r iangular . 

Apresenta uma variabilidade bas tante grande . P a r a evitar uma 

descrição extensa reproduzo na figura 3 a-d quatro cortes trans-

versais caracterís t icos de caninos esquerdos . Destes podemos 

designar (a) como fo rma normal , (6) per tence a um dente espe-

cialmente grosso, (c) a um dente mais jovem, invulgarmente 

delgado e de cor te t ransversa l arredondado, ao passo que em (d) 

uma das arestas é par t icularmente saliente. Podemos fa lar , 

como se vê, duma aresta anterior, duma exter ior e duma inte-

rior, e podemos distinguir uma face externa, uma poster ior e 

uma antero-interna. O lado do tr iângulo que corresponde à face 

antero-interna é por via de regra o mais compr ido ; só muito 

raramente , em dentes especialmente grossos, é que o lado externo 

o iguala em comprimento. Das três ares tas do dente a anter ior é 

a mais acentuada; a aresta pos ter ior e, sobretudo, a exter ior são 

mais a r redondadas . Em casos extremos, como no da figura (c), 

já não se pode falar duma aresta exter ior . Na maioria das vezes 

encontra-se nas faces poster ior e interior do dente um sulco 

longitudinal, que aparece no cor te t ransversa l como depressão. 

A face externa só muito ra ramente most ra uma formação cor-

respondente, sendo de ordinário uniformemente convexa. A face 

externa tem uma posição quasi sag i ta l ; dirige-se muitas vezes 

simultâneamente um pouco para diante, r a ra s vezos para t r á s . 
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Além dos dois sulcos longitudinais mencionados, observamos 

com bastante regular idade nas faces exter ior e interior do dente 

um sistema de sulcos longitudinais mais estreitos, de forma que 

estas duas faces apresentam um aspecto canelado. A canela-

tura provém da formação de numerosas cristas longitudinais, 

que correm quási paralelamente, mas convergindo, em par te , 

pa ra cima. A face por te r ior não é canelada. 

a b c 

FiG. 3 

Cortes transversais de caninos inferiores direitos do hipopótamo; a-d 
ao nível do bordo alveolar, e ao meio da face de desgate (redução V2) 

A forma do cor te t ransversal do dente quási não se modifica 
desde a raiz até o começo da face de de sgas t e ; na região desta 
última, porém, modifica se consideravelmente, como é na tu ra l . 
A figura (e) reproduz um cor te t ransversa l ao meio da face de 
desgaste . Mais pa ra cima o aspecto modificar-se-ia evidente-
mente, visto a face de desgaste avançar cada vez mais em 
direcção à aresta anter ior do dente. 

Queria refer ir-me mais uma vez só de passagem aos dentes 
de forma a n o r m a l ; pa ra uma informação mais detalhada pode 
recorrer -se à miuha publicação na «Zei tschr i f t fiir Anatomie 
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and Entwicklungsgeschichte». Podemos distinguir t rês g rupos 

no meu material de dentes de forma a n o r m a l : dentes de forma 

circular, dentes em para fuso e dentes com face de desgaste 

anormal ou sem ela. Os dentes circulares ou formam um cír-

culo fechado, de maneira que a ponta do dente vai tocar na 

raiz, depois de ter per furado a mandíbula, ou então apenas 

u l t rapassam, quanto ao ângulo ao centro, consideràvelmente 

aquele máximo de 209° que se encontra em dentes normais . 

I s to depende evidentemente do tempo decorrido desde a provo-

cação do crescimento anormal, que resul ta na maioria dos casos 

provàvelmente da perda do antagonis ta . Rigorosamente não 

deveríamos falar , de resto, dos dentes circulares como de den-

tes de forma anormal, visto a forma circular represen ta r a 

forma normal do dente. A anormalidade não reside neles prò-

pr iamente na forma, mas sim no aumento anormal de compri-

mento, condicionado pela falta de desgaste na extremidade livre. 

A forma circular não parece ser muito f requente . Só pude 

encontrar dois exemplos. Em todo o caso, a forma de parafuso 

ó aparentemente mais f requente . Pude encontrar pessoalmente 

nos Museus por tugueses quatro exemplares , e na bibliografia 

encontra-se a descrição dum quinto caso. A anormalidade reside 

aqui apenas no grau extraordinar iamente elevado duma parti-

cularidade do dente, que em dentes normais se manifesta só em 

medida muito pequena, quando não falta completamente. Se 

colocarmos um dente normal com a face interna sôbre a mesa 

e se aper ta rmos for temente a extremidade da raiz contra a mesa, 

então veremos que muitas vezes se levanta ou a ponta do dente 

ou a sua pa r t e média um pouco acima da mesa, sinal de que o 

dente so não conserva exactamente no mesmo plano. Mas, como 

já disse, trata-se sempre apenas dum valor muito pequeno, alguns 

milímetros até um centímetro no máximo. Nos dentes em para-

fuso êste desvio do plano inicial do dente aumenta em tal medida, 

que resul ta uma distância ent re as voltas de quási 60 cm. no 

máximo, se calcularmos o desvio pa ra uma volta completa. Em 

todos os casos estudados por mim o pa ra fuso desenvolve-se num 

sentido tal que a ponta do dente se desloca, com o crescimento 

progress ivo, cada vez mais pa ra fo ra . Um dente em para fuso 

não encontra o an tagonis ta ; resulta daqui, como consequência 

secundária, o aumento anormal de comprimento. Os mais com-

pridos de todos os dentes de tamanho anormal são jus tamente 
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os dentes em pa ra fuso . 0 para fuso pode ter t rês voltas com-

pletas . 

I r regular idades da face de desgaste e, sobretudo, a fal ta 

duma tal face, podem ser mesmo designadas nos caninos infe-

r iores do hipopótamo como f requentes . Temos de considerá-las 

na maioria dos casos como consequência secundária duma anor-

malidade da forma ou direcção do dente. E que uma face de 

desgaste normal só aparece quando o canino superior toca, 

durante o seu funcionamento, na face poster ior do canino infe-

r ior . Se o canino super ior funcionar contra a face interna do 

canino inferior — caso de modo algum ra ro — então o resul tado 

não será uma face de desgaste na face referida, mas sim um 

recuo do canino inferior, que é impelido cada vez mais pa ra 

fora pelo antagonista em crescimento, chegando por vezes o 

dente a atingir uma posição perfei tamente horizontal . 

Uma face de desgaste anormal aparece por f im também no 

caso de o antagonista se ter par t ido ou se ter perdido por com-

pleto, ou então se o canino inferior parou no crescimento, como 

pode acontecer em consequência duma destruição da raiz po r 

inflamação ou qualquer dano mecânico, um tiro por exemplo. 

I s to tem por sua vez para o canino superior a consequência de 

êle adquirir um comprimento anormal . 

Posição. Os caninos mandibulares do hipopótamo sobem, a 

par t i r do alvéolo, em direcção aproximadamente vert ical . E esta 

a primeira impressão que surge ao examinar um maior número 

de crânios. Mas em breve notaremos que a posição só em casos 

excepcionais é r igorosamente vert ical . Se supusermos a ponta 

do dente ligada por uma recta ao ponto alveolar anterior , quer 

dizer, ao ponto onde a aresta anter ior do dente desaparece no 

alvéolo, então a linha em questão desvia-se, por via de regra , e 

em grau diferente, da perpendicular t i rada da ponta do dente, 

tanto na direcção t ransversa l como sagital . I s to diz respei to 

sobretudo à direcção t ransversal , dirigindo-se a ponta do dente 

mais ou menos para fo ra . A maneira mais simples de verificar 

o grau dêste desvio é medir por um lado a distância dos dois pon-

tos alveolares anter iores — na tabela 1 indicada po r A j — p o r 

outro lado a distância entre as pontas dos dois dentes — indi-

cada na tabela por A3. Es ta s duas distâncias deveriam ser 

iguais, se as pontas dos dentes fôssem, na realidade, perpendi-

.S 
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calares aos pontos alveolares anter iores . I s to sucede, porém, 

apenas 5 vezes em 44 casos examinados para êste fim, se con-

s iderarmos ainda iguais a 0 desvios de 0 ; 5 cm. Em 37 crâ-

nios, A3 supera Ai de 1 até 8 c m . ; em dois crânios A3 é 

inferior a Ai , num deles de 3 cm., no outro de 5 ,5 cm. Se 

calcularmos a média de todos os 44 crânios, obteremos 

A3 — A i = - j - 3 c m . ; as pontas dos dentes não são, por tan to , 

perpendiculares aos pontos alveolares anteriores, mas estão, 

em média, 1,5 cm. para fora destes pontos, de ambos os lados. 

Nota-se, porém, a êste respei to uma assimetria considerável, 

estando por exemplo a ponta do canino direito a uma distância 

maior do plano médio do que a do dente esquerdo. P a r a cal-

cular esta assimetria é prefer ível , em vez da determinação directa 

das distâncias em questão, a verificação dos ângulos formados 

pela recta ponta do dente — ponto alveolar anterior com a 

recta t ransversa l que liga os dois pontos alveolares anter iores . 

Ês t e ângulo é, de resto, preferível , também, pa ra medida do 

desvio do dente da perpendicular , visto ser independente do 

comprimento do dente. O ângulo em questão, a que chamare-

mos T, pode ser medido directamente, ou calculado. Empregue i 

ambos os métodos por maior segurança . Fiz o cálculo projec-

tando a ponta do dente e o ponto alveolar anter ior sôbre o 

plano horizontal (plano da mesa), obtendo assim o desvio t rans-

versal {tr) da ponta do dente em face do ponto alveolar . P a r -

tindo do valor tr e das distâncias acima do plano da mesa da 

ponta do dente (hi) e do ponto alveolar anter ior (hi), podemos 

calcular o ângulo, segundo a fórmula tqz = — —. Os valores 
• t r 

calculados coincidem mais ou menos com os valores medidos. 

Os valores de T dados na tabela 1, colunas 13 e 14, obtiveram-se 

pela combinação dos valores medidos e calculados. Vemos que 

os valores oscilam entre 81° e 108°. A média é de 95,6 + 0,6°, 

o desvio-padrão = 5 ,4° . A dimensão de T é independente do 

comprimento do crânio. Agora ressal ta também perfei tamente 

a assimetria entre direito e esquerdo, podendo a diferença entre 

o T à direita e à esquerda atingir o valor de 17° (n.° 38). A 

média da assimetria é de 4 ,3 + 0,6°, o desvio-padrão 3,9°. 

De maneira correspondente fo ram medidos e calculados tam-

bém os ângulos do desvio sagital dos caninos em relação à 

perpendicular , isto é, a projecção sôbre o plano mediano do 
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ângulo formado pela recta ponta do dente — ponto alveolar 

anter ior com a recta horizontal que, part indo do ponto alveolar 

anterior, se dirige para t rás , parale lamente ao plano mediano. 

Sob o- encontram-se indicados na tabela 1 colunas lõ e 16 mais 

uma vez os ângulos obtidos pela combinação de medição e cál-

culo. O desvio em relação à perpendicular é neste caso menos 

considerável, de forma que podemos dizer que a ponta do dente 

se encontra, vista de lado, quási exactamente acima do ponto 

alveolar anter ior . A média de todos os ângulos, que oscilam 

entre 75° e 103°, ó de 88,6 + 0,7°, o desvio-padrão de 6,6°. 

A assimetria en t re direito e esquerdo é, neste caso, menor, 

importando em 2,3 + 0,3° om média, 10° no máximo. O ângulo <r 

ó independente do comprimento cranial . 

Temos que determinar a posição do dente na maxila ainda 

em mais um sentido. E que não fica determinada inequivoca-

mente a sua posição só por meio da recta ponta do dente — 

ponto alveolar anter ior , visto o dente poder g i rar em torno desta 

recta como eixo, tomando ora uma posição aproximadamente 

paralela ao plano mediano, ora uma que se desvia mais ou menos 

deste plano, como na realidade acontece. Vimos já ao es tudar 

a forma do dente, que êle está inserido na maxila de maneira a 

podermos distinguir na par te livre do dente uma face externa, 

uma poster ior e uma antero-interna. Tra ta -se agora ainda de 

determinar o ângulo entre uma destas faces e o plano mediano 

ou também o plano t ransversa l . A face antero-interna é a mais 

apropr iada pa ra êste f im. 

Mediu-se por tanto em primeiro lugar o ângulo « da face 

antero-interna do dente com a linha t ransversal , quer dizer a 

recta que liga os dois pontos alveolares anter iores dos dois 

dentes. Es ta medição faz-se da maneira mais cómoda por meio 

de duas réguas de dimensão desigual, das quais a mais cur ta 

gira em volta dum ponto junto da extremidade da mais com-

pr ida . Es ta última aplica-se às ares tas anter iores dos dois den-

tes, imediatamente por cima dos alvéolos, emquanto a régua 

mais curta se a jus ta à face antero-interna dum dos dentes, ime-

diatamente por cima do bordo alveolar in terno. 

Ês te ângulo, está claro, não pode ser aprovei tado como tal , 

pois a linha t ransversal corre paralela ao plano horizontal , mas 

não assim o outro lado do ângulo, que corre ao longo do 

bordo alveolar in te rno ; na verdade, ê3te lado desvia se pa ra 
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cima e para trás, em medida variável . Ês te desvio (3) calcu-

la-se iàcilmente colocando uma régua ao longo do bordo alveo-

lar interior e medindo a al tura de dois pontos da régua acima 

do plano da mesa. A tabela most ra nas colunas 17 e 18, que ò 

oscila entre lõ° e 52° (média = 30,9 + 0,81 , d e sv io -pad rão=7 ,6° ) , 

não se mostrando nisto uma dependência clara do comprimento 

do crânio, mas verificando-se mais uma vez uma assimetria notá-

vel (máximo = 15", média = 4 , 0 + 0,5°, desvio-padrão = 3 ,6°) . 

A projecção requerida do ângulo a sôbre o plano hori-

zontal , a que chamaremos (5, pode se calcular agora pela fór-

mula cos 6= C0S f . Os valores de (3 que se encontram nas colu-

cos o 

nas 19 e 20 da tabela 1, oscilam entre 23° e 63°. Não se mani-

festa uma regularidade na sequência dos ângu los , seguindo-se 

ângulos maiores e menores indistintamente. Fa l t a pois, mais 

uma vez, uma correlação com o comprimento cranial, facto que 

se revela também com evidência, se represen ta rmos gràfica-

mente a relação entre (B e o comprimento do crânio. Existe , 

porém, uma relação indubitável, ainda que f raca , entre |5 e a 

l a rgura relativa da mandíbula. Como medida da la rgura relativa 

escolheu-se a proporção entre a distância dos dois pontos alveo-

lares anteriores ( A i ) e o comprimento da mandíbula no plano 

mediano. Os valores da la rgura relativa variam no meu mate-

rial entre 0 .55 e 0,81. Estabelecendo a relação entre êstes valo-

res e |3 verifica-se que em geral a um valor maior da l a rgura 

relat iva corresponde um valor menor de (3. Quanto mais larga , 

por tan to , a par te anter ior da mandíbula, tanto mais as faces 

antero- internas dos caninos se voltam para diante. Se é a lar-

gura da mandíbula que aqui causa o grau de obliquidade dos 

caninos em relação ao plano mediano, ou vice-versa, dificil-

mente se poderá decidir. 

Mais uma palavra ainda sôbre os dentes de posição anormal ! 

O desvio da norma mais f requente consiste aqui indubitavel-

mente no facto de os dentes se voltarem mais ou menos para o 

lado, de modo que se dirigem não pa ra cima, mas obliquamente 

pa ra cima e para fora , ou mesmo exactamente para fora . Pude 

encontrar tôda uma série de exemplos que most ram esta anor-

malidade em vários graus . Nêstes crânios aumenta, pois, con-

sideravelmente o valor de T. Num crânio (Col . 4), que mostra 

esta anormalidade em grau médio, encontrei por exemplo para 
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T 128° à direita, 121° à esquerda. Mas o valor de T pode ir 

até 180° (posição hor izontal ) . 

Quanto ao ângulo a parece não haver uma anormalidade 

pr imária . Mas o valor de cr modifica-se secundàriamente em 

crânios com os caninos colocados para o lado, visto esta deslo-

cação ter como conseqiiéncia o desencontro com o antagonista 

e, com isto, um crescimento prolongado do dente. A ponta do 

dente chega assim a uma posição cada vez mais poster ior , dimi-

nuindo correspondentemente o ângulo a. Encontre i por exem-

plo no crânio Col. 4, mencionado atrás , para a o valor de 45° 

à direita, de 61° à esquerda, valores estes que estão muito abaixo 

do mínimo de dentes em posição normal . O mesmo resulta tam-

bém, natura lmente , no caso dum aumento anormal do compri-

mento, em conseqiiéncia da perda do antagonista . 

Em dentes voltados para o lado pode-se verificar, por fim, 

como consequência secundária desta deslocação, também um 

aumento do ângulo (3. Dirigindo-se neles a face antero-interna 

originária do dente obliquamente para cima, mesmo puramente 

para cima, aumenta evidente e consideràvelmente o ângulo a, e 

por consequência aumentará também o ângulo (3, que é depen-

dente de a . 

E s t a modificação da direcção das faces do dente t raz consigo 

mais uma consequência. Num dente de posição normal o limite 

entre a pa r t e amarelada do dente, isto é a par te protegida pelo 

alvéolo e a gengiva, e a par te l ivre acastanhada circunda o 

dente quási à mesma al tura . Em dentes de desvio la teral , porém, 

êsse limito sobe consideràvelmente desde a aresta anterior até a 

ares ta poster ior . I s to fornece-nos um meio de ajuizar, também 

em casos de dentes isolados, da sua provável posição na maxi la : 

ou posição normal ou posição horizontal . Desta maneira foi 

possível dar agora aos dentes isolados anormais do Museu Zoo-

lógico de Coimbra uma orientação que corresponde com grande 

probabil idade à posição que tinham em vida, posição essa que 

significa uma correcção bastante considerável da orientação que 

se havia dado há anos aos dentes dentro da mandíbula artificial. 

Com isto ficou resolvida a questão que eu me havia pôsto 

inicialmente e regressei assim ao ponto de partida dêste estudo, 

pois que, ao encontrar no Museu os dois dentes anormais, mon-

tados numa mandíbuia de madeira, não tive primeiro, além duma 

pequena notícia acompanhada duma figura, outra intenção que 
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não fôsse a de obter a certeza se se havia dado realmente aos 

dentes a posição exacta na mandíbula artificial. 

Ju lgava a princípio que seria suficiente para alcançar êste 

fim medir mnito simplesmente em alguns dentes normais o ângulo 

entre a face antero-interna do dente e o plano t ransversa ] ; mas 

tive que reconhecer em breve que êste ângulo só em dentes de 

posição normal torna possível a orientação do dente na maxila. 

Reconheci mais que a forma anormal anda f requentemente ligada 

à posição anormal . E assim se tornou indispensável um estudo 

pormenor izado da forma e posição de dentes normais e de todos 

os outros casos de dentes anormais que pude encont rar . A cur ta 

notícia em pro jec to tomou assim proporções muito mais l a rgas . 

Talvez não seja , porém, sem certo valor f icar-se conhecendo 

assim mais exactamente a forma e posição normais dos caninos 

do hipopótamo e possuir além disso, no meu art igo da «Zeit-

schrift f u r Anatomie und Entwicklungsgeschichte», um estudo 

de conjunto de todos os dentes anormais, conhecidos até agora . 

DR. ERNST MATTHES 

(Coimbra, Museu e Laboratório Zoológico). 



Um novo Museu em Coimbra: o Museu pombalino de Física 
da Faculdade de Ciências da Universidade 

(Comunicação apresentada à Academia das Ciências de Lisboa em Junbo de 1938) 

Senhor P res iden te : 

I lus t res C o n f r a d e s : 

Quando, há anos, tomei conta da Direcção do Labora tó r io 

de Física da Universidade de Coimbra, estava bem longe de 

pensar que no desempenho, por assim dizer, das minhas fun-

ções, me seria dado empreender um trabalho de investigação e 

de reconstituição históricas que os meus antecessores, professo-

res e directores ilustres que foram deste Labora tó r io , não só 

não t iveram o menor interesse em fazer, como até, inexplica-

velmente, o pre judicaram, deixando que se perdessem alguns 

dos mais valiosos elementos do seu estudo. Felizmente, nem 

tudo se perdeu, e daí a razão do meu t rabalho. 

Quero refer i r me ao antigo Gabinete de Física criado em 

Coimbra pelos Es ta tu tos pombalinos de 1772, ao que êle foi, 

no tempo em que, com tôda a magnificência, foi instalado pelo 

Msrquês de P o m b a l ; quero referir-me sobretudo às vicissitudes 

por que passou até hoje , ao estado lamentável em que o fui 

encontrar , mutilado e disperso, e ao estado em que actualmente 

se encontra, depois da reconstituição que me foi dado empreen-

der . Se êste estado, hoje, mal reflecte a antiga grandeza, per-

mite-nos contudo ainda admirar algumas das suas curiosidades, 

incontestáveis elementos de valor, quer consideradas no ponto 

de vista artístico, quer no ponto de vista da história da Ciência, 

susceptíveis de constituírem no seu conjunto, tal como foram 

reunidas, um museu digno de ser conservado, um valioso Museu 

de Física do século xvm. 
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* 

# * 

Já po r muitos historiadores foi devidamente considerado o 

especial cuidado que teve o Marquês de Pombal na instalação 

do Gabinete de Física em Coimbra, depois de ter feito suprimir , 

pela carta régia de 10 de Novembro de 1772, o estudo da Mate-

mática e da Física no Colégio dos Nobres , em Lisboa . 

Vale a pena t ranscrever aqui tudo o que se estabelece nos 

velhos Es ta tu tos pombalinos, de páginas 392 a 394, do volume 3 

sôbre o que lá se encontra designado com o nome de Oabinete 

de Física Experimental: 

«Para que as Lições de Fysica, que Mando dar no Curso 

Filosófico da Universidade, se façam com o aproveitamento neces-

sário dos Estudantes; os quais não somente devem ver executar 

as Experiências, com que se demonstram as verdades até o pre-

sente conhecidas na mesma Fysica; mas também adquirir o hábito 

de as fazer com a sagacidade, e destreza, que se requer nos Explo-

radores da Xatureza; haverá também na Universidade huma Col-

lecção das Máquinas, Aparelhos, e Instrumentos necessários para 

o dito fim. 

Como porém nesta parte se tem observado algum género de 

excesso; fazendo-se despezas consideráveis em Máquinas de 

nenhuma importancia, e consequência; as quais servem tão somente 

de espectáculo, e passa tempo: Sou servido ordenar, que se não 

proceda a mandar fazer Máquina alguma da Fysica Experimen-

tal, sem primeiro se tomar deliberação sobre a utilidade delia na 

Congregação Geral das Sciencias ; ouvindo-se o Parecer dos Depu-

tados de todas as tres Faculdades das Sciencias Filosóficas. 

Ilaverá huma Sala, ou Casa destinada para a dita Collecção 

das Máquinas, a qual tenha a capacidade necessária, para nella 

se fazerem iodas as Experiências, relativas ao Curso das Lições, 

com assistência dos Estudantes: Sendo as ditas Máquinas orde-

nadas em Armários, quanto for possível, pela mesma ordem das 

Lições, para que as Demonstrações se façam mais commodamente, 

e sem alguma confusão. 

O Professor de Fysica Experimental terá a Intendencia sobre 
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a Casa das Máquinas debaixo da Inspecção do Reitor com a Con-

gregação da Faculdade, e com a Congregação Geral das Scien-

cias. E terá á sua ordem hum official subalterno, ou Demonstra-

dor de Fysica Experimental, o qual será provido pelo Reitor com 

o Conselho da Faculdade: Concorrendo nelle as circunstancias; 

de saber tratar das Máquinas; e de fazer as operações de mais 

trabalho todas as vezes que pelo Lente lhe fôr ordenado. Será 

mais obrigado a ter sempre todas as Máquinas limpas, e asseadas : 

Tomando entrega delias por Inventário assinado pelo Reitor, e 

Diiector da Faculdade: Dando conta delias pelo mesmo Inventá-

rio no fim do Ano lectivo, quando for visitado o Gabinete pelo 

Reitor com a Congregação: Formando-se no mesmo Acto novo 

Inventario: E ajuntando-se Ilie as Máquinas, que tiverem acres-

cido no mesmo Anno. 

O mesmo Demonstrador trabalhará também ás ordens do Pro-

fessor da Historia Natural na arrumação, e preparação dos Pro-

dutos relativos ao Gabinete da Historia. O qual, sendo possível (1), 

estará contíguo, e immediato ao da Fgsica Experimentah. 

Foi re la t ivamente rápida a instalação do Gabinete. Fo i tôda 

a colecção de máquinas e aparelhos do Colégio dos Nobres que 

passou para Coimbra. Do valor desta colecção dá-nos uma ideia 

o própr io Marquês de Pombal numa car ta enviada ao Eei tor 

D. Francisco de Lemos, em Novembro de 1772, em que d iz : 

«Sua Magestade fez á mesma Universidade a Mercê de mandar 

transportar a ella o Gabinete da Physica Experimental, em que 

ha muitos annos se trabalha nesta Corte, com o effeito de o Cons-

tituir o mais completo, que hoje tem a Europa. Porque sendo o 

melhor delles o de Padua; não tem mais que quatrocentas Machi-

nas; passando o Rosso de quinhentas, e tantas.» 

Uma outra referência impor tante a esta colecção encontra-se 

no livro que o conhecido botânico Link escreveu eôbre as suas 

viagens em Por tuga l durante os anos 1793 a 1795. Eis como 

J o s é Silvestre Eibeiro, no tomo v da sua Historia dos Estabe-

(') Que foi possível, sabemo-lo nós hoje. Assim se dá a razão curiosa de 
estarem instalados lado a lado, no mesmo edifício, o Laboratório de Física e o 
Museu de Zoologia — a razão foi a do melhor aproveitamento do tempo do Demons-
trador comum aos dois gabinetes. 
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lecimentos scientifícos, l i terários e artísticos de Por tuga l des-

creve e apresenta esta referência : 

te Acertou de visitar a Universidade de Coimbra, no último ano 

do século XVIII um viajante illustrado que depois publicou as 

impressões que recolhera do seu exame. Quero fallar de Link, 

professor distinto de uma das universidades da Allemanha, botâ-

nico de grande nomeada; severo e cáustico em suas apreciações, 

e por isso muito de ser acreditado no que sucede dizer de favora-

vel a respeito das pessoas ou das coisas. Pondo de parte o que 

Link escreveu acerca da organisação dos cursos da Universidade, 

regimen administrativo e policial, traje dos estudantes, etc., vou 

reproduzir aqui o que elle pensou e disse dos primeiros estabeleci-

mentos scientificos dependentes da Universidade: 

IIa muitos estabelecimentos públicos no extinto Collegio dos 

Jesuítas que Pombal doara à Universidade. O collegio é sito no 

bairro alto da cidade, do mesmo modo que o são as dependencias 

da mesma Universidade. O gabinete de historia natural ê pouco 

considerável, e contem muito poucas coisas notáveis. Está classi-

ficado pelo ex-inspector Vandelli, segundo o sistema de Linneu. 

Mas é preciosa a collecção de instrumentos de physica feitos alguns 

em Inglaterra sendo os construídos em Portugal, pela maior parte, 

de madeira do Brazil e dourados. Esta collecção é, em geral, uma 

das mais brilhantes, sendo o gabinete precioso no que respeita a 

Mecânica». 

Ês te depoimento do professor alemão é importante, visto 

que, como faz notar Silvestre Kibeiro, Link, nas suas aprecia-

ções, r a ras vezes nos foi favorável . 

Poderiamos citar ainda outras referências à colecção pomba-

lina, às quinhentas e tantas máquinas de que nos fala o Marquês. 

Mas o melhor testemunho que podemos apresen ta r sôbre o valor 

da colecção, é, incontestàvelmente, o Ca tá logo da época, catálogo 

manuscri to, que tivemos a sor te de encon t ra r bem guardado no 

Labora tó r io e em es tado de perfeita conservação (1). 

Ês t e Catálogo foi um auxiliar preciosíssimo no nosso traba-

lho. A sua le i tura ó cheia de ens inamentos ; em vez de uma 

simples enumeração e indicação dos nomes das máquinas, encon-

(•) Êste catálogo foi reproduzido por dalla Bella no 3.° volume da sua obra 
Physices Elementa. 
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t ramos nele descrições, por vezes completas, do funcionamento 

e dos fins a que os aparelhos se des t inam; e quando esta des-

crição se não faz, são indicadas as páginas e mesmo os números 

das g ravuras dos livros dos autores, então mais conhecidos, e 

que expõem a doutrina que os aparelhos pretendem exemplificar 

ou demons t ra r . P o r isso se pode dizer que a leitura atenta 

deste Catálogo dá uma ideia clara do que foi, no seu conjunto, 

o antigo gabinete pombalino. 

A figura 1 reproduz uma fotografia da capa do Ca tá logo ; 

os desenhos que se vêem são gravados a oiro sôbre carneira 

vermelha, e ao centro l ê s e a indicação : Index Instrumentorum. 

A figura 2 reproduz a primeira pág ina ; nela se vê a data 

do Catá logo, 27 de Agosto de 1788, a assinatura do principal 

Cas t ro , r e formador - re i to r , e a indicação do nome do D r . João 

António dalla Bella, p rofessor italiano que o Marquês de Pom-

bal contratou pa ra , empregando os própr ios termos da sua car ta 

de Novembro de 1772, «reger o Gabinete e explicar a Physica 

Experimentah ; foi nesta qualidade que êste p rofessor redigiu o 

Catálogo e rubricou tôdas as fôlhas. 

A figura 3 reproduz o frontispício onde novamente se vê o 

nome do D r . João Antonio dalla Bella. 

Todo o Catálogo é escrito em latim, e nele se encontram as 

seguintes divisões: 

De Subtilitate partium Materiae; De Impenetrabilitate; De 

Porusitate; De Vi Inertiae; De Attractione; De Magnete; De 

Gravitate; De Centro Gravitatis; De Maeliinis Simplicibus et 

Compositis; De Attritu Maehinarum; De Motu simplici et eom-

posito; De Motorum Corpôrum Viribus; De Pereussione; De 

Viribus Centralibus; De Cohaerentia et Firmitate Solidorum ; De 

IIydrostatica et IIydraulica; De Igne; De Iuee; De Dioptriea ; 

De Catoptriea; De Aere; De Electricitate; Omissa; Utensilia. 

A estas divisões correspondem, no total, Õ80 aparelhos descri-

tos. Aqui está o número exacto das quinhentas e tantas de que 

nos fala o Marquês . 

De passagem, não se pode deixar de fazer notar a g rande 

extensão que ocupa a Mecânica em relação às out ras par tes da 

Física, o que está bem de harmonia com o es tado desta Ciência 

na época . 

Reproduzo, ao acaso, uma das fôlhas do Catálogo, a fôlha 35 

(figura 4 ) : o primeiro número que se vê ao alto da página, à 
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esquerda, ó o 119. Segue-so a descrição da máquina : «Machina, 

qua ostenditur quid valeant vires obliquae, si vecti tertii generis 

aptentur; inservit etiam ad vires Musculorum aestimandas. Desum-

pta fuit ex Munch. Institut. cit. § 432. Tab. 6. Fig. 1. 2. G. 1.d. 

Como se vê, depois de uma descrição rápida da máquina, 

está indicado o livro que deve ser consultado, citado o pará-

grafo, e são dados os números das figuras co r responden tes ; por 

fim, indica-se nma letra e um algarismo romano. O aparelho 

considerado é o G. I. 1 1 9 : a letra indica o armár io e o alga-

rismo romano a pra te le i ra . 

As letras que, por todo o Catá logo, indicam os armár ios são 

em número de vinte e d u a s : A, B, C, D, E, F, G, H, I, L, M, 

N, O, P, Q1 R S, T, V, X, Y, Z. Vinte e dois por tan to tam-

bém deviam ser os armários da colecção pombalina. Indico êste 

número porque êle permitiu, logo no início do nosso trabalho, 

localisar, no vasto edifício do Museu, a instalação primitiva do 

Gabinete. A esta indicação, ou t ras depois se jun ta ram, e hoje 

podemos com tôda a certeza indicar, no chamado andar nobre 

do edifício, a última sala do lado sul, de 17,63 metros de com-

primento por 9,5 metros de la rgura , como a sala onde dalla 

Bella fez a instalação das quinhentas e oitenta máquinas entre-

gues a sua guarda , com tôdas as precauções e todos os cuida-

dos recomendados pelo própr io Marquês ! Lá encontramos ainda 

os vinte e dois armários referidos, bem pombalinos no seu 

aspecto, construídos em magnífica madeira do Brasil , de pro-

porções elegantes o com artísticas decorações. O q u e lá, infe-
lizmente, não encontrámos, há um ano, foram as quinhen-
t a s e o i tenta m á q u i n a s de dal la Be l la . Veja-se a fotograf ia 

(fig. 5) que jus tamente há um ano, por tanto antes do t raba lho 

de res tauração que empreendemos, fizemos desta sala, e que 

most ra bem qual era então o seu aspecto curioso. Vêem-se os 

armários pombalinos, mas os aparelhos guardados é que não 

são os primitivos. F o r a dos armários , não pode deixar de ser 

impressionante o contras te que oferecem, com a decoração da 

sala, os caixotes deselegantes que servem de resguardo a alguns 

aparelhos e as mesas de construção pobre em que assentam 

out ros . Vêem-se máquinas eléctricas, electro-imans, bobinas de 

Euhmkorf f , mas de apare lhos pombalinos mal se distingue um, 

à direita, j un to de uma das j a n e l a s : uma corôa real que serve 

de cober tura a um g rande iman na tura l . 
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Peran te êste aspecto tão insólito, podo natura lmente pre-

guntar-se o que foi feito daquele Gabinete que, no dizer do Mar-

quês, terá melhor que o de Pàduav, o que foi feito das suas 

quinhentas o oitenta máquinas ; pode e deve preguntar -se porque 

razão se não conservou tudo- no sou aspecto primitivo, porque 

motivo se não fez de um Gabinete que, no seu tempo, foi o 

melhor da Europa , um Museu de Física que seria, hoje, o 

melhor do mundo ? 

E velho o hábito de tudo der ru i r para de novo const rui r . 

Sucedeu aqui o mesmo que se deu em tantos outros domínios 

da nossa actividade cultural , onde certo espírito, dito renovador , 

pa ra nosso mal, sempre entendeu dever substi tuir as velhas coi-

sas pelas novas. Pouco a pouco, lentamente, foram-se par t indo 

as velhas máquinas, foram-se inutilizando, pelo uso descuidado, 

os apare lhos mais delicados e mais frágeis, e uma vez par t idos 

ou desmantelados, ou foram postos completamente de lado como 

sucata inútil, ou adaptados a outros fins. Pa rece nunca ter 

havido o cuidado de conser tar ou de r e s t au ra r o quer que fôsse : 

para q u ê . . . se novas máquinas podiam substituir as antigas, 

depressa ju lgadas inúteis? I s to quanto ao m a t e r i a l ; quanto ao 

seu a r r an jo e disposição na primitiva sala, cêdo se manifestou o 

propósi to de não manter a catalogação primitiva. Fo i o profes-

sor António Sanches Goulão, que por mais de 20 anos regeu a 

cadeira de Física, por sinal com brilho excepcional segundo nos 

conta Simões de Carvalho na sua Memoria histórica da Facul-

dade de Filosofia, o primeiro Director do Labora tór io que enten-

deu não dever manter o aspecto e o a r r an jo do Gabinete de 

dalla Bella. Os aparelhos foram, à volta de 1840, mudados pa ra 

outras salas do Labora tór io , misturados com os novos, e de 

novo numerados e catalogados. Se, ao menos, tivessem sido 

todos catalogados, e se se t ivesse aprovei tado a catalogação para 

mandar r epa ra r os aparelhos partidos, o mal não teria sido 

tão grande como foi. Sucedeu, com efeito, que o material inu-

tilizado foi pôsto inteiramente fora de uso e abatido ao Inven-

tário, considerado talvez como velharia sem valor . São per to 

de 200 aparelhos que nesta época se perdem para a colecção 

pombalina. Ret i rados das estantes, desmantelados e part idos, 

devem ter sido acumulados no rez do chão do Labora tó r io , 

numa casa que então servia do armazém. 

Não foi contudo só relativamente ao material part ido que se 

3 
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verificou tão pouco interesse. Mesmo em relação ao que foi 

catalogado, o interesse não deve ter sido maior . Há a êste res-

peito uma referência qne é bem ilucidativa e pa ra que chamou 

recentemente a minha atenção o meu estimado amigo e conhe-

cido bibliófilo, senhor Cândido Nazaré . Encontra-se , com efeito, 

no livro de Júlio César Machado — Scenas da minha T e r r a — 

publicado em 1862, a seguinte passagem cur iosa : 

«No dia seguinte visitei o Museu. O edifício ó magnífico, e 

tem verdadeiras riquezas da antiguidade. O gabinete de physica, 

principalmente, está precioso, e é pena unicamente que as máchi-

nas aliás riquíssimas estejam accumuladas de tal forma que se 

torne impossível observá-las. Na pa r t e histórica principalmente 

o gabinete está rico e um russo que visitou o museu exclamou 

maravi lhado: Voilá des inst ruments de la vieille physiquo.» 

Como se vê, máquinas riquíssimas mas acumuladas, empi-

lhadas . . 

Ao Catálogo do Dr . Sanches Goulão, seguiu-se mais tardo, 

em 1878, um novo Inventár io . Agrava se então ainda mais a 

situação. Se no Catálogo do D r . Sanches Goulão ainda lampe-

j am reflexos da antiga opulência do Gabinete, e se encontram 

marcadas as mais curiosas caracterís t icas da Física do século XVIII, 

neste novo Catálogo tudo desaparece . A nomenclatura das máqui-

nas é, em grande par te , actual isada, mais uma boa centena de 

aparelhos deixa de sor mencionada, propõe-se novo a r ran jo e 

nova numeração. O Catálogo ó impresso, e no prefácio, o autor 

não faz a menor referência ao valor da antiga colecção, e ape-

nas o interessa o novo material adquirido. Votados ao esqueci-

mento, perdidos no meio de material moderno, não admira pois 

que os velhos aparelhos tivessem começado a desaparecor, 

saindo dos armários que os guardavam para o armazém em 

que pouco a pouco vão sendo amontoados . A colecção diminui 

então de ano para ano num ritmo implacável de destruição. O 

armazém, pelo contrário, êsse enche-se cada vez mais. E cheio, 

finalmente, cheio, do chão até ao tecto, segundo o tostemunho 

de dezenas do pessoas ainda vivas, dá-se então o desastre que 

foi a pior machadada vibrada na preciosa colecção : as velhas 

máquinas pombalinas, ainda com os seus dourados, todo um 

bric-à-brac curiosíssimo com os mais variados exemplares, mon-

tes enormes de madeiras e do metais, tudo é pôsto fora do casa, 

em leilão, à porta do Labora tór io , e vendido ao desbara to . 
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Compreende-se agora que semelhantes devastações teDham 

feito desaparecer da antiga sala o seu aspecto primitivo e tenham 

produzido o estado que a fotografia da fig. 5 tr is temente nos 

represen ta . 

* 

# # 

P a r a chegar a êste ponto da minha exposição devo dizer que 

tive que ser par t icularmente discreto sôbre certos pormonores e 

proposi tadamente omitir outros mais aborrecidos. Não interessa, 

com efeito, neste momento, descrever do passado senão o estri-

tamente suficiente para dar uma ideia das condições desfavorá-

veis em que me encontrei quando há UlD a n o tive necessidade, 

para cumprir instruções enviadas pela Direcção Gera l da Fazenda 

Pública, de fazer uma revisão do Inventár io do Labora tó r io . 

Absorvido anter iormente por outros t rabalhos, com outras preo-

cupações, mal conhecendo ainda então os factos que acabei de 

expôr, estava longe de pensar que se tornava urgente acudir 

a alguns velhos aparelhos que desde a minha entrada para o 

Labora tó r io me tinha por assim dizer habituado a ver acumula-

dos pelos armários e em estado do completo abandôno. Destes 

velhos aparelhos, apenas uns três ou quatro tinham uma certa 

aparência agradável , e estes foram talvez por isso os únicos 

que mereceram uma referência especial ao Senhor D r . Teixeira 

Bastos num estudo que há anos publicou sôbre os inícios da 

Física e da Química na Univers idade de Coimbra. Foi assim 

com a maior surprêsa que tendo mandado re t i ra r dos armár ios 

os aparelhos amontoados, comecei a encont ra r as mais curiosas 

máquinas que não tardei em reconhecer como res tos valiosos 

da antiga colecção pombalina. Tudo então foi ràpidamente reu-

nido para poder ser devidamente estudado e classificado. Logo 

a seguir fui informado da venda a que aludi e que até então eu 

ignorara por completo. Na esperança logo formada de rehaver 

o material vendido, puz mo imediatamente em contacto com os 

compradores da época. As primeiras informações foram con-

tudo bastante desanimadoras. Os aparelhos leiloados tinham 

sido pròviamente desmontados, talvez para encobrir a sua ori-

gem, separadas as par tes de madeira, das partos em f e r r o o em 

metal. Por tan to , só poças soltas seria possível encont rar . Pior 



30 Revista cia Faculdacle.de Ciências cia Universidade de Coimbra 

e mais desanimadora informação do que esta, foi a que logo me 

deram sôbre o metal a m a r e l o : inútil p rocura r a mais pequena 

parcela — comprado todo ou quási todo por Charles Lep i e r r e 

para os serviços municipalizados, a sua fundição deve t e r sido 

feita imediatamente a seguir à sua compra . Quanto ao resto, 

fomos mais felizes. Algumas coisas começaram desde logo a 

aparecer . Infelizmente, não foram as melhores . E s s a s devem 

ter passado a f ronteira , levadas por estrangeiros , segundo infor-

mações que colhi, Muitas ou t ras devem ainda es tar em Coimbra 

mas os seus possuidores não as denunciam. O Labora tór io tem 

no entanto comprado tudo o que tem aparecido. 

A êste material tivemos a sor te de j un ta r outro encontrado 

em dois estabelecimentos do Estado, no Museu Machado de Cas-

t ro e no Liceu D. João III. No Museu Machado de Cast ro encon-

trámos, em depósito, 4 figuras aladas em bronze dourado a que 

daqui a pouco terei ocasião de me refer i r , e uma grande balança 

romana, em fe r ro . No Liceu D. João III também algumas peças 

curiosas, cujas fotograf ias reproduzimos adiante. 

Fo i com tudo isto que poude ampliar-se desde logo o nosso 

t rabalho que orientámos então decididamente no sentido de fazer 

um estudo completo de todo o material ex i s ten te ; t rabalho êste 

de identificação e de res tauração que rapidamente poude progre-

dir graças à boa vontade, direi mesmo à dedicação cheia de entu-

siasmo, que encontrei em todos os que comigo t rabalham no 

Labora tór io de Física. Devo sobretudo salientar que todos os 

t rabalhos de res tauração, em fer ro , foram e continuam a ser 

executados na Oficina do Labora tó r io pelo preparador-conser-

vador António Fe r re i r a , auxiliado polo p repa rador Francisco 

Galvão e pelo maquinista Danilo Costa . Os trabalhos, em 

madeira, por falta de artista especialisado, ó que não têm sido 

feitos no Labora tór io ; têm sido feitos fora , más subordinados 

às nossas indicações. 

Não foram fáceis os primeiros t rabalhos de res tauração . 

Poucos aparelhos encontrámos completos . Em muitos casos 

felizmente, tem sido possível completá-los com o material encon-

t rado fora do Labora tór io , circunstância esta que tem valorizado 

as aquisições feitas. 

Em muitos casos tem também sido difícil o t rabalho de iden-

tificação. Neste t rabalho ó que nos tem sido ext remamente pre-

cioso o Catálogo da época, o Index Instrumentorum. Como 
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vimos há pouco, todos os aparelhos têm, no Catálogo, um 

número de ordem e a indicação do armár io e da p r a t e l e i r a ; 

houve o louvável cuidado, por parto de dalla Bella, de g r ava r 

estas mesmas indicações nos aparolhos. Assim, o aparelho que 

há pouco indicámos (veja-se a fig. 4) é o aparelho G. I. 119. 

Per tence ao número dos «salvados». Pode vêr-se a sua foto-

grafia na f igura 6; encontrámo-lo part ido, coberto de bolôr, em 

monte com rostos de outros apare lhos . Apesar de ser um apa-

relho de aspecto simples, sem pa r t e s complicadas, confessamos 

hoje que quando pela primeira vez lhe pegámos, ficámos um 

pouco sem saber qual poderia ser o seu funcionamento e para 

que poderia servir . A sua identificação e o seu estudo puderam 

contudo ser feitos com o auxílio do Index Instrumentorum porque 

encontrámos bem gravada, quer na base do aparelho, quer na 

alavanca, a indicação Gr. I. 119. F o m o s ao Index Instrumento-

rum, ao n.° 119, e lemos o que a t rás ficou t ranscr i to e que 

também se vê na figura 4. A idéia que logo colhemos, foi 

depois completada com a leitura do texto citado pelo Catálogo, 

e com a observação das g ravuras também citadas ; reproduzi-

mos a fotografia do texto e das g ravuras nas figuras 7 e 8. O 

aparelho considerado serve para aval iar a acção de fôrças apli-

cadas a uma alavanca inter-potonte, no caso om que a potência 

tem uma direcção que faz um certo angulo com a alavanca. 

Como aplicação prática, indica-se no texto a acção do músculo 

deltóide no movimento do braço. ( D e passagem notamos um 

êr ro curioso no texto e que na fotograf ia marcámos com uma 

c r u z : a p roporção escrita está errada ; deve ser D: P : : C A : CD). 

Foi com tôdas estas indicações que se tornou possível fazer a 

res tauração imediata do aparelho, mandando r epa ra r o que estava 

par t ido e montando-o tal como êle deve funcionar . 

Desde o princípio do nosso trabalho, logo nos convencemos 

da necessidade que havia de registar , em fichas própr ias , t ô l a s 

as indicações dos aparelhos res taurados, e por forma a fazer-so, 

ÍO mesmo tempo, o inventário do novo Museu. Veja-se, por 

exemplo, para o aparelho que acabamos de considerar , a foto-

grafia da ficha que foi feita (figura 9). Hoje , o aparelho está 

guardado no seu armário e prateleira , e tem ao lado uma cópia 

desta ficha e também reproduções fotográf icas das g ravuras e 

do texto que indicámos. 

Pelo que acabamos de dizer se pode concluir que em nenhum 
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caso é possível duvidar da autenticidade da origem dos aparelhos 

encontrados e r e s t au rados ; o cuidado que teve dalla Bella na 

sua marcação, permite hoje incluí-los, com tôda a segurança, 

na colecção pombalina. Pena é que da antiga e riquíssima colec-

ção, apenas tivesse sido possível encontrar um bem pequeno 

número. Mas o que resta justifica largamente todo o t rabalho 

que tivemos. Vejam-se agora, com efeito, as duas fo tograf ias 

que reproduzimos nas figuras 10 e 11, e que most ram o aspecto 

actual da sala pombalina. Nada de parecido com o seu aspecto 

de há um ano. Mobiliário e aparelhos, tudo é da mesma época. 

Já não há contras tes arr ipiantes . Ao valor artístico das deco-

rações e ao valor material das estantes, das mesas de trabalho 

e das peanhas em pau preto e pau setim, junta-se harmoniosa-

mente o valor científico dos aparelhos em fer ro ou em latão 

pr imorosamente t rabalhados . O conjunto constitui bem um 

magnífico Museu de Física do século XVIII, e bem nosso pelo 

seu aspecto caracter izadamente pombalino. 

# 

# * 

Ocupemo-nos, por último, de algumas das suas curiosidades. 

En t r e os primeiros aparelhos ou dispositivos experimentais 

do Index Instrumentorum, ve jamos o n.° 16. Lemos no Index: 

«Paterae binae, altera ex auro, altera ex ferro multis et aequali-

bus pertusae foraminibus. Tripôdi ferreo ivipositae, quibus cerní-

tur per poros corpõrum amplos non transire aliquando materiae 

partículas multo subtiliores. A. II.». 

Trata-se por tanto de dois crivos, «um de ferro, outro de ouro, 

com muitos furos iguais, que se montam numa trempe, e servem 

para mostrar qne pelos poros grandes dos corpos não passam 

muitas vezes partículas muito mais pequenas». Aqui está uma 

explicação que não deixará de surpreender quem nunca tenha 

lido livros de Física do século XVIII, quem nunca tenha admi-

rado as engenhosas explicações que então se davam de fenóme-

nos cuja causa era atribuída à chamada porosidade dos corpos . 

Mas vejam-se essas explicações e logo se compreenderá que a 

experiência dos crivos tem a sua just if icação. Tomemos um 
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exemplo muito comentado nos livros antigos : porque razão 

ataca o mercúrio o o u r o ? Nada mais simples de explicar para 

os Físicos do século xvm. Não diz Newton, no seu Tra t ado de 

Óptica, livro 2, par te 3.a , proposição 8, página 313, que o ouro 

tem mais poros que par tes sól idas? P o r outro lado, não é o 

mercúrio mais poroso, isto ó, menos denso que o o u r o ? Qual-

quer Físico do século x v m compreende então que as part ículas 

do mercúrio se podem insinuar pelos poros do ouro e provocar 

o seu ataque. O pior está em explicar que outros corpos com 

partículas ainda mais pequenas do que as do mercúr io não ata-

cam com a mesma facilidade o ouro. Mas jus tamente intervém 

então a experiência dos crivos. Não most ram eles, com efeito, 

por assim dizer, em ponto g rande , que nper poros corporum 

amplos non transire aliquando materiae partículas multo subtilio-

resD ? 

E claro que não podemos, hoje, deixar de sorr i r com a fei-

ção ingénua de uma tal demonstração. Que êste sorriso nos não 

impeça, porém, do admirar o conjunto do dispositivo experimen-

tal descrito no Index Instrumentorum. Reproduzimos a sua foto-

grafia na fíg. 12. O conjunto tem incontestável beleza. Os 

crivos estão suspensos, elegantemente, por duas figuras aladas 

que são de bronze dourado. F o r a m estas f iguras, juntamente 

com outras duas perfei tamente iguais, que encontrámos como 

dissemos atrás , no Museu Machado de Cas t ro onde tinham sido 

depositadas no tempo de Antonio Augusto Gonçalves pelo 

D r . Teixeira Bastos . Os crivos e a t rempe estavam no Labo-

ratór io : o crivo de ouro bem guardado, mas o do fe r ro e a 

t rempe, só por acaso se não pe rderam — enegrecidos por uma 

oxidação de muitos anos, perdidos no fundo de um armário, 

estavam de mistura com sucata sem valor . 

Passemos ao número 121 do Index Instrumentorum. 

Lemos : «Machina constans ect Vecte recurvo, ex lamina trian-

gulari metallica, ex tribus rotis in capsula ferrea, et ex lamina 

lignea acl Paradoxum mechanicum Mariotti dernonstrandumn. A 
máquina serve para a demonstração do paradoxo mecânico de 

Mariotte. 

Que é o paradoxo mecânico de Mariotte ? Aqui está uma pre-
gunta capaz de embaraçar qualquer eminente físico do século xx. 
Ninguém hoje fala no paradoxo mecânico de Mariot te . 
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Vejamos ràpidamente em que consiste. P a r a isso socorramo-

-nos da citação feita pelo Index Instrumentorum. Além das obras 

de Mariot te , o Catá logo manda ver S. Gravesande , T a b . xiv, 

figs. 2, 3, 4. Reproduz imos a fo tograf ia desta e s t ampa na 

fig. 13, onde se vêm as figuras ci tadas do livro n.os 2, 3 e 4. 

Na figura considerada, ABC represonta uma alavanca com os 

braços fo rmando ent re si um ângulo de 120° ; em A e B es tão 

suspensos os pesos, respect ivamente Q o P (fig. 2). O pr imeiro 

é de 1 onça, o segundo de 2 onças. Como Cf é metade de AC, 

os pesos equi l ibram se. Verif icado isto, t roquem se os p e s o s : o 

peso P de 2 onças suspende-se em A (fig. 4 ) ; quanto ao peso Q, 

em vez de o suspender em B, encoste se s implesmente à ala-

vanca por meio da ro ldana centra l , mais pequena do que as duas 

e x t e r i o r e s ; estas , po r sua vez, f icam apoiadas sôbro a p rancha T. 

O pa radoxo consiste em que o equilíbrio se mantém nes tas con-

dições apesa r de es tar agora o pêso Q que é menor do que P, 

aplicado ao braço menor , e o pêso P que é maior do que Q 

es ta r aplicado ao braço maior . E curioso rea lmente que o equi-

líbrio se mantenha mas a explicação nem sequer a d a m o s : qual-

quer aluno é hoje capaz de expl icar , sem a menor dificuldade, o 

pa radoxo mecânico de Mar io t te . 

Como há pouco, mos t r emos também agora a fo tograf ia do apa-

re lho que existe no L a b o r a t ó r i o . Reproduzimo-ia na fig. 14. Se a 

c o m p a r a r m o s com a do l ivro de S. Gravesande mais uma vez nos 

pode remos cert i f icar do gôs to ar t ís t ico do mater ia l pombal ino. 

Ve j amos um out ro apa re lho . Seja agora o n.° 181 da colecção. 

L é m o s no Index lnstrumentorum : aBilanx P. Marini Mer-

senni, quae optime representatur a JFig. 4. Tab. XXXV. Physices 

Elementa Gravesande, et ab eodem describitur pag 292 § 1072. 

Vid Mersenni ArOvarum observationum Physico-Mathematicarum. 

Tom I I I . pag 63 et pag 108.d 

Tra ta - se pois da balança de Mersenne . A balança do Mer-

senne também hoje não é conhecida. E m b o r a o caso pa reça 

es t ranho , a balança de Mersenne não é uma balança que sirva 

p a r a pesa r . Leibnitz diria que não é destinada a aval iar fôrças 

mortas; diria antes que serve pa ra avaliar fôrças vivas. Cito 

Leibni tz p a r a desde logo fazer compreende r que a balança de 

Mersenne é um dos muitos apare lhos e dispositivos exper imen-

tais imaginados engenhosamente para reso lver a agrave» ques-
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tilo que durante par te dos séculos XVII e xvni tanto apaixonou 

não só os físicos da época, como l i teratos como Volta i re . T ra -

ta-se da célebre avaliação do que então chamavam «a força de 

um corpo em movimento». E conhecida a origem da questão. 

Descar tes afirmou que essa fôrça se determina pela quantidade 

de movimento, quere dizer, é proporcional à massa e à veloci-

dade. Leibninz, pelo contrário, na sua célebre nota Brevis 

demonstratio erroris memorabilis Cartesii, et aliorum, publicada 

em 1681, afirmou que essa fôrça, a que então deu o nome de 

fôrça viva em oposição à fôrça mor ta , manifestada, segundo ôle, 

nos corpos em repouso, se determina pelo produto da massa 

pelo quadrado da velocidade. Tudo isto é bem sabido, e bem 

sabido é também como o bom senso de d 'Alembert , em 1741, 

fez terminar a questão, esclarecendo-a por completo. A data, 

por tanto , da redacção do nosso Index Instrumentorum, em 1788, 

já não havia polémica, embora ainda se fizessem as demonstra-

ções experimentais mais curiosas aduzidas em favor de um ou 

do outro ponto de vista antagónico. P o r isso se verifica a des-

crição no Iniex, de aparelhos inventados pelos cartesianos e de 

aparelhos inventados pelos leibnitzianos. Deviam servir a dalla 

Bella para expôr nos seus cursos um e outro ponto de vista. 

Com a balança de Mersenne nota-se a coisa curiosa de, apesar-de 

Mersenne ter sido um cartesiano convicto, a balança servir , 

segundo Gravesande, para mos t ra r a razão do ponto de vista 

leibnitziano. Embora dalla Bella nos seus Physices Elementa 

não faça uma referência expressa à balança de Mersenne, é de 

presamir que êle a utilizasse como Gravesande. Recordamos a 

propósi to que dalla Bella foi discípulo de Poleni, e este foi um 

dos mais ardentes defensores de Leibnitz . 

O modêlo da balança de Mersenne, descrito por Gravesande, 

nada tem de notável. Pelo contrário, o modêlo do Labora tó r io 

ó de uma elegância agradável . Reproduzimos a sua fotografia 

na fig. l õ . 

* 

* * 

Não seria possível dar aqui, no curto tempo desta comuni-

cação, uma descrição pormenorizada de todo o material que 

constitui hoje o novo museu. Nesta impossibilidade, mas dado 
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por out ro lado o desejo de apresentar , pslo menos, os exempla-

res mais interossantes, vamos, para terminar, passar em revista 

os que nos parecem mais dignos de nota, dando apenas o seu 

nome, as referências que lhes são feitas no Index lnstrumento-

rum, e, para um ou outro, alguns pormenores mais curiosos. 

A fig. 16 reproduz a fotografia do n . ° 2 6 9 : «Digestor Papini 

aeneus, cujus operculum crassis clauditur et retinetur ferramentis 

emolliendis corporibus serviens vaporum aquae rarefactorum ope: 

et ad liujusce Maeliinae usurn, clibanus adest ferreus cum crati-

cula, et tripode mobili, in quo ponuntur carbones accensi. Vid. 

Papin, la Maniere d'amolir Ies os. O. V.». 

Trata-se da Marmita de Papin, com o seu forno . A mar-

mita tinha sido conservada no Labora tó r io o foi logo encontrada. 

O fôrno é que não ; tinha sido vendido no leilão a que a t rás nos 

refer imos. Duran te muito tempo ju lgámo- lo perdido até quo um 

dia tivemos a sor te de o ir encon t ra r na loja de um canalisador 

que o utilizava no seu ofício para fundir metais. Pode imagi-

nar-se o estado em que o encon t r ámos : coberto de fer rugem o 

enegrecido pelo fumo. De entrada, quási duvidámos que se tra-

tasse de peça que nos pudesse in teressar , tanto mais que o cana-

lizador, cioso da sua prêsa e meio desconfiado pela nossa visita, 

não permitiu que o t i rássemos do canto escuro onde servia. 

Correndo o risco de compra r algum velho fôrno som interesse, 

tivemos que o pagar adiantadamente, o s-ó depois disso ó quo 

conseguimos mandá-lo t r . insportar pa ra o Labora tó r io . Uma 

vez aí, uma ligeira limpeza fez logo aparecer , debaixo de uma 

camada de fer rugem, a desejada indicação do Index: O. V. 269. 

A fig. 17 reproduz a fotografia do n.° 146: «Parva Machina 

férrea constans ex Rota dentata, et cochlea sine fine. IIaee Machina 

imponitur basi ligveae, ac adjuneto Polyspasto n." 135 Ieseriptoy 

lapidem 512 librarum pondo attoht, adhibita vi admodum exígua. 

D. 11. 1.». 

Tra ta-se de uma das mais curiosas máquinas quo foi possível 

reconsti tuir e completar . As diferentes peças não foram, evi-

dentemente, encontradas juntas . Do conjunto, separaram, em 

tempos, o cadernal e a roda dentada, em fer ro , com o parafuso 

sem fim; o suporte , em madeira, foi encontrado todo sujo num 

lojão, ao lado da Oficina do L a b o r a t ó r i o ; quanto à pedra 
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de 512 libras, fomos um dia encontrá-la numa quinta dos ar re-

dores de Coimbra onde era utilizada como motivo decorativo, 

visto t ra tar -se de uma boa pedra mármore . O seu propr ie tár io 

teve a gentileza de no-la oferecer . 

A fig. 18 reproduz a fotografia do n.° 13: * Praelum partim 

ex ferro, partim ex orichalco, ad comprhnendas pilas aqua fere 

impletas. Vide Mmschembroek Tentamina pág. 63. Tàb. XXVI. 

Fig. 3 A. II. b. 13.J. 

Tra ta - se de uma linda prensa em fer ro e em latão ; a par te 
encontrada é a que se refere à indicação do Catálogo A. I I . 13 ; 
a par te a que se refere a letra b não foi encont rada — devia 
t ra tar-se de uma mesa em pau preto, relat ivamente grande, (as 
letras pequenas do Index indicam peças grandes , fora dos armá-
r ios) e que devia servir de suporte à p rensa . A própr ia prensa 
ficou no Labora tó r io e não foi vendida porque foi ret i rada do 
monte em que tinha sido posta para leilão, e escondida em lugar 
seguro no Labora tór io , pelo velho empregado dêsse tempo, há 
anos falecido, Fernando Esteves Vizeu. 

As duas figs. 19 e 20 roproduzem as fotografias de dois apa-

relhos encontrados no liceu D. João IH, o primeiro ó um equi-

librista (n.° 95 do Index) — « homunculus ligneus a Teichemegero 

inventnst —, e o segundo é um sistema de vasos comunicantes 

(n.° 225 do Index)—«machina ex duobus tubis angustioribus, 

et vase vítreo ampliori composita, cum basi Ugnea, qua demons-

tratur Jluidum in vasis secum communicantibus, etiam si fuerint 

diversae amplitudinis, superjiciem formare ad libellamn. 

A fig. 21 reproduz a fotografia do n.° 1 7 9 : a Rota affabre 

elaborata eo constructa artificio, ut eodem tempore, quo ejus axis 

ascendit vel descendit, ipsa rota in orbern vertatur. Vid. Nollet. 

Tom. III. Letpn IX. pág. 84. Plan. IV. Fig. 38. II. /.». 

A fig. 22 reproduz a fotografia do n.° 164 : <tMachina ex 

invento Ab. Nollet. Vid. Tom. 1. Leçon III. pág. 240. PL III. 

Fig. 9. G. III. t. 

E um dos mais lindos aparelhos do museu ; encontrámo-lo 

em sofrível estado ^e conservação, apenas tendo part ida a mola 

que faz g i rar o sistema móvel, o que foi fácil de r epa ra r . 
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O Index Instrumentorum, como vemos, atribui a máquina a 

Nollet, mas um outro inventário do Labora tó r io designa-a com 

o nome de tr ibómetro de Desaguil l iers. O inventário do Dr . San-

ches Groulão descreve-a assim: « Uma machina elegantemente cons-

truída. Compõem-se de uma mêsa com oito pés. Sôbre o plano da 

mesa está fixado o aparelho de latão, constando de duas colunas 

sôbre as quais está fixado um eixo cujas extremidades giram na 

circvmferência de duas rodas. No meio do eixo há uma roda maior, 

e ao lado desta um elasterio». 

Foi êste um dos aparelhos que mereceu uma referência espe-

cial no t rabalho a t rás citado do D r . Teixeira Bas tos . Eis como 

êste professor descreve a máquina : «uma pequena mesa octo-

gonal, de pau preto — estilo rocaille —, servindo de suporte a 

um tribómetro, com embutidos de pau setim e delicada obra de 

talha, apresentando conchas nas oito faces laterais, e tendo oito 

pés, quatro graciosamente encurvados para fora. e outros quatro, 

alternando com os primeiros, recurvos para dentro, até atingirem 

os vértices dum quadrilátero de lados curvos, sôbre que a mesa 

também assenta». 

A fig. 23 reproduz a fotografia do n.° 4 9 4 : tMachina ex 

orichalco super lignea mensula, constans axe instructo lamina 

spirali elastica, et quatuor alis versatilibus mobilibusque, qua 

ostenditur aeris resistentia. IIanc Machinam invenit Abbas Nolle-

tus, eamque fabrefactam voluit duplici axe alis munito, duplicique 

lamina elastica: nostrae autem Machinae alae versatiles sic dis-

ponuntur, ut aerem findere possint, utraque superfície, et latiore, 

et minus lata quemadmodum a Nolleto proponitur. Vid. Nollet. 

Tom. I, Leç. III. pág. 223. Pl I I I . Fig. 7. E. /.». 

Foi também descrita esta máquina pelo Dr . Teixeira Bastos 

da seguinte mane i ra : «outra pequena mesa rectangular de pau 

preto, semelhante a precedente (n.° 164), mas mais sòbriamente 

decorada, sôbre a qual assenta um aparelho de latão para expe-

riências de resistência do ar, apresentando conchas nas quatro 

faces laterais e tendo quatro pés recurvados para fora e ligados 

diagonalmente no quarto inferior a uma peça central em forma 

de boceta». 

A fig. 24 reproduz a fotografia do n.° 101 : « Libra ocularis 

accuratissima, cum duabui lancibus argenteis. IIastae item ex 
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otichalco duae cum Trochleis et stylobcita elegantíssimo, inserviens 

clemonstrandis librarum proprietatibus. Vid,. Grav. cit. Cap. X. 

et Matei Instruzione per li Fabricatori et Aggiustatori delle 

Bilance C. IV.» 

Trata-se de uma das balanças mais elegantes da colecção ; 

faltam-lhe algumas aplicações em pra ta que desapareceram. A 

base em pau pre to com embutidos em pau setim estava muito 

es t ragada — foi reparada com todo o cuidado por um artista enta-

lhador que levou, só pelo t rabalho de reparação, 150->00 escudos. 

A fig. 25 reproduz a fotografia do n.° 151 : «Planum incli-

natum mobile cum sub nexo quadrante ante a indicato. Cylindrus 

plumbeus cum duabus rotis et axiculo ex orichalco, alioque appa-

ratu. Vid. Desaguliers cit. Leçon III, pág. 115. PL II. Fig. 2. 

D. III». 

Trata-se de um plano inclinado com um dispositivo curioso 

para es tudar as condições do equilíbrio no plano inclinado. As 

diferentes peças não estavam juntas , foi preciso repará- las e 

ajustá-las convenientemente, de forma a constituírem o conjunto 

que se vê na figura e que deve cor responder à forma primitiva. 

A fig. 2G reproduz a fotografia do n.° 150 : «.Parvus currus 

cum quatuor rttis ex orichalco, pro quibus substitui possunt aliae 

quatuor diâmetro minores sed ponderis ejusdem. Planum instruc-

tum quadrante, et fulcro Ugneo sustentatum, super quod trahitur 

curriculus: varie inclinari potest. Vid. Mussch. Introduct. § 450. 

Tab. VII. Fig. 6. D. 7T*.». 

Dêste conjunto, só apareceu o carro com as suas 4' rodas 

maiores (são as que se vêm na figura) e as 4 mais pequenas, 

por sinal, estas d i spe r sas ; foram facilmente identificadas por 

terem, como diz o catálogo, peso igual ao das rodas maiores . 

A fig. 27 reproduz a fotografia do n.° 123 : « Vectis ex ori-

chalco, ex duobus brachiis compositus gnomonis instar, qui cir-

cum axem libere vertitur, et ar cus ponderosioris ope subtus cum 

ipso vecte conjuncti ponitur in aequilibrio, ad proprietates vectis 

angularis determinandas. Vid. Mussch. cit. § 436. Tab. VI. 

Fig. 6. B. IV.». 

A alavanca foi encontrada separada da ba se ; esta, em mau 

estado, poude contudo ser r epa rada . 
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A fig. 28 reproduz a fotografia do n.° 159 : «Automaton, 

quod centauri figuram argenteam profert. Dum movetur sagitam 

ejaculatur. F. III.d 

Trata-so do uma peça aparatosa , om pra ta , um automato que 

representa a figura de um centauro. Foi encontrado em sofrí-

vel estado de conservação, apenas a pra ta um pouco oxidada. 

A fig. 29 reproduz a fotografia do n.° 1 4 3 : « E r g a t a cura 

quatuor phalangis axem permeantibus ad onera moventa. Vid. 

Mussch. Institut. § 452. Tab. VII. Fig. 3.d. 

A fig. 30 reproduz a fotografia do n.° 1 7 8 : «Machina Hgnea 

qua ostenditur corpora secundum horizontem projecta ferri in 

Iinea parabólica, dum annulos quinque in hac curva dispositos 

pertranseunt. Vid. Grav. § 543. Tab. XIX. Fig. 3 G. IV.*. 

A fig. 31 reproduz a fotografia do n.° 323 : « Machina prae-

cedenti (n.° 322) similis: differt tamen in eo, quod parallelogram-

mum sustineat Prisma ad horizontem perpendiculare. V. III.» 

Trata-se de um snpor te de prisma ; foi encontrado todo des-

mante lado; a máquina n.° 322 também foi encon t r ada : ó igual 

mas o prisma está numa posição perpendicular à deste. 

A fig. 32 reproduz a fotografia do n.° 4 6 1 : «Fons aencus 

magnus et ftrmus, in quo aere vehementer compressus ope Antliae 

n.° 452 memoratae, egerit aquam ad magnam altitudinem. Vid. 

Nollet, Tom. III. Leç. X. pág. 229. PI. III. Fig. 16. R. //.». 

A fig. 33 reproduz a fotografia do n.° 3 5 8 : «Aliud Micros 

copium praecedenti simile, cujus lentes differentis magnitudinis, 

et aliae partes metallicae, et eburneae in capsula lignea separatim 

servantur. V. IV.». 

Encont rámos o microscópio em razoável estado de conser-

v a ç ã o ; a caixa tinha sido vendida — fomos encontrá-la, jun ta -

mente com outros objectos, em casa do antigo bedel da Faculdade, 

Abílio Marques dos Santos, que nos disse tê-la adquirido no lei-

lão a t rás refer ido. O microscópio está hoje guardado, no Museu, 

dentro da sua caixa. 

Ês te instrumento, curioso na sua forma, tem pa ra nós um 

interesse especial, pois ó uma ofer ta feita à Universidade, em 
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1731, pelo conhecido autor da Teórica verdadeira das marés, o 

Dr . J acob de Cas t ro Sarmento . A êste facto se refere o 

s r . D r . Teixeira Bastos no estudo que já citámos, nos seguin 

tos t e r m o s : «Existe no Labora tór io de Física um microscópio 

construído em Londres e oferecido em 1731 à Universidade 

pelo Dr . Cast ro Sarmento, para uso dos professores de medi-

cina nas observações botânicas e anatómicas. Lê-se no pé do 

instrumento a seguinte inscrição: Jacob de Cas t ro Sarmento , 

medicus lusitanus, regali collegii medicorum londinensium col-

loga, regiaeque societatis socius, donavit academiae conimbri-

censi, in usum medicinae professorum ad observationes botanicas 

et anatómicas conficiendas. M. D. C. C. XXXI. (Cuepeper , londineus, 

invenit et fecit). — E r a então reitor da Universidade, Francisco 

Carneiro de Figueirôa, que não alude ao facto nas suas Memo-

rias. — Mostra esta incrição o alto valor em que era tida a 

ofer ta pelo própr io o f e r en t e ; e todavia, ao lê-la hoje, não pode-

mos deixar de s o r r i r : t rata-se dum instrumento primitivo com 

objectiva simples e ocular simples, e uma ampliação do 60 apenas». 

A fig. 34 reproduz a fotografia do n.° 2 7 0 : «Annulus cupreus 

tribus pedibus insistens, et pila ferrea, quae frigida per annulum 

transit, calefacta non transit. Vid. Grav. § 2127. Tab. LXXVII. 

Fig. 1. O. IV.» 

Tra ta - se do conhecido anel de S. Gravesí.nde. 

A fig.'35 reproduz a fotograf ia do n.° 44 : «.Magnes alter figu-

rae sphericae diâmetro linearum 17. pondere unciarum 7. Ilic 

armatus est laminis chalybeis, quae ope quarundam zonarum ex 

Argento cum Magnete arcte conjunguntur. Sustulit pondus uncia-

rum 170. Suspenditur a columna ex orichalco super basim ligneam 

stabili. M. IV. a 

A fig. 36 reproduz a fotografia do n.° 5 3 2 : «Machina Flec-

ti ica, in qua planum crystallinum orbiculare locum tenet Cylindri 

vel Globi vitrei. Planum Iioe movetur inter quatuor pulvillos 

duabus parastatis ligneis sustentatos, qui ejusdem plani circum-

ferentiae respondent. Peculiarem liabet conductorem ex orichalco, 

qui insistit pyramidi crystallinae. Vid. De la Fond Traité de 

l'Electricité. pág. 54. PI. IV. Fig. 5.» 

A máquina foi encontrada incompleta e em mau estado. 
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A fig. 37 reproduz a fotograf ia de uma máquina que tem um 

aspecto diferente do que apresenta de um modo gera l o mater ia l 

pombalino. Com efeito o Index Instrumetr torum, manuscri to, não 

faz qualquer referência a esta máquina. Contudo dalla Bella ao 

imprimir o sen livro Physices Elementa descreve a com o n.° 8 3 : 

«.Nova Dynamiees Maehina ab Atwoodio inventa, quae praencipue 

confirmantur experientia leges, quas sequuntur corpora motu recti-

líneo ac rotatorio cigitata. Vid Atwoodii Opus, cujus titulus est 

a Treatise on the rectilinear motion and rotation of bodies, Cam-

bridge 1784, pag. 291. Fig. 78. vel Magellan. Deseription 

d'une Machine nouvelle de Dynamique inventée par Mr. G. 

Atwood a Londres 1780. B. III. IV.D 

Tra ta - se da máquina de A t w o o d ; este modelo construído em 

Ing la t e r ra tem para nós o grande interesse de ter sido enviado 

pa ra Por tuga l pelo conhecido J o ã o Jacinto de Magalhães. A 

esta máquina se referiu o sr . D r . Teixeira Bastos no estudo já 

várias vezes c i tado; também recentemente a êle se referiu o 

s r . D r . Sousa Tinto num estudo que publicou sôbre J . J . Maga-

lhães. 

Guardámos para o fim uma referência que tem incontestável 

interêsse artíst ico. 

Com o n." 392 descreve o Index Instrumentorum o seguinto: 

Tlieca cum 16 assereulis mobiles, atque immobiles -figuras 

excipientibus elegantíssimas, pictas a Zais Veneto in laminis erys 

tallinis. 

Tra ta - se de uma colecção que encontrámos felizmente quási 

completa , e que é ext remamente interessante, de imagens viva-

mente coloridas pintadas sôbre vidro ; pela indicação do catá-

logo verifica se que constituíam motivos diversos destinados à 

projecção de uma lanterna mágica. O impor tante da colecção é 

que ela é obra de um pintor conhecido da escola italiana Gui-

seppe Zais, paisagista, nascido em Veneza e falecido em Trevise 

em 1784. No Dictionnaire Critique et Doeumentaire des Peintres, 

Sculpteurs et Dessinateurs de tous Ies temps et de tous Ies pays, 

par un groupe d'Ecrivains spécialistes Français et Etrangers 

sous la Direction de E. Bénézit, tomo terceiro, ptíg. 1094, lê-se: 

«Zais (Guiseppe)—• eleve de I. Zuecherelli. On voit de Iui à 

VAcadémie Carrara, à Bergame, un Paysage, et au musée de 

Vénise, Paysage avee fontaine». 
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Um novo Museu em Coimbra: o Museu pombalino de Física, etc. 49 

A es t a s doas o b r a s de Gu i seppe Za i s p o d e m o s nós a g o r a 

j a n t a r as que pintou p a r a a colecção pombal ina , a t é a g o r a 

comple tamen te ignoradas . N e n h u m dos Ca tá logos do L a b o r a -

tór io , m&amo o do D r . Sanches Gou lâo , f az a m e n o r r e fe rênc ia 

à colecção. Ident i f icadas a g o r a as cur iosas imagens co lo r idas , 

f icarão daqui em diante a cons t i tu i r ma is um elemento^ val ioso 

do novo Museu pombal ino . 

W - • '• ; ' • I i i : : 

D r . M á r i o A u g u s t o d a S i l v a 

10; 

• 'UJlir - y.-. ...ir • ; -L J : , Vtffí 

ist/ i .eaxihoy o« o-moa .aoiOífièa f ó ;.no-5' lo vis Híflifarj o' 

«h;:i.tij;iiM g j n u uip-k erau.» 8 8 - ^ 4 5 ^ 4 eboq o«ti.h 

r ;i ,aíngiatóawfpQèifàO 



C á l c u l o S i m b ó l i c o 
(CONTINUAÇÃO) 

358. E claro que se o primeiro membro duma equação sim-

bólica se pudor decompor num produto de factores mais simples, 

o cálculo das suas soluções poderá , em geral , simplificar-se. 

P o r exemplo, no caso de a equação ser sem segundo membro, 

e o primeiro membro se puder decompor em factores, nas con-

dições expressas em os n.o s 94 e seguintes, o cálculo das solu-

ções da propos ta torna-so mais simples, como é manifesto. E o 

caso da equação do n.° 338. 

359. O cálculo simbólico presta-se aos mais variados arti-

fícios, devido à sua grande plasticidade. Vamos dar disso mais 

um exemplo importante . Seja 

S d d 

dx2 3x n 

um operador complexo. Se o apl icarmos a uma função homo-

génea em xi, X2, • • . un, de grau m, um (a?i, xg, . . . x„), tere-

mos (pelo teorema de E u l e r ) : 

IUm = X i - 'r Xg — (1) 
OX 4 d,f 2 d.C „ 

= Vl Um 

360. P o r out ro lado, p é um operador bem definido, aditivo 

e permutável com os números, como facilmente se verifica. Além 

disso pode aplicar-se a uma função dada uma infinidade de vezes. 

Consequentemente, 

çk um=mk um; (2) 
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e, se P (p) fôr um polinómio inteiro um p, teremos do mesmo 
modo 

P ( P ) H m = P ( T H ) W m ( 3 ) 

361. Suponhamos agora que temos uma equação de deriva-
das parciais redutível à forma 

P (P) u = Xp + Xq + . . . (4) 

sendo u uma função desconhecida das variáveis xi, x%, . . . xn, 

e Xp, Xq . . • funções homogéneas dadas, das mesmas variáveis, 

de graus p, q... 

O cálculo simbólico dá imediatamente uma solução da pro-

posta (que é um integral singular, por não depender de nenhum 

pa râme t ro arbi trár io) que é 

ui ( X 1 . . . xn) = P-i (p) Xv + P-1 (q) Xq+ . . . (5) 

Com efeito, 

P (p) U1 = P-' (p) P (p) Xp + P-' (q) P (p) A , + . . . 

= Xp + Xq+ . . . 
c. d. d. 

362. Substi tuindo na equação propos ta , u por u + ui, desa-

parece o segundo membro e a equação fica reduzida à forma 

P ( P ) M = O ( 6 ) 

363. Como P (p) é decomponível em fac tores binómios, a 

resolução de (6) fica reduzida à resolução de equações do 

tipo (n.° 103) 

( p - C i y u = O ( 7 ) 

sendo « inteiro o positivo. 
Es ta equação é muito mais simples do que a propos ta (4). 

364. Há um caso em que ó fácil de reconhecer se uma dada 

equação de derivadas parciais se pode reduzir à forma (4). P a r a 

reconhecer isso, vamos ainda recor re r ao cálculo simbólico. 
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365. R e p r e s e n t e m o s po r 

i 3' , 3 , , 3 ' 
P = X i -x F- x2 ( - . . . + I , 

S x l 3*2 d-í',, 

um o p e r a d o r em que os sinais de der ivação só afectam as variá-

veis da função u; e po r 

3" 3" , . 3" p =Xl (- X2 - • • + Xn t^ d x i '
 1 1 a x n 

out ro o p e r a d o r em que os sinais de der ivação afec tam apenas 

as var iáveis que en t r am no o p e r a d o r p. E evidente que 

Com efeito, 

Tl 
f U íp) ! < = 2 1 Xi 

I= t 

li 

= ^J Xi 

P = P ' + P' 

i= I 

3 X i 

" 3 ~ (p) 
3x j 

s» 

[7t (p) M] 

+ n (P) • 
3« 

3^7 

' 3" 3 ' ~t 
= 2 Xi — - [n (p) u] + — [ r ( f ) u}\ 

< L CJ- £ O-T- £ J 8 = 1 

=Cp' -H p"Wp) «• 

366. Nes tas condições é c la ro que 

p' = p — p" e p' u = (p — p") u — p u. 

Consequen temente , quando apl icados a u, t e remos : 

p ' 2 = p ' p = (p — P " ) P = P 2 — f " p ; 

mas como p" só afecta as variáveis que e n t r a m no ope rado r p e 

ôste é, nessas var iáveis , uma função homogénoa do 1.° g r a u , 

segue-se que p" p = p ( t eo r ema de E u l e r ) . L o g o : 

p'2 = p2 p: 
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do mesmo modo 

p ' 3 = ( p ~ p " ) ( P 2 - P ) 

= p (p2 — p) — p" Cp2 — p) 
= P ( P 2 - P ) - P V + P " P 

— P (p2 p) 2 P i + p 

= O 3 — 3 p 2 + p 

quando estes ope radores são aplicados a u 

E c laro que tôdas as potências inteiras e posit ivas do p' se 

podem expr imir , como as anter iores , em polinómios inteiros do 

mesmo grau em p. 

367. Mas ó fácil de conhecer se uma dada equação do deri-

vadas parciais se pode r ep re sen ta r s imbòlicamente pela fo rma 

P(?')u = X. 

Na verdade , qua lquer te rmo dêste polinómio simbólico, apli-

cado à função desconhecida u, dá uma expressão simbólica dá 

fo rma 

Ap1Pu = A (xí-^ + x , - ^ - + . . . + x n - / - ) r u 
r \ 3 3*2 dx„/ 

d 3 
cu jo desenvolvimento é homogéneo em xi , X i , . . . , 

S 
xn-—, sendo os coeficientes os mesmos do desenvolvimento da 

3 x n 

potência p dum polinómio. Es t e s desenvolvimentos reconhe-

cem-se à simples vista . 

368. Do modo que, se uma equação dada se pode reduzir à 

fo rma P (p')u=X, subst i tuindo as diversas potências de p' pelos 

polinómios em r, equivalentes, ficaremos com a equação reduzida 

à fo rma 
P ( P ) « = X 

369. E x e m p l o : A equação 

3 2 u , 0 33M , , d-u [ 3« , 3« ' 

p 

. . .2 

^ 3-r2 
O V-U . . 3Ja / 3u 3«\ 
2 Xll h Il2

 5 W X V- y — 
dx 3y dy V dx ^ 9 dy) 

-J- nu = X2
 - J - Y -
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está nos casos do número anter ior . Com efeito, esta equação 

pode escrever-se simbòlicamente 

(p'2 — n p' + n) u = X2 + y2> 

sendo 

a ' , a ' 
P =x — R V —. 
' 3® 9 dy 

com os sinais do derivação apenas aplicáveis às variáveis conti-

das em u. E ainda, pelo n.° 366, 

p ' 2 — w p' — M = p2 —p — np + n = ( p — l ) (p — n). 

Logo , a equação proposta pode representar-se simbòlica-

mente por 
Cp — 1) (p — n) u = x2 -f J/2, 

sendo 
d 9 

P s s = a f I S - + * * -

onde os sinais de derivação afectam tôdas as variáveis, tanto as 

contidas em u como as contidas nos operadores . 

370. Pelo n.° 361 temos o integral singular 

ui (x, y) = (x2 -f y2). 

371. Fazendo na propos ta 

U=U + Mj 
vem a equação 

fP — 1) (p — b) U=O 

que se desdobra em d u a s : 

(p — 1) U=O e (p — ri) U = O, ou seja 
s V • d U ri n x -r r v U = O 
dx Sy 

dU dU 

equações estas que se poderão in tegrar imediatamente. 



I l P A R T E 

CÁLCULO DAS DIFERENÇAS FINITAS 

C A P Í T U L O I X 

DIFERENÇAS FINITAS 

372. Dada uma função de uma ou mais variáveis independen-

tes, f (x, y, z, . . . ) , e atribuindo às variáveis valores em progres-

são aritmética e, portanto, da forma xo + ^ ^ ^o, y0 Jc Ay0, . . . 

em que Ji, Jc, . . . são números inteiros, sucede que os valores 

que a função assume, estão sujeitos a relações importantes cujo 

estudo é o objecto do Cálculo das Diferenças Finitas. 

373. O estudo destas relações começa-se pelo caso das 

funções duma variável que se supõe inteira, ou passando por 

valores em progressão aritmética de razão igual à unidade. 

374 No estudo destas relações desempenha papel funda-

mental a diferença f ( x 1 ) — f ( x ) , chamada finita em oposição ao 

acréscimo infinitamente pequeno que entra na definição do deri-

vada. Daqui nasceu o nome dôste ramo das ciências matemáticas. 

375. Ês te conceito de diferença finita dá origem a uma 

operação que faz corresponder a qualquer função f ( x ) e sua 

diferença finita: f ( x + 1) — f (x). O operador correspondente 

representa-se pela letra grega A. Temos, pois : 

A f ( x ) = f ( x + l ) - / - ( x ) . 

376. E evidente que êste operador se pode aplicar a qual-

quor função definida em todo o plano, uma infinidade de vezos, 

qualquer que seja x, real ou complexo (1). 

(') Diremos iterativo todo o operador que gosar desta propriedade. 
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377. Também é evidente que o operador A é bem definido, 

se a função a que se aplica o fôr . 

378. O operador A é aditivo. 

Com efe i to : 

A [9 (x) + tp (a-)] = [9 (x + 1) + tp (x + 1)] - [9 («) + <|» (iar)] 

= [ ? (ar + 1) - 9 (a-)] + [+ (a? + 1) - f (ar)] 

= Acp(x) + AtKa-), 

c. d. d. 

379. O operador A épermutável com os números. Com efei to: 

A[Af(x)] = A f ( x + 1 ) A f ( x ) = A A f ( x ) 

380. A diferença do produto é: 

A [ 9 (x) tp (a-)] = <p (a-). A tp (x) + tp (x). A 9 (x) + A 9 (x). A tp (a?). 

381. Do mesmo modo se ob tém: 

^ 9 (a-) ip (x). A 9 (a-) — 9 (x) Atp (x) 

<P (a-) ~~ <|» (a?) . + (ar + 1) 

Diferenças d a s funções e l ementares 

382. No Cálculo das Diferenças Finitas representa papel 

impor tante a função 

X'm' = X (x — 1) . . . (x — m + 1) 

que se lê x factorial m e que gosa neste cálculo de proprieda-

des semelhantes às da potência xm no Cálculo Diferencial . 

383. Assim 
A x = WaKm-11 

Com efeito : 
Aar iml = (a? + 1)"»' — xlm\ 
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dondo se deduz imediatamente 

A a?<m| = mx (x — 1) . . . (x — m + 2) 

384. Pondo, po r definição, 

1 

c. d . d . 

ar <- m ' = 
x (x + 1) . . . (a? + Wi — 1) 

vem igualmente 
A x I - m> = — mx I —m ~ '> 

385. P o r definição 

Consequentemente, 
AieCl = O . 

visto que a diferença duma constante é evidentemente nula. 

386. Logo , se ja qual fôr m, inteiro, positivo, negativo ou 

nulo, é s e m p r e : 
Ax<m' = mx 

387. P o r definição, 

x\ x (x — 1) . . . (x — m + 1) 

m 

para m inteiro o positivo. 

388. E s t a função ^ ^ l ê s e : x binomial m . 

389. Combinando a doutrina do n.° 382 com a do n.° 387, 

t e r e m o s : 
x \ x'm1 

,m) I rn 

390. Consequentemente, 

A 
x \ x 

m m — 1 
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Oom efeito, 

Ttl 1 \rn 

_ ma? C"-» 

x[m -I» 

IOT-I 

391. Po r definição, 

x 

— m 
==(-1)^1-1 |m_i x[ - m) 

392. Consequentemente, 

A 
x \ _ / x 

— m ) V — m — 1 

Com efeito, 

4 ( - . ) - ( - 1 ) ' 
>- ' | m - 1 Axl~m> 

X 

- W J - I / ' 

c. d. d. 
393. P o r definição 

CH-
394. Consequentemente, teremos 

A / « \ / x \ 
\m) \m — 1 / 

pa r a m inteiro, positivo ou nega t ivo ; exceptua se apenas o caso 

de m — o. 

395. Analogamente se def ine: 

(ax -f b)W = (ctx + b) [a {x — 1) + è] . . . [a (x - m + 1) + 6] 

que se l ê : ax + b factorial m. 
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396. Com a maior facilidade se calcula 

A ( a x - J - b ) = ma (ax - J - b) m ~ •> 

397. Analogamente se define 

1 
(ax - J - b)m> • 

(ax -J- b) . .[a (x - J - m — 1 ) -J - i ] 

e se tem 

A (ax - J - b)<-m] = — ma (ax - J - i ) < - « - • ' . 

398. Consequentemente 

A (ax -J- &) '"> = ma (ax + b)'m~ " 

qualquer que seja m inteiro, positivo, negativo ou nulo. 

399. P o r definição 

'<ia? + ò\ (ax + b)m 

/ax + b\ 

\ m j 

Esta função lê-se: ax -J- b binomial m. 

400. Consequentemente, 

' ax - J - b \ I ax - J - bs 

A ( a x + b ) = a ( " x + ? ) , 
\ m J \ m — 1 / 

como 6 evidente. 

401. Analogamente se define 

/aa? + &\ _ 1 ) m _ , | m _ , ( a x + b ) 

\ — m J " 
(-mi 

402. L o g o : 

\ — m ] \ — m— 1 
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403. Teremos , por tanto , 

/ ax b j ax -j- b N 

V m 

para m inteiro, positivo ou negativo, mas não nulo. 

404. A qualquer polinómio inteiro de grau n, Pn (x), se 

pode dar a forma : 

P(x) = Ao+ A1X+ AiX'-! + .. . Anx<n> 

bastando determinar Ao, Ai, . . . An, pelo método dos coefi-

cientes indeterminados, por exemplo. 

405. E é evidente que o desenvolvimento anterior, chamado 

desenvolvimento do polinómio em factoriais, é único. 

406. Podem-se obter os coeficientes do desenvolvimento dum 

polinómio em factoriais por meio de divisões sucessivas por fac-

tores binómios. 

Com efeito, pondo 

Po + pi X + Pi X t + . . . + Pn X n = 

= A0 f Ai X + AiX ( . r — 1 ) 4 - . . . , 

teremos : 

Ao=Po-

Simplificando a igualdade anter ior , vem : 

pi + Pix + . . . =Ai + A2 (x — 1) + .. . 

Dividindo ambos os membros desta identidade por x — 1, 

obtem-se em ambos os membros quocientes e res tos idênticos. 

Ora, o resto obtido no 2 . ' membro ó Ai-, o obtido no l .° , será 

conhecido e dará o valor de ^ii- Representando Qi (x) o quo-

ciente do l . ° membro dividido por (x — 1), teremos 

Q I ( X ) = = A 2 + A 3 ( x - 2 ) + 
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Dividindo por x — 2 o l . ° membro, obtem-se certo quo-

ciente Qi (x) e o res to que é igual a A j : etc., etc. 

407. A um polinómio inteiro também se pode dar a fo rma 

P(x)=A,+ A i ( ^ ) + A t ( 2 ) + --- + ^ - ( * ) . 

análoga à do n.° 404. 

E o desenvolvimento em binomiais, ou desenvolvimento de 

Neicton. 

408. P a r a diferençar um polinómio inteiro, basta desen-

volvê-lo em factoriais ou em binomiais, e diferençar têrmo a 

têrmo. 

409. Se 

Pn (X) = A0 + A1 ( * ) + . . . + A n (*)" 

s-erá 

i P . W = ^ + ^ ^ + . . . + ^ ( ^ 1 

410. A diferença dum polinómio inteiro de grau n é um 

polinómio inteiro de grau n — 1. 

411. As funções racionais podem diferençar-se por meio da 

regra do n.° 381. Há, porém, um caso importante em que esta 

operação se pode fazer mais fàcilmento. E aquela em que a 

funç;lo dada se pode reduzir à f o r m a : 

F (x) = P (x). (ax -f b) <-"« 

= PJx) 
(ax - f 6) [a (x + 1) + b] . . . [a (x + m — 1) + b] 

para o que basta que as raizes do denominador da função racio-
nal dada façam par t e duma progressão aritmética de razão igual 
a 1. 

Uma função racional nestas condições podo reduzir-se à 
forma 

K (x) 
F(x)=Q(x) + 

(ax + b) . . . [a (x + m — I j + b] 
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sendo Q (x) o quociente inteiro e R (x) o rosto da divisão de 
P (a) pelo sen denominador ; e à pa r t e fraccionária pode dar-se 
a forma 

R(x).(ax + b)<-n> = 

= Ai (a^-f 6)(-" +A2 (ax + &)!-">+ . . . JrAm (ax + 6)'-») 

P a r a isto basta desembaraçar dos denominadores e aplicar o 

método dos coeficientes indeterminados ao cálculo das constan-

tes Ai, A2 . . . Am. 

Neste caso teremos, po i s : 

P(x).(ax±by~m'< = Q(x) 4 . 4 i ( 6 , r + ò ) ( - ' H . .. + Am (a®+ &)«-«> 

Com esta forma, a função racional diferença-se imediatamente. 

412. Exemplo—Calcu lar a diferença de f ( x ) = —~——. 
X 1 

Como as raizes do denominador d e / ( ® ) são +1 e — 1 , elas 

fazem par te duma progressão aritmética de razão igual a 1, o 

f ( x ) está nos casos do número anter ior . 

Como 

/ ( * ) • = 1 + 
1 

1 + 
x 

(x — 1 ) X (x 1 ) ' 

ponhamos : 

x Ao , Ai A2 

(x — 1) x (a? + 1) 

Pelo método dos coeficientes indeterminados, obtem-se : 

^l0 = O ; ^ i = I ; yl2 = — 1. 

Consequentemente : 

f (x)=l + 
1 1 

' (X — 1) . X (X — 1) . X . (x + 1) 

= 1 + (x — 1 ) ( - 2 ) _ {X — 1 ) ( - 3 ) 

e 

Af (x) = - 2 (x - 1) (- 3> + 3 (x — 1 ) ' - 4 ' -
— 2 x - l 

(x - 1) X (.7-+1) (.'C-H2) 
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413. A diferença da exponencia l t ambém se calcula facil-

men te : 

A a * a ; + P = = a a ' a ; + 1 ) + P a a * + P 

= = 0 « + P ( A a - I ) 

414. P a r a a =I e (3 = 0, vem : 

A ax = ax(a — 1) 

415. P a r a a = 2, v e m : 

A 2® = 2 X 

416. Do n.° 413, t i r a - se : 

^ gt (ax + P ) _ _ e » ( « * + P) (e*i 1) 

Mas, 

O I - A-R,R 

e a ' — 1 = 2 sen-— . e' ; 

logo 

A e«'("® + P) = 2 s e n — . e , : ( « * + P + ^ T 1 ) . 
U 

C o n s e q u e n t e m e n t e : 

A cos (a ÍC + (3) = 2 sen . cos ( a x (3 -J- a ^ " " 

A sen (a ÍC -f- ir) = 2 sen . sen Ax a? -f- 7r + g ^ 7 1 

417. Do mesmo modo se t i ra do n.° 413, 

£ eAx+ B-yH9.x-\-P)=zeAx+B + i{nx + $) (J,A + ícl _ jj # 

P o n d o 
eA + i"— l = Pe"e, 

ou se ja 

p el * = eA (cos a -(- isentx.) — 1 = eA cos a. — 1 + i eA sen «, 
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vem 
p2 _ e2 A _ 2 e A cos c. + 1 

( 1 ) 

e 
eA sen a. A 

tang <y 
eA cos « — 1 ' A (2) 

E s t a s duas equações de terminam p e <p. T e m o s , p o i s : 

L o g o : 

A e - 4 1 + » cos (« a? + ,6) = p eA " cos (x x -f (B + 9) (3) 

A sen (xx + (S) = p eAx+ fí sen (ax -(- fí -f 9) (4) 

418. Como já dissemos, o o p e r a d o r A é i tera t ivo, i s to ó, 

pode apl icar-se uma infinidade de vezes a qua lque r função que 

seja definida em todo o plano, ou pe lo menos ao longo do eixo 

dos X X , se se t r a t a r duma função de var iável r ea l . 

Daí a cons ideração das d i ferenças de o rdem super io r à pri-

meira , ou di ferenças de d i fe renças . 

A diferença de o rdem k da função f (x) r ep resen ta - se por 

A u f (x) e define-se pela igualdade s imból ica : 

420. P a r a o cálculo da di ferença de ordem k do p r o d u t o 

pode obter -se uma exp re s são simbólica s imples , a p a r t i r da 

d i ferença l . a , a que se p o d e da r a f o r m a : 

l l ep re sen t emos p o r Ai um o p e r a d o r que só actua sôbre o 

prmie i ro f ac to r e por A2 ou t ro o p e r a d o r que só actua sôbro o 

segundo fac to r , de modo que 

Diferenças de ordem k 

A («(?) = t i . A ® - ) - » . á « - f - A t í . A ® 

At(Mtf) = t>AM e A2 (uv) = m A v. 
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Nestas condições, 

A (uv) = ( A 1 - f A2 + A1A2) 0«»)• 

Mas é manifesto que tan to Ai como A2, são bem definidos, 

aditivos e permutáveis com os números . 

L o g o : 
A* (mw) = ( A 1 + A 2 + A1 A2)* (MU). (1) 

421. Do resul tado do n.° 383, t i r a - se : 

\k x[m) — m(k) x<m — k) 

422. Do n.° 384 deduz-se analogamente , 

Akx{-nu = ( _ 1)* rn (m + 1 ) . . . (m +!c—l) .x'-m~kK 

423. Consequentemente , p a r a m = l , v e m : 

A t X f - K = A k 
I v ( - 1 ) * U 

X J X (x + 1) . . .(x + Ic) 

424. E ainda do n.° 394 se deduz 

p a r a m ^ O e E 

A i x \ / x 

— m 

p a r a m=j= O e /c qua lque r . 

425. Do mesmo modo (n.° 395 e segu in tes ) : 

Ak (ax -f b)'m> =OT l i ) a*(a . r + 6) («»-*' (1) 

p a r a Ic<^m. E 

Ak(ax+by-m>=(— l)km(m + l)...(m + k -l).ak(av+by-m-k> (2) 
* 

pa ra k qua lque r . 
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426 . Igualmente se deduz 

A ^ + i W f 0 * + , ( 1 ) 
^ m 1 \m — k 

para E 

Ak 

para k qualquer . 

ax + b \ k / ax -}- b 

— m 
a i | j (2) 

\ — m — k 

427 . A diferença de ordem k dum polinómio desenvolvido 

em factoriais obtem-se imediatamente. O mesmo se diz duma 

função racional do tipo 

P(x){ax-\-by~m\ 

428. É claro que a diferença de ordem k dum polinómio de 

grau n, é um polinómio de grau n — k, para n^>k. P a r a n = A, 

a diferença é uma constante. Pa ra n<^k, a diferença é zero. 

429. A diferença de ordem k da exponencial tira-se imedia-

tamente da diferença de l . a ordem (n.° 413 ) : 

A i a a i r + P = ( a a — l ) ' a * * + P ; (1) 

Akax=(a — l ) 1 ax; (2) 

e 

Ak2x = 2x. (3) 

430 . Do mesmo modo se deduz do n.° 4 1 6 : 

k ' a. 4 - 7i Ak cos (« x -f (B) = sen J cos ( x x -}- (3 -f- k —^ 

/ OL \ í OL | 
Ak sen (ax + (3) = ^2 sen J senycix-f (3 -f k —-— 

431 . Semelhantemente (n.° 4 1 7 ) : 

AkeAx+li cos [Olx (3) — ^keAx+B cos (a. x f i ^r k y) (!) 

A keAx+Bsen (ax + (3 ) = fkeAx+Bsen {»x-\- (3 -f A- <p) (2) 
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C A P Í T U L O X 

OPERADOR E 

432. O operador E representa a operação que consiste na 

passagem de f (x) para f (x -f 1) : 

E f ( x ) = f ( x + 1). 

433. E evidente que este operador é bem definido, aditivo e 

permutável com os números, com A e com o sinal de derivação. 

434. Como 
Af (x) = ( E - I ) f ( x ) , 

segue-se que 
A = E — 1. 

435. Po r sua vez, pelo n." 42, 

e ^ f ( x ) = f ( x + l). 
L o g o : 

d 
E = Cdx (1) 

e 
d 

A = e dx — 1. (2) 

436. A relação (1) do n.° anter ior permite-nos dar um sen-

tido ao símbolo Eh qualquer que seja h. Com efeito 

(d \ h J t _d_ 

edx J = e ' dx (1) 

e, consequentemente (n.° 4 2 ) : 

, d 
Ehf(x) = e ^ f ( x ) = f ( x + h) (2) 

437. Es tas relações simbólicas são utilíssimas no Cálculo das 

Diferenças Finitas. 
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438. Mostram as relações (1) e (2) do n.° 435 que os ope-

radores A e E, se podem expr imir no ope rador -^j— por meio 

de séries. Os operadores do Cálculo das Diferenças Fini tas são, 

pois, operadores diferenciais definidos p o r séries e, por tan to , 

mais complicados do que os operadores diferenciais que en t rem 

no estudo das equações diferenciais e de derivadas parciais . 

439. Da fórmula do n.° 434 t ira-se 

A » = ( £ — 1 ) " = S ( J ) ( — 1 )n~hEh 

Il=O 
e 

A V ( * ) = S O ( - 1 )*-" Ehf(x) 
IL=O 

= S G n K - I + 
h=o 

ou seja : 

A " / ( ' ) = ( - !)"/(•*) + ( - I ) " " 1 » f ( ® + l ) + • • • + / ( » + >0 

fórmula esta que expr ime a diferença de ordem n de f ( x ) , em 

f ( x ) , f ( x + l ) , . . . f ( x + n). 

4 4 0 . D a fórmula (1) d o n.° 434, t i r a - se : 

En = ( 1 -t-A)» 

e 
E»f(x) = (l + A)«f(x) 

ou s e j a : 

f ( x + n ) = ± ( ; ) A » f ( x ) 
h=o 

OU 

f ( x + n ) = f ( x ) + n A f ( X ) + . . . + ( I ) A > i f (X) + . . . - Anf(X), 

fórmula esta que expr ime f ( x + n) em f ( x ) e nas suas diferen-

ças até à ordem n. 
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441. Da fórmula anter ior tira-se 

f(«) = f (o) + n A / ( o ) + (!}) A» f (o) + . . . 

+ 0 ) A « f (o) + . . - + A» f(o) 

que é válida pa ra qualquer valor de n inteiro e positivo. 

442. O polinómio de grau n 

P (x) = / ( o ) 4 a-A f(o) 4- ( I ) ^ f (o) + • • • 

+ (*) Aif(o) + ...(x
n) A» / (o ) 

passa pelos mesmos valores que f ( x ) nos pontos o, 1 , . . . n e , 

por tanto , coincide com éle em todos os outros p o n t o s : 

P ( x ) ~ f ( x ) . 

Consequentemente , os coeficientes do desenvolvimento dum 

polinómio em binomiais, são as diferenças sucessivas desse 

polinómio no ponto zero. 

443. Pa ra calcular esses coeficientes bas ta rá , po r t an to , cal-

cular os valores do polinómio nos pontos o, 1, . . . n e com êles 

fo rmar as diferenças sucessivas, como se vê no seguinte exem-

plo, em que se procuram as diferenças sucessivas, ató à 3.a ordem, 

do polinómio 

f ( x ) = x3 — x 4- 1, 
no ponto z e r o : 

X / » A 3 f ( x ) 

O 1 0 6 6 i 

1 1 6 12 

2 7 18 

3 25 
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É claro que o cálculo se faz aplicando a definição de dife-

rença. Teremos, p o r t a n t o : 

•'•3 - * + 1 = / ( o ) + ( ? ) A / ( o ) + ( * ) A tf (o) + ( * ) A3 / (o ) 

444. Aplicando êste desenvolvimento à potência xk obtem-se: 

j-i = , f . A o l + ( I ) A ^ o k + . . + ( x
k ) A k o k 

que nos põe em evidência as chamadas diferenças de zero de que 

a diante fa laremos. 

445. Pondo, como no cap. IV, = D, teremos simbòlica-
ao 

m e n t e : 
A o i ' A 2 O i ' A k o k 

Dk = D + — ZJfli + . . . -L ^5-E- D k'. 

i i i Lk 

Mas, pelo n.° 170, fórmula (4), 

d \ h 1 dx ' 

L o g o : 

A ok / d \ A2Ok , / d \2 A ^ o t ,/ d\k 

Dk = —— .r — H ,¾2 + • • • H i -Ti ( • 
1 \ d x ) ' [ 2 W A r y ' U J 

446. Es ta fórmula é útil para t r ans formar os polinómios 

em D, nos polinómios em 

447 . A diferença de ordem k dum produto pode expri-

mir-se de vários modos em fórmulas simbólicas por intermédio 

de E e de A. 

448. Assim, representando por Ei um símbolo que só actua 

sôbre o l . ° factor e por E t outro que só actua sôbre o 2.°, 

t e r emos : 

A [ ? (x) (*)] = ? (x+ 1) ^ (x + 1) - ff (x) <[. (x) 

= [Ei Ei -l]<?(x) $ (x) (1) 
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É claro quo estes operadores são bem definidos, aditivos e 

permutáveis ent re si e com os números . L o g o : 

A'< [ 9 (x) 4, (*)] = (E1 Ei - 1)* 9 (a) I (x) (1) 

449. Desenvolvendo em ( 1 ) o binómio de expoente k, 

obtem-se a diferença de ordem k do produto expressa nos valo-

res sucessivos do mesmo produto nos pontos x, at + 1, ... x + k, 

ou seja : 

A* [ 9 (*) (o-)] = S (J) ( - 1 ) » - * ( S 1 E2)" [ 9 (x) <{, (a-)j 
h=o 

= Í S ( Í ) ( - 1 ) ' -*T (*+AH(*+*) 
h—O 

= ( - 1)* [ 9 (x) 4- (ar) - k 9 (x + 1) $ (x + 1) 4 . . • ] . 

450. Atribuindo a A1 e A2 as significações que lhes foram 

dadas em o n.° 420, t e r e m o s : 

^ 1 = I - J - A 1 e S 2 = 1 + A 2 . 

Logo (n.° 448), fórmula (1) : 

Ai' [9 (*) 4» (®)] = [A1 + Ei A2J i r
 ? (X) (a?) 

= S A 2 ) 4 -
 9 (x) ^ (x) 

Il=O 
k 

= S ( J ) A a 9 (a? + Ic - h). A * - ' ' <|i (x) 
Il=O 

= 9 ( » 4 A ) . A » 4 » ( a r ) 4 Í f e A T ( a f + 4 — 1 ) . A * - 1 ^ » ) 4 . . . 

que é outra fórmula simbólica da diferença de ordem k dum produto . 

451. Aplicando a fórmula anterior ao cálculo da diferença 

de ordem k do produto Ctx^ (x), e atendendo ao n.° 429, (2), 

vem : 
k 

A •k [ a x ty (a?)] = 2 ( Í ) a x k ~ , l ( a — 1 ) h A 1 ~ H ( ® ) 

h=o 

= a* [a* Ak <p (x) 4- k a"-1 (a — 1) Ai'-1 <|i (x) 4- • •.] 

k 

= O a S C Í ) ( a — 1 ) A a * - * A * - * < | > (ar) . 
/1=0 ' 
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452. A este resultado ainda pode dar-se outra forma. Com 

efeito, o desenvolvimento anter ior pode escrever-se 

Ak [ax 4 (a-)] = a * 2 ( A ) ( a ~ 1)A (a A) * - A j . I , 

= ax (a— 1 + aA)ft^(íf) 
= ax [ a £ — I J t ^ (a;) 

k 

= «* S ( I ) a* E h ( - l ) 4 ">> <Ji (a-) 
A=O 

k 

h=o 
= a x [(— l)*4,(®) + (_ l ) * - i j f c a 4 » ( « + l ) - f . . .] . 

C A P Í T U L O X I 

DIFERENÇAS DE ZERO 

453. Chamam-se diferenças de zero os valores das diferen-

ças de xn no ponto zero . Es tes números representam-se por 

símbolos da forma Ak on e por definição: 

A *o» = [A*a>»]x = 0 . 

454. E claro que para /c]>n é Akon=o\ para &<w, Akon^>o. 

455. Em part icular , teremos (n.° 435) 

An On = ]_«. 

456. P a r a calcular os valores de Ak on para Je<^n, pode 

recor re r - se à fó rmula : 
k 

AkOn = (E-I)kOn = ^ i ( I ) (—1 )h Ek-hOn-, 
h=o 

OU 
k 

A i O n = S i - ! ) * ( £ ) ( * — h)n 

k*=o 

= Jcn — k . (Jc - 1)" 4- (I)Cc - 2 ) n + . . . 

457. Es ta fórmula dá-nos: 

\_n = nn — n.(n — l ) n 4- (â ) («— 2; ••• 
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458. Os valores de A k o n foram calculados po r De Morgan 

até A l l lO10. Os valores achados f o r a m : 

A A2 AS A< A* A« A 7 A« AF 4 1 0 

0' 4 O O O 0 0 0 0 0 0 

o' 1 2 O O 0 0 0 0 0 0 

o' 1 U 6 O 0 0 0 0 0 0 

O1 1 14 36 24 0 0 0 0 0 0 

OS 1 30 150 240 120 0 0 0 0 0 

O' 1 62 540 1.560 1.800 720 0 0 0 0 

O7 1 126 1.806 8.400 16.800 15.120 5.010 0 0 0 

OS 1 254 5.796 40.824 126.000 191.520 141.120 40.320 0 0 

0» 1 510 18.150 186.480 734.120 1.905.120 2.328.480 1.461.520 362.880 0 

O" 1 1.022 55.080 818.520 5.103.000 16.435.440 29.615.200 30 240.000 16.329.600 3.628.800 

459. A série con jugada de Maclaurin dá grande relevo às 

diferenças de zero. P o r exemplo, as funções do tipo f(ex) que 

possam ser desenvolvidas segundo as potências inteiras e posi-

tivas de x, tem um desenvolvimento que pode exprimir-se assim: 

/ ( e * ) = = / ( l ) + * . / ( l + A)o + . . . + ^ . / ( l + A)o* + . . . 

Com efeito, pelas séries de Maclaurin, podemos e s c r e v e r : 

JO y.n r / J \ n 

/ ( . " W ( I ) + S ^ L U r ™ 
!— I— -J 

= / a > + S ^ I z G - = O o -
n= 1 L J 

= = / ( 1 ) + 2 ^ / ( 1 + A ) o», 
n==i L c. d. d. 
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Ês te desenvolvimento é devido a Sir John Herschel l . 

460. P a r a 

f(ex) = (ex — 1)A 

com k inteiro e positivo, vem : 
/ ( 1 + A) = A* 

J W t / \ ro q /v -J- i 

<ex — 1)* = S t - A kon = xk -4 — xk+1 + . . . v , \n hT"1 

n=& -— 
A k o " 

T Xn+ . . . I ! 71. ' 

461. P a r a Z ( S 1 ) = Ce*, obtem-se do mesmo m o d o : 

/•(1 + A) = e 1 + ^ = e . 

^ = e J^l + x.e*o + j^-.e^o3 + . . . +~.e±on + .. .J. e 

462. A função — y- é do tipo f ( e x ) , mas não pode 

desenvolver-se segundo as potências inteiras e positivas de x. 
OC 

Porém, a função r— é susceptível desse desenvolvimento, 
ex — 1 

tendo a série resul tante um círculo de convergência de raio 2 n , 

pois que o ponto singular desta função mais próximo de zero 

é 2-Kt. Teremos, pois, 

X . . X 2 

A0 + A1 x + Ai-
ex x "" 1 ~ 1 ' 2 ~ • • • 

sendo A0 = 1. 

Mas, por outro lado, pondo x= Iog (1 + <), vem 

ex — 1 t 2 ' 3 ' ' v ' b + 1 
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expressão esta que é da forma f ( e x ) e à qual se pode aplicar o 

desenvolvimento de Herschel l (n.° 459). 

Ora ; 

A A2 An 

/ ( H - A ) = I - - ^ l r - . . . + ( _ ! ) . _ + . . . 

Logo , 

AO f t A n O n 

A „ = / ( 1 + A) 0» = 0« + . . . + ( _ ! ) . , (1) 

visto que A i O n = 0, pa ra i >> n . 

O termo 0" será nulo pa ra n > 0 e é igual a 1 pa ra n = 0. 

463. Pondo 

ex—l 2 

deduz-se : 
x ex 1 

R = 
2 ' ex— 1 

expressão esta que é uma função pá r de x. Logo , os coeficien-

tes de ordem impar do desenvolvimento de R são nulos. 

x 
464. O mesmo sucederá, por tanto , na função — para 

os termos de grau superior ao pr imeiro. L o g o : 

f ( l + A) O2* + ! = o, (1) 

para &;>1. Consequentemente : 

x t x , B i , B2 
1 — + ex— 1 2 1 \± l i 

f— l)"+lJl±x2n i . . 

sendo 

T A o2n A 2 O 2 " A 2 " O 2 " 1 

^ = ( - 1 ) ^ 1 ^ - - + - 3 + 2 m 7 T J (3 ) 
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465. Es tes coeficientes Bn sáo chamados números de Ber-

noulli. Os primeiros dezoito constam do quadro seguinte: 1 

1 174.611 
S i = -g- 5 l 0 = T 5 Õ ~ 

1 854.513 
Bi ==-=- BiI = 

30 11 138 

1 _ 23.636.091 
B 3 = - T i T B H-

42 12 2 .730 

1 D 8 .553.103 
B i = -WrT B i 3 = 

30 " 6 

5 „ 23.749.461.029 
Bo = 

66 " 870 

691 _ 8.615.841.276.005 
Bo= „ n B is = 

2.730 l J 14.322 

7 _ 7.709.321.041.217 
B 7 = - - - / 3 1 6 = 

6 1D 510 

3.617 _ 2.577.687.858.367 
/3 8 = — / 3 1 7 = 

510 6 

43.867 _ 26.315.271.553.053.477.373 
B 9 = —^Ko— Bis = 

798 10 1.919.190 

466. Do desenvolvimento que acabamos de obter , deduz-se: 

ex — 1 a? 2 ' 2 U 

+ ( - I ) " + 1 1 ¾ - * 8 " - 1 + • • • (1) 

1 1 OO D 
= 4 - 4 - + 2 ) ( - 1 ) . - 1 ^ , . . - 1 (2) 

7 1 = 1 

que adiante utilizaremos 2 e que converge dentro dum círculo 

de raio 2 ir (n.° 462). 

1 Adams publicou no tomo LXXXV do Jornal de Crelle uma táboa com os 
primeiros 62 números de Bernoulli. 

2 Há certos autores que representam os números de Bernoulli por Bi, TJrll 

Bi . . . ; outros por S 2 , Bi, . . . , conforme partem do desenvolvimento (2) n.° 464 
ou do (1) do n.° 466. Parece-nos mais natural usar dos índices seguidos: 1, 2 
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467. Note-se que 

eix + e-ix 

COt X=I-TZ -TZT = I l + Jx— e-ix \ ' etix_l 

= t I 1 + 2 [ i - X + ! < - 1 ^ t t - t ^ W " - 1 

1 2 2n .Bn 
I iin ' x2 n — 1 

x n=1 II» 

_ 1 j , 2 ' M l 

n 1 

468. P o r outro lado tem-se 

1 00 

cot X = )- 2íc2 
a; 7 ' Xi — kztzz' 

desenvolvimento este a que se pode dar a forma 

J OO J J 
COt X 1- 2 X 2 —r-,j—, . 

TV2 

- 1 i o ^ - 1 ^ ar»" 
~ ar + fc2*2 „ n ' ' i n 

k=1 n=o 

_ _ 1 Ã 2 . a r 2 " + 1 Ã 
_2n+2 " 1.2(1+2 

^ n=o 71 i - 1 

1 Ã 2 . ¾ 3 " - 1 A 1 
— r s — ar * 2 » ^ 2 n 

469. Comparando êste desenvolvimento de cotx com o do 

n.° anter ior , acha-se : 

22« fin 

| 2 n 
2 Ã 1 

Tl2" ~ /í2» A- = I 

_ 2 j j n / 1 1 

(2Tt)2" l 22™ 3 2 n ' 

1 Ver Goursat, Cours d'Analyse, vol. n, pág. 166, 2." edição. 
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470. Es ta expressão dos números de Bernoulli permite-nos 

ver fàcilmente que êles crescem indefinidamente com n a par t i r 

de cer ta a l tura . 

Com efeito, 

1 i ^ 1 1 , 
Bn+ 1 i (2n + D ( 2 w + 2) ' 92n + 2 1 

hJ ^2)1 + 2 I 

Bn 471« 
1 + 2 2« + 3 2n + •• 

relação esta que se torna infinita para n infinito. 

Por isso se diz que a sucessão dos números de Bernoulli é 

divergente. 

C A P Í T U L O X I I 

DESENVOLVIMENTO DAS FUNÇÕES EM SÉKIE DE NEWTON 

471. Da igualdade simbólica 

E = I+A, 

deduz-se a relação 

£ * = ( 1 + A ) * = S ( * ) A ' ( 1 ) 
i — o 

que nos dá o operador Eh expresso em diferenças finitas. 

Aplicando estes operadores iguais a uma mesma função f ( x ) , 

v e m : 

/ < * + » ) = S ( í ) A ' / ( * ) 
i = o 

OU 

f ( x + h) = f ( x ) + h A f ( x ) + ( ¾ A » / ( * ) + . . . 

A esta série pode ainda dar-se a forma (fazendo x = o e 

Ji = x): 

f ( x ) = f ( o ) + * A f(o) + (*) A2 f ( 0 ) 

+ • • • + C ) A V ( o ) + . - . (2) 

472. E o chamado desenvolvimento de Xeioton a que o cálculo 

simbólico leva muito fácil e naturalmente, como acaba de se ve r . 
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473. Dum modo geral , chama-se série de Xeivton, ou de 

coeficientes binómiais, a qualquer série da forma 

OO 

^ w = S - - O (3) 
71 = O 

474. Es ta série reduz-se a um desenvolvimento finito, pa ra 

todos os valores inteiros e positivos, ou nulos, de 2, mas ó 

manifesto que deste facto nada se pode concluir quanto à con-

vergência da série, nem tão pouco quanto à validade do desen-

volvimento da função f ( x ) segundo (2). 

Demonstra-se, porém, que 1 se esta série for convergente 

no ponto z0 = (j0
 jT i-0 (não inteiro e positivo, nem nulo), se 

verificam os seguintes teoremas : 

I. A série converge em qualquer outro ponto que esteja à 

direita duma recta paralela ao ei.ro dos yy e de abscissa cr0 . 

I I . Esta série é uniformemente convergente num sector circu-

lar de raio arbitrário tendo o vértice em Z0 e os raios que o limi-

tam fazendo com a parte positiva do eixo dos xx ângulos menores 

do que ~ um valor absoluto. 

475. Consideremos o conjunto das abscissas dos pontos em 

que uma dada série de Newton é convergente, e seja 1 o seu 

limite infer ior . A série p ropos ta será convergente em todos os 

pontos interiores ao semi-plano limitado à esquerda por uma 

recta paralela ao eixo dos yy e de abscissa / ( teorema I) que se 

chamada semi-plano de convergência. A recta que o limita, cha-

ma-se recta de convergência; e a absissa dessa recta, chama-se 

abseissa de convergência. 

476. A esquerda da recta de convergência, a série é diver-

gente. Se a série fôr convergente em todo o plano, será 
1 = CXD . 

477. Se a série divergir em todo o plano, será 1= 0 0 . 

1 V. Nõrdlung, «Leçons sur Ies séries d'interpolation» — 1926 — Gauthier 
Villars — pág. 100. 
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478. Dentro de qualquer região finita interior ao semi-plano 

de convergência a série de Newton define uma função holomorfa , 

po r ser uma série uniformemente convergente de funções holo-

morfas , e pode derivar-se termo a termo. 

479. Se a série convergir em todo o plano, será inteira a 

função por ela definida. 

480. Se a abscissa de convergência 1 fôr positiva e maior 

do que o número inteiro e positivo k, a série converge nos pon-

tos z = 0, 1, 2, . . . k, si tuados fora do domínio de convergên-

cia, mas estes valores podem não ter re lação com os valores 

que a função analítica F (z), defenida pela série no seu domínio 

de convergência, possa ter nos mesmos pontos 0, 1 , 2 , . . . A-. 

481. Nos pontos da recta de convergência, a série pode ser 

ou não convergen te ; mas se ela converge num ponto Z0 desta 

recta, o teorema II mostra-nos que F(z) tende pa ra um limite 

quando z tende para z0, dentro do sector circular já mencio-

nado, e que êste limite é igual à soma da série em z0 (conse-

quência da convergência uniforme g e r a r a continuidade da função 

definida pela série) . 

482. Claro que esta conclusão se não aplica no caso de z0 

ser inteiro e positivo ou nulo, porque a demonstração do teo-

rema II pressupõe a exclusão dessa hipótese. 

483. Se X fôr menor do que zero, os coeficientes da série 

podem exprimir-se em função dos valores que a série toma nos 

pontos 0, 1, 2 . . . . A função F (z) terá um desenvolvimento 

de Newton e um só que a representa em todo o campo de con-

vergência da série. No caso de 1 ser positivo, o desenvolvi-

mento de Newton deixa de ser único l . 

484. A série f > = S ^ — - ' r — q a e 

n 
n=o — 

compreende a de Newton como caso part icular , é susceptível de 

representar funções que a série de Newton não pode represen ta r . 

1 Ver Nõrdlung, oh. cit., pág. 103 e seguintes. 
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485. Teorema. — E condição necessária e suficiente para que 

uma função F(z) admita um desenvolvimento desta forma que ela 

seja holomorfa num semi-plano de abcissa 1 e nele satisfaça à desi-

gualdade 

\í(z)\<Cek\*\ (1) 

onde k é um número positivo (1). 

Os números k e w estão sujeitos à relação 

k w Iog 2. 

486. Segundo o teorema anter ior , são susceptíveis dêsto 

desenvolvimento os polinómios inteiros, as funções racionais, os 

polinómios inteiros no seno e no cosseno, bem como as exponen-

ciais da forma eaz, etc. 

487. O desenvolvimento de Newton, em que &> = 1, poderá 

ter a forma (2) do n.° 471, quando a função F(z) fôr ho lomcrfa 

em todo o semi-plano à direita do eixo dos yy, incluindo a 

origem das coordenadas . Es tão neste caso os polinómios intei-

ros, as funções racionais em que as raizes do denominador 

estejam situadas à esquerda do eixo dos yy, eaz, cos (az + b), 

sen (az + b), em que J a J < Iog 2, e tc . 

488. Tôda a função F ( z ) que possa representar-se por uma 

série do 2.° tipo (n.° 484), isto é, tal que 

F(z) CCek 1*1 

qualquer que seja z, à direita duma dada recta para le la ao 

eixo dos yy, e kmC Iog2, se pode t r ans fo rmar nout ra sus-

ceptível do desenvolvimento de Newton, por meio duma simples 

mudança de variável, pondo 

z = MU
 jT C., 

sondo ot- escolhido de modo que todos os pontos singulares 

(1) Ver Nordlung, o. e., pág. 148. 
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do F (z) passem para a esquerda do eixo dos yy. Nestas con-

dições será 

e o desenvolvimento de Newton é possível e único (n.° 487). 

489. Os polinómios inteiros dão um desenvolvimento do 

Newton finito, como já vimos (n.° 442), porque as diferenças do 

ordem super ior ao seu grau anulam-se tôdas. 

490. As funções de variável inteira são sempre susceptíveis 

do desenvolvimento de Newton, porque , qualquer que seja o 

inteiro n o qualquer que soja a função f(x), teremos s e m p r e : 

f ( n ) = En f (o) = (1 + A)» f(o) 

—f(°) + n A/ (o ) + • • • + ( J ) A t f (o) + 

+ . . . + C ) A • / » 

C A P I T U L O X I I I 

RELAÇÕES ENTKE DIFERENÇAS FINITAS E DERIVADAS 

491. Da fórmula simbólica (2) do n.° 434 tiram-so facil-

mente as expressões que dão as diferenças efn função das deri-

vadas e as derivadas em função das diferenças. Com efeito, de 

J 
A = e dx — 1 

tira-se 

Aa = _ i ) 

Logo (n.° 46U): 

At/>(ar) = («-S _ l ) f ( x ) 

\kQk + l hk.Qk + n 
W 1 (*) ^ , , + 1 f ( k + 1 1 ( * ) + . . . + | t + n / * + - » ( « ) + - . . . 

relação esta que nos dá as diferenças de qualquer ordem expressas 

nas derivadas sucessivas. 



Cálculo das Diferenças Finitas 83 

492. A expressão das derivadas nas diferenças tira-se com 
igual facilidade. Com efeito, de 

dx — = 1 + A , 

deduz se simbolicamente 

dx 
= log(l+ A) 

= A 
A2 

+ 
A3 

+ A ? 

= A L' A2 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

493. É claro que o cálculo simbólico, pelo menos na forma 

em que acabamos de o aplicar , não basta por si só para demons-

t r a r os resul tados que acabamos de obter , nem as condições da 

sua ! validade, mas foi suficiente para chegar a eles com estrema 

facilidade. 

P a r a determinar condições suficientes da validade destes resul-

tados bastar ia desenvolver f ( x ) pelas sérios de Tay lor e Newton 

o igualar os resu l tados : 

f ( x + h) = f ( x ) + A/'(*) + . . 4 f<»> (x) + . . . 

= f ( x ) + (h
t)A f (x) + . . . + (hJA»f (x) + ... 

Substi tuindo no 2.° desenvolvimento ( ^ ) , . . . ( h
n ) . . . pelo 

sou desenvolvimento segundo as potências de h e ordenando os 

resul tados segundo essas mesmas potências, nbtem-se um desen-

volvimento igual ao 1.". Igua lando os coeficientes das mesmas 

potências de h, obtemos as relações que exprimem as derivadas 

do qualquer ordem nas diferenças sucessivas. 

Se substi tuirmos no desenvolvimento de Taylor , as potências 

de Ji pelos seus desenvolvimentos em binomiais, e em seguida 

ordenarmos os resultados segundo êssos mesmos binomiais, obte-

mos um desenvolvimento igual ao 2.°. Igualando os coeficientes 

dos mesmos binomiais do h, obtemos relações que exprimem as 

i 
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diferenças de qualquer ordem, nas derivadas sucessivas. Fazendo 

as operações, chega se às fórmulas dadas pelo Cálculo Simbó-

lico, como era de esporar . 

As condições de validade destas fórmulas são as mesmas 

dos respectivos desenvolvimentos em série que as just if icam. 

O cálculo dos res tos das respectivas séries é problema com-

plicado e de grande importância na teoria da interpolação, mas 

dispensável num curso gera l de Cálculo das Probabi l idades . 

494. Como aplicação interessante dos resul tados dos u. fS 49! 

e 492, podem calcular-se 

T e m - s e : 

A4 x" 

P o r sua vez 

U riXk 

X" 

\ n — k 
+ 
+ 
+ 

\kQk+l xn-k-1 

k + 1 n-k- 1 

A t O i + 1 ' n — k -

\k + i n—k — i 

A 4O" 

U ' 

+ -

dx 
C - I ) -

C A P I T U L O X I V 

TRANSFORMAÇÃO DAS SÉRIES 

495. O s símbolos A e E permitem-nos t r ans fo rmar cer tos 

tipos de séries noutros por vezes mais ràpidamente convergentes . 

São notáveis os casos que passamos a considerar . Seja 

S (x) = a0 + ai x + . . . -J y + • • • (1) 

uma série de potências de x. Como an é uma função da variável 

inteira n, podemos e sc reve r : 

a n = E n a 0 
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e, consequentemente, 

xn En 

S (x) = [l + .x- £+...+• 

= exEa0=ex. exA a0 

= ex Ta 0 + x Aa0 + - ^ - A» a 0 + (- A» a 0 + . . 

Teremos , p o i s : 

Oi X^ ( 
a0+ai;r + ... + -^—+...= ex U0 +xAa0 +..H-—Ana0 

I Jl \ |_n 

ou abreviadamente : 

00 „ 00 
: C 2 j 1— A" cr0. 

0 — 0 

496. Te remos t a m b é m : 

ou abreviadamente, 

OO OO . , 

S ( - ! ) • ? ( - ) = 2 1 ( - D - a ^ -

Com efeito, 

OO 

s ( - 1 ) " ? ( » ) = r i s ( - i ) n eA t (O) 
o L o J 

1 + E 
1 ,(o) 

1 l \ A A2 "1 

= Y L 1 - T + - 4 - - - - - J ^ 0 ) 
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497. E também fácil de ver que 

OO oç An n 

S - - S 1 ^ 5 S r . ( D 
ti = O n=ov ' 

Com efeito, 

x " - E n O 0 = E Ci0 

n = o 

1 1 1 
—~~; * a 0 — , • t 

1—x — xA 1—x xA 

T ^ x 

1 Ã xn An 

Ã a;" An o0 

— (1 _ « ) » + ! ' 

c. d. d. 

498. Se a„ for um polinómio inteiro em n, de grau lc, será 

A P a n = O pa ra p^>/c e o 2.° membro de (1) será finito. A 
OO 

soma da série S P (») em que .P (n) ó um polinómio inteiro 
71 = 0 

de n, é uma função racional de x. 

499. Po r sua vez, uma função racional da forma 

,ws A0 AiX AxX
k 

Ii(x) = - — + — - T j - + • • • + 
1 - a r ' ( 1 — xY " ' ( 1 — X j t + 1 

é susceptível de desenvolvimento segundo as potências inteiras o 

positivas de x, da forma 

sendo 

R(x)= jg P(n).xn 

n = o 

P(Ti) = A 0 + A 1 ( I ) + . . . + A k ( I ) . 
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D I F E B E X Ç A S P A R C I A I S 

500. As diferenças parciais têm definições o notações análo-

gas às derivadas parciais. 

Assim : 

Aa-ZiJ?, y) = f ( x + 1, y) — f ( x , y) 

Ay f{x, y) = f ( x , y + 1) - / 0 , / / 1 -

501. Fáci lmente se vê que 

Ax • Ay = Ay . Ax 

502. E evidente que 

a Ii a k a Ii + k 

Axh-Ayk=Axhyk, 

segundo as convenções feitas para estas notações. 

503. Temos ainda 
3 

Ex = I + Ax=e^x 

3 
Ey = I +Ay = e ^ 

504. Consequentemente : 

f ( x + h,y + /e) = E h E k f ( x , y ) 

= (1 + A a ) * ( l + A y ) k f ( x , y ) 

= I S C ) A ^ . S o Aí 

L i = O j = O 

=/(*. y) + h Ax f ( x , y) + k Ayf (a?, y) + 

• + (*) A% f (x, y) + h Ic A2
xy f ( x , y ) + ( * ) A y)+... 

que é o desenvolvimento de Newton para duas variáveis . 

505. É claro que qualquer função de diversas variáveis pode 

ser desenvolvida em série do Newton em relação a qualquer delas 

f{x-y) 
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separadamente . Assim, a qua lqaer função de duas variáveis, 

/ (x, y), pode dar-se qualquer das f o r m a s : 

f (x. y) = A 0 (y) + .r A1 (y) + (*) At ( f f ) + . . . + ( * ) An (y) + . .. 

em que 
aO (.>/) =/ (o, y) 
Ai (y) = Ax f(o, y) 

An(y) = A"xnf(o, y). 

E, semelhantemente, 

f ( x , y) r= B0 (x) +y B 1 ( X ) + . . + (») Bn (x) + . . . 

Continua 

DOUTOR P A C H E C O DE AMORIM 



Relatório apresentado à Faculdade de Ciências 
da Universidade de Coimbra 

PELO 

P R O F . D R . E R N S T M A T T H E S 

Ex.mt> Senhor Direc tor da Faca ldade de Ciências 

da Universidade de Coimbra : 

Fui incumbido no mês de Maio de 1936 pelo Ministério da 

Educação Nacional de e laborar um relatório sôbre os aparelhos 

e outros utensílios necessários para o conveniente apetrecha-

mento do Labora tó r io Zoológico da Universidade de Coimbra . 

O referido relatório foi entregue a Sua E x . a o Senhor Ministro 

no dia 19 de J u n h o do mesmo ano. Permit i-me enviar ao Ex.m o 

Senhor Director da Faculdade no mesmo dia cópia deste rela-

tório, que teve a honra de ser publicado na Revista da Facul-

dade de Ciências, vol. VII. 

No meu relatório cheguei à conclusão de que, para a 

aquisição dos aparelhos mais indispensáveis, seria precisa a 

quantia de 117.577 ;>50. P a r a minha satisfação, o Senhor Minis-

tro considerou como jus tas e razoáveis as minhas propos tas , o 

que se conclui do facto de êle ter concedido como subsídio 

ext raordinár io a quantia de 128.000í>00, incluída no art igo 153.0 

l . a (aquisição de máquinas, aparelhos, l ivros, e t c , ) do orça-

mento para o ano de 1937. Visto a verba ordinária incluir 

para o mesmo fim, no ano de 1937, 20.000-500, no ano de 1938 

40.000,-300, ficava disponível nos dois anos para a nova instala-

ção do Labora tór io a quantia total de 188.000^00, ou, feito o 

desconto prescr i to de 10°/o, a quantia de 169.200í>00. 

Desejava hoje dar conta a V. Ex . a da maneira como empre-

guei essa quantia para a instalação do Labora tó r io , e qual o 

resul tado gera l que neste sentido se alcançou. 
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Permito me lembrar em primeiro lugar os princípios de 

orientação do meu relatório anter ior . Fo ram os seguintes, pouco 

mais ou m e n o s : 

1) A instalação de um laboratór io zoológico que satisfi-

zesse às mais elevadas exigências quanto à perfeição 

do apetrechamento exigiria aproximadamente a quantia 

de 600.000ò00. Ju lgando não poder coutar com a con-

cessão de uma quantia tão considerável, res t r in jo as 

minhas p ropos tas ao mais indispensável. 

2) Contudo, deve-se tentar alcançar que o laboratór io fique 

suficientemente equipado, dentro dos limites impostos, 

pa ra permit ir t rabalhos científicos em todos os ramos 

da Zoo log i a ; a instalação dum laboratór io especiali-

zado não parece aconselhável. 

3) As necessidades do ensino devem de momento colo-
car-se antes das de invest igação. 

Queria enumerar agora as compras realizadas, acrescen-

tando sempre que seja necessário algumas explicações. 

I. Ensino 

a) A u l a s p r á t i c a s . — Em 1936 havia na sala das aulas 
prát icas : 

20 lugares de t rabalho . 

10 microscópios utilizáveis. 

Compraram-se , pois, em primeiro lugar, 10 microscópios novos 

( Leitz G . T . 2 0 / 9 2 , com três objec t ivas : 8 x , 2 0 X , 4 5 X . ) . 
Compraram-se além disso 12 lâmpadas de microscopia que fal-

tavam por completo. Substi tuíram se, por f im, os bancos fixos 

de madeira existentes, pouco apropr iados para t rabalhos micros-

cópicos, por 20 bancos de rotação. Visto uma lâmpada de 

microscópio chegar para dois lugares de t rabalho, encontram-se 

agora todos os lugares dotados de microscópio, banco e ilumi-

nação apropr iada . Dado, porém, que as condições de espaço 

na nossa sala das aulas práticas permitem a instalação de mais 



Relatório apresentado ii Faculdade de C iene ias, ete. 91 

lugaros de t rabalho, e correspondendo isto íis exigências do 

ensino — a aula prática da Zoologia médica abrangia, nos anos 

1937-1938, G0-70 estudantes — adquiriram-se mais 4 mesas de 

trabalho, com dois lugares cada uma, de forma que a sala das 

aulas prát icas contém actualmente 28 lugares . Fa l tam pois pa r a 

o seu apetrechamento completo mais 8 microscópios, 8 bancos 

e 2 lâmpadas . Provisòr iamente temos recorr ido a emprést imo 

de microscópios, etc. dos outros gabinetes de t rabalho. A ins-

talação completa da sala das aulas prát icas poderá ser levada a 

cabo nos anos seguintes gradualmente e com os meios do orça-

mento ordinário. 

P a r a to rnar frut ifero o ensino nas aulas prát icas era preciso 

organizar uma grande colecção de preparações microscópicas, 

que faltavam até então quási completamente. A compra duma 

tal colecção teria custado muito dinheiro. Felizmente o meu 

discípulo D r . Helling, que esteve nestes dois anos em Coimbra 

como estudante de troca, encarregou-se desta tarefa, organi-

zando no seu tempo livre uma colecção de 1G52 preparações 

microscópicas. Pa ra sua instalação construiu um carpinteiro 

hábil um armár io especial. 

P a r a as dissecções comprámos das Estações Zoológicas de 

Nápoles e de Helgoland um grande lote de animais fixados que 

se não podem obter nas costas por tuguesas . 

b) A u l a s t e ó r i c a s . — O estado de coisas e r a : uma grande 

sala de aulas, sem instalação eléctrica, sem aparelho de projec-

ção, e uma colecção de quadros murais muito deficiente. Adqui-

riu-se em primeiro lugar um bom aparelho de dia-e epis-

copia (Busch) , munido de lâmpadas muito for tes (500 W a t t 

e 1000 W a t t ) o provido dum dispositivo de resfr iamento. Ês t e 

aparelho permite p ro jec ta r dispositivos sem apaga r as luzes da 

sala, p ro jec ta r imagens episcópicas (figuras de compêndios, tabe-

las) no estado de semi-obscuridade que se pode alcançar fechando 

as jane las . Es te aparelho foi utilizado com grande proveito, 

desde a sua instalação, em quási tôdas as aulas. 

P a r a poder projec tar também preparações microscópicas, 

adquiriu-se além disso o excelente aparelho de microprojecção 

da casa Zeiss. Es te aparelho é provido duma lâmpada de arco 

de regulação automática e permite projecções na ampliação de 

60 a 2100 vezes. Possui, em contras te com outros apare lhos 
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deste género, a g rande vantagem de se poder adapta r automa-

ticamente a cada objectiva o respectivo condensador . Ês t e apa-

relho foi utilizado não só para a projecção de preparações 

microscópicas, maS também para a de animais pequenos vivos 

e de experiências fisiológicas com Pro tozoár ios . 

Pôde satisfazer-se, por economias em outro lugar , mais um 

objectivo, designado no meu relatór io como desejável , ainda que 

não u rgen te : a compra dum projec tor para filmes de 16 mm. 

Escolheu-se a marca « E u m i g » , que a pesar do preço relativa-

mente baixo dá resultado excelente, p ro jec tando imagens de 

grande luminosidade com as dimensões de l m , 50 por 2 m , 00 . 

Ês te aparelho não ó, naturalmente , empregado em tôdas as 

aulas, mas provou em cada experiência quão mais impressiva é 

a imagem viva em relação à palavra , também no ensino uni-

versi tário. Dado o número sempre crescente de bons filmes, 

feitos especialmente pa ra o ensino universitário, a importância 

dêste aparelho para as aulas aumenta rá de fu turo considerà-

velmente. 

P a r a poder aprovei tar as instalações de projecção, tornou-se 

preciso, é claro, a organização duma colecção de diapositivos e 

a compra de filmes. Os diapositivos foram feitos no própr io 

laboratório, poupando-se assim muito dinheiro. A colecção 

abrange hoje aproximadamente 600 diapositivos, escolhidos em 

primeiro lugar pelo D r . A. Xavie r da Cunha Marques, e exe-

cutados pelo p repa rador Arnaldo Alves dos Santos . Quanto 

a filmes puderam obter-se da «Reichsstelle fiir don wissens-

chaftlichen Hochschulfi lm» 6 exemplares por um preço muito 

reduzido. 

P a r a aumentar gradualmente também a colecção de p repa ra -

ções microscópicas, própr ias para o ensino, compraram-se 60 

f rascos de face anter ior polida. Algumas preparações puderam 

já ser realizadas, mas neste campo fica ainda muito para fazer 

nos anos seguintes. 

A colecção de quadros murais recebeu um incremento muito 

notável . Comprámos 62 quadros, e o infatigável desenhador da 

Faculdade, S r . Lourenço Martins, fez além disso sob a minha 

indicação 64 quadros ; o aumento da colecção de quadros por 

êste meio continua ainda. 

Pa ra poder fornecer aos estudantes também material eluci-

dativo de Zoogeograf ia compraram se alguns dos carimbos geo-
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gráficos da casa Wes to rmann . De aquisições mais pequenas 

queria mencionar além disso a dum dispositivo hectográfico. 

Obtive com êle bons resultados, entregando aos estudantes, ao 

fim das aulas mais difíceis um resumo da respectiva lição, em 

forma de sumário, de maneira que o estudante se viu assim 

l iber to po r um lado do t rabalho estúpido de t i rar apontamen-

tos, ficando por outro lado afastado o perigo de decorar uma 

sebenta deficiente e e r rada . Dada a falta de um compêndio escrito 

em por tuguês pa ra o ensino universitário da Zoologia, o aper-

feiçoamento dêste sistema parece-me ter uma certa importância. 

Tenciono completar este método no ano lectivo seguinte, forne-

cendo aos estudantes também uma fotocópia de cada quadro 

mural e de cada figura importante projec tada . Atenção na aula, 

resumo hectográfico de cada aula e uma rica colecção de figu-

ras deveriam então substituir com vantagem a falta de um com-

pêndio. 

II. Investigação 

Na aquisição dos microscópios para as aulas prát icas não se 

atendeu à aquisição do tipo mais barato , mas sim de um tipo que 

chegue também, quanto a equipamento óptico e aparelho de ilu-

minação, para a maioria das investigações científicas. P a r a pos-

suir contudo pelo menos um microscópio que satisfaça as mais 

e levadas exigências dos estudos citológicos, adquiriu-se um 

grande supor te moderno de Zeiss ( L C E ) com objectiva acro-

mática 3 x , objectivas apocromáticas 2 0 X e 4 0 X , imersão 

de óleo apocromática 9 0 X ( 1 , 3 ) e 3 oculares. Pa ra exame 

estereoscópico, tão vantajoso em muitos casos, puderam ser 

comprados ainda dois microscópios binoculares, a saber um tipo 

mais simples (Lei tz 1 L u d a s ) para ampliações de 3 ,5 10,5 X e 

um tipo muito aperfeiçoado (Ze i ss Binocular X V ) que permite 

ampliações de 2 4 - 1 4 1 X com revólver e quat ro pares de objecti-

vas, e com dispositivo de iluminação para luz incidente. 

E n t r e as aquisições de aparelhos ópticos mais pequenos 

queria mencionar a dum dispositivo para medir exactamente 

ângulos em objectos microscópicos e a de dois micrómetros . 

P a r a t rabalhos histológicos c o m p r o u s e em primeiro lugar 

um bom micrótomo (Lei tz , T imor) , de que havia muita falta, e, 

visto até agora existirem só, para a inclusão em parafina de 
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objectos microscópicos, es tafas muito primitivas, aquecidas a 

petróleo, comprou se uma estufa de funcionamento eléctrico o 

te rmoregulador automático e além disso uma autoclave. P o r 

fim uma balança de precisão, um aparelho «Kipp», um relógio 

conta-segundos, 7 gaiolas para cobaias e um grande número do 

f rascos , vidros, escalpelos, pinças e outros utensílios de labora-

tório, bem como matérias químicas que ainda fal tavam. 

III. Instalação fotográfica 

Também a instalação fotográfica, de igual interesse pa ra a 

investigação o para o ensino, pôde completar-se consideravel-

mente. Existia um bom aparelho de microfotografia (Busch, 

Ci tophot) , que apenas precisava do complemento de mais uma 

objectiva ( G l y p t a r 3 ,5 c m ) . 

Pa ra a macrofotograf ia e o fabi ico de diapositivos e cópias 

de figuras de l ivros compron-se o grande aparelho fotográfico 

«Bischotf» da casa Busch, com câmara de posição dupla, hori-

zontal e vertical, dispositivo de iluminação e todos os outros 

dispositivos auxiliares per tencentes a êste excelente aparelho. 

Como equipamento óptico escolhoram-se as objectivas Glyp ta r 

10,5cm e Macro GIyptar 21cm, de maneira que podemos abran-

ger agora fotogràf icamente por meio do Citophot e da câmara 

Bischoff todo o espaço entre a redução muito for te , passando 

pelo tamanho natural , até à ampliação mais for te que se pode 

obter com as objectivas microscópicas de imersão. Tenho pra-

zer em verificar que dispomos agora de aparelhagem fotográ-

fica que já não deixa nada a dese jar . Entende-se, sem mais, que 

esta apare lhagem está também de bom grado à disposição de 

outros laboratór ios da nossa Universidade. 

P a r a positivos adquiriu-se um excolente aparelho do amplia-

ção (Muller und Wetzig , Fam vi) , com focagem automática, 

que permite obter de negativos 6 x 9 c i n e menores, com grande 

facilidade e exactidão, ampliações até 3 6 X 5 4 c m . De aquisições 

fotográficas mais pequenas desejava mencionar a dum fotómetro 

«Sixtus» e de duas lâmpadas «Nitraphot» com reflectores. As 

numerosas aquisições para revelação, retoque, montagem de 

diapositivos etc. não precisam de ser enumeradas em pormenor . 
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IV. Biblioteca 

O equipamento absolutamente insuficiente da biblioteca repre-

sentava sem dúvida a falta mais poderosa que se opunha à 

investigação f rut í fera , e a mais difícil de superar . Fa l tavam 

quási completamente as mais importantes revistas científicas (ou 

existiam só em séries incompletas), fal tava uma suficiente colec-

ção de separatas , fal tavam até os mais importantes compêndios 

ou monografias científicas. Já os anter iores chefes do Museu e 

Labora tó r io Zoológico e os seus colaboradores tinham reconhe-

cido êste lamentável estado de coisas e haviam tentado corrigi lo 

dontro dos limites restr i tos do orçamento. E isto em dois sen-

tidos. Compraram-se ou assinaram se em primeiro lugar com-

pêndios (por exemplo o «Hundbuch der Zoologie», a «Faune de 

France» , os «Grenera Insectorum»), iniciou-se em segundo lugar 

um largo serviço de troca com sociedades científicas, Museus o 

grémios es t rangeiros , com o resul tado de que a nossa biblioteca 

recebe actualmente cerca de 400 revistas e out ras publicações. 

O principal méri to no aperfeiçoamento deste serviço de trocas, 

iniciado em 1924, cabo ao Sr . Dr . A. F. de Seabra . Mas como 

imodiatamente vê qualquer especialista, trata-se, na maioria dês-

tes jornais , de publicações que não podom sor consideradas rigo-

rosamente científicas ou nas quais se não reflecte, pelo monos, 

o trabalho de investigação do nosso tempo. 

Pa ra de certa maneira preencher as fal tas existentes, nos 

limites das possibilidades actuais, atribuiu-se da quantia total 

disponível pa ra a nova instalação do laboratór io nada menos do 

que um quar to , a saber a quantia de 43.059->85, para a biblioteca. 

Também aqui pus mais uma vez as exigências do ensino em pri-

meiro lugar , empregando quási metade da quantia citada na com-

pra de compêndios, monografias e separa tas de valor especial. 

Não se tomaram em consideração exclusivamente livros que 

se referem à Zoologia g e r a l ; esforcei-me, pelo contrário, por 

tomar em consideração todos os ramos da Zoologia, também 

aqueles que actualmente podem não ser designados como em 

moda. Adquiriu-se sobretudo um número notável de ostudos 

sôbre a sistemática e a distribuição geográfica dos Inver tebra-

dos, que pareciam indispensáveis para o t rabalho científico do 

Museu. 
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Aumentar também o número do revistas de ca rác t n r r igoro-

samente cientifico, isto ó de revistas independentes e não publi-

cadas por Musous, Sociedades etc., até ao grau desejável o 

necessário, adquirir sobretudo séries completas de revistas que 

se publicam já desde há muitos d e c é n i o s — c l a r o que isto não 

era possível com os meios à minha disposição. Neste campo só 

pouco a pouco se poderá alcançar resul tado satisfatório, e só 

com a larga ajuda do Ministério da Educação Nacional ou do 

Inst i tuto pa ra a Alta Cul tura . Tomei por consequência como 

objectivo complementar em primeiro lugar aquelas revistas de 

importância que existiam já na nossa biblioteca em colecções 

t runcadas . Pa ra êste fim gastou-se a verba parcial relativa-

mente elevada de 10.5005 pouco mais ou menos. Renunciei, 

porém, por princípio, à substituição de revistas já oxistentes em 

assinatura por out ras que me interessariam talvez mais. Pois 

que nada me parece mais prejudicial a uma biblioteca do que 

submeter a escolha do revistas às inclinações e interesses variá-

veis dos sucessivos directores. P o r consequência, o número das 

revistas cuja assinatura se podia iniciar, ao lado das já existen-

tes, tornou-se pequeno : t rata-se de 5 revistas que me pareciam 

as mais desejáveis, aumentando assim o número total do revistas 

em assinatura de 10 pa ra 15. 

V. Aquisições várias 

De aquisições que se não podem rubr icar nos capítulos ante-

r iores desejo enumerar as seguintes : 

a) A q u á r i o s . — A qualquer laboratór io zoológico per tence 

pròpr iamente um aquário, instalado em aposentos especiais, 

visto um tal aquário ser indispensável pa ra determinadas inves-

tigações fisiológicas e possibilitar além disso aos estudantes a 

observação de animais vivos, tão impressionante e valiosa. 

P a r a satisfazer a êste objectivo, pelo monos em parte, insta-

lou se uma série de aquários, colocados nos quar tos do t rabalho 

do laboratór io. As despesas foram pequenas, pois já existia 

um certo número de aquários velhos que apenas precisavam de 

consêrto. Pa ra os aquários marinhos comprou-se um aparelho 

oléctrico de compressão de ar, sistema «Elu», e um filtro de 
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carvão. Ês tes dois dispositivos deram o melhor resultado : 

temos animais marinhos que vivem já há um ano nestes aquá-

rios e que até se reproduziram neles. Tenho a intenção de 

colocar alguns aquários, dotados sobretudo de animais da costa 

por tuguesa , também no Museu, para prazer e ensinamento dos 

seus numerosos visitantes. 

b) E x c u r s õ e s . — Pa ra as excursões à costa e às se r ras do 

p a í s — p u d e levar a efeito 13 excursões mais la rgas — ar ran ja -

ram-se as necessárias caixas, latas e f rascos de t ranspor te , uma 

rede de plancton e um bom alt ímetro. 

VI. Melhoramentos do edifício 

Pela Direcção Geral dos Edifícios e Monumentos Nacionais 

realizaram-se nestes dois anos os melhoramentos seguintes : 

1) Receberam iluminação eléctrica a sala de aulas, a biblio-

teca, mais dois quar tos do Labora tó r io e tôdas as divisões do 

Museu. Em outros dois gabinetes de trabalho instalou-se água 

cor ren te . 

2) Na sala de aulas substituiu-se o quadro de pedra insufi-

ciente por t rês grandes pedras móveis, que deixam ver, puxadas 

para baixo, uma superfície de pro jecção . 

3) Efectuou-se em vários gabinetes a instalação necessária 

para a ligação dos novos aparelhos, sobretudo para os apare lhos 

de projecção na sala de aulas. 

VII. Objectivos ainda não alcançados 

Lancemos primeiro um olhar ao que se pôde alcançar. 

Ju lgo poder af i rmar que o Labora tór io Zoológico possui hoje 

uma instalação que corresponde a tôdas as exigências do ensino 

moderno e que permite realizar, dentro de certos limites, tam-

bém investigações f ru t í feras . Estou igualmente persuadido de 

que o orçamento do Museu e Labora tór io , sobretudo se fôr 

aumentado segundo a minha proposta para o ano económico 

de 1940, garan te um bom funcionamento e florescimento do 

Labora tó r io . P o r isto me sinto muito obrigado a Sua Excelên-
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cia o Senhor Ministro da Educação Nacional o ao Senhor Direc-

tor Geral do Ensino Superior , que l iberalmente concederam as 

verbas necessárias. Emquan to o orçamento (despesas com o 

mater ia l ) importava no ano de 1936 em 53.480á00, temos para 

o ano de 1939 um orçamento de 105.980?>00. 

Contudo, é evidente que existe ainda uma série de objectivos 

maiores ou menores a alcançar. O mais urgente, em minha opi-

nião, é o seguinte : 

1) Começando com as exigências de construção, seria muito 

urgente, em primeiro lugar , o conserto ou renovação do telhado 

de algumas divisões do laboratór io . Tenciono instalar numa dos-

tas divisões o laboratór io fotográfico, reunindo nela todos os 

novos aparelhos para micro- e macrofotograf ia e pa ra amplia-

ção. Não posso real izar êste projecto , visto nesta e nas out ras 

divisões citadas a água das chuvas cor re r pelas paredes abaixo 

ou, gotejando do tecto, fo rmar grandes charcos no soalho. I s to 

parece-me ser um estado efectivamente indigno dum laboratór io 

científico. E claro que em tais condições os valiosos aparelhos 

se es t ragar iam dentro de poucos meses . 

Seria desejável além disso instalar na sala de aulas um dis-

positivo para escurecimento de funcionamento eléctrico. Sem 

um tal dispositivo vemo-nos forçados a fechar e abr i r continua-

mente as janelas , o que é incómodo para o ensino, ou a fazer 

tôda a aula de janelas fechadas e com luz artificial. Igual dis-

positivo seria conveniente também para a sala de aulas prát icas . 

Precisa-se além disso de instalação de água corrente naque-

les gabinetes de t rabalho onde ainda a não há . Agua corrente 

não representa neste caso comodidade ou luxo, mas grande 

necessidade para determinados t raba lhos científicos. 

Muito agradecido ficaria a V. E x . a se se dignasse a judar-me 

nas minhas aspirações, enviando à repar t ição competente um 

requerimento quanto às necessidades do edifício, sobretudo 

quanto à renovação o mais rápida possível do telhado. 

2) Agora as necessidades de equipamento do laboratór io . 

Aqui é sobretudo desejável o segu in te : 

a) Aumento do número de microscópios. Es tado ac tua l : 

28 lugares de trabalho, 20 microscópios utilizáveis. Fa l tam 

pois 8 microscópios para o pleno aprovei tamento da sala. Os 

meios do orçamento ordinário permit i rão a compra de 1-2 micros-

cópios po r ano. 
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b) Um aparelho de projecção para a sala de aulas prát icas . 

Torna-se preciso só depois da instalação do dispositivo de escure-

cimento na respectiva sala. A vantagem de projecções pa ra as 

aulas prát icas é incontestável : o professor pode explicar tudo o 

que se observa na respectiva p reparação microscópica antes de 

o estudante a examinar e desenhar . 

c) Uma câmara de filmar, para filmes de 16 mm. O filme 

torna se cada vez mais est imado e valioso para a investigação 

zoológica, sobretudo no campo da fisiologia dos sentidos e da 

psicologia animal. Além disso, a posse duma tal câmara torna-

ria muito menos dispendiosa a organização duma colecção de 

filmes para o ensino. Es t e desejo só será realizável por meio 

dum subsídio ext raordinár io . 

d) Aperfeiçoamento da aparelhagem fisiológica. Tra ta-se de 

apare lhos mais pequenos, adquirlveis pelos meios do orçamento 

ordinár io . 

e) Alargamento da biblioteca. Uma solução ideal não pode 

atingir-se só com as própr ias fôrças dum laboratór io isolado. 

O que se pode alcançar é o seguin te : 

Tomando como base a verba actual para «aquisições de uti-

lização permanente» (36.900&00) e atendendo ao facto de a ins-

talação nova do laboratór io es ta r agora essencialmente pronta , 

pode o quinhão do leão da verba citada, digamos 24.000$00, 

ser atribuído à biblioteca. Desta quantia cabem actualmente 

cerca de 10.000^00 às revistas e compêndios de assinatura, 

4.000í>00 são reservados à compra de livros e separatas , de 

maneira que ficam disponíveis pa ra outros fins ÍO.OOOíiOO. Es t a 

quantia empregar-se-ia nos primeiros anos pa ra completar as 

revistas já existentes em colecções t runcadas até fechar as últi-

mas lacunas, a par t i r dum ano determinado, digamos o ano 

de 1900. Serão precisos pa ra êste f im 80.000^00 pouco mais 

ou menos. Chega-se pois ao fim dentro de dez anos. A par t i r 

de então os citados 10.000:500 podem ser utilizados para a assi-

natura de mais revistas. Calculo que o número das revistas 

assinadas poderá ser assim aumentado de 15 pa ra 25. 

Assim ficariam abrangidas, não todas as revistas de carác ter 

predominantemente zoológico, mas em todo o caso as mais impor-

tantes . Se o orçamento para o ano 1940 fôr aumentado de 

20.000^00, segundo a minha propos ta , então o preenchimento 

destas lacunas será alcançado já dentro de três anos e o número 
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do novas assinaturas poderá elevar-se consideràvelmento, ou 

poderá utilizar-se uma par te maior da verba para a compra de 

l ivros e separatas , ou para o apetrechamento aperfeiçoado do 

Labora tó r io e Museu. 

3) P o r fim um só desejo relativo ao pessoal do museu e 

laboratór io , mas desejo êste que tenho de designar como muito 

urgente . A minha chegada a Coimbra o Labora tó r io Zoológico 

tinha um assistente jovem na pessoa do D r . A. Xavie r da Cunha. 

Visto o D r . Xavie r da Cunha ter ascendido ent re tanto a profes-

sor auxiliar e visto o lugar assim livre ter sido ocupado por um 

Assistente de Antropologia , ficou o Museu e Labora tó r io Zooló-

gico sem qualquer auxiliar de quem possa espera r e exigir ser-

viços como cabem a um assistente jovem. Es ta falta foi em pa r t e 

resolvida pela circunstância feliz de o D r . Hell ing te r pôsto à 

disposição do laboratór io todo o seu tempo livre e tôda a sua 

boa vontade de t rabalho, e is to durante os pr imeiros dois anos 

sem qualquer grat if icação. O Ins t i tu to pa ra a Alta Cultura pos-

sibilitou-lhe, a seguir, a continuação do seu estágio em Por tuga l 

e com isto a dos seus t rabalhos, tanto de organização como cien-

tíficos, por mais um ano, concedendo-lhe um subsídio de inves-

t igação. Conseguiu-se obter um tal estipêndio também para os 

últimos cinco meses do ano cor ren te . Mas o Inst i tu to para a 

Alta Cultura fez notar nesta al tura, e, parece-me, com tôda a 

just iça, que não era das suas atribuições mas sim das da Uni-

versidade de Coimbra, cuidar da gratif icação de um auxiliar, 

quando falte a um laboratór io da Universidade. Já não podendo 

contar , po r consequência, com o auxílio do Ins t i tu to pa ra a 

Al ta Cul tura , peço a V. E x . a se digne dedicar o seu melhor 

interesse a êste assunto, requerendo da repart ição competente a 

verba necessária para a gratificação dum assistente do Museu e 

Labora tó r io Zoológico para o ano económico de 1940. É evi-

dente que um labora tór io que se encontra em reorganização 

não pode dispensar a a juda de um assistente jovem. Abstraindo 

mesmo da sua falta para a p reparação das aulas teóricas e das 

projecções, queria mencionar só a colecção das preparações 

microscópicas que carece dum aumento notável quanto à Ana-

tomia comparada dos Ver tebrados — trata-se de 1000 prepa-

rações pouco mais ou monos —, a colecção das p reparações 

anatómicas só agora iniciada e a dos diapositivos. Acaba de 

surgir mais uma tarefa, penosa e morosa, mas que não pode 
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prote lar s e : a organização dum ca tá logo gera l da biblioteca, 

abrangendo livros, revistas e folhetos . Não chega pa ra este fim 

um empregado que saiba preencher as fichas, precisam-se tam-

bém auxiliares com os convenientes conhecimentos científicos. 

Acresce também a circunstância de o infatigável auxiliar de 

natural is ta do Museu, S r . Rogério Nogueira de Carvalho, que, 

graças ao seu conhecimento íntimo da nossa biblioteca e ao real 

interesse que o liga desde há 35 anos ao destino do nosso Ins-

tituto, nos poderia ser neste caso do maior valor , se encontrar 

ocupado temporàr iamente nos Serviços de Contabilidade da 

Universidade. 

P o r fim, desejaria exprimir a V. E x . a e a todos os meus 

colaboradores que me a judaram nestes três anos, os meus mais 

sinceros agradecimentos, esperando que me concedam também 

no fu tu ro o seu valioso auxílio, de maneira que ao acabar a 

minha actividade em Coimbra se possa d i ze r : fez-se bom traba-

lho e não se deitou o dinheiro pela j ane la . E êste o meu objec-

tivo único. 

Coimbra, Museu e Laboratório Zoológ-ico 
da Universidade de Coimbra, 
em 25 de Novembro de 1939. 



Contribuição para o estudo da teoria das funções 
( C O N T I N U A Ç Ã O ) 

CAPITULO YIII 
C O N C E I T O D E F U N Ç Ã O 

I 

T E O R E M A S G E R A I S 

84. Vizinhança dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-

dos entre si. Damos o nome de vizinhança de B relativamente a A , 

definida por um número j)ositivo i, ao conjunto U dos elementos U 

de A tais que seja U B < s . Cada elemento de U é um elemento de A 

que se caracteriza por lhe cor responder um elemento de [B] cuja 

distância ao primeiro não excede o número £ [v . iv, p. 89, l. 24]. 

O conjunto U é a soma dos produtos de A pelos esferóides de 

centros nos diversos elementos de [Bj e do raios iguais a e. 

Verifica-se evidentemente a relação U B < s . A vizinhança U 

ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo 

desvio a B não excede o número £. 

Em part icular , vizinhança dum elemento b de [A] relativa-

mente a A, definida pelo número positivo s, é o produto de A 

pelo esferóide de centro b e raio £. 

Entendemos por vizinhança dum conjunto S definida por um 

número positivo £, sem mais indicação, a vizinhança de B rela-

t ivamente ao espaçóide de que t ra tamos e definida por £, ou 

seja a soma dos esferóides de centros nos elementos de [B] e 

de raios iguais a e. 

Qualquer vizinhança de B em relação a A é um conjunto limi-

tado quando B é limitado [v. iv, p. 95, l. 29], e é um conjunto 

fechado, totalmente ou não, ao mesmo tempo que o conjunto A. 

São manifestamente as mesmas as vizinhanças relat ivas a A 
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de conjuntos jux tapos tos a B quando definidas por um mesmo 

número s [u. iv, p. 89, l. 1]. * 

Dada uma vizinhança U de B em relação a K, os termos de 

qualquer sucessão de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-

ticular) 

(1) Xi, X2 ,Xi, ... 

para a qual seja Iim X/ B = 0 pertencem a U a partir da ordem em 

que temos X, B < U B . Quando B é limitado, os termos da sucessão 

precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto 

limitado. 

Concluímos também que, se o limite integral duma sucessão 

de subconjuntos de A , de soma limitada, pertence a [B], os termos 

da mesma sucessão pertencem a U a partir de certa ordem \y. iv, 

p. 123, l. 17]. 

ft Il e Il' são as vizinhanças de B em relação a A definidas 

respectivamente pelos números ses' (s<s'), o conjunto U' contém 

a vizinhança de U em relação a A definida pelo número s' — s. 

Na verdade, se U é um elemento desta vizinhança de U , temos 

U U <£ ' — £, e, como UB< e , vem líB<uU + UB<s' [v. iv, 

J T 9 9 , (6)]. 

Seja U a vizinhança de B em relação a A definida pelo 

número s. A vizinhança (V), definida pelo mesmo número s, do 

conjunto dos subconjuntos limitados de B em relação ao conjunto 

dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (U ) dos subconjun-

tos limitados U de U. Com efeito, da relação U B < e conclui-se 

que a um subconjunto U' de U cor responde sempre um sub-

conjunto B' de TB] tal que U 1B 7 ^ s [ f . iv, p. 110, l. 24] e por 

isso U' per tence à vizinhança (V) [?;. v, p. 136, l. 35]. Mas a 

cada conjunto V de (V) corresponde um subconjunto B' de ÍB] tal 

que V B ' < e , sendo pois V B = V [B] < V B < s , donde V B < s , razão 

porque V é um subconjunto de U . Dá-se pois a coincidên-

cia (U') I (V). 

Consideremos o caso part icular de B ser um subconjunto 

de [A]. A vizinhança U de B relat ivamente a A, definida pelo 

número positivo s, é tal que U B < £ , pois temos agora BU = O. 

A vizinhança U pode então definir-se como sendo o maior sub-

conjunto de A que satisfaz àquela condição. 
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Neste caso os conjuntos U e B ou são ambos limitados ou 

ambos ilimitados [v. iv, p. 102, L 10]. 

Quando é B < A], converge para B qualquer sucessão de vizi-

nhanças deste conjunto relativas a Ae definidas por números 

positivos que tendam, para zero. 

Seja § a desconexão do conjunto B . Quando é B < [A], a vizi-

nhança U de B relativa a Ae definida por s tem uma desconexão 

que não excede o maior dos números d e s. Com efeito, os con-

jun tos U B e U são nesse caso juxtapos tos entre si, tendo po r 

isso a mesma desconexão [». vi, p. 318, l. 5], e é evidente que 

a do primeiro não excede o maior dos números d o e . Em par-

ticular, quando B é conexo, a desconexão de U não excede =.. 

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular). 

Seja C um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 

pertençam a um contínuo limitado contido em C . Suponhamos 

que existe o produto [A] X G e que o conjunto C não é um sub-

conjunto de [AJ . Cada vizinhança V de A relativa a C contém 

um continuo ligado a A mas não contido neste conjunto. 

Tomemos dois elementos x e x de C, sendo o primeiro um 

elemento de [Aj e o segundo es t ranho a êste conjunto. Seja K 

um contínuo limitado contido em C a que pertençam os elemen-

tos X e X. Unamos estes elementos por uma sucessão de ele-

mentos de K, em número finito, tais que as distâncias entre 

cada um e o seguinte sejam inferiores ao número . Desi-

gnemos p o r X; o conjunto dos elementos desta sucessão conti-

dos na vizinhança considerada V mas que sejam consecutivos a 

par t i r de x . Ponhamos i = 1 , 2 , . . . e designemos por X um 

limite fechado, contido em K, da sucessão 

X1, X2, . . . , h , . . . 

O conjunto X é um contínuo [v. p. 319, l. 3]. Ês t e con-

tínuo, manifestamente ligado a A , per tence a V; contém o ele-

mento X e alguns elementos de K distintos dos de ;A] . 

Seja C um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 

pertençam a um contínuo limitado contido em C. Consideremos 

uma colecção constituída por alguns desses contínuos. Suponha-
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mos que um contínuo limitado qualquer contido em C que sejux-

taponha a uma soma de contínuos da colecção pertence à mesma 

colecção (1). Admitamos também que um qualquer dos contínuos 

da colecção determina uma vizinhança V em relação a C tal que os 

contínuos contidos em V ainda pertencem à mesma colecção. Nes-

tas condições a soma dos contínuos da colecção ê o conjunto C-

Demonstremos que um elemento qualquer c de C pertence 

a um dos contínuos da colecção a que se refere o enunciado. 

Seja Ki um destes contínuos. Se nenhum elemento de Ki se 

jux tapõe a C (no caso afirmativo o elemento C pertenceria ao 

contínuo C -f- Ki da colecção), unamos C a um elemento de Ki 

por meio dum contínuo limitado K contido em C . Efec tuemos 

a soma de todos os contínuos da colecção contidos em Ki+K 
mas que admitam Ki por subconjunto. Ta l soma, por ser um 

conjunto conexo, admite por lugar um contínuo. Ês te jux ta -

põe-se elemento a elemento a um contínuo K' contido em Ki f K 

e que contém aquela soma. P o r hipótese K' ó um contínuo da 

co lecção; é o maior contido em Ki-f K e que contém Ki-

Terminamos a demonstração provando que é K I > K, e que 

por conseguinte o elemento C pertence ao contínuo K da colec-

ção. Consideremos pa ra isso uma vizinhança V de K' relativa 

a K tal que os contínuos nela contidos pertençam à colecção. 

Se o contínuo K não fôsse um subconjunto de K'. a vizinhança V 
conteria um contínuo K ligado a K' mas não contido neste con-

jun to (como resul tar ia da proposição precedente pondo nela 

A i K e C I K). Exist ir ia pois um contínao K + K" da colecção 

contido em Ki + K e maior do que K'. 

85. Demonstração dum lema. — Consideremos uma sucessão 

de conjuntos 

(2 ) A 1 , A 2 , • . , A1 , • . • , 

um conjunto limitado B ( 2 ) , uma família de conjuntos F e um 

número não negativo a. Representemos em geral por 

(3) X, , Xs. . . . , X u , . . . 

(1) Resulta desta condição que uma soma dum número finito de contínuos da 
colecção ligados entre si é ainda um contínuo da colecção. 

(2) Dispensa-se a hipótese da Iimitabilidade de B quando a soma dos con-
juntos (2) e limitada. 
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qualquer sucessão de elementos extraída duma subsucessão da (2) (1), 
mas que seja limitada e cujo derivado (2) seja um subconjunto 

de [B] de diâmetro não superior a «. Suponhamos que existe uma 

ordem para cada sucessão (3) a partir da qual os seus elementos 

pertençam a um dos conjuntos F. 

E possível determinar uma vizinhança U de B , um número (3 

superior a x e uma ordem i tais que: elementos de U em número 

finito, que determinem um diâmetro inferior a (3 (3), extraídos de 

tei~mos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, perten-

çam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 

determinar uma vizinhança U1 de B , um número (3' superior a a e 

uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de diâmetro infe-

rior a (3', contido na soma Ai + Ar + i + • • • , pertença sempre a 

um dos conjuntos da família. 

Admitamos, com efeito, que não é possível determinar ama 

vizinhança de B , um número superior a a e uma ordem que 

verifiquem a primeira par te do enunciado. Exis te em tal caso 

uma sucessão 

(4) Xi, X2, . • , X1, • . . 

de conjuntos que fazem ZmX jB = 0, cujos diâmetros têm um 

limite máximo não superior a a, sendo cada um Xi- constituído 

por elementos em número finito, não contidos num mesmo con-

jun to F, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens 

crescentes com i ^4). 

A sucessão (4) é limitada [p. 103, l. 8 ] ; seja 

(5) Xri Xj, . . . , X t t, . . . 

uma das suas subsucessões convergentes [v. ív, p. 140, l. 10], 

e representemos por X o respectivo limite totalmente fechado. 

Mas X é um subconjunto de [Bj, porque temos IimXu B
r =O 

(1) Recordem-se as definições dadas no v. ív, p. 112, n. 33. 
(2) Chamamos derivado duma sucessão de elementos ao respectivo limite inte-

gral, isto é, ao conjunto dos seus elementos limites [e. iv, p. 17, n. 6]. 
(3) É claro que nos referimos ao diâmetro do conjunto desses elementos. 
(4) Isto é, tôlas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram 

origem ao conjunto X ^ 1 . 
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\y. v, p. 296, l. 12], e o seu diâmetro não excede a [v. v, p. 134, 

l. 17]. Logo a sucessão que resulta de numerarmos conve-

nientemente a totalidade dos elementos dos te rmos da suces-

são (5), além de ser limitada e extraída duma subsucessão 

da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo diâme-

tro não excede x, e no entanto não há ordem alguma a par t i r 

da qual os seus elementos per tençam a um mesmo conjunto da 

família. 

Semelhantemente reconhecemos que, se não ó possível deter-

minar uma vizinhança de B , um número super ior a a e uma 

ordem que satisfaçam à segunda pa r t e do lema, existe uma 

sucessão de conjuntos de soma limitada 

(6) x ; , x ; , . . . , x „ , . . . 

que tende para um subconjunto X' de [B] de diâmetro não supe-

r ior a x, sendo cada um Xm um subconjunto duma soma de 

termos da sucessão (2) nos quais a ordem mínima cresce com w, 

e não pertencendo cada um deles a nenhum dos conjuntos F. 

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma 

sucessão de elementos 

I i 
(0 xr,, xs,, • • •, xM., . • • 

extraída duma subsucessão da (6) mas de maneira que tais ele-

mentos não pertençam aos conjuntos F cujas ordens são dadas 

respect ivamente pelos números 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, .. . (1) 

elementos esses que sejam extraídos de termos da sucessão (2) 

de ordens sucessivamente crescentes . 

A sucessão (7) assim extraída duma subsucessão da (2) é 

limitada, o seu derivado (contido em X') é um subconjunto 

de [B] do diâmetro não superior a x, mas não existe uma ordem 

a par t i r da qual todos os seus elementos per tençam a um mesmo 

conjunto da família. 

(1) Quando os conjuntos F são em número finito n, suprimimos nesta suces-

são os números superiores a n. 
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Observações. — i) A família dos conjuntos F pode ser consti-

tuída, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas 

sucessões (3) tomadas a partir de certas ordens. 

n) Se a partir de certa ordem para cada sucessão (3), quais-

quer dos seus elementos em número finito [JU apenas em número k, 

para um determinado k], e não necessariamente todos, pertencem 

a um dos conjuntos F, é possível deterninar uma vizinhança U de B . 

um número (3 superior a a. e uma ordem i tais que: elementos de U 

em número finito [ou apenas em número lc\, que determinem um 

diâmetro inferior a (3, extraídos de termos distintos da sucessão (2) 
de ordens superiores a i pertençam sempre a um dos conjuntos da 

família. Efect ivamente, considerando a família dos conjuntos F 

dos elementos de cada sucessão (3) a par t i r da ordem em que 

se dá a propr iedade expressa neste enunciado, diz a pr imeira 

pa r t e do lema, aplicada à nova família de conjuntos F', que é 

possível determinar uma vizinhança U de B , um número (3 supe-

r ior a a e uma ordem i tais que : elementos de U em número 

finito [ou apenas em número k], que determinem um diâmetro 

inferior a [3, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de 

ordens super iores a i per tençam sempre a um dos conjuntos F , 

e p o r isso a um dos conjuntos F. 

III) Quando a soma dos termos da sucessão (2) è limitada e 

quando o limite integral pertence a [B], podemos simplificar o enun-

ciado do lema, pois não é necessário nele aludir às vizinhanças U 

e U'. Em tal caso, com efeito, existem ordens a par t i r das quais 

os termos da sucessão (2) pertencem àquelas vizinhanças dt B 

[p. 103, l. 11]. 

iv) Quando o produto de [B] pelo limite integral da suces-

são (2) pertence ao limite comum da mesma (1), basta fazer figu-

rar no enunciado do lema sucessões de elementos extraídas da 

sucessão (2) em vez de sucessões (3) extraídas das diversas sub-

sucessões da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das 

sucessões (3). Um elemento do seu derivado ó agora limite 

duma sucessão de elementos 

/ / ' 

(') 0 que sucede em particular quando a sucessão é convergente ou quando 
B pertence ao limite comum. 
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extraída da (2). Subst i tuamos nesta sucessão os elementos de 

ordens r , s , . . . respectivamente por Xr, Xs,. • . . A nova suces-

são assim extraída da (2), que representamos po r 

ó l imitada, e o seu derivado (o mesmo que o da (3)) tem o diâ-

met ro não super ior a a . Logo , se existe, como estamos a supor , 

uma ordem a par t i r da qual os termos da sucessão (8) per ten-

çam a um dos conjuntos F, o mesmo podemos dizer relativamento 

à sucessão (3) donde par t imos . 

v) E duma grande general idade o lema de que nos temos 

ocupado. O b t ê m - s e casos part iculares sucessivos, que mais 

directamente intervêm em certas proposições, introduzindo uma 

ou mais das simplificações seguintes: a = 0; x igual ao diâmetro 

de B ; A = I ; existência de Um A8 I i A; B < [ A j ; Aj A ( t = 1 , 2 , . . . ) ; 
A ; P (espaçóide de que t r a tamos) ; família constituída por um só 

con jun to ; conjunto B reduzido a um só e lemento; etc. 

No caso de a = 0, as sucessões de elementos (3) são as que, 

sendo extraídas das diversas subsucessões da (2), convergem 

para elementos de [Bj . No caso de a igual ao diâmetro de B , 
as sucessões (3) são as extraídas das subsucessões da (2) e tais 

que seja Iim Xu B = O. 
Eis alguns dêsses casos par t iculares , todos relativos à hipó 

tese X = O: 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 

soma limitada e uma família de conjuntos F. Se os elementos de 

qualquer sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a par-

tir de certa ordem a um dos conjuntos F, è possível determinar 

um número positivo e e uma ordem i tais que: elementos em 

número finito, que determinem um diâmetro inferior a e, extraí-

dos de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, 

pertençam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se além disso a família dos conjuntos F é finita ou numerá-

vel, podemos determinar um número positivo s e uma ordem i' 

tais que um conjunto de diâmetro inferior a i contido na soma 

A j / + A j ' - ) - i + • • , pertença sempre a um dos conjuntos da família. 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um subconjunto B 
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F. 
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Se, qualquer que seja a sucessão de elementos que tenda para um 

elemento de B , extraída da sucessão (2). êsses elementos perten-

cem a F a partir de certa ordem, é possível determinar uma 

ordem i e uma vizinhança U de B tais que o produto de U pela 

soma Ai- + A; + i + • • • pertença a F. 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 

soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer 

sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a partir de 

certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessão (2) pertencem 

a F a partir de certa ordem. 

Consideremos dois conjuntos AeB ligados entre si, sendo êste 

fechado e um deles limitado. Consideremos ainda uma família de 

conjuntos F e um número inteiro positivo k. Se, qualquer que 

seja a sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 

de B , quaisquer Ie desses elementos pertencem, a partir de certa 

ordem, a um dos conjuntos F ( 1 ) , é possível determinar um número 

positivo í e uma vizinhança U de B relativa a A tais que um con-

junto de Ic elementos de U , de diâmetro inferior a s, pertença 

sempre a um dos conjuntos F ( 2 J . 

Se os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 

para um de B pertencem a um dos conjuntos F a partir de certa 

ordem e se a família destes conjuntos é finita ou numerável, pode-

mos determinar um número positivo e' e uma vizinhança U' de B 
relativa a A tais que um subconjunto de U' de diâmetro inferior 

a s pertença sempre a um dos conjuntos F ( 3 ) . 

(•) Esta condição exige que o produto A X B 1 quando existe, seja coberto 
pelos conjuntos F. 

(2) Não é necessário aludir ao número = quando B se reduz a um só elemento. 
(3) Também não é necessário aludir a -J quando B se reduz a um único ele-

mento. Se ainda neste caso A se converte no espaçóide de que tratamos, vem a 
proposição : 

Dados um elemento b e uma família finita ou numerável de conjuntos F, 
se os elementos de qualquer sucessão que tenda para b pertencem a um dos con-
juntos F a partir de certa ordem, existe um esferóide de centro b contido num 
desses conjuntos. 

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma 
infinidade não numerável de conjuntos F, afirmação esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. É fácil citar exemplos neste sentido. 
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A cada sucessão convergente de elementos dum dado conjunto 

limitado A façamos corresponder o conjunto F dos elementos da 

mesma sucessão tomados a partir de certa ordem. Existe um 

número positivo s tal que: elementos quaisquer de A , em número 

finito, de distâncias dois a dois inferiores a s pertencem a um dos 

conjuntos F. 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 

um dêles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos 

de cada sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 

de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma vizi-

nhança de B relativa a A contida em F. 

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suces-

são de elementos de A que tenda para b façamos corresponder o con-

junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem. 

Existe uma vizinhança U de b relativa a A tal que: elementos quais-

quer de U, em número finito, pertencem a um dos conjuntos F. 

Consideremos um conjunto qualquer A e um subconjunto B 

de [A] limitado e fechado. Associemos a cada elemento de B uma 

vizinhança deste elemento relativa a A . Existem uma vizinhança 

U de B relativa a A e um número positivo e tais que um subcon-

junto qualquer de U de diâmetro inferior a e pertence a uma des-

sas vizinhanças. 

Cada elemento de B é, com efeito, centro dum esferóide cujo 

p roduto por A constitui a vizinhança dêsse elemento. Mas como 

o conjnnto B é coberto interiormente com uma infinidade nume-

rável dos mesmos esferóides [lema de LindelõfJ, segue-se que 

os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 

para um elemento de B pertencem, a par t i r de certa ordem, a 

um dos esforóides dessa infinidade numerável . Exis tem pois 

uma vizinhança U de B relativa a A e um número positivo e tais 

que um subconjunto qualquer de U de diâmetro inferior a z 

per tence a um desses esferóides, e por tan to a uma das vizi-

nhanças consideradas (1). 

(') Também serve de justificação a mesma da proposição do v. VJ, p. 526, l. 10, 
convenientemente adaptada ao presente caso. 
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Logo o conjunto U decompõe-se num número finito de partes 

cada uma das quais pertence a uma das vizinhanças dadas, isto é. 

o conjunto U cobre se apenas com um número finito das mesmas 

vizinhanças. 

Quando o conjunto A coincido com o espaçóide que es tamos 

considerando vem o enunciado seguinte : 

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B 
um esferóide de centro no mesmo elemento. Existem uma vizi-

nhança U de B e um número positivo £ tais que um subconjunto 

qualquer de U de diâmetro inferior a z seja interior a um dêsses 

esferóides. 

A vizinhança U é pois coberta inter iormente apenas com um 

número finito dos esferóides considerados (1). 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto B e 

uma família de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessão 

de elementos extraída duma subsucessão da (2) e tal que se tenha 

Iim X11B = 0. Suponhamos que existe uma ordem para cada suces-

são (3) a partir da qual os seus elementos pertençam a um dos 

conjuntos F. 

E possível determinar uma vizinhança U de B e uma ordem i 

tais que: elementos quaisquer de U , em número finito, extraídos 

de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i per-

tençam a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 

determinar uma vizinhança U de B e uma ordem i' tais que o pro-

duto de U' pela soma Ac + Aj +i + • • • pertença a um dos conjun-

tos da família. 

Quando o conjunto B é limitado, esta proposição dednz-se 

do lema, introduzindo nêle a condição de z represen ta r o diâ-

metro de B- Mas a mesma proposição estende-se para o caso 

de B ser ilimitado, e por conseguinte de a. se to rna r infinito. 

A demonstração é mais simples quo a do lema, e dela se obtém 

suprimindo as passagens que resul tam das hipóteses das limita-

bilidades de B e do conjunto dos diâmetros dos der ivados das 

diversas sucessões (3). 

(') Esta proposição completa o lema de BOREL enunciado no v. vi, p. 528, l. 19. 
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Limitamo-nos a enunciar só dois casos pa r t i cu la res : 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si. A cada sucessão 

Xi, Xi, • • •, Xi, • • • de elementos de A para a qual seja Iimxl B = O 

façamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da 

mesma sucessão mas tomados a partir de certa ordem. Existe 

uma vizinhança U de B relativa a A tal que: elementos quaisquer 

de U em número finito pertencem a um dos conjuntos F. 

Sejam A l B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-

dos entre si. Se os termos de qualquer sucessão Xi, Xi, . . . ,Xi, . . . 

de elementos de A, tal que Iim Xi B = O, pertencem a F a partir de 

certa ordem, existe uma vizinhança de B relativa a A contida em F. 

Uma outra classe de proposições que se deduz ainda do 

mesmo lema é a que resulta de supormos que os elementos 

dos conjuntos A i , B e F nele f i g u r a d o s são subconjuntos limi-

tados de elementos dum dado espaçóide [v. ív, p. 134, n. 44]. 

São verdadeiras por exemplo as seguintes propos ições : 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto limi-

tado B e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que seja a 

sucessão de subconjuntos limitados dos termos correspondentes duma 

subsucessão da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [BJ , 
existe uma ordem a partir da qual esses conjuntos pertencem a 

um dos conjuntos F, é possível determinar uma vizinhança U de B, 

um número positivo e e uma ordem i tais que: subconjuntos quais-

quer de U, em número finito, de distâncias dois a dois inferiores 

a s, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens supe-

riores a i pertençam a um dos conjuntos da família \_p. 103, l. 21]. 

Consideremos uma sucessão convergente de conjuntos (2) de 

soma limitada e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que 

seja a sucessão de subconjuntos dos termos correspondentes da (2), 

que tenda para um elemento, cada um destes subconjuntos per-

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, é possível 

determinar um número positivo s e uma ordem i tais que um 

subconjunto de diâmetro inferior a i dum termo da sucessão de 

ordem superior a i pertença sempre a um dos conjuntos da 

família. 
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Consideremos uma infinidade de conjuntos A e um conjunto 

limitado B . A cada sucessão desses conjuntos A, de soma limi-

tada, que tenda para B ( 1 ) façamos corresponder urna ordem. 

Existe um número positivo e que satisfaz à seguinte condição: 

quaisquer dos conjuntos A , em número finito, cujas distâncias 

a B sejam inferiores a e são termos duma das referidas sucessões 

tomados a partir da correspondente ordem (2). 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 

um deles limitado. Consideremos uma família de conjuntos F. 

Se cada um dos termos de qualquer sucessão de subconjuntos 

de A de soma limitada, que tenda para um elemento de B , per-

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem uma 

vizinhança U de B relativa a Ae um número s tais que um sub-

conjunto de U de diâmetro inferior a e pertença sempre a um dos 

conjuntos da família. 

O lema de BOREL, há pouco demons t rado com o auxílio do 

de LINDELOF, apresenta-se também como uma aplicação directa 

da p ropos ição agora enunciada. Efect ivamente , se cada ele-

mento dum conjunto l imitado e fechado B ó cent ro dum esfe-

róide duma dada família, os t e rmos de qua lquer sucessão de 

con jun tos de soma limitada que tenda p a r a um elemento de B 
per tencem a um dêsses esferóides a pa r t i r de certa ordem 

[u. vr, p. 482, l. lõ ] , e p o r isso existem uma vizinhança U de B 
e um número posit ivo e tais que um subconjun to de U de diâme-

t ro infer ior a s per tença sempre a um dos mesmos esferóides . 

Pe r t ence pois a um dos esferóides da família, em par t i cu la r , 

qua lque r subconjun to de B do d iâmet ro infer ior a e. 

86. Definição de função. — Sejam P e Q dois espaçóides 

qua isquer , dist intos ou não. Dado um subconjunto A de P, 
façamos co r r e sponde r a cada um dos seus elementos x um e um 

só elemento Z de Q . A uma tal cor respondência dá-se o nome 

de função, e dizemos que z ó função de X no conjunto A. 

(') Supomos que existem tais sucessões. 

(2) B claro que a proposição generaliza-se para o caso de B ser ilimitado, 

mas devemos supor que as sucessões A1 , A2 , . . . A1-, . . . de conjuntos A que ten-

dam para B satisfazem à condição Iim A( B - (). 
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Pelo símbolo f(x), no qual a le tra f pode substituir-se por 

qualquer outra , convencionamos represen ta r então o elemento z 

correspondente a X, ou elemento da função f no elemento X. 

Podemos pois escrever Z | / ( X ) pa ra indicar que a variável z , 

ou variável dependente, é função de X, também chamada variá-

vel independente (1). 

Diremos que a função / (X) ó definida no conjunto A e em 

cada um dos seus elementos. 

A própr ia função faz cor responder a cada subconjunto X de 

A o conjunto Z dos elementos de f(x) nos diversos elementos 

do X . A função de conjuntos assim definida será representada 

por Z | / ( X ) (com a mesma l e t r a / ) . Em virtude desta notação, 

o conjunto dos elementos de / ( x ) em todos os elementos de A 
pode representar -se p o r / ( A ) ( 2 ) . 

A correspondência unívoca que estabelece a função Z | f (x) 

pode ser também biunívoca, isto é, recíproca, o que sucede 

quando cada elemento /(X) de f(A) corresponde a um só ele-

mento x de A . Em tal caso a função determinada por essa 

correspondência recíproca chama-se inversa da pr imeira . 

Seja çp(z) uma segunda função mas definida no conjunto f ( A ) . 

A função cp (f(X)), que faz corresponder a cada elemento X de A 
o elomento 9 (z) correspondente a z | /(X), damos o nome de 

função de função. A Z chama-se então variável intermédia. 

Dadas n funções 

fi (X), /2 (X), ...,/„ (X) 

(1) Recordemos que, relativamente às estruturas dos espaçóides P e Q , cada 
um deles pode considerar-se simples ou composto, ou constituído pelos subconjun-
tos limitados de certo espaçóide, e pode considerar-se mixto [v. iv, p. 136, n. 45]. 

A exposição que vamos desenvolver aplica-se em particular às funções que 
relacionam elementos de dois espaçóides numéricos [v. iv, p. 138, l. 3]; tais são as 
que põem em correspondência pontos de dois espaços ordinários, com o mesmo ou 
diferente número de dimensões, de coordenadas todas reais ou não, e as fun-
ções que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um desses espaços sub-
conjuntos limitados dum outro. 

(2) Quando fôr necessário supor que f (X) estabeleça correspondência entre 
elementos de dois espaçóides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também são limita-
dos [v. v, p. 141, l. 13]. 
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definidas nnm mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a 

função 

(9) ( f l (x) , /2 (X) , . . . , / „ (X)), 

ainda definida no con jun to A, e que faz co r r e sponde r a cada 

elemento X de A o elemento compos to r ep resen tado em (9) 

[•v. ív, p. 28, n. 11]. Dizemos que tal função é composta, e 

as funções dadas chamam-se então componentes (1). 

Se uma função 9 (Zi, Z2, • • •, Z„) é definida no conjunto dos 

elementos da função (9), a função 

? ( f i ( X ) , f 2 ( X ) , . . . , / „ ( X ) ) , 

definida em A e denominada ord inar iamente função compos ta , 

se rá considerada como função de função, sendo a r ep resen tada 

em (9) a i n t e rméd ia ; é uma função do elemento compos to 

(Zi, Z2, • • - , Zn) qne p o r sua vez é função de X em A. 

Di remos que duas funções f (x ) e j (x), definidas respect iva-

mente nos con jun tos A e A1, são juxtapostas en t re si quando 

fo rem j u x t a p o s t o s os con jun tos dos e lementos de segunda 

ordem (x , f ( x j ) e ( x , j ( x ) ) co r responden tes aos diversos ele-

mentos X de A e de A' respect ivamente . Ta is funções caracte-

(1) Se as funções dadas, distintas ou não, são definidas em conjuntos quais-
quer 

A A A " l ! " 2 ' ' ' ' ' n < 

distintos ou não, pertencentes ou não ao mesmo espaçóide, a função 

(1) ( / ! (X 1 ) 1 Z2(X2)1 •• 4 ( x n ) ) , 

definida no conjunto composto [v. ív, p. 29, l. 19] 

(2) (A 1 1 A 2 , . . , A n ) 

e que faz corresponder a cada elemento (X1, X 9 , . . . , xB) deste conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construção que não é distinta da precedente; na 
verdade, podemos considerar tôdas as funções fL (x) como sendo definidas no mesmo 
conjunto composto (2). 

Note-se que o conjunto dos elementos da função (1) assim obtida resulta da 
composição dos conjuntos dos elementos das funções dadas, isto é, pode designar-se 
por (A1(A1)1Z2(A2)1 . . . , Z n ( A J ) . 
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rizam-se pela seguinte propr iedade: dado um número positivo ò, 
a cada elemento X de A corresponde um elemento X1 de A' que 
faz xx'<<5 e f(X) f ( x ' ) < â ; a cada elemento x' de A' corres-
ponde um x do A que verifica as mesmas desigualdades. 

Duas funções juxtapostas a uma terceira são juxtapos tas 
entre si. 

Se f (x) e j ( x ) , definidas em A e A', são juxtapostas entre 
si, verificam-se as seguintes juxtaposições : 

AIIA' e / ( A ) 11/(A') [v. v,p. 138, l. 12J. 

87. Funções limitadas. — A função f (X), definida em A, 
diz-se limitada num subconjunto X de A , por definição, quando 
ó limitado o c o n j u n t o / ( X ) . Sempre que falarmos em função 
limitada f (X), sem mais designação, entenderemos q u e / ( x ) é 
limitada no conjunto A onde a definimos. 

Duas funções juxtapostas entre si ou são ambas limitadas 
ou ambas ilimitadas. 

Facilmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A] , 
se f(x) é ilimitada nas diversas vizinhanças de B em relação a A, 
existe uma sucessão Xi, X2, . . . , Xi, . . . de elementos de A que 
faz ZimXi B = O e ao longo da qual os elementos de f(X) divergem 
para infinito [u. v, p. 144, l. 24]. Em particular, se f (x) é ili-
mitada nas vizinhanças dum elemento b de [A] , existe uma suces-
são de elementos de A que tende para b ao longo da qual os 
elementos de f (X) divergem para infinito. 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se f ( x ) é 

limitada numa vizinhança de cada elemento de B, existe uma vizi-

nhança de B onde f'(x) é igualmente limitada (1). 

Existe, com efeito, uma vizinhança U de B em relação a A 
que é coberta apenas com um número finito das vizinhanças a 
que se refere o presente enunciado [p. 112, l. 1], Logo f (x) 
ó limitada em U. 

P o r conseguinte, se / (X) é ilimitada nas vizinhanças dum sub-

conjunto B de [ A ] . limitado e fechado, existe um elemento de B nas 

vizinhanças do qual / (X) é ilimitada. 

( 1 ) É claro que estas vizinhanças referem-se ao conjunto A. 
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E m par t i cu la r : 

Urna função f ( x ) definida num conjunto limitado A é limitada 

neste conjunto sempre que o seja numa vizinhança de cada ele-

mento de [ A ] . 

Sejam f ( X ) e j (X) f unções juxtapostas entre si definidas nos 

conjuntos A e A' . Consideremos um subconjunto B de [ A ] . S e f ( X ) 

é ilimitada nas vizinhanças de B relativas a A , o mesmo sucede 

a j (X) nas vizinhanças de B relativas a A ' . 
Suponhamos, com efeito, que f (X) é ilimitada em qualquer vizi-

nhança de B. Existe nesse caso uma sucessão Xi, X2, . . . X», 

de elementos de A que faz ///HXiB = O e ao longo da qual os ele-

mentos de f (X) divergem para infinito. Mas a cada elemento X1 

corresponde um elemento X i de A' que verifica as desigualdades 

X?: X i < - 4 - e / ( X t ) j ( X ^ X - I l . Temos ainda Iimxi B = O1 como 

most ra a relação X tB^X iX t + XiB [v. iv, p. 90, (1)]. Os ele-

mentos de j (X) ao longo da sucessão X1, X1, • •. , Xt-, . . . diver-

gem para infinito. L o g o j ( X ) também é ilimitada em qualquer 

vizinhança de B. 

Se em particular f (X) é ilimitada nas vizinhanças dum ele-

mento b de [A! relativas a Aj também j (X) é ilimitada nas vizi-

nhanças de b em relação a A ' . 

88. Limites de funções. — S e j a / ( X ) uma função definida em 

certo conjunto A. Designemos em gera l por 

(10) Xi, X2, • • • , Xi, . . . 

uma sucessão de elementos de A . Consideremos a correspon-

dente sucessão 

(11) / ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , f(Xi) , . . 

Chamamos elemento limite de f ( x ) num elemento y do lugar [A] 
a qualquer limite duma sucessão (11) correspondente a uma suces-

são (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos 

limites de / (X) no elemento y toma o nome de conjunto limite 

em y de f (X) e é representado por Xiy), ou por Iimy f ( x ) . Tal 

conjunto existirá tôdas as vezes que a função fôr limitada numa 

vizinhança de y . 
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O conjnnto X(y) ó o mesmo que em qualquer elemento jux -

taposto a y ( 1 ) . 

Mais geralmente, conjunto limite de f ( x ) num subconjunto Y 

de [A] ó o conjunto dos elementos limites de tôdas as suces-

sões (11) correspondentes às diversas sucessões (10) pa ra as 

quais seja Iim Xj Y = O . Tal conjunto limite será designado por 

X(Y), ou por Iimxf(X), e exist irá sempre q u e / ( X ) fôr limitada 

numa vizinhança de Y. 

Consideremos uma classe de sucessões 

(12) X,,X2 x ; . , . . . 

para cada uma das quais seja ZmXi Y = O. Admitamos que, dada 

uma sucessão qualquer (10) tal que Iim Xi Y=0, dela podemos 

sempre extrair uma sucessão da classe. O conjunto X(Y) é consti-

tuído pelos limites das sucessões 

(13) / ( x ' t ) , / ( X 2 ) , . • • , f (X1
i) 

correspondentes às diversas sucessões da classe. 

Com efeito, os limites das diversas sucessões (13) per tencem 

a X(Y); por out ro lado, qualquer elemento Z de X(Y) ó limite 

duma sucessão convergente (11) cor respondente a uma sucessão 

(10) tal que ZmXjY = O, e, como da (10) podemos extra i r uma 

sucessão (12) da classe, o mesmo elemento z é também limite 

da correspondente sucessão (13). 

Na definição de X(Y) basta pois considerar as sucessões da 

referida classe (2). 

( ' ) 0 elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessão (10). Neste 
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe são juxtapostos consideram-se 
limites de f(x) em y. 

Observemos também que, na definição de lirriyf (x), interessa principalmente 
o caso de y ser elemento limite de A. Não sendo assim, y juxtapõe-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a função e os juxtapostos a 
êste constituem o conjunto Iim Y / " ( X ) . 

(2) Se por exemplo a variável independente é constituída por números ou 
por pontos, de coordenadas todas reais ou não, basta considerar, para o cálculo de 
X (F) , as sucéssões monótonas XI, X2, . . . , XÍ , . . . tais que Iim XÍ Y= 0 (dizemos 
que uma sucessão de números imaginários é monótona quando são monótonas as 
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E m p a r t i c u l a r : 

Seja f í x ) limitada numa vizinhança de Y. Para que 1 (Y) se 

reduza a elementos juxtapostos a um certo elemento Z, é necessário 

e suficiente que tendam para Z tôdas as sucessões (13) correspon-

dentes às diversas sucessões da classe. 

Em virtude da definição de X(Y)1 qualquer dos seus elemen-

tos Z caracteriza-se pela propr iedade seguin te : a cada número 

positivo â cor responde um elemento x de A tal que x Y < 3 e 

m * < 9 . -

É claro que [f(A)J l> X(Y) e [f(A)] 1 >.(A). 

Se U é uma vizinhança de Y em relação a A, temos 

[f(U)] 1 > X (Y), porque os elementos de qualquer sucessão (10) 

que faça Iim Xi Y = O pertencem a U a par t i r de certa ordem. 

Se X é nm subconjunto de A, vem 1 (X) l > [ / ( X ) ] . 

Se Y e Y' são subconjuntos de [A] jux tapos tos entre si, temos 

X (Y) I > (Y'). Mais ge ra lmente : 

São os mesmos os conjuntos limites em conjuntos juxtapostos 

de duas funções juxtapostas entre si (1). 

Consideremos duas funções jux tapos tas ent re s i , / ( x ) e j ( x ) , 

definidas nos conjuntos A e A'. Basta demonst ra r que são os 

mesmos os conjuntos limites destas funções num dado subcon-

junto Y de [A]. Designemos estes conjuntos limites por Z e 

sucessões das partes reais e das partes imaginárias dos termos; dizemos que uma 
sucessão de pontos é monótona quando são monótonas as sucessões das primeiras 
coordenadas, das segundas, etc. As sucessões monótonas de números reais, ou de 
imaginários puros, são as nunca crescentes e as nunca decrescentes). 

(1) A deíinição já apresentada de funções juxtapostas pode enunciar-se agora 
do seguinte modo: duas funções /(X) e / ( x ) , definidas respectivamente nos con-
juntos A e A', são justapostas entre si quando, seja qual fôr o elemento x' de 
qualquer dos conjuntos A ou A', o elemento correspondente f(x') ou ;'(x') é um dos 
limites em x' de / (x) ou de /"(x) [v. v, p. 138, l. 17]. 

Com o fim de citarmos um exemplo de funções juxtapostas, consideremos 
uma função f x) definida num conjunto A não totalmente fechado. Seja B um 
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto 
BI [ A ] - A . Designemos por j(x) uma função definida em A + B , que em A 
coincida com f(x) e que faça corresponder a cada elemento de B um dos limites 
de /(x) no mesmo elemento, limite êste que supomos existir. As funções f(x) 
e /(x)i a segunda das quais resultou de prolongarmos a primeira para o conjunto 
B , juxtapõem se entre si. 
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por T. Qoalquor elemento Z de Z caracteriza-se pela condição 

de a cada número positivo § lhe cor responder um elemento x 

de A tal que xY<<5 e / ( x ) Z < 3 . Mas como o elemento f ( x ) ó 

um dos limites em x de j(x), vem da mesma maneira , pa r a um 

cer to x' de A', X7X<<3 e j(x')fix)<à. Temos pois xMT<2<3 e 

/ (X' ) Z < 2 d , isto é, o elemento Z per tence a Z . 

Pe las mesmas razões um elemento qualquer de Z' também é 

elemento de Z . 

Se um dos conjuntos limites é desprovido de elementos, o 

mesmo sucede ao out ro . 

O conjunto limite X (Y) é totalmente fechado. 

Seja z' um e l tmento limite do conjunto / ( Y ) . Dado um 

número positivo ò, existe um elemento Z deste conjunto tal que 

Z Z ' < 3 , e a Z cor responde um elemento x de A tál que x Y < 5 

e / ( X ) Z<<3. Temos pois x Y < á e / ( x ) z'<2<3, quere dizer, z ' 

é um elemento de X (Y). 

O conjunto / (Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-

sos elementos de [Y] • Quando Y ê limitado, o primeiro conjunto 

limite coincide com a soma dos segundos. 

E evidente que X(Y) contém os conjuntos limites de / ( X ) nos 

diversos elementos de EYJ. Suponhamos que Y é limitado. Um 

elemento Z de /(Y) é limite duma sucessão (11) cor respondente 

a uma sucessão ( 1 0 ) tal que Iimxi;Y=0. Mas a ( 1 0 ) é limitada 

[p. 1 0 3 , l . 8 ] , e qualquer dos seus elemontos limites y per tence 

a IYJ [v. iv, p. 1 2 2 , l. 6 ] . Logo z ó elemento do conjunto X(y). 

A função X(Y) é aditiva para um número finito de parcelas, 

e ainda para uma infinidade de parcelas quando a soma destas 

é um conjunto fechado. 

A propr iedade aditiva, expressa por 

X ( Y 1 + Y 2 + - . . ) 1 ¾ ( V 1 ) + X ( Y 2 ) + . . . , 

é evidentemente verdadeira para qualquer número finito de par-

celas. A propr iedade aditiva general izada pa ra uma infinidade de 

parce las verifica-se quando a soma destas é limitada e fechada, 

como resul ta da proposição precedente . Pode porém deixar de 

ser verdadeira quando tal soma não é limitada e fechada. 
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Se / '(x) é limitada e se Y e Y' são subconjuntos de [AJ ligados 

entre si, os conjuntos X (Y) e X (Y') possuem um elemento comum. 

Na verdade, se Y e Y' sâo subconjuntos de [A] ligados um ao 

outro, podemos determinar uma sucessão (10) de elementos de 

A tal que seja ZimxlY = O e Zimx8Y
1 = O. Os limites da corres-

pondente sucessão (11) são elementos comuns a X(Y) e a X (Y'). 

P o r conseguinte, se diversos subconjuntos Y de [A], em 

número finito, são ligados entre si, o mesmo sucede aos corres-

pondentes conjuntos X(Y), que se podem dispor po r uma certa 

ordem, com repetições se fôr necessário, de tal maneira que 

dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento 

comum [v. vi, p. 303, l. 32]. 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

de vizinhanças de B que tendam para B , 

sendo as primeiras relativas a A e as segundas a [A]. As sucessões 

convergem para X ( B ) ( 1 ) . 
Suponhamos que existe o conjunto X(B). A sucessão (16) 

é então quási-limitada, pois temos [ / ( U 8 ) ] ! > X ( B ) [p . 120, l. 11], 

e é convergente porquanto cada um dos seus te rmos contém os 

termos seguintes a par t i r de certa ordem v, p. 291, l. 6]. 

O seu limite totalmente fechado Z satisfaz à condição Z !> X ( B ) 1 

e como po r outro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-

temente a X(B), dá-se a coincidência Z I X(B). 

Tomemos um têrmo qualquer Ut da sucessão (14). A pa r t i r 

da ordem em quo os valores de i fazem U/t>U8 , o têrmo Ut con-

(1) Notemos que, em todo êste assunto, os conjuntos B, X, Y1 X', Y', X8 e Y8 

podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposição que acabamos 
de enunciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [A]. 

(14) 

(15) 

U i , U2 U 8 , . . . 
V i . V 2 , . . . , V 1 , . . . , 

(16) 
(17) 
(18) 

/ ( U i ) , / ( U 2 ) / ( U 8 ) , 
X ( U i ) , X1U2), . . . , X(Ui), •• 
X ( V i ) , X ( V 2 ) , . . , X (V8) , . . 
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tém uma vizinhança de cada têrmo Ut- [p. 103, Z. 15], sendo po r 

isso [f (Ui)] >X (U t). A par t i r da mesma ordem também temos 

W I M A U i ) ] [p. 120, Z. 14]. O lugar de cada têrmo de qual-

quer das sucessões (IG) ou (17) contém pois os termos da out ra 

a pa r t i r de certa ordem, razão porquo a (17) tende para o 

mesmo limite X(B) que a (16) [u. v, p. 297, l. 27]. 

Demonst remos que a sucessão (18) também converge pa ra 

X(B). Consideremos para isso uma função j(x) j ux tapos ta a 

/ ( x ) que resul te de prolongarmos / ( x ) para o conjunto [A]—A. 

Os conjuntos X ( B ) e X ( V t ) relativos a f ( x ) nâo se al teram quando 

esta função se substitui por j(x) [p. 120, l. 17]. Logo a suces-

são (18) — que se encontra relat ivamente a j (x) nas mesmas 

condições que a (17) a respeito de f ( x ) — tende ainda para X(B). 

Se X (B) é desprovido de elementos, facilmente se reconhece 

que a sucessão (16) não é quási-limitada, e que por isso diverge 

pa ra infinito [u. v, p. 291, l. 15]. Nesse caso as sucessões (17) 

e (18) também divergem para infinito. 

Quando f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, existe X(B). e 

temos 

Iim f ( U i ) XtBy = Iim X(U1) X(B) = Iim X(V1) X( B) = 0 . 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

Xi, X2, • • • , X1, . . . Yi, Y2, . • . , Y1, . . . 

de subconjuntos de A e de [A] respectivamente tais que seja 

Iim X1B = Iim Y1B = O . O conjunto X(B) contém os limites inte-

grais das sucessões 

(19) / ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , / ( X 1 ) , . . . 
(20) X(Yi), X(Y2), . . . , X(Yf), . . . 

Quando f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, temos 

(21) Iim /(XzfX(B) = O e ZmX(Y1)-X(B) = O. 

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessões (19) 

e (20) como sendo subconjuntos dos correspondentes termos de 

sucessões construídas como a (16) e a (18) da proposição pre-

cedente. 
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Quando as somas dos termos das (19) e (20) são limitadas 

verificam-se os limites (21) \y. ív, p. 123, l. 17]. 

Em par t icular : se Xi, Xt. . . . . Xí, . . . é uma sucessão de ele-

mentos de A tais que IimXiB = 0, temos também Iimf (Xi) X ( B ) = O. 

Suponhamos que f (x é limitada numa vizinhança de B. A 

cada número positivo ò corresponde um número positivo e de 

maneira que se verificam as desigualdades 

/ ( U ) x ( B ) < 5 , X ( U ) X ( B ) < a , X (V ) x ( B ) < a 
/ ( U j / ( U ' ) < a , X(U) x ( U ' ) < a , X(V) X ( V ' ) < a 

para quaisquer vizinhanças U1 U , V e V, de B, sendo as duas pri-

meiras relativas a A e as outras a [ A ] , que distem de B menos de s. 

Consideremos a infinidade das vizinhanças U de B relat ivas 

a A. Dado um número positivo d, a cada sucessão (14) de vizi-

nhanças U que tenda para B corresponde uma ordem a par t i r 

da qual é / ( U < ) X ( B ) < 5 . Logo existe um número positivo z 

tal que seja f (U ) X ( B ) < 3 sempre que se tenha UB <e 

[p. 114, l. 1]. 

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que 

figuram no enunciado. 

Se f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, a cada número posi-

tivo ô corresponde um número z de maneira que se verificam as 

desigualdades 

/ (XfX (B) <3 e X ( Y ) I ( B ) < a 

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que X B < z 

e Y B < e . 
E um corolário da proposição precedente. Em part icular : 
Se f(X) é limitada numa vizinhança de B, a cada ò corres 

ponde um z de maneira que seja f • X) X ( B ) sempre que se tenha 

xBCs. 

Para que seja Z Il X ( B ) , sendo f(x) qualquer, é suficiente que a 

todo o número positivo á corresponda um positivo z de maneira que 

se verifique uma das desigualdades 

/-'(U) Z<(5 , X(U) Kò , X(V) l<5 
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para quaisquer vizinhanças U e V de B relativas a A e a [A] tais 
que 0<e e V¥<e. 

Uma qualquer destas condições é, com efeito, suficiente para 
que uma das sucessões (16), (17) ou (18) tenda para Z [t>. v, 
p. 290, l. 11]. 

Para que exista o conjunto / ( B ) duma função qualquer /'(X) è 

sujiciente que a todo o número positivo 5 se oponha um positivo • 

de maneira que seja 

/ ( U ) / ( U ' ) < 3 

para tôdas as vizinhanças U e U 'de B tais que U B < £ e U B < £ . 
Esta condição é na verdade suficiente para que se dê a 

convergência da sucessão (16). 

Para que duas funções limitadas f ( x ) e g ( x i , definidas no 

conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessário e 

sujiciente que a todo o número positivo § corresponda um positivo 

£ de maneira que se verifique a desigualdade 

fWlWx* 
para quaisquer vizinhanças U e U' de B tais que U B < £ e U ' B < £ . 
Se f ( x ) e g ( x ) são ilimitadas, a condição é suficiente para que 

existam e sejam os mesmos os limites em B dessas funções. 

Se as funções l i m i t a d a s / ( x ) e g (X) admitem em B o mesmo 
conjunto limite, a sucessão (16) e a correspondente a g(x) con-
vergem para os mesmos limites. Temos por isso, a par t i r de 
certa ordem, 

/ - ( U i ) g (U i-) <5 [». IV, p . 2 0 , / . 22]. 

A primeira par te da proposição pode pois justifícar-se apli-
cando o já citado lema [p. 114, l. 1] à infinidade das vizinhan-
ças U , ao conjunto B e à família dos conjuntos dos termos de 
cada sucessão (14) a part ir da ordem em que se verifica a desi-
gualdade precedente. 

A condição é suficiente, embora f (x) e g (X) possam repre-
sentar funções ilimitadas nas vizinhanças de B . Considerando, 
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com efeito, uma sucessão (14) de vizinhanças de U que tenda 

p a r a B, temos, p o r fôrça da re fe r ida condição, 

Iimf(Iii) g (Ui' ) =0 . 

L o g o exis tem e são os m e s m o s os limites [lim f (Ui)] e 

[Um S(Ui)] (1)-

Para que as funções f ( x ) e g Cx), definidas no conjunto A, 

admitam o mesmo conjunto limite em B é suficiente que a todo o 

número positivo ò se oponha um positivo s de maneira que seja 

J ( U ) T i U X ^ 

para qualquer vizinhança U de B tal que UB<Cc. Se uma das 

funções não admite conjunto limite em B, o mesmo sucede à outra. 

Efec t ivamente , cons iderando a sucessão (16) e a c o r r e s p o n -

den te p a r a g (x), t emos 

Umf(Ui) S-(Oi) = O, 

o as duas sucessões, quando convergentes , tendem pa ra o mesmo 

limite to ta lmente fechado X(B); quando uma das sucessões d iverge 

p a r a infinito, o mesmo acontece à ou t ra [v. v, p. 295, l. 26]. 

(1J Baseamo-nos na seguinte proposição: 
Para que duas sucessões de conjuntos quaisquer 

A1, A2, . . . A , - , . . . 
B1, B2, . . . B i , . . . 

convirjam para os mesmos limites ê suficiente que se verifique a condição 
/!HiAiBiV = O. 

Na verdade, esta mesma condição dá em particular lim Ai Bi = 0, e por isso 
também temos 

lim Ai Ai' < lim (A; Bi' + Ai/ Bi') = 0 . 

A primeira das sucessões dadas é pois convergente, e, em virtude da condi-
ção /ZmAi B i = O , a segunda converge para o mesmo limite totalmente fechado 
que a primeira \v. v, p. 295, l. 19]. 
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma 

sucessão de subconjuntos conexos de A, 

Ci , C 2 , . • . , C1 

cada um dos quais contenha uma vizinhança de B e tais que seja 

Iim Cj B = O . Se / ( x ) é uma função limitada, definida em A , que 

faça corresponder aos conjuntos conexos Ci novos conjuntos cone-

xos / ( C 1 ) , o conjunto X ( B ) é um contínuo (1). 

Efect ivamente, po r ser ZtjnCi B = O, os termos da sucessão 

(22) / ( C i ) , / ( C 2 ) / ( C i ) , . . . 

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes 

duma sucessão do tipo (16), e como por outro lado cada um dos 

conjuntos C i contém uma vizinhança de B , existe também uma 

sucessão do tipo (16) cujos termos são subconjuntos dos termos 

correspondentes da (22). Logo temos 

Iim / ' (C i ) X(B) = O [>. v, p. 295, l. 6], 

e por isso o conjunto fechado X(B) é um contínuo [v. vi, p. 324, 

l. 7] (*). 

Em p a r t i c u l a r : se a função limitada f ( x ) , definida em A, faz 

corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos conexos, e se as 

diversas vizinhanças do subconjunto B de [A] , em relação a A, 

são conjuntos conexos, o conjunto X ( B ) é um contínuo. 

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte 

propriedade : seja qual fôr a sucessão Xi, X2, • • • , X i, . . . de 

elementos de A que faça Iim Xi B=O, há uma ordem a partir da 

qual dois elementos quaisquer Xi e Xi pertencem a um subconjunto 

conexo C d e A de tal modo que se tenha Iim C l j i-/ B = O . Se / ( x ) 
é uma função limitada, definida em A , que faça corresponder aos 

(1) Êste contínuo pode degenerar num só elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. 

(z) Nas condições do enunciado o conjunto B é conexo, pois temos Iim Ci B = 0 . 
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conjuntos conexos C j , i ' novos conjuntos conexos / ( C j j i - ' ) , o con-

junto 1 ( B ) é um contínuo. 

A c a d a n ú m e r o f a ç a m o s c o r r e s p o n d e r u m a v i z i n h a n ç a 

Uj de B r e l a t i v a a A de m a n e i r a q u e do i s e l e m e n t o s q u a i s q u e r 

de U j p e r t e n ç a m a um s u b c o n j u n t o c o n e x o C de A t a l q u e 

-» i 
C B < - [p. 113 , l . 2|]. A s o m a C j d e t o d o s o s c o n j u n t o s C 

c o r r e s p o n d e n t e s a o s d i v e r s o s p a r e s d e e l e m e n t o s d e U j é m a n i -

f e s t a m e n t e u m c o n j u n t o c o n e x o a q u e p e r t e n c e U j . V e r i f í c a - s e 

a r e l a ç ã o Cj B <P —.- . A s u c e s s ã o 
i 

C i , C 2 , • • • , C j , • . • , 

q u e r e s u l t a d e p o r m o s 1 = 1 , 2 , . . . , s a t i s f a z a o e n u n c i a d o d a 

p r o p o s i ç ã o p r e c e d e n t e , r a z ã o p o r q u e X ( B ) é u m c o n t í n u o . Ê s t e 

p o d e r e d u z i r - s e a um e l e m e n t o a p e n a s , ou a e l e m e n t o s j u x t a -

p o s t o s e n t r e s i ( 1 ) . 

í1) Demonstrámos de passagem a seguinte proprosição : 
É conexo um subconjunto B de [A] que verifique a seguinte propriedade: a 

qualquer sucessão X| , X2 , .... Xj , . . , de elementos de A que faça Iim Xj B = 0 
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos Xj e Xii unem-se sempre 
por um subconjunto conexo Cj,j' de A de maneira que seja Iim C j / B = O. 

Transformando esta proposição por meio do lema já citado a p. 113, l. 2, 
damos-lhe o seguinte enunciado: 

É conexo um subconjunto B de LAj que verifique a seguinte propriedade: a 
qualquer vizinhança U efe B relativa a A corresponde uma outra U' tal que : 
dois elementos de U' unem-se sempre por um subconjunto conexo de U. 

Facilmente reconhecemos que a mesma proposição também pode deduzir-se 
como um carolário da seguinte: 

É conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte propriedade: a cada par 
dos seus elementos b e b' corresponde uma sucessão de conjuntos conexos 
C 1 , C2 , . . . , C j , . . . tal que 

Iim Ci b =. Iim Cj b' = Iim C i
7B = 0 . 

Por outras palavras, é conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte con-
dição : a cada par dos seus elementos b e b' e a cada número positivo i corres-
ponde um conjunto conexo C tal que 

C b < s , C b ' < £ , C B C s . 

Basta notar que a soma S de todos os conjuntos conexos C que verificam as 
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O b s e r v a ç ã o . — Quando os elementos da função / ( X ) conside-

rada nas duas proposições precedentes são números reais, dis 

pensa-se a hipótese da limitabilidade da mesma função. 

D e f a c t o , o l i m i t e f e c h a d o d u m a s u c e s s ã o c o n v e r g e n t e d e 

c o n j u n t o s c o n e x o s d e n ú m e r o s r e a i s é s e m p r e u m i n t e r v a l o 1 

p o r q u e o l u g a r d u m c o n j u n t o c o n e x o l i n e a r é um i n t e r v a l o e o 

l i m i t e f e c h a d o d u m a s u c e s s ã o c o n v e r g e n t e d e i n t e r v a l o s é a i n d a 

u m i n t e r v a l o . N o c a s o d e o s t e r m o s d a s u c e s s ã o (22) s e r e m 

c o n s t i t u í d o s p o r n ú m e r o s r e a i s , o l i m i t e f e c h a d o , q u a n d o e x i s t e , 

é p o i s um i n t e r v a l o 2 . 

( Continua). 

L u í s B E D A N E T O . 

desigualdades anteriores para os diversos pares de elementos b e b' de B é um 
conjunto cuja desconexão não excede 2a e tal que S B < í [ p . 208, l. 3]. 

E conexo, em particular, um conjunto B que satisfaça à seguinte condição: 

dados um número positivo s e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-

junto conexo C tal que C B < c. 
Observemos que a última proposição desta nota dá-nos uma condição não só 

suficiente mas também necessária para que B seja conexo. A primeira dá-nos 
uma condição que pode deixar de ser necessária; é fácil imaginar um exemplo 
dum espaçóide cujos subconjuntos conexos não obedeçam todos a tal condição. 

1 Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contínuo linear. Pode redu-
zir-se a um só ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas ou não. 

2 Seja por exemplo f (z ) uma função real de variável real, definida nos 
pontos dum intervalo (a, 3), de centro a, à excepção possível deste ponto. Supo-
nhamos que f (x ) faz corresponder a qualquer intervalo 1 interior ao primeiro 
(excluindo em I o ponto a quando f(x) não é nêle definida) um conjunto conexo 
f ( I ) (como sucede com uma função derivada em (a, (5); recorde-se para isso o teo-
rema de DARBOOX sobre funções derivadas, por exemplo nas Lições de Cálculo e 
Geometria de J . VICESTE GONÇALVES, p. 2 0 9 ) . O conjunto X(a), quando existe, é 
um intervalo. Os conjuntos limites de f(x) à esquerda e à direita de o também 
são intervalos. 
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I N T R O D U Ç Ã O 

O presente t rabalho é continuação do estudo, que preten-

demos fazer, de vitaminas em alimentos (1). Fo i sugerido pelo 

saudoso P ro fes so r Dou to r E g a s F . Pinto Basto, então Director 

do Labora tór io Químico da Universidade, que nos permitiu a 

aquisição do material necessário, e, com os seus conselhos sem-

p r e judiciosos, muito contribuiu para que se levasse a bom fim. 

A memória deste Professor mais uma vez pres tamos a merecida 

homenagem. 

Espe ramos , em breve, ampliar estes estudos a outros t ipos 

principais de vinhos por tugueses , pois, a-pesar-de as concentra-

ções vitamínicas no vinho tinto da Bai r rada não serem elevadas, 

são suficientemente importantes para just if icar a necessidade de 

um estudo comparat ivo. 

Como era de esperar , as quantidades de vitaminas lipo-solu-

veis, no vinho, são muito pequenas, e por esta razão tivemos de 

recor re r a métodos especiais, desenvolvidos nos últimos anos. 

Pa r t imos de volumes elevados de vinho que por sucessivos tra-
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tamentos nos conduziram a pequenas quantidades de substâncias 

concentradas em vitaminas. 

Nas determinações de vitaminas podem ser utilizados méto-

dos biológicos e fisico-químicos. Seguimos os métodos fisico-

•químico8 por serem os adequados aos nossos Labora tó r ios e 

por darem resul tados concordantes com os métodos biológicos. 

As determinações da vitamina A e do ergos terol fizeram-se 

pelo método espectrofotométr ico (1), na f racção insaponificável, 

do ext rac to etéreo do vinho, depois de submetida a separação 

cromatográf ica . O ergosterol foi prèviamente separado por 

precipitação com digitonina. Os carotenoides fo r am determi-

nados pelo método colorimétrico de Ivuhn e Brockmann (2). 

A vitamina B2 (Iactoflavina) separou se do vinho por adsor-

ção com terra de Ful ler , em seguida foi eluída com piridina, e 

a determinação quantitativa fez se por t r ans fo rmação em Iumi-

lactoflavina segundo Kuhn, W a g n e r - J a u r e g g o Kal tschmit t (3). 

A vitamina C foi doseada pelo método de Til lmans (4) po r 

redução de 2,6-diclorofenolindofenol, em solução ácida. 

Parte Exper imenta l 

Vitaminas lipo-solúveis 

1." Ensaio. Extracção de 12 litros de Vinho. — 12 litros de 

vinho tinto, diluídos com cêrca de 10 litros de água, fo ram 

extraídos 3 vezes com 9 litros de é ter . O extracto apresenta-

va-se l igeiramente amarelo. Fo i lavado uma vez com água, 

depois repetidas vezes com uma solução aquosa de carbonato 

de sódio a 10° o, até esta não se apresentar corada, e final-

mente com água para eliminar o alcali. A solução etérea, agora 

incolor, foi concentrada no vazio, à t empera tura de 20-25", numa 

corrente de gás carbónico, até não destilar mais. Ficou, como 

resíduo, um óleo ligeiramente amarelo e alguma água. O óleo 

solidificou, parcialmente, por arrefecimento, e tinha um cheiro 

agradável , característ ico do vinho (bouque t ) . O resíduo foi 

então agitado com éter de petróleo (p . e. inferior a 50") que 

dissolveu o óleo deixando na água as essências com cheiro 

característ ico. A solução de éter de petróleo, l igeiramente 
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amarela , foi evaporada à secura, no vazio. Ficou um resíduo 

de 1,5 g ramas que foi dissolvido em 10 ml. de éter . A solução 

jun ta ram-se 40 ml. duma solução concentrada de potassa cáus-

tica em metanol absoluto, recentemente destilado sôbre hidró-

xido de potássio. A mistura guardou-se num frasco, bem cheio, 

durante dia e meio, à t empera tura ambiente. Jun ta ram-se então 

5 ml. de água e extraiu-se a mis tura 2 vezes com 50 ml. de 

é ter de pe t ró leo . Es t a solução foi lavada com água até à remo-

ção total do alcali, filtrada por filtro seco, e evaporada no vazio. 

I . Obteve-se um resíduo I, l igeiramente amarelo, com o 

pêso de 0 ,275 g r a m a . 

I I . A solução aquosa, alcalina, proveniente da saponifica-

ção, foi acidulada com HCl 2N 0 extraída com éter que dissol-

veu os ácidos orgânicos. Obteve-se ama solução I I , amarela , 

que foi lavada com ágaa, seca e evaporada . O resíduo é ama-

relo-escuro e de cheiro caracter ís t ico. 

I I I . A água do primeiro concentrado do éter (antes da 

saponificação) depois de ser extraída com éter de petróleo, 

ainda contem substâncias de cheiro característ ico de bouquet de 

vinho. Fo i extraída com éter, obtendo-se uma solução ligeira-

mente amarela . Lavou-se com uma solução de soda cáustica 

a I0
1O, que tirou o corante , ficando a solação incolor. Lavou-se 

depois com água e evaporou-se o éter, no vazio, ficando um 

pequeno resídao I I I , oleoso e l igeiramente amare lado. 

Resíduo I (parte insaponificável). — Foi estudado o espectro 

de absorção no visível e no ultra-violete, deste resíduo em solu-

ção alcoólica (F ig . 1) . 

0 ,250 g rama deste resídao foi submetido a adsorção cro-

matográfica, em óxido de alumínio activado (pur iss . , Iigeiriss., 

E iede l ) . P a r a este fim dissolveu-se a substância em éter 

de petróleo, passou-se a t ravés da coluna e lavou-se esta com 

mais solvente. F o r m a r a m se 4 zonas, de espessuras diferentes 

como most ra a F ig . 2. As zonas, depois de separadas , foram 

extraídas com éter de petróleo contendo l° /o de metanol , e as 

soluções obtidas foram evaporadas à secura, no vazio. Obtive-

ram-se as seguintes f racções : 

Zona a) Sólido, cerca de 40 miligramas ; solução em clo-

rofórmio l igeiramente a m a r e l a ; reacção com tr icoloreto de 

ant imónio: azul. 
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Zona b) Sólido, cerca de 50 mi l igramas; pouco c o r a d o ; 
com tricloreto de antimónio não dá c ô r ; precipita com digito-
nina. 

F i o . 1 

Espectro de absorção do resíduo I, em álcool absoluto. 

Zona c) Sólido, cerca de 50 mi l igramas; dá solução muito 

a m a r e l a ; com tr icloreto de antimónio dá coloração intensa verde 

escuro-azul. 

Zona d) Óleo com alguns cristais, cérca de 5 mi l ig ramas ; 

com tr icloreto de antimónio dá côr azul f raca que intensifica com 
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o t e m p o ; foi investigado o espectro de absorção na região ultra-

violete ( F i g . 3) . 

F i l t rado e) Líquido, cerca de 100 mi l igramas; não dá côr 

com tr icloreto de antimónio. 

2.° Ensaio. Extracção de 30 litros de vinho. — A extrac-

ção com éter e o t ra tamento da solução etérea fizeram-se 

segundo o método descrito anter iormente . A solução etérea 

foi depois evaporada no vazio, ficando um resíduo oleoso e 

água. Extra iu-se com éter de petróleo, e êste extracto foi sapo-

nificado durante dois dias com potassa cáustica em 

metanol absoluto, tornando a mistura homogénea por 

a adição de álcool etílico absoluto. Juntou-se depois 

(, água que extraiu uma substância amarela , lavou-se 
c bem a solução de é ter de petróleo, secou-se com sul-

fato de sódio anidro, e procedeu-se a uma separação 

cromatográf ica com carbonato de cálcio. Observámos 

o seguinte : A maior par te da substância amarela 

fíxou-se na par te super ior da coluna, passando atra-

vés da coluna um filtrado incolor que foi recolhido. 

Lavando a coluna com mais éter de petróleo sepa-

V
rou-se do anel superior um outro anel amarelo que 

mais rapidamente atravessou a coluna. Obtivémos 

assim as seguintes fracções : 

Fm. 2 i) Substância retida na coluna (xantofila) que foi 

separada e extra ída com éter de petróleo e á lcool ; 

esta solução designá-la-emos por solução 1; 

ii) F i l t r ado corado por ca ro t eno ; 

i i i ) F i l t rado incolor que designaremos por solução 5. 

No f i l t rado i i ) determinou-se colorimètricamente o «caro-

teno», segundo Kuhn e Brockmann (2) . Em 30 litros de vinho 

há 0 ,15 mil igrama de « caro teno» o que corresponde a 5 7 por 

l i t ro. Se realmente esta substância é caroteno corresponde a 

8 U. I. de vitamina A po r litro de vinho. Ês t e caroteno, porém, 

não mos t ra bandas de absorção bem definidas na região visível; 

a absorção aumenta considerávelmente pa ra o violete. 

A solução ii) foi passada então através duma coluna de 

óxido de alumínio activado. Formou-se um anel nítido, amarelo, 

na pa r t e superior da coluna ( so lução 2 ) ; no res to da coluna 

ficaram substâncias incolores (solução 3) e o filtrado forma a 
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solução 4. Temos, pois, 110 total, cinco soluções diferentes e pro-

venientes das duas separações cromatográf icas , f icando numera-

F I G . 3 

Espectro de absorção da substancia isolada na zona d, em alcol absoluto. 

das segundo a facilidade de adsorçâo, a mais for temente adsor-

vida N. 0 I e a mais f raca N.0 5 . 

As soluções 1 e 2 são amarelas , devido a conterem, respec-

tivamente, xantofila e caroteno ; as out ras são incolores. 

Solução 1. A solução alcoólica juntou se uma solução alcoó-
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lica de digitonina; formou-se no decurso de um dia um precipitado 

de cerca de 1 miligrama. Depois de centr i fugado, o líquido foi 

decantado, o resíduo dissolvido em 0 ,3 ml. de piridina e junta-

ram-se 15 ml. de é t e r ; a digitonina precipitou, foi logo filtrada 
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F I G . 4 

Espectro de absorção, em álcool absoluto, dos esterois separados 
da solução 1 por precipitação com digitonina. 

e lavou-se o filtro com mais é ter . A solução etérea que contem 

os esteróis foi então evaporada no vazio, o residuo dissolvido em 

éter. a so lução.out ra vez filtrada e evaporada no vazio; o resíduo 

foi dissolvido em álcool puríss imo; esta solução serviu para deter-

minação do espectro de absorção no ultraviólete (F ig . 4 ) . 
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Solução 2. Es t a solução foi igualmente t ra tada com digi-

tonina. Prec ip i ta ram cêrca de 2-3 mil igramas. O precipi tado 

foi t ra tado como o anter ior , sendo igualmente t i rado um espe-

ctro de absorção no ultraviolete (F ig . 5) . 

F I G . 5 

Espectro de absorção, em álcool absoluto, dos esterois separados 
da solução 2 por precipitação com digitonina. 

Solução 3. A solução tem pouca substância. Com tri-

cloreto de antimónio dá uma reacção azul semelhante à da 

vitamina A. 

Solução 4. A reacção com tricloreto de antimónio dá côr 
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violeta-vermelho menos semelhante à da vitamina A. Mais subs-

tancia do que em 3, mas ainda muito pouca. 

Solução 5. Reacção com tricloreto de antimónio positiva 

mas muito f raca . 

Há cêrca de 0,8 g r ama de substância. 

Vitaminas hidro-solúveis 

Lactofiavina (Vitamina Bi). — A 14 litros de vinho tinto 

jun támos 1,5 litros de ácido clorídrico concentrado, comerc ia l ; 

adicionámos então 112 g ramas de torra de Ful le r e agitámos 

durante uma hora e meia. A te r ra , depois de ter sedimentado, 

foi separada do líquido por decantação e filtração, e foi cinco 

vezes lavada com 2 litros de água de cada vez. A te r ra foi 

então t ra tada com uma mistura de 120 g ramas de piridina, 

120 g ramas de metanol e 480 g r amas de água, agitada durante 

2 horas e centr i fugada. O líquido obtido foi concentrado no 

vazio até 20 ml. aproximadamente . Adicionámos então 80 ml . 

de metanol para precipi tar a t e r ra presente , filtrámos e con-

centrámos novamente até 10 ml. O concentrado contem g rande 

quantidade de antocianina. 

O líquido foi acidulado com ácido sulfúrico diluído e t ra tado 

a frio com permanganato de potássio segundo Koschara ( 3 ) , 

pa ra oxidar a antocianina. Juntou-se um ligeiro excesso de 

permanganato , até persist ir a côr do último. O excesso de per-

manganato foi depois reduzido com sulfito de sódio e à solução 

jun ta ram-se 250 ml. de acetona que precipitou grande quanti-

dade de substâncias incolores. Centr ifugou-se o precipitado, o 

líquido foi neutral izado e então concentrado no vazio até 10 ml. 

aproximadamente . 

A solução concentrada foi extra ída três vezes com éter e 

t rês vezes com clorofórmio ; depois foi acidulada com ácido sul-

fúrico diluído e novamente extraída três vezes com clorofórmio. 

A solução aquosa ainda contem grande quantidade de corantes 

amarelos . Juntou-se N a O H 2N, suficiente pa ra to rnar a solução 

f inal , normal em NaOH. Es t a solução foi então irradiada numa 

cápsula de porcelana branca, com uma lâmpada Nitra de 75 vátios, 

durante quatro horas , a uma distância de 20 centímetros. 

Depois da irradiação, a solução foi acidulada com ácido acé-

tico e a lumilactoflavina, formada, foi extraída três vezes com 
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clorofórmio. Obtevo-so um volume total de 60 ml. de solução em 

clorofórmio, que mostra a fluorescência verde característ ica da 

lumilactoflavina. A solução foi sêca com sulfato de sódio anidro o 

a quantidade de lumilactoflavina presente determinada segundo o 

método colorimétrico de Kuhn , W a g n e r - J a u r e g g e Kal tschmit t ( 3 ) . 

A solução contem 0,70 miligrama de lumilactoflavina o que 

cor responde a 0 ,05 miligrama em cada litro de vinho. Segundo 

Kuhn e colaboradores , a quantidade de vitamina B2 obtem-se 

multiplicando êste valor por 1,5. Exis tem pois em cada l i tro 

de vinho 0 ,075 miligrama de lactoflavina (vitamina B 2 ) . Ê s t e 

v a l o r — c o m o demonst raram os refer idos autores — ó um valor 

mínimo, sendo, segundo o método de determinação aplicado, 

provável que a quantidade verdadeira seja 2 ou 3 vezes mais 

elevada. O valor obtido está em boa concordância com os resul-

tados obtidos por Kuhn e colaboradores (3) em vinho branco. 

Vitamina C (Acido Ascórbico-l). — As determinações da 

vitamina C, no vinho tinto da Bai r rada , fizeram-se segundo 

Til lmans (4), com 2,6-diclorofenolindofenol. A solução do corante 

foi titulada com uma solução de ácido ascórbico-l cu jo título foi 

pròviamente fixado com uma solução de iodo N 200. 1 ml. da 

solução de 2,6-diclorofenolindofenol equivale a 0,099 miligrama 

de ácido ascórbico-l. 

Com o fim de eliminar as proteínas, corantes , e possíveis 

vestígios de gás sulfuroso, submetemos o vinho ao seguinte tra-

tamento : a 10 ml. de vinho adicionámos 2 ,5 ml. duma solução de 

acetato mercúrico a 2 0 ° o- O líquido foi centr i fugado, decantado 

e sa turado por gás sulfídrico. Separou-se, por centr i fugação, o 

sulfureto de mercúrio precipitado, e o líquido foi novamente 

sa turado por gás sulfídrico. O tempo decorrido entre a adição 

do acetato de mercúrio e a saturação pelo gás sulfídrico não 

deve exceder 10 minutos. Mantem-se a solução, sa turada pelo 

sulfídrico, durante 24 horas , e em seguida expulsa-se completa-

mente o sulfídrico com uma corrente de gás carbónico até não dar 

reacção com o papel de acetato de chumbo. 5 ml. desta solução 

foram doseados com a solução de 2,6-diclorofenolindofenol. 

Simultaneamente, fizemos o t ra tamento acima descrito, nou-

tro volume de vinho, porém, antes da precipi tação pelo sulfí-

drico destruímos a vitamina C com duas gotas duma solução de 

sulfato de cobre a l ° /o e duas gotas de potassa cáustica 
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a 40 "/o (6). No fim de 10 a 15 minutos a destruição da vita-

mina ó comple ta ; variando o tempo de oxidação de 15 minutos 

a 24 horas , o volume da solução de 2,6-diclorofenolindofenol, 

consumido na dosagem é precisamente o mesmo. 

Os resul tados obtidos estão resumidos no seguinte quadro : 

TABELA I 

Volumes da solução de 2,6-diclorofenolindofeuol 
equivalentes a 1 ml. de vinho. 

Sem destruição da vitamina C Com destruição da vitamina C 

1.° Ensaio 0,4 ml. 
2.» » 0,4 ml. 
3.» » 0,43 ml. 
4.» » 0,47 ml. 
õ.» » 0,41 ml. 

3.° e 4.° Ensaios 0,24 ml. 

5.° Ensaio 0,22 ml. 

O exame da Tabela I mos t r a que, depois do t ra tamento pelo 

sulfídrico, no caso dos vinhos, o volume de 2,6-diclorofenolindo-

fenol é maior do que o cor respondente ao utilizado na oxida-

ção da vitamina C. Há por tanto necessidade de fazer em cada 

determinação dois ensaios, um sem destruição e out ro com des-

truição da vitamina O, sendo as dosagens feitas nas mesmas 

condições ( tempo, intensidade de côr, e tc . ) . O volume de 

2,6 diclorofenolindofenol cor respondente à vitamina C será pois 

a diferença dos volumes obtidos nos dois ensaios . 

A concentração da vitamina C no vinho tinto da Bai r rada , 

segundo as determinações realizadas, é de 18 mil igramas po r 

l i tro ou sejam 360 Unidades Internacionais ou cerca de 2 ,4 

Unidades Sherman . 

DISCUSSÃO 

I Itaminas lipo-solúveis 

A análise cromatográf ica , em coluna de óxido de alumínio, 

da solução do resíduo insaponificável I, permitiu-nos a separa-

ção de 5 f racções : zona a), amarela clara, reacção com SbCl3, 
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a z u l ; zona b), quási incolor, ensaio negativo com SbCl3, preci-

pita com digitonina; zona c), amarela intensa, reacção com SbCl 3 
verde azul, intenso ; zona d) incolor, reacção com S b G b azul 

f raca ; filtrado e) reacção negativa com SbCl3. 

O espectro de absorção do resíduo I, ora solução alcoólica, 

apresenta uma inflexão entre 476-468 mp (região de absorção 

selectiva de carotenóides e xantofilas), inflexão entre 379,5-

-364,6 inflexão entre 310-330 mu, (região de absorção selec-

tiva da vitamina A) , uma banda estreita na vizinhança de 

280 mfj. (máximo principal da absorção selectiva do ergos tero l ) , 

banda entre 255-260 mp (região de absorção selectiva de vários 

es te ró i s ) ; há ainda indicação duma banda de absorção entre 

230-220 m\i. 

Neste estudo preliminar, investigámos ainda o espectro de 

absorção da f racção cromatográf ica d) obtida do resíduo I . 

Nesta f racção torna-se mais nítida a absorção na vizinhança de 

320 mp, aparecendo uma banda pouco persis tente em 320-330 m\j.\ 

em 260-290 mp existe uma banda de g rande intensidade, sem 

e s t ru tu r a . 

Comparando os resul tados obtidos na análise cromatográ-

fica, ensaios com SbCl3, precipitação com digitonina e espect ros 

de absorção, é possível concluir neste estudo prel iminar que 

provàvelmente a f racção a) é constituída po r xantofila, na frac-

ção b) existe ergosterol , na zona c) carotenóides, e temos evi-

dência de que na zona d) há vitamina A, acompanhada de 

esteróis. 

No 2.° ensaio feito sôbre a f racção insaponificável, dissol-

vida em éter de petróleo, do ext rac to de 30 litros do vinho, 

determinámos a quantidade de carotenóides que referida a caro-

teno cor responde a 5y por litro de vinho. 

A adsorção cromatográf ica , em colunas do carbonato de cál-

cio e óxido de alumínio activado, permitiu-nos a separação de 

cinco fracções. 

Ergosterol. — Nas fracções 1 e 2, separámos o e rgos tero l 

por precipitação com digitonina. A fracção 1, por precipitação 

com digitonina, deu um precipitado de cêrca de 1 miligrama 

que, por determinação espectrofotométr ica, verificámos corres-

ponder a 0 ,28 miligrama de ergosterol . A f racção 2 forneceu 

cêrca do 2-3 miligramas de digitonido que por determinação 

espectrofotométr ica verificámos cor responder a 0 ,56 miligrama 
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de e r g o s t e r o l . 0 tota l c o r r e s p o n d e a 27 y de e rgos t e ro l p o r 

l i t ro de vinho. 

A obse rvação das figuras 4 e 5 m o s t r a que o e rgos t e ro l 

isolado na zona 1 (fig. 4) é mui to mais p u r o do que o ergos-

te ro l da zona 2 (fig. 5). 

E conhecido que, ge ra lmen te , o e r g o s t e r o l encont ra -se nas 

p l an ta s e nos animais, em pe rcen t agem muito pequena em rela-

ção aos es te ró is to ta is . O e rgos t e ro l , devido à sua e s t r u t u r a 

química, que tem como carac te r í s t ica duas dup las l igações con-

j u g a d a s no núcleo cíclico e ou t ra na cadeia l a t e ra l , d i fere bas-

tan te dos ou t ro s es te ró is na tu ra i s que em ge ra l têm no núcleo 

uma só ou nenhuma dupla l igação. P o r es ta razão pode ser 

s e p a r a d o com relat iva facil idade, dos ou t ros es teróis , po r c r o m a -

togra f ia . Exp l ica - se assim o fac to de t e r m o s obtido na zona 1 

uma f racção de e rgos t e ro l de e levado grau de pureza , como 

mos t r a o e spec t ro de abso rção . A zona 2 já contem o e rgos -

te ro l mis tu rado com ou t ros es te ró is . 

Como a Unidade In t e rnac iona l de vi tamina D c o r r e s p o n d e 

a O, Iy de e rgos t e ro l i r radiado, um li tro de vinho pode f o r n e c e r 

270 U . I . de vi tamina D . 

TABELA II 

Concentrações das vitaminas A , B; , C e D nalguns alimentos 

Alimentos 

Miligramas de vitamina 
por 100 gramas de alimento 

Alimentos 

Vilamina A Vitamina Il2 Vilamina C Vitamina Il 

Vinho da Bairrada (tinto) 0,0005 0,0075 1,8 0,0027 (ergosterol) 

Uvas 0,021 0,006 2-5 
Tomate 1,2-1,6 0,050 15 — 

Laranja 0,055 0,009 50-100 — 

Limão — — 50-100 — • 

Maçã 0,067 0,005 2-15 — 

Leite 0,2-0,8 0,04-0,1 0,5-1 0,0002-0,0004 

Manteiga 2-20 — — 0,0004-0,020 
Queijo 1,6-32 — . — — 

Gema de ovo 4-20 0,2-0,55 — 0,020 
Óleo de fígado de bacalhau 4-200 - — — 0,04-0,4 

Fígado de vaca — 2 — 0,0012 
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Vitamina A—A presença da vitamina A é indicada pela 

reacção de Car r -Pr ice na solução 3. A solução 3 é incolor e 

por tan to não contem carotenóides. O espectro de absorção 

desta solução apresenta uma inflexão nítida na região 320-

-330 vi[j. que contudo não nos permite a determinação quanti-

tativa desta vitamina. 

E interessante verificar a presença da vitamina A no vinho, 

embora em muito pequena quantidade, visto que, até hoje, não foi 

encontrada em produtos vegetais. Pensamos que a vitamina deter-

minada ó p roduto de metabolismo das bactérias de fermentação. 

Como a quantidade de vitamina A no vinho é ínfima, interessa-

-nos, pa ra a avaliação da sua actividade vitamínica, o conteúdo em 

pró-vitamina A, o caroteno. Verif icámos que a quantidade de 

caroteno é de 5 y por l i tro. Na hipótese de êste caroteno ter a 

mesma actividade do (B-caroteno, cada litro de vinho teria 8 U. I. 

ITitaminas hidro-solúreis 

Vitamina B2 (lactofavina). — Verificámos que cada litro de 

vinho contem o mínimo de 0 ,075 miligrama de lactofiavina ou 

sejam 35 U. de Sherman Bourghin. Verifica-se, po r compa-

ração com a tabela I I , que o vinho contem, aproximadamente , 

a mesma quantidade desta vitamina do que a maior par te dos 

f ru tos . 

Vitamina C (ácido ascórbico 1). —A concentração de vita-

mina C no vinho tinto é l igeiramente inferior ao mínimo de vita-

mina C determinado nas ovas, como se verifica na tabela I I . 

Embora a vitamina C seja fàcilmente oxidável, o pH baixo, 

dos vinhos, e possivelmente outros factores evitam a oxidação 

irreversível total durante os fenómenos da fermentação e con-

servação dos vinhos. 

NOTA 

Obtenção dum Hidrocarboneto e Ver i f icação da Presença duma Substância 

com Fluorescência Azul, a partir do Vinho Tinto da Bairrada 

No decurso das extracções, com éter, do vinho tinto da Bai-

rada, para a separação das vitaminas lipo-solúveis, verificámos 

que o éter apresentava fluorescência azul intensa por irradiação 
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c o m l u z u l t r a - v i o l e t e . O e s p e c t r o d e a b s o r ç ã o d o r e s í d u o d o 

e x t r a c t o e t é r e o d e p o i s d e s u b m e t i d o a a d s o r ç ã o c r o m a t o g r á f í c a 

( f ig . 6 , c u r v a i ) a p r e s e n t a d u a s b a n d a s b e m d e f i n i d a s c o m m á x i -

m o s em 3 3 6 e 2 7 8 mu. e m í n i m o s em 3 1 3 e 2 5 0 mp. 
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Espectros de absorção, em álcool absoluto, de fracções que contêm a substância 
com fluorescência azul: Curva i. Substância previamente obtida por adsorção 
cromatográfíca. Curva 11. Destilado, p. e., a 12 mm, 85° a 115°. Curvam. 
Destilado, p. e., a 12 mm, 120° a 160°. (A. curva i não está expressa nas uni-

dades indicadas no gráfico; desconhecemos a concentração da solução). 
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Numa tentativa para o esclarecimento desta questão proce 

demos aos seguintes ensaios : 

45 litros de vinho tinto fo ram extraídos em porções de 15 

litros, com éter, num aparelho de extracção contínua. O éter foi 

substituído todos os dias, e a extracção continuada até que o 

éter deixou de apresentar fluorescência azul. A solução etérea 

contem muitas substâncias coradas, carotenóides, f lavonas, anto-

cianinas e ainda os lipóidos do vinho. 

Verificámos que, àe entre vários adsorventes , o hidróxido 

de cálcio era o melhor pa ra a eliminação das substâncias cora-

das, assim como dos esteróis, não sendo adsorvida a substância 

com fluorescência azul. 

A solução foi então passada através de colunas de hidróxido 

de cálcio tendo o cuidado de que a zona castanho-escura que se 

formou não ul t rapassasse metade de cada co luna ; as colunas 

foram lavadas com mais é ter . As soluções etéreas obtidas, 

agora incolores, fo ram concentradas até pequeno volume. 

Depois de o éter ter sido removido quási completamente, sepa-

rou-se uma substância incolor que depois de ser duas vezes 

cristalizada apresentou-se em forma de pequenas agulhas finas 

com brilho argenteo. O ponto de fusão desta substância é 

52 o -54° (não c o r r . ) . 

A análise elementar deu os seguintes resu l t ados : 

Encontrado: O: 84,92<>/0 H: 13,99% 
85,0% 14,3% 

Ca lcu l adopa raC 3 5 H 7 0 , C: 85,6%. H: 14 ,4% 
C3 5H7 2 . C: 85,25%. H: 14,75% 

Pêso molecular médio, encontrado 484. Calculado para 

C35 H 7 0 490,6, pa ra C35 H 7 2 492,6. 

A substância isolada é por tanto um hidrocarbonato em C35 , 

sa turado ou com uma ligação dupla. 

A solução concentrada, que contem álcool e muitas substân-

cias de carác ter terpénico, além da substância com fluorescência 

azul, foi então t ra tada com vapor de água, que ar ras tou pa r t e 

dos óleos voláteis. O resíduo foi evaporado no vazio a uma 

tempera tura que não excedeu 50°. 

Ficou um óleo ligeiramente corado e de cheiro agradáve l . 

Ês t e óleo foi submetido a uma destilação à pressão de 12 mm, 

10 
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obtendo-se as seguintes f r acções : 1) ponto de ebulição até 8 5 " ; 

2) p. e. 85° a 1 1 5 ° ; 3) p. e . 120 J a 160° . 

Ficou um resíduo que foi desti lado a I O m m de pressão , a tem-

pera tu ra super ior a 200°; o destilado apresenta-se muito escuro . 

A f racção 1, incolor, é bas tante t r ansparen te no ultra-vio-

Ie te ; o espect ro de absorção da solução, a 1,082 °/o em álcool, 

numa espessura de 1 cm., apresenta uma ligeira inflexão 

en t re 275-280 ma. A segunda f racção , l igeiramente amarela , 

apresenta uma absorção mais in tensa ; o espectro de absorção 

ultra-violete apresenta uma banda com o máximo em 257 

uma banda mal definida com o máximo em 277 mp, e out ra 

também mal definida na região 310-340mp.. ( F i g . 6 , curva n ) . 

A terceira f racção de côr amare la apresenta um espectro de 

absorção com duas bandas persis tentes, com máximos em 278mu. 

e 337 mp (Fig. 6, curva i n ) ; estes máximos cor respondem aos 

da substância prèviamente obtida. 

E s p e r a m o s poder isolar esta substância no estado puro , pa ra 

sua completa identificação. 

SUMÁRIO 

1) Fizemos determinações quanti tat ivas de vitamina A, carote-

nóides, e rgos terol , vitamina B2 ( Iactoflavina) e vitamina C, 

no vinho tinto da Ba i r r ada . 

2) As concentrações de carotenoides e vitamina A são muito 

pequenas . Não foi possível de terminar se os carotenóides 

presentes são activos. 

3) A concentração de vitamina B2 é da ordem de grandeza das 

concentrações desta vi tamina, em vários f r u t o s . 

4) A concentração de vitamina C é infer ior à de muitos f ru tos 

e l igeiramente infer ior ao mínimo de vitamina C que se 

encontra nas uvas, 

5 ) Separámos um hidrocarboneto de fórmula molecular C 3 5 H 7 0 

ou C 3 5 H j 2 . 

6) Conseguimos f racções concentradas e o espectro de absor-

ção duma substância que po r i r radiação com luz ultra-violete 

apresenta fluorescência azul muito intensa. 

Apresen tamos os nossos agradecimentos ao P r o f e s s o r Dou-

tor A. de Morais Sarmento e ao P ro fes so r Dou to r R. Couceiro 
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da Costa pelas facilidades concedidas na execução deste t ra -

balho. A Es tação Viti-Yinicola da Beira L i to ra l agradecemos 

a ofer ta do vinho utilizado nos diferentes ensaios. 

Muitas determinações feitas neste t rabalho foram executadas 

com aparelhos adquiridos po r subsídios do Inst i tu to para a Alta 

Cul tura e do Fundo Sá Pinto . 

Uma bôlsa que foi concedida a F. P in to Coelho, pelo I . A. 

C. contribuiu pa ra a realização deste t rabalho . 
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