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Dimensdes, forma e posicdo dos caninos
inferiores do hipopdtamo.

No Museu Zoologico da Universidade de Coimbra conser-
va-se um par de dentes de hipop6tamo que surpreendem ji pela
sua dimensfio, mas sobretudo pela sua forma, por serem tor-
cidos 4 maneira dum saca-rolhas. KEstes dentes — trata-se de
dois caninos da maxila inferior, que furmavam em vida prova-
velmente um par — foram comprados em KFevereiro de 1906,
juntamente com dois incisivos internos da maxila inferior. Os
quatro dentes foram entdo montados na parte anterior duma
maxila inferior, bustante habilmente modelada em madeira, e
estiio assim expostos no Museu. Tém o namero de catilogo 50 d.

Dentes. de dimensiio e forma anormais sio na verdade hd
muito eonhecidos em determinados Mamiferos. Trata-se sobre-
tudo de dentes de rafz aberta, isto é de crescimento perpétuo.
Os exemplos mais conhecidos sio os dentes incisivos dos Roe-
dores, e nio haverd Musen Zoolbgico de importineia que nio
disponha dum erdnio de coelho com dentes roedores anormais.
No hipopétamo um tal-caso nfio me era conhecido até entdo, de
modo que os dentes do Musea de Coimbra me interessaram
muito, considerando eu nessa altura o caso como Gnico. For-
mei o proposito de publicar uma reprodugiio e uma curta noticia
a @ste respeito. Surgiram, porém, dividas logo de inicio sobre
se teriam dado ou ndio aos dentes a posi¢iio exacta na maxila
artificial. Para poder decidir isto, vi-me levado a ocupar-me um
pouco mais de perto com a forma e posicio de caninos inferio-
res normais do hipopétamo, para o que v material relativamente
rico armazenado nos museus portugueses oferecia oportunidade
excelente. Além disso procurei casos paralelos na bibliografia.

O resultado foi chegar ao econhecimento de que dentes anor-
mais de hipop6tamo nlio sio, de modo algam, tdo raros como
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eu jolgava anteriormente e que existem mesmo casos paralelos
dquela particularidade de forma que apresentam os exemplares
do Museu de Coimbra. E assim fui encontrar um dente isolado
duma forma muito semelhante no Musen da Sociedade de Geo-
grafia de Lisboa e mais um outro— trata-se dum dente fossil —
no Musen Mineralogico e Geoldgico da Universidade de Coim-
bra. Encontrei finalmente também na bibliografia eitado e ilus-
trado um caso paralelo.

Verifiquei simultineamente que também anormalidades de
outra espécie nilo sdo raras, por exemplo dentes de forma cir-
cular ou anomalias na direecio dos dentes, de maneira que a
curta noticia projectada a principio tomou as proporgdes dama
pequena monografia. Refiro todos estes casos de caninos anor-
mais de hipop6tamo num trabalho & parte, a publicar na «Zeit-
schrift fiir Anatomie und Entwickelungsgeschichte». Aqui,
pelo contririo, desejo expdr os resultados dos meus estudos
relativamente aos dentes normais.

Visto ter chegado no exame dos dentes anormais ao resul-
tado de que a anormalidade pode consistir primeiramente no
tamanho do dente, em segundo lugar na sua forma, em terceiro
lugar na sua direccdo, tive que levar a efeito, elaro estd, tam-
bém o estudo dos dentes normais sobre estes trés aspectos.
Comeco, pois, pelas dimensdes dos dentes.

Dimensdo. Aqui interessava sobretudo a questiio: Qual o
mdximo do comprimento de dentes, normais qunanto a forma e
posicio? Onde se encontra, dito doutra muneira, o limite entre
dentes emuito grandes» e dentes «anormalmente grandes» ?

Para poder responder a esta questiio medi em todos os eri-
nios & minha disposi¢iio o comprimento dos caninos inferiores,
a saber na aresta anterior do dente, desde o bordo alveolar até
A ponta do dente. A tabela 1 reproduz na coluna 4 ¢ H os
resaltados da medicdo.

Na tabela os crdnios estio dispostos e nomerados segundo
o comprimento basal decrescente. Por ¢comprimento basals
dum crinio entende-se o eomprimento a partir do bordo anterior
do foramen occipitale magnum até & linha transversal que liga
08 pontos mais anteriores dos intermaxillaria. Este compri-
mento basal parece-me ser melhor medida do tamanho dom
crinio de hipopiétimo do que o comprimento dorsal, desde a
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33| Geo. 2 50 | 20 | 20 | 034 |1564| 67 | 51 | 30 | 81 |41 | 92°| 91¢| 87°| 88°| 33 | 30 | 48 | &I°
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Dimensiies, forma e posigio dos eaninos inferiores do hipopétamo !

crista occipitalis até os pontos mais anteriores dos nasalia, pois
que o contdrno anterior déstes Gltimos ¢ varidvel. Quoando o
comprimento do erinio se indica na tabela entre paréntesis,
entiio quer isto dizer que éste comprimento nio pdde ser
medido directamente, mas teve que ser caleulado pelo compri-
mento dorsal, comprimento da maxila inferior e algumas outras
medidas de comparacio.

Os crinios pertencem a virios museus portogueses: Musen
Zoologico de Coimbra (abreviado: Z.), Institato Antropolégico
de Coimbra (A.), Musea Bocage de Lisboa (Boe.), Coleccio da
Agéncia Geral das Colénias, actualmente conservada no Museu
Bocage (Col.) e Musen da Sociedade de Geografia de Lisboa
(Geo.) (4).

A tabela mostra que como mdximo do cvmprimento dos
caninos se achou o valor de 34,5 cm. (erinio N.° 1) e que o
comprimento de 30 em. é ultrapassado apenas por trés crinios
a0 todo. Caninos muito maiores do que os do erinio N.® 1 mal
sio de esperar, pelo que respeita a dentes de forma e posicio
normal, visto que o crinio em questio pertenceu seguramente a
um apimal muito velho (sutaras na maioria fechadas) e repre-
senta também quanto ao comprimento cranial o maior de todos
os crinios de hipopétamo que até hoje tenho encontrado. Con-
tado, num material ainda maior, temos que contar com a possi-
bilidade de o nosso erecords vir a ser batido por um pouco.
Mas nio ficaremos muito longe da realidade considerando 36 cm.
o maximo absoluto do ecomprimento de caninos normais. Tudo
o que for além disto, teremos de designi-lo como «anormal-
mente grande», e desejaria mencionar aqui que o aumento de
dimensfio pode ser muito considerdvel em dentes de forma anor-
mal. Assim, verifica-se nos dois dentes do Museu Zoolégico de
Coimbra um comprimento da parte de fora do alvéolo de 6D em.
e 80 cm., o estes nimeros ndo representam ainda o maximo.
Em breve voltarei a éste assunto.

Os dentes mais pequenos por mim medidos tinham um com-

(1) Pela amivel permissiio de estudar os crinios nos respectivos museus e
pelo grande auxilio recebido nesta ocasilo, queria exprimir 0s meus melhores
agradecimentos aos 8rs. Dr. Evstmo Tamaexim, Dr. A. Ricaroo Joror e Coro-
nel Lores GaLvio
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primento (parte livre do dente) de respectivamente 10 e 11 cm.
(N.® 43), restringindo-nos a crinios que temos de designar
como «adultos», posto que ainda ndo completamente desenvol-
vidos. Os dentes dum animal acentuadamente jovem do Musen
Boecage (comprimento do eranio 36,5 em.) apresentam compri-
mentos de 8-9 cm.

Entre o comprimento do dente canino inferior direito e
esquerdo existe uma concordincia relativamente grande. Como
diferenga méxima encontrei, em 44 criinios com caninos normais,
duas vezes a de 3 em. (N.° 4 e 13); trata-se alids de dentes
muito grandes. A diferenca média entre direito e esquerdo era
no mea material de 0,77+0,12 em. (!) (desvio-padrio=0,8 em.).

Em erinios com caninos inferiores grandes, vistos de frente,
a impressio geral pode tornar-se muito diferente da dem erdnio
com caninos pequenos, por os caninos grandes se erguerem
muito mais para cima ao longo dos maxillaria. O maxilar mos-
tra, acima dos alvéolos dos caninos superiores, uma giba dorsal.
Ora, em erinios com caninos pequenos as pontas déstes ficam
bastante abaixo do nivel das gibas maxilares, emquanto que as
pontas de caninos grandes se encontram ao mesmo nfvel das
gibas maxilares ou até as ultrapassam considerivelmente, por
vezes em 4 cm. I verdade que esta diferenca nio depende
inicamente do comprimento varidvel dos eaninos inferiores, mas
essencialmente também da posi¢io baixa on alta dos seus alvéo-
los. A é@ste respeito existem, alids, diferencas bastante notdveis.
Se medirmos a distincia vertical entre o bordo anterior do
alvéolo e o plano da mesa, obtemos valores que oscilam entre
3 cm. e 11 em. KEstes valores sio independentes da dimen-
sio do crinio e do comprimento do canino, como se vé pelo
geguinte: o valor médio é nos 1D crinios com caninos maiores
(de mais de 20 em.) 7,2 em., nos 15 créinios com os caninos
mais pequenos (menos de 18,5 em.), 7,3 em.

Em todos os caninos que puderam ser tirados dos alvéolos,
verifiqunei também a relagiio entre o comprimento da parte livre
e o da parte alveolar. A tabela 2 mostra o resaltado destas
medigies. Vé-se que dentes grandes apresentam naturalmente
comprimentos maiores tanto na parte livre (coluna 3) como na

(') Todos os erros calculados sfio erros médios.
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parte alveolar (coluna 4); mas verifica-se também que, por outro
lado, ndio existe de modo algum um valor de relagio de qual-
quer maneira fixo entre estas duas partes, oscilando éste valor
entre 0,51:1 e 0,85:1 (coluna H). Vé-se mais que a relacio

TABELA 2
1 B i1iph 4B r' 4 5 6 7 8
comprimento do dente - dii
o = fidd p- hivre comp. den
Ne total ar te ! p.arte ﬁh_'egl-._ r 7 s P .
ivre 4 alveolar
| cm, em. cm. em. |
1 20 345 45,5 0,76 21,8 3,7 2090
2| 79 33 46 0,72 22.2 36 205°
8| 13 05 | 425 | 072 21 35 200+
4| 67 275 | 85 | 0,7 20,6 33 184°
5| 663 a7 39,5 0,68 20,3 3,3 186°
6| .645 24 | 405 0,59 194 33 192+
7] 64 29 | 35 0,83 19,6 33 186°
8| 63 255 1875 0,68 20 3,2 180°
9 62,5 285 | 84 0,84 19,8 3,2 181°
10| 625 45 | 38 0,64 19.9 3,2 1820
11| 615 23,5 | 38 0,62 20,5 3,0 171
12| 595 23.5 | 36 0,66 183 33 1830
13| 595 24 35,5 0,68 19,3 31 1750
14| 58 2 | 3 066 | 189 31 1740
15 | 645 25 .} 208 0,85 183 3,0 1720
16 | 54 195 | 345 0,56 18,3 3.0 171¢
17 | 50 17 33 0,52 16,7 3,0 168°
i8 | 49 19 30 0,63 16,6 3,0 167¢
19 | 48 17 31 0,55 14,7 33 180°
%0 | 41 17 24 0,71 14,5 28 157°
91 | 40 16,5 235 | 070 14,3 28 158¢
22 | 355 12 23,5 051 | 118 3,0 1700
93| 355 12 235 0,51 11,8 3,0 170°
21| B4 12,5 22 057 | 116 3,0 168°
o5 | 34 12 23 0,55 | 11.8 | 2.9 171°

entre a parte alveolar e a parte livre é, em geral, tanto menor
quanto maior é o dente. Ou, dito doutra maneira: do anmento
de dimensdo dos caninos participa a parte livre do dente de
maneira predominante. Se dividirmos os 25 dentes, conforme
o comprimento total, em 3 grupos (I=N.* 1.8, II=N.* 9-17,
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aos da tabela 1, em trés graupos (grupo I cerinios grandes»,
N.® 1-15; gropo II «crinios de dimensio média», N.° 16-30;
grupo IIT «crinios pequenos», N.” 31 45), entdo veremos qne
14 eranios do gropo I possuem caninos superiores a 20 em. e
86 1 cauinos inferiores, no grupo Il hd 8 crinios com caninos
dom comprimento superior a 20 em., 7 de inferior, no grupo IIL
86 1 de superior, 14 de inferior. Mas, como jd disse, uma cor-
relacio, mesmo de rigor aproximado, ndio existe. Assim se
encontra, por exemplo, no grupo médio um eranio (N.® 23)
que apresenta um comprimento dos dentes de apenas 12 cm. e
esti assim sO pouco acima do minimo absolato de 10,5 cm.; e
encontramos doutro lado no grupo dos crinios pequenos um
com a dimensdo dental respeitivel de 23 cm.

Nio nos devemos admirar desta ecorrelacio deficiente, aten-
dendo A ndo-uniformidade do material em dois sentidos. Trata-se,
em primeiro lugar, nos nossos criinios de animais de proveniéa-
cia diferente; e infelizmente s6 na minoria se podde verificar a
proveniéncia. A maioria dos crinios deriva ou de Mogambique,
ou de Angola; e exactameute em Angola distingue-se na Siste-
mética moderna uma espécie particular, Hippopotamus constrictus
MiLLER, enqaanto os cavalos marinhos de Angola pertencem &
espécie primitiva Hippopotamus amphibius 1.. Em segundo lugar,
o material também ndo & uniforme, por se encontrarem néle jun-
tos animais masculinos e femininos; e indica-se freqiientemente
como caracteristico de animais femininos a posse de caninos infe-
riores menores. I infelizmente também caso excepcional encon-
trar-se nom crinio de hipopitamo a indicagio do sexo.

Se calcalarmos para os nossos 4D crinios a relagio entre
comprimento dos caninos e comprimento do erdnio, entdo obte-
remos valores qua oscilam entre 0,19 e 0,48 (cf. tabela 1,
coluna 6). Quer dizer isto que o comprimento dos caninos pode
importar em 1/5 até 1/2 do comprimento do erdnio, aproxima-
damente. I claro que obteriamos um valor minimo ainda menor,
ge tomassemos em consideragiio os crinios de animais muito
jovens. O minimo encontradv por mim ndo pertence, porém, a
um tal erinio jovem, mas ao N.° 23, que possui o comprimento
considerdvel de 63 em., encontrando-se o médximo num crinio de
67 em. (N.° 13). Repartindo mais uma vez os 45 crinios estada-
dos em trds grupos e calcalando para cada grupo a média, obte-
remos M;=0,40+0,01, M:=0,33+0,02, M3=0,28+0,01.
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Visto em conjunto observa-se que também existe uma correla-
¢iio entre o comprimento relativo dos caninos @ 0 comprimento
dv eréinio, correlaciio esta, & verdade, mais uma vez pouco rigo-
rosa. Os animais grandes tém portanto em geral nio s6 os
caninos maiores em sentido absoluto, mas também caninos rela-
tivamente maiores do que animais menores.

Faldmos até agora s6 do comprimento dos caninos. Que hd
quanto A espessura ?

Como medida da espessura poderiamos aproveitar o perime-
tro. Mas, visto que a forma do corte transversal dos dentes
varia, prefiro estabelecer a comparacdo com base na drea do
corte transversal ao nivel do bordo do alvéolo. Este valor pode
ser caleulado da maneira seguinte: Tira-se primeiramente a
forma do dente imediatamente por cima do bordo alveolar, por
meio dom araume de cobre de 1 mm. de calibre. A forma passa-se
a uma folha rectangular de cartio. A folha pesa-se e verifica-se
além disso a soa drea total. Agora recorta-se o corte trans-
versal do dente no cartio, pesa-se o recorte e calcula-se assim
a sua drea.

A tabela 1 reproduz na coluna 7 os valores assim obtidos
nos 45 caninos (foi usado sempre o canino direito). Vemos
oscilar a drea do corte transversal entre 5,38 e 31,62 cm?.
Também aqui se verifica, como é natural, que am erinio maior
tem em geral também caninos mais espessos do que um crinio
menor. Visto, porém, haver também ecrinios grandes com cani-
nos relativamente delgados e crinios pequenos com caninos
relativamente espessos, ndo se pode falar mais uma vez duma
correlaciio rigorosa.

_ 100 y/corte transversal
Se calcularmos a proporgio — Y _, obtere-
comprimento do crinio

mos valores entre 4,6 e 8,4 (ef. tabela 1, col. 8); quer dizer: a
raiz quadrada do corte transversal do eanino importa em 4,6% a
8,49y do comprimento do criinio. O valor médio é de 6,64+0,14.
Dos 15 erfinios maiores estio 12 acima e 3 abaixo do valor médio;
dos 15 crinios médios 7 acima, 8 abaixo; dos 1D crinios mais
pequenos 4 acima, 11 abaixo. Os valores médios dos trés grapos
sio: My =17,20+0,16, M; = 6,63 + 0,24, M3 = 6,00 £ 0,22,
Também aqui resulta portanto o facto de crinios maiores terem
em geral os caninos nio s6 mais espessos absolutamente, mas
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também mais espessos relativamente. Mas isto é uma regra com
muitas excepgdes. Encontramos por exemplo num erdnio relativa-
mente pequeno, de 59 em. de comprimento basal (N.° 34), o valor
elevado de 8,0, mas num erdnio de 69 em. (N.” 5) apenas 6,1.

Como se relaciona agora o comprimento com a espessara
dos caninos? Se estabelecermos a proporcio entre o compri-
mento do canino e a raiz quadrada do corte transversal, obte-
remos os valores da tabela 1, coluna 9. Vemos que os caninos
sio no minimo 3,5 vezes mais compridos do que a raiz do sean
corte transversal ao mivel do bordo alveolar, no méiximo 6,3
vezes. Verifica-se, além disso, que caninos mais compridos
apresentam em geral valores maiores do gne os mais curtos,
isto &, que 8les sio relativamente mais delgados. Se reunirmos
mais uma vez o8 15 caninos mais compridos, os 15 médios e os
15 mais curtos, entiio os valores médios déstes trds grapos serio
respectivamente 5,43+0,14, 492+40,13 ¢ 4,611+0,12. Em sen-
tido absoluto, caninos mais compridos tem naturalmente em geral
om corte transversal maior do que os mais eurtos.

Dos resultados do men exame de dentes anormalmente com-
pridos desejava apenas mencionar aqui que néles aumenta tam-
bém a espessura, o que era de esperar; mas que o anmento de
espessura nio é de modo algum paralelo av aumento de com-
primento, o que igualmente era de admitir a priori: o limitado
espago dentro da maxila inferior torna o caso compreensivel
sem mais. Para duar alguns nimeros, queria referir que dos dois
dentes isolados 50 d do Musen Zooldgico de Coimbra o direito
tem uma drea do corte transversal de 35,97 em.2, o esquerdo
de 33,22 em.?, e que um dente anormalmente comprido e igual-
mente em forma de saca-rolhas do Museu da Sociedade de Geo-
grafia apresenta um corte transversal de 34,33 em.2. Doutro
lado encontrei também dentes de forma e comprimento anormais
que ndo ultrapassam de modo algam o valor normal quanto &
drea do corte transversal.

Forma. Um canino de forma normal cansa & primeira vista
a impressio dom arco de circulo bastante regular. Para poder
dizer em que medida isto corresponde i realidade, desenhei
sObre papel o contdrno de todos os caninos que podiam ser
tirados dos alvéolos. Calenlei depois o raio, segundo a for-
mula AD*=CD.2r (cf. fig. 2), marquei, com o sea auxilio, o
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-centro do efrculo ideal correspondente, tracei o arco circular e
comparei éste Gltimo com a curvatura do contdrno do dente.
Surpreende a exactidio eom que o contdrno anterior corres-
ponde ao arco circular ideal. Doutro lado é também evidente
que 86 assim & possivel tirar ficilmente os caninos dos alvéolos
numa percentagem tio grande. A circunferéncia representa a
linha de grau de curvatura constante, e 86 assim é que se torna
possivel, dado o corte transversal dum dente adulto ndo aumen-
tar na direcciio da raiz, a extracciio sem dificuldade, facilitando
ignalmente, estd claro, também o natu-
ral crescimento do dente para fora. A

A tabela 2 indica na coluna 6 a
dimensdio do raio para os 25 dentes
assim examinados. Vemos que o raio
oscila entre 11,6 e 22,2 cm. e que é
proporecional ao comprimento dos den- c
tes, pelo menos em geral. Dentes meno- ¥
res tém pois um raio menor, quer dizer,
uma curvatara mais acentnada, do que
dentes grandee. A relagiio entre o com-
primento do dente e o raio (coluna 7)
estd entre 2,8 e 3,7, correspondendo
também aqui os valores maiores aos
dentes maiores. A média desta relagio
é M=3,2-+0,05, com um desvio-padrio
de 0,23. Para os primeiros 8 dentes resulta M;= 3,4+ 0,00,
para os 9 dentes do grupc médio Ma=3,1+ 0,04, para os
8 dltimos dentes Mg= 3,0+ 0,05,

Verifiquei também para todos os restantes dentes, isto &, os
que se nio podem tirar dos alvéolos, a dimensdo do raio. Visto
nestes casos o cdleulo se basear numa parte do dente inferior &
metade do comprimento total, os valores obtidos tém de ser
menos exactos, de forma que prefiro rennnciar 4 sua reprodu-
¢io. Encontrei aqui raios ainda um pouco maiores, isto é den-
tes menos curvados, do que no material restrito dos 25 dentes
atrds citados. O mdximo é wm raio de 23,8 em. Encontrei,
por outro lado, num crénio ainda muito jovem do Musen Bocage,
um minimo de 7,0 em.

Queria mencionar que também investiguei se existe uma
relacio constante entre o comprimento da mandibula e o raio

Fie. 2
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do dente. Nio & éste o caso de modo algnm. Encontro, por
exemplo, numa mandibula relativamente pequena dum compri-
mento maximo de 48,5 em. um raio de 18,3 cm. e doutro lado
numa mandibula considerivelmente maior (comprimento maximo
55,7 em.) um raio apenas de 11,8 em.; no primeiro caso resul-
taria a proporgio de 2,7, no segundo a de 4.7.

O fingulo ao centro () que pertence ao arco de eirculo dos
dentes isolados, isto é, o Gngulo AMB da figura 2, oscila
entre 157° e 209°. V@-se na tabela 2, coluna 8, que os dngu-
los aumentam proporcionalmente ao comprimento dos dentes,
mas 86 muito em geral. Se existisse um paralelismo exacto,
os valores teriam de diminuir continnamente, visto a tabela
estar disposta segundo o comprimento decrescente dos dentes.
Nio é assim porém: o comprimento de dois dentes pode ser o
mesmo, quando um déles apresenta o raio um pouco maior, e
o outro o ingulo ao centro um pouco maior. Se caleularmos o
produto r.¢, entio obteremos nataralmente nma série de nime-
ros sempre decrescentes, pois que o comprimento do dente é

2r.w.ce
dado pela férmula —360°

Niio se trata, todavia, nos dentes duma concordincia abso-
lata com o arco circular ideal. Do facto de dentes menores
(mais jovens) apresentarem uma carvatura maior do que os
dentes grandes (mais velhos), pode-se concluir ji tedricamente
que a curvatura da metade apical dum dente tem que ser am
pouco maior do que a da metade basal, pois que a parte apical
se desenvolven mais cedo do que a parte basal. Se verificarmos
nos dentes isolados, separadamente, o raio da metade apical e o
da metade basal, entio obteremos, com efeito, para a primeira
valores menores em alguns milimetros do que os da metade
basal. B de esperar que esta diferenca se note mais nos dentes
jovens do que nos dentes de animais completamente adultos;
deverfamos até esperar nestes Gltimos nma carvatura absoluta-
mente uniforme em toda a extensiio do demnte. Tenho, porém,
que notar que mesmo nos maiores dos dentes estudados por
mim, provenientes, a julgar pelo comprimento e aspecto de todo
o erdnio, seguramente de animais velhos, se verificon sempre
nma carvatara um pouco maior da metade apical.

Ao tratar da forma do dente e do cdleulo do seu raio de
curvatura tomdmos em econsideragio apenas o bordo anterior
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convexo. Um estado particular do bordo posterior concavo é
supérfluo, pois que éste decorre qudsi exactamente paralelo ao
bordo anmterior. Isto vale sobretndo para dentes adultos. Se
medirmos néles com uma craveira — a exactidio dos desenhos
de contdrno niio ¢ bastante para éste fim — a distincia entre o
bordo anterior e o posterior, dum lado A altara da rafz, doatro
lado & altura do bordo alveolar on ainda mais na direc¢io da
ponta (mas, claro, ainda abaixo da regifio da face de desgaste),
entiio obteremos valores ou absolutamente iguais ou que diver-
gem apenas em 1-2 mm. O valor maior pode pertencer aqui,
tanto ao nivel da raiz como ao do bordo alvevclar. Em dentes
mais jovens (dentes menores), porém, pode verificar-se uma
divergéncia mais acentnada. No caso extremo verifiquei, num
dente de D0 em. de comprimento, & altara da raiz uma distincia
entre o bordo anterior e o bordo posterior de 70,5 mm., & altara
do bordo alveolar de 59,0 mm., isto & uma diferenca de 11 mm.
Assim pode-se is vezes concluir ji da forma dum dente, inde-
pendentemente do sen comprimento, se se trata dom dente
adulto on dum dente jovem ainda em crescimento.
Na regido da face de desgaste ao lado posterior do dente
a distincia entre bordo anterior e posterior diminui natural-
mente em grau considerivel. No que respeita i extensdio da
face de desgaste, temos que constatar uma variabilidade extraor-
_ dindria. Id dentes com face de desgaste curta e dentes em que
! esta face desce qudsi até ao borde posterior do alvéolo, nos
quais, portanto, fui desgastado pelo antagonista todo o bordo
posterior da parte livre do dente, quer dizer, da parte que sai
da gengiva. Alguns nimeros esclarecerio a grande variabili-
dade na extensdo da face de desgaste e na proporgio entre esta
a e parte nio-desgastada do dente. Como comprimento maximo
da face de desgaste verifiquei num material de 88 dentes 19 em.,
ecomo comprimento minimo 3 em. A parte ndio-desgastada do
dente, medida no bordo posterior desde o alvéolo, foi no miximo
13 em., no mfnimo 0,5 em.; néste Gltimo caso a face de des-
gaste aleanga, pois, a gengiva. O valor médio do comprimento
de todas as faces de desgaste importa em 10,9 em., o valor médio
das partes nido-desgastadas em 5,6 em. Podemos portanto dizer
que a face de desgaste abrange 2 3 do comprimento do bordo
posterior do dente, em média. Em dentes com face de desgasto
invulgarmente pequena esta, porém, ocupa apenas 1/3 do dente.

2
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\ Virios siio os factores que concorrem para estas diferencas
de comprimento absoluto e relativo da face de desgaste: raio
de caurvatura do dente e do seu antagonista, posicio dos dentes
nas maxilas, comprimento da maxila inferior em comparacio
com a maxila superior, ete. Mas mal valerd a pena discutir
| isto em pormenor.
i Em contraste com o comprimento da face de desgaste, a sana
posicllo 6, em dentes normais, muito constante. Encontra-se
i sempre na face posterior do dente e dirige-se on exactamente
para trds, ou, e isto é o mais fregiiente, simnltineamente um
pouco para dentro. Isto pode ser diferente no dente direito e
esquerdo da mesma mandibula, e em grau notdivel. A face de
desgaste 6, na maioria dos casos, absolutamente lisa ; raramente
ge apresenta formada por duas faces em fngulo muito aberto,
com aresta longitudinal. A face é ou absolutamente plana oa
levemente eOncava, nunea convexa.
' A forma do corte transversal do dente, imediatamente acima
do alvéolo, pode designar-se como aproximadamente triangular.
Apresenta uma variabilidade bastante grande. Para evitar uma
descrigiio extensa reprodazo na figura 3 a-d quatro cortes trans-
versais caracteristicos de caninos esqnerdos. Déstes podemos
designar (a) como forma normal, (b) pertence a um dente espe-
cialmente grosso, (¢) a um dente mais jovem, invulgarmente
delgado e de corte transversal arredondado, ao passo que em (d)
uma das arestas & particularmente saliente. Podemos fular,
como se vé, duma aresta anterior, duma exterior e duma inte-
rior, e podemos distingnir uma face externa, nma posterior e
uma antero-interna. O lado do tridngulo que corresponde i face
antero-interna & por via de regra o mais comprido; s6 muito
raramente, em dentes especialmente grossos, é que o lado externo
o iguala em comprimento. Das trés arestas do dente a anterior é
a mais acentuada; a aresta posterior e, sobretudo, a exterior sflo
mais arredondadas. Em casos extremos, como no da figura (¢),
j4 niio se pode falur duma aresta exterior. Na maioria das vezes
encontra-se nas faces posterior e interior do dente um suleo
‘i longitadinal, que aparece no corte transversal como depressio.
A face externa s6 muito raramente mostra uma formacio cor-
, respondente, sendo de ordindrio uniformemente convexa. A face
externa tem uma posigio quasi sagital; dirige-se muitas vezes
simultineamente um pouco para diante, raras vezes para tris.
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Além dos dois suleos longitudinais mencionados, observamos
com bastante regularidade nas faces exterior e interior do dente
umn sistema de suleos longitudinais mais estreitos, de forma que
estas duas faces apresentam um aspecto canelado. A canela-
tura provém da formagio de numerosas eristas longitudinais,
que correm qudsi paralelamente, mas convergindo, em parte,
para cima. A face porterior nio & canelada.

s
e

Fia. 3

Cortes transversais de caninos inferiores direitos do hipopdtamo; a-d
ao nivel do bordo alveolar, e a0 meio da face de desgate {redugiio 1/5)

A forma do corte transversal do dente qudsi nio se modifica
desde a raiz até o comégo da face de desgaste ; na regiio desta
altima, porém, modifica-se considerivelmente, como & natural.
A figura (e) reproduz um corte transversal ao meio da face de
desgaste. Mais para cima o aspecto modificar-se-ia evidente-
mente, visto a face de desgaste avancar cada vez mais em
direccfio a aresta anterior do dente.

Queria referir-me mais ama vez s6 de passagem aos dentes
de forma anormal; para uma informagio mais detalhada pode
recorrer-se 4 minha publicagio na « Zeitschrift fiir Anatomie
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uvnd Entwicklungsgeschichtes. Podemos distinguir trés gropos
no men material de dentes de forma anormal: dentes de forma
circalar, dentes em parafuso e dentes com face de desgaste
anormal ou sem ela. Os dentes circulares on formam um efr-
culo fechado, de maneira que a ponta do dente vai tocar na
raiz, depois de ter perfurado a mandibula, ou entdo apenas
ultrapassam, quanto ao fngulo ao centro, considerivelmente
aquele miximo de 209° que se encontra em dentes normais.
Isto depende evidentemente do tempo decorrido desde a provo-
cacio do crescimento anormal, que resulta na maioria dos casos
provavelmente da perda do antagonista. Rigorosamente nio
deveriamos fular, de resto, dos dentes circulares como de den-
tes de forma anormal, visto a forma circular representar a
forma normal do dente. A anormalidade nio reside neles pro-
priamente na forma, mas sim no aumento anormal de compri-
mento, condicionado pela falta de desgaste na extremidade livre.

A forma ecircular niio parece ser muito freqiiente. 86 pude
encontrar dois exemplos. Em todo o caso, a forma de parafaso
é aparentemente mais freqilente. Pude encontrar pessoalmente
nos Maseus portagueses quatro exemplares, e na bibliografia
encontra-se a desericio dum quinto easo. A anormalidade reside
aqui apenas no grau exiraordiniriamente elevado duma parti-
cularidade do dente, que em dentes normais se manifesta s6 em
medida muito pequena, quando ndo falta eompletamente. Se
colocarmos um dente normal com a face interna sobre a mesa
e se apertarmos fortemente a extremidade da rafz contra a mesa,
entdio veremos que muitas vezes se levanta ou a ponta do dente
ou a sua parte média um pouco acima da mesa, sinal de que o
dente so nilo conserva exactamente no mesmo plano. Mas, como
j4 disse, trata-se sempre apenas dum valor muito pequeno, alguns
milimetros até um centimetro no médximo. Nos dentes em para-
fuso éste desvio do plano inicial do dente anumenta em tal medida,
que resulta uma distincia entre as voltas de qudsi 60 em. no
méximo, se calcularmos o desvio para uma volta completa. Em
todos os casos estudados por mim o parafuso desenvolve-se num
sentido tal que a ponta do dente se desloea, com o crescimento
progressivo, cada vez mais para fora. Um dente em parafuso
nfio encontra o antagonista; resulta daqui, como conseqiiéneia
secunddria, o aumento anormal de comprimento. Os mais com-
pridos de todos os dentes de tamanho anormal sfio justamente
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os dentes em parafuso. O parafuso pode ter trés voltas com-
pletas.

Irregularidades da face de desgaste e, sobretudo, a falta
duma tal face, podem ser mesmo designadas nos caninos infe-
riores do hipopétamo como freqiientes. Temos de consideri-las
na maioria dos casos como conseqiidneia secunddria duma anor-
malidade da forma ou direcgio do dente. 1 que ama face de
desgaste normal s6 aparece quando o canino superior toca,
durante o sen fancionamento, na face posterior do canino infe-
rior. Se o canino superior funcionar contra a face interna do
canino inferior — caso de modo algum raro — entio o resultado
ndo serd uma face de desgaste na face referida, mas sim om
recuo do canino inferior, que & impelido cada vez mais para
fora pelo antagonista em crescimento, chegando por vezes o
dente a atingir uma posigfio perfeitamente horizontal.

Uma face de desgaste anormal apareee por fim também no
caso de o antagonista se ter partido oun se ter perdido por com-
pleto, ou entdio se o canino inferior parou no crescimento, como
pode acontecer em conseqiiéneia duma destruigio da raiz por
inflamagio ou qualquer dano meecinico, um tiro por exemplo.
Isto tem por sua vez para o canino saperior a conseqiiéneia de
éle adquirir um comprimento anormal.

Posigito. Os caninos mandibulares do hipopétamo sobem, a
partir do alvéolo, em direcelio aproximadamente vertical, I esta
a primeira impressiio que surge ao examinar um maior nimero
de eriinios. Mas em breve notaremos que a posigiio s6 em casos
excepcionais é rigorosamente vertical. Se supusermos a ponta
do dente ligada por uma recta ao ponto alveolar anterior, quer
dizer, ao ponto onde a aresta anterior do dente desaparece no
alvéolo, entllo a linha em questdo desvia-se, por via de regra, e
em grau diferente, da perpendicular tirada da ponta do dente,
tanto na direcgio transversal como sagital. Isto diz respeito
sobretado & direcgdo transversal, dirigindo-se a ponta do dente
mais ou menos para fora. A maneira mais simples de verificar
o graun déste desvio & medir por um lado a distancia dos dois pon-
tos alveolares anteriores — na tabela 1 indicada por Ay — por
oatro lado a distincia entre as pontas dos dois dentes — indi-
cada na tabela por Aj;. Estas doas distineias deveriam ser
iguais, se as pontas dos dentes fossem, na realidade, perpendi-




22 Revista da Faculdade de Ciéneias da Universidade de Coimbra

culares aos pontos alveolares anteriores. Isto sucede, porém,
apenas D vezes em 44 casos examinados para éste fim, se con-
siderarmos ainda iguais a 0 desvios de 0,5 em. Em 37 era-
nios, A; snpera Ay de 1 até 8 em.; em dois crinios Aj ¢é
inferior a Ay, num deles de 3 cm., no outro de 5,0 em. Se
caleularmos a média de todos os 44 crinios, obteremos
A3 —A;=-13 cm.; as pontas dos dentes ndo sio, portanto,
perpendiculares aos pontos alveolares anteriores, mas estio,
em média, 1,5 em. para fora déstes pontos, de ambos os lados.

Nota-se, porém, a éste respeito uma assimetria considerdvel,
estando por exemplo a ponta do canino direito a uma distincia
maior do plano médio do que a do dente esquerdo. Para eal-
cular esta assimetria é preferivel, em vez da determinagio directa
das distincias em questdio, a verificagio dos dngulos formados
pela recta ponta do dente — ponto alveolar anterior com a
recta transversal que liga os dois pontos alveolares anteriores.
Fiste fingulo &, de resto, preferivel, também, para medida do
desvio do dente da perpendicular, visto ser independente do
comprimento do dente. O fdngulo em questio, a que chamare-
mos =, pode ser medido directamente, ou calculado. Empreguei
ambos os métodos por maior seguranga. Fiz o cileulo projec-
tando a ponta do dente e o ponto alveolar anterior sobre o
plano horizontal (plano da mesa), obtendo assim o desvio trans-
versal (tr) da ponta do dente em face do ponto alveolar. Par-
tindo do valor tr e das distincias acima do plano da mesa da
ponta do dente (ky) e do ponto alveolar anterior (ks), podemos
calcular o dogulo, segundo a férmala tgr-——}'—’;—k—z. Os valores
caleulados coincidem mais on menos com os valores medidos.
Os valores de = dados na tahela 1, colunas 13 e 14, obtiveram-se
pela combinagiio dos valores medidos e calealados. Vemos que
os valores oscilam entre 81° e 108°. A média é de 95,6 £0,6°,
o desvio-padriio =5,4°. A dimensfio de = ¢é independente do
comprimento do crinio. Agora ressalta também perfeitamente
a assimetria entre direito e esquerdo, podendo a diferenca entre
o = & direita e 4 esquerda atingir o valor de 17° (n.* 38). A
média da assimetria & de 4,3 +0,6° o desvio-padrio 3,9°.

De maneira correspondente foram medidos e calculados tam-
bém os 4ngulos de desvio sagital dos caninos em relagiio &
perpendicular, isto é, a projecgio sobre o plano mediano do

[ p——
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angulo formado pela recta ponta do dente — ponto alveolar
anterior eom a recta horizontal que, partindo do ponto alveolar
anterior, se dirige para trds, paralelamente ao plano mediano.
Sob = encontram-se indicados na tabela 1 colunas 15 e 16 mais
uma vez os fngnlos obtidos pela combinagio de medigio e cdl-
culo. O desvio em relagio & perpendicular é néste caso menos
considerdvel, de forma que podemos dizer que a ponta do dente
se encontra, visia de lado, qudsi exactamente acima do ponto
alveolar anterior. A média de todos os angulos, que oscilam
entre 70° e 103° & de 886+0,7° o desvio-padrio de 6,6".
A assimetria entre direito e esquerdo &, neste caso, menor,
importando em 2,3 +0,3° em média, 10° no mdximo. O angulo =
¢ independente do comprimento cranial.

Temos que determinar a posigio do dente na maxila ainda
em mais um sentido. K que nio fica determinada inequivoca-
mente a sua posicio s6 por meio da recta ponta do dente —
ponto alveolar anterior, visto o dente poder girar em torno desta
recta como eixo, tomando ora uma posigio aproximadamente
paralela ao plano mediano, ora uma que se desvia mais ou menos
déste plano, como na realidade acontece. Vimos jd ao estndar
a forma do dente, que éle estd inserido na maxila de maneira a
podermos distinguir na parte livre do dente uma face externa,
uma posterior e uma antero-interna. Trata-se agora ainda de
determinar o dngulo entre uma destas faces e o plano mediano
on também o plano transversal. A face antero-interna é a mais
apropriada para éste fim.

Mediu-se portanto em primeiro lugar o dngulo = da face
antero-interna do dente com a linha transversal, quer dizer a
recta que liga os dois pontos alveolares anteriores dos dois
dentes. Esta medicio faz-se da maneira mais comoda por meio
de duas réguas de dimensdo desigual, das guais a mais curta
gira em volta dum ponto junto da extremidade da mais com-
prida. Esta ltima aplica-se is arestas anteriores dos dois den-
. tes, imediatamente por cima dos alvéolos, emguanto a régna
mais curta se ajusta & face antero-interna dam dos dentes, ime-
diatamente por cima do bordo alveolar interno.

[ste angulo, estd claro, ndo pode ser aproveitado como tal,
pois a linha transversal corre paralela ao plano horizontal, mas
ndio assim o outro lado do dngulo, que corre ao longo do
bordo alveolar interno; na verdade, éste lado desvia-se para
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cima e para trds, em medida varidvel. Este desvio (3) calecu-
la-se facilmente colocando uma régua ao longo do bordo alveo-
lar interior e medindo a altura de dois pontos da régua acima
do plano da mesa. A tabela mostra nas colunas 17 e 18, que J
oscila entre 15° e 52° (média = 30,9+ 0,8", desvio-padrio=7,6),
nfio se mostrando nisto uma dependéneia clara do comprimento
do eriinio, mas verificando-se mais uma vez uma assimetria noti-
vel (mdximo = 15°, média = 4,0 £0,5°, desvio-padrio =3,6°).

A projecgiio requerida do fngulo « sébre o plano hori-
zontal, a que chamaremos 5, pode se caleular agora pela for-

cos o
mula cos f= = Os valores de 5 que se encontram nas colu-

nas 19 e 20 da tabela 1, oseilam entre 23° e G3°. Nio se mani-
festa uma regularidade na seqiiénecia dos dngulos, seguindo-se
ingulos maiores e menores indistintamente. Falta pois, mais
uma vez, uma correlacio eom o comprimento cranial, facto que
se revela também com evidéncia, se representarmos grafica-
mente a relagcio entre [ e o comprimento do eriinio. Existe,
porém, uma relagio indubitdvel, ainda que fraca, entre [ e a
largura relativa da mandibula. Como medida da largura relativa
escolheu-se a proporgio entre a distincia dos dois pontos alveo-
lares anteriores (Ay) e o comprimento da mandibula no plano
mediano. Os valores da largura relativa variam no meu mate-
rial entre 0.5D e 0,81. Estabelecendo a relagdio entre éstes valo-
res e [3 verifica-se que em geral a um valor maior da largura
relativa corresponde um valor menor de . Quanto mais larga,
portanto, a parte anterior da mandibula, tanto mais as faces
antero-internas dos caninos se voltam para diante. Se é a lar-
gura da mandibula que aqui cansa o grau de obliquidade dos
caninos em relaciio ao plano mediano, ou vice-versa, difieil-
mente se poderd decidir.

Mais uma palavra aindu e0bre os dentes de posigiio anormal !
O desvio da norma mais freqiiente consiste aqui indubitivel-
mente no facto de os dentes se voltarem mais ou menos para o
lado, de mode que se dirigem nido para cima, mas obliqguamente
para cima e para fora, ou mesmo exactamente para fora. Pude
encontrar tdda oma série de exemplos que mostram esta anor-
malidade em vdrios graus. Néstes crinios aumenta, pois, con-
siderivelmente o valor de . Num erinio (Col. 4), que mostra
esta anormalidude em grau médio, encontrei por exemplo para
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v 128° 4 direita, 121" 4 esquerda. Mas o valor de = pode ir
até 180° (posiclio horizontal).

Quanto ao angulo & parece ndio haver uma anormalidade
primdria. Mas o valor de s modifica-se secundiriamente em
erinios com os caninos colocados para o lado, visto esta deslo-
cagdo ter como conseqiiéneia o desencontro com o antagonista
e, com isto, um crescimento prolongado do dente. A ponta do
dente chega assim a uma posiciio cada vez mais posterior, dimi-
nuindo correspondentemente o dngulo . Encontrei por exem-
plo no erinio Col. 4, mencivnado atrds, para ¢ o valor de 45°
a direita, de 61° & esquerda, valores estes que estdo muito abaixo
do minimo de dentes em posi¢io normal. O mesmo resulta tam-
bém, naturalmente, no caso dum aumento anormal do compri-
mento, em conseqiiéncia da perda do antagonista.

Em dentes voltados para o lado pode-se verificar, por fim,
como conseqiidneia secundiria desta deslocagio, também nm
aumento do dngulo (2. Dirigindo-se neles a faee antero-interna
origindria do dente obliqguamente para cima, mesmo puramente
para cima, aumenta evidente e considerivelmente o fingulo «, e
por conseqiiéncia aumentard tambhém o dngulo 3, que & depen-
dente de «.

Esta modificaciio da direcgiio das faces do dente traz consigo
mais uma conseqiiéncia. Num dente de posicio normal o limite
enire a parte amarelada do dente, isto é a parte protegida pelo
alvéolo e a gengiva, e a parte livre acastanhada ecircunda o
dente qudsi A mesma altura. Fm dentes de desvio lateral, porém,
Gsse limite sobe considerdvelmente desde a aresta anterior até a
aresta posterior. Isto fornece-nos um meio de ajuizar, também
em casos de dentes isolados, da sua provivel posigio na maxila:
ou posi¢io normal ou posigio horizontal. Desta maneira foi
possivel dar agora aos dentes isolados anormais do Maseu Zoo-
logico de Coimbra uma orientagio que corresponde com grande
probabilidade & posi¢io que tinham em vida, posigio essa que
significa uma correcglio bastante considerivel da orientagio que
se havia dado hd anos aos dentes dentro da maudibula artifieial.

Com isto ficou resolvida a questio que ea me havia pdsto
inicialmente e regressei assim ao ponto de partida déste estudo,
pois que, ao encontrar no Museu os dois dentes anormais, mon-
tados numa mandibuia de madeira, nio tive primeiro, além duma
pequena noticia acompanhada duma figura, outra intengio que
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nio fosse a de obter a certeza se se havia dado realmente aos
dentes a posiciio exacta na mandibula artificial.

Julgava a principio que seria suficiente para alcancar 8ste
fim medir muito simplesmente em alguns dentes normais o dngulo
entre a face antero-interna do dente @ o plano transversal; mas
tive que reconhecer em breve que éste ingulo s6 em dentes de
posi¢io normal torna possivel a orientagio do dente na maxila.
Reconheci mais que a forma anormal anda freqiientemente ligada
4 posigio anormal. E assim se tornon indispensivel um estodo
pormenorizado da forma e posicio de dentes normais e de todos
os outros casos de dentes anormais que pude encontrar. A curta
noticia em projecto tomou assim propor¢des muito mais largas.
Talvez nfio seja, porém, sem certo valor ficar-se conhecendo
assim mais exactamente a forma e posi¢io normais dos caninos
do hipopétamo e possair além disso, no meu artigo da «Zeit-
schrift fiic Anatomie nnd Entwicklungsgeschichtes, um estudo
de conjunto de todos os dentes anormais, conhecidos até agora.

Dg. Ernst MATTHES

(Coimbra, Museu e Laboratirio Zooldgico).
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Um novo Museu em Coimbra: o Musen pombalino de Fisica
da Faculdade de Ciéncias da Universidade

(Comunlcacdo apresentada 4 Academia das Cénelas de Lisboa em Junbo de 1938)

Senhor Presidente:
Ilustres Confrades :

Quando, ha anos, tomei conta da Direccio do Laboratorio
de Fisica da Universidade de Cofmbra, estava bem longe de
pensar que no desempenho, por assim dizer, das minhas fun-
¢bes, me seria dado empreender um trabalho de investigacio e
de reconstituigiio histéricas que os meus antecessores, professo-
res o directores ilustres que foram déste Laboratério, niio so
nio tiveram o menor interdsse em fazer, como até, inexplich-
velmente, o prejudicaram, deixando que se perdessem alguns
dos mais valiosos elementos do seu estudo. Felizmente, nem
tudo se perdeu, e dai a razio do meu trabalho.

Quero referir me ao antigo (Gabinete de Fisica eriado em
Cofmbra pelos Estatutos pombalinos de 1772, ao que éle foi,
no tempo em que, com toda a magnificéneia, foi instalado pelo
Mzrqués de Pombal ; quero referir-me sobretudo is vicissitudes
por que passou até hoje, ao estado lamentdvel em que o fui
encontrar, mutilado e disperso, e ao estado em que actnalmente
g8 encontra, depois da reconstituigio que me foi dado empreen-
der. Se éste estado, hoje, mal reflecte a antiga.grandeza, per-
mite-nos eontudo ainda admirar algamas das saas curiosidades,
incontestiveis elementos de valor, quer consideradas no ponto
de vista artistico, quer no ponto de vista da histéria da Ciéncia,
susceptiveis de constituirem no seu conjunto, tal como foram
reanidas, um museu digno de ser conservado, um valioso Musen
de Fisica do século xvur.
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Ji por muitos historiadores foi devidamente considerado o
especial cuidado que teve o Marqués de Pombal na instalagio
do Gabinete de Fisica em Coimbra, depois de ter feito suprimir,
pela carta régia de 10 de Novembro de 1772, o estudo da Mate-
mitica e da Fisica no Colégio dos Nobres, em Lisboa.

Vale a pena transcrever aqui tndo o que se estabelece nos
velhos Estatutos pombalinos, de pdginas 392 a 394, do volame 3 °,
sobre o que ld se encontra designado com o nome de Gabinete
de Fisica Experimental :

«Para que as Ligoes de Fysica, que Mando dar no Curso
Filesédfico da Universidade, se fagam com o aproveitamento neces-
scrio dos Estudantes; 03 quais ndo somente devem ver executar
as Erperiéncias, com que se demonstram as verdades até o pre-
sente conhecidas na mesma Fysiea ; mas também adquirir o hdbito
de as fazer com a sagacidade, e destreza. que se requer nos Explo-
radores da Natureza; haverd também na Universidade huma Col-
lecgdo das Maquinas, Aparelhos, e Instrumentos necessarios para
o dito fim.

Como porém nesta parte se tem observado algum género de
excesso; fazendo-se despezas consideraveis em Mdquinas de
nenhuma importancia, e consequencia; as quais servem tdo somente
de espectaculo, e passatempo: Sou servido ordenar, que se ndo
proceda a mandar fazer Miquina alguma da Fysica Experimen-
tal, sem primeiro se tomar deliberacdo sobre a utilidade della na
Congregagdo Geral das Sciencias ; ouvindo-se o Parecer dos Depu-
tados de todas as tres Faculdades das Sciencias Filosdficas.

[laverd huma Sala, ou Casa destinada para a dita Collecgdo
das Mdaquinas, a qual tenha a capacidade necessdria, para nella
se fazerem odas as Experiencias, relativas ao Curso das Ligdes,
com assisténcia dos Estudantes: Sendo as ditas Maquinas orde-
nadas em Armarios, quanto for possivel, pela mesma ordem das
Ligdes, para que as Demonstragies se fagam mais commodamente,
e sem alguma confusdo.

O Professor de Fysica Experimental terd a Intendencia sobre
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a Casa das Maquinas debaixo da Inspeccdo do Reitor com a Con-
gregagdo da Faculdade, e com a Congregagdo Geral das Scien-
cias. K terd & sua ordem hum official subalterno, ou Demonsira-
dor de Fysica Experimental, o qual serd provido pelo Reitor com
o Conselho da Faculdade: Concorrendo melle us circunstancias;
de saber tratar das Maquinas; e de fazer as operagdes de mais
trabalho todas as vezes que pelo Lente lhe for ordenado. Serd
mais obrigado a ter sempre todas as Maquinas limpas, e asseadas :
Tomando entrega dellas por Inventdrio assinado pelo Reitor, e
Director da Faculdade : Dando conta dellas pelo mesmo Inventd-
rio no fim do Ano lectiva, quando for visitado o Gabinete pelo
Reitor com a Congregagdo: Formando-se no mesmo Aeto mnovo
Inventario: E ajuntando-se-lhe os Mdquinas, que tiverem acres-
cido no mesmo Anno.

O mesmo Demonstrador trabalhard tambem ds ordens do Pro-
fessor da Historia Natural na arrumagdo, e preparagdo dos Pro-
dutos relativos ao Gabinete da Historia. O qual, sendo possivel (1),
estard contiguo, e immediato ao da Fysica Experimentals.

Foi relativamente ripida a instalagio do Gabinete. Foi toda
a colecgio de mdquinas e aparelhos do Colégio dos Nobres que
passou para Coimbra. Do valor desta colecglio di-nos uma ideia
o proprio Marqués de Pombal numa carta enviada ao Reitor
D. Francisco de Lemos, em Novembro de 1772, em que diz:
«Sua Magestade fez & mesma Universidade a Mercé de mandar
transportar a ella o Gabinete da Physica Experimental, em que
ha muitos annos se trabalha nesta Corte, com o effeito de o Cons-
tituir 0 mais completo, que hoje tem a Europa. Porque sendo o
melhor delles o de Padua; ndo tem mais que quatrocentas Machi-
nas; passando o Nosso de quinhentas, e tantas.»

Uma outra referéncia importante a esta colecgiio encontra-se
no livro que o conhecido botinico Link escreveu edbre as suas
viagens em Portugal durante os anos 1793 a 1795, Eis como

- José Silvestre Ribeiro, no tomo v da sua Historia dos Estabe-

(') Que foi possivel, sabemo-lo nds hoje. Assim se di a razdo curiosa de

estarem instalados lado a lado, no mesmo edificio, o Laboratirio de Fisica e o

= Museun de Zoologia — a razdio foi a do melhor aproveitamento do tempo do Demons-
: trador comum aos dois gabinetes.

A |
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lecimentos scientificos, literdirios e artisticos de Portagal des-
creve e apresenta esta referdneia:

« Acertou de visitar a Universidade de Coimbra, no iltimo ano
do séeulo XVIII um viajante illustrado que depois publicou as
impressoes que recolhera do seu erame. Quero fallar de Link,
professor distinto de uma das universidades da Allemanka, bota-
nico de grande nomeada; severo e caustico em suas apreciacies,
e por isso muito de ser acreditado no que sucede dizer de favora-
vel a respeito das pessoas ou das coisas. Poundo de parte o que
Link escreveu dcerca da organisagdo dos cursos da Universidade,
regimen administrativo e policial, traje dos estudantes, ete., vou
reproduzir aqui o que elle pensou e disse dos primeiros estabeleci-
mentos scientificos dependentes da Universidade :

Ha muitos estabelecimentos publicos no extinto Collegio dos
Jesuitas que Pombal doara & Universidade. O collegio é sito no
bairro alto da cidade, do mesmo modo que o sdo as dependencias
da mesma Universidade. O gabinete de historia natural é pouco
consideravel, e contem muito pousas coisas notaveis. Esta classi-
fieado pelo ex-inspector Vandelli, sequndo o sistema de Linneu.
Mas é preciosa a collecgdo de instrumentos de physica feitos alguns
em Inglaterra sendo os construidos em Portugal, pela maior parte,
de madeira do Brazil e dourades. Esta collecgdo é, em geral, uma
das mais brilhantes, sendo o gabinete precioso no que respeita a
Mecanicas.

Bste depoimento do professor alemio 6 importante, visto
que, como faz notar Silvestre Ribeiro, Link, nas suas aprecia-
¢hes, raras vezes nos foi favordvel.

Poderiamos citar ainda ountras referéncias 4 culeccio pomba-
lina, &s quinhentas e tantas mdquinas de que nos fala o Marqués.
Mas o melhor testemanho que podemos apresentar sobre o valor
da colecciio, &, incontestivelmente, o Catdlogo da época, catdlogo
manaserito, que tivemos a sorte de encontrar bem guardado no
Laboratério e em estado de perfeita conservacio (1).

Este Catdlogo foi um auxiliar preciosissimo no nosso traba-
lho. A sua leitora & cheia de ensinamentos; em vez de uma
simples enumeragio e indicagio dos nomes das mdquinas, encon-

(') Este catilogo foi reproduzido por dalla Bella no 3.” volume da sua obra
Physices Elementa.



F







Fia. 4







H"———“""’“—_’—_—_—'—'_—"—_—?

Um nove Museu em Coimbra : o Musen pombaling de Fisica, efe. 3

tramos nele descrigdes, por vezes completas, do funcionameunto
e dos fins a que os aparelhos se destinam; e quando esta des-
erigio se nio faz, sfio indicadas as pdginas e mesmo os nimeros
das gravuras dos livros dos autores, entdo mais conhecidos, e
que expdem a doutrina que os aparelhos pretendem exemplificar
on demonstrar. Por isso se pode dizer que a leitura atenta
déste Catilogo d4 uma ideia elara do que foi, no seu conjunto,
o antigo gabinete pombalino.

A figura 1 reproduz uma fotografia da capa do Catilogo;
os desenhos que se véem sio gravados a oiro s0bre carneira
vermelha, e ao centro l6-se a indicacdo: Index Instrumentorum.

A figura 2 reproduz a primeira pégina; nela se vé a data
do Catdlogo, 27 de Agosto de 1788, a assinatura do prineipal
Castro, reformador-reitor, e a indicaciio do nome do Dr. Joio
Antonio dalla Bella, professor italiano que o Marqués de Pom-
bal contratou para, empregando os proprios termos da sua carta
de Novembro de 1772, «reger o Gabinete e explicar a Physica
Experimental» ; foi nesta qualidade que 8ste professor redigiu o
Catdlogo e rubricou todas as folhas. g

A figura 3 reproduz o frontispicio onde novamente se vé o
nome do Dr. Jodio Antonio dalla Bella.

Todo o Catdlogo é eserito em latim, e nele se encontram as
seguintes divisdes :

De Subtilitate partium Materiae; De Impenetrabilitate; De
Porvusitate ; De Vi Inertiae; De Attractione; De Magnete; De
Gravitate; De Centro Gravitatis; De Machinis Simplicibus et
Compositis; De Attritu Machinarum ; De Motu simplici et com-
posito; De Motorum Corporum Viribus; De Percussione; De
Viribus Centralibus ; De Cohaerentia et Firmitate Solidorum ; De
Hydrostatica et Hydraulica; De Igne; De Luce; De Dioptrica;
De Catoptrica; De Aere; De Llectricitate; Omissa; Utensilia.
A estas divisdes correspondem, no total, H80 aparelhos descri-
tos. Aqui estd o nlimero exacto das quinhentas e tantas de que
nos fala o Marqués.

De passagem, nido se pode deixar de fazer notar a grande
extensio que ocupa a Mecanica em relagfio is outras partes da
Fisiea, o que estd bem de harmonia com o estado desta Ciéncia
na época.

Reproduzo, ao acaso, uma das folhas do Catilogo, a folha 35
(figura 4): o primeiro nimero que se vé ao alto da pdgina, 4
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esquerda, 6 o 119. Segne-so a descri¢cio da mdquina : «Machina,
qua ostenditur quid valeant vires obliquae, si vecti tertii generis
aptentur ; inservit etiam ad vires Musculorum aestimandas. Desum-
pta fuit ex Munch. Institut, cit. § 432. Tab.6. Fig. 1. 2. Q. L.».

Como se vé, depois de nma descri¢io rdpida da mdquina,
estd indicado o livro que deve ser consultado, citado o pari-
grafo, e sio dados os ntimeros das figaras currespondentes ; por
fim, indica-se pma letra e um algarismo romano. O aparelho
considerado é o G. I. 119: a letra indica o armdirio e o alga-
rismo romano a prateleira.

As letras que, por todo o Catdlogo, indicam os armdrios sio
em nimero de vinte e duas: A, B, C, D, E, F, G, H, I, L, M,
N,O,P,QRBSTV,X, Y, Z Vinte e dois portanto tam-
bém deviam ser os armirios da colecciio pombalina. Indico éste
nimero porque éle permitiu, logo no inicio do nosso trabalho,
localisar, no vasto edificio do Museu, a instalagio primitiva do
(Gabinete. A esta indicagio, outras depois se juntaram, e hoje
podemos com tdda a certeza indicar, no chamado andar nobre
do edificio, a dltima sala do lado sul, de 17,63 metros de eom-
primento por 9,5 metros de largura, como a sala onde dalla
Bella fez a instalagio das quinhentas e oitenta mdquinas entre-
gues i sua goarda, com tOdas as precancdes e todos os cuida-
dos recomendados pelo préprio Marqués! L4 encontramos ainda
os vinte e dois armdrios referidos, bem pombalinos no seo
aspecto, constroidos em magnifica madeira do Brasil, de pro-
purcdes elagantes e com artisticas decoracdes. O que |4, infe-
lizmente, ndo encontramos, ha um ano, foram as quinhen-
tas e oitenta mdquinas de dalla Bella. Veja-se a fotografia
(fig. ) que justamente hi um ano, portanto antes do trabalho
de restauragio que empreendemos, fizemos desta sala, e que
mostra bem qual era entdio o sea aspecto carioso. Véem-se os
armirios pombalinos, mas os aparelhos guardados é que nio
sfio os primitivos. Fora dos armdrios, nio pode deixar de ser
impressionante o contraste que oferecem, com a decoragio da
sala, os caixotes deselegantes que servem de resguardo a alguns
aparelhos e as mesas de construgio pobre em que assentam
ontros. Vdem-se mdiquinas eléetricas, electro-imans, bobinas de
Ruhmkorff, mas de aparelhos pombalinos mul se distingue um,
A direita, junto de uma das janelas: uma corda real que serve
de cobertura a um grande iman nataral.
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Perante éste aspeecto tio insélito, pode naturalmente pre-
guntar-se o que foi feito daquole Gabinete que, no dizer do Mar-
qués, eera melhor que o de Padua», o que foi feito das suas
quinhentas o oitenta mdquinas; pode e deve pregantar-se porque
razllo se ndo conservou tudo-no sen aspecto primitivo, porque
motivo se ndo fez de um Gabinete que, no seu tempo, foi o
melhor da Eoropa, um Masea de Fisica que seria, hoje, o
melhor do mundo ?

I velho o hébito de tudo derruir para de novo construir.
Suceden aqui o mesmo que se deu em tantos outros dominios
da nossa actividade cultaral, onde certo espirito, dito renovador,
para nosso mal, sempre entenden dever substituir as velhas coi-
sas pelas novas. Pouco a pouco, lentamente, foram-se partindo
as velhas mdquinas, foram-se inuatilizando, pelo uso descuidado,
os aparelhos mais delicados e mais frigeis, @ uma vez partidos
ou desmantelados, ou foram postos complaetamente de lado como
sucata initil, on adaptados a outros fins. Parece nunea ter
havido o cuidado de consertar oa de restanrar o quer que fosse:
para qué... se novas maquinas podiam substituir as antigas,
depressa julgadas initeis? Isto quanto ao material ; quanto ao
sen arranjo e disposi¢dio na primitiva sala, eédo se manifestou o
proposito de nlo manter a catalogagio primitiva. Foi o profes-
sor Antbnio Sanches Gouldo, que por mais de 20 anos regeu a
cadeira de Fisica, por sinal com brilho exeepeional segundo nos
conta Simdes de Carvalho na sua Memoria histérica da Facul-
dade de Filosofia, o primeiro Director do Laboratério que enten-
deu ndo dever manter o aspecto e o arranjo do Gabinete de
dalla Bella. Os aparelhos foram, & volta de 1840, mudados para
outras salus do Laboratbrio, misturados com os novos, e de
novo nomerados e catalogados. Se, ao menos, tivessem sido
todos catalogados, e se se tivesse aproveitado a catalogacgio para
mandar reparar os aparelhos partidos, o mal ndo teria sido
tio grande como foi. Sucedeu, com efeitv, que o material inu-
tilizado foi posto inteiramente fora de uso e abatido ao Inven-
tirio, considerado talvez como velharia sem valor. Sido perto
de 200 aparslhos que nesta época se perdem para a coleecio
pombalina. Retirados das estantes, desmantelados e partidos,
devem ter sido acnmulados no rez do chiio do Laboratério,
numa casa que entdo servia de armazém.

Nio foi contudo s6 relativamente ao material partido que se

3
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verificou tdo pouco interesse. Mesmo em relaglio ao que foi
catalogado, o interesse nio deve ter sido maior. H4 a Gste res-
peito uma referéneia qne é bem ilucidativa e para que chamou
recentemente a minha atencio o men estimado amigo e conhe-
eido bibli6filo, senhor Candido Nazaré. Encontra-se, com efeito,
no livro de Jalio César Machado — Scenas da mioha Terra —
publicado em 1862, a seguinte passagem curiosa:

«No dia seguinte visitei o Musen. O edificio 6§ magnifico, e
tem verdadeiras riquezas da antigaidade. O gabinete de physica,
principalmente, estd precioso, e é pena unicamente que as machi-
nas alids rignissimas estejam accumuladas de tal forma que se
torne impossivel observid las. Na parte histérica principalmente
o gabinete estd rico e um russo que visiton o museu exclamou
maravilhado : Voild des instruments de la vieille physique.» J

Como se vé, mdaquinas rigquissimas mas acumuladas, empi-
lhadas. ..

Ao Catdlogo do Dr. Sanches Goulido, seguiu-se mais tarde,
em 1878, um novo Inventirio. Agrava-se entdo ainda mais a !
situsgiio. Se no Catdlogo do Dr. Sanches Gouldo ainda lampe- 1
jum reflexos da antiga opuléncia do Gabinete, e se encontram
muarcadas as mais eariosas caracterislicas da Fisica do séenlo xvi,
neste novo Catdlogo tudo desaparece. A nomenclatura das mdqui-
nas é, em grande parte, actualisada, mais uma boa centena de
aparelhos deixa de ser mencionada, propbe-se movo arranjo e
nova nameragio. O Catilogo é impresso, e no preficio, o autor
nio fuz a menor referéncia ao valor da antiga colecgilo, e ape-
nas o interessa o novo material adquirido. Votados av esqueei
mento, perdidos no meio de material moderno, nio admira pois
que os velhos aparelhos tivessem comegado a desaparecer,
saindo dos armdrios que o0s guardavam para o armazém em
que pouco a pouco vilo sendo amontoados. A coleegio dimindi
entiio de ano para ano num ritmo implacdvel de destruigio. O
armazém, pelo contririo, ésse enche-se cada vez mais. E cheio,
finalmente, cheio, do chdo até ao tecto, segundo o testemunho
de dezenas de pessoas sinda vivas, dd-se entiio o desastre que
foi a pior machadada vibrada na preciosa colecgio: as velhas
mdquinas pombalinas, ainda com os sens dourados, todo um
bric-ii-brac curiosissimo com os mais variados exemplares, mon-
tes enormes do wmadeiras e de metais, tudo & podsto fora de casa,
em leilio, & porta do Laboratério, e vendido ao desbarato.
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Compreende-se agora que semelhantes devastacBes tepham
feito desaparecer da antiga sala o seu aspecto primitivo e tenham
produzido o estado que a fotografia da fig. O tristemente nos
representa.

Para chegar a éste ponto da minha exposi¢io devo dizer que
tive que ser particularmente discreto sbbre certos pormenores e
propositadamente omitir ountros mais aborrecidos. Nio interessa,
com efeito, neste momento, deserever do passado seniio o estri-
tamente suficients para dar uma ideia das condiges desfavori-
veis em que me encontrei quando h4 um ano tive necessidade,
para cumprir instrugdes enviadas pela Direeglio Geral da Fazenda
Pablica, de fazer uma revisio do Iaventdrio do Laboratério.
Absorvido anteriormente por outros trabalhos, com outras preo-
cupacdes, mal conhecendo ainda entlo os factos que acabei de
expor, estava longe de pensar que se tornava urgente atudir
a alguns velhos aparelhos que desde a minhu entrada para o
Laboratério me tinha por assim dizer habitnado a ver acumula-
dos pelos armidrios e em estado de eumpleto abandéno. Déstes
velhos aparelhos, apenas uns trés ou quatro tinham uma certa
aparéncia agraddvel, e estes foram talvez por isso os dnicos
que mereceram uma referéncia especial ao Senhor Dr. Teixeira
Bastos num estudo que hd anos publicon sobre os inicios da
Fisica e da Quimica na Universidade de Coimbra. Foi assim
com a maior surprésa que tendo mandado retirar dos armarios
os aparelhos amontoados, comecei a encontrar as mais curiosas
miquinas que nido tardei em reconhecer como restos valiosos
da antiga colecgdio pombalina. Tado entio foi rdpidamente reii-
nido para poder ser devidamente estudado e classificado. Logo
a seguir fui informado da venda a que aludi e que até entio eu
ignorara por completo. Na esperanca logo furmada de rehaver
o material vendido, puz-me imediatamente em contacto com os
compradores da época. As primeiras informagdes foram con-
tudo bastante dessnimadoras. Os aparelhos leiloados tinham
sido préviamente desmontados, talvez para encobrir a sua ori-
gem, separadas as partes de madeira, das partes em ferro o em
metal. Portanto, s6 pegas soltas seria possivel encontrar. Dior
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e mais desanimadora informagio do que esta, foi a que logo me
deram sObre o metal amarelo: initil proearar a mais pequena
parcela — comprado todo ou qudsi todo por Charles Lepierre
para os servicos manicipalizados, a sua fundigio deve ter sido
feita imediatamente a seguir 4 sua compra. Quanto ao resto,
fomos mais felizes. Algumas coisas comegaram desde logo a
aparecer. Infelizmente, ndio foram as melhores. Essas devem
ter passado a fronteira, levadas por estrangeiros, segundo infor-
macdes que colhi, Muitas ountras devem ainda estar em Coimbra
mas os seus possuidores niio as denuneciam. O Laboratério tem
no entanto comprado tudo o que tem aparecido.

A @ste material tivemos a sorte de juntar outro encontrado
em dois estabelecimentos do Fstado, no Musea Machado de Cas-
tro e no Liceu D. Jodio 1. No Musea Machado de Castro encon-
trimos, em depésito, 4 figuras aladas em bronze dourado a que
daqui a pouco terei ocasiio de me referir, e uma grande balanca
romana, em ferro. No Licen D. Jofo mr também algumas pecas
curiosas, cunjas fotografias reproduzimos adiante.

Foi com tudo istc que poude ampliar-se desde logo o nosso
trabalho que orientimos entfio decididamente no sentido de fazer
um estudo completo de todo o material existente; trabalho éste
de identificaclo e de restanracio que riapidamente poude progre-
dir gracas & boa vontade, direi mesmo A dedicagiio cheia de entu-
siasmo, qune encontrei em todos os que comigo trabalham no
Laboratério de Fisica. Devo sobretudo salientar que todos os
trabalhos de restanragio, em ferro, foram e continnam a ser
executados na Oficina do Laboratério pelo preparador-conser-
vador Anténio Ferreira, auxiliado pelo preparador Franeisco
Galvio e pelo maquinista Danilo Costa. Os trabalhos, em
madeira, por falta de artista especialisado, é que nio tém sido
feitos no Laboratério; tém sido feitos fora, mds subordinados
4s nossas indicaghes.

Nio foram fdceis os primeiros trabalhos de restanracio.
Poucos aparelhos encontrimos completos. Em muitos casos
felizmente, tem sido possivel completd-los com o material encon-
trado fora do Laboratério, circunstincia esta que tem valorizado
as aquisicDes feitas.

Em muoitos casos tem também sido dificil o trabalho de iden-
tificagio. Neste trabalho é que nos tem sido extremamente pre-
cioso o Catilogo da época, o Indexr Instrumentorum. Como
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vimos hd4 pouco, todos os aparelhos tém, no Catdlogo, um
namero de ordem ¢ a indicagio do armirio e da prateleira;
houve o louvdvel cuidado, por parte de dalla Bella, de gravar
estas mesmas indicagdes nos aparclhos. Assim, o aparelho que
hd pouco indicimos (veja-se a fig. 4) é o aparelho G. I. 119.
Pertence ao nimero dos «salvados». Pode vér-se a sua foto-
grafia na figura 6 ; encontrimo-lo partido, coberto de bolor, em
monte com restos de ontros aparelhos. Apesar de ser um apa-
relho de aspecto simples, sem partes complicadas, confessamos
hoje que quando pela primeira vez lhe pegimos, ficimos um
poneo sem saber qual poderia ser o seu funcionamento e para
que poderia servir. A soa identificaciio e o sen estudo puderam
contudo ser feitos com o auxilio do Index Instrumentorum porque
encontramos bem gravada, quer na base do aparelho, quer na
alavanea, a indicagio G. I. 119. Fomos ao Index Instrumento-
rum, ao n.° 119, e lémos o que atrds ficou transcrito e que
também se vé na figura 4. A idéia que logo colhemos, foi
depois completada com a leitura do texto citado pelo Catdlogo,
@ com a observagio das gravaras também ecitadas; reproduzi-
mos a fotografia do texto e das gravaras nas figuras 7 e 8. O
aparelho considerado serve para avaliar a acgiio de forgas apli-
cadas a uma alavanca inter-potente, no caso em que a poténcia
tem oma direecio que faz um eerto Angulo com a alavanca.
Como aplicagfio pritica, indica-se no texto a acgdo do misculo
deltoide no movimentv do brago. (De passagem notamos um
érro curioso no texto e que na fotografia marcimos com uma
eruz: a proporgiio escrita estd errada ; deve ser D: P:: CA: CD).
Foi com todas estas indicacbes que se tornom possivel fazer a
restauragio imediata do aparelho, mandando reparar o que estava
partido e montando-o tal eomo éle deve funcionar.

Desde o principio do nosso trabalho, logo nos convencemos
da necessidade que havia de registar, em fichas proprias, todas
as indicagdes dos aparelhos restaurados, e por forma a fazer-se,
20 mesmo tempo, o inventirio do novo Musen. Veja-se, por
exemplo, para o aparelho que acabamos de considerar, a foto-
grafia da ficha que foi feita (figura 9). Hoje, o aparelho estd
guardado no seu armdrio e prateleira, e tem ao lado nma copia
desta ficha ¢ também reproducdes fotogrificas das gravuras e
do texto que indicimos.

Pelo que acabamos de dizer se pude concluir que em nenhum
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caso & possivel duvidar da antenticidade da origem dos aparelhos
encontrados e restaurados; o cuidado que teve dalla Bella na
sua marcacio, permite hoje inclui-los, com tdda a seguranca,
na coleccdo pombalina. Pena & que da antiga e riquissima colec-
¢llo, apenas tivesse sido possivel encontrar um bem pequeno
niimero. Mas o que resta justifica largamente todo o trabalho
que tivemos. Vejam-se agora, com efeito, as duas fotografias
que reproduzimos nas figuras 10 e 11, e que mostram o aspecto
actoal da sala pombalina. Nada de parecido com o seu aspecto
de hd um ano. Mobilidrio e aparelhos, tando é da mesma época.
Jd nidio hd contrastes arripiantes. Ao valor artistico das deco-
raches @ ao valor material das estantes, das mesas de trabalho
e das peanhas em pau preto e pan setim, junta-se harmoniosa-
mente o valor cientifico dos aparelhos em ferro ou em latio
primorosamente trabalhados. O econjunto constitdi bem um
magnifico Musen de Fisica do séenlo xviin, e bem nosso pelo
sen aspecto caracterizadamente pombalino.

Ocupemo-nos, por iltimo, de algnmas das suas curiosidades.

Entre os primeiros aparelhos ou dispositivos experimentais
do Index Instrumentorum, vejamos o n.° 16. Lémos no Index :
«Puterae binae, altera ex auro, altera ex ferro multis et aequali-
bus pertusae foraminibus. Tripodi ferreo impositae, quibus cerni-
tur per poros corpirum amplos non transire aliquando materiae
particulas multo subtiliores. A. Il.».

Trata-se portanto de dois crivos, «um de ferro, outro de ouro,
com muitos furos iguais, que se montam muma trempe, e servem
para mostrar que pelos poros grandes dos corpos mdo passam
muitas vezes particulas muito mais pequenas». Aqui estd uma
explicagiio que ndo deixard de surpreender quem nunca tenha
lido livros de Fisica do século xvii, quem nunca tenha admi-
rado as engenhosas explicacdes que entllo se davam de fenéme-
nos cuja cagsa era atribuida 4 chamada porosidade dos corpos.
Mas vejam-se essas explicacBos e logo se compreenderd que a
experiéncia dos crivos tem a sua justificagio. Tomemos um
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exemplo muoito comentado nos livros antigos: porque razio
ataca o mercirio o ouro? Nada mais simples de explicar para [
os Fisicos do séeulo xviri. Nio diz Newton, no sea Tratado de
Optiea, livro 2, parte 3.%, proposiclo 8, pigina 313, que o ouro
tem mais poros que partes s6lidas? Por outro lado, nio é o
merclirio mais poroso, isto &, menos denso que o ouro? Qual-
quer Fisico do século xviii compreende entiio que as particulas
do mercirio se podem insinuar pelos poros do ouro e provocar
o seu ataque. O pior estd em explicar que outros corpos com
partfculas ainda mais pequenas do que as do merecirio nio ata-
cam com a mesma facilidade o ouro. Mas justamente intervém
entio a experiéncia dos crivos. Nio mostram éles, com efeito,
por assim dizer, em ponto grande, que wper poros corporum
amplos non transire aliquando materiae particulus multo subtilio-
res» ?

E claro que ndio podemos, hoje, deixar de sorrir com a fei-
¢lio ingénua de uma tal demonstragiio. Que éste sorriso nos ndo
impega, porém, de admirar o conjunto do dispositivo experimen-
tal descrito no Indexr Instrumentorum. Reproduzimos a sua foto-
grafia na fig. 12. O conjunto tem incontestivel beleza. Os
crivos estiio suspensos, elegantemente, por duas figuras aladas
que sdo de bronze donrado. Foram estas figuras, juntamente _;
com ouiras doas perfeitamente iguais, que encontrimos como
dissemous atrdis, no Moseu Muachado de Castro onde tinham sido
depositadas no tempo de Antonio Augusto Gongalves pelo
Dr. Teixeira Bastos. Os erivos e a trempe estavam no Labo-
ratério: o crivo de ouro bem guardado, mas o de ferro e a
trempe, 80 por acaso se ndo perderam — enegrecidos por uma
oxidacio de muitos anos, perdidos no fundo de um armirio,
estavam de mistura eom sucata sem valor.

Passemos ao ntmero 121 do Index Instrumentorum.

Lemos: «Machina constans ex Vecte recurvo, ex lamina trian-
gulari metallica, ex tribus rotis in capsula ferrea, et ex lamina
lignea ad Paradorum mechanicum Mariotti demonstrandum». A
maquina serve para a demonstragio do paradoro mecdnico de
Mariotte.

Que 6 o paradoxo mecinico de Mariotte ? Aqui estd uma pre-
gunta eapaz de embaragar qualquer eminente fisico do século xx.
Ninguém hoje fala no paradoxo meciinico de Mariotte.
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Vejamos rapidamente em que consiste. Para isso socorramo-
-nos da citaciio feita pelo Index Instrumentorum. Além das obras
de Mariotte, o Catilogo manda ver S. Gravesande, Tab. xiv,
figs. 2, 3, 4. Reproduzimos a fotografia desta estampa na
fig. 13, onde se vém as figaras citadas do livro n.” 2, 3 e 4.
Na figura considerada, ABC represonta uma alavanca com os
bragos formando entre si um fdngulo de 120°; em A e B estiio
suspensos 0s pesos, respectivamente @ e P (fig. 2). O primeiro
é de 1 onga, o segundo de 2 ongas. Como Cf é metade de AC,
os pesos equilibram-se. Verificado isto, troquem se os pesos: o
péso P de 2 ongas suspende-se em A (fig. 4); quanto ao péso Q,
em vez de o suspender em B, encoste-se simplesmente & ala-
vanea por meio da roldana central, mais pegquena do que as doas
exteriores; estas, por sua vez, ficam apoiadas s6broe a prancha T.
O paradoxo consiste em que o equilibrio se mantém nestas con-
dighes apesar de estar agora o péso Q que é menor do que P,
aplicado ao brago menor, e o péso P que & maior do que Q
estar aplicado ao brago maior. K curioso realmente que o equi-
librio se mantenha mas a explicacio nem sequer a damos: qual-
quer aluno & hoje capaz de explicar, sem a menor dificaldade, o
paradoxo mecinico de Mariotte.

Como hd pouco, mostremos também agora a fotografia do apa-
relho que existe no Laboratorio. Reproduzimo-la na fig. 14. Sea
compararmos com a do livro de 5. Gravesande mais uma‘vez nos
poderemos certificar do gosto artistico do material pombaline.

Vejamos um outro aparelho. Seja agora o n.° 181 da coleccio.

Lémos no Indexr Instrumentorum: «Bilane P. Marini Mer-
senni, quae optime representatur a Fig. 4. Tab. XXXV, Physices
Elementa Gravesande, et ab eodem describitur pag 292 § 1072.
Vid Mersenni Novarum observationum Physice- Mathematicarum.
Tom I11. pag G3 et pag 108.»

Trata-se pois da balanga de Mersenne. A balanca do Mer-
senne também hoje nio & conhecida. Embora o caso pareca
estranho, a balanga de Mersenne ndo & uma balanga que sirva
para pesar. Leibniiz diria que ndo & destinada a avaliar forgas
mortas ; diria antes que serve para avaliar forgas vivas. Cito
Leibnitz para desde logo fazer compreender que a balanga de
Mersenne é um dos muitos aparelhos e dispositivos experimen-
tais imaginados engenhosamente para resolver a «graves ques-
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tio que durante parte dos séculos xvi e Xvmn tanto apaixonoa
ndo 86 os fisicos da época, como literatos como Voltaire. Tra-
ta-se da eélebre avaliagio do que entio chamavam «a for¢a de
um corpo em movimentos. IS conhecida a origem da questio.
Descirtes afirmou que essa forga se determina pela quantidade
de movimento, quere dizer, é proporcional 4 massa e & veloei-
dade. Leibninz, pelo contririo, na soa célebre nota Brevis
demonstratio erroris memorabilis Cartesii, et aliorum, publicada
em 1681, afirmon que essa forga, a que entio deu o nome de
forga viva em oposigdo 4 forga morta, manifestada, segundo éle,
nos corpos em repouso, se determina pelo produto da massa
pelo quadrado da velocidade. Tudo isto & bem sabido, e bem
sabido é também como o bom senso de d’Alembert, em 1741,
fez terminar a questio, esclarecendo-a por completo. A data,
portanto, da redacgio do nosso Index Instrumentorum, em 1788,
jé ndo havia polémica, embora ainda se fizessem as demonstra-
¢des experimentais mais cariosas adozidas em favor de um oa
do outro ponto de vista antagénico. Por isso se verifica a des-
crigiio no Inlex, de aparelhos inventados pelos cartesianos e de
aparelhos inventados pelos leibnitzianos. Deviam servir a dalla
Bella para expOr nos seus cursos um e outro ponto de vista.
Com a balanca de Mersenne nota-se a coisa cariosa de, apesar-de
Mersenne ter sido um cartesiano convicto, a balanca servir,
segundo Gravesande, para mostrar a razio do ponto de vista
leibnitziano. Embora dalla Bella nos seus Physices Elementa
ndio faga uma referéncia expressa i balanga de Mersenne, & de
presamir que éle a utilizasse como Gravesande. Recordamos a
propésito que dalla Bella foi discipulo de Poleni, e éste foi um
dos mais ardentes defensores de Leibnitz.

O modélo da balanca de Mersenne, deserito por Gravesunde,
nada tem de notivel. Pelo contririo, o modélo do Laboratério
6 de uma elegancia agraddvel. Reproduzimos a sua fotografia
na fig. 15.

Nio seria possivel dar aqui, no curto tempo desta comuni-
cagiio, uma deseri¢io pormenorizada de todo o material que
constitii huje o novo museu. Nesta impossibilidade, mas dado
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por outro laudo o desejo de apresentar, pelo menos, os exempla-
res mais interessantes, vamos, para terminar, passar em revista
0s que nos parecem mais dignos de nota, dando apenas o seu
nome, as referéncias que lhes sfio feitas no Indexr Instrumento-
rum, 8, para um ou outro, alguns pormenores mais curiosos.

A fig. 16 reproduz a fotografia do n.° 269: «Digestor Papini
aeneus, cujus operculum crassis clauditur et retinetur ferramentis
emolliendisz corporibus serviens vaporum aquae rarefactorum ope:
et ad hujusce Machinae usum, clibanus adest ferreus eum crati-
cula, et tripode mobili, in quo ponuntur carbones accensi. Vid.
Papin, la Maniére d’amolir les 0s. O. V.».

Trata-se da Marmita de Papin, com o seu forno. A mar-
mita tinha sido conservada no Laboratorio e foi logo encontrada.
O férno é que vio ; tinha sido vendido no leilio a que atris nos
referimos. Durante moito tempo julgdmo-lo perdido até que um
dia tivemos a sorte de o ir encontrar na loja de am canalisador
que o utilizava no seu oficio para fundir metais. Pode imagi-
nar-se o estado em que o encontrimos: coberto de ferrugem e
enegrecido pelo fumo. De entrada, qudsi dovidimos que se tra-
tasse de peca que nos pudesse interessar, tanto mais que o cana-
lizador, cioso da sua présa e meio desconfiado pela nossa visita,
nllo permitiu que o tirdssemos do canto escuro onde servia.
Correndo o risco de comprar algum velho férno sem interesse,
tivemous que o pagar adiantadamente, e +6 depois disso é que
conseguimos mandd-lo trunsportar para o Laboratério. Uma
vez af, uma ligeira limpeza fez logo aparecer, debaixo de uma
camada de ferragem, a desejada indicagio do Index: O. V. 269.

A fig. 17 reproduz a fotografia do 0.’ 146: «Parva Machina
ferrea constans ex Rota dentata, et cochlea sine fine. Haec Machina
imponitur basi ligneae, ac adjuncto Polyspasto n.” 135 descripto,
lapidem 512 librarum pondo attolit, adhibita vi admodum erigua.
B 5 e

Trata-se de uma das mais curiosas mdquinas que foi possivel
reconstituir e completar. As diferentes pegas nio foram, evi-
dentemente, encontradas juntas. Do conjunto, separaram, em
tempos, o cadernal e a roda dentada, em ferro, com o parafuso
sem fim; o suporte, em madeira, foi encontrado todo sujo num
lojdo, ao lado da Oficina do Laboratério; quanto & pedra
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de 512 libras, fomos um dia encontri-la numa quinta dos arre-
dores de Cofmbra onde era utilizada eomo motivo deecorativo,
visto tratar-se de uma boa pedra mirmore. O sea proprietirio
teve a gentileza de no-la oferecer.

A fig. 18 reproduz a fotografia do n.® 13: « Praelum partim
ex ferro, partim ex orichalco, ad comprimendas pilas aqua fere
impletas. Vide Musschembroek Tentamina pdg. 63. Tab. XXVI.
Fig. 3 A. 11 b. 13.».

Trata-se de uma linda prensa em ferro e em latdo; a parte
encontrada é a que se refere & indicacio do Catdlogo A. IL. 13;
a parte a que se refere a letra b niio foi encontrada — devia
tratar-se de uma mesa em pau preto, relativamente grande, (as
letras pequenas do Index indicam pecas grandes, fora dos armi-
rios) e que devia servir de suporte i prensa. A propria prensa
ficon no Laboratorio e ndo foi vendida porque foi retirada do
monte em que tinha sido posta para leildo, e escondida em lugar
seguro no Laboratorio, pelo velho empregado désse tempo, hi
anos falecido, Fernando Esteves Vizeu.

As duas figs. 19 e 20 reproduzem as fotografias de dois apa-
relhos encontrados no licen D. Jodio 111, o primeiro é um equi-
librista (n.° 95 do Index) — « homunculus ligneus a Teichemegero
inventus» —, e o segundo & um sistema de vasos comunicantes
(n.® 225 do Indexr) — amachina ex duobus tubis angustioribus,
et vase vitreo ampliori composita, cum basi lignea, qua demons-
tratur fluidum in vasis secum communicantibus, etiam si fuerint
diversae amplitudinis, superficiem formare ad libellam».

A fig. 21 reproduz a fotografia do n.® 179: « Rota affabre
elaborata eo constructa artificio, ut eodem tempore, quo ejus axis
ascendit vel descendit, ipsa rota in orbem vertatur. Vid. Nollet.
Tom. I1l, Legon IX, pdg. 84. Plan. IV. Fig. 38. II. L».

A fig. 22 reproduz a fotografia do n.° 164: « Mackina ex
invento Ab. Nollet. Vid. Tom. 1. Legon 1l pdg. 240. Pl. III.
Fig. 9. G. HI».

I um dos mais lindos aparelhos do museu; encontriémo-lo
em sofrivel estado de conservagdo, apenas tendo partida a mola
que faz girar o sistema movel, o que foi fdcil de reparar.
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O Index Instrumentorum, como vemos, atribii a mdquina a
Nollet, mas um outro inventdrio do Laboratério designa-a ecom
o nome de tribometro de Desaguilliers. O inventirio do Dr. San-
ches Goulio descreve-a assim: « Uma machina elegantemente cons-
truida. Compdem-se de uma mésa com oito pés. Sobre o plano da
mésa estd firado o aparelho de laldo, constando de duas colunas
sobre as quais estd fizado um eixo cujas ertremidades giram na
circumferéncia de duas rodas. No meio do eixo hd uma roda maior,
e ao lado desta um elasterios.

Foi 8ste um dos aparelhos que merecen uma referéncia espe-
cial no trabalho atrds eitado do Dr. Teixeira Bastos. Eis como
éste professor descreve a mdquina: suma pequena mesa octo-
gonal, de pau preto — estilo rocaille —, servindo de suporte a
um tribometro, com embutidos de pau setim e delicada obra de
talha, apresentando conchas nas oito faces laterais, e tendo oito
pés, quatro graciosamente encurvados para fora, e outros quatro,
alternando com os primeiros, recurvos para dentro, até atingirem
08 vértices dum quadrilitero de lados curves, sdbre que a mesa
também assentanr.

A fig. 23 reproduz a fotografia do n.° 494: «Machina ex
orichaleco super lignea mensula, constans axe instructo lamina
spirali elastica, et quatuor alis versatilibus mobilibusque, qua
ostenditur aeris resistentia. Hanc Machinam invenit Abbas Nolle-
tus, eamque fabrefactam voluit duplici axe alis munito, duplicique
lamina elastica : nostrae autem Machinae alae versatiles sic dis-
ponuntur, ut aerem findere possint, utraque superficie, et latiore,
et minus lata quemadmodum a Nolleto proponitur. Vid. Nollet.
Tom. I, Leg. 111. pag. 223. Pl. 111. Fig. 7. R. L».

Foi também descrita esta mdquina pelo Dr. Teixeira Bastos
da seguinte maneira: soutra pequena mesa rectangular de pau
preto, semelhante & precedente (n.” 164), mas mais sobriamente
decorada, sdbre a qual assenta um aparelho de laido para erpe-
riéncias de resisténcia do ar, apresentando conchas nas quatro
faces laterais e tendo quatro pés recurvados para fora e ligados
diagonalmente no quarto inferior a uma pega central em forma
de bocetan.

A fig. 24 reproduz a fotografia do n.” 101: « Libra ocularis
accuratissima, cum duabus lancibus argenteis, Iustae item ex
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orichalco duae cum Trochleis et stylobata elegantissimo, inserviens
demonstrandis librarum proprietatibus. Vid. Grav. eit. Cap. X.
et Matei Instruzione per Ui Fabricatori et Aggiustatori delle
Bilance C. IV.»

Trata-se de uma das balancas mais elegantes da ecoleegdo ;
faltam-lhe algumas aplica¢des em prata que desapareceram. A
base em pan preto com embutidos em pau setim estava maito
estragada—foi reparada com todo o cuidado por um artista enta-
lhador que levou, £6 pelo trabalho de reparagio, 150500 escudos.

A fig. 20 reprodoz a fotografia do n.” 151: «Planum incli-

natum mobile cum subnero quadrante ante a indicato. Cylindrus !
plumbeus cum duabus rotis et axiculo ex orichaleo, alioque appa-
ratu. Vid. Desaguliers cit. Legon 111, pdg. 115. Pl. 1I. Fig. 2. 1
D. I,

Trata-se de um plano inclinado com um dispositivo curioso 1

para estadar as condigdes do equilibrio no plano inclinado. As
diferentes pecas nido estavam juntas, foi preciro repari-las e
ajustd-las convenientemente, de forma a constituirem o conjunto
que se vé na figura e que deve corresponder & forma primitiva.

A fig. 26 reproduz a fotografia do n.® 150 : « Parvus currus
ecum quatuor rctis ex orichalco, pro quibus substitui possunt aliae
quatuor diametro minorez sed ponderis ejusdem. Planum instruc-
tum quadrante, et fulero ligneo sustentatum, super quod tralitur
curriculus : varie inclinari potest. Vid. Mussch. Introduct. § 456.
Tab. vII. Fig. 6. D. IV.»,

Déste conjunto, s6 aparecen o carro com as suas 4 rodas
maiores (sdio as que se vém na figura) e as 4 mais pequenas,
por sinal, estas dispersas; foram facilmente identificadas por
terem, como diz o catdlogo, péso igual ao das rodas maiores.

A fig. 27 reproduz a fotografia do n.” 123: « Veetis ex ori-
chalco, exr duobus brachiis compositus gnomonis instar, qui ecir-
cum axem libere vertitur, et arcus ponderosioris ope subtus cum
ipso vecte conjuncti ponitur in aequilibrio, ad proprietates vectis
angularis determinandas. Vid. Mussch. cit. § 436. Tab. VI.

: Fig. 6. B. IV.n.

A alavanea foi encontrada separada da base; esta, em mau

estado, poude contudo ser reparada.
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A fig. 28 reproduz a fotografia do n.° 159: « Automaton,
quod centauri figuram argenteam profert. Dum movetur sagitam
ejaculatur. F. IIl»

Trata-se de uma pega aparatosa, em prata, um automato que
representa a figura de um centanro. Foi encontrado em sofri-
vel estado de conservagdo, apenas a prata um pouco oxidada.

A fig. 29 reproduz a fotografia do n.* 143: « Ergata cum
quatuor phalangis arem permeantibus ad onera moventa. Vid.
Mussch. Institut. § 452. Tab. VII. Fig. 3.».

A fig, 30 reproduz a fotografia do n.°® 178: « Machina lignea
qua ostenditur corpora secundum horizontem projecta ferri in
linea parabolica, dum annulos quinque in hac eurva dispositos
pertranseunt. Vid. Grav. § 543. Tab. XIX. Fig. 3. G. IV.».

A fig. 31 reproduz a fotografia do n.® 323: « Machina prae-
cedenti (n.® 322) similis: differt tamen in eo, quod parallelogram-
mum sustineat Prisma ad horizontem perpendiculare. V. IlI.»

Trata-se de um suporte de prismas ; foi encontrado todo des-
mantelado; a mdquina n.* 322 também foi encontrada: & igual
mas o prisma estd muma posiclo perpendicular & déste.

A fig. 32 reproduz a fotografia do n.® 461: « Fons aeneus
magnus et firmus, in quo aere vehementer compressus ope Antliae
n." 452 memoratae, egerit aquam ad magnam altitudinem. Vid.
Nollet, Tom. II1. Leg. X. pdg. 229. Pl. I1I. Fig. 16. R. II.».

A fig. 33 reproduz a fotografia do n.® 358: «Aliud Micros
copium praecedenti simile, cujus lentes differentis magnitudinis,
et aliae partes metallicae, et eburneae in capsula lignea separatim
servantur. V. IV.».

Encontrimos o microseopio em razodvel estado de conser-
vagllo; a caixa tinha sido vendida — fomos encontri-la, junta-
mente com oatros objectos, em casa do antigo bedel da Facunidade,
Abilio Marques dos Santos, que nos disse té-la adquirido no lei-
lio atrds referido. O microseopio estd hoje guardado, no Museu,
dentro da sua caixa,

[iste instramento, curioso na sua forma, tem para ndés um
interosse especial, pois & uma oferta feita i Universidade, em
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1731, pelo conhecido autor da Tedrica verdadeira das marés, o
Dr. Jacob de Castro Sarmento. A &ste facto se refere o
sr. Dr. Teixeira Bastos no estudo que ji citdimos, nos seguin-
tes termos: «Existe no Laboratério de Fisica um mierusedpio
construido em Londres e oferecido em 1731 4 Universidade
pelo Dr. Castro Sarmento, para uso dos professores de medi-
cina nas observagdes botinicas e anatémicas. Lé-se no pé do
instramento a seguinte inserigio: Jacob de Castro Sarmento,
medicas lusitanus, regali collegii medicorum londinensium ecol-
lega, regineque societatis socius, donavit academiae eonimbri-
censi, in usum medicinae professorum ad observationes botanicas
et anatomicas conficiendas. M. p.¢. ¢. xxx1. (Cuepeper, londineus,
invenit et fecit). — Era entiio reitor du Universidade, Francisco
Carneiro de Figueiroa, que nio alude ao facto nas saas Memo-
rias. — Mostra esta ineriglo o alto valor em que era tida a
oferta pelo préprio oferente ; e todavia, ao 16-la hoje, niio pode-
mos deixar de sorrir: trata-se dum instrumento primitivo com
objectiva simples e ocalar simples, e uma ampliagiio do 60 apenass.

A fig. 34 reproduz a fotografia do n.° 270: « Annulus cupreus
tribus pedibus insistens, et pila ferrea, quae frigida per annulum
transit, calefacta non transit. Vid. Grav. § 2127, Tab. LXXVII,
Fig. 1. 0. IV.»

Trata-se do conhecido anel de S. Graves:znde.

A fig. 35 reproduz a fotografia do n.® 44 : «Magnes alter figu-
rae sphericae diametro linearum 17. pondere unciarum 7. Hic
armatus est laminis chalybeis, quae ope quarundam zonarum ex
Argento cum Magnete arcte conjunguntur. Sustulit pondus uncia-
rum 170. Suspenditur a columna ex orichulco super basim ligneam
stabili. M. 1V.»

A fig. 36 reproduz a fotografia do n.° 532: « Machina Elec-
trica, in qua planum crystallinum orbiculare locum tenet Cylindri
vel' Globi vitrei. Planum hoc movetur inter quatuor pulvillos
duabus parastatis ligneis sustentatos, qui ejusdem plani circum-
ferentiae respondent. Peculiarem habet conductorem ex orichalco,
qui insistit pyramidi erystallinae. Vid. De la Fond Traité de
UElectricité, pdg. 54. PL IV, Fig. 5.»

A mdquina foi encontrada incompleta @ em mau estado.
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A fig. 37 reproduz a fotografia de uma mdquina que tem am
aspecto diferente do que apresenta de um modo geral o material
pombalino. Com efeito o Index Instrumeltorum, manuserito, ndo
faz qualquer referéneia a esta maquina. Contodo dalla Bella ao
imprimir o sen livro Physices Elementa descreve-a com o n.* 83:
«Nova Dynamices Machina ab Atwoodio inventa, quae praencipue
confirmantur experientia leges, quas sequuniur corpora motu recti-
lineo ac rotalorio agitata. Vid Atwoodii Opus, cujus titulus est
a Treatise on the rectilinear motion and rotation of bodies, Cam-
bridge 1784, pag. 291. Fig. 78. vel Magellan. Description
d’une Machine nouvelle de Dynamique inventée par Mr. G.
Atwood a Londres 1780. B. 111. IV.»

Trata-se da miquina de Atwood; éste modélo construido em
Inglaterra tem para nés o grande interesse de ter sido enviado
para Portugal pelo conhecido Jodo Jacinto de Magalhdes. A
esta mdquina se referiu o sr. Dr. Teixeira Bastos no estudo ji
vdrias vezes citado; também recentemente a dle se referiu o
sr. Dr. Sonsa Pinto num estudo que publicou sdbre J. J. Maga-
lhies.

(Guarddmos para o fim uma referéncia quo tem incontestivel
interésse artistico.

Com o n." 392 descreve o Index Instrumentorum o seguinte:

Theca eum 16 asserculis mobiles, atque immobiles figuras
excipientibus elegantissimas, pictas a Zais Venelo in laminis crys
tallinis.

Trata-se de uma colecgiio que encontrdmos felizmente quisi
completa, e que é extremamente interessante, de imagens viva-
mente coloridas pintadas sObre vidro; pela indicagdo do catd-
logo verifica se que constituiam motivos diversos destinados a
projecgiio de uma lanterna mdgica. O importante da coleegdo &
que ela & obra de um pintor conhecido da escola italiana Gui-
seppe Zais, paisagista, nascido em Veneza e falecido em Trevise
em 1784. No Dictionnaire Critique et Documentaire des Peintres,
Seulpteurs et Dessinateurs de fous les temps et de tous les pays,
par un groupe d’Ecrivains spécialistes Frangais et Elrangers
sous la Direction de E. Bénézit, tomo terceiro, pig. 1094, l&-se:

«Zais (Guiseppe) — éleve de F. Zuecherelli. On voil de lui &
I’ Académie Carrara, @& Bergame, un Paysage, et au musée de
Vénise, Paysage avec fonlaines.
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A estas duas obras de Guiseppe Zais podemos nés agora
juntar as que pinton para a colec¢io pombalina, até agora
completamente ignoradas. Nenhum dos Catdlogos do Labora-
torio, mesmo o do Dr. Sanches Gouldio, faz a menor referéncia
i colecclio. Identificadas agora as cuariosas imagens coloridas,
ficardo daqui em diante a constituir mais um elemento valioso
do novo Musen pombalino,

Dr. Minio AvcusTo DA SiLva



Cdlculo Simbélico

(coNTINUAGRD)

358. E claro que se o primeiro membro duma equagfio sim-
bolica se puder decompor num produto de factores mais simples,
o cdleculo das suas sologdes poderd, em geral, simplificar-se.
Por exemplo, no cazo de a equaciio ser sem segundo membro,
e o primeiro membro se puder decompor em factores, nas con-
digdes expressas em os n.”* 94 e seguintes, o cdleulo das solu-
¢bes da proposta torna-so mais simples, como é manifesto. I o
caso da equagio do n.® 338,

359. O cdlculo simbolico presta-se aos mais variados arti-
ficios, devido & sua grande plasticidade. Vamos dar disso mais
um exemplo importante. Seja

. d : d
T X2 T e Tl

et i dirs

ary

um operador complexo. Se o aplicarmos a uma funcio homo-
génea em 2y, X3, ... Uy, do gran m, uy (24, s, ... x,), tere-
mos (pelo teorema de Kuler):

du Ju
fUp=2T4 a‘P1';r 4 xe a‘,.: e s T Fq 3.:'““ (1)
= - "

=M Uy

360. Por oatro lado, g é um operador bem definido, aditivo
¢ permutdvel com os nimeros, como facilmente se verifica. Além
disso pode aplicar-se a uma func¢iio dada uma infinidade de vezes.
Conseqiientemente,

Pk umzink Ui 3 ‘,2]




'-.h(ll lrl""lrl'-f .\- i'FH;i!}!I ‘r('fl' IJl

e, se I’ (p) for um polinémio inteiro um g, teremos do mesmo
modo
I’f?)um=P(m]u1u (3}

d61. Suponhamos agora que temos ama equacio de deriva-
das parciais redutivel a4 forma

PRlu=Xp+4 Xg+4 ... (4)

gendo u uma fungiio desconhecida das varidveis xy, s, ... 2,,
e Xp, X, ... funcdes homogéneas dadas, das mesmas varidveis,
de graus p, q...

O cilenlo simbélico dd imediatamente uma soluglo da pro-
posta (que & um integral singular, por ndo depender de nenhum
parimetro arbitririo) que é

ug (g .xq)=P"' (p) Xp+ P (9) Xg+ ... (D)
Com efeito,

PQu=r='(pPEXp+ P (L) Xg+ ...

-—-.'\rp—:-.‘:q—l—+.+ v
c‘ - -

362. Substitnindo na equagdo proposta, u por u - uy, desa-
parece o segundo membro e a equaciio fica reduzida & forma

P u=o (6)

363. Como P (p) é decomponivel em fuctores binémios, a
resologiio de (6) fieca redozida 4 resolugio de equacbes do
tipo (n.” 103)

p—a)*u=0o )

sendo = inteiro e positivo.
Esta equagiio é muito mais simples do que a proposta (4).

364. ITi um caso em que é ficil de reconhecer se uma dada
equacgio de derivadas parciais se pode reduzir i forma (4). Para
reconhecer isso, vamus ainda rccorrer ao cileulo simbélico.
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365. Representemos por

T T U EP

ary oy b oL n

nm operador em que os sinais de derivagio s6 afectam as varia-
veis da fongdo u; e por

”—w —alr -4 a_ll 53 e o a_l
By + Ph g TR mgs

outro operador em que os sinais de derivaciio afectam apenas
as variiveis que entram no operador g. I evidente que

-
il

|

-

Com efoito,

n
3
prip) u=25 a - [ (p) u]
o g

o FATE) Loy o OB
o T S L T
A s Bk [ (o) u] + LL:( ) u
o il F, RN Tty

=" +¢") () u
366. Nestas condigdes 6 claro que
pl=p—¢" e plu=(—p"u=pu

Conseqilentemente, quando aplicados a u, teremos :

r I 1}
=g'p=(—p )F:Ez_ ¢

b 2 ]

mas como p" s6 afecta as varidveis que entram no operador g e
Gste 6, nossas varidveis, uma funcio homogénea do 1.° grau,
segue-se que ¢ ¢ =g¢ (teorema de Euler). Logo:




Cilealo Nipbilico

do mesmo modo

=plp" —g)=—2 "+

=p? -8B +5

quando estes operadores sio aplicados a u.

E claro que todas as poléneias inteiras e positivas de g’ se
podem exprimir, como as anteriores, em polinémios inteiros do
mesmo grau em p.

367. Mas 6 fdcil de conhecer se uma dada equagiio de deri-

- vadas parciais se pode representar simbolicamente pela forma
P u=2X.
Na verdade, qualquer termo déste poliudmio simbélico, apli-
| cado & fungio desconhecida u, dd uma expressdo simboélica da
forma

AlP g — A ( a i i 3 3 P
Ap'l u=A 1\.;?.'1 a{-{ -+ ra E+ AP - 3-!;.'_) M

3

cujo desenvolvimento ¢ homogéneo em .y o ag pro BEARS

3 ! i
Zn 51 sendo os coeficientes os mesmos do desenvolvimento da
Ly

poténeia p dum polinémio. Estes desenvolvimentos reconhe-
cem-se i simples vista.

368. D¢ modo que, se uma equacdo dada se pode redozir &
forma P (;')u= X, substitoindo as diversas poténcias de ;' pelos
polinémios em ¢ equivalentes, ficaremos com a equagiio reduzida
a forma

369. Exemplo: A equagdo

2 32 3 Y
o | g S 2 xy AL -yt kg (& ou +y 3"_)
ar? T 3xay ay* \ o oY
+ nue=uax? 4 y*
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estd nos casos do nimero anterior. Com efeito, esta equagiio
pode escrever-se simbdlicamente

(" —mp' +n) u=a?4 p?,
sendo
: bt
Slamg b Ly

ari gyt

com os sinais de derivagiio apenas aplicdveis s varidveis conti-
das em u. E ainda, pelo n.° 366,

pl—np'—n=p'—p—nptn=(—1) (p—n)

Logo, a equagdo proposta pode representar-se simbblica-
mente por
f—1)e—n)u=2a? L y2,
sendo
2 2

i el —
a*f‘ ¥ aﬂ

P_-—-_"!

onde os sinais de derivagio afectam tddas as varidveis, tanto as
contidas em u como as contidas nos operadores.

870. Pelo n.® 361 temos o integral singular

g r.f', _f,‘] e ™ (.J"z {= y!).

371. Fazendo na proposta
U=u+uy
vem a equagiio
(g—1)(p—n) U=0
que se desdobra em daas:

{;..‘-— 1} U=0 e {Fn— R] iz’:ﬂ,

ou seja
aU ~  aO»
S T, Gt
e
ol . owdlT :
x T'yﬂ'—y —all=20,

equacdes estas que se poderfio integrar imediatumente.




Il PARTE
CALCULO DAS DIFERENGAS FINITAS

CAPITULO IX
DIFERENCAS FINITAS

372. Dada uma fungiio de uma ou mais varidveis independen-
tes, f(x, ¥, 2, ...), e atribuindo &s varidveis valores em progres-
glio aritmética e, portanto, da forma wg-+hAxo, yo+kAyo, - .-
em que k, k, ... sfio nimeros inteiros, sucede que os valores
que a funciio assume, estdo sujeitos a relagdes importantes cunjo
estudo & o objecto do Cédlculo das Diferengas Finitas.

373. O estudo destas relagdes comeca-se pelo caso das
fonebes duma varidvel que se supde inteira, ou passando por
valores em progressiio aritmética de razio igual i unidade.

374 No estudo destas relagdes desempenha papel funda-
mental a diferenga f (x-}1)— f(x), chamada finita em oposi¢io a0
acréscimo infinitaments pequeno que entra na definicio de deri-
vada. Daqui nasceu o nome déste ramo das ciéncias matemdticas.

375. Iiste conceito de diferenga finita di origem a uma
operagdo que faz corresponder a qualquer funcio f(x) e sua
diferenga finita: f(x+1)—f(x). O operador correspondente
representa-se pela letra grega A. Temos, pois:

Af@)=f+1)—f(x)-
'376. I evidente que éste vperador se pode aplicar a qaal-

quer fungio definida em todo o plano, uma infinidade de vezes,
qualquer que seja x, real ou complexo ().

(1) Diremos dterativo todo o operador que gosar desta propriedade,
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377. Também é evidente que o operador A & bem definido,
se a fungdio a que se aplica o for.

378. 0O operudor A ¢ aditivo.
Com efeito:

Aly @ + ¢ @)=[p (@ + 1)+ ¢ @+ 1] —[¢ @)+ @)
[p(x+1)—g @]+ [ @@+ 1)—9 (=)
Ag (x) + Ad (@),

I

c. d. d.
379. O operador A é permutdvel com 0s mimeros. Com efeito:
A[Af@]=Af(@+1) Af(x)=AAf(x)
380. A diferenca do prodato &:
Afp @ ¢ (@)]=0 @).AY (2)+ ¢ (2).Ap (1) + Ag (2). AY ().

381. Do mesmo modo se obtem:

A2 Y(@).Ap(2)—¢ (2) A ()
¥@) @) 4 e+ 1)

Diferengas dsas fungfes elementares

382. No Cdleulo das Diferengas Finitas representa papel
importante a fungiio

M =g (@—1)...(z—m 4 1)

que se 16 x factorial m e que gosa neste cilculo de proprieda-
des semelhantes 4s da poténcia ™ no Cileulo Diferencial.

383. Assim
Arm — primn-"n

Com efeito :
.'_.A.J“ml' j— (J.. _I_ I]iul- — J.Iml’
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donde se deduz imediatamente

A =mz(@x—1)...(x—m+ 2)

=maxim— ”’

384. Pondo, por definiciio,
1

xrl= ml — =

w(e+1)...(x4+m—1)

vem igualmente
Axpl=m = — qpl—m=1

385. Por definigdo
r0=1.

Conseqilentemente,
Ar9=0 .

visto que a diferenca duma constante é evidentemenite nula.
386. Logo, seja qual for m, inteiro, positivo, negativo on
nulo, & sempre:

A piml — e (m—1,

387. Por definicio,

(e —=1)...(x—m-4+1)

i
km) s [m
para m inteiro e positivo.
388. Esta funcio (;) 16 s0: & binomial m.

389. Combinando a doutrina do n.® 382 eom a do n.® 387,

teremos :
a'm)

(::)= I

390. Consequentemente,

4 (2)=(ain)
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Com efvito,
{2\ pim
A ( )=A —
m, |m
T fm—1)

| T

‘-,-‘.m.—--h
Im—t
391. DPor definicio,

( _’m ‘} =(—1)m—! [m—1 z!-"

392. Conreqiientemente,

o o

{' "“‘.«J:{. — m_.ll}
Com efeite,
A k_‘tm"‘___'{ —1)m=!m—t Apl—=™

=( =1 l}m ’E .-‘..{—m—ll

___(' gy

L, —m—1

393. Por definigio

LI,

394. Consegiientemente, teremos

s (2)=(aZ)

v, \

para m inteiro, positivo ou negativo ; exceptna se apenas o caso
de m=o.

395. Analogamente se define:

(ar 4+ b))y =(ax 4+ b)[a(r—1)+b]...[a(x —m 1)+ b]

que se 16: ax 4 b factorial m.




Cileulo Stmbilico

396. Com a maior facilidade se caleula

A (ax + b)™ — ma (ax + b) ™"

397. Analogamente se define

1
(ax+b). .[a(x+m—1)+1D]

(a + b)'—m —

e so tem
A (ax 4 b)—™ = — ma (ax + b)\="—1.

398. Conseqiientemente
A (ax + b) ™ = ma (ax + b)™—"
qualquer que seja m inteiro, positivo, negativo ou nalo.

399. DPor definicio

az b (ardin

Esta funclio lé-se: ax 4 b binomial m.

400. Conseqgiientemente,

A l'u.r—i—b'* -'n.r—l—f.i)l

= a
\  m ,J {\ m— 1
como & evidente.

401. Analogamente se define
{H-T ':“ﬁ"}=[__ 1)’""i'l'ﬂ-'1(ﬂ-1'+b}l'm'
—m B :

402. Logo:
far-1 b " oaxr --:- T
A o )

] o { —m—1,

, — m
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403. Teremos, portanto,

“ax - b ar-}—b
A(\ n ]= m-—-l }

para m inteire, positivo ou negativo, mas nfo nulo.

404. A qualquer polinémio inteiro de grau n, P, (z), se
pode dar a forma:

r (J)z Aﬂ + A[-P }' “'12“"”" s TR SR An xin

bastando determinar Ay, Ay, ... 4,, pelo método dos coefi-
cientes indeterminados, por exemplo.

405. E é evidente que o desenvolvimento anterior, chamado
desenvolvimento do polindmio em factoriais, 6 Gnico.

406. Podem-se obter os coeficientes do desenvolvimento dom
polinémio em factoriais por meio de divisdes sucessivas por fac-
tores bindémios.

Com efeito, pondo

potprxetpratd ... puarn=
—dy F Ay + Ase (e —1)+ ..., ;
teremos :

-‘10=PD-

Simplificando a igualdade anterior, vem:

pitpre+...=41+ sz —-1)+ ...

Dividindo ambos os membros desta identidade por #—1,
ohtem-se em ambos vs membros quocientes e restos idénticos.
Ora, o resto obtido no 2.” membro 6 A; o obtido no 1.°, serd
conhecido e dard o valor de 4;. Rapresentando €}y (x) o quo-

ciente do 1.° membro dividido por (x — 1), teremos

Qiz)=As+ Ag(ex —2) + ...
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Dividindo por #—2 o 1.° membro, obtem-se certo quo-
ciente (J2(x) e o resto que & igual a Aa: etc., etc.

407. A um polinémio inteiro também se pode dar a forma

f e £k
P (x)=Aq+ Ay {‘1 ) 4 A {_\2._} 4 5, (n)
sndloga 4 do n.” 404.
2 o desenvolvimento em binomiais, ou desenvolvimento de
Newton.

408. Para diferencar um polinémio inteiro, basta desen-
volvé-lo em factoriais ou em binomiais, e diferencar térmo a
térmo.

409. Se
Py, ("')=AD + 44 {; ' = “++—¢in {i)

STl

APu@ =it A (7)o +4a (1)
410. A diferenca dum polinémio inteiro de gran = é um
polinémio inteiro de grau » — 1.

411. As fungdes racionais podem diferencar-se por meio da
regra do n.° 381. I4, porém, um caso importante em que esta
operaciio se pode fazer muis ficilmente. I aquela em que a
funciio dada se pode reduzir i forma:

F(x)=P (z).(az 4+ b)=™
N S 1) ST P (x)
T (axdb)[a(x+1)+b]...[a(x+m—1)+ 0]

‘para o que basta que as raizes do denominador da fungdo racio-
nal dada fagam parte duma progressiio aritmética de razio igual
al.
Uma fungio racional nestas condigdes pode reduzir-se a
forma
R (x)

B S e ey Y [y T
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sendo () (x) o quociente inteiro e /2 (x) o resto da divisdo de
P (x) pelo sen denominador ; e & parte fracciondria pode dar-se
a forma
R (2) . (az + b)=n =
=Aq(ar4 b))~V 4+ As(ax+8)-"+ ... + Ay (a2 + 5)'—"
Para isto basta desembaracar dos denominadores e aplicar o
método dos coeficientes indeterminados ao edleulo das constan-

tes Ay, A2 ... A,
Neste caso teremos, pois:

P(z).(az+b)-™ =Q(x)+ Ay (bx+b)~"4 ...+ Ay (ax+B)-m

Com esta forma, a fungiio racional diferenca-se imediatamente.

2
412. Exemplo — Caleular a diferenga de f (z) = —3"—-.

Como as raizes do denominador de f () sio +1 e —1, elas
fazem parte duma progressio aritmética de razio igual a 1, o
f(x) estd nos casos do ntmero anterior.

Como

1 T

FO=1t e—y.ety T b+

ponhamos :

& i Ao
@F—=D=z(=x+1)  =z=—1

Ay As

+ (r—1)x - ; (z—1x@+4+1)"

Pelo método dos coeficientes indeterminados, obtem-se :
Au=U‘ H A|,=1 H 411=—1.

Conseqlientemente :

. 1 1
f(x)=1+ c—1).2 (z-—-1).=z. (= +1)

=14 (x— 1= = (@—1)I-%

4]
Af (@)= —2(x —1)-3 43 (2 — 1) =

— 221

l:.r -1)=x rr-l—]:} |:.r'-|—2‘|
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413. A diferenga da exponencial também se caleula faeil-
mente :
Agr®th_—_gre+l+p_ g2z +f
_a-z.rd.-ﬁ(aa_l}
§14. Paraa—1 e =0, vem:
Aa*—=—a%(a—1)
415. Para a=—2, vem:
A 2s_—_32=
416. Do n.° 413, tira-se:
A .?l'{'z--‘e+E-Jr gi['::a'{-fi}l:ezf_l;]
Mas,
L ETE
s“—l:gasn--':; il OBni
logo
a+w
Aei(22+B) — 2 gep --Z- cet (‘”3‘5‘-' o T
Conseqiientemente :

Acos(aa+ f)=2sen—5-. cos (ax+ [+ -

o a4 mh
< o
-

)

Asen(a.:'+ﬁ)=ﬁse:t_i.sen (a:.;-+::+ 7 )

2 2
\ 2

417. Do mesmo modo se tira do n.° 413,

ApgdxtBtilax+f)__ A2+ B+i{ax+R) {EA+£1 e l'l

Pondo

ou seja

5 et
L]

lI.

AT

e "i—]_:?gtq'l

¥—=efl(cosatisena)—1=cetcosa — 1+ ietsena,
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p?=e24 —2¢lcos -} 1

e gen a
tang 9= G

Estas duas equagbes determinam ¢ e 3. Temos, pois:

ApdstB+ila+B) g gAr+Bti(ast+Rtg)

Logo:

Aedz+Bcog (a4 f)=pet=FHcos(ax L +19)  (3)
AeAT+Bgen (a4 B)=p ettt hgen (ax +B+9) (4

Diferengas de ordem /

418. Como j4 dissemos, o operador A é iterativo, isto 6,
pode aplicar-se uma infinidade de vezes a qualquer funglo que
seja definida em todo o plano, on pelo menos ao longo do eixo
dos X X, se se tratar doma funciio de varidvel real.

Daf a consideraclio das diferengas de ordem superior a pri-
meira, ou diferencas de diferencas.

A diferenca de ordem k da funcio f(r) representa-se por
Ak f(x) e define-se pela igualdade simbélica:

Ak f(@)=A[AF1 f ()]

419. E evidente que a diferenga de ordem k duma soma é
igual @ soma das diferengas de ordem k das parcelas :

Akfp @) ... 40 (@)]=A4g (#) + ... + AL 0 ().

420. Para o cdlenlo da diferenca de ordem % do produto
pode obter-se uma expressio simbélica simples, a partir da
diferenga 1.%, a que se pode dar a forma:

Awr)=u.Av+v.Au++Au.lv

Representemos por Ay um operador que s6 actaa sobre o
prmieiro factor e por As outro operador que s6 actua sobre o
segundo factor, de modo que

Ay (wv)=vdu Y Ag (uv)=u A v.
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Nestas condicdes,

A (uv) = (Ay 4 As 4 Ay As) (uv).

Mas & manifesto que tanto A; como As, sfio bem definidos,
aditivos e permutdveis com os niimeros.
Logo:
Ak (uv) = (Aq + Az + Ay Ag)F (uv). (1)
421. Do resultado do n.* 383, tira-se:

Ak g im) — k) im—k)
422. Do n.* 334 dednz-se andlogamente,
Abgpt=m —=(—1)km(m+1)...(m 4k —1).zt-m—H,
423. Conseqiientemente, para m =1, vem:

(=DkIix
(x4 1)...(x+ k)

Ak zi—1 — Ak (’%") ax

424. E ainda do n.” 394 se deduz

.';u_-\ Fi o %\
M (3= (ws) 0
param=+=0e k<m. E
R g s x \ "
A {.\—m’}ﬁ'-.\—m—k)' ()

para m =0 e k qualquer.
425. Do mesmo modo (n.° 395 e seguintes) :
Ak(az 4 b)™ =m™ ak(ax + b)m—b (1)
para k<m. E
Ak (az+b)~"™ =(—1)*m(m+1)...(m +k-—1).ak(az+b)-m-k (2)

para k qualquer.
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426. Igualmente se deduz

ar+ b /ax 4 by
-_‘.ﬂ\ = j=a‘|:\m__ i) (1)
para k<m. E
Ak ar+b\ s/ axtb &
- ( — m -.j—a t\_—m—.-';_j (%)

para k qualquer.

427. A diferenca de ordem /& dum polinémio desenvolvido
em factorizis obtem-se imediatamente. O mesmo se diz duma
foncio racional do tipo

P (z) (ax 4 b)=m,

428. I claro que a diferenga de ordem & dom polinémio de
grau », é6 um polindmio de gran n—k, para n >k. Paran=k,
a diferenca é uma constante. Para n <k, a diferenga é zero.

429. A diferenga de ordem & da exponencial tira-se imedia-
tamente da diferenca de 1.* ordem (n.® 413):

f_‘nka“""ﬂ:(a’—l;ka’r'i'ﬁ; (l}
Akg? = (a —- 1)k a®; (2

e
Ak 27— 2, (3)

430. Do mesmo modo se dedoz do n.” 416:

T
-4 ™Y

. b
Ak gen (zx + lgjl:[_i)”"-ijl} 3aa{a-t7-|- ﬁ+k—_E ) '

b

T Wy
& ) cos(az 4 [-+k—

L}

::..! =

Ak cos (ax + ()= (2 sen
Y

&)
-

+

434. Semelhantemente (n.* 417):

AkgAz+B cog(ax + ) =pkedst B cos(aax + Lot-kg) (1)
Akedz+Bgep (xx+ ) =¢kerA* 0 sen (ax+ P+ ko) 2)
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CAPITULO X
OPERADOR E

432. O operador E representa a operaciio que consiste na
passagem de f () para f (x + 1):

Ef(@)=f(=+1)

433. I evidente que éste operador é bem definido, aditivo e
permutivel com os nimeros, com A e com v sinal de derivacio.

434, Como
Af(e)=(E—1)f(x),

segue-se que
A=E—1.

435. Por sua vez, pelo n.” 42,

d
8 9% f(x)=f(xz +1).
Logo:
__d. =
E=—gadr (1)
8
g
A=edr —1. (2)

436. A relaciio (1) do n.° anterior permite-nos dar am sen-
tido ao simbolo E" qualquer que seja h. Com efeito

d \h d
pr=(eir) — e (1)
e, consequentemente (n.’ 42):
i #
Elf(x)=e * f(z)=f(x+ k) (2)

437. Estas relacdes simbolicas sio utilissimas no Cilenlo das
Diferengas Finitas.
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438. Mostram as relacdes (1) e (2) do n.” 435 que os ope-
radores A e E, se podem exprimir no operador % por meio

de séries. Os operadores do Cilculo das Diferengas Finitas sio,
pois, operadores diferenciais definidos por séries e, portanto,
mais complicados do que os operadores diferenciais que entrem
no estudo das equacdes diferenciais e de derivadas parciais.

439. Da formuola do n.® 434 tira-se

_‘1"=I:E— E}E:E(:){_ l}n-—k Eh

h=0

@
A f) =2 (3)(— D)~ HEr f(2)
h-—=o
=3 (3) (= DA iz + B);
h=o0
ou seja :

AMf)=(=D"fE+ (D" 'afl@e+ )+ ... +f(@+n)

formula esta que exprime a diferenca de ordem n de f(z), em

f@), fe+1),...f(x+n).

440. Da formula (1) do n.” 434, tira-se:

Er = (14 4)

8

Erf(z)=(1+A)*f(x)
ou seja:

flr+ 11)=hE () Arf ()
ou 3

fle+n)=f(x)+ndf(@)+...+(})MF@) ...+ Arf),

formula esta que exprime f(x+n) em f(x) e nas suas diferen-
cas até 4 ordem n.
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441. Da formula anterior tira-se

f(m)="F(0)+ nA fo)+ () A2 f (o) + ...
+ (A f(0) + ... 4+ A"f(0)

que & vilida para qualquer valor de n inteiro e positivo.
442. O polinémio de gran n

P(x)=f(0) + = Af(o)+ (3) A f(o) +..-
+(7) A +--- () A" f(0)

passa pelos mesmos valores que f(z) nos pontos o, 1, ... n e,
= portanto, coincide com éle em todos os outros pontos :

Px)=f(x).

Conseqiientemente, os coeficientes do desenvelvimento dum
L polinémio em binomiais, sio as diferencas sucessivas désse
polinémio no pounto zero.

443. Para calcular ésses coeficientes bastard, portanto, cal-
cular os valores do polinémio nos pontos o, 1, ... n @ com éles
formar as diferencas sucessivas, como se vé no seguinte exem-
plo, em que se procaram as diferencas sacessivas, até & 3.* ordem,
do polinémio

fle)=a3 — a4 1,
no ponto zero:

| | ' f
|z | f(&) | af(2) | a2f(e) | 837 (=)
: !
i !
| O 1 | 0 6 6
g AT
| 1 1 6 12 |
i
2 S B :
| | |
| — = TR R P, Lol
| | E
3 | 25 |
W AR NG T
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E eclaro que o cilealo se faz aplicando a definigio de dife-
ren¢a. Teremos, portanto:

#d—x 4 1=Ff(0) + (7)Af(0)+(3) A% f(0) +(5) A% f(0)
==1+15(j)+ﬁ(§].

444. Aplicando éste desenvolvimento i poténecia xzF obtem-se:
k=, Aok + (;):}.50* A (i}ikﬂg

que nos poe em evidéncia as chamadas diferengas de zero de que
a diante falaremos.

445. Pondo, como no eap. IV, —'i = D), teremos simhbolica-

df
mente :
A ok A2gh Ak gk
D*:"ﬂ D+ 2 DAL .. 4e D,
1 :_'.‘_ |k
Mas, pelo n.* 170, formala (4),
o ; \
_!-' % =v?"[ Ef}-' .
Logo:
Aok d AZot d 2 Akok ¢ d\k
) I R ety TR = Gk i,
g 1 I1Id.:'l 'l 2 32 (_d.rrJ ey |k i3/ l_tn‘.['_j g

446. Esta férmula & dtil para transformar os polinémios

em D, nos polinémios em s

447. A diferenca de ordem & dum prodato pode expri-
mir-se de virios modos em férmulas simbélicas por intermédio
de E e de A.

448. Assim, representando por £; um simbolo que s6 actoa
sobre o 1.° factor e por Es outro que s6 actua sb6bre o 2.°
teremos :

Als(0) g (@)]=9(@+1){(x+ 1) —9(z)d(x)
=[Ey E3—1]g(x) 4 (=) (L)
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I elaro que estes operadores sio bem definidos, aditivos e
permutiveis entre si @ com os nimeros. Logo:

Al o (2) § (@)= (Ey Bz — 1)* 9 (2) ¢ (=) (1)

449. Desenvolvendo em (1) o binémio de expoente k.
obtem-se a diferenca de ordem % do produto expressa nos valo-
ros sucessivos do mesmo prodato nos pontos r, 2 +1, ... 2+£&,
oun seja:

ﬁ.
Mmﬂﬂm=;GH—U“H&EMhW@MJ
h=0
=§‘ (:)(— Di-ho(@+h)Y (x+h)
h-=0

=(—1is@ @) —kele+Dd@E+D)+...].

450, Atribuindo a Ay e As as significacdes que lhes foram
dadas em o p.? 420, teremos:

Ei=1-+ Ay 2] E:=1+.’1!.
Logo (n.” 448), férmala (1):

Ak (g (@) ¢ ()] = [Ar + By As]k g (x) §(2)

k
=2 ;)A?(El As)k=t g () (x)

h=o0

k
zz(i).ﬁh?(,x +k —ff.) 2 J_\,k-.r.,_:‘ ()

h=o
=g+ k). ARY(@) +kdg(xt+k—1). A1 (@) + ...

que é outra formula simbélica da diferenga de ordem i dum produto.

451. Aplicando a formala anterior ao cdlenlo da diferenga
de ordem % do produto a*{(x), e atendendo ao n.® 429, (2),
vem :

k
A [a® ()] =;,E (3)a=*k—h(a — 1)k Ak=hy (x)
=a*[ak AR (2) - ka* =1 (a — 1) Ak (x) 4 ...]

k
=a* 3 (})(a—1)hak-hAk=hy (),
fi=0
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452. A este resultado ainda pode dar-se ountra forma. Com
efeito, o desenvolvimento anterior pode escrever-se

k
Ak[a*{(x)] = a= [E (3)(@a—1)k(a M*—ﬁ]q, (x)
h=o0

=a%(a—1+ al)k(x)
=a*la E— 1]k (x)
k

s a’h}: (3)a* EA (—1)k-h¢ ()
=0

k
=a* 3 (3)(— Di—har (x4 b)

her
=a*[(— 1)*¢ (x) + (— 1f~1kad(z+ 1)+ ...].
CAPITULO XI

DIFEREN(AS DE ZERO

453. Chamam-se diferengas de zero os valores das diferen-
cas de " no ponto zero. Estes nimeros representam-se por
simbolos da forma A¥o" e por definigiio :

Akgn —[A¥AN ...
454. 1 claro que para k>>n é Ako"=0; para k< n, Ako" >0,
455. Em particular, teremos (n.” 435)
A" = |n,

456. Para calcular os valores de Afo" para k<'n, pode
recorrer-se 4 formula:

k
Akor— (E — 1)kon = E(D (— 1)k E¥—hon;
k=0
ou

k
Abon = (— A () (k—h)"
k=0

=kt —k.(k— )r 4 (5)(k—2)"+. ..
457. FEsta férmula dd-nos:

n=at—n.e—1)"+(3)(n—2)...
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458. Os valores de A¥o™ foram ealeulados por De Morgan

até Al ol0,

(s valores achados foram :

e —
AB AY Al ||

a | A | A% Al AS Af At
o' T 0 0 l 0 1] 0 0
o |1 2 ] ] ] 1] i}
o T 6 6 0 0 0 0
o' |1 14 36 24 1] 1] 1] -
o* T 30 I 150 240 120 0 0
1 ot |1 62 540 1.560 1.800 20 L]
o |1 126 | 1.806 | B.400 | 16.800 | 16120 | 5.040
n'_il_ 254 | 5.796 | 40.824 | 126.000 191.520 | 141.120
o |1 | 610 | 18.150 | 186.480 | 734.120 | 1.905.120 | 2.828.480
I 0" | 1 |1.022| 66.080 |818.520 | 5.108.000 |16.435.440 | 29.615.200
I
459. A série conjugada de Maclanrin dd grande relévo is
diferengas de zero. Por exemplo, as fangdes do tipo f(e®) que
possam ser desenvolvidas segundo as poténcias inteiras e posi-
tivas de x, tem um desenvolvimento que pode exprimir-se assim:
n
fle)=f)+x.f(1+4)o+ ...+ 1—.f(1+A;|o"+...
Com efeito, pelas séries de Maclaurin, podemos escrever :
'- ffef}—f{1}+_l s [(— s
=£(1) +\“ < [f( )oJ
nw==l =—
= f(l) + 11 A)on,
f(uEll,.f( ) 1
Aos il
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[iste desenvolvimento & devido a Sir John Herschell.

460. Para :
f(e5) = (o= — 1)

com k inteiro e positivo, vem :

F(1 4+ A)=At
@
L .n Akgk+1 :
(e — l}‘-’:E%‘-- Ak P s gk 4 — bl ..
n==k — 3
Akgn
e e
n
461. Para f(e*)=e®”, obtem-se do mesmo modo:
f(l4+A)=elta—=e.ea
@
2 T
e"=3[1+.r‘-eio gl gME TSl e gei J
i 2 : TN

462. A fungiio -érl i 6 do tipo f(e®), mas nio pode

desenvolver-se segundo as poténcias inteiras e positivas de .

- II" ¥ -~ L]
Porém, a fangio g b & susceptivel désse desenvolvimento,
tendo a série resultante um circulo de convergéncia de raio 27,
pois que o ponto singalar desta funciio mais préximo de zero
6 2ni. Teremos, pois,

o : -
-gz_—.l:;lu',— .'I.[J‘ 1 ;12 g Thee

sendo Adg=1.
Mas, por outro lado, pondo x=log (1 - t), vem

z log(1+t) t 2 U 5 o RN,
i Y .-:__1 2+—3-...{{ 1) 5
21 ) 1P (et 1) _
e M AEITE e IR Az R i




=1
2]
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expressio esta que é da forma f(e*) e & qual se pode aplicar o
desenvolvimento de Herschell (n.® 459).

Ora;

: A A An
,r11+-‘oJ=1—---2--—.— 3 _"'+(‘1)”'5='+_i"+' :
Logo,

o i Ay S AQs : An(n
Ay=f(14-4)0*=0" — 3 o4 (—1) i (1)

visto que AfO"=0, para i >n.
O termo 0" serd nulo para n >0 e 6 ignal a 1 para n=0.,

| 463. Pondo
1 £ B >
i g e E
{ deduz-se :
; T et +1
: Bl
expressio esta que ¢ uma fangdio pir de x. Logo, os coeficien-
I tes de ordem impar do desenvolvimento de /? sio nulos.
- 464. O mesmo sucederd, portanto, na fongiio e_f:f—l para
os termos de grau superior ao primeiro. Logo:
f(1 4+ A)o2+1 =0, (1)
para k1. Conseqiientemente :
x B B
¥
AL £ o Shemit. AP S RS a2
Ak e P T SR ¢ (=)
sendo
: Aopin . A2pin ; A2n g2n »
B,=(— 1)"+1|:03“———2-—-—r- o e~ *m—] (3)
s
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465. KEstes coeficientes 3, sdo chamados nimeros de Ber-
noulli. Os primeiros dezoito constam do quadro seguinte: !
1 174.611
Be=-g Ty
1 854.513
H=% Q=
1 23.636.091
Hy i Bo=—575—
1 8.553.103
Bi=-g5 B|a=—'mﬁ —
] 23.749.461.029
Bi=gg AR e
5 00 B, 8:615.841.276.005
W R0 g 14.322
T 7.709.321.041.217
Hawary ey 510
3.617 2.577.687.858.367
B0 ol §
o 43.867 ol 26.315.271.563.0563.477.373
R TS il 1.919.190

466. Do desenvolvimento que acabamos de obter, deduz-se:

B -5 3 By

By
S 105 orgh e T ® ioha-ekh
B,
F(—rHr gty (1)
1 1 2 B
Pl (i —1yn=1__"" 2a—1 ¥
S +E( it oL (2)

que adiante utilizaremos? e que converge dentro dum cirealo
de raio 2= (n.® 462).

t Adams publicon no tomo Lxxxv do Jornal de Crelle uma tiboa com os
primeiros 62 nimeros de Bernoulli.

2 H4A certos autores que representam os nameros de Bernoulli por By, B,
By ...; outros por B, By ..., conforme partem do desenvolvimento (2) n.* 464
on do (1) do n.* 466. Parece-nos mais natural usar dos indices seguidos: 1,2 .. ..
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467. Note-se que

L et A gy
o e —fx 1)
\_[ 1 % L % =1 2 In—1
‘i 2 "‘rr e o, T o ( _:' _'( fJ']
5 =1 .
1 & n_RBn
S +n'>:l(_1)a—|£:n '!_n _ pta—1

=____2 x'ln—i
v R

x _a

468. Por ontro lado !, tem-se
cot.r#-———}-_.::E k’:r"

desenvolvimento éste a que se pode dar a forma

3 1 1
cot L———l—_mzi—--’--ﬂ! )
k=
kin?
1 o0 _1 ] I!ﬂ
=42 e
=5ir 'Ikgl k2 nt ) kingln
1 @ 9 il @ ]
z?_Eo min 42 2 fZn+2
1 2 2.23n-1 x?n-—l ®
=_.-,i"“-“_ a—d — _9n 2 ’E::_n

n=1

469. Comparando éste desenvolvimento de cotr com o do

n.” anterior, acha-se :

gtnpgn 2 @ 1
— - — == 5
iﬂ ﬂaﬂk=1fl-ﬂ
L]
2lan ¢ 1 Ty \

{1+ YT +ﬁ"r---jl

I}nz '—{21-:—)_2" y

1 Ver Goursat, Cours d'Analyse, vol. n, pig. 166, 2.* edi¢io.
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470. Esta expressio dos nimeros de Bernoulli permite-nos
ver ficilmente que éles crescem indefinidamente com n a partir
de certa altura,

Com efeito,

o a0 #
Bntl (@uitD(2nt2) | Tomrs tgmer e

B, 4m? 1 1
1+2-T+3-_3,‘+- .

relacio esta que se torna infinita para n infinito.
Porisso se diz que a sucessido dos nimeros de Bernoulli é
divergente.

CAPITULO XII

DESENVOLVIMENTO DAS FUNCOES EM SERIE DE NEWTON

471. Da igualdade simbolica

Biiga.
deduz-se a relagio

Bh =1+ ap =3 (M) (1

i=0

que nos di o operador E" expresso em diferencas finitas.
Aplicando estes operadores iguais a uma mesma fangio f(x),
vem :
o0
fle+n=3()Aif(x)
P=0
ou

fle+h)=Ff(@) +hAf(@) + (3)A2f(=) + ...

A esta série pode ainda dar-se a forma (fazendo =0 e
h=u):

flz)=Ff(0) +xAf(0) + (3)A%f(0)
+o () Al + - @)

472. E o chamado desenvolvimento de Newton a que o cileulo
simbolico leva muito ficil e natoralmente, como acaha de se ver.
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473. Dum modo geral, chama-se série de Newton, ou de
coeficientes bindmiais, a qualquer série da forma

an

F2)=2 a.(?) (3)

n=0o

474. Esta série reduz-se a um desenvolvimento finito, para
todos os valores inteiros e positivos, ou nulos, de z mas é
manifesto que déste facto nada se pode conecluir quanto 4 con-
vergéncia da série, nem tdo ponco quanto i validade do desen-
volvimento da fungio f(x) segondo (2).

Demonstra-se, porém, que ! se esta série for convergente
no ponto 2,=—ga, + 17, (ndo inteiro e positivo, nem nnlo), se
verificam os segnintes teoremas :

I. A série converge em qualquer outro ponto que esteja a
direita duma recta parolela ao eiro dos yy e de abscissa .

I1. Esta série é uniformemente convergente num sector circu-
lar de raio arbitrdrio tendo o vértice em z, e o3 raios que o limi-
tam fazendo com a parte positiva do eiro dos Xx dngulos menores

do que % um valor absoluto.

475. Consideremos o eonjunto das abscissas dos pontos em
que uma dada série de Newton é convergente, e seja A o seu
limite inferior. A série proposta serd convergente em todos os
pontos interiores ao semi-plano limitado 4 esquerda por uma
recta paralela ao eixo dos yy e de abscissa 1 (teorema I) que se
chamada semi-plano de convergéncia. A recta que o limita, cha-
ma-se recla de convergéncia; e a absissa ) dessa recta, chama-se
abseissa de convergéncia.

476. A esquerda da recta de convergéncia, a série ¢ diver-
gente. Se a série for convergente em todo o plano, serd
A= —oco.

477. Se a série divergir em todo o plano, seri A = co.

1 V. Nirdlung, «Legons sur les séries d'interpolations — 1926 — Gauthier
Villars — pég. 100. :
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478. Dentro de qualquer regifo finita interior ao semi-plano
de convergdncia a série de Newton define uma funcéio holomorfa,
por ser uma série uniformemente convergente de fung¢des holo-
morfas, e pode derivar-se termo a termo.

479. Se a série convergir em todo o plano, serd inteira a
fungdio por ela definida.

480. Se a abscissa de convergéncia ) for positiva e maior
do que o niimero inteiro e positivo %, a gérie converge nos pon-
tos z=0, 1, 2, ... k, sitaados fora do dominio de convergén-
cia, mas estes valores podem néo ter relagio com os valores
que a fungiio analitica F(z), defenida pela série no seu dominio
de convergéneia, possa ter nos mesmos pontos 0,1, 8, vvi ks

481. Nos pontos da recta de convergéncia, a série pode ser
ou nio convergente; mas se ela converge num ponto 2, desta
recta, o teorema IT mostra-nos que F(z) tende para um limite
quando z tende para z, dentro do sector circular jd mencio-
nado, e que @ste limite & igaal A soma da série em 2, (conse-
qiiéncia da convergéncia uniforme gerar a continuidade da fungio
definida pela série).

482. Claro que esta conclusio se nio aplica no caso de z,
ser inteiro e positivo ou nulo, porque a demonstragdo do teo-
rema II pressupde a exclusiio dessa hipitese.

483. Se ) for menor do que zero, os coeficientes da série
podem exprimir-se em fangdo dos valores que a série toma nus
pontos 0, 1, 2 .... A fangio F (z) terd um desenvolvimento
de Newton @ um 6 que a representa em todo o campo de con-
vergéncia da série. No caso de ) ser positivo, o desenvolvi-
mento de Newton deixa de ser Gnico .

Jz—(n—1)w]

|n

w i -
484. A série F(z)= > ba £:(5—u)
=0 —
compreende a de Newton como caso particular, é susceptivel de

representar fangdes que « série de Newton nio pode representar.

que

1 Ver Nordlung, ob. eit., pig. 103 e seguintes.
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485. Teorema. — E condigdo necessiria e suficiente para que
uma fungdo F'(z) admita um desenvolvimento desta forma que ela
seja holomorfa num semi-plano de abeissa ) e nele satisfaga & desi-
qualdade

| E(2) | << Cekizl (1)

onde k é um mimero positivo (1).
Os nimeros / e w estdo sojeitos & relagio

kw<log 2.

486. Segundo o teorema anterior, sio susceptiveis déste
desenvolvimento os polinémios inteiros, as funcies racionais, os
T polinémios inteiros no seno e no cosseno, bem como as exponen-

ciais da forma e%%, ete.

. 487. O desenvolvimento de Newton, em que w =1, poderd
i ter a forma (2) do n.® 471, quando a fungio F'(z) for holomcrfa
em todo o semi-plano & direita do eixo dos yy, incluindo a
origem das coordenadas. Estio neste caso os polinémios intei-
ros, as fung¢des racionais em que as raizes do denominador
estejam situadas & esquerda do eixo dos yy, e®2, cos (uz + b),
sen (az - b), em que | a| < log?2, ete.

3 488. Toda a fungio F'(z) que possa representar-se por uma
série do 2.° tipo (n.° 484), isto &, tal que

| F(2) | < Cekl=l
quualquer qne seja z, & direita duma dada recta paralela ao
eixo dos yy, e kw<log2, se pode transformar noutra sus-
coptivel do desenvolvimento de Newton, por meio duma simples
mudanga de varidvel, pondo

z=owu-+

sendo « escolhidlo de modo que todos os pontos singulares

(1) Ver Nirdlung, o. e., pig. 148.

[
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de F (z) passem para a esquerda do eixo dos yy. Nestas con-
digdes serd

F(ou+a)| < C'ekviv
@ o desenvolvimento de Newton & possivel e Gnico (n.® 487).

489. Os polinémios inteiros dio um desenvolvimento de
Newton finito, como jd vimos (n.® 442), porque as diferengas de
ordem superior ao sen gran anulam-se todas.

490. As funcdos de varidvel inteira siio sempre susceptiveis
do desenvolvimento de Newton, porque, qualquer que seja o
inteiro n e qualguner que seja a fungdo f(r), teremos sempro:

fm)=Enf(0)=(1 + A)" f (o)
=f(0)+nAf(0)+ ...+ (})A! f(0) +
v (m) A" f (o)

CAPITULO XIII
HELACCJRS ENTRE DIFERENCAS FINITAS E DERIVADAS
491, Da formula simbdliea (2) do n." 434 tiram-se fieil-

mente as expressoes que dio as diferencas efn fangio das deri-
vadus e as derivadas em funciio das diferengas. Com efeito, de

LN
A=—gtdr _1

tira-se

i k

A — (e dr i)
Logo (n.” 46u):
Ak f (@) == "‘I — 1) 1)
’I. ' ak(}‘--p-l'l J

__f.j.,( ;H‘ J“k,—t{ )_|_ __lg-_r_u Jk-}-n]i‘w).i..”

relacgiio esta que nos di as diferengas de qualquer ordem expressas
nas derivadas sucessivas.

B 23
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492. A expressio das derivadas nas diferencas tira-se com
igual facilidade. Com efeito, de

_d..
ed =114,

deduz se simbdlicamente

d
i =_'{°9' (14 4) (1)
Al Al
=A_T+T' ; (2)
g k
d Y
() =llogt+a (3)
A2 Ik
=|a_T+.,._ (4)

493. E claro que o cdleulo simbélico, pelo menos na forma
em que acabamos de o aplicar, ndo basta por si ¢4 para demons-
trar os resultados que acabamos de obter, nem as condi¢des da
sua' validade, mas foi saficiente para chegar a éles com estrema
fucilidade.

Para determinar condiedes suficientes da vulidade déstes resul-
tados bastaria desenvolver f(x) pelas séries de Taylor e Newton
o igualar os resnltados:

L

fle+h=f@+hf'@+. -+ @+ ...
=f@+(MDAf@ + ...+ (5)Af(@) + ..

Substituindo no 2.° desenvolvimento (";) (t) ... pelo
sou desenvolvimento segundo as potéacias de % e ordenando os
resultados segundo essas mesmas poténeias, obtem-se um desen-
volvimento igual ao 1.°. Igunalando os coeficiontes das mesmas

poténeias de %, obtemos as relacdes que exprimem as derivadas

“de qualquer ordem nas diferengas sucessivas.

Se substitairmos no desenvolvimento de Taylor, as poténcias
de % pelos seus desenvolvimentos em binomiais, e em seguida
ordenarmos os resultados segando #sses mesmos binomiais, obte-
mos um desenvolvimento igual ao 2.°. Igualando os coeficientes
dos mesmos binomiais de %, obtemos relacdes que exprimem as
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diferencas de qualquer ordem, nas derivadas sucessivas, Fazendo
as operacdes, chega se is formulas dadas pelo Cdlenlo Simbo-
lico, como era de esperar.

As condictes de validade destas férmulas sflo as mesmas
dos respectivos desenvolvimentos em série que as justificam.

O cileulo dos restos das respectivas séries & problema com-
plicado e de grande importincia na teoria da interpolagiio, mas
dispensdvel nom earso geral de Cileulo das Probabilidades.

494. Como aplicacdo interessante dos resultados dos n.** 491
e 492, podem calcular-se

an dk
R~ el

Tem-se
" pn—k _"tkﬂﬂ'-!-l an—k-1
At = == + - ———l—

In | n—k k41 [n—k-1
AkQk+i  pn—k-i
i i m—k—i

AkQn

et 2 il

n

Por sna vez

S =,

VAR Y i

CAPITULO XIV

TRANSFORMAGAO DAS SERIES

495. Os simbolos A e E permitem-nos transformar certos
tipos de séries noutros por vezes mais ripidamente convergentes.
S#o notdveis os casos que passamos a considerar. Seja

Ly Aty Bl e B BT

(1)

uma série de poténcias de . Como a, é uma funcio da variivel
inteira n, podemos escrever:

a,=E»aqa,
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e, conseqiientemente,

S(:c):(l—[—.rfﬂ—l— = ﬂn— a?

—eTEg,—p7 e q,

=T [1—|—.1'A—[—m!d',+___ _'_‘r".'l_n+ "‘]ﬂa

|2 I |»

_EJ'

> i g :
an—i—xdaa—:—Td’ag—i—...—,’—-'_r-- A"ﬂ,,—l—...]
| |!I

Teremos, pois:

n f n 3\
un+a1r+...+€t?:¢- +...=e’(an—l-.r-_‘m.,-f'...-F'?"—nd."aa-i—...)
! \ 3

oun abreviadamente:

496. Teremos também :

A A?
?{0)—-?{1}+?{2)ﬁ---=?é02— 3£0}+ 33“'”—

ou abreviadamente,

oo (+ 4] a"
S0 e@=3 (- e )
Com efeito,

§ (—D*e(m= [§ (=1)" E"] ? (o)

o o

1
W T S

1
=354 %0

A A?
_I_ 4

g+ — |20

An
(_ 1:]" 27?;(?_}

:Ms bg| =
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497. K também ficil de ver que

X atAna,
ﬂnw“=2m- (1)

o fle=0

/s

n

Com efeito,

@ % 3 1
Rcrr = A= G G e
e 1 3 S 1
Rl ET Y el g SRy zA 0
: 4 AR o
}=
1 {5'.. x® An :
—— . a,;
l—z < (1—2)" ;
= AR g
B, i 4
Tas Rt
n=0
e. d. d.

498. Se a, for um polinémio inteiro em =, de graun k, serd

AP a,—o para p>k e o 2.° membro de (1) serd finito. A
¥

soma da série > P (n) ", em que F’(n) é um polinémio inteiro

n=0
de n, é uma fungio racional de .

499. Por sua vez, uma funciio racional da forma

Az xk
(l—ax)k+1

= £k Au L Aiw ¥
L(‘I‘j— C g =1 —Ll-—aﬂ)—!—l——g—

& susceptivel de desenvolvimento segundo as potéueias inteiras o
positivas de @, da forma

o
R(z) = 2 f’{?.!}..?:“

n=o

f’{ﬂ):ﬂa+ﬂ'(T) Fooo ;‘11-(:}.
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DIFEGENCAS PARCIAIS

500. As diferengas parciais tém definigdes e notagdes andlo-
gas as derivadas parciais.
Assim :
Arfle, py=Fflz- 1,9 - fl=. )
Ay flz, y)=Fflx, g4 1) — f(=, .

501. Ficilmente se vé que

By . hye=By . A,
502. I ovidente que
i‘-in . -‘-:,4- = '-‘-_':'.::':'k.

segundo as convencdes feitas para estas notagdbes.

503. Temos ainda

3
Ee=1+4+A,=¢%"

)
Ey=1+A,—e2

504. Conseqiientemente :

flx+b,y+ k)= E:, E;]'(.r,yl
=1+A) A+ AN F (>, )

< h i
:lrt_z‘(i)'&.r |

—f(x, )+ rhA: flz, )+ kA, f (=, ¥) +
+ (f;)l‘il 1" [-?'vfp‘} - / fl“l:l"].l Ifll_’.i',yJ —!— (g)"j‘;li‘l"‘ff} L A

é %
()4 | f 9
f=0

que & o desenvolvimento de Newton para duas varidveis.

505. I claro que qualquer funcilo de diversas varidiveis pode
ser desenvolvida em série de Newton em relacio a qualquer delas
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soparadamente. Assim, a qualquer funglio de duas varidveis,
f (=, ), pode dar-se qualquer das formas:

fleyi=A,(pn+x 4 (p)+ (;) As (i) + o0 + (i) Aa () + - ..
em gue

Ay (9)=F (0, %)
Ay (y)=A4az1(0. y)

E, semelhantemente,

f@y)=Bo(@+yBi(@)+ .. +(})Bal2)+.

Continua

Doutor PacHECO DE AMORIM




Relatério apresentado & Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Coimbra

FELD

Pror. Dn. ErnsT MATTHES

Ex.™ Senhor Director da Faculdade de Ciéneias
da Universidade de Coimbra:

Fui incumbido no més de Maio de 1936 pelo Ministério da
Educaglio Nacional de elaborar um relatério sdbre os aparelhos
e outros utensilios necessirios para o conveniente apetrecha-
mento do Laboratorio Zoologico da Universidsde de Coimbra.
O referido relatorio fui entregue a Sua Ex.* o Senhor Ministro
no dia 19 de Junho do mesmo ano. Permiti-me enviar ao Ex.™
Senhor Director da Faculdade no mesmo dia copia déste rela-
torio, que teve a honra de ser publicado na Revista da Facul-
dade de Cliéncias, vol. vi1.

No meu relatério cheguei & conclusfio de que, para a
aquisigio dos aparelhos mais indispensdveis, seria precisa a
quantia de 117.577350. Para minha satisfacio, o Senhor Minis-
tro considerou como justas e razodveis as minhas propostas, o
que se conclii do facto de éle ter concedido como subsidio
extraordindrio a quantia de 128.000500, incluida no artigo 153.°
1.* (aquisicho de mdquinas, aparelhos, livros, ete,) do orga-
mento para o ano de 1937. Visto a verba ordindria incluir
para o mesmo fim, no ano de 1937, 20.000500, no ano de 1938
40.000500, ficava disponivel nos dois anos para a nova instala-
¢do do Laborat6rio a quantia totasl de 188.000300, ou, feito o
desconto prescrito de 10%, a quantia de 169.200500.

Desejava hoje dar conta a V. Ex.* da maneira como empre-
guei essa quantia para a instalacio do Laboratorio, e qual o
resultado geral que neste sentido se aleancou.
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Permito-me lembrar em primeiro lugar os principios de
orientaclio do men relatério anterior. [oram os seguintes, pouco
mais ou menos :

1) A instalagio de um laboratério zoolbgico que satisfi-
zesse as mais elevadas exigénecias quanto i perfeicio
do apetrechamento exigiria aproximadamente a quantia
de 600.000500. Julgando ndo poder coutar com a con-
cesrio de uma quantia tdo considerdvel, restrinjo as
minhas propostas ao mais indispensivel.

2) Contudo, deve-se tentar alecangar que o laboratério fique
suficientemente equipado, deniro dos limites impostos,
para permitir trabalhos cientificos em todos os ramos
da Zoologia; a instalacio dum laboratério especiali-
zado ndo parece aconselhdvel.

3) As necessidades do ensino devem de momento colo-
car-se antes das de investigacdio.

Queria enomerar agora as compras realizadas, acrescen-
tando sempre que seja necessdrio algumas explicagdes.

I. Ensino

a) Aulas praticas. — Em 1936 havia na sala das aulas
priticas :

20 lugares de trabalho.
10 microsedpios utilizdveis.

Compraram-se, pois, em primeiro logar, 10 mierose6pios novos
( Leitz G. T. 20/92, com trés objectivas: 8><, 20><, 4D >2).
Compraram-se além disso 12 limpadas de microscopia que fal-
tavam por completo. Substituiram se, por fim, os bancos fixos
de madeira existentes, pouco apropriados para trabalhos mieros-
eopicos, por 20 bancos de rotagio. Visto uma limpada de
microsedpio chegar para dois lugares de trabalho, encontram-se
agora todos os lugares dotados de mierosedpio, baneo e ilumi-
nagio apropriada. Dado, porém, que as condigdes de espago
na nossa sala das aulas praticas permitem a instalaciio de mais
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lugares de trabalho, e correspondendo isto is exigéncias do
ensino — a aula prdtica da Zoologia médica abrangia, nos anos
1937-1938, G0-70 estudantes — adquiriram-se mais 4 mesas de
trabalho, com dois lugares cada uma, de forma que a sala das
sulas prdticas contém actualmente 28 lugares. Faltam pois para
o seu apetrechamento completo mais 8 mieroscépios, 8 bancos
e 2 lampadas. Provisbriamente temos recorrido a empréstimo
de microscépios, ete. dos ontros gabinetes de trabalho. A ins-
talacio completa da sala das sulas priticas poderd ser levada a
cubo nos anos seguintes gradualmente e com os meios do orca-
mento ordindrio.

Para tornar frutifero o ensino nas anlas priticas era preciso
organizar uma grande coleccio de preparacdes microscépieas,
que faltavam até entdo qudsi completamente. A compra duma
tal colecciio teria custado muito dinheiro. Felizmente o men
discipulo Dr. Helling, que esteve nestes dois anos em Coimbra
como estudante de troea, encarregou-se desta tarefa, organi-
zando no seu tempo livre uma coleccio de 1652 preparagdes
microseOpicas. Pura sua instalagio construinu um earpinteiro
hibil um armiério especial.

Puara as disseccdos compriamos das Estagdes Zoologicas de
Nipoles e de Helgolund um grande lote de unimais fixados que
se nido podem obter nas costas portuguesas.

b) Anulas teébricas. —- O estado de coisas era: nma grande
sala de aulas, sem instalagdo eléctrica, sem aparelho de projec-
¢llo, e umu coleeciio de quadros murais maito deficiente. Adqui-
riu-se em primeiro logar um bom aparelho de dia-e epis-
copia (Busech), munido de lampadas muito fortes (500 Watt
e 1000 Watt) o provido dum dispositivo de resfriamento. Iiste
aparelho permite projectar dispositivos sem apagar as luzes da
sala, projectar imagens episcopicas (figuras de compéndios, tabe-
las) no estado de semi-obscaridade que se pude alcangar fechando
as janelas. Kste aparelho foi utilizado com grande proveito,
desde a sua instalagiio, em quisi t0das as aulas.

Para poder projectar também preparagles microsedpicas,
adquirin-ge além disso o excelente aparelho de microprojecciio
da casa Zeiss. Este aparelho é provido duma lampada de arco
de regulagiio autowmdtica e permite projecgdes na ampliagio de
60 a 2100 vezes. Possii, em contraste com outros aparelhos
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déste género, a grande vantagem de se poder adaptar antomi-
ticamente a cada objectiva o respectivo condensador. Este apa-
relho foi utilizado nio s6 para a projecgio de preparacdes
microsedpicas, mas também para a de animais pequenos vivos
e de experiéneias fisiolégicas com Protozodrios.

Pode satisfazer-se, por economias em outro lugar, mais um
objectivo, designado no mea relatério como desejivel, ainda que
nfio urgente: a compra dum projector para filmes de 16™™,
Escolhen-se a marca « Eumig», que a-pesar do preco relativa-
mente baixo dd resultado excelente, projectando imagens de
grande luminosidade com as dimensdes de 1™,50 por 2™,00.
Este aparelho nfio &, naturalmente, empregado em tddas as
aulas, mas provou em cada experiéncia quio mais impressiva é
a imagem viva em relagio 4 palavra, também no ensino uni-
versitirio. Dado o nimero sempre crescente de bons filmes,
feitos especialmente para o ensino universitario, a importincia
déste aparelho para as aulas aomentari de futuro considera-
velmente.

Para poder aproveitar as instalagdes de projeeglio, tornou-se
preciso, é claro, a organizagio duma coleegiio de diapositivos e
a compra de filmes. Os diapositivos foram feitos no préprio
laboratorio, poupando-se assim muito dinheiro. A colecgio
abrange hoje aproximadamente 600 diapositivos, escolhidus em
primeiro lugar pelo Dr. A. Xavier da Cunha Marques, e exe-
cutados pelo preparador Arnaldo Alves dos Santos. Quanto
a filmes puderam obter-se da «Reichsstelle fiir den wissens-
chaftlichen Hochschulfilm» 6 exemplares por um prego muito
reduzido.

Para aumentar gradualmente também a colecgio de prepara-
¢des microscpicas, proprias para o ensino, compraram-se GO
frascos de face anterior pulida. Algumas preparacdes puderam
jd ser realizadas, mas neste campo fica ainda maito para fazer
nos anos seguintes.

A colecgdo de quadros murais receben am incremento muito
notivel. Comprdmos 62 quadros, e o infatigdvel desenhador da
Faeuldade, Sr. Lourengo Martins, fez além disso sob a minha
indicagio 64 quadros; o aumento da colecgio de quadros por
6ste meio continna ainda.

Para poder fornecer aos estudantes também material elnei-
dativo de Zoogeografia compraram se alguns dos carimbos geo-
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grificos da casa Westermann. De aquisicdes mais pequenas
queria mencionar além disso a dum dispositivo hectogrifico.
Obtive com éle bons resultados, entregando aos estudantes, ao
fim das aulas mais dificeis um resumo da respectiva ligio, em
forma de sumdrio, de maneira que o estudante se viu assim
liberto por um lado do trabalho estiipido de tirar apontamen-
tos, ficando por outro lado afastado o perigo de decorar uma
sebenta deficiente e errada. Dada a falta de um compéndio eserito
em portoguds para o ensino nniversitirio da Zoologia, o aper-
feicoamento déste sistema parece-me ter uma certa importincia.
Tenciono completar éste método no ano lectivo seguinte, forne-
cendo aos estudantes também uma fotoetpia de eada quadro
mural e de cada figura importante projectada. Atencdio na aula,
resumo hectogrifico de cada aula e uma rica coleegio de figu-
ras deveriam entiio substituir com vantagem a falta de um com-
péndio,

II. Investigagdo

Na aquisigiio dos miecrosc6pios para as anlas priticas nio se
atenden & aquisi¢io do tipo mais barato, mas sim de um tipo que
chegue também, quanto a equipamento 6ptico e aparelho de ilu-
minagio, para a maioria das investigactos cientificas. Para pos-
suir contudo pelo menos um microsebpio que satisfaga as mais
elevadas exigéneias dos estudos citolbgicos, adquiriu-se um
grande suporte moderno de Zeiss (LCE) com objectiva acro-
mitica 3><, objectivas apocromdticas 20>< e 40 ><, imersio
de oOleo apocromitica 90>< (1,3) e 3 oculares. Para exame
estereoscOpico, tdo vantajoso em muitos casos, puderam ser
comprados ainda dois microse6pios binoculures, a saber um tipo
mais simples (Leitz, Ludas) para ampliagdes de 3,0 10,h>< e
om tipo muito aperfeicoado (Zeiss Binocular XV ) que permite
ampliagdes de 24-144>< com revélver e quatro pares de objecti-
vas, e com dispositivo de iluminaglio para luz incidente.

Entre as aquisigdes de aparelhos Opticos mais pequenos

* queria mencionar a dum dispositivo para medir exactamente

ingulos em objectos microsedpicos e a de dois miecrémetros.
Para trabalhos histolégicos compron-se em primeiro lagar

om bom micrétomo ( Leitz, Timor), de que havia muita falta, e,

visto até agora existirem 86, para a inclusio em parafina de
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objectos microscopicos, estufas muito primitivas, aquecidas a
petrdleo, compron se uma estufa de funcionamento eléctrico e
termoregulador astomdtico e além disso uma aantoeclave. Por
fim ama balanga de precisio, um aparelho «Kipp», um relégio
conta-segundos, 7 gaiolas para cobaias e um grande nimerc de
frascos, vidros, escalpelos, pingas e outros utensilios de labora-
torio, bem eomo matérias quimicas qoe ainda fultavam.

III. Instalagiao fotografica

Tambhém a instalaciio fotogrdfica, de igual interesse para a
investigacio e para o ensino, pdde completar-se considerivel-
mente. Existia um bom aparelho de microfotografia (Busch,
Citophot), que apenas precisava do complemento de mais uma
objectiva ( Glyptar 3,5°").

Para a macrofotografia e o fabrico de diapositivos e copias
de figuras de livros comprou-se o grande aparelho fotogrifico
«Bischoff> da casa Busch, com cimara de posi¢iio dupla, hori-
zontal e vertical, dispositivo de iluminagio e todos os oatros
dispositivos aucxiliares pertencentes a éste excelente aparelho.
Como equipamento Optico escolbheram-se as objectivas Glyptar
10,5 @ Macro-Glyptar 21°®, de maneira que podemos abran-
ger agora fotografiecamente por meio do Citophot e da eimara
Bischoff todo o espago entre a redugio muito forte, passando
pelo tamanho natoral, até & ampliagio mais forte que se pode
obter com as objectivas mieroscopicas de imersio. Tenho pra-
zer em verificar que dispomos agora de aparelhagem fotogri-
fica que ji ndo deixa nada a desejar. Entende-se, sem mais, que
esta aparelhagem esti também de bom grado & disposicio de
outros laboratorios da nossa Universidade.

Para positivos adquiriu-se num excelente aparelho de amplia-
cio (Miller und Wetzig, Fam wvi1), com foeagem automaitica,
que permite obter de negativos 6 ><9* e menores, com grande
facilidade e exactiddo, ampliagdes até 36 >< 54", De aguisi¢des
fotogrificas mais pequenas desejava mencionar a dum fotémetro
eSixtus» e de duas limpadas sNitraphot» com reflectores. As
numerosas aquisi¢gdes para revelaclio, retoque, montagem de
diapositivos ete. nidio precisam de ser enumeradas em pormenor.
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IV. Biblioteca

O equipamento absolutamente insnficiente da biblioteca repre-
sentava sem ddvida a falta mais poderosa que se opunha a
investigaciio frutifera, e a mais dificil de saperar. Faltavam
qudsi completamente as mais importantes revistas cientificas (oun
existiam 86 em séries incompletas), faltava uma suficiente colec-
¢iio de separatas, faltavam até os mais importantes eompéndios
ou monografias cientificas. J4 os anteriores chefes do Museu e
Laboratorio Zoologico e os seus colaboradores tinham reconhe-
cido dste lamentdvel estado de coisas e haviam tentado corrigi-lo
dentro dos limites restritos do orgamento. I isto em dois sen-
tidos. Compraram-se on assinaram-se em primeiro lugar com-
péndios (por exemplo o «Handbuch der Zoologie», a «Faune de
France», os «Genera Insectorumn»), iniciou-se em segundo lugar
um largo servigo de troca com sociedades cientificas, Museus o
grémios estrangeiros, com o resultado de que a nossa biblioteca
recebe actualmente cérea de 400 revistas e ountras publicagdes.
O prioeipal mérito no aperfeicoamento déste servigo de trocas,
iniciado em 1924 eabe ao Sr. Dr. A. F. de Seabra. Mas como
imediatamente vé qualquer especiulista, trata-se, na maioria dés-
tes jornais, de publicaciies que nio podem ser consideradas rigo-
rosamente cientificas ou nas quais se ndo reflecte, pelo menos,
v trabalho de investigaciio do nosso tempo.

Para de corta maneira preencher as faltas existentes, nos
limites das possibilidades actuais, atribuin-se da quantia total
disponivel para a nova instalagio do laboratério nada menos do
que um quarto, a saber a quantia de 43.059485, para a biblioteca.
Também aqui pus mais uma vez as exigéneias do ensino em pri-
meiro logar, empregando qudsi metade da quantia citada na com-
pra de compéndios, monografias e separatas de valor espeeial.

Nio se tomaram em consideragiio exclusivamente livros que
se referem & Zoologia geral; esforcei-me, pelo contririo, por
‘tomar em consideracio fodos os ramos da Zoologia, também
aqueles que asctualmente podem nido ser designados como em
moda. Adquiriu-se sobretudo wm néimero notivel de estados
sObre a sistemdtica e a distribuicio geogrifica dos Invertebra-
dos, que pareciam indispensiveis para o trabalbo cientifico do
Museu.




96 Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

Aumentar também o nimero de revistas de cardeter rigoro-
samente cientifico, isto & de revistas independentes e ndo publi-
cadas por Musocus, Sociedades ete., até ao gran desejivel o
necessirio, adquirir sobretudo séries completas de revistas que
se publicam ji desde hd muitos deeénios — claro que isto nlio
era possivel com os meios 4 minha disposicio. Neste campo sé
pouco a pouco se poderd aleangar resultado satisfatéirio, e s6
com a larga ajuda do Ministério da Educagio Nacional ou do
Instituto para a Alta Cultura. Tomei por conseqiiéneia eomo
objectivo eomplementar em primeiro lugar aquelas revistas de
importineia que existiam ji4 na nossa biblioteca em coleegdos
truncadas. Para éste fim gastou-se a verba parcial relativa-
mente elevada de 10.5005 pouco mais ou menos. Renunciei,
porém, por prinefpio, & substituigio de revistas ji existentes em
assinatura por outras que me interessariam talvez mais. Pois
que vada me parece mais prejudicial a uma biblioteca do que
submeter a escolha de revistas iis inclinagiias e interdsses varid-
veis dos sucessivos directores. Por conseqiiéneia, o niimero das
revistas cuja assinatura se podia iniciar, ao lado das jd existen-
tes, tornou-se pequeno: trata-se de D revistas que me pareciam
as mais desejdveis, aumentando assim o namero total de revistas
em assinatara de 10 para 15.

V. Aquisigdes virias

De aquisi¢des que se niio podem rubricar nos capftulos ante-
riores desejo enumerar as seguintes :

a) Aquérios. — A qualquer laboratério zoolbgico pertence
propriamente um aqudrio, instalado em aposentos especiais,
visto um tal aqudrio ser indispensdvel para determinadas inves-
tigagdos fisiolégicas e possibilitar além disso aos estadantes a
observacio de animais vives, tio impressionante e valiosa.
Para satisfazer a @ste objectivo, pelo menos em parte, insta-
lou se uma série de aqudirios, colocados nos quartos de trabalho
do laboratério. As despesas foram pequenas, pois ji existia
um certo namero de aqudrios velhos que apenas precisavam de
consérto. Para os aqudrios marinhos comprou-se um aparelho
eléctrico de compressiio de ar, sistema «Elus, e am filtro de
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carviio. [stes dois dispositivos deram o melhor resaltado :
temos animais marinhos que vivem ji hd um ano nestes aqud-
rios e que até se reprodoziram neles. Tenho a intengdo de
colocar alguns aquirios, dotados sobretudo de animais da costa

portuguesa, também no Museu, para prazer e ensinamento dos
seus nuomerosos visitantes.

b) Excursdes. — Para as excursdes i costa e is serras do
pais — pude levar a efeito 13 excursdes mais largas — arranja-
ram-se as necessirias caixas, latas e frascos de transporte, uma
rede de planecton e um bom altimetro.

VI. Melhoramentos do edificio

TPela Direecio Geral dos Edificios ¢ Monumentos Nacionais
realizaram-se nestes dois anos os melhoramentos seguintes :

1) Receberam iluminagio eléctrica a sala de aulas, a biblio-
teca, mais dois quartos do Laboratério e t0das as divisdes do
Museu. Em outros dois gabinetes de trabalho instaloa-se dgua
corrente.

2) Na sala de aulas substituin-se o quadro de pedra insufi-
ciente por trés grandes pedras modveis, que deixam ver, puxadas
para baixo, uma superficie de projeccio.

3) Efectuou-se em virios gabinetes a instalacio necessiria
para a ligagio dos novos aparelhos, sobretudo para os aparelhos
de projecciio na sala de aulas.

VIIL. Objectivos ainda ndo alcangados

Lancemos primeiro um olhar ao que se podde alcancar.
Julgo poder afirmar que o Laboratério Zoolbgico possii hoje
uma instalagdo que corresponde a tddas as exigéneias do ensino
moderno e que permite realizar, dentro de certos limites, tam-
bém investigacbes fratiferas. Kstou igualmente persuadide de
que o orgamento do Musen e Laboratorio, sobretado se for
anmentado segundo a minha propostu para o ano econdmico
de 1940, garante um hom funcionamento e floreseimento do
Laboratério. Por isto me sinto muito obrigado a Sua Excelén-
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cia 0 Senhor Ministro da Edueagio Nucional o ao Senhor Diree-
tor Geral do Ensino Superior, que liberalmente concederam as
verbas necessirias. Emquanto o orgamento (despésas com o
material ) importava no ano de 1936 em 53.480500, temos para
0 ano de 1939 um orcamento de 105.980500.

Contudo, & evidente que existe ainda uma série de objectivos
maiores on menores a alcancar. () mais urgente, em minha opi-
nido, é o seguinte:

1) Comec¢ando com as exigéneias de construciio, seria muito
urgente, em primeiro lugar, o consérto on renovacio do telhado
de algomas divisdes do laboratério. Tenciono instalar noma des-
tas divisdes o laboratério fotogrdfico, reiinindo nela todos os
novos aparelhos para miero- e maecrofotografia e para amplia-
¢io. Nio posso realizar éste projecto, visto nesta e nas outras
divisdes citadas a dgaa das chuvas correr pelas paredes abaixo
ou, gotejando do tecto, formar grandes charcos no soalho. Isto
parece-me ser um estado efectivamente indigno dum laboratério
cientifico. E elaro que em tais condigdes os valiosos aparelhos
se estragariam dentro de poucos meses.

Seria desejivel além disso instalar na sala de aunlas um dis-
positivo para escurecimento de funcionamento eléetrico. Sem
um tal dispositivo vemo-nos forgados a fechar e abrir continua-
mente as janelas, o que & incoOmodo para o ensino, on a fazer
toda a aula de janelas fechadas e com luz artificial. Igual dis-
positivo seria conveniente tamhém para a sala de aulas pritieas.

Precisa-se além disso de instalaciio de dgua corrente nague-
les gabinetes de trabalho onde ainda a nfio hd. Agua corrente
niio representa néste caso comodidade oun loxo, mas grande
necessidade para determinados trabalhos cientificos.

Muito agradecido ficaria a V. Ex.* se se dignasse ajudar-me
nas minhas aspiracies, enviando &4 reparticio compotente um
requerimento quanto As necessidades do edificio, sobretudo
quanto & renovacio o mais rdpida possivel do telhado.

2) Agora as necessidades de equipamento do laboratério.
Aqui é sobretudo desejdivel o seguinte:

a) Auvmento do nimero de mieroscopios. Estado actual:
28 lugares de trabalho, 20 microscépios utilizdveis. Faltam
pois 8 microsc6pios para o pleno aproveitamento da sala. Os
meios do orgamento ordindrio permitirdo a compra de 1-2 mieros-
ebpios por ano.




Relatirio apresentado i Faculdade de Ciéncias, ele. 99

b) Um aparelho de projecglio para a sala de anlas praticas.
Torna-se preciso s depois da instalagdo do dispositive de escure-
cimento na respectiva sala. A vantagem de projecgdes para as
aulas priticas é incontestdvel: o professor pode explicar tudo o
que se observa na respectiva preparacio microscopica antes de
o estudante a examinar e desenhar.

¢) Uma camara de filmar, para filmes de 16™". O filme
torna-se cada vez mais estimado e valioso para a investigagdo
zoolégica, sobretudo no campo da fisiologia dos sentidos e da
psicologia animal. Além disso, a posse duma tal cimara torna-
ria moito menos dispendiosa a organizagio duma coleccio de
filmes para o ensino. Este desejo s6 serd realizivel por meio
dum subsidio extraordindrio.

d) Aperfeioamento da aparelhagem fisiologica. Trata-se de
aparelhos mais pequenos, adquirfveis pelos meios do orgamento
ordindrio.

e) Alargamento da biblioteca. Uma solugiio ideal nio pode
atingir-se s6 com as proprias forgas dum laboratoério isolado.
O que se pode aleangar é o seguinte:

Tomando como base a verba actual para «aquisicdes de ut1—
lizagio permanente» (36.900500) e atendendo ao facto de a ins-
talacio nova do laboratério estar agora essencialmente pronta,
pode o quinhdo do ledio da verba citada, digamos 24.000500,
ser atribuido A biblioteca. Desta quantia cabem actualmente
eérea de 10.000500 is revistas e compdndios de assinatura,
4.000500 siio reservados 4 compra de livros e separatas, de
maneira que ficam disponiveis para oatros fins 10.000500. Esta
quantia empregar-se-ia nos primeiros anos para completar as
revistas ji existentes em colecgdes truncadas até fechar as dlti-
mas lacunas, a partir dum ano determinado, digamos o ano
de 1900. Seriio precisos para éste fim 80.000500 pouco mais
ou menos. Chega-se pois ao fim dentro de dez anos. A partir
de entio os citados 10.000500 podem ser atilizados para a assi-
natara de mais revistas. Calealo que o nimero das revistas
" assinadas poderd ser assim aumentado de 15 para 25.

Assim ficariam abrangidas, ndo todas as revistas de cardcter
predominantemente zoologico, mas em todo o caso as mais impor-
tantes. Se o orgamento para o ano 1940 for aumentado de
20.000500, segundo a minha proposta, entiio o preenchimento
destas lacunas serd aleangado jd dentro de trés anos e o nimero
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de novas assinaturas poderd elevar-se considerivelmento, ou
poderd utilizar-se uma parte maior da verba para a compra de
livros e separatas, ou para o apetrechamento aperfeigoadov do
Laboratério e Musen. '
3) Por fim um 86 desejo relativo ao pessoal do museu e
laboratério, mas desejo éste que tenho de designar como muito
urgente. A minha chegada a Coimbra o Laboratério Zoolégico
tinha om assistente jovem na pessoa do Dr. A. Xavier da Cunha.
Visto o Dr. Xavier da Cauha ter ascendido entretanto a profes-
sor auxiliar e visto o lugar assim livre ter sido oeupado por um
Assistente de Antropologia, ficon o Museu e Laboratério Zoolé-
gico sem qualquer aoxiliar de quem possa esperar e exigir ser-
vigos como eabem a um assistente jovem. HEsta falta foi em parte
resolvida pela circanstancia feliz de o Dr. Helling ter pdsto &
disposiciio do laboratério todo o sen tempo livre e toda a sua
boa vontade de trabalho, e isto durante os primeiros dois anos
sem qualquer gratificacio. O Instituto para a Alta Cultora pos-
sibilitou-lhe, a seguir, a continuagio do seu estigio em Portogal
e com isto a dos seus trabalhos, tanto de organizaciio como cien-
tificos, por mais um ano, concedendo-lhe am subsidio de inves-
tigagiio. Conseguin-se obter um tal estipéndio também para os
altimos cinco meses do ano corrente. Mas o Instituto para a
Alta Cuoltura fez notar nesta altura, e, parece-me, com tdda a
justiga, que ndio era das suas atribuigdes mas sim das da Uni-
versidade de Coimbra, cuidar da gratificacio de um auxiliar,
quando falte a um laboratorio da Universidade. Ja nio podendo
contar, por conseqiiéncia, com o auxilio do Institato para a
Alta Cultura, peco a V. Ex.* se digne dedicar o seu melhor
interdsse a &ste assunto, requerendo da reparti¢io competente a
verba necessdria para a gratificagio dum assistente do Museu e
Laboratério Zoolégico para o ano econémico de 1940. E evi-
dente que um laboratério que se encontra em reorganizacio
ndo pode dispensar a sjuda de um assistente jovem. Abstraindo
mesmo da sua falta para a preparaciio das aulas tedricas e das
projecgdes, queria mencionar s6 a coleccdo das preparacdes
microscpicas que carece dum aumento notivel quanto & Ana-
tomia comparada dos Vertebrados — trata-se de 1000 prepa-
ragbes pouco mais on menos —, a coleegio das preparagdes
anatémicas s6 agora iniciada e a dos diapositives. Acuba de
surgir «mais uma tarefa, penosa e morosa, mas que niio pode
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protelar se: a organizacio dum ecatdlogo gerai da biblioteca,
abrangendo livros, revistas e folhetos. Nio chega para éste fim
um empregado que saiba preencher as fichas, precisam-se tam-
bém auxiliares com os convenientes conhecimentos cientificos.
Acresce também a circunstincia de o infatigdvel anxiliar de
naturalista do Musea, Sr. Rogério Nogueira de Carvalho, que,
gragas ao seu conhecimento intimo da nossa biblioteca e ao real
interdsse que o liga desde hd 35 anos ao destino do nosso Ins-
tituto, nos poderia ser neste caso do maior valor, se encontrar
ocupado tempoririamente nos Servigos de Contabilidade da
Universidade.

Por fim, desejaria exprimir a V. Ex.* e a todos os meus
colaboradores que me ajudaram nestes trés anos, os meus mais
sinceros agradecimentos, esperando que me concedam também
no futuro o seu valioso anxilio, de maneira que ao acabar a
minha actividade em Coimbra se possa dizer: fez-se bom traba-
lho e niio se deitou o dinheiro pela janela. E &ste o mea objec-
tivo dnico.

Coimbra, Musen e Laboratirio Zoologico
da Universidade de Coimbra,
em 25 de Novembro de 1939.
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( coNTiINUAGRO)

CAPITULO VIII

CONCEITO DE FUNGAO

I
TEOREMAS GERAIS

84. Vizinhanga dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-
dos entre si. Damos o nome de vizinhanga de B relativamente a A,
definida por um nimero positivo =, ao conjunto U dos elementos u
de A tais que seja UB<:. Cada elemento de U é um elemento de A
que se caracteriza pur lhe corresponder um elemento de [B] cuja
distdncia ao primeiro nio excede o nimero ¢ [v.1v, p. 89, l. 24].
O conjunto U é a soma dos produtos de A pelos esferdides de
centros nos diversos elementos de [B) e de raios iguais a ¢,

Verifica-se evidentemente a relaciio l.rﬂiis . A vizinhanca U
ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo
desvio a B nio excede o nimero ¢.

Em particalar, vizinhanga dum elemento b de [A] relativa-
mente a A, definida pelo niimero positivo ¢, é o prodato de A
pelo esferbide de centro b e raio .

Entendemos por vizinhanga dum conjunto 3 definida por um
nfimero positivo e, sem mais indicagio, a vizinhanca de B rela-
tivamente ao espagOide de que tratamos e definida por £, oun
seja a soma dos esferdides de centros nos elementos de [B] e
de raios iguais a ¢.

Qualquner vizinhanca de B em relacdo a A é um conjunto limi-
tado quando B é limitado [v. 1v, p. 95, L. 29], @ é um conjunto
fechado, totalmente ou nfiv, a0 mesmo tempo que o cunjunto A.

Sio manifestamente as mesmas as vizinhancas relativas a A
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de conjuntos juxtapostos a B quando definidas por om nasmo
niimero ¢ [v. 1v, p. 89, L. 1].

Dada uma vizinhanga U de B em relagdo a A, o3 termos de
qualquer sucessido de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-
tiewlar)

(1) Ki . s ansorg Ky i

para a qual seja lim X:B — 0 pertencem a U a partir da ordem em
que temos X B=UB. Quando B ¢ limitado, os termos da sucessdlo
precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto
limitado.

Conclufmos também que, se o limite integral duma sucessdo
de subeonjuntos de A, de soma limitada, pertence a (B, os termos
da mesma sucessdo pertencem a U a partir de certa ordem [v. 1v,
p. 123, 1. 17].

Se U e U' sdo as vizinhangas de B em relagdo a A definidas
respectivamente pelos nimeros = e £ (:<¢), o conjunto U' contém
a vizinkanga de U em relagio a A definida pelo mimero ¢’ —c¢.
Na verdade, se u 6 um elemento desta vizinhanca de U, temos
ul<:s—e, o, como UB=:, vem uB<ul -+ UB=+ [v. 1v,
p- 99, (6))

Seja U a vizinhanga de B em relagdo a A definida pelo
nimero ¢. A vizinhanga (W), definida pelo mesmo numero ¢, do
conjunto dos subconjuntos limitados de B em relagdlo ao conjunto
dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (U) dos subconjun-
tos limitados U de U. Com efeito, da relacio UB=: conclui-se
que a um subconjunto U' de U corresponde sempre um sub-
conjunto B' de [B] tal que U'B'<¢ [v. 1v, p. 110, L. 24] e por
isso U' pertence i vizinhanga (V) [v. v, p. 136, I. 35]. Mas a
eada conjunto V de (V) cormspuude um sabeonjunto B B' de [B] tal
que VB <¢, sendo pois VB-VBI=VB =:, donde VB=¢, razio
porque ¥V & um sabeconjunto de U. Di-se pois a coincidén-
cia (U) 1 (W).

Consideremos o caso particalar de B ser am subeconjanto
de [Al. A vizinhan¢a U de B relativamente a A, definida pelo
niimero positivo ¢, é tal que UB<e, pois temos agora BU-o0.
A vizinhanga U pode entdo definir-se como sendo o maior sab-
conjunto de A que satisfaz iquela condiciio.
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Neste caso os conjuntos U e B ou siio ambos limitados on
athbos ilimitados [v. v, p. 192, L. 10].

Quando ¢ B <A, converge para B qualquer sucessdo de vizi-
nhangas déste conjunto relativas a A e definidas por nimeros
positives que tendam para zero.

Seja & a desconexdo do conjuntv B. Quando é B<<IA, a vizi-
nhanga U de B relativa a A e definida por ¢ tem uma desconexdo
que ndo excede o maior dos nimeros 3 e :¢. Com efeito, os con-
juntos U 4B e U sio nesse caso juxtapostos entre si, tendo por
isso a mesma desconexido [v. vi, p. 318, L. D], e & evidente que
a do primeiro nflo excede o maior dos niimeros J e :. Em par-
ticular, quando B ¢ conexo, a desconexdo de U ndo excede <.

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular).
Seja G um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertengam a wm continuo limitado contido em G. Suponhamos
que existe o produto (A)>< G e que o conjunto G ndo é um sub-
conjunto de [Al. Cada vizinhanga V de A relativa a G contém
um continuo ligado a A mas ndo contido neste conjunto.

Tomemos dois elementus X' e x de €, sendo o primeiro um
elemento de (Al e o segundo estranho a éste conjunto. Seja K
um continuo limitado contido em G a que pertengam os elemen-
tos X' @ X. Unamos estes elementos por ama sucessio de ele-
mentos de K, em nimero finito, tais que as distdncias entre

. ! st i 1 -
cada um e o seguinte sejam inferiores ao nimero R Desi-

gnemos por X; o conjunto dos elementos desta sucessiio conti-
dos na vizinhang¢a considerada V mas que sejam consecutivos a
partir de x'. Ponhamos i=1, 2, ... e designemos por X um
limite fechado, contido em K, da socessio

a - l
Ii|x,.|- .5 ¥ "

O conjunto X é um continuo [v. v1, p. 319, I. 3]. Este con-
tinno, manifestamente ligado a A, pertence a V; contém o ele-
mento X' e alguns elementos de K distintos dos de [A].

Seja © um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertencam a um continuo limitado contido em G. Consideremos
uma colecgdo constituida por alguns désses continuos. Suponha-
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mos que um continuo limitado qualquer contido em G que se jux-
taponha a uma soma de continuos da colecgdo pertence & mesma
colecglto (). Admitamos também que um qualquer dos continuos
da colecgdv determina wma vizinhanga V em relagdo a G tal que os
continuos contidos em V ainda pertencem & mesma colecgdo. Nes-
tas condigbes a soma dos continuos da coleegdo ¢ o conjunto C.

Demonstremos que um elemento qualquer ¢ de C pertence
a um dos continuos da coleegio a que se refere o enunciado.
Seja K um déstes continuos. Se nenhum elemento de K; se
juxtapde a ¢ (no caso afirmativo o elemento ¢ pertenceria ao
continuo ¢ - K; da colecgio), unamos ¢ a um elemento de K;
por meio dum continuo limitado K contido em §. Efectuemos
a soma de todos os continuos da coleccio contidos em K-+ K
mas que admitam K, por subconjunto. Tal soma, por ser om
conjunto conexo, admite por lugar um continuo. Este juxta-
pbe-se elemento a elemento a um continuo K' contido em K; - K
e que contém aquela soma. Por hip6tese K' & um continuo da
colecglio ; é o maior contido em K; K e que contém K, .

Terminamos a demonstra¢lio provando que é K' | > K, e que
por conseguinte o elemento ¢ pertence ao continno K' da colee-
¢lo. Consideremos para isso uma vizinhanga V de K' relativa
a K tal que os continuos nela contidos pertencam & coleegfio.
Se o continuo K ndo fosse um subconjunto de K'. a vizinhanca ¥
conteria um continuo K" ligado a K' mas ndio contido neste con-
junto (como resonltaria da proposigio precedente pondo nela
AIK e C|K). Existiria pois um continuo K + K' da eoleegio
contido em K; -+ K e maior do que K.

85. Demonstragdo dum lema. — Consideremos uma sucessdo
de conjuntos

(2) R B rivlligob sun

um conjunto limitado B (?), uma familia de conjuntos F e um
nimero ndo megativo «. [epresentemos em geral por

(3) lr1 ls.--'|xﬂ.

(1) Resulta desta condigiio que uma soma dum nimero finito de continuos da
colecgio ligados entre si é ainda um continuo da colecgfo.

(2) Dispensa-se a hipilese da limitabilidade de B quando a soma dos eon-
junios (2) é limitada.
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qualquer sucessdo de elementos extraida duma subsucessdo da (2) ('),
mas que seja limitada e cujo derivado (*) seja um subconjunto
de [B] de diametro ndo superior a «. Suponhamos que eriste uma
ordem para cada sucessdo (3) a partir da qual os seus elementos
pertengam a um dos conjuntos F.

E possivel determinar uma vizinhanga U de B, um nimero
superior a @ e uma ordem i tais que: elementos de U em mimero
finito, que determinem um diametro inferior a f (%), extraidos de
termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i, perten-
gam sempre a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar uma vizinkanga U' de B, um néimero ' superior a « e
uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de didmetro infe-
rior a [, contido na soma Ay + BAi11+ ..., perienca sempre a
um dos conjuntos da familia.

Admitamos, eom efeito, que ndo & possivel determinar uma
vizinhanca de B, um némero superior a = e uma ordem que
verifiquem a primeira parte do enunciado. Existe em tal caso
uma sucessio

(4} x!.l!,---'l:i'-..

de conjontos que fazem Et'ml—f.ﬂ:[], cujos diftmetros tém um
limite méximo ndo superior a «, sendo cada um X; constituido
por elementos em ndmero finito, niio contidos num mesmo con-
junto F, extraidos de termos distintos da sucessio (2) de ordens
crescentes com i ().

A sucessiio (4) é limitada [p. 103, I. 8]; seja

() Koo Koy ooy Kuy o

ama das suas subsucessdes convergentes [v. 1v, p. 140, [. 10],
e representemos por X o respectivo limite totalmente fechado.

Mas X & um subconjunto de (Bl, porque temos lim Xy B —0

(1) Recordem-se as definicdes dadas no v. v, p. 112, n. 33.

(3) Chamamos derivado duma sucessio de elementos ao respectivo limite inte-
gral, isto &, ao conjunto dos seus elementos limites [v. 1v, p. 17, n. 6].

(%) E claro que nos referimos ao diimetro do conjunto désses elementos.

(1) Isto &, tidas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram
origem ao conjunto X;_,.
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[v. v, p. 296, 1. 12], e o seu diimetro nio excede = [v. v, p. 134,
l. 17]. Logo a sucessiio que resulta de numerarmos conve-
nientemente a totalidade dos elementos dos termos da suces-
siio (D), além de ser limitada e extraida duma subsucessllo
da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo didme-
tro ndo excede «, e no entanto ndo hid ordem algama a partir
da qual os seus elementos pertengam a um mesmo conjunto da
familia.

Semelhantemente reconhecemos quoe, se nido & possivel deter-
minar uma vizinhanga de B, um nimero superior a «z e uma
ordem que satisfacam & segunda parte do lema, existe uma
sucessdo de conjuntos de soma limitada

) ;
X vy

g = u

(6) X,
que tende para um subconjunto X' de [(B] de didimetro nido supe-
rior a «, sendo cada wm K; um subeonjonto duma soma de
termos da sucessiio (2) nos quais a ordem minima cresce com u,
e niio pertencendo cada um déles a nenhum dos conjuntos F.

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma
sucessio de elementos

(7) | P PRI A
extraida duma subsucessio da (6) mas de maneira que tuis ele-
mentos ndo pertencam aos conjuntos F cnjas ordens sio dadas
respectivamente pelos nimeros 1, 2, 1, 2, 3, 1,2,3,4, 1, ... (Y
elementos ésses que sejam extraidos de termos da sucessio (2)
de ordens sucessivamente crescentes.

A sucessiio (7) assim extrafida duma subsocessio da (2) é
limitada, o sen derivado (contido em X') & um subconjunto
de (Bl do diimetro ndo superior a x, mas niio existe uma ordem
a partir da qual todos os seus elementos pertengam a um mesmo

‘econjunto da familia.

() Quando os conjuntos F sio em nimero finito n, suprimimos nesta suces-
80 08 plmeros superiores a n.
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Observagdes. —1) A familia dos conjuntos F pode ser consti-
tuida, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas
sucessies (3) tomadas a partir de certas ordens.

i) Se a partir de certa ordem para cada sucessdo (3), quais-
quer dos seus elementos em nimero finito [u apenas em nimero k,
para um determinado k], e nio necessariamente todos, pertencem
a um dos conjuntos F, é possivel deterninar uma vizinhanga U de B .
um nimero B superior a « ¢ uma ordem i tais que: elementos de Ul
em nimero finito [ou apenas em nimero k), que determinem wm
diametro inferior a B, extraidos de termos distintos da sucessdo (2)
de ordens superiores a i pertengam sempre a um dos conjuntos da
familia. Ifectivamente, considerando a familia dos conjuntos F
dos elementos de cada sucessdio (3) a partir da ordem em que
se di a propriedade expressa neste enunciado, diz a primeira
parte do lema, aplicada & nova familia de conjuntos F, que é
possivel determinar uma vizinhanga U de B, um néimero [ supe-
rior a « @ uma ordem ¢ tais que: elementos de U em nimero
finito [ou apenas em nimero k], que determinem um didimetro
inferior a (5, extraidos de termos distintos da sucessio (2) de
ordens superiores a i pertengam sempre a am dos conjuntos F,
e por isso a um dos conjuntos F.

m) Quando a soma dos termos da sucessdo (2) é limitada e
quando o limite integral pertence a [B|, podemos simplificar o enun-
ciado do lema, pois ndo é necessirio néle aludir as vizinhangas U
e U'. Em tal caso, com efeito, existem ordens a partir das quais
os termos da sucessdio (2) pertencem iquelas vizinhangas de B
(p. 103, L. 11].

1v) Quando o produto de (B] pelo limite integral da suces-
8do (2) pertence ao limite comum da mesma (1), basta fazer figu-
rar no enunciado do lema sucessies de elementos extraidas da
sucessdo (2) em vez de sucessdes (3) extraidas das diversas sub-
sucessdes da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das
sucessdes (3). Um elemento do seu derivado é agora limite
doma sucessiio de elementos

¢ i I

g o Ry Bl

L}

(') O que sucede em particular quando a sucessdio & convergente on quando
B pertence ao limite comum.

e R
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extraida da (2). Suobstituamos nesta socessio os elementos de
ordens r, s, ... respectivamente por X,, X;,.-.. A nova suces-
sfio assim extraida da (2), que representamos por

L M )

(8) K o Ry viw i Bmnmag

é limitada, e o seu derivado (o mesmo que o da (3)) tem o dia-
metro néio superior a &. Logo, se existe, como estamos a supor,
oma ordem a partir da qual os termos da sucessiio (8) perten-
cam a um dos conjuntos F, 0 mesmo podemos dizer relativamente
4 sncessiio (3) donde partimos.

v) E doma grande generalidade o lema de que nos temos
ocupado. Obtém-se casos particulares sucessivos, que mais
directamente intervém em certas proposicbes, introduzindo uma
ou mais das simplificacdes seguintes: x— 0; « igual ao didimetro
de B; k=1: existéncia de limA; | A; B <[Al; A; A (i=1,2,...);
AP (espacodide de que tratamos); familia constitaida por um s
conjunto; conjunto B reduzido a um s6 elemento; etc.

No caso de =0, as sucessdes de elementos (3) sio as gue,
sendo extraidas das diversas subsucessdes da (2), convergem
para elementos de [B] . No caso de z igual ao diimetro de B,
as sucessdes (3) sdo as extraidas das subsocessdes da (2) e tais
que seja lim X, B=0.

Eis alguns désses casos particalares, todos relativos & hipd-
tese x=0:

Consideremos uma sucessdo convergente (2) de conjuntos de
soma limitada e uma familia de conjuntos F. Se os elementos de
qualquer sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a par-
tir de certa ordem a um dos conjuntos F, é possivel determinar
um nimero positivo ¢ e wma ordem i tais que: elementos em
nimero finito, que determinem um diametro inferior a ¢, ertrai-
dos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i,
pertengam sempre a um dos conjuntos da familia.
~ Se além disso a familia dos conjuntos F é finita ou numerd-
vel, podemos determinar um nimero positivo £ e uma ordem v'
tais que um conjunto de didmetro inferior a ¢ contido na soma
Aii+ i1+ .. , pertenga sempre a um dos conjuntos da familia.

Consideremos uma sucessido de conjuntos (2), um subconjunto B
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F.
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Se, qualgquer que seja a sucessdo de elementos que tenda para um
elemento de B, extraida da sucessdo (2). esses elementos perten-
cem a F a partir de certa ordem, ¢ possivel determinar uma
ordem i e wma vizinhanga U de B tais que o produto de U pela
soma A; + Aiy1+ ... pertenga a F.

Consideremos wma sucessdo convergente (2) de comjuntos de
soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer
sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a partir de
certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessdo (2) pertencem
a F a partir de certa ordem.

Consideremos dois conjuntos A e B ligados entre si, sendo éste
fechado e um déles limitado. Consideremos ainda uma familia de
conjuntos F e wm nimero inteiro positivo &:. Se, qualquer que
seja a sucessdo de elementos de A que tenda para wm elemento
de B, quaisquer I désses elementos pertencem, a partir de certa
ordem, a um dos conjuntos F (1), é possivel determinar um nimero
positivo ¢ ¢ uma vizinhanga U de B relativa a A tais que um con-
junto de k elementos de U, de diametro inferior a ¢, pertenca
sempre a um dos conjuntos F(2).

Se os termos de qualquer sucessdo de elementos de A que tenda
para um de B pertencem a um dos conjuntos F a partir de certa
ordem e se a familia déstes conjuntos ¢ finita ou numerdvel, pode-
mos delerminar um nimerv positive ¢ e uma vizinhanga U' de B
relativa a A tais que um subconjunto de U' de diametro infericr
a ¢ pertenca sempre a um dos conjuntos F (*).

(') Esta condicio exige que o produto A><B, quando existe, seja coberto
pelos conjuntos F.

(*) Nio é necessirio aludir a0 nimero : quando B se reduz a um si elemento.

(3) Também ndo é necessirio aludir a «' quando B se reduz a um tnico ele-
mento. Se ainda neste caso A se converte no espagdide de que tratamos, vem a
proposigiio :

Dados um elemenlo b e wna familia finila ou numerdrvel de conjunios F,
se o8 elemenios de qualquer sucessdo que fenda para b pertencem a um dos eon-
juntos F a partir de certa ordem, existe um esferiide de eenlro b contido num
désses conjuntos.

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma
infinidade nfio numerivel de conjuntos F, afirmacfio esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. E ficil citar exemplos neste sentido.
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A cada sucessdo convergente de elementos dum dado conjunto
limitado A fagamos corresponder o conjunto F dos elementos da
mesma sucessdo tomados a partir de certa ordem. Existe um
niimero positivo ¢ tal que: elementos quaisquer de A, em nimero
finito, de distancias dois a dois inferiores a ¢ pertencem a um dos
eonjuntos F.

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo éste fechado e
vm déles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos
de cada sucessdo de elementos de A que tenda para um elemento
de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma vizi-
nhanca de B relativa a A contida em F.

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suces-
sio de elementos de A que tenda para b fagamos corresponder o con-
junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem.
Existe uma vizinhanga U de b relativa a A tal que: elementos quais-
quer de U, em nimero finito, pertencem a um dos conjuntos F.

Consideremos um conjunto qualquer A e um subconjunto B
de (A limitado e fechado. ssociemos a cada elemento de B uma
vizinhanga déste elemento relativa a A. Existem wma vizinhanga
U de B relativa a A e um nitmero positivo ¢ tais que um subcon-
junto qualquer de U de didmetro inferior a ¢ pertence a uma des-
sas vizinhangas.

Cada elemento de B 6, com efeito, centro dum esferdide eujo
produto por A constitui a vizinhan¢a désse elemento. Mas como
o conjunto B é coberto interiormente com uma infinidade nume-
riavel dos mesmos esferdides [lema de LixpELOF], segue-se que
os termos de qualquer sucessio de elementos de A que tenda
para um elemento de B pertencem, a partir de certa ordem, a
am dos esforbides dessa infinidlade numerivel. Existem pois
uma vizinhanca U de B relativa a A e um nfimero positivo ¢ tais
que um subconjunto qualquer de U de didimetro inferior a ¢
‘pertence a um désses esferdides, e portanto a uma das vizi-
nhancas consideradas (1).

(1) Também serve de justificaciio a mesma da proposigio do e, v, p. 526, L. 10,
convenientemente adaptada ao presente caso.
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Logo o conjunto U decompde-se num nimero finito de partes
cada uma das quais pertence a uma das vizinhangas dadas, isto é,
o conjunto U cobre se apenas com um nimero finito das mesmas
vizinhangas.

Quando o conjunto A coincido com o espachide que estamos
considerando vem o enunciado seguinte:

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B
um esferdide de centro mo mesmo elemento. Existem uma vizi-
nhanga U de B e um nidmero positivo ¢ tais que um subeonjunto
qualquer de U de diametro inferior a = seja interior a um désses
esferdides.

A vizinhanca U & pois coberta interiormente apenas com um
namero finito dos esferdides considerados (1).

Consideremos wma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto B e
uma familia de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessdo
de elementos extraida duma subsucessdo da (2) e tal que se tenha

limx,B—=0. Suponkamos que exriste uma ordem para eada suces-
sdo (3) a partir da qual os seus elementos pertengam a um dos
conjuntos F.

E possivel determinar uma vizinharga U de B e uma ordem i
tais que: elementos quaisquer de U, em nimero finito, extraidos
de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i per-
tengam a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar uma vizinhanga U' de B e uma ordem i' tais que o pro-
duto de U' pela soma Ay - A 11 -+ ... pertenga a um dos conjun-
tes da familia.

Quando o conjonto B é limitado, esta proposicio deduz-se
do lema, introduzindo néle a condigio de = representar o dif-
metro . de B. Mas a mesma proposiclio estende-se para o caso
de B ser ilimitado, e por conseguinte de = se tornar infinito.
A demonstraciio 6 mais simples que a do lema, e dela se obtém
suprimindo as passagens que resultam das hipGteses das limita-
bilidades de B e do conjunto dos didmetros dos derivados das
diversas sucessdes (3).

('} Esta proposigio completa o lema de Borev enunciado no ». vi, p. 528, [. 19.

R




TR R A W e —

L

‘que tenda para um elemento, cada wm déstes subconjuntos per-
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Limitamo-nos a enunciar 6 dois casos particulares:

Sejam A e B conjuntos ligados entre si. A cada sucessdo
Xi, X2y < -+, Xi» - .. de elementos de A para a qual seja limx,B=0
fagamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da
mesma sucessdo mas tomados a partir de certa ordem. Existe
uma vizinhanga U de B relativa a R tal que: elementos quaisquer
de U em nimero finito pertencem a um dos comjuntos F.

Sejam A, B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-
dos entre si. Se os termos de qualquer sucessdo Xy, Xz, « - ., Xi, « - -
de elementos de A, tal que lim¥; B =0, pertencem a F a partir de
certa ordem, existe uma vizinhanga de B relativa a A contida em F.

Uma outra classe de proposigdes que se deduz ainda do
mesmo lema & a que resulta de supormos que os elementos
dos conjuntos A;, B e F néle figurados sdo subeonjuntos limi-
tados de elementos dum dado espagdide [v. 1v, p. 134, n. 44].

Sio verdadeiras por exemplo as seguintes proposicdes:

Consideremos uma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto limi-
tado B e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que seja a
sucessdo de subconjuntos limitados dos termos correspondentes duma
subsucessdo da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [B] ,
existe uma ordem a partir da qual é3ses conjunios pertencem a
um dos conjuntos F, ¢ possivel determinar uma vizinhanga U de B,
wm nimero positivo ¢ ¢ uma ordem i tais que: subconjuntos quais-
quer de U, em nimero finito, de distincias dois a dois inferiores
a ¢, ertraidos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens supe-
riores a i pertengam a um dos conjuntos da familia [p. 103, 1. 21].

Consideremos uma sucessdo convergente de eomjuntos (2) de
soma limitada e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que
seja a sucessdo de subcowjuntos dos termos corresponientes da (2),

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, é possivel
determinar um mnimero positivo ¢ e wma ordem i tais que um
subconjunto de diametro inferior a ¢ dum térmo da sucessdo de
ordem superior a i pertenga sempre a wm dos conjuntos da
familia.

L]
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Consideremos uma infinidade de conjuntos R e um conjunto
limitado B. A ecada sucessdio désses conjuntos A, de soma limi-
tada, que tenda para B () fagamos corresponder wma ordem.
Eziste um mnimero positive ¢ que satisfaz a segquinte condigdo:
quaisquer dos conjuntos R, em niimero finito, cujas distancias
a B sejam inferiores a ¢ sdo termos duma das referidas sucessdes
tomados a partir da correspondente ordem (2).

Sejam R e B conjuntos ligados entre si, sendo éste fechado e
um déles limitado. Consideremos uma familia de conjuntos F.
Se cada um dos termos de qualquer sucessdo de subconjuntos
de A de soma limitada, que tenda para wm elemento de B, per-
tence a wm dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem uma
vizinhanga U de B relativa a A ¢ wm ndmero ¢ tais que um sub-
conjunto de U de diametro inferior a ¢ pertenga sempre a win dos
conjuntos da familia.

O lema de Borer, hd pouec demonstrado com o aoxilio do
de LinpeL(F, apresenta-se também como uma aplicacio directa
da proposicio agora enunciada. Efectivamente, se cada ele-
mento dum conjonto limitado e fechado B & centro dum esfe-
roide duma dada familia, os termos de qualquer sucessio de
conjuntos de soma limitada que tenda para um elemento de B
pertencem a um désses esferdides a partir de certa ordem
[v. vi, p. 482, I. 15], e por isso existem uma vizinhanca U de B
e um nimero positivo ¢ tais que um subeonjunto de U de didime-
tro inferior a ¢ pertenga sempre a um dos mesmos esferdides.
Pertence pois a nm dos esferdides da familia, em particular,
qualquer subconjunto de B de diimetro inferior a «.

86. Definicio de fungdo. — Sejam P e Q dois espacdides
quaisquer, distintos ou ndo. Dado um subconjunto A de P,
facamos eorresponder a cada um dos sens elementos X um e um
g6 elemento zZ de §. A uma tal correspondéncia dd-se o nome
de fungde, e dizemos que z é funclo de X no conjunto A.

{!) Sopomos que existem tais sucessdes.
(& E claro que a proposigfio generaliza-se para o caso de B ser ilimitado,
mas devemos supor que as sucessdes A, , Ay, ... A;, ... de conjuntos A que ten-
dam para B satisfazem A condiciio lim A; B=0.
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Pelo simbolo f(X), no qual a letra f pode substituir-se por
qualquer ountra, convencionamos representar entio o elemento z
correspondente a X, ou elemento da fungdo f no elemento X.
Podemos pois escrever z|f(X) para indicar que a varidvel z,
ou variivel dependente, é fungdo de x, também chamada varid-
vel independente (!).

Diremos que a fungio f(X) é definida no conjunto A e em
cada nm dos seus elementos.

A prépria funciio faz corresponder a cada subconjunto X de
A o conjunto Z dos elementos de f(x) nos diversos elementos
de X. A funcio de conjuntos assim definida serd representada
por Z| f(X) (com a mesma letra f). Em virtude desta notacio,
o conjunto dos elementos de f(x) em todos os elementos de A
pode representar-se por f(A) (%). _

A correspondéncia unfvoea que estabelece a fungdo z|f(x)
pode ser também biunivoca, isto &, reciproeca, o que sucede
quando cada elemento f(X) de f(A) corresponde a um s6 ele-
mento X de A. Em tal caso a fungio determinada por essa
correspondéncia reciproca chama-se inversa da primeira.

Seja 9(z) uma segunda fangfio mas definida no conjunto f(A).
A fungio ¢ (f{x]}. que faz corresponder a cada elemento X de A
o elomento ¢(z) correspondente a z|f(X), damos o nome de
fungdo de fungdo. A 2 chama-se entdo varidvel intermédia.

Dadas n fungdes

,fl'xjifi(:.]l "'!Jt."(l.:'

(1) Recordemos que, relativamente is estraturas dos espacdides P e Q, cada
um déles pode considerar-se simples on composto, ou constituido pelos subconjun-
tos limitados de certo espagide, e pode considerar-se mixto [». 1v, p. 136, n. 45].

A exposigio que vamos desenvolver aplica-se em particular is fun¢des que
relacionam elementos de dois espagbides numericos [e. 1v, p. 138, . 3]; tais sdo as
que pdem em correspondéncia pontos de dois espagos ordindrios, com 0 mesmo ou

" diferente niimero de dimensdes, de coordenadas todas reais ou niio, e as fun-

¢des que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um désses espagos sub-
conjuntos limitados dum outro.

) Quando fdr necessirio supor que f(X) estabeleca correspondéncia entre
elementos de dois espagdides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também silo limita-

dos [p. v, p. 141, L. 13].
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definidas num mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a
funciio

(9) (@), o), - ovs fu(®),

ainda definida no conjunto A, e que faz corresponder a cada
elemento X de A o elemento composto representado em (9)
[v. w, p. 28, n. 11]. Dizemos que tal func¢iio & composta, e
as fongdes dadas chamam-se entdo componentes ().

Se uma funcdo ¢ (2, 22, ..., Z,) 6 definida no conjunto dos
elementos da funcio (9), a funcio

o (AM), f2(X), - - s fa(X)),

definida em A e denominada ordiniriamente fun¢fio ecomposta,
serd considerada como fungiio de fungdo, sendo a representada
em (Y) a intermédia; & oma fungiio do elemento composto
(2, 22, -+ -, Zs) que por sua vez & fungdo de X em A.

Diremos que duas fungbes f(X) e j(x), definidas respectiva-
mente nos conjuntos A e A, sdo juxtapostas entre si quando
forem juxtapostos os conjuntos dos elementos de segunda
ordem (X, f(x)) e (X.j(x)) correspondentes aos diversos ele-
mentos X de A e de A' respectivamente. Tais fungdes caracte-

(1) Be as fungles dadas, distintas ou ndo, sfio definidas em conjuntos quais-
quer
AL Ay, .., A

distintos on ndo, pertencentes ou nfio a0 mesmo espagéide, a fungio

{l:l l:"‘-].':’I[].}' rﬁmﬂ)ﬂl"wfn (xnjjr

definida no conjunto composto [v. 1v, p. 29, L 19]

@) (A Agy <oy AY)

e que faz corresponder a cada elemento (X;, X5,..., X,) déste conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construgiio que ndo é distinta da precedente; na
verdade, podemos considerar todas as funGes f; (x) como sendo definidas no mesmo
conjunto composto (2).

Note-se que o conjunto dos elementos da fun¢fio (1) assim obtida resulta da
composigho dos conjuntos dos elementos das fun¢des dadas, isto &, pode designar-se
por (L (Ay), fa(Rg), - ooy Fn(Ay))-
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rizam-se pela seguinte propriedade: dado um niwmero positivo J,
a cada elemento X de A corresponde um elemento x' de A’ que
faz XX’ <3 e f(x)j(X)<\3; a cada elemento X' de A' corres-
ponde um X de A que verifica as mesmas desigualdades.

Duas fungdes juxtapostas a uma terceira sllo juxtapostas
entre si.

Se f(x) e j(x), definidas em A e A', sdio jaxtapostas entre
si, verificam-se as seguintes juxtaposigdes:

AN o FA)IFN) [v. v, p. 138, L. 12].

87. Fungbes limitadas. — A funcdo f(X), definida em A,
diz-se limitada num subconjunto X de A, por defini¢io, quando
6 limitado o eonjunto f(X). Sempre que falarmos em fangio
limitada f(X), sem mais designagiio, entenderemos que f(X) 6
limitada no eonjunto A onde a definimos.

Duas fangdes juxtapostas entre si ou sio ambas limitadas
ou ambas ilimitadas. X

Fiacilmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A],
se f(X) & ilimitada nas diversas vizinhangas de B em relaciio a A,
existe uma sucessiio Xy, Xz, ..., X;, ... de elementos de A gue
faz limX;B=0 e ao longo da qual os elementos de f(x) divergem
para infinite [v. v, p. 144, L. 24]. Em particular, se f (x) 6 ili-
mitada nas vizinhancas dum elemento b de (A}, existe uma soces-
sio de elementos de A que tende para b ao longo da qual os
elementos de f (x) divergem para infinito.

Seja B um subconjunto de [N limitado e fechado. Se fx)é
limitada numa vizinhanga de cada elemento de B, existe uma viz-
nhanga de B onde f(X) ¢ igualmente limitada (1).

Existe, com efeito, uma vizinhanca U de B em relacio a A
que & coberta apenas com um nGmero finito das vizinhancas a
que se refere o presente enunciado [p. 112, I. 1]. Logo f(x)
& limitada em U.

Por conseguinte, se f(X) ¢ ilimitada nas vizinhancas dum sub-
conjunto B de [Al, limitado e fechado, existe um elemento de B nas
vizinhangas do qual f(X) é idimitada.

(1) E claro que estas vizinhangas refersm-se ao conjunto A.
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Em particolar:

Uma funcdo f(X) definida num conjunto bimitado R é limitada
neste conjunto sempre que o s¢ja numa vizinhanga de cada ele-
mento de [A] .

Sejam f(X) e j(X) fungdes juxtapostas entre si definidas nos
conjuntos A e N'. Consideremos um subconjunto B de [R]. Se f(x)
é ilumitada nas vizinhancas de B relativas a R, o mesmo sucede
a j (X) nas vizinhangas de B relativas a K.

Suponhamos, com efeito, que f(X) & ilimitada em qualquer vizi-
nhanca de B. Existe nesse caso numa sucessio Xg, Xa, ... X;, -
de elementos de A que faz /imx,B =0 e ao longo da qual os ele-
mentos de f(X) divergem para infinitc. Mas a cada elemento X;
corresponde um elemento X, de A’ que verifica as desigualdades
5 l}{% e fiX)Jj(x)< 34 . Temos ainda h’mx;._ll— 0, como

mostra a relacio IJ.IB <X, + X8 [v. v, p. 90, (1)]. Os ele-

mentos de j(X) ao longo da sucessio 1;, x;, e g [", ... diver-
gem para infinito. Logo j(X) também §é ilimitada em qualquer
vizinhanca de B.

Se em particular f(X) ¢ ilimitada nas vizinhangas dum ele-
mento b de (Al relativas a R, também j(X) é ilimitada nas vizi-
nhangas de b em velagdo a N'.

88. Limites de fungdes. — Seja fiX) uma fun¢flo definida em
certo conjunto A. Designemos em geral por

(10) xl;lz,---,lh--

uma sucessio de elementos de A. Consideremos a correspon-
dente sacessiio

(11) fx), f(x2), .., fix), -

Chamamos elemento limite de f(X) num elemento y do lagar [A]
a qualquer limite duma sucessio (11) correspondente a uma suces-
sdo (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos
limites de f(X) no elemento y toma o nome de conjunto limite
em Y de fX) e é representado por A(y), ou por limy f(x). Tal
conjunto existird todas as vezes que a funglo for limitada noma
vizinhanca de y.
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O econjunto A(y) 6 o mesmo que em gqualquer elemento jux-
taposto a y (1).

Mais geralmente, conjunto limite de f(X) num subconjunto Y
de [Al & o conjunto dos elementos limites de todas as suces-
sdes (11) correspondentes is diversas sucessdes (10) para as
quais seja limX; Y =0. Tal conjunto limite serd designado por
A(Y). ou por limyf(X), @ existiri sempre que f(x) for limitada
numa vizinhanca de Y.

Consideremos uma classe de sucessies

(12) il ok Ko

para cada uma das quais seja limx;Y=0. Admitamos que, dada
uma sucessdo qualquer (10) tal que limx;Y =0, dela podemos
sempre extrair uma sucessdo da classe. O conjunto A(Y) é consti-
tuido pelos limites das sucessdes

(13) SO FOG) s o ee s FOX)y o

correspondentes as diversas sucessdes da classe.

Com efeito, os limites das diversas sucessdes (13) pertencem
a A(Y); por outro lado, qualquer elemento z de A(Y) é limite
duma sucessiio convergente (11) correspondente a nma sucessio
(10) tal que imx;Y=0, e, como da (10) podemos extrair uma
sucessiio (12) da classe, 0 mesmo elemento z é também limite
da correspondente sacessio (13).

Na definigdo de 2(Y) basta pois considerar as sacessdes da
referida classe (2).

(') O elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessio (10). Neste
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe sdo juxtapostos consideram-se
limites de f(x) em y.

Observemos também que, na definigio de Iim! f(x), interessa principalmente
o caso de y ser elemento limite de A. Nio sendo assim, y juxtapde-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a fungiio e 08 juxtapostos a
éste constituem o conjunto lim ¥ f(x).

{?) Se por exemplo a varidvel independente & constitnida por mimeros ou
por pontos, de coordenadas todas reais ou ndo, basta considerar, para o cdloulo de
1Y), a8 sucéssies mondtonas %y, s, ... , @i, ... tais que limz; ¥= 0 (dizemos
que uma sucessio de nimeros imagindrios & monétona quando sdo mondtonas as
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Em particalar:

Seja f(x) limitada numa vizinhanga de Y. Para que )(Y) se
reduza a elementos jurtapostos a um certo elemento 1, ¢ necessirio
e suficiente que tendam para 2 todas as sucessdes (13) correspon-
dentes as diversas sucessdes da classe,

Em virtude da defini¢io de A(Y), qualquer dos sens elemen-

tos 2 caracteriza-se pela propriedade seguinte: a cada nfimero
positivo 4 corresponde um elemento x de A tal que xY<<J e
Fx) z<3. *

E claro que [f(A)] 1> 1(Y) e [F(A)] | % (A).

Se U é ama vizinhanca de Y em relacio a A, temos
[f(U)]!>2(Y), porque os elementos de qualquer sucessio (10)
que faca limX;Y =0 pertencem a U a partir de certa ordem.

Se X é um subeonjunto de A, vem X(X)|>[f(X)].

Se Y e Y' siio subconjuntos de [A] juxtapostos entre si, temos
A(Y)[2(Y). Mais geralmente:

Sdo os mesmos os corjuntos limites em conjuntos juxtapostos
de duas fungdes juxrtapostas entre si ().

Consideremos duas fungdes juxtapostas entre si, f(x) e j(x),
definidas nos conjuntos A e A'. Basta demonstrar que sio os
mesmos o8 conjuntos limites destas funcdes num dado subecon-
jonto Y de [A]. Designemos estes conjuntos limites por Z e

sucessfes das partes reais e das partes imaginirias dos termos ; dizemos que uma
sucessio de pontos & mondtona quando sio mondGtonas as sucessdes das primeiras
coordenadas, das segundas, ete. As sucessdes mondtonas de nameros reais, ou de
imagindarios puros, sio as nunca crescentes e as nunca decrescentes).

(1) A definigiio ji apresentada de funcles juxtapostas pode enunciar-se agora
do seguinte modo: duas fun¢des f(x) e j(x), definidas respectivamente nos con-
juntos A e A’, sio juxtapostas entre si quando, seja qual fir o elemento x’ de
qualquer dos conjuntos A ou A’, 0 elemento correspondente f(x’) ou j(x’) & um dos
limites em x’ de j(x) ou de f(x) [e. v, p. 138, L 17].

Com o fim de citarmos um exemplo de fungdes juxtapostas, consideremos
uma fonglo f x) definida num conjunto A nfo totalmente fechado. Beja B um
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto
BI[Al-A. Designemos por j(x) uma fun¢io definida em A+ B, que em A
coincida com f{(x) e que faga corresponder a cada elemento de B um dos limites
de 7(x) no mesmo elemento, limite &ste que supomos existir. As funcdes [(x)
e 7(x), a segunda das quais resultou de prelongarmos a primeira para o conjunto
B, juxtapiem se entre si.
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por Z'. Qualquer elemento z de Z caracteriza-se pela condiciio
de a cada nimero positivo J lhe corresponder um elemento x
de A tal que xY<d e f(x)2<<d. Mas como o elemento f(x) é
um dos limites em x de j(x), vem da mesma maneira, para am
certo x' de A', xX'x<3J e j(x) fix)<<3. Temos pois x'Y<<23 e
j(x)z2<23, isto é, o elemento z pertence a Z..

Pelas mesmas razdes um elemento qualquer de Z' tamhém &
elemento de Z .

Se um dos conjuntos limites é desprovido de elementos, o

mesmo sucede ao outro.

O conjunto limite ) (Y) é totalmente fechado.

Seja ' um elemento limite do conjunto A(Y). Dado um
nimero positivo d, existe um elemento z déste conjunto tal que
22'<<3, e a z corresponde um elemento x de A tal que x¥ <3
e f(x) 2<3. Temos pois xY <3 e f(x) 2<<23, quere dizer, 2
é um elemento de 2 (Y).

O conjunto )(Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-
sos elementos de Y. Quando Y ¢é limitado, o primeiro conjunto
limite coincide com a soma dos sequndos.

L evidente que 2(Y) contém os conjuntos limites de f(x) nos
diversos elementos de [Y]. Suponhamos que Y é limitado. Um
elemento z de 2(Y) é limite duma sucessdio (11) correspondente
a uma sucessiio (10) tal que limx;Y=0. Mas a (10) é limitada
[p. 103, I. 8], e qualquer dos seus elemontos limites y pertence
a Y] [v.1v, p. 122, 1. 6]. Logo 2 é elemento do conjunto 2 (y).

A fungdo 1Y) ¢ aditiva para wm numero finito de parcelas,
e ainda para wma infinidade de parcelas quando a soma destas
é um conjunto fechado.

A propriedade aditiva, expressa por

ANi+Ye+ o)) +32Y) + -0,

é evidentemente verdadeira para qualquer nimero finito de par-
celas. A propriedade aditiva generalizada para uma infinidade de
parcelas verifica-se quando a soma destas é limitada e fechada,
como resulta da proposicio precedente. Pode porém deixar de
ser verdadeira quando tal soma nido é limitada e fechada.
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Se f(x) é limitada e se Y e Y' sdo subconjuntos de [A| ligados
entre si, os conjuntos A (Y) e 1 (Y') possuem um elemento comum.

Na verdade, se Y e Y' sio subconjuntos de [A] ligados um ao
outro, podemos determinar uma sucessio (10) de elementos de
A tal que seja limx;Y=0 e limx;Y'=0. Os limites da corres-
pondente sucessiio (11) sdo elementos comuns a A(Y) e a A(Y).

Por conseguinte, se diversos subconjuntos Y de [Al, em
nimero finito, sio ligados entre si, o mesmo sucede aos corres-
pondentes conjuntos 4(Y), que se podem dispor por uma certa
ordem, com repeticdes se for necessdrio, de tal maneira que
dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento
comum [v. vi, p. 303, L. 32].

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessdes
de vizinhangas de B que tendam para B,

(14) Bl B ok
(15) Wio Waooais Weivins,

sendo as primeiras relativas a A e as sequndas a [A]. As sucessdes

(16) Fl), fl, ..., Fl), ...
(17) L), Ay, ..., A0, ...
(18) AV, AV, .. AW, ...

convergem para .(B) (1).

Suponhamos que existe o conjunto A(B). A sucessio (16)
é entlo qudsi-limitada, pois temos [f(U)]|>2(B) [p. 120, L 11],
e & convergente porquanto cada um dos seus termos contém os
termos seguintes a partir de certa ordem [v. v, p. 291, I 6].
O seu limite totalmente fechado Z satisfaz & condiciio Z/>>1(B),
e como por ontro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-
temente a A(B), dd-se a coincidéncia Z | 1(B).

Tomemos om térmo qualquer Uy da sucessiio (14). A partir
da ordem em quo os valores de i fazem U;>U;, o térmo U, con-

(') Notemos que, em todo éste assunto, os conjuntos B, X, ¥, X', ¥, Xie ¥
podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposigio que acabamos
de ennnciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [Al.

L]
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tém uma vizinhanca de cada térmo U, [p. 103, L. 15], sendo por
isso [f(Ue)]/>>%(U;). A partir da mesma ordem também temos
AU 1 >[f (U] [p. 120, 1. 14]. O lugar de cada térmo de qual-
quer das sacessdes (16) on (17) contém pois os termos da ontra
a partir de certa ordem, raziio porque a (17) tende para o
mesmo limite A (B) que a (16) [v. v, p. 297, L. 27].

Demonstremos que a sucessdo (18) também converge para
2 (B). Consideremos para isso uma funglio j(x) juxtaposta a
f(x) que resulte de prolongarmos f(x) para o conjunto [A] —A.
Os conjuntos 2(B) e 4(V;) relativos a f(x) nflo se alteram quando
esta fungiio se substitui por j(x) [p. 120, l. 17]. Logo a suces-
sio (18) — que se encontra relativamente a j(x) nas mesmas
condigdes que a (17) a respeito de f(x) — tende ainda para A(B).

Se 2 (B) é desprovido de elementos, ficilmente se reconhece
que a sucessfio (16) nio é qudsi-limitada, e que por isso diverge
para infinito [v. v, p. 291, I. 15]. Nesse caso as sucessdes (17)
e (18) também divergem para infinito.

Quando f(x) é limitada noma vizinhanga de B, existe 1(B) e
temus

limf (U 2(B)=UlmalU,) L (B)=lmdV;) 2(B)=0.

Seja B um subconjunto de [Al. Consideremos duas sucessies

ll: x:l“'r Ij,--.
(U CUENSRPRNE IO

de subconjuntos de A e de [A] respectivamente tais que seja
limX;B=1UimY;B=0. O conjunto )(B) contém os limites inte-
grais das sucessies

(19) S}, f(Xe), .o XD, -
(20) YD, A(Ys), .« V), - ..

Quando f(x) ¢ limitada numa vizinkanga de B, temos

-

@1 limf(X)2(B)=0 e lmA(Y) A(B)=0.

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessdes (19)
e (20) como sendo subconjuntos dos correspondentes termos de
sucessdes construidas como a (16) e a (18) da proposicio pre-
cedente.
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Quando as somas dos termos das (19) e (20) sdo limitadas
verificam-se os limites (21) [v. v, p. 123, 1. 1T].

Em particular: se Xy, X2, ... . Xi, .. ¢é uma sucessdo de ele-
mentos de A tais que limX;B=0, temos também lim f (x;) 2 (B)=0.

Suponhamos que f(X ¢é limitada numa vizinkanga de B. A
cada mimero positivo d corresponde um nimero positivo ¢ de
maneira que se verificam as desigualdades

f)1®)<e , ahaiB)<3d , A V) iB)<s
FUOFUN<3 , TW U< , TWHAV<?

para quaisquer vizinkangas U, U', V e V', de B, sendo as duas pri-
meiras relativas a A e as outras a (A, que distem de B menos de <.

Consideremos a infinidade das vizinhancas U de B relativas
a A. Dado um nimero positivo J, a cada sucessiio (14) de vizi-
nhangas U que tenda para B corresponde uma ordem a partir
da qual & f(Uy) 2(B)<<d. Logo existe um niimero positivo ¢
tal que seja f(U) 2(B)<J sempre que se tenha UB <:
[p. 114, L. 1].

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que
figuram no enunciado.

Se f(x) ¢ limitada numa vizinhanga de B, a cada nimero posi-
tivo d corresponde um nimero : de maneira que se verificam as
desiqualdades

TRABI<E o AN 2A(B)<3

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que XB<:
eYB <.

E um eorolirio da proposicio precedente. Em particalar :

Se fx) é limitada numa vizinhanca de B, a cada 3 corres-
ponde um ¢ de maneira que seja fix 1 (B)<<J sempre que se tenha
xB<e. p

Para que seja L15.(B), sendo f(X) qualquer, é suficiente que a
todo o nimero positivo J corresponda um positivo ¢ de maneira que
se verifiqgue uma das desigualdades

. AW T<3

fHZ<s , WUI<

(=5
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para quaisquer vizinhancas U e V de B relativas a A e a [A] tais
que UB<<: e VB<e.

Uma qualquer destas condigdes 6, com efeito, soficiente para
que uma das sucessdes (16), (17) ou (18) tenda para I [v. v,
p. 290, 1. 11].

Para que exista o conjunto A(B) duma fun¢do qualquer f(X) é
suficiente que a todo o miimero positive J se oponha um positive ¢
de maneira que s¢ja

Jl) fF) <3

para tddas as vizinhangas U e U' de B tais que UB<<c e U'B<:.
Esta condigio é na verdade suficiente para que se dé a
convergéncia da sucessdio (16).

Para que duas fungbes limitadas f(X) e g (X), definidas no
conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessdrio e
suficiente que a todo o mimers positivo  corresponda um positive
¢ de maneira que se verifique a desigualdade

fi) gU)<s

para quaisquer vizinhangas U e U de B tais que UB<<: e UB<:.
Se f(x) e g(x) sdo ilimitadas. a condi¢cdo é suficiente para que
existam e sejam o3 mesmos os limites em B dessas fungdes.

Se as fungdes limitadas f(X) e g (X) admitem em B 0o mesmo
conjunto limite, a sucessfio (16) e a correspondente a g (X) con-
vergem para vs mesmos limites. Temos por isso, a partir de
certa ordem,

) gU)<3 [v.1v, p. 20, L 22].

A primeira parte da proposiciio pode pois justificar-se apli-
cando o jd citado lema [p. 114, L. 1] & infinidade das vizinhan-
cas U, ao conjunto B e & familia dos conjuntos dos termos de
cada sucessiio (14) a partir da ordem em que se verifiea a desi-
gualdade precedente.

A condigiio é suficiente, embora f(X) e g(X) possam repre-
sentar fungdes ilimitadas nas vizinhancas de B. Considerando,
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com efeito, uma sucessio (14) de vizinhangas de U que tenda
para B, temos, por forca da referida condigio,

lim f(U) g (U:)=0.

Logo existem e sio os mesmos os limites [lim f(U;)] e

[lim g (U] (4).

Para que as fungdes f(x) e g(x), definidas no conjunto A,
admitam o mesmo conjunto limite em B ¢é suficiente que a todo o
niimero positivo J se oponha um positive ¢ de maneira que seja

F) g)<3

para qualquer vizinkanga U de B tal que UB<:. Se uma das
fungdes ndo admite conjunto limite em B, o mesmo sucede & outra.

Efectivamente, considerando a sucessiio (16) e a correspon-
dente para g(X), temos

lim f(U;) g(U)=0,

e as duas sucessdes, quando convergentes, tendem para o mesmo
limite totalmente fechado 2 (B); quando uma das sucessdes diverge
para infinito, 0 mesmo acontece i outra [v. v, p. 205, L. 26].

(') Baseamo-nos na seguinte proposigho :
Fura que duas sueessdes de eonjuntos quatsquer

A|‘ “z, g Ai"r‘--
Bl! Bz.‘, Fo Bf' e

convirjam para os mesmos limiles & suficienle que se verifiquse a condipdo
lim AiBir =0.
Na verdade, esta mesma condigio di em particular lim Ai Bi = 0, e por isso
também temos
lim Ai Ay = lim (Ai Bis + Ai Bit) = 0.

A primeira das sucessles dadas & pois convergente, e, em virtude da condi-
¢lio lim Aj Bi =0, a segunda converge para o mesmo limite totalmente fechado
que a primeira [v. v, p. 205, L 19].
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma
sucessdo de subconjuntos conmeros de A,

S - PRSI

cada um dos quais contenha uma vizinhanga de B e tais que seja

limCGB=0. Se J(x) é uma funcdo limitada, definida em A, que
Jaga corresponder aos conjuntos conexos C; novos conjuntos cone-
xos f(B;), o conjunto 2(B) é um continuo (1).

Efectivamente, por ser lim G?B =0, os termos da sncessio

22) F@), f(Cs), -.., F(B), ...

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes
duma sucessiio do tipo (16), e como por outro lado eada um dos
conjuntos G; contém uma vizinhanga de B, existe também uma
sucessdo do tipo (16) cujos termos sio subconjuntos dos termos
correspondentes da (22). Logo temos :

lim £G;) 2(B)=0 [v. v, p. 205, L 6],

e por isso o conjunto fechado 2 (B) é um contfnao [v. v, p. 324,
I 7).

Em particular: se a fungdo limitada f(x), definida em A, faz
corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos comeros, e se as
diversas vizinhangas do subconjunto B de (Al , em relagio a A,
sdo conjuntos conexos, o conjunto )(B) é um continuo.

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte
propriedade : seja qual for a sucessdo Xy, Xz, ..., Xi, ... de
elementos de A que faga lim x;B =0, kd uma ordem a partir da
qual dois elementos quaisquer X; e X; psr!encem a um subconjunto

conexo C;; de A de tal modo que se tenha lim I:.,y B=0. Sef(x)
¢ uma fungdo limitada, definida em K, que faca corresponder aos

() Este continuo pode degenerar num sb elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. T
(*) Nas condi¢des do enunciado o conjunto B é conexo, pois temos im C; B = 0.
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conjuntos conexos B;; novos comjuntos comeros f(Biy), o con-
junto 2 (B) é um continuo.

A cada nimero —— fagamos corresponder uma vizinhanga
i

U; de B relativa a A de maneira que dois elementos quaisquer
de U; pertencam a nm subconjanto conexo G de A tal que

CB< 1— [p. 113. 1. 2]. A soma G; de todos os conjuntos C

correspondentes aos diversos pares de elementos de U; é mani-
festamente um conjunto conexo a que pertence U;. Verifica-se

a relacio ﬂ?ﬂz-%—. A sucessio

cll c!) '--pcl'l “ew oy

que resulta de pormos i=1, 2, ..., satisfaz ao enunciado da
proposicio precedente, razio porque (B) é um continno. Este
pode reduzir-se a um elemento apenas, on a elementos juxta-
postos entre si (1).

(1) Demonstrimos de passagem a seguinte proprosigdo :

E eonexo um subconjunto B de [A] que verifique a sequinte propriedade : a
qualquer sucessio Xy, X5, ..., Xi, .., de elemenios de A que faga lim % B=10
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos X;i e X1 unem-se sempre

por um subconiunto conexo Cjir de A de maneira que seja lim C:‘,n_'.ﬂ =0. F

Transfurmando esta proposicBo por meio do lema ji citado a p. 113, I 2,
damos-lhe o segninte enunciado:

E conexo um subconjunto B de (A] que verifique a sequinte propriedade : a
qualquer vizinhanga U dz B relativa a A corresponde uma outra U’ tal que:
dois elementos de U' unem-se sempre por um subconjunto conexro de U.

Ficilmente reconhecemos que a mesma proposicio também pode deduzir-se
como um carolirio da seguinte:

E conexo um comjunio B que satisfapa o seguinte propriedade : a eada par
dos seus elemenlos b e b’ corresponde wma sucessiio de eonjunios conexos
Ciy Cay vnay Ciy o Tal gue

lim Cib = lim Ci b = lim C{ B =0.

Por oulras palavras, & conexo um conjunto B que salisfapa & seguinte con-
digio : a eada par dos seus elementos b e b’ e a cada mimero positivo « corres-
ponde um conjunto conexo C tal que

Cb<: , Cb <« , CB<:.

Basta notar que a soma S de todos os conjuntos conexos C que verificam as
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Observagdo. — QQuando os elementos da fungdo f(X) conmside-
rada nas duas proposicies precedentes sdo mimeros reais, dis
pensa-se a hipdtese da limitabilidade da mesma fungdo.

De fucto, o limite fechado duma sucessio convergente de
conjuntos conexos de nimeros reais é sempre um intervalo !
porqae o lugar dum econjunto conexo linear & um intervalo e o
limite fechado duma sucessfio convergente de intervalos é ainda
um intervalo. No caso de os termos da sucessiio (22) serem
constitaidos por nimeros reais, o limite fechado, quando existe,

é pois um intervalo 2,

( Confinua).
Luis Bepa NETO.

conjunto cuja desconexfio ndio excede 2: e tal que § B <« [p. 208, L 3].

E conexo, em particular, um conjunto B que satisfaga 4 seguinte condighio:
dados nm niimero positivo ¢ e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-
junto conexo C tal que CB<:.

Observemos que a iltima proposicio desta nota dd-nos uma condigiio niio s6
suficiente mas também necessiria para que B seja conexo. A primeira di-nog
uma condicio que pode deixar de ser necesséria; é ficil imaginar um exemplo
dum espagbide cnjos subconjuntos conexos niio obedegam todos a tal condigiio.

! Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contfnuo linear. Pode redu-
gir-se a um s6 ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas ou ndo.

2 Beja por exemplo f(r) uma funglo real de variivel real, definida nos
pontos dum intervalo (=, 8), de centro @, & excepedio possivel déste ponto. Supo-
nhamos que f(x) faz corresponder a qualquer intervalo I interior ao primeiro
{excluindo em I o ponto @ quando f(z) ndo é néle definida) um conjunto conexo
f(I) (como sucede com uma fungdo derivada em (z, B); recorde-se para isso o teo-
rema de Darmoux sdbre funcdes derivadas, por exemplo nas Lipdes de Cdleulo &
Geomelria de J. Viceste Goxgaives, p. 209). O conjunto 2 (a), quando existe, &
um intervalo, Os conjuntos limites de f(x) & esquerda e i direita de a também
silo intervalos.
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INTRODUGAO

O presente trabalho é continnagio do estudo, que preten-
demos fazer, de vitaminas em alimentos (). Foi sugerido pelo
saudoso Professor Doutor Egas F. Pinto Basto, entiio Director
do Laboratério Quimico da Universidade, que nos permitin a
aquisiciio do material necessdrio, e, com os seas conselhos sem-
pre judiciosos, muito contribuiu para que se levasse a bom fim.
A meméria déste Professor mais uma vez prestamos a merecida
homenagem.

Esperamos, em breve, ampliar estes estudos a outros tipos
principais de vinhos portugueses, pois, a-pesar-de as concentra-
cies vitaminicas no vinho tinto da Bairrada ndo serem elevadas,
siio suficientemente importantes para justificar a necessidade de
om estado eomparativo.

Como era de esperar, ss quantidades de vitaminas lipo-sola-
veis, no vinho, sfio muito pequenas, e por esta razio tivemos de
recorrer a métodos especiais, desenvolvidos nos altimos anos.
Partimos de volames elevados de vinho que por sucessivos tra-
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tamentos nos conduziram a pequenas quantidades de substancias
concentradas em vitaminas.

Nas determinacdes de vitaminas podem ser utilizados méto-
dos biolégicos e fisico-quimicos. Segunimos os métodos fisico-
-quimicos por serem os adequados aos nossos Laboratirios e
por darem resultados concordantes com os métodos biolbgicos.

As determinagies da vitamina A e do ergosterol fizeram-se
pelo método espectrofotométrico (1), na fracgio insaponifiedvel,
do extracto etéreo do vinho, depois de submetida a separacio
cromatografica. O ergosterol foi prbviamente separado por
precipitagio com digitonina. Os carotencides foram determi-
nados pelo método colorimétrico de Kuhn e Brockmann ().

A vitamina By (lactoflavina) separou se do vinho por adsor-
3 ciio eom terra de Fuller, em seguida foi eluida com piridina, e
a determinaciio quantitativa fez-se por transformacgio em lumi-
lactoflavina segundo Kuhn, Wagner-Jauregg o Kaltschmitt (3).

A vitamina C foi doseada pelo método de Tillmans (*) por
redacio de 2,6-diclorofenolindofencl, em solugio dcida.

Parte Experimental
Vitaminas lipo-soliveis

1.2 Ensaio. Extraccdo de 12 litros de Vinko.— 12 litros de
vinho tinto, diluidos com cérea de 10 litros de dgua, foram
extraidos 3 vezes com 9 litros de éter. () extracto apresenta-
va-se ligeiramente amarelo. Foi lavado uma vez com dgua,
depois repetidas vezes com uma solugio uquosa de carbonato
de sédio a 109}, até esta nio se apresentar corada, e final-
mente com fgua para eliminar o aleali. A solugio etérea, agora
incolor, foi concentrada no vazio, i temperatara de 20-25°, numa
corrente de gis carbonico, até nio destilar mais. Ficon, como
" residuo, um 6leo ligeiramente amarelo e alguma dgaa. O dleo
solidificou, parcialmente, por arrefecimento, e tinha um cheiro
agraddvel, caracteristico do vinho (bouquet). O residuo foi
entio agitado com éter de petroleo (p. e. inferior a 50°) que
dissolven o o6leo deixando na dgua as esséncias com cheiro
caracteristico. A solugio de éter de petréleo, ligeiramente
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amarela, foi evaporada &4 secura, no vazio. Ficon um residuo
de 1,5 gramas que foi dissolvido em 10 ml. de éter. A solugio
jontaram-se 40 ml. doma solugio concentrada de potassa cdus-
tica em metanol ahsoluto, recentemente destilado sébre hidro-
xido de potdssio. A mistura guardou-se num frasco, bem cheio,
durante dia e meio, 4 temperatura ambiente. Juntaram-se entiio
5 ml. de dgua e extrain-se a mistara 2 vezes com H0 ml. de
éter de petroleo. Esta solugio foi lavada com dgua até i remo-
¢dio total do aleali, filtrada por filtro séco, e evaporada no vazio.

I. Obteve-se um residuo I, ligeiramente amarelo, com o
péso de 0,275 grama.

II. A solugio aquosa, alealina, proveniente da saponifica-
ciio, foi acidulada com HCl 2N e extraida com éter que dissol-
veu os #dcidos orginicos. Obteve-se uma solucdo II, amarela,
que foi lavada com dgua, séca e evaporada. O residuo é ama-
relo-escaro e de cheiro caracteristico.

III. A dgua do primeiro concentrado do éter (antes da
saponificagiio) depois de ser extrafda com éter de petrileo,
ainda contem substincias de cheiro caracteristico de bouguet de
vinho. Foi extraida com éter, obtendo-se uma solugio ligeira-
mente amarela. Lavoo-se com ama solugcdio de soda cdustica
a 1%, que tirou o corante, ficando a solagio incolor. Lavou-se
depois com dgoa e evaporoa-se o éter, no vazio, ficando um
pequeno residao III, oleoso e ligeiramente amarelado.

Residuo I (parte insaponificivel ). — Foi estudado o espectro
de absorcfio no visivel e no ultra-violete, déste resfduo em solu-
¢do aleodlica (Fig. 1).

0,250 grama déste residuo foi submetido a adsorciio ero-
matogrifica, em 6xido de aluminio activado (puriss., ligeiriss.,
Riedel). Para @&ste fim dissolveu-se a sobstincia em éter
de petrdleo, passou-se através da coluna e lavou-se esta com
mais solvente. Formaram se 4 zonas, de espessuras diferentes
como mostra a Fig. 2. As zonas, depois de separadas, foram
extrafdas com éter de petréleo contendo 1% de metanol, e as
solucies obtidas foram evaporadas & secura, no vazio. Obtive-
ram-se as seguintes fracgdes :

Zona a) Soélido, cérea de 40 miligramas ; soluciio em clo-
roférmio ligeiramente amarela; reacgio com tricoloreto de
antiménio : azal.
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Zona b) 8Soélido, cérea de DO miligramas; pouco ecorado;
com tricloreto de antim6nio ndo d4 cor; precipita com digito-
nina.

125

75

®

o

00 B e

210 0 300 350 400™ M
Fia. 1
Espectro de absorgiio do residuo I, em alcool absoluto.

Zona ¢) Solido, cérea de 50 miligramas; dd soluglio muito
amarela; com tricloreto de antiménio d4 coloragio intensa verde

escaro-azul.
Zona d) Oleo com algans eristais, eérea de 5 miligramas ;
com tricloreto de antiménio dd cor azul fraca que intensifica com
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o tempo; foi investigado o espectro de absorgiio na regiio ultra-
violete (Fig. 3).

Filtrado ¢) Liquido, cérea de 100 miligramas; nio dd cor
com tricloreto de antiménio.

2° Eunsaio. Extracgdo de 30 litros de vinho. — A extrac-
cio com éter e o tratamento da soluciio etérea fizeram-se
segundo o método descrito anteriormente. A soluglo etérea
foi depois evaporada no vazio, ficando um residuo oleoso e
dgua. Extraiu-se com éter de petréleo, e éste extracto foi sapo-
nificado dorante dois dias com potassa cdustica em
metanol absoluto, tornando a mistura homogénea por
adiciio de alcool etilico absoluto. Juntou-se depois
dgua que extrafu wma sobstincia amarela, lavoun-se
bem a solucio de éter de petrbleo, secou-se com sul-
fato de sédio anidro, e proceden-se a uma separagio
cromatogrifica com ecarbonato de cdleio. Observimos
o seguinte: A maior parte da substincia amarela
fixon-se na parte superior da coluna, passando atra-
vés da coluna um filtrado ineolor que foi recolhido.
Lavando a coluna com mais éter de petréleo sepa-
\K rou-se do anel superior um outro anel amarelo que

mais ripidamente atravessou a coluna. Obtivémos
assim as seguintes fracgdes:
Fia. 2 i) Sabstincia retida na coluna (xantofila) que foi
separada e extraida com éter de petréleo e alecool;
esta solucdio designi-la-emos por solugiio 1;

i7) Filtrado corado por caroteno;

i) Filtrado incolor que designaremos por solugio 5.

No filtrado ii¢) determinou-se colorimdtricamente o «caro-
teno», segundo Kohn e Brockmann (). Em 30 litros de vinho
hé 0,15 miligrama de « caroteno» o que corresponde a D 7 por
litro. Se realmente esta substinecia é caroteno corresponde a
8 U. I. de vitamina A por litro de vinho. Kste caroteno, porém,
ndo mostra bandas de absorgio bem definidas na regido visivel;
a absorclio aumenta considerdvelmente para o violete.

A solugiio ¢¢) foi passada entio através duma coluna de
oxido de aluminio activado. Formou-se um anel nitido, amarelo,
na parte superior da coluna (solugio 2); no resto da coluna
ficaram substincias incolores (solugio 3) e o filtrado forma a
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solugiio 4. Temos, pois, no total, cinco solucdes diferentes e pro-
venientes das duas separagdes cromatograficas, ficando numera-

1300

- ik

200 250 300 350 400
Fia. 3
Espectro de absorciio da substiincia isolada na zona d, em aleol absoluto.

das segundo a facilidade de adsorgdio, a mais fortemente adsor-
vida N.° 1 e a mais fraca N.° O.
As solucdes 1 e 2 silo amarelas, devido a conterem, respec-
tivamente, xantofila e caroteno; as outras siio incolores.
Solucio 1. A soluciio aleodliea juntou-se uma solugio aleod-
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lica de digitonina; formou-se no decurso de um dia um precipitado
de cérea de 1 miligrama. Depois de centrifugado, o liquido foi
decantado, o residuo dissolvido em 0,3 ml. de piridina e junta-
ram-se 10 ml. de éter; a digitonina precipitou, foi logo filtrada

4 |

'.-

™~

200 250 300 350 400™p

Fie. 4

Espectro de absorcdio, em alcool absoluto, dos estercis separados
da solugio 1 por precipitagio com digitonina.

e lavou-se o filtro com mais éter. A solugiio etérea que contem
os esterois foi entio evaporada no vazio, o residuo dissolvido em
éter, a solugio ontra vez filtrada e evaporada no vazio; o residuo
foi dissolvido em alcool purissimo; esta solugio servia para deter-
minaciio do espectro de absor¢io no ultraviolete (Fig. 4).
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Solugiio 2. Esta solagio foi igualmente tratada com digi-
tonina. Precipitaram cérea de 2-3 miligramas. O precipitado
foi tratado como o anterior, sendo igualmente tirado um espe-
ctro de absorgio no ultraviolete (Fig. 5).

1%
Ee-

"‘*:——.n-——--—-

\ |

¢ 200 250 300 350 400™M

Fia. 5

Espectro de absorciio, em alcool absoluto, dos esterois separados
da soluglio 2 por precipitagio com digitonina.

Solacio 3. A solucio tem pouca substincia. Com tri-
cloreto de antiménio di wma reacclio azanl semelhanta & da

vitamina A.
Solugiio 4. A reaccio com tricloreto de antiménio dd cor
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violeta-vermelho menos semelhante & da vitamina A. Mais subs-
tancia do que em 3, mas ainda muito pouca.

Solughio 5. Reacgio com tricloreto de antiménio positiva
mas muito fraca.

Hi cérea de 0,8 grama de substincia.

Vitaminas hidro-soltiveis

Lactoflavina (Vitamina Bs). — A 14 litros de vinho tinto
juntdmos 1,5 litros de dcido cloridrico concentrado, comercial ;
adiciondmos entio 112 gramas de terra de Fuller e agitimos
durante uma hora e meia. A terra, depois de ter sedimentado,
foi separada do liquido por decantaclio e filtragio, e foi cinco
vezes lavada com 2 litros de dgua de cada vez. A terra foi
entdo tratada com uma mistara de 120 gramas de piridina,
120 gramas de metanol e 480 gramas de dgua, agitadu durante
2 horas e centrifugada. O liquido obtido foi concentrado no
vazio até 20 ml. aproximadamente. Adicionimos entio 80 ml.
de metanol para precipitar a terra presente, filirimos e con-
centrimos novamente até 10 ml. O concentrado contem grande
quantidade de antocianina.

O liquido foi acidulado com dcido sulfirico diluido e tratado
a frio com permanganato de potissio segundo Koschara (%),
para oxidar a antocianina. Juntou-se aum ligeiro excesso de
permanganato, até persistir a eor do iltimo. O excesso de per-
manganato foi depois reduzido com sulfito de sodio e i solugdo
juntaram-se 250 ml. de acetona que precipitou grande quanti-
dade de substincias incolores. Centrifugou-se o precipitado, o
liquido foi neutralizado e entdo concentrado no vazio até 10 ml.
aproximadamente.

A solugio concentrada foi extralda trés vezes com éter e
trés vezes com cloroférmio ; depois foi acidulada com deido sul-
firico diluido e novamente extraida trés vezes com cloroférmio.
A soluciio aquosa ainda contem grande quantidade de corantes
amarelos. Juntou-se NaOH 2N, suficiente para tornar a solugiio
final, normal em NaOH. Esta solugio foi entio irradiada numa
cdpsula de porcelana branca, com uma limpada Nitra de 75 vitios,
darante quatro horas, a uma distincia de 20 centimetros.

Depois da irradiagio, a solugdo foi acidulada com dcido acé-
tico @ a lumilactoflavina, formada, foi extraida trés vezes com
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eloroférmio. Obteve-se um volume total de 60 wl. de solagéio em
cloroformio, que mostra a fluorescéncia verde caracteristica da
lomilactoflavina. A solucfio foi séea eom sulfato de sédio anidro o
a quantidade de lumilactoflavina presente determinada segundo o
método colorimétrico de Kuhn, Wagner-Jauregg e Kaltschmitt(?).

A soluciio contem 0,70 miligrama de lumilactoflavina o que
corresponde a 0,05 miligrama em cada litro de vinho. Segundo
Kuohn e colaboradores, a quantidade de vitamina Bj obtem-se
maltiplicando éste valor por 1,5. Existem pois em cada litro
de vinho 0,075 miligrama de lactoflavina (vitamina Bs). Fste
valor — como demonstraram os referidos antores — é am valor
minimo, sendo, segundo o método de determinaciio aplicado,
provivel que a quantidade verdadeira seja 2 ou 3 vezes mais
elevada. O valor obtido estd em boa concorddncia eom os resal-
tados obtidos por Kuhn e colaboradores (°) em vinho branco.

Vitamina €' (Aeido Asedrbico-1). — As determinagdes da
vitamina C, no vinho tinto da Bairrada, fizeram-se segundo
Tillmans (*), com 2,6-diclorofenolindofenol. A solagiio do corante
foi titulada com uma solugiio de dcido ascorbico-l cujo titulo foi
préviamente fixado com uma solugio de iodo N/200. 1 ml. da
solugio de 2,6-diclorofenolindofenol equivale a 0,099 miligrama
de dcido asedrbico-l.

Com o fim de eliminar as protefnas, corantes, e possiveis
vestigios de gds sulfuroso, submetemos o vinho ao seguinte tra-
tamento: a 10 ml. de vinho adiciondmos 2,5 ml. duma solucdo de
acetato mercirico a 20°,. O liguido foi centrifugado, decantado
e satarado por gds sulfidrico. Separou-se, por centrifugacio, o
sulfureto de mercirio precipitado, e o liquido foi novamente
satarado por gis sulfidrico. O tempo decorrido entre a adigdio
do acetato de merefirio e a sataraclo pelo gds salfidrico ndo
deve exceder 10 minutos. Mantem-se a soluglio, saturada pelo
sulfidrico, darante 24 horas, e em seguida expulsa-se completa-
mente o sulfidrico com uma corrente de gds carbénico até nio dar
‘reacciio com o papel de acetato de chumbo, b ml. desta solugio
foram doseados com a solucio de 2,6-diclorofenolindofenol.

Simultineamente, fizemos o tratamento acima deserito, noun-
tro volume de vinho, porém, antes da precipitagilo pelo sulfi-
drico destruimos a vitamina C com daas gotas duma solaciv de
sulfato de cobre a 1°, e duas gotas de potassa caiustica
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a 409, (%. No fim de 10 a 15 minutos a destruigio da vita-
mina é completa; variando o tempo de oxidagio de 15 minatos
a 24 horas, o volame da solugiio de 2,6-diclorofenolindofenol,
consumido na dosagem é precisamente o mesmo.

Os resnltados obtidos estiio resumidos no seguinte quadro:

TABELA I

| Volumes da solugio de 2,6- dlc!urofarnolmdoieucl
equivalentes a 1 ml. de vinho.

Bem destml;.lo da vitamina C Com destruigiio da vitamina C |.

1. Ensaio 0,4 ml
2, 04 ml
8- » 0,43 ml. 3* e 4.° Ensaios 0,24ml
4 3 0,47 ml.
b.e > 041 mlL 5.2 Ensaio 0,22 ml.

O exame da Tabela I mostra que, depois do tratamento pelo
sulfidrico, no caso dos vinhos, o volume de 2,6-diclorofenolindo-
fenol & maior do que o correspondente av ut:l:zado na oxida-
¢do da vitamina C. Hd portanto necessidade de fazer em cada
determinagdo dois ensaios, um sem destrui¢do e ontro com des-
troigio da vitamina C, sendo as dosagens feitas nas mesmas
condigiies (tempo, intensidade de cOr, etc.). O volome de
2,6 diclorofenolindofenol correspondente & vitamina C serd pois
a diferenca dos volumes obtidos nos dois ensaios.

A concentracio da vitamina C no vinho tinto da Bairrada,
segundo as determinagdes realizadas, & de 18 miligramas por
litro on sejam 3060 Unidades Internacionais ou cérea de 2,4
Unidades Sherman.

DISCUSSAO

Vitaminas lipo-soltiveis

A andlise cromatogrifica, em coluna de éxido de aluminio,
da soluogdo do residuo insaponificivel I, permitiu-nos a separa-
clio de D fraeghes: zona «a), amarela clara, reacgio com ShCls,
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azul; zona &), qudsi incolor, ensaio negative com SbCls, preci-
pita com digitonina; zona ¢), amarela intensa, reacciio com SbCl;
verde azul, intenso; zona ) incolor, reaccio com ShCls azul
fraca ; filtrado e) reacciio negativa com SbCl;.

O espectro de absor¢io do residuo I, em solugdo aleodlica,
apresenta uma inflexio entre 476-468 my (regifio de absoreio
selectiva de carotendides e xantofilas), inflexio entre 379,5-
-364,6 my, inflexdo entre 310-330 my, (regifio de absorgio selec-
tiva da vitamina A), uma banda estreita na vizinhanga de
280 mp (mdximo principal da absorglio selectiva do ergosterol),
banda entre 255-260 my (regido de absor¢fio selectiva de vérios
esterdis); hd ainda indicacio duma banda de absor¢dio entre
230-220 myp.

Neste estudo preliminar, investigdmos ainda o espeetro de
absor¢do da fraccllo cromatogrifica 4) obtida do residuo I.
Nesta fracciio torna-se mais nitida a absor¢lio na vizinhanca de
320 my, aparecendo uma banda pouco persistente em 320-330 mp;
em 260-290 mu existe uma banda de grande intensidade, sem
estrutura. ]

Comparando os resultados obtidos na andlise eromatogri-
fica, ensaios com SbCl;, precipitagio com digitonina e espectros
de absorcio, & possivel concluir neste estudo preliminar que
provavelmente a fracgfio @) é constitufda por xantofila, na frae-
¢iio b) existe ergosterol, na zona ¢) carotendides, e temos evi-
déncia de que na zona d) hd vitamina A, acompanhada de
esterdis.

No 2.° ensaio feito sobre a fraecfio insaponificdvel, dissol-
vida em éter de petrbleo, do extracto de 30 litros de vinho,
determindmos a quantidade de carotendides que referida a caro-
teno corresponde a 5y por litro de vinho.

A adsorcido cromatogrifica, em colunas do carbonato de cdl-
cio e 6xido de aluminio activado, permitin-nos a separagio de
cineo fracgies.

Ergosterol. — Nas fracgbes 1 e 2, separdmos o ergosterol
por precipitagio com digitonina, A fracglio 1, por precipitacio
com digitonina, deu um precipitado de cérea de 1 miligrama
que, por determinagllo espectrofotométrica, verificimos corres-
ponder a 0,28 miligrama de ergosterol. A frae¢dio 2 fornecen
céreca de 2-3 miligramas de digitonido que por determinacdo
espectrofotométrica verificimos corresponder a 0,56 miligrama
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de ergosterol. O total corresponde a 27y de ergosterol por
litro de vinho.

A observacio das figaras 4 e 5 mostra que o ergosterol
isolado na zona 1 (fig. 4) 6 maito mais puro do que o ergos-
terol da zona 2 (fig. D).

i conhecido que, geralmente, o ergosterol encontra-se nas
plantas e nos animais, em percentsgem muito pequena em rela-
¢io aos esterdis totais. O ergosterol, devido i sua estratara
quimica, que tem como caracteristica duas duplas ligagdes eon-
jogadas no nicleo ciclico @ outra na cadeia lateral, difere bas-
tante dos outros esteréis naturais que em geral tém no nicleo
uma s6 ou nenhuma dupla ligagio. Por esta razio pode ser
separado com relativa facilidade, dos outros esterdis, por ecroma-
tografia, Bxplica-se assim o facto de termos obtido na zona 1
uma fracgio de ergosterol de elevado gran de pureza, como
mostra o espectro de absorcio. A zona 2 jd contem o ergos-
terol misturado com outros esterdis.

Como a Unidade Internacional de vitamina D corresponde
a 0,17 de ergosterol irradiado, am litro de vinho pode fornecer
270 U. I. de vitamina D.

TABELA 1I

Concentragdes das vitaminas A, Bz, C e D nalguns alimentos

.'ditig-ramas de vitamina

| por 100 gramas de alimento ;
Alimentos — —

I‘ Vitamina A | Vitamina B3 | Vilamina C Vitamina I I

F| Vinho da Bairrada (tinto) | 0,0005 | 0,0075 1,8 | 0,0027 (ergosterol)

| Uvas 0,021 | 0,006 2-5 -— ,
| Tomate 1,2-1,6 | 0,050 15 - '

I Laranja 0,055 | 0,009 50-100 - ‘l
| Limfio - — | 50-100 - |
Magd | 0,067 | 0,005 2.15 - .
| Leite 0,2-0,8 | 0,04-0,1| 0,5-1 0,0002 -0,0004

| Manteiga 2-20 — — 0,0004-0,020 |
| Queijo 1,6-32 - — — |
Gema de ovo 4-20 (02055 — | 0020 ||
| Oleo de figado do bacalban |  4-200] — — | o00t-04

|i Figado de vaca — 2 — 0,0012 |

e

| .
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FVitamina A —— A presenga da vitamina A é indicada pela
reacclio de Carr-Price na solugdo 3. A solugio 3 é incolor e
portanto ndio contem carotendides. O espectro de absorcio
desta solugiio apresenta uma inflexiio nitida na regido 320-
-330 my. que contndo nio nos permite a determinagio quanti-
tativa desta vitamina.

I interessante verificar a presenga da vitamina A no vinho,
embora em muito pequena quantidade, visto que, até hoje, nio foi
encontrada em produtos vegetais. Pensamos que a vitumina deter-
minada é prodato de metabolismo das bactérias de fermentagdo.

Como a quantidade de vitamina A no vinho 6 infima, interessa-
-nos, para a avaliagiio da sua actividade vitaminica, o conteido em
pro-vitamina A, o caroteno. Verificimos que a quantidade de
caroteno & de Dy por litro. Na hipotese de éste caroteno ter a
mesma actividade do f-caroteno, eada litro de vinho teria 8 U. I.

Vitaminas lidro-soliiveis

Vitamia Ba (lactoflavina ). — Verificimos que cada litro -de
vinho contem o minimo de 0,075 miligrama de lactoflavina ou
sejam 3D U. de Sherman Bourghin. Verifica-se, por compa-
racio com a tabela II, que o vinho eontem, aproximadamente,
a mesma quantidade desta vitamina do que a maior parte dos
frutos.

Vitamina €' (dcido ascérbicol). — A concentraciio de vita-
mina C no vinho tinto & ligeiramente inferior ao minimo de vita-
mina C determinado nas vvas, como se verifiea na tabela IT.

Embora a vitamina C seja facilmente oxiddvel, o pH baixo,
dos vinhos, e possivelmente outros factores evitam a oxidaciio
irreversivel total durante os fenémenos da fermentaciio e con-
servacido dos vinhos.

NOTA

.Obfengﬁn dum Hidrocarboneto e Verificagéo da Presenga duma Substéncia

com Fluorescéncia Azul, a partir do Vinho Tinto da Bairrada

No decarso das extracc¢des, com éter, do vinho tinto da Bai-
rada, para a separaciio das vitaminas lipo-soliiveis, verificimos
que o éter apresentava fluorescéncia azul intensa por irradiacio
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com luoz ultra-violete. O espectro de absorciio do residuo do

extracto etéreo depois de submetido a adsor¢io cromatogrifica
(fig. 6, carva 1) apresenta duas bandas bem definidas com mdxi-
mos em 336 e 278 myp e minimos em 313 e 250 my.
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Espectros de absorgio, em alcool absoluto, de fracgdes que contém a substincia

com flnorescéncia azul: Curva 1. Substincia préviamente obtida por adsor¢do
cromatogrifica. Curva m. Destilado, p. e., a 12 mm, 85° a 115°. Carva .

Destilado, p. e., a 12 mm, 120° a 160°. (A curva I nilo esti expressa nas uni-
dades indicadas no grifico; desconhecemos a concentragiio da solugdio).

—
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Numa tentativa para o esclarecimento desta questio proce
demos aos seguintes ensaios:

45 litros de vinho tinto foram extraidos em porgdes de 15
litros, com éter, num aparelho de extracgio continua, O éter foi
substituido todos os dias, e a extraccio continuada até que o
éter deixou de apresentar fluorescéncia azul. A solagiio etérea
contem muitas substincias coradas, carotendides, flavonas, anto-
cianinas e ainda os lipéides do vinho.

Verifickmos que, de entre virios adsorventes, o hidroxido
de cileio era o melhor para a eliminacio das substincias cora-
das, assim como dos estertis, nio sendo adsorvida a substancia
com fluorescéneia azal.

A soluclo foi entlio passada através de colunas de hidréxido
de céleio tendo o cuidado de que a zona castanho-escura que se
formou nio ultrapassasse metade de cada coluna; as colanas
foram lavadas com mais éter. As solugbes etéreas obtidas,
agora incolores, foram concentradas até pequeno volume.
Depois de o éter ter sido removido qudsi completamente, sepa-
rou-se uma substineia incolor que depois de ser duas vezes
cristalizada apresentou-se em forma de pequenas agulhas finas
com brilho argenteo. O ponto de fusio desta substincia &
52°.54° (nilo corr.).

A andlise elementar deu os seguintes resultados:

Encontrado: C: 84920/, H: 13,999,
85,00/, 14,39,
Caleulado para Cy; Ha, C: 85,69, H: 1449,

C.s Hyp,  C: B5250,  H: 14,759,

Péso molecular médio, encontrado 484. Calculado para
Css Hyp 490,6, para Css Hra 492,6.

A substinecia isolada 6 portanto um hidrocarbonato em Css,
saturado ou com uma ligagio dupla.

A solugiio concentrada, que contem aleool e muitas substdn-
cias de cardcter terpénico, além da substincia com fluorescéncia
azul, foi entio tratada com vapor de dgua, que arrastou parte
dos 6leos voliteis. O residuo foi evaporado no vazio a uma
temperatara que nio exceden 50”.

Ficou um oleo ligeiramente corado e de cheiro agradivel.
Tiste 6leo foi submetido a uma destilagiio & pressdo de 12 mm,

10
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obtendo-se as seguintes fraccdes: 1) ponto de ebnlicio até 8b°;
2) p. e. 85° a 115°; 3) p. e. 120 a 160°.

Ficou um resfduo que foi destilado a 10 mm de pressio, a tem-
peratura superior a 200°; o destilado apresenta-se muito escuro.

A fraegio 1, incolor, é bastante transparente no ultra-vio-
lete; o espectro de absorgiv da solucio, a 1,0820/y em aleool,
noma espessura de 1 cm., apresenta uma ligeira inflexdo
entre 275-280 mp. A segunda fraccdio, ligeiramente amarela.
apresenta uma absorcio mais intensa; o espectro de absorcio
ultra-violete apresenta uma banda com o méximo em 257 mg,
uma. banda mal definida com o mdximo em 277 myu, e outra
também mal definida na regido 310-340 mu. (Fig. 6, carva ).
A terceira fracgio de cOr amarela apresenta um espectro de
absorgdio com duas bandas persistentes, com maAximos em 218 mp
e 337 mp (Fig. 6, curva 1m); estes maximos correspondem aos
da substancia préviamente obtida.

Esperamos poder isolar esta substincia no estado puro, para
sua completa identificacio.

SUMARIO

1) Fizemos determinacdes quantitativas de vitamina A, earote-
nbides, ergosterol, vitamina B (lactoflavina) e vitamina C,
no vinho tinto da Bairrada.

2) As concentragdes de carotenocides e vitamina A sdo muito
pequenas. Nio foi possivel determinar se os carotendides
presentes siio activos,

3) A concentragiio de vitamina By & da ordem de grandeza das
concentracdes desta vitamina, em vdrios frutos.

4) A concentragio de vitamina C é inferior & de muitos frutos
e ligeiramente inferior ao minimo de vitamina C que se
encontra nas uvas,

D) Separdmos um hidrocarboneto de formnla molecular Css Hyy
on CaﬁH;:.

6) Conseguimos fraccdes concentradas e o espectro de absor-
¢ilo duma substancia que por irradia¢io com luz ultra-violete
apresenta fluorescéncia azul muito intensa.

Apresentamos 0s nossos agradecimentos ao Professor Dou-
tor A. de Morais Sarmento e ao Professor Doutor R. Couceiro
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da Costa pelas facilidades concedidas na execucio ddste tra-
balho. A Estagiio Viti-Vinicola da Beira Litoral agradecemos
a oferta do vinho utilizado nos diferentes ensaios.

Muitas determinactes feitas neste trabalho foram executadas
com aparelhos adquiridos por subsidios do Instituto para a Alta
Cultura @ do Fundo S4 Pinto.

Uma bolsa que foi concedida a F. Pinto Coelho, pelo I. A.
C. contribain para a realizacdio déste trabalho.
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