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Conforme vimos no opusculo que anteriormente publicdmos
com o mesmo titulo do actual, os dados das seis operagdes fun-
damentaes, que na arithmetica representavam numeros, eram alli
substituidos por outras tantas quantidades geometricas, havendo
porém excepglio para os expoentes, os quaes, positivos ou nega-
tivos, inteiros, fraccionarios ou incommensuraveis, continuaram
sempre a ser representados numericamente,

Resta pois ainda averiguar se nfio poderfio tambem esses sym-
bolos receber a significaglio de quantidades geometricas, cum-
prindo mais, no caso affirmativo, investigar as propriedades in-
herentes ds novas fancgles potenciaes que assim se formarem,
bem como deduzir as consequencias mais notaveis a que o seu
emprego possa dar logar. E d'isso vamos occupar-nos presente-
mente, procurando assim completar, dentro dos estreitos limites
que desde o principio nos tragdmos, o que dcerca do calculo das
quantidades geometricas deixdmos exposto nos j4 citados artigos.

certo que o assumpto se encontra, geralmente, tractado nos
livros de analyse; mas, como ahi vem precedido quasi sempre de
grande copia de doutrina estranha, nlio sers, talvez, de todo
improficua esta nossa tentativa,

B
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I. Algumas nogGes sobre as series

1. DefinigBes, Chamamos serie a uma ressio composta de
um numero indefinido de termos, cada um dos quaes é nma fun-
eclio determinada do numero (indice) indicativo do logar que esse
termo occupa na dicta expressio. :

Termo geral da serie é a expressio que d4 o valor de cada
_ termo em func¢lo do respectivo indice.

Assim, proposta a serie

M) e

1\n
perd 5 osen termo geral, pois que, fazendo 111'eat.!; expiressio
!?? _4_: '§:'":
isto é, cada um dos termos successivos da serie.

Designando por S, a somma algebrica dos » 41 primeiros
termos de uma dada serie, serd S, uma quantidade variavel com n;
e a serie diz-se convergente, quando, augmentando n indefinida-
mente, S, se aproxima tambem indefinidamente de uma quanti-
dade finita e determinada S, que entfio se denomina limite ou
somma (%) da serie (»x).

n==0,1,2,3,... 80 encontra respectivamente 1

. (#) Esta nltima denominagiio relaciona-se com o modo que geralmente
ge emprega para denotar a ligagio entre uma serie convergente e o sen
respectivo limite, pois que sendo, por exemplo, 2 o limite da serie (1), e
devendo portanto eserever-se

; 1 1
2-um.(1+?+z+....),
ge indica mais simplesmente esta relagdo, pondo
1 1
9n=1+'§-+z+....

{(##) No easo de convérgencia, designando por 1 & differenga numerica
@ |8 —8|

S e
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Se a somma S, cresce com n acima de todo e qualquer valor
finito dado, a serie & divergente.

Finalmente a serie diz-se indeterminada, quando, augmentando
n, a somma Sg tende para mais de um valor ou limite.
Assim & convergente a serie

1 1
1"{"?"‘-4"!'?'!‘----5
divergente a serie
R T AR

cujo termo geral é n; e indeterminada a serie

I, R R

e, tendo por termo geral (—1)", oscilla alternada e indefini-

mente entre os valores 1 e —1.

Até aqui temos supposto reaes os termos da serie; conside-
rando agora uma serie de termos imaginarios (representantes de
quaesquer quantidades geometricas), da férma

(w0 +tvo) 4 (w4 + dv1) 4 (w2 -dw2) 4 ...,

diremos que ella é convergente, quando forem conjunctamente

respectiva a um dado valor i de n, haverd outro inteiro j>>1, tal que, para
n>.j, a differenga (1) fique eonstantemente menor que um dado numero
& <, por muito pequeno que seja z em relagdo a o

Demais denotando por ¢y < a differenga (1) correspondente a n = j, ha-
verd outro inteiro j'>>j, tal que, para n~.J, seja a differenga (1) constan-
temente menor que outro numere dade <« <Ca, por muito pequeno que
seja B em relagdo a s,

E assim por deante.

Finalmente, os numeros a, §, v, .. . . poderdio ser escolhidos (e nés assim

o supporemos) de modo que, sendo indefinidamente decrescentes, tenham
por limite zero, para o que bastaria tomar, por exemplo,

X AECRS
a 2l,'ﬂ;l=ﬂ |,‘I‘—2|;,.-..




convergentes as duas series de termos reaes

ot fuaf...o,

vot+vitvaf.....

2. CRITERIO DE CONVERGENCIA. Para que uma dada serie de
termos reqes

1) Uyt fuatus ...,

seja convergenie, & necessario e sufficiente que g'ua!guer que seja p
para valores de n indefinidamente crescente;, convirja para 2ero
o valor numerico da expressio

@) it + tnta -t <o . . Unipe
a) Pondo

S—Ss=¢, S—Bwp=u
acharemos
Setp—Sa=s—uy,
ou, representando por Raip a expressio (2),
Bajp=t—u.
Ora (nota #+ pag. b), suppondo n#, serd
o ]| <ay @1 | <=z ©logo |e—u |<2a.
E do mesmo modo se acharia
fo—u | <28, |o—u |<2% e

suppondo successivamente n __"»};"', n ;j", 3

E assim fica demonstrada a primeira p.!.rte angmpomg&o, visto
serem indefinidamente decrescentes as quantidades &, 3, 7. .

b) Attribua-se a n um valor j, tal que, para nj, set
constantemente

| Bagp | <
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Para nj, Su ficard comprehendido entre Sj-+a e 8j—a,
valores que denotaremos respectivamente por A e B.
Depois, continuando a augmentar n, po«ﬁaremua conseguir que

este numero attinja um valor j', tal que, para nJj', seja

| Batp | <B.

Para nj", Sy ficard pois comprehendido entre Sy - e Sy—f,
valores que designaremos por A' e B' ().

Em seguida, continuando sempre a augmentar n, este numero
attingird um valor j", tal que, para n<j", Sy ficard comprehen-
dido entre Sjr -}-y e Sj# — v, ou entre A" e B,

E assim por deante.

Vé-se pois que, pelo augmento de n, Sy ficard successivamente
comprehendido entre A e B, entre A’ ¢ B/, entre A” & B,...
Ora, considerando duas grandezas variaveis, cujos valores sue-
cessivos sejam representados, os de uma d'ellas (da decrescente)
por A, A’, A”,.... e os da outra (crescente) por B, B/, BY,...
6 manifesto que essas grandezas terfio cada uma o sen limite (##);
e demais esses limites serfo eguaes, visto que a differenca entre
ellas tende indefinidamente para zero. A grandeza tambem va-
riavel S, constantemente comprehendida entre essas duas, terd
portanto tambem o mesmo limite que qualquer d’ellas,

CorOLLARIO 1.° Proposta uma serie de termos reaes, uns posi-
tivos e outros megativos, se, mudando os signaes a estes ultimos
termos, resultar uma serie convergente, tambem serd convergente a
serie primitiva (##%); e reciprocamente.

(%) Be fosse 8, 48> caso em que teriamos necessariamente
8;—B> B, em logar d'aquella primeira expressio, para representar A/,
adoptariamos A/ = A.

% sﬁ fosse 8y — B < B, e portanto 8; 4B < A, adoptariamos para B o
valor B.

E em ambos o8 casos o nosso raciocinio subsistiria sem modificagdo.

(##) A grandeza indefinidamente decrescente, cujos valores successivos
silo representados por A, A/, A'.... & sempre maior que B; e do mesmo
modo & outra grandeza successivamente representada por B, B/, .... é
crescente ¢ sempre menor que A. Cada uma d'essas grandezas terd pois o
seu limite.

(###) Egsas series demominam-se, com muita propriedade, absolutamente

es. E demonstra-se que o sen limite & independente da ordem em

, que se escrevem os termos, ao contrario do que succede com as series que,
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COROLLARIO 2.° Proposta uma serie convergente de termos reaes
e positivos, se multiplicarmos os seus diversos termos por ouiros
tantos factores, ndo sendo o valor numerico de nenhum d’estes su-
perior aum dado numero finito H, a serie que assim resultar serd
tambem convergente.

Comegando por suppor que eram positivos os factores, pelos
quaes mulejﬁlicammos os diversos termos da serie, e represen-
tando por R'nip a expresslo (1) respectiva 4 serie resultante
d'essa multiplicaglo, serd

| Ratp | = H| Ratpl;

por onde se vé& que R'niy e Rayp tenderlo simultaneamente para
o limite zero quando » augmentar indefinidamente.

Suppondo agora que os diversos factores tinham differentes
signaes, e attendendo 4 doutrina da ultima parte do corollario 1.°%
immediatamente se reconhecerd que ainda n’este caso é verda-
deira a proposi¢iio enunciada.

L

COROLLARIO 8.° Serd convergente uma serie de termos imagi-

gendo convergentes, se tornam divergentes quando se mudam os signaes
a0s seus termos negativos, pois que para estas o limite varia com a ordem
em que se succedem o0s termos, podendo até acontecer que uma serie con-
vm:genbe se transforme assim n'outra divergente.

'or exemplo, a serie

1 1 1
1_E+§_-4-+""'

gue ndo é absolutamente convergente, tem um limite differente do que eor-
responde & serie formada com 0s mesmos termos da precedente, escriptos
porém de modo que dois termos positivos sejam seguidos de um negativo,
assim :

1 1 1 1
515 i Y e Y i
Como exemplo de uma serie convergente, ¢ de outra divergente que re-

gulta da primeira pela mudanga na ordem em que o8 termos se escrevem,
encontram-se tambem nos livros de analyse, entre outras, as duas seguintes

1_'_.‘/_2 —3 (—+P’.——b-o-.-.
1 S e ke SO W
1 Va3 V2 Y5 VT V4
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narios (representantes de quantidades geometricas), sempre que for
convergente a serie que resultar da substituigio de cada termo da
primeira pelo respective modulo.

E uma consequencia immediata da doutrina do corollario 2.° ().

CoROLLARIO 4.° Suppondo positivos todos os termos da seris
(1), esta serd convergente, se a partir de um dado valor i de n
em deante for constantemente

Un it
) syl

Designe « um numero menor que a unidade e maior que o
maior dos valores que toma o primeiro membro de (3), quando
n’elle se faz variar n desde n=1 até n=00.

Para n ¢ serd

tnt2

’<a,.... :

Untp—t

-t <a,

<a,
Un Hin

d’onde se deduz, multiplicando ordenadamente estas desegual-
dades,

H < ab,
Un
ou
(4) Untp < a&Puy.
Serd pois
Unpt < cUny tnta <o n, Unpp<aPuy
e logo
1—ar o
Unpr +tnts 4.0 tingp<a e t:,.-{l_“u.

ou

R..;.,,{l—a—u.,
—a

(ug N'este caso poderemos suppor H = 1. (Veja-se mais adeante & ex-
pressdo de ¢ em o numero 8).




"

Ora a relacllo (4) mostra que a partir de n==1 em deante, &
medida que n augmenta, o valor u, tende indefinidamente para
zoro; gerd pois Rayp tambem indefinidamente decrescente, e
portanto convergente a serie proposta.

ScHoLo. Na hypothese admittida no corollario 4.° o erro que
se commette parando no termo da ordem n serd inferior a

o

g .

(®)

l1—a

8. Applicagiio a um exemplo. Proposta a serie
z o 2
(&) 1+T+m+§+----

e susﬁondo que z denota um numero qualquer positivo, é facil
reconhecer (n.® 2, corollario 4.°) que ella é convergente.
Tem-se com effeito

i A i
w a1

por onde se v& que, qualquer que seja z, sempre se poderd dar

- <1
nt 1 3

Depois do que, tendo em vista a doutrina do corollario 3.%, se
pdde mais concluir que a mesma serie ainda serd convergente
na hypothese de representar z uma quantidade geometrica qual-
quer, r.

N'esse caso teriamos com effeito

a n um valor i, tal que para n i seja

z=ry=r(cos § 4 isenf),
logo
=1 (cosnl 4 isennf);

e, portanto, substituindo cada termo da serie (1) pelo respectivo
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modulo, viria uma nova serie, cujo termo geral era
i
n!’

ora esta ultima serie & convergente, como acima se vio, logo
(corollario 3.°) ser4 tambem convergente a serie primitiva.

4, Determinaglio do numero e. Assim reconhecida a conver-
gencia da serie (1) do numero 3, qualquer que seja z, supponhamos
agora z=1, caso em que o limite ou somma da serie é geralmente
representado pela letra e.

A serie considerada serd n'este caso

1 1 1 1
1+T+§+"ﬂ+;ﬂ+----i

e facilmente se reconhece que a sua somma ou limite, evidente-
mente superior a 2, é inferior a 3.

Para isso basta aproveitar os tres primeiros termos da serie,
d’onde resulta a somma 2,5, e depois calcular o limite superior
do resto pela formula (5) do numero 2, em que podemos suppor
up=u3=0,0 e a=E‘- =3 o que dd para representar esse

n3
limite, superior ao resto da serie, o numero 0,25.

Demonstra-se tambem com facilidade que o numero & é incom-
mensuravel.

Com effeito, suppondo-o commensuravel e attendendo a que,
como j& vimos, niio & inteiro, sempre o poderemos representar

m - - - - -
sob a férma —, designando m e n dois numeros inteiros prunos
n

entre si.

Posto isto, supponhamos que, para calcular o numero e, come-
gavamos por aproveitar somente os n -1 primeiros termos da
Berie.

Teriamos assim a somma

nl

1 1 X 1
1+T+'§“+ﬁ+°“'+__;




13

e o limite superior do resto seria tambem dado pela formula (5)
do numero 2, na qual poderemos agora suppor

1 Unta 1

Uy =—=—0y o= e =

n! Unps n-41

Esse limite serd pois
1

1
Y
n
e como o resto da serie o nflo excederd, esse resto poderd ser
representado por
f

FoEY

1
n! n

designando § um numero positivo comprehendido entre zero e um.
Teremos assim a egualdade

RS
n

m 1 1 1 1
Sy mA e e Y Y

n

e multiplicando ambos os membros d’ella por n!, vird um resul-
tado da férma

A=B+2,

sendo A e B dois inteiros, e % uma fracglio propria.

Este resultado absurdo mostra a falsidade da hypothese esta-
belecida.

B. Multiplicagiio das series. Sendo

(1 votw+ut....
@) vot+otwradt....

s

e
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duas series convergentes, de termos reaes e positivos, que tém respe-
ctivamente por limite S e S/, se considerarmos uma nova serie

(3) wo+w+wst....,

estando os termos d’esta ligados aos das duas primeiras pelas re-
lagBes

Yo = Yo Ym
=, vy | i v,
w3 == u,va | w vy - uavy,

wa =19V | WVs—1 + UaVa—3 4 ..., - tUnVo,

a serie (3) serd tambem convergmte, e 0 seu limite 8" serd egual
ao producto SS' dos limites de (1) e (2).
Evidentemente &

(4) 8, < 8,8,

Demais, se denotarmos por 2m o maior numero par contido
em n, teremos tambem

(5) S,>8,.8..

Posto isto, fazendo agora tender m e portanto n para o infinito,
as duas grandezas variaveis, que representam os segundos mem-
bros de (4) e (5), tenderfo para o mesmo limite SS'; e portante

a grandeza tambem variavel S:, constantemente comprehendida
entre essas dunas, tenderd tambem para esse mesmo limite.

COROLLARIO 1.° A proposiclo precedente ainda subsistird
do, tendo quaesquer signaes os termos de (1) e (2), forem a!u-
tamente convergentes estas duas series.
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Com effeito, formando a differenga 8,8, — 8], acha-se

(6) 8,5, — S| = (uats+-tn—ivs + «« ++ + wivy) .
+ (unvs + va—iva + ... vave) 4 .. .3 ugta;

ora, por serem absolutamente convergentes as series (1) e (2), a
expressiio precedente, calculada na.iey'pntheaa de u e v serem
positivos, tenderia para zero quando m augmentasse indefinida-
mente, e portanto o mesmo se dard tambem quando algumas
d'essas quantidades tiverem o signal menos, pois que o valor
numerico d'aquella expressiio serd entiio menor.

Teremos pois

lim. (8,8, — 8, )=0,
&, portanto,
8" —89.

CoroLLARIO 2.° A doutrina do theorema e corollario prece-
dentes ainda serd applicavel na hypothese de n e v representarem
quantidades geometricas, se forem convergentes as series que resul-
tarem das propostas depois da substituicie de u e v pelos respe-
etivos modulos U e V.

Demonstra-se raciocinando como j4 o fizemos a proposito do
corollario 1.°, attendendo a que o modulo de (6) nunca poderd
exceder o valor numerico que essa expressio attingiria quando
calculada depois da substituiglo de u e v pelos respectivos mo-
dulos U e V (%), valor esse que por hypothese tenderia para zero
quando n augmentasse indeﬁni(ﬁnente.

6. Applicagdo a um exemplo. Suppondo agora que eram

2 3
1) Lt g gy e

: z 21 23
@) e T T

(#) Visto que o modulo da somma nmnea ¢ superior 4 somma dos mo-
dulos das parcellas,

gy =t

ks VT
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as series denotadas por (1) e (2) em o numero precedente,

como seriam convergentes as duas series que resultassem d’ellas

i depois da substituigho de cada termo Pelo respectivo modulo, se

' formarmos com os termos de (1') e (2) uma nova serie (3') cor-

' res ondente 4 serie (3) d’aquelle numero, a estas tres series serd
icavel a relagio mdm:ga. no corollario 2.° do mesmo numero.
ra, formando o termo geral ws, acha-se

Wn=Un¥) + Un—iVi + ta—302 + .. .. T UYOa=

; ~SH i e g
| isto 6
E w.=i(ﬂ+w—*x'+"(“ l}p—w+...+e-)
i ou
: w‘=(5+")';

assim a serie (3) do numero D serd no caso presente

z 2
m apERD et et

Denotando pois muito simplesmente por [z] a funcgllo de s ma
t exprime o limite de (17), e conseguintemente por [2] e

- as funcgBes analogas que representam os limites de (2') e 53’ -

, attendendo 4 doutrina do corollario 2.° do numero p
acharemos

f ) =[s+ )

e . PRI T
¥ et gk

=

—

=k x--—-'q T



II Propriedades concernentes aos limites de algumas
series precedentemente consideradas

7. Sobre o limite da serie (1) do n.° 3. Tendo reconhecido
que 6 sempre convergente a serie

T

quer z represente um numero ou uma quantidade geometrica,
mostraremos agora que o limite d'essa serie 6 o mesmo para

que converge a expressio (1 +—:—1-) , quando se augmenta
indefinidamente o numero inteiro e positivo m.
m
Desinvolvendo (t-]—i) na hypothese de ser m finito,

inteiro e positivo, vem
L)
(1) (1+ )—.1+m%+.’31._.?_§.__'.f_-+...

mm—1)(m—2)...(m—p+1) =2pr

az 1.2, R
mm—1)m—2)...(n—m 1) o
+ 2 (4 ol -mﬂ’
sendo .
| mm—1)(m—2)...(m—p+41) =zp
® 12D mp

e

T L I el .

S ——
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o termo geral, d’onde se podem deduzir o segundo, tereeiro, .. .
e ultimo termo do desinvolvimento (1), fazendo successivamente

P=1, 2,-.-’1“1

Ora (2) equivale a

s ey e e

e como o coefficiente

(1_%) (1—%) ( _}_};_1)

pode ser substituido por (%)

1 2 p—1
1‘“(;+;+-"+T)
on

l_apfp—l)’
2m

(#) Lemma: Se representarmos por P o producio (1—a) (1—as)...
(1 — aw), onde ay, a3, ... au designam numeros positivos menores que a uni-
dade, teremos

(A) Pos==1—ou(ay4az+ ...+ au)

sendo tambem aw um numero positive menoy que a unidade,

Com effeito, pondo #m = (), 0 segundo membro de (A) ficaria reduzido h
unidade; e como &, evidentemente, Pu < 1, serd o, > U e, portanto, sitivo,

Do mesmo modo, pondo a,, = 1, 0 segundo membro de (A} ficaria repre-
sentado por 1 — (a; + az 4 . . . 4 a,); ora, como em seguida se demonstra,
este resultado & menor que P, e portanto s, serd, como tinhamos dito,
um numero eomprehendido entre zero e a unidade.

Agora, para evidenciar que &

(B} Pl}"'[al—l‘ﬂl'l-“' +ﬂ-]|

bastars demonstrar que, se esta desigualdade se verificar para um dado
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onde por z se designa um numero positivo menor que a uni-
dade, (2) transformar-se-4 em

zP zp o
1.2...p 1.2...(p—2) 2m’

ou, escrevendo §p—2 em logar de =z,

zP zP Bp—2
T TR TR e s R T

expressio applicavel a todos os termos do desinvolvimento (1),
para os quaes seJa p>2,

Applicando pois esta transformaclio ao quarto, quinto, .
ultimo termo do desinvolvimento (1), acharemos

® (142 =(1+ LT D)

2 z am—12
“E;;(IJFTG’ —a,+--— R —a._e).

valor de m, g:almente snbsistird para o va]or m -1, pois que a rela-
¢io (B) & evidentemente, verdadeira para m = 2, por ser entio

Pr=(1—a) (1 —a) =1— (@ +a) +@a>1—(a+a)

Ora, multiplicando ambos 0s membros de (B) pela quantidade positiva
{1 — @ 1), acha-se effectivamente

Papi>1—(@ a4 ...+ 8ati) (@ + a2+ .- + ) Guipry
e logo

Pupi >1—(ay+ag+ e + Qug1)




- ——————
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Suppondo agora que m augmentava indefinidamente, a ex-
pressio comprehendida no ultimo parenthesis tenderia para
um limite finito e determinado (¥); e como ao mesmo tempo

z - - - -
o factor 5. 8¢ approximava indefinidamente de zero, conclui-

m
remos que &

1im(l+ :i)“=1m1(1+%+-§; +;+)

8. Propriedade respectiva ao limite e,
Pondo z=1 na ultima relagio achada e attendendo ao que
ge disse em o n.° 4, conclue-se que &

: 1.4»
lim (1 - m) =e,

0 que n’outros termos significa que se péde considerar e como o
1\m

limite para que tende a expressio (1-+— ) , quando, sap-
m

pondo m inteiro e -positivo, se faz augmentar indefinidamenteé
este numero.
Mostraremos agora que esse limite é ainda o mesmo para

1\m
que converge a expressio (l+- ) quando m augmenta
m

(#) Designando por % o modulo de z, e substitnindo pelo respective
modulo cada termo da serie

T - R

achariamos

14 %2041 L0 B0

e porque a convergencia d'esta ultima serie ¢ ji reconhecida (ne 2,
Corol. 2.0, coneluiremos (n.® 2, Corol. 3.°) que ¢ tambem convergente &

serie comprehendida no parenthesis acima indicado,

i
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tivo, inteiro, fraccionario ou incommensuravel.

. .

®
Tem-se tambem

e logo

2 1 \e+t
!j_m(]—{— ) =a,

a1

esse mesmo limite,

indefinidamente em valor numerico, quer seja positivo ou nega-

1.* m positivo. Qualquer valor de m positivo e niio inteiro
ficard comprehendido entre dois inteiros consecutivos p o p - 1,
sendo  indefinidamente crescente com m; e assim teremos

+1 m
0 (#3504 >0k
B m

(=2 )

d'onde resulta, suppondo indefinidamente crescente o inteiro u,

[ lim (1 o i..)"“: lim (1 ; %)" lim (1 ¥ 1 )

== hm (1 + i)pw‘-—'— &,

(et =)

Assim o primeiro e o ultimo membro das desigualdades (1) con-
vergem ambos para o mesmo limite e; e portanto a quantidade

1\m
(1-[- ;;—) , comprehendida entre elles, tenderd tambem para

i
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2.° m negativo. Tornando explicito o signal de m, teremos

(=)= (Lil>.=(m:)"= (crama)

m

1 m—1 1
=(l+m—‘_1) (1 +;‘_'i)‘

e depois, temando os limites,

] 1\—m 1 m—1
lim (1— : ) = lim (1-[— ) =d
m m—1

9. Nova propriedade do limite da serie (1) do n.° 3, respectiva
ao caso de ser z uma quantidade numerica, positiva ou negativa.

Substituindo agora z por um numero qualquer #, e attendendo
a que é

(e2y=[0 T[]

m
ou, pondo P

N i

e finalmente considerando que, qualquer que seja o valor finito,
positivo ou negativo, de #, ao valor infinito do inteiro positivo m
corresponderd () p =+ o, acharemos, tomando os limites dos -

(#) As duas quantidades, aqui designadas por m e g, tenderdo simulta-
neamente para o infinito, passando a primeira por uma serie de valores in-
teiros e positivos, e percorrendo a segunda outra serie de valores, positivos
ou negativos, inteiros, fraccionarios on incommensuraveis.
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dois membros de (1),
: o\
2) lim (1 + ;) == e%.

10. Demonstragio de Cauchy. Embora seja muito simples a
demonstragio, ultimamente exposta, da propriedade expressa
pela equaciio (2) do numero precedente, ainda aqui daremos
d'essa propriedade outra demonstraglio, devida a Cauchy, e que
nos parece tambem muito interessante,

Funda-se esta demonstraciio no seguinte:

Lemma. — Designando [x] uma determinada funcgiio continua
do numero z, se for

(1) [«][@]=[=+#],
- terenos \
- @ () =(1]"
De (1) deduz-se : 4

L) =D =Ly A+ g+ oy
e depeis, pondo y=y'=y"'=...=yhr—1), g
@) [y]r = [ny].

Posto isto, distinguiremos agora diversos casos. |
1.° Pondo y=1 em (3), resulta |

(1] = [n},

0 que demonstra a relaglio (2) para valores inteiros de .

- 2.° Suppondo y=—— (3), vem

| [=m.




&

2%

1 1
— =1
[ ﬂ:l (]
o que confirma a existencia da relagfio (2) para valores de @ da

forma —, sendo n inteiro,
n
3.° Fazendo y=— %‘—, a relago (3) daré

|5 ]=m.

e logo

= [=0
e logo
) EECE

4.° Assim demonstrada a relagio (4) para quaesquer valo-
res E, fraccionarios e positivos, se agora fizermos convergir o
n n

para o limite zero, acharemos
(b) [0]=1.

E com a applicagio do mesmo methodo dos limites igual-
mente se acharia

(=[P

sendo v um numero incommensuravel qualquer.
5. Resta demonstrar que a relagiio (2) tambem se verifica
para valores negativos de .

REVES NP P
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Para isso faremos em (1) #'==—a, o que dard

4 (] (—=]=(0
ou
(2] [—=] =1,
e logo
1 1
[_x]=m=ﬁ?=[1]— -

Suppondo agora que por [#] se designava a funcglo
m
lim 1-]--;1 , como para esta funcglio se verifica (n.° 6) a

propriedade expressa pela relagio (1), teremos

L (o 21T
tim (14 %)‘; .

I1I. Das potencias que tém por base o numero ¢
e por expoente uma quantidade geometrica

11. Definigio e propriedades das exponenciaes. Quer z mj{a
um numero ou uma quantidade geometrica, sabemos (n.” 7)
que &

“m(1+§;)'=1+%+4§’~+§+.-.;

e demais no primeiro caso tem-se tambem

® ﬂHM(1+§)'=1+-:-+~’§-+§+--.-

TSRS Gy ~a:.u.. T

P T W T A
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Posto isto, e suppondo agora que é z uma quantidade geome-
trica, tomaremos para definigio de e a que resulta das mesmas
relagdes (1).

D’'esta definiclio e do que se demonstrou em o n.° 6 resulta

et et = et e,
@ conseguintemente

er et —pt—7,

sendo z e z' duas quantidades geometricas quaesquer.

12. Eaxponencial trigonometrica. Suppondo 2= yi, sendo y um

numero qualquer, positivo ou negativo, procuremos o valor ou
expressio de &,

Tem-se por definigio

e =lim (1 + -’5)',

ou, pondo (*)

gl
) 1+ &=,
@ ot = lim. (p*)os,

sendo p e O duas quantidades variaveis com o inteiro m,
A relaglio (1) equivale a

14 . =p(cosl -+ isenb);

3|

(#) Designamos por ¢ o menor valor numerico, positivo ou negativo, do
argumento concernente 4 grandeza geometrica fy.
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e d'esta se deduz (%)

-
T e Sl SR L% S, M e

® ‘1=poosg, - =psen, "
m )
depois
1+$=P's - i

¢ finalmente

No intuito, pois, de conhecer o limite para que tende em (2) .
o modulo p™ quando m augmenta indefinidamente, procuremos
n’esta hypothese o limite correspondente & expressio

B (1 +f:‘)ﬂ_ v _;i

R s P! -

|

Pondo b — z, z approximar-se-& de zero quando m augmen- : ;
tar indeﬁn?&nmente; e a expressio (4) transformar-se-d4 em 'il
M

gz \m . !

®) (1+2)" b
Posto isto, serd applicavel a () a transformaglio indicada pela « . :g

relagio (3) do n.* 7, advertindo porém que no caso presente _
gerd z uma quantidade variavel com m e tendente para zero, \
como ha pouco se disse. -

(#) Por ser positivo cos p = -:.-, o angulo 9, que terd o signal mais ou

ménos conforme y for positivo ou negativo, serd numericamente menor
=

5

que
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2
Ora, representando por r o modulo de s=£--, respectivo a

m
um dado valor de m, por muito grande que seja este ultimo nu-
mero, sempre o modulo da expressio contida no ultimo paren-
thesis d’aquella formula serd inferior a i ; @ como o factor
1 -_—
;—m, pelo qual deve ser multiplicada essa expressllo, tende para

zero quando m augmenta indefinidamente, serd ainda no caso
presente

z\m z il . m
]jm 1 S— == I.. 1 — e = e e w—- N
® tim (142 ) <t (14Tt St St o)
Demais, considerando agora a expressio comprehendida no
ultimo parenthesis de (6), por maior que seja m, nunca o mo-
dulo d’essa expresslio serd superior a e T teremos por con-

geguinte o

: SR |

lim (1+%)"§1;

e, como por outro lado é manifesto que nlo poderd ser

fim. (1 4 %)'::: 1,

concluiremos finalmente

lim (1 ¥ %)“2 1.

Teremos pois em (2)

(T lim (pm) =1.
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Resta conhecer o limite para que tende o argumento m§.
Das relagdes (3) deduz-se

Y
— =tangg;

logo (#)
y=—mtang¥,
e logo

tan
© y=ma-—f—”.

_Ora da relaglio (8) infere-se que o valor §, positivo ou nega-
tivo, converge para zero quande m tende para o infinito, e,
portanto, attendendo a (9), concluiremos

lim. y =y = lim. m{ ><lim. E%g—g == lim. m#,

isto &
(10) y— lim md.

As relagles (2), (7) e (10) dRo finalmente

Eﬂzlyj
on

(11) eV = cos y -} i sen y.

Esta formula devida a Euler, e que subsiste qualquer que

{#) A relagiio y=m tang#® deve ser considerada conjunctamente com
as relagies (3), e por ellas fica completamente determinada o angulo 8,
pois, embora entre U e 2= haja seinpre dois arcos que correspondem a uma
dada tangente, sémente deverd ser aproveitado, como valor de ¢, aquelle
em relaglio ao qual se verifiquem as relagdes (3) que determinam o seno e
o coseno d'esse angulo.
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seja o valor numerico (positivo ou negativo) de y, justifica a de-
nominaciio de exponencial trigonometrica com que & designado
o algorithmo e,

COROLLARIO. Substituindo em (11) e pelo seu desinvolvi-
mento em serie, dado pela formula (1) do n.° 11, e depois igua-
lando separadamente as partes independentes de i e as que se
acharem multiplicadas por esse symbolo nos dois membros da
equaglio resultante, obteremos (x)

13. Nova representacio de wna quantidade geomelrica.
Pondo 2= - yi, tem-se

ot ==+ — o , el — e% (cos y + @ sen y) = (e)y,

ou, fazendo
(1) ef=r,

et =ry,

Assim, proposta uma quantidade geometrica ry, e determi-
nado @ pela relagiio (1), que di «=1logr, teremos, para repre-
sentar aquella quantidade, a expressiio

¢log r+ui,

(#) Suppondo conhecidos estes desinvolvimentos (veja-se na— Primeira
parte — a nota (#) do n. 19, 4.°), e attendendo ao desinyolvimento ji dado
(n.2 11) de e*, tambem immediatamente se acharia a relagio (11) do nu-
mero precedente.

Mas, embora seja esse o modo mais geralmente seguido para se obter &
referida relagdo (11), julgdmos aqui preferivel o processo acima exposto.
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Vejamos agora qual a expressiio mais geral de 2, que satisfaz
& condicXo de ser

ef = ry.

Qualquer que deva ser z, sempre poderemos represental-o sob
a forma

t=u-uvi;

@ assim teremos

ef == et +tia= ¥ M —g¥(cosv | isenuv).
E como esta expressio deve equivaler a ry, isto é, a

r{cosy - i sen y),
serd

gb=—p, COBU==CO8), SENV=—8eny,

e logo
u=logr, v=y- 2nrw,

denotando n todo e qualquer inteiro, positive ou negativo.
A expresslio mais geral de z serd pois

(2) z=logr-+ (y+ 2nx)d.

E, com effeito, tem-se

og T (y+ 15l — glog F >C o >< g2,

ou, por ser
elogr— ¥ M= 1” (i — 1,

elog 14 (U + 0w — .
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1V. Logarithmos neperianos

14. Definiges. Proposta uma quantidade geometrica, aa, cha-
maremos logarithmo neperiano d’essa quantidade a qualquer ou-
tra, z, que satisfaca & seguinte relagilo '

M o = ta.

D'este modo, denotando por log ((a.)) a expressilo mais geral
de z, que satisfaz & equaglio (1), teremos (n.° 13)

2) log ((az)) =log @ 4 (= -+ 2n®)i.

(COROLLARIO. Suppondo que @ representava um numero posi-
tivo, poderiamos suppor 2==0, e a expressio (2) daria

log ((a))=loga 4 2n=®i;

por onde se vé que n'esta theoria qualquer numero positivo tem
uma infinidade de logarithmos neperianos, sendo real um d’elles
sémente, correspondente a n="0.

Scronio. Indica a formula (2) que se obterd o logarithmo
geral neperiano de uma dada quantidade as == da-2u, addicio-
mando ao logarithmo arithmetico neperiand do modulo, loga, o
Smducto de i pela expressio geral, a4 2nw, do argumento

'essa quantidade.

(Conseguintemente, suppondo que a quantidade proposta era
assignada por um valor unico (determinado) do argumento, por
exemplo pelo valor «, e admittindo mais que por convengdo o
coefficiente de i em (2) se referia exclusivamente a esse valor,
o logarithmo tornar-se-ia assim n'uma funcgio completamente
determinada, log a -+ ix.
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A esta hypothese se referia Hoiiel, quando a pag. 319 do 3
tom. 1.° do seu Curso de caleulo infinitesimal, escrevia: — L'ar- {
gument . ., doit étre complitement déterminé, et non plus seulement . V
connu d un multiple de 2w pris. &

E assim tambem praticou Cauchy, quando da expressio (2) 2
destacou a correspondente ao menor valor numerico (positivo ou B
negativo) do coefficiente de i, valor que, na hypothese sempre 2
admissivel de ser a positivo e menor que 2=, ficaria represen- b
tado por «, quando se tivesse a< ®; por «a— 2=, caso fosse
a>%; ¢ finalmente por + =, na hypothese de ser a=—r=. 2

Ao logarithmo, assim formado, chamou Cauchy principal; e 1
resulta do que se deixa dito que esse logarithmo ficard unico, e i

E;Or tanto determinado, sempre que seja a-‘éﬂ, e duplo e da
rma loga-+iw, quando for x == (x).

Na obra de Cau&y (##) sllo quasi exclusivamente considerados
o8 logarithmos principaes, e dcerca d’elles se demonstram diver- £
sas propriedades muito interessantes. .

16. TueoREMA. O logarithmo de um producto ¢ egual d somma ¥
dos logarithmos dos factores (wx+). )
Esta propriedade resulta immediatamente da relaciio 7. ¢ = 9
et +7, o pdge tambem demonstrar-se como em seguida se vé. . a3

(#) Esta circumstancia de ter o logarithmo principal um 86 valor para i
a z =, ¢ um valor duplo quando é x =, foi comparada pelo illustre au- } M
ctor eom o facto analogo que se dd com a funegiio y = 2 2 que, tendo tam- B

bem um 86 valor para cada valor, positivo ou negativo, de @, adquire dois
valores, y =+, quando ve suppoe = 0. y

Ora do mesmo modo gne n'esta funegdo se deverd adoptar y = 4o on 1
y = —®, canforme o valor z = (), a que correspondem aquelles dois va- i
lores de y, for considerado como o limite de valores positivos e decrescen- ¥
tes de =, on, pelo contrario, de valores negativos e tambem numericamente
decrescentes d'esta mesma guantidade. assim tambem por identicas consi-
deragdes se poderd, em geral, levantar & indeterminagiio do valor duplo do
logarithmo principal, correspondente ao valor = do argumento respectivo 4
quantidade proposta.

(##) Exercices d'analyse ef de physique mathématique,

(###) A doutrina d'esta proposigio pide entender-se como significando
gue, tomado um dos logarithmos particulares de r, e outro de s, a sua )
somma serd um dos infinitos ]0%:[]‘1[]]1“03 do producto (rs),4; ou, alids, -
que a expressio geral do logarithmo de r, junta com a expressio tambem

geral do logarithmo de #; dd o logarithmo geral do producto (rs), 4, Mas,
embora sejam equivalentes estas duas interpretagoes, convird usar com . .ale
preferencin d'uma ou d'outra conforme os easos que se offerccerem, E

3




B e

34

Tem-se

log ((rp)) =log r + (p + 2n=)i,

log ((sg))==log s + (¢ + 2n'm)s,
e portanto

log ((rp)) + log ((sg)) =log rs + (2 + @) +- 2(n +-w) &1,

ou, pondo

ri=g, p+g=4g, n4n=nm,
(1) log ((rp)) -+ log ((¢g)) =log p + (§ + 2m®)i,

sendo n -4 n' ou m um inteiro qualquer, positivo ou negativo.
Por outro lado é

Tp . 8¢ =(r8)p4q=="Po,
a

@) log ((ps)) =log p + (§ + 2m=)i;
e portanto, (equagBes (1) e (2)), serd

log ((rp >< 8g)) ==log ((rp)) -} log ((sg))-

CoroLLARIO. O logarithmo d'um quociente ¢ equal ao loga-
rithmo do dividendo menos o logarithmo do divisor.

O logarithmo de uma potencia, indicada por um expoente, in-
teiro e positivo, é egual ao producto d’esse expoente pelo loga-
rithmo da raiz. Etc., ete.




V. Das potencias em que tanto a base como o ex-
poente denotam quantidades geometricas

-18. Definigiio. Sendo v e v duas quantidades geometricas,
digamos a significaclio de

(1)

Tem-se

u == elog ({v]),
e por convenglo considera-se a expresslo (1) como equivalente a

evlog ((u)),
Serd pois

(2) ub == gv log ([w)),

Especializaremos agora os differentes casos que podem dar-se.
1. v==m, sendo m um inteiro positivo.

Pondo u==r,, a equaglo (2) de definigio daria
U = um — ¢ log ((u)) — gm [log r+- (0 - 2aw)i]

::eﬁlﬂsf,‘)-(eﬂiﬂrﬂ')(eﬂﬁ:{rﬁ}m.

A expresslio u® tem pois n'este caso um valor unico, e esse
valor coincide com o j& achado em o n.° 16 da 1.* Parte.

20 yu'd ~, sendo p e ¢ dois numeros inteiros.
q
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Teremos

P o 42mmp

Ld Ld =i _p_
Rl _ g logr+0+aemi) _ Lugr 2

ue — el

=(¥"f_¢)% (i
expressio esta ultima, da qual se deduzirfio ¢ valores para ue,
tendo todos o mesmo modulo vs# e argumentos differentes, os

quaes resultarfio de se attribuirem em 2. (1+2n%) a n todos

os valores inteiros desde zero até ¢—1. (Veja-se o n.° 17 da
Parte primeira).

3.2 v=N, sendo N um numero incommensuravel.

Designemos por » o modulo de u, e sejam a, o/, o, ...
e b, ¥, ¥, ... duas series de valores numericos erescentes,
aquelles menores e estes maiores que N, tendo uns e outros por
limite este ultimo numero. (Veja-se a nota sobre a doutrina da
proporcionalidade, inserta no Vol. 39 do jornal — O Instituto).

Serdo indefinidamente crescentes as potencias, r4, v, pa”,
e como todas sdo inferiores a 9, aquellas potencias terfo um
limite (#).

Assim, pelo que respeita a0 modulo, a expressiio u®=—uN terd
n'este caso um valor finito e determinado.

Agora quanto ao argumento, como nas expressies successivas
a, @, a”, ... o denominador vai augmentando e tendendo para
o infinito, resulta do que se disse no caso 3.° que o argumento
de uN ficard completamente indeterminado; de modo que, deno-
tado por R o modulo de u¥, esta ultima quantidade poderd ser

(») Do mesmo modo se veria que as potencias rb, ™, ", ... tinham
tambem um limite; e esse limite serd egual ao das quantidades, re, 1,
"y «+- visto serem indefinidamente decrescentes as %iﬂ-‘erenm r—
E se em logar das series a, a, a”, ... b, ¥, b, ... escolhessemos on-
tras a ayal .. _ﬂ,,ﬁf, 8", ... provar-se-ia egualmente qne as potencias,
% % ... e B B, ... tendiam ainda para o mesmo limite ji anterior-
megte considerado. 4

% esse limite, independente da lei que seguem na sud formacio as
quantidades a, a": a, ..., que se denota pelo symbolo u™,

R ety Tty = £
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indistinctamente representada por todo e qualquer raio de um
circulo deseripto com o raio R.
4.° v=p | gi. A formula (1) d4 n'este caso

up = av 10g ({%)) = g (p+¢i) [log r 3 (8 4 2n=)i]
— eplogr — (8 + =) > ¢ [qlog r+p(8 + Ws))i
= |rP.e— 20 +F {100 | p(042nw),y

comprehendendo-se n'esta ultima expressio uma infinidade de
representagdes distinctas, correspondentes aos differentes valo-
res de n (*).

VI. Dos logarithmos que tém por base
uma quantidade geometrica

17. Definigio. Posta a equaglio
u =1

na qual se suppde que u e w representam quantidades geome-
tricas dadas, serd v dependente de u e w; pelo que, para de-
notar a primeira d'estas quantidades de modo que fique manifesta
a sua ligaglo com as duas ultimas, escreveremos

v=logyw,

(#) Como se acaba de ver (casos 8.2 e 4.%) a expressio u® ¢ susceptivel
de uma infinidade de determinagies differentes quando v denota um numero
incommensuravel ou uma quantidade complexa qualquer. Essa expressdo
porém tornar-se-ia determinada e unieca, se, eomo dissémos em o n.° 14,
particularisassemos a expressio log ((u)). ("est & cette condition (diz Hotlel)
que ... Pélévation ... & une puissance incommensurable ou complexe quel-
congue est une opération déterminée et uniforme.
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que se exprime dizendo que é v o logarithmo de w no systema
de base u.
Para achar v, sendo dados » & w, como &

ut == ev-log{{u)},

e portanto

evlog ((u)) =,
pondo
(1) vlog((u)) =z,

o que dava
gf=w,

comegariamos por determinar z==log((w)), e depois a relaclio (1)
daria

__ log((w))

& " Tog ()’

Esta ultima expresslio, susceptivel de uma infinidade de deter-
minacdes differentes, resultantes dos valores tambem differentes
que podem attribuir-se. aos dois termos da fracglio (2), tornar-
ge-ia unica e, portanto, determinada, por meio da convenglio a
que nos referimos em os n.** 14 e 16.

V1I. Das denominadas linhas ou relag¢bes trigonome-
tricas, no caso em que o arco se acha substituido
por uma quantidade geometrica.

18. DefinigBes. Sendo z uma quantidade algebrica (numero
positivo ou negativo) achdmos (n.° 12)

ei¢ —cosz -} isenz,
(1)

e—it=coss—isens,
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d’onde se deduz, resolvendo as equagBes (1),

eif» — - iz .gl:! + &= iz
2 geng=—————, COBE=——_—""">
(%) 21 ? 2

Suppondo agora que por z se denota uma quantidade geometrica,
isto 6, uma expressilo da forma x +- yi, sendo @ e y dois numeros
quaesquer positivos ou negativos, tomaremos para definigdes de
senz & cosz as que resultam d’essas mesmas relagles (2).

Teremos assim

8-!.': B e—‘l-f

(3) senz=

Gt
iz a—1iz
(4) coaz:e—j-?—-;

e tambem, por definiglio,

3 : senz 1 e¥r—1
5) angg=—-———=—.—a =
®) 8= cosz i etef1’

pliz 1
©6) ol S L el

¥ ]
sen 2 ediz -1

1 2

7 gec z=— = e

() cosz  eis} e—is’
1 21

(8) cosec z=— = = 3
geng e —e— 1

relacbes estas, 4s quaes podemos ainda accrescentar as duas
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e &

seguintes
(9) sen?.z -} cos?.z=1,
(10) 14 tang?. z=—=gec?. z,

que facilmente se deduzem das precedentes ().

COROLLARIO 1.° Na hypothese de ser z uma quantidade geome-
trica ainda subsistem as relagles (1); como se reconhece tirando
de (3) e (4) os valores de

eis “g—iz,

CoroLLARIO 2.° Substituindo em (3) e (4) por eit ¢ e—iz 08
seus desinvolvimentos dados pela formula (1) do n.° 11, resulta

[ A
senz:z—ﬁ*-]- YT

i - S -
bosscel ey

COROLLARIO 3.° Na mesma hypothese dos corollarios prece-
dentes continuam a ser funegles pares de z (quer dizer, Juncglies
que permanecem invariaveis quando se muda z em —z) o coseno
¢ a secante; e funcgles impares (isto é, funccles que apenas va-
riam de signal por effeito d'aquella mudanga no signal de z) todas
as demais relagies trigonometricas,

O que se reconhece, mudando z em — 2 nas relages (3) a (8),
e depois comparando com of primitivos os valores resultantes.

(#) Assim, a relagdo (9) immediatamente se obtém multiplicando uma
peln outra as duns equagdes (1), ou, alids, elevando a0 quadrado e som-
mando ordenadamente as equagdes 2}. E, para se obter (10), bastard
dividir por cos?x o8 dois membros de EB .
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CorOLLARIO 4.° Qualquer das relagles trigonometricas, prece-
dentemente definidas, permanecerd invariavel quando a z se addi-
cione ou tire um multiplo de 2% ; o que facilmente se deprehende

de ser

eit = gi(s+2n%),

E, suppondo que a z se addicionava um numero impar de
semicircumferencias, teriamos

gen |z 4 (2n 4 1)®| = —sen z,

cos jz-4 (2n 4 1)m)=—cos 2,

L I R T I S

tudo como se z fosse real.

COROLLARIO 5.° Se z ¢ 2’ forem complementares, isto ¢, se for

™

senz==cos 7, tangz==cotz, ete.
E, se forem supplementares, serd
senz'=—genz, cosz =-—cosz, etc.

CoroLLARIO 6.° As formulas conhecidas na hypothese z e 2/
serem arcos reacs '

sen (z -} 2')==sen z cos 2' -} sen 2’ cos z,
(11)

co8 (2 z')=cosz cos ¥ — sen z sen 2’

ainda subsistem quando z ¢ 2' tenham r.&}re.senian;&o geometrica,
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Com effeito tem-se, por exemplo,

gilt+#) —e—ile+7) gz, pit' —o—is ¢—id

kTR 2i 21 ?
e substituindo i
B'I'-t’ g—*"t, 3{5‘" g—k‘r
pelos seus valores dados pelas equagdes (1) applicadas succes- 5

sivamente aos arcos z e z/, immediatamente resulta a primeira
das relagdes (11).,

VIII. Determinagio dos arcos correspondentes
a uma relagio trigonometrica dada

19. Formulas que ddo o arco expresso n'uma das suas linhas
ou relacdes trigonometricas. Seja u o valor dado de um seno, e 2
0 arco respectivo que se prétende determinar.

Pondo senz=—u, a formula (3) do n.” 18 dard

el g=—1ti
TR

"=

d’onde deduziremos o valor de z, como em seguida se vé.
A equaglio precedente equivale a

eds — 2quedt —1=0,

@ desta resulta
eti—iu4V1—u?,

e depois

1
(1) z==arc (aen:n)=—£~log({'iuj:vl—u’)].
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Se em logar do seno fosse dado o coseno, designando-o tam-
bem por u e attendendo 4 equaglio (4) do numero precedente,
achariamos

) z=are (cos —u) == H} log ((u = Vut—1)).

Do mesmo modo, suppondo conhecida a tangente, teriamos
pela formula (5) do n.* 18

)

E assim por deante.

Em seguida, para completar a determinaglio de z por qual-
7 quer das formulas precedentes, resta ainda substituir u pela sua
respectiva expressiio, que poders ser qualquer das seguintes

u=mry=p + qi.

No intuito, pois, de mostrar como se procede n’essas trans-
formagﬁemrucurarﬁmns effeitual-as n’uma das formulas ultima-
mente achadas, na formula (3) por exemplo (x).

Pondo em (3)

w=—ry=r(cos § -} 7 sen §),
vird

1 1—rsenf-tircosh
= t Feeet =1
z=—arc (tang =—n) 2; f:'g ((1 -+ rsen §— ir cos ﬁ))‘

(%) Les fonctions inverses du cosinus et du sinus, pour des valeurs
complexes de ces derniéres quantités, se caleuleraient de la méme maniére.
Seulement leurs valeurs sont plus compliquies et d'un usage moins fré-
quent. (Cours de Calewl infinitésimal, par J. Holel, tom. 1.° pag. 327).
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18
B

ik

ou, multiplicando por
14 rsenf | ircosg

ambos o0s termos da ultima fracgllo,

1 1—1r242ircosh
4 R ¢
* : 251°g((1+rl+2fma))
Ora a expressio
1—r*4 2ircosf
14 ¢4 2rsenf

péde reduzir-se 4 forma

; ' A Bi
A+Ba=.n|fA’-|—B'( it )

VA? L B?
A e -2
sendo :
1—¢2 2rcosh

A— B—
147+ 2rsenf’ 144 2rsenp’
portanto,

(I—r+4r?cos®s (14 rY)?—4r¥sen?p

. Bles (14124 2rsend)* (14124 2rsent)?
_ (14-r{-2rsent) (1-4-r*—2rsent) __ 14-r*—2rsenf
g (14 r*4 2rgent)? ~ 14-r"|-2rsent’
e
B 2rcos)

AT 1A’
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@ com estes valores, attendendo 4 formula (2) do n.® 13, (4) dard

1 2rcosh
() z=arc(tang=r.)=§arc tang = e

i 142rsen4r?

+Ilog' 1—2raen$+r‘+ﬂa'

Suppondo agora que « era dado sob a forma

U=P+gf,

bastaria substituir em (5) » e § pelos seus valores expressos em
p e g, isto &, por

recosli=p, rsenll—=g;

@ assim obteriamos

z=1qarc(tang=p -} qi) = % ATC (mugz éb)
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ERRATA

Na 4. linha do Corol. 1.2, pag. 8, em logar de:

serie primitiva (###%); e reciprocamente.

leia-se:

serie primitiva (x#%); e, consequintemente, proposta uma serie convergente de
termos reaes e positivos, serd tambem convergente a serie que d'ella provier
pela mudanga operada nos signaes de quaesquer dos geus termos.

e T
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