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PREFACIO 

A presente dissertação tem por origem um curso que 
fizemos na Faculdade de Sciôncias de Coimbra durante o 
segundo semestre de 1926-27. Todavia as nossas ideeis 
sôbre os fundamentos do Cálculo cias Probabilidades modi-
ficciram-se sensivelmente num intervalo de clois anos e os 
auditores dêsse curso, que porventura lerem as páginas 
que hoje damos à publicidade, dificilmente reconhecerão 
em certos pontos as nossas prelecções. Acresce que nos 
propuzémos escrever uma obra essencialmente teórica, dei-
xando de lado tudo quanto tem carácter cie aplicação, c 
que inserimos, entre outras, certas adições e generalizações 
inadequadas a um curso elementar. 

A-pesar-do que se tem escrito sôbre a matéria, a cons-
trução dos fundamentos da Teoria cias probabilidades deixa 
muito a desejar. Reconheceu-o entre nós o sr. clr. Pacheco 
de Amorim que, na sua Dissertação inaugural, apresentou 
uma tentativa interessante no sentido de pôr ordem lógica 
no caótico das exposições clássicas das bases da Teoria. 
Ilá porém nas ideas do sr. dr. Pacheco de Amorim, às 
quais, não obstante, devemos muito, uns sencíQs que as 
tornam inaceitáveis em bloco. O tnais importante é a 
separação radical estabelecida entre o principio da divisão 
e o principio da multiplicação, fazendo daquele uma defi-
nição da probabilidade mediante o artificio da distinção 
entre probabilidade e «possibilidade». Sem que preten-
damos ter exposto os fundamentos do cálculo das proba-
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bilidades in aeternum, cremos que do nosso trabalho resulta 
claramente a inutilidade desta distinção e a equivalência 
dos princípios da divisão e da multiplicação das proba-
bilidades. Desta equivalência, aliás, fazem uso os autores 
clássicos; somente não dão dela uma justificação cabal. 

Pecam as teorias gerais da probabilidade, que têm sido 
propostas, não só por ilogismo no estabelecimento dos 
princípios fundamentais, mas ainda por deficiência de 
matéria. A probabilidade numerável é posta geralmente 
de lado e quando isto não sucede só lhe é feita uma refe-
rência passageira. A Memória que Borel publicou nos 
Rendiconti de Palermo e depois inseriu na 2." edição das 
suas Leçons sur la théorie des fonctions não contém uma 
teoria desta probabilidade, mas sim o estudo de certos 
problemas particulares, alguns dos quais pouco têm que 
ver com a probabilidade numerável propriamente dita. A 
probabilidade contínua é estudada no caso particular das 
regiões e ordinariamente dum modo imperfeito. Comete-se 
por exemplo a inconsequência de teorizar para volumes de 
espaços euclidianos e logo em seguida estudar problemas 
relativos a domínios de variedades dêstes espaços, que são 
em geral não-euclidianas. Pareceu-nos pois útil fazei' o 
estudo da probabilidade contínuanos espaços riemannianos, 
e não só para regiões, mas para conjuntos mensuráveis 
quaisquer, utilizando os belos trabalhos de Lebesgue sobre 
a medida e a integração, e completando-os para êste efeito 
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onde se tornou necessário. Longe de nos confinarmos aos 
conjuntos homogéneos, só os utilizámos como ponto de 
partida, sendo o alvo dos nossos esforços o caso da hetero-
geneidade, que é o caso geral. Nos conjuntos finitos ou 
numeráveis, introduzimos as probabilidades irracionais; 
nos conjuntos da potência do contínuo, as densidades da 
probabilidade discontinuas. Esta orientação geral reflec-
tiu-se naturalmente na teoria da esperança, que cremos ter 
apresentado dum modo rigoroso e completo, não obstante 
as abreviações que em todo o livro tivemos, por vezes, de 
fazer, ou porque não nos agradasse repetirmo-nos, ou 
porque a menor importância do assunto a isso aconselhava, 
ou ainda porque nos era materialmente vedado ultrapassar 
certos limites. 

Os dois trabalhos que inserimos nos §§ 15 e 16 deviam 
fazer parte dum segundo capitulo que projectámos escrever 
sôbre as propriedades gerais dos grandes números, e que 
seria o principal desta dissertação. As lacunas que possa 
haver nos treze primeiros §§ podem explicar-se até certo 
ponto por terem sido redigidos em vista das questões que 
no segundo capítulo desejávamos tratar. Porém motivos 
ponderosos impedem-nos de ser extenso, e assim tivemos 
de nos limitar a extrair das nossas notas o que nos pareceu 
ter mais originalidade, sem nos preocupar o ex-abrupto 
com que os dois §§ são introduzidos. No § 15 demons-
tramos dois teoremas novos sôbre limites de probabilidade 
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para variáveis aleatórias independentes, nos quais se con-
têm, como corolários particularíssimos, duas proposições 
devidas ao sr. dr. Pacheco de Amorim. No § 16 mostramos 
que o principio em que Gauss baseou a sua teoria defini-
tiva do método dos menores quadrados se justifica tanto 
melhor quanto maior é o número de observações. Os teo-
remas do § 15 valem também para vectores independentes; 
mas isto será objecto dum artigo que oportunamente pu-
blicaremos. 

A precipitação com que redigimos este volume acarre-
tou-lhe naturalmente defeitos, para os quais pedimos a 
indulgência do leitor. 

Coimbra, Maio de 1929. 



P R E L I M I N A R E S 

No Cálculo das probabilidades consideram-se aconteci-
mentos, passados, presentes ou futuros, possíveis mediante 
a realização de circunstâncias determinadas, mas geral-
mente incertos. A incerteza da realização dum aconteci-
mento é meramente acidental se o acontecimento e as cir-
cunstâncias que lhe condicionam a possibilidade pertencem 
inteiramente à ordem física. Imperando nesta ordem de 
fenómenos um determinismo rigoroso, como admite a 
sciência moderna, a incerteza dum acontecimento só pode 
existir pela ignorância das relações de causalidade exis-
tentes entre êle e as circunstâncias que o tornam possível. 
Se acontecimento e circunstâncias não pertencem inteira-
mente à ordem física, aquela incerteza pode ser essencial. 
E o que se dá por exemplo nos jogos de azar, onde, nas 
circunstâncias que condicionam a possibilidade dum acon-
tecimento não observado, intervém em condições especiais 
um acto humano que escapa, pelo menos em parto, ao 
determinismo físico. Esta distinção, importante para julgar 
do valor do Cálculo das probabilidades, não interessa 
porém à sua construção formal. 

Poisson definiu a probabilidade dum acontecimento 
como sendo a nossa razão de crer que êle se realizou ou 
realizará. Se não queremos entrar em discussões de 
carácter filosófico, podemos aceitar esta definição. Duma 
urna que continha bolas brancas e pretas tirou-se à sorte 
uma bola, de cuja cor não fui informado; tenho motivo de 
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crer que ela é branca e tenho motivo de crer que ela é 
preta; a saída de bola branca e a saída de bola preta são 
dois acontecimentos que, para mim, têm probabilidade. 
Amanhã choverá em Coimbra, ou não choverá; tenho 
motivo de crer que sim e motivo de crer que não; chover 
àmanhã em Coimbra, ou não chover, são ainda dois acon-
tecimentos que, para mim, têm probabilidade. 

Informo-me porém de que na urna do primeiro exemplo 
havia no momento da tiragem mais bolas brancas do que 
pretas; tenho agora mais razão de crer na saída duma 
bola branca que na saída duma bola preta; ao primeiro 
acontecimento atribuo maior probabilidade que ao segundo. 
Um meteorologista, que sabe que o bom tempo que hoje 
faz em Coimbra apresenta bons indícios de estabilidade, 
tem mais razão do que eu de crer que àmanhã não cho-
verá; para êle, é mais provável o bom tempo àmanhã que 
para mim. 

Estes exemplos mostram que a probabilidade é uma 
grandeza e que ela varia com o grau do nosso conheci-
mento àcêrca das circunstâncias que aos acontecimentos 
dão possibilidade de realização. Há grandezas que não 
são quantidades matemáticas, mas a probabilidade não 
está neste caso. Veremos como esta grandeza é suscep-
tível de medida e portanto como é possível um Cálculo 
das probabilidades. 

O que produz a incerteza dum acontecimento, possível 
em circunstâncias determinadas, é que há pelo menos 
outro acontecimento possível nessas circunstâncias e in-
compatível com êle. Somos assim naturalmente condu-
zidos a agrupar um acontecimento possível com todos os 
acontecimentos possíveis nas mesmas circunstâncias e in-
compatíveis com êle e entre si. Um tal conjunto de acon-
tecimentos é coerente, neste sentido: obtém-se sempre o 
mesmo conjunto partindo de qualquer dos seus elementos 
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e empregando o mesmo critério de agrupamento. A êstes 
conjuntos chamaremos totais, por oposição aos conjuntos 
parciais, constituídos por acontecimentos possíveis e in-
compatíveis entre si, mas incompatíveis ainda com outros 
acontecimentos; é claro que um conjunto parcial é parte 
alíquota dum conjunto total. Dado um conjunto total de 
acontecimentos possíveis e incompatíveis, se se realizam 
as circunstâncias que condicionam a possibilidade dos seus 
elementos, produz-se um destes necessàriamente; de con-
trário, haveria outro acontecimento possível nas mesmas 
circunstâncias e incompatível com êles, e o conjunto dado 
não seria total. 

Um conjunto total pode ter um número de elementos 
finito ou infinito. Se êste número é infinito, há ainda a 
distinguir os dois casos mais importantes que podem 
apresentar-se: o dos conjuntos numeráveis e o dos con-
juntos com a potência do contínuo. Isto dá lugar à divisão 
das questões de probabilidade em três categorias: as ques-
tões de probabilidade finita, de probabilidade numerável 
e de probabilidade contínua. As questões das duas pri-
meiras categorias podem reíinir-se sob a denominação de 
questões de probabilidade discontínua. 

No que vai seguir-se pretendemos essencialmente for-
mular em abstracto os princípios indispensáveis à reso-
lução de questões das três categorias. 





§ 1.° 

Da probabilidade 
nos conjuntos finitos homogéneos 

1. Consideremos um conjunto finito total A de acon-
tecimentos possíveis e incompatíveis e suponhamos que, 
para cada par de elementos de A, não há motivo para nos 
inclinarmos a admitir a realização dum elemento de pre-
ferência à do outro (quer êste motivo não exista absoluta-
mente, como sucede com a tiragem à sorte feita numa 
urna, quer seja simplesmente ignorado por nós). 

Um tal conjunto denominá-lo-hemos homogéneo. O 
nosso primeiro objecto é definir a probabilidade matemá-
tica de cada elemento de A, i. e. procurar como deve 
atribuir-se a cada elemento de A um número, que será a 
medida da probabilidade da sua realização. 

Sendo o conjunto A homogéneo, é claro que devemos 
atribuir por probabilidade a todos os seus elementos um 
mesmo número p, função do número deles, n; êsse nií-
mero p tomá-lo-hemos positivo. Os elementos dum con-
junto homogéneo são pois igualmente prováveis. 

Uma vez fixado êste número p, a questão que se põe 
em seguida é a de calcular a probabilidade de que o acon-
tecimento produzido pertença a um dado conjunto A! con-
tido em A. Se fôr m o número de elementos de A' (m íS n), 
esta probabilidade depende necessariamente de n e m ou, 
o que é o mesmo, de m e p; suporemos que ela é o valor 
duma função 

3¾, • • • , 2?m) 
1 



de m variáveis independentes xi, xm, para 

Xi=Xi = ... = xm =P • 

É evidente que a função fm tem de ser simétrica e 
deve satisfazer ainda às condições 

fm(xi, ..., xm) > fm-1 (031, • •., xm_{) 
para 

Xi = ... = xm=p, 
e 

f { 0 ) = i ? . 

A-fim-de obter o máximo de simplicidade, adoptaremos 
a função 

Xl + Xi+ . . . +íCm, 

que verifica tôdas as condições precedentes. A probabi-
lidade de que o acontecimento produzido pertença inde-
terminadamente ao conjunto A', ou, abreviadamente, a 
probabilidade do conjunto A', será portanto igual à soma 
das probabilidades dos elementos dêste: 

Pai — P + P + • • • + P = m P • 

Se aplicamos esta regra, que é uma forma do principio 
da adição das probabilidades, ao próprio conjunto total A1 

obtemos o número 
np 

para valor da probabilidade de que o elemento de A. rea-
lizado pertença a A. Mas de tal facto há certeza, e vê-se 
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que a certeza nos aparece matemàticamente como uma 
forma especial de probabilidade: à certeza vem também 
atribuído um número. Isto não pode significar que a 
certeza, estado psicológico uniforme, que não admite grau, 
seja em si susceptível de medida, mas sim que os diversos 
graus de probabilidade se lhe podem comparar sob o as-
pecto da quantidade; neste sentido se deve entender a 
frase de Jacob Bernoulli « probabilitas enim est gradus 
certitudinis, et ab hac differt ut pars a toto » (1). A cer-
teza impõe-se-nos pois como unidade natural da probabi-
lidade ; e assim faremos 

np = l , 

o que determina o número p que procurávamos: 

1 
P = — • r n 

A probabilidade dum acontecimento dum conjunto finito 
total homogéneo é portanto o quociente da unidade pelo 
número de elementos do conjunto. 

A probabilidade elementar é tanto menor quanto maior 
fôr o número de elementos do conjunto total que se con-
sidere. Quando êste número cresce ilimitadamente, a 
probabilidade elementar tende para zero; o estado psico-
lógico que a acompanha tende visivelmente para a oerteza 
da nâo-realizaçâo do elemento, e por isso zero simboliza 
a impossibilidade. 

A probabilidade, tal como acabamos de defini-la, é 
susceptível de todos os valores racionais compreendidos 
entre zero e 1, e significa um estado de espírito variável, 

(1) Ara conjectandi, Basiltae1 cio iaccxui. Pars Quarta, pág. 211, 
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intermediário a dois estados de certeza: certeza da reali-
zação do acontecimento e certeza da sua nâo-realização. 

Mais tarde veremos como se introduzem as probabili-
dades irracionais. 

2. A probabilidade do conjunto A' parcial de A í 
dada por 

T> m 
PAi = mp = —; n 

é o quociente do número de elementos de A' pelo número 
de elementos do conjunto total. 

Como zero é a probabilidade dum acontecimento im-
possível, e é impossível que o acontecimento produzido 
em A pertença a um conjunto parcial de A que não con-
tenha elemento algum, a fórmula anterior aplica-se ainda 
quando fôr m = 0. 

A expressão , encontrada para PA>, exige que a 
probabilidade dum conjunto B1 de m' elementos, contido 
num conjunto total B de n' elementos, seja igual a P^i 
se m' e n' forem proporcionais a m e n. Laplace (4) e 
Poisson (2) mostraram que assim é. O raciocínio de Pois-
son, mais convincente que o de Laplace, consiste no se-
guinte : 

Suponhamos por exemplo duas urnas A e B, a primeira 
com uma bola branca e duas pretas, a segunda com três 
bolas brancas e seis pretas, em cada uma das quais se 
efectua à sorte a tiragem duma bola, e comparemos as 

(') Théorie analytique des probabilités, 3.' êdition, Paris, 1920, in 
Oeuvres completes, t. VII, Paris, 1886, pág. ix. 

(2) Becherches sur la probabilité det jugements, Paris, 1837, pág. 31 
e 32. 
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probabilidades da saída duma bola branca nas duas tira-
gens. A totalidade das bolas da primeira urna representa 
o conjunto total A, a das bolas da segunda o conjunto 
total B, e as bolas brancas da primeira e da segunda res-
pectivamente os conjuntos parciais A1 e B'. Consideremos 
agora três outras urnas a, p e cada uma com uma bola 
branca e duas pretas; para efectuar a comparação das 
duas probabilidades mencionadas, comparemo-las à pro-
babilidade duma bola branca na tiragem à sorte duma das 
urnas a, (J, 7 seguida da tiragem à sorte duma bola na 
urna saída. E claro que, tendo estas três urnas igual 
composição, é indiferente tirar à sorte uma delas para em 
seguida tirar desta uma bola, ou simplesmente tirar uma 
bola duma delas prèviamente escolhida: entre elementos 
idênticos, a escolha não dá resultado diferente da tiragem 
à sorte. A terceira probabilidade é pois igual à primeira, 
porque a composição das urnas a, [3, f é a mesma que a 
da urna A. Por outro lado, sendo igualmente prováveis 
as três bolas de cada uma das urnas a, [3, f, e sendo igual-
mente prováveis estas três urnas, as bolas de todas três, 
consideradas em conjunto, são também igualmente prová-
veis, evidentemente; assim êste conjunto, formado por 
três bolas brancas e seis pretas, tôdas igualmente prová-
veis, não difere do conjunto das bolas da urna B, e por-
tanto a terceira probabilidade é igual à segunda. Resulta 
imediatamente a igualdade das duas probabilidades que 
queríamos comparar, e é visível que a demonstração com-
porta tôda a generalidade. 

Todavia, regressando à consideração do conjunto ge-
nérico A, êste raciocínio não implica que P^ seja neces-

• 171 . Tfl sáriamente da forma —. Uma função arbitrária de —, n n 
atribuída a Pa1, seria compatível com êle. Pode pro-

( 711 

— J , onde é k>0, é a única função de m e n 



que convém atribuir a Px se, em vez de 

Xi+Xl - f . . . + 

se toma, mais geralmente, para 

• • "i &m) 

uma qualquer função homogénea de grau 1, sob certas 
restrições, o que não discorda da condição 

fl (OJl) = CCl. 

Com efeito, será então 

Pm =/mO, P> •••» P) 

= PfmO-, !> •••) !)» 

OU 
Pjf=Pf (rn), 

pondo 

<P M =/»(!> 1 , - - - , 1 ) ; 

a função positiva <p (m) é crescente, em virtude da condição 

/m(i, 1, - . . , l ) > f „ - l ( l , - . - , 1); 

e por ser 
l=pcp(n), 

teremos 

A cp(n) 

Yejamos qual é a função <f que satisfaz à equação fun-



cional 
= F(m\m 

Se <f é derivável, teremos 

f ' ( m ) - ^ p í ™ ) .JL 
<p (n) \n ) ' n 

e 
<p(m) •?'(") p J7L 

[?(»)]* X n T n 2 ' 

onde <p' (7») representa a derivada de <p (m) relativamente 

a m, <p' (w) a de «p (») relativamente a n e F' a de F 

relativamente a —. n 

As duas últimas fórmulas dão 

<p'(m) _ <p'(«) n 
f(m) tp(n) wi ' 

e portanto a função tp satisfaz à equação diferencial 

onde A; é uma constante positiva; o integral geral desta 
equação é 

<p (S) = CSt, 

onde C representa uma constante arbitrária. Resulta 
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daqui para Pa> o valor 

como tínhamos afirmado. 
Se definíssemos assim Pa>, ainda a probabilidade va-

riaria entre 0 e 1. Apareceriam desde logo, como possí-
veis, certos valores irracionais da probabilidade, se k não 
fosse inteiro. A função 

fm (xi) • • •, xm) 

seria ainda susceptível duma grande indeterminação. O 
mais simples seria pôr 

/ • - C a * + . . . + * , * ) , 

que verifica tôdas as condições precedentes. Mas, mesmo 
entre as funções algébricas elementares, esta estaria longe 
de ser a única satisfatória; por exemplo, a função 

v / m («? -f • • • + xm + Xi Xi + Xi X3 + ... + Xm^l xm), 

que verifica também essas condições, satisfaria ao caso 
A = -^-Je o produto desta função por \/m satisfaria ao caso 
Ie = 1. Note-se porém que nestas duas funções figuram 
entre os coeficientes das variáveis, o que se não dá na 
primeira, que parece ser a única deste género, entre as 
funções algébricas elementares que verificam as nossas 
condições. 

Com efeito, de 
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P - p - . 

vem 
i 
k m 

(Pa<) => — , v ' n 

1 1 
p 

e a relação entre os m números 

1 1 

Wl 
com coeficientes independentes de m, que produz —, é 
claramente 

1 + 1 + + 1 . n w r • • • v ^ j 
daqui resulta 

PA,= ( P T + . . . + / ) , 

onde o segundo membro é exactamente o valor da função 

/ ^ l y 

para 
Xl=- . ..=x„ = p. 

Em conclusão, o princípio de adição e a definição cor-
rente 
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não são necessários no Cálculo das probabilidades. Mas 
PA! é necessáriamente da forma F[ —), e particularmente 

/m\k . \nr r 

da forma I - J nas condições precisas que indicámos. 
O princípio da multiplicação, de que adeante tratare-

mos, também não é necessário em geral; mas é-o, não só 
7Ji _ / jfi \ k 

para Pj^ =—, m^s ainda para Pa' = \—-\ , como fácilmente 
se pode verificar. O princípio da multiplicação tem pois 
um grau maior de necessidade que o princípio de adição, 
e efectivamente os dois princípios são essencialmente di-
ferentes. 

As considerações que acabamos de fazer sôbre a defi-
nição da probabilidade pode parecer que conduzem a uma 
infinidade de Cálculos das Probabilidades diferentes, aná-
logamente ao que sucedeu em Geometria com a descoberta 
dos espaços não euclidianos, sobretudo quando se atende 
à variedade de formas que pode revestir o princípio de 
adição. Mas o caso ó muito diferente. A variedade de 
formas possíveis do princípio de adição contrapõe-se a 
relativa uniformidade da expressão final da probabilidade, 
suficiente para fazer dos infinitos Cálculos das Probabili-
dades, realmente possíveis, formas sem interesse, mesmo 
teórico, dum único Cálculo das Probabilidades, essência 
de todos: o Cálculo das Probabilidades tradicional. Efecti-
vamente, mesmo no caso mais geral, em que a probabili-

(vi \ 
—J e F satisfaz a condições evidentes em 

virtude do que precede, os resultados do cálculo das di-
versas probabilidades obter-se-iam imediatamente a partir 
dos resultados do Cálculo clássico, pois que os primeiros 
são os valores duma função F da variável cujo campo de 
existência ó o conjunto dos segundos. Também as pro-
posições teóricas sôbre limites de probabilidades resulta-
riam imediatamente das proposições ordinárias, se se 
tomasse para F uma função contínua. 
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3, Sejam AJ, AJ, . . . , As' conjuntos parciais de A sem 
elementos comuns quando considerados dois a dois, e se-
jam mi, mi, . . ., ms, respectivamente, os números de ele-
mentos dêstes conjuntos. O conjunto 

t 
A' = A1

1+...+ A', 

tem evidentemente a probabilidade 

vn + . . . 4-m, 
n 

e daqui resulta imediatamente 

PA' = Paii + PAJ + • • • + PÁS-

A probabilidade de que o acontecimento produzido per-
tença indeterminadamente a um conjunto indeterminado 
dentre vários conjuntos mutuamente exchisivos é igual à 
soma das probabilidades de que o acontecimento pertença 
indeterminadamente a cada um dêstes conjuntos. Êste 
enunciado é a forma geral do princípio da adição nos con-
juntos finitos homogéneos. 

Se um conjunto parcial ó a soma de conjuntos não 
mutuamente exclusivos, a sua probabilidade é evidente-
mente menor que a soma das probabilidades dos conjuntos 
parcelares. 

4. Se se realizou um acontecimento dum conjunto 
total A primitivamente homogéneo, e se sabe que êsse 
acontecimento é um elemento indeterminado dum conjunto 
parcial A1, as probabilidades dos elementos de A alte-
ram-se com êste conhecimento, e o conjunto A adquire 
uma heterogeneidade particular. É claro, com efeito, 
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que os elementos de A não pertencentes a A' se tor-
naram impossíveis, e portanto adquiriram probabilidades 
nulas; e que os elementos de A', tornado verdadeiro 
conjunto total, não podem conservar as probabilidades 
que tinham antes, porque a soma destas ó menor que 1. 
Mas estes elementos adquirem novas probabilidades iguais 
entre si, pois o conhecimento que se teve àcêrca da natu-
reza do acontecimento realizado não introduz motivo para 
deixarmos de considerá-los igualmente prováveis. Se desi-
gnarmos porp' o valor comum destas novas probabilidades 
e por m o número de elementos de A1

1 teremos 

mp' = 1, 
donde resulta 

i 1 I m p 
^ m n n PAi ' 

A nova probabilidade é pois igual à primitiva dividida 
pela primitiva probabilidade do conjunto A', agora tor-
nado total. 

Se A" é um conjunto parcial de A1
1 será a sua nova 

probabilidade dada por 

P = PA" 
Jji PA' P^ 

esta probabilidade é ainda igual ao quociente da probabi-
lidade primitiva pela probabilidade primitiva de A. E o 
princípio da divisão das probabilidades, enunciado pela pri-
meira vez pelo geómetra inglês Bayes num escrito pós-
tumo (') publicado pela Eoyal Society de Londres em 1763. 

(') An Essai/ towards solving a Problem in the Doctrine of Chances, 
ia-Philosophieal Transaetions1 Vol. LIII; Propos. 5, pág. 281. 
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Pode exprimir-se êste princípio dizendo que as novas pro-
babilidades sâo proporcionais às antigas. 

§ 2.o 

Da probabilidade 
nos conjuntos finitos heterogéneos 

5. Consideremos um conjunto total homogéneo A, e 
sejam A\, A'?, . .., A1

s conjuntos parciais de A, sem ele-
mentos comuns quando considerados dois a dois, e tais 
que 

A = Ai +A1
i+...+A\. 

Suponhamos nm conjunto B de acontecimentos Bj, 
Ba, . . . , Bs, ligados por uma relação de causalidade, neces-
sária ou convencional, aos acontecimentos do conjunto A, 
dêste modo: realiza-se o acontecimento B1-, quando se realiza 
um acontecimento qualquer do conjunto parcial A i ( i = 1, 
2, . . . , s). É claro que os acontecimentos Bi são todos 
possíveis (se nenhum dos conjuntos A1

i é nulo), incompa-
tíveis e formam conjunto total. Mas o conjunto B é em 
geral heterogéneo. A probabilidade do elemento B1 é com 
efeito a probabilidade do conjunto A\, portanto variável 
com i se os conjuntos Ai não têm todos o mesmo número 
de elementos. 

Reciprocamente, todo o conjunto B com probabilidades 
elementares racionais pode considerai--se relacionado com 
um conjunto homogéneo A como acabamos de dizer. 

Façamos 

Pi = I3AIi, 2, . . . , s; 

os números pi são, como dissémos, as probabilidades dos 
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elementos B1- de B e, por ser (n.° 3) 

tem-se 
Pi+p*+ • • • + pt = l. 

Como nos conjuntos homogéneos, a soma das probabili-
dades dos elementos dum conjunto total é a unidade. 

Se B1 é um conjunto parcial de B, de elementos BJ, 
BS, . . . , BA(A<S), a sua probabilidade é evidentemente 
a probabilidade do conjunto 

Ai'+ A1
i + ...+A1

h-, 

esta probabilidade é igual à soma das probabilidades dos 
conjuntos parcelares, donde resulta 

PB* =PI + p i + • • • +Pk, 

isto é, a probabilidade dum conjunto parcial é igual à 
soma das probabilidades dos seus elementos, como nos 
conjuntos homogéneos. 

Se B\, B'i, . . . , B1Ic são conjuntos parciais de B, sem 
elementos comuns quando considerados dois a dois, e se 
fazemos 

Bt-Bfl +ff*+...+Bk, 
será portanto 

^ = ¾ + ¾ + . . . ¾ 

que é a forma geral do principio da adição nos conjuntos 
finitos heterogéneos. 

Se os conjuntos B\ não são mutuamente exclusivos, a 
probabilidade da sua soma é menor que a soma das suas 
probabilidades. 
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6. Se se produziu um acontecimento do conjunto 
total B e se sabe que êle é um elemento indeterminado 
dum conjunto parcial B', as probabilidades dos elementos 
de B alteram-se. Os elementos de B — B' tornam-se im-
possíveis, e portanto adquirem probabilidades nulas. Os 
elementos de B', que se tornou total, não podem conservar 
as probabilidades primitivas, porque a soma destas é 
menor que 1. E fácil calcular a:; novas probabilidades 
dos elementos de B1. Sejam como precedentemente Bi, 
Ba, . . . , B* (/i<s) êstes elementos, e A'i, A'%, . .., A\ os 
conjuntos parciais de A que Ibes correspondem. O conhe-
cimento que tivemos àcêrca da natureza do acontecimento 
produzido de B equivale ao conhecimento de que se pro-
duziu um elemento do conjunto homogéneo A e que êste 
elemento pertence ao conjunto parcial de A 

A1 = A1
1+^+...+A1

h-, 

ora êste conhecimento muda a probabilidade de A'i(i= 1, 
2, . . . , h) em (n.° 4) 

donde resulta imediatamente que a nova probabilidade de 
Bi é 

Pi Pi 
Pi PB' Pi + Pi • • • +Ph ' 

Em geral, se B" é um conjunto parcial do novo con-
junto total B', a nova probabilidade de B" é dada pela 
fórmula 

P'„ - P b ' ' 

que resulta da precedente por meio duma somação esten-
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dida aos elementos de B". As novas probabilidades são 
pois proporcionais às antigas. Estas fórmulas encerram 
o princípio da divisão para os conjuntos finitos heterogé-
neos. 

7. Quando só interessa um acontecimento Bj dum 
conjunto total 

S = (B,, B2, . . . , Bn) 

de acontecimentos incompatíveis de probabilidades 

Ph Pi, •••, Pn, 

usa-se, por motivo de simplicidade, reduzir a dois os ele-
mentos do conjunto B, dêste modo: um elemento do novo 
conjunto será o acontecimento Bi; o outro elemento será 
o acontecimento que consiste na realização dum aconteci-
mento de B que não seja Bi, i. e. na realização de Ba, ou 
de B3, . . . ou de B„. Este segundo elemento diz-se o 
acontecimento contraditório (1) de Bi, e tem a probabili-
dade 

q\ =PijTPi + • • • + Pn-
Por ser 

PljTPijT ••• jTPn=I, 
resulta 

pi + ¢1 = 1, 

i. e., a soma das probabilidades de dois acontecimentos 
contraditórios é a unidade. 

(1) Diz-se ordinàriamente contrário, o que é incorrecto, porque con-
trários a Bj são todos os acontecimentos de B. Em Lógica a distinção 
entre os dois termos está feita há muito tempo e parece-nos conveniente, 
para evitar confusões, introduzi-la aqui. 
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§ 3.° 

Da multiplicação das probabilidades 

8. Sejam dois conjuntos totais 

A = (Aj, A2, . . . , Am), 
B = (B1, B i, B„), 

de acontecimentos possíveis e incompatíveis em circuns-
tâncias determinadas. Produzir-se há nessas circunstân-
cias um acontecimento composto de dois, um de A e outro 
de B. Consideremos o conjunto de todos êstes aconteci-
mentos compostos possíveis; êste conjunto é evidente-
mente formado de elementos incompatíveis, e é total; re-
presentá-lo-hemos por AB. Os seus elementos são da 
forma AiB/, mas não são em geral tôdas as combinações 
matemáticas dos elementos de A com os de B, porque 
algumas destas combinações podem ser de realização im-
possível. Deve notar-se porém que na expressão AiBj- dos 
elementos compostos possíveis os índices i e j tomam, 
pelo menos uma vez, cada um dos valores 1,2, . . . , me 
1, 2, .. 7i, respectivamente; de contrário, um pelo menos 
dos elementos de A, ou de B, seria impossível, contra a 
hipótese. 

Designemos por ri7- as probabilidades dos elementos 
A i BydeJ . B. Será 

E S n j = I , 

onde a dupla soma se estende a tôdas as combinações de 
realização possível dos índices i ej. 

A probabilidade do elemento Ai de A é evidentemente 
2 
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a probabilidade do conjunto parcial de A B formado por 
todos os elementos em cuja composição entra A,-; é pois 

PKi = IlVij, 
j 

onde a soma se estende a todos os valores de j de combi-
nação possível com o número i. Yerifica-se que é 

S ^ A 1 = I, 
i 

onde a soma se estende a todos os valores de i desde 1 
até m; como devia ser. 

A probabilidade do elemento By de B é anàlogamente 

PBj=Irij, 
i 

onde a soma se estende a todos os valores de i compatí-
veis com o número j. E também 

S i 5 B j = I, 
i 

onde a soma é feita de J = I a j = n. 
Se se sabe que Aj se produziu, a probabilidade de By, 

sendo j um número compatível com i, é, pelo princípio da 
divisão, 

P — rO' 
i» Ai "* V . ' 

Zj rU 
i 

onde o denominador é exactamente o valor de Pa,," resulta 
portanto que a probabilidade do acontecimento composto 
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PKiBj = Pki-PBjtAi • 

Yerifica-se também a relação, de si evidente, 

S Pbu Aj = I, 

onde a soma se estende a todos os valores d e j compatí-
veis com o número i. 

Semelhantemente, se se sabe que Bj- se realizou, a pro-
babilidade de A,-, sendo i compatível com j, é 

onde o denominador é exactamente PB,-,' donde resulta 

onde a soma se estende a todos os valores de i compatí-
veis com j. 

As fórmulas (1) e (2) traduzem o principio da multipli-
cação das probabilidades, que pode enunciar-se assim: a 
probabilidade dum acontecimento composto de dois outros 
acontecimentos, i. e. a probabilidade de que dois aconte-
cimentos se realizem ambos, é igual ao produto da proba-
bilidade dum qualquer destes pela probabilidade que 
adquire o outro na hipótese de o primeiro se ter realizado. 

(2) PA1 = PB; • PA, B, • 

Yerifica-se, como precedentemente, a relação 



20 

Êste princípio não é essencialmente diferente do prin-
cípio da divisSo, como se vê pelo que precede. Mas presta 
importantes serviços no Cálculo das Probabilidades, por-
que, ordinàriamente, a probabilidade dum acontecimento, 
e a de outro na hipótese de se produzir o primeiro, são 
mais fáceis de calcular que a probabilidade do aconteci-
mento composto de ambos. 

9. O resultado precedente generaliza-se com facili-
dade. Sejam em certas circunstâncias 

A = (At, A2, . . . , A/), 

B = (Bi, Ba, . . . , Bm), 

C= (Cl, C2, . . . , Cn), 

três conjuntos totais de acontecimentos possíveis e incom-
patíveis. Se essas circunstâncias se realizam, produzir-
-se-há um acontecimento composto de três: um de A, 
outro de B e outro de C. Em geral, nem tôdas as com-
binações da forma A1- Bj C* são possíveis; mas no con-
junto ABC das combinações possíveis, que é evidente-
mente um conjunto total de acontecimentos possíveis e 
incompatíveis, tomará o índice i cada um dos valores 1, 
2, . . . , l pelo menos uma vez, e facto análogo se dará 
com j e k; de contrário, um pelo menos dos elementos 
de A, B ou C seria impossível. Pode dizer-se também 
que se produzirá um acontecimento composto de dois: 
um da forma AB e outro da forma C. Isto equivale a 
considerar com o conjunto C, em vez dos dois conjuntos 
AeB,o conjunto total AB dos acontecimentos possíveis 
da forma AB, evidentemente incompatíveis, e reduz o 
cálculo da probabilidade dum acontecimento composto de 
três ao cálculo da probabilidade dum acontecimento com-
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posto de dois. Assim, designando por Pcl k B A probabi-
lidade do acontecimento C na hipótese da realização de 
ambos os acontecimentos A e B , teremos sucessivamente, 
pelo n.° anterior, 

PK B C = PK B • PC, A B 

= Pk • PB, A • PC, A B , 

= P B . Pk, B-PciBk-

Se, em vez de substituir aos dois conjuntos AqB O 
conjunto AB, substituíssemos BC a B e C, e depois CA 
a C e A , obteríamos ainda 

PA B c = PB • PC, B • PA, B C , 

= Pc • PB, C • PA, C B ; 

= Pc-PklC-PBlCk, 

= PK • PC, A • PB, A C • 

Estas seis relações mostram que a probabilidade dum 
acontecimento composto de três outros é igual ao produto 
das probabilidades dos acontecimentos componentes, enu-
merados numa ordem qualquer, mas tomando cada pro-
babilidade, a partir da segunda, na hipótese da realização 
dos acontecimentos precedentes. 

Observemos que, pelo n.° anterior, ó 

E P A J , B-CJ = 1I 
i 

onde a soma se estende a todos os valores de i desde 1 
a l; e que têm lugar duas relações análogas para os acon-
tecimentos Bj e Ct. 

O teorema que acabámos de demonstrar é válido no 
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caso dum número finito qualquer de acontecimentos com-
ponentes; com efeito, se A, B, •. . , H, K forem |JL aconte-
cimentos todos compatíveis, a relação 

PA B ... H K = PK B ... H • PK, A B ... H 

e análogas mostram que êle vale para jx acontecimentos 
se valer para n — 1. É a forma geral do princípio da 
multiplicação das probabilidades nos conjuntos finitos. 

10. Os (t acontecimentos todos compatíveis A, B, . . . , 
H, K, L dizem-se independentes, quando a probabilidade 
de cada um deles nas diversas hipóteses possíveis sôbre a 
realização ou não-realização dos outros é a mesma. Re-
presentando respectivamente por A', B', . . . , H', K', L' os 
contraditórios daqueles acontecimentos, ter-se-há então 

PL, A B ... H K = PL, AB. . .HK/= ••• = PL, A> B ... H K = 

(1) = PlI A B ... H' K' = • • • = PL, K> B' ... H' K', 

e relações semelhantes para as probabilidades análogas 
de K, H, . . . , B, A. 

Ora, o princípio da multiplicação fornece a igualdade 

(2) PLI AB ... H • PK, A B ... H L == PK, A B ... H • PL, A B ... H K 5 

visto que os produtos dos seus dois membros por PAB ... H 
são ambos iguais a PAB ... HKL- Substituindo K pelo seu 
contraditório K', será também 

PL, AB ... H • PK,AB ... HL = PK', AB ... H • PL, AB ... HK', 

que pode escrever-se, atendendo à primeira igualdade (1) 
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e à observação do n.° precedente, 

PL, AB ... H • (1 — PK, AB ... HL) = (1 —PK, AB ... H) • PL,AB...HK; 

desta igualdade e de (2) resulta imediatamente 

PL, AB ...H = PL, AB...HK-

Tratando de modo análogo as outras relações (1) en-
contra-se 

PL, AB ... H = F*L, AB ... H' = • • =PL, A'B' ... H = • • • = 

(3) = PL, A' B'... H' = PL, A B ... H K , 

e relações semelhantes para as probabilidades de L nas 
diversas hipóteses sôbre a realização ou não-realização 
dos acontecimentos de cada uma das outras combinações 
dos (A — 1 acontecimentos A, B, .. . , H, K, — 2 a |I — 2. 
A aplicação reiterada deste processo daria finalmente 

PL = PL1 A = PL, A B = • • • = PL1 A B ... H = PL, A B ... H K , 

e relações análogas resultantes da substituição de A por 
B, C, . . . , K no segundo membro, ou de A B por A C, 
BC, . . ., A K , . . . , HK no terceiro membro, etc., ha-
vendo ainda para todos estes membros relações análogas 
a (1) e (3). Faz-se para A, B, . . . , H, K o que acaba de 
íázer-se para L. Conclui-se que, se jx acontecimentos 
compatíveis são independentes, a probabilidade de qual-
quer deles é a mesma não só nas diversas hipóteses sôbre 
a realização ou não-realização dos outros, mas ainda nas 
diversas hipóteses sôbre a realização ou não-realização de 
alguns dos outros, quaisquer que sejam, e sempre igual à 
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probabilidade do acontecimento fora de todas estas hipó-
teses. 

Resulta imediatamente que todas as fórmulas que ex-
primem o princípio da multiplicação para acontecimentos 
independentes se reduzem à fórmula única 

-PA B ... K L = PX • PB • • • PK • PL , 

i. e., que a probabilidade dum acontecimento composto de 
acontecimentos independentes é igual ao produto das pro-
babilidades dos acontecimentos componentes. E uma pro-
posição muito importante. 

11. Diremos que vários conjuntos totais de elementos 
incompatíveis 

4 = (Ai, A2, . . . , Aa), 

B = (B1, Bs, . . . , Bp), 

L = (Li, Lj, . . . , Lx), 

todos possíveis em circunstâncias determinadas, são inde-
pendentes, quando todas as combinações A B . . . L são 
possíveis e constituídas por acontecimentos independentes. 
Se designarmos respectivamente por 

pi, Ph ---,Pa, 

qi, qt, -.., 

U{, M2, - - . , «X 

as probabilidades dos elementos de A, B, ..., L, a proba-
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bilidade duma combinação A B . . . L é da forma 

pq...u, 

onde p terá o índice de A, q o de B, . . . w o de L. 

12. Os três princípios que demonstrámos são a chave 
da solução dos problemas de probabilidade. Trataremos 
com êles duas questões clássicas do grande importância 
nas aplicações. 

A primeira é a da probabilidade das causas. Por 
causa entende-se aqui um acontecimento provável cuja 
realização dá a outro acontecimento uma certa probabili-
dade. A questão formula-se assim. 

Seja 0), Ca, . . . , C11 um conjiinto total de causas possí-
veis e incompatíveis dum acontecimento A; representemos 
por pi a probabilidade de Ci e por qt a probabilidade de A 
na hipótese da realização de C i(i = 1, 2, . . ., n). Se se 
sabe que A se realizou, qual é a probabilidade de ter sido 
acompanhado de C1-, ou, como costuma dizer-se, de a sua 
realização se ter dado por virtude da causa C,? 

Estamos em presença de dois conjuntos totais de acon-
tecimentos possíveis e incompatíveis: o conjunto das cau-
sas C1- e o conjunto (A, A') constituído pelo acontecimento 
A e pelo seu contraditório; ou, o que é o mesmo, dum 
conjunto total de acontecimentos compostos, da forma 
C iA ou C iA'. Pelo princípio da multiplicação, a proba-
bilidade de C iA é p,qij pelo princípio da adição, a pro-
babilidade de A é 

finalmente, pelo princípio da divisão, a probabilidade de 
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C1A se A se realizou é 

Pi <]i 
pi qi -t- • • • +Pn qn ' 

E a solução procurada. 
A segunda questão é a denominada da probabilidade 

dos acontecimentos futuros deduzida dos acontecimentos 
observados. Nas condições da questão precedente, seja A 
por sua vez causa dum outro acontecimento B, e designe-
mos por r, a probabilidade que A, quando produzido pela 
causa Ci, dá a B ( i = l , 2, .. ., n). Sabe-se que se reali-
zou A e pede-se a probabilidade de que seja acompanhado 
de B. 

Temos agora três conjuntos totais: os dois da questão 
anterior e o conjunto (B, B') formado por B e pelo seu 
contraditório; ou, o que é a mesma coisa, um conjunto 
total de acontecimentos compostos, da forma C1AB, ou 
C iAB', ou Ci A'B, ou C 1 AB' . A probabilidade de A é, 
como já vimos, 

Pi qi + • ..+pnq„; 

a probabilidade de C1A B é pi gj ; a probabilidade de 
A B é 

pi q\ ri + ... jTpn q„ rn ; 

emfim, a probabilidade de B se A se realizou é o quo-
ciente da probabilidade de A B pela probabilidade de A, 
ou seja 

pi qi ri + • • . + pn qn rn 
pi qi -f • • • +p» qn ' 

o que resolve a questão. 
Se A não é causa de B, mas B tem as mesmas causas 
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que A, a expressão que acabamos de deduzir é ainda a 
probabilidade de que A seja acompanhado de B, sendo 
ri, n, ..., rn aç probabilidades que dão a B as diversas 
causas supostas. 

§ 4." 

Da probabilidade nos conjuntos 
numeráveis 

13. Estudaremos agora a probabilidade nos conjuntos 
numeráveis, considerados como limites de conjuntos fini-
tos. Mais adiante daremos outra teoria desta probali-
dade, na qual o conjunto numerável total sempre nos 
aparece como dado e os seus elementos podem ter proba-
bilidades racionais ou irracionais. 

Seja 
-M11 = (A), A2, . . . , A„, M„+1) 

um conjunto finito total de acontecimentos possíveis e 
incompatíveis, de probabilidades 

Ph pi, ---,Pn, í»+i; 
ter-se-á 

pi + P t + • • - + Pn + qn+l = 1. 

Suponhamos Mn variável com n, de tal modo que, 
para cada inteiro positivo i, não variem A1- nem pt, e que 
çBfi tenda para zero quando n cresce infinitamente. O 
conjunto Mn tenderá para o conjunto numerável 

A = (A1, A2, . . ., A„, . . .). 

Com efeito, o limite completo de M„, quere dizer o con-
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junto formado pelos elementos que figuram num número 
infinito de conjuntos da sucessão 

Mi, M-z, ...,Mn, ..., 

é evidentemente A, i. e. 

Iim Mn = A) 
»—>QO 

o limite restrito de M„, ou seja o conjunto dos elementos 
que figuram em todos os Mn com excepção dum número 
finito dêstes conjuntos, é ainda A, i. e. • 

Iim Mn = A) 
»->00 

esta igualdade e a precedente dão pois 

Iim Mn = A. 
«—•00 

Analogamente, o conjunto das probabilidades dos elemen-
tos do Mn tenderá para o conjunto numerável 

Pi, Pi, ••; Pn, ••• 

constituído pelas probabilidades dos elementos de A. 
E claro que o conjunto A é um conjunto total de acon-

tecimentos possíveis e incompatíveis. E como, por ser 

Iim ç,+i = 0, 
M-X» 

a série 
PljTPijT- • .+Pn+. • . 
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converge para 1, vê-se que num conjunto numerável total 
a soma das probabilidades de todos os seus elementos é 
igual à unidade. 

Reciprocamente, todo o conjunto tal como A pode ser 
considerado como limite duma sucessão de conjuntos tais 
como Mn. 

14. É fácil dar um exemplo real dum tal conjunto de 
acontecimentos. No jôgo de «cara ou X», a «cara» pode 
aparecer pela primeira vez no primeiro lançamento, ou no 
segundo, ou no terceiro, e assim indefinidamente. Se 
consideramos como um acontecimento a saída de «cara» 
pela primeira vez no lançamento de ordem i (« = 1, 2,3, . . . ) , 
estamos em presença dum conjunto numerável total de 
acontecimentos possíveis e incompatíveis. As probabili-
dades dos seus elementos sSo respectivamente 

JL JL JL 
2 ' 22 ' 23 ' 

e a soma de todos êstes números é igual a 1. Vê-se ime-
diatamente como êste conjunto é limite duma sucessão de 
conjuntos finitos, igualmente reais. O termo geral desta 
sucessão é o conjunto formado pelos w + 1 acontecimentos 

«cara» no l.° lançamento, 
«cara» no 2.° lançamento, 

«cara» no n.° lançamento, 
X no n.° lançamento, 

que constituem uma totalidade finita de acontecimentos 
possíveis e incompatíveis, de probabilidades respectiva-
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mente iguais a 
J_ _L JL _L. 2 ' 22 ' " "' 2" ' 2" ' 

a soma dêstes números é 1, como tinha de ser, e o último 
tende para zero. 

15. Definiremos a probabilidade dum conjunto contido 
em A como limite da probabilidade dum conjunto contido 
em Mn que tenda para o primeiro. Esta definição con-
corda com o facto de ser 1 a probabilidade do conjunto A. 
Definiremos também a probabilidade dum elemento de 
A'<A, se se realizou um elemento indeterminado de A', 
como Umite da probabilidade do mesmo elemento em M„, 
se se realizou um elemento indeterminado dum conjunto 
parcial de Mn que tenda para A!. 

Seja A1 um conjunto finito contido em A. A partir 
dum certo valor de n, todos os elementos de Al estão con-
tidos no conjunto finito Mn. Em Mn, a probabilidade do 
conjunto A' é igual à soma das probabilidades dos ele-
mentos que o constituem. Passando ao limite, conclui-se 
que a probabilidade dum conjunto finito parcial de A é 
igual à soma das probabilidades dos seus elementos. E 
o princípio da adição finita das probabilidades nos conjuntos 
totais numeráveis. 

Seja 
A! = (Ai1, A(,, . . . , Aim, . . . ) , 

U < h < • • • < tm < • . . , 

um conjunto numerável parcial de A. A partir dum certo 
valor de n todos os elementos do conjunto finito 

-<4-'m = (Aj1, Ai1, •••) Ajm), 

onde m é arbitrariamente grande, estão contidos no con-
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junto finito Mn. Em Mn, a probabilidade de Am é 

Pi,+Pi,+ - • • +Pim-

Se agora cresce m indefinidamente, o mesmo sucede a im, 
e portanto a n; Mn tende para A1 Am tende evidentemente 
para A', e a probabilidade de A1

m tende para a soma da 
série 

Pú +Pi,+ ---+Pim+ 

que converge para um número menor que 1. Logo, a 
probabilidade dum conjunto numerável A contido em A 
é igual à soma das probabilidades dos seus elementos. E 
o principio da adição infinita das probabilidades. 

16. Suponhamos que se realizou um acontecimento 
de A, e que se sabe que êle é um elemento indeterminado 
dum conjunto parcial A1 de A. Os elementos de A estra-
nhos a A' tornam-se impossíveis, adquirindo probabili-
dades nulas. O conjunto A' torna-se total; os seus ele-
mentos não podem pois conservar as probabilidades pri-
mitivas, porque a soma delas é menor que 1. Vejamos 
como se modificam estas probabilidades. 

Se o conjunto A' é finito, a partir dum certo valor de 
n todos os seus elementos estão contidos no conjunto 
finito total Mn. A nova probabilidade dum elemento Ai 
de A1 é, em Mn, igual a 

Pi 
HPi ' 
A1 

i. e. independente de n; passando ao limite, é ainda esta 
fracção o valor da nova probabilidade de A; em A. A 
nova probabilidade de cada elemento do novo conjunto 
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total A1 é pois o quociente da probabilidade primitiva 
dêste elemento pela primitiva probabilidade de A1: 

J-PL 
°A> P i — ~p~ • 1 Ai 

Se A" é um conjunto parcial de A1, a nova probabili-
dade de A", pelo princípio da adição nos conjuntos finitos, 

W V I PA" V = Lp1
i=-p-

A" A 

i. e., igual ao quociente das antigas probabilidades de A" 
e A. 

Se o conjunto A1 é infinito, 

A1 = (A,,, A . . . , Alm, . . . ) , 
il < H < ' • • < im < • ' •, 

a partir dum certo valor de m o elemento A1-, onde h é 
arbitrariamente dado, está contido no conjunto finito 

A m = (Ai1, A;., . . . , Aim); 

e a êsse valor de m corresponde um valor de n tal que, a 
partir dêle, A1

m está contido no conjunto finito M„. Em 
Mn, a probabilidade de A,•, se se realizou um elemento 
indeterminado de A'm, é 

P « m ' 

Façamos crescer m infinitamente; o mesmo sucederá a im, 
e portanto a n; Mn tenderá para A, Am para A, PÁim para 
Pm ; logo, a probabilidade de Aih se se realizou um ele-
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mento indeterminado de A! é 

P>* PA' 

Verifica-se que é igual a l a soma de tôdas estas probabi-
lidades. 

Se A" ó um conjunto finito ou infinito contido no novo 
conjunto total A', será, pelo princípio da adição nos con-
juntos numeráveis, 

A" 1 AT 

i. é, a probabilidade dum conjunto A" contido em A', se 
se realizou um elemento indeterminado de A', é o quo-
ciente das primitivas probabilidades de A" e A'. 

Os resultados que acabamos de obter constituem o 
principio da divisão das probabilidades nos conjuntos nume-
ráveis. 

17. As séries que dão as probabilidades dos conjuntos 
numeráveis são absolutamente convergentes, porque os 
seus termos são positivos. A probabilidade dum conjunto 
numerável é portanto independente da ordem dos seus 
elementos. 

18. Sejam, em circunstâncias determinadas, 

A = (Ai, Aj, AM, ...), 

B = (Bi, B2, B„, . . . ) 

dois conjuntos totais numeráveis, ou um finito e outro 
numerável, de acontecimentos possíveis e incompatíveis. 
Se essas circunstâncias se realizam, produzir-se bá um 

3 
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acontecimento composto de um de A e outro de B. A 
expressão geral AiBj- dêste acontecimento composto não 
conterá geralmente tôdas as combinações matemáticas dos 
elementos de A com os de B, porque algumas destas com-
binações podem ser impossíveis; mas i tomará nela cada 
um dos valores 1, 2, ..., m, . . . pelo menos uma vez e 
coisa análoga sucederá com j, pois são possíveis todos os 
elementos de A e de B. Os acontecimentos compostos 
possíveis AiBy formarão um conjunto total numerável 
A B ; designemos por ri(- as suas probabilidades. Teremos 
imediatamente, pelo princípio da adição, 

^ 1 - = S n i 1 ^Bj = S n , , 
t 

onde a primeira soma se estende a todos os valores de j 
de composição possível com o nvímero i e a segunda a 
todos os valores de i de composição possível com o nú-
mero j. Por ser 

S S j W = I, 
'. j 

verifica-se que é 

E A i = E ^ , = I . 
• i 

Será também, pelo princípio da divisão, 

p r 'J p r ' i 
•>• A i = / v 

e verifica-se que é 

S P A i , By = S p B j i Ai = 1 ; 
i j 



as duas fórmulas precedentes dão 

PA ( BJ = PKI • PBJ-, AI = -PBJ • PKI, BJ, 

o que exprime o princípio da multiplicação das probabili-
dades nos conjuntos numeráveis : a probabilidade dum acon-
tecimento composto de dois é igual ao produto da proba-
bilidade dum dêles pela probabilidade que adquire o outro 
se o primeiro se realizou. 

19. Repetindo textualmente o que fizemos no n.° 9, 
estende-se o princípio da multiplicação a qualquer niímero 
finito de acontecimentos pertencentes a conjuntos totais, 
dos quais um pelo menos é numerável. 

20. Num conjunto total numerável A pode conside-
rar-se também, ao lado dum dos seus acontecimentos A, 
o acontecimento contraditório A', que consiste na reali-
zação dum acontecimento indeterminado do conjunto par-
cial A — A. A soma das probabilidades de dois aconteci-
mentos contraditórios é evidentemente 1. 

21. Vários acontecimentos todos compatíveis A, B, ..., 
K, L, elementos de conjuntos totais dos quais um pelo 
menos é numerável, dizem-se independentes se a probabili-
dade de cada um dêles nas diversas hipóteses possíveis 
sôbre a realização ou não-realizaçâo dos outros é a mesma. 
Repetindo textualmente o que se contém no n.° 10, obtêm-se 
os mesmos resultados, a saber: a probabilidade de cada 
um dos acontecimentos A, B, . . . , L é a mesma nâo só 
nas diversas hipóteses sôbre a realização ou não-realização 
dos outros, mas também nas diversas hipóteses sôbre a 
realização ou não-realização de alguns dos outros, e sempre 
igual à probabilidade do mesmo acontecimento fora de 
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tôdas estas hipóteses; a probabilidade do acontecimento 
composto AB . . .L é igual ao produto das probabilidades 
dos acontecimentos componentes: 

PA B . . . L = PK - PB ••• PI-

22. Vários conjuntos totais, finitos ou numeráveis, 

A = (AI, AI, ...), 

B = (BH B1, ...), 

L = (L|, L2, ...), 

dizem-se independentes quando tôdas as combinações da 
forma A B ... L são possíveis e constituídas por aconteci-
mentos independentes. A probabilidade de cada uma 
destas combinações é o produto das probabilidades dos 
seus elementos. 

23. Os conjuntos numeráveis cuja probabilidade aca-
bámos de estudar são heterogéneos, e observámoã que 
tais conjuntos existem efectivamente. Um conjunto total 
numerável só pode ser homogéneo se as probabilidades 
dos seus elementos forem tôdas nulas; mas então a pro-
babilidade da realização dum elemento indeterminado dêsse 
conjunto, que corresponde a uma certeza e ó portanto 1, 
não será igual à soma 

0 + 0 + , . . 

das probabilidades dos seus elementos, que é nula. O 
princípio da adição deixa de ser geralmente verdadeiro, o 
que mostra que tais conjuntos ocupam na teoria um lugar 
excepcional. Note-se ainda que a probabilidade nula deixa, 
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em geral, de significar impossibilidade, como a probabili-
dade 1 deixa, em geral, de significar certeza. 

Faz-se o estudo da probabilidade nestes conjuntos 
considerando-os como limites de conjuntos homogéneos 
finitos. Seja 

An = (Ai, A2, . . . , A„) 

um conjunto finito homogéneo total, de elementos possí-
veis e incompatíveis. A probabilidede dum elemento de-
terminado dêste conjunto é Suponhamos An variável, 
sem que a homogeneidade se destrua e de modo que -4„f{ 
difira de An pela introdução dum elemento novo A„-|-(. O 
conjunto An tenderá para o conjunto numerável 

A = (Ai, A2, . . . , A,„ ...) 

e as probabilidades dos elementos de An tenderão para 
zero. E claro que A é um conjunto total de elementos 
possíveis e incompatíveis, e que não há razão para lhe 
atribuir heterogeneidade. As probabilidades dos seus ele-
mentos são portanto tôdas nulas, e o princípio da adição 
não se verifica para o conjunto A, como já fizemos notar. 
Vê-se que a probabilidade dum elemento de A é o limite 
da sucessão das probabilidades do mesmo elemento nos 
conjuntos An que o contêm. 

Definiremos a probabilidade dum conjunto A1 contido 
em A como sendo o limite da probabilidade dum conjunto 
contido em An, que tenda para A. Isto concorda com a 
atribuição do valor 1 à probabilidade do conjunto total, 
feita atrás. 

Se A1 é finito, tem uma probabilidade nula. Com 
efeito, a partir dum certo valor de n, A estará contido 
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em .4,,; a sua probabilidade em An ê 

m 

designando por m o número dos seus elementos; m é fixo; 
se n cresce ilimitadamente, esta fracção tende p a r a zero. 

Como uma soma de zeros é zero, vale neste caso o 
princípio da adição. 

Se A1 é infinito, a sua probabilidade pode não existir, 
ou ser um número do intervalo fechado (0,1). Esta pro-
babilidade depende essencialmente da ordem atribuída aos 
elementos do conjunto total. Isto confirma o carácter 
excepcional dos conjuntos totais numeráveis homogéneos. 

Por exemplo, para o conjunto total homogéneo dos 
números inteiros positivos na ordem natural, a probabili-
dade do conjunto das potências de 10 é nula, a do conjunto 
dos números pares é , a do conjunto dos números que 
não são potências de 10 ó 1; a do conjunto que é soma 
dos conjuntos dos números de 1 a 5, de 10 a 50, de 100 
a 500, etc. não existe, jiorque a respectiva sucessão das 
probabilidades nos conjuntos An tem pelo menos os dois 

4 8 valores de acumulação e , como é fácil de ver. 
Sem dificuldade se demonstraria que, se vários con-

juntos parciais finitos ou infinitos sem elementos comuns 
dois a dois têm probabilidade, é válido o princípio da 
adição relativamente a estes conjuntos e à sua soma se 
êles são em número finito; se são em infinidade numerá-
vel, pode o princípio ser válido ou não. Em particular, 
se se decompõe o conjunto total dado numa infinidade 
numerável de conjuntos parciais incompatíveis dotados de 
probabilidade, a série das p r o b a b i l i d a d e s dêstes conjuntos 
é convergente, mas pode ter ou não ter por soma 1, mesmo 



39 

para uma ordem determinada dos elementos do conjunto 
e ainda que os conjuntos parciais sejam todos infinitos. 

Por exemplo, o conjunto total dos números naturais 
pode decompor-se na seguinte infinidade numerável de 
conjuntos infinitos parciais incompativeis: o dos números 
ímpares, o dos produtos dos números ímpares por 2, o 
dos produtos dos números ímpares por 2i, etc. Se se 
supõem os elementos do conjunto total ordenados natu-
ralmente, e se êle é homogéneo, as probabilidades dêstes 
conjuntos parciais são respectivamente 

JL 1 1 
2 ' 2*' 2 3 ' " ' 

e têm por soma 1. Decomponhamos agora o conjunto 
total nos conjuntos parciais seguintes: o das potências 
de 2, incluindo a unidade, o das potências de 3, o das 
potências de 5, o das potências de 6, etc., partindo sem-
pre dos números que não são potências e não excluindo 
nenhum. Estes conjuntos são incompatíveis, infinitos e 
em infinidade numerável, e as suas probabilidades são 
tôdas nulas: portanto a sua soma é zero e não 1. 

A-pesar-de tôdas estas irregularidades, digamos assim, 
a proposição que acabamos de indicar permitiria construir 
a teoria da probabilidade nos conjuntos numeráveis hete-
rogéneos a partir dos homogéneos. Esta seria a marcha 
paralela à que adoptámos para os conjuntos finitos, e que 
adoptaremos para os conjuntos da potência do contínuo. 
Acresce que a questão ficaria tratada com tôda a genera-
lidade, porque as probabilidades elementares, sendo limites 
de sucessões de números racionais, seriam racionais ou 
irracionais. Mas opõe-se a que procedamos assim o carácter 
de excepção dos conjuntos numeráveis homogéneos, que 
já evidenciámos, e o facto de estes conjuntos só se apre-



40 

sentarem efectivamente em probabilidade contínua, e ainda 
aí anormalmente, como adiante observaremos. Êste caso, 
para mais, está longe de ter a importância que possui o 
dos conjuntos numeráveis heterogéneos; deixá-lo hemos 
de lado. 

§ 5.° 

Da probabilidade 
nos conjuntos homogéneos 

de medida positiva 

24. Seja En um espaço riemanniano de n dimensões 
e A um conjunto, limitado ou não, de pontos A dêste 
espaço, dotado de medida lebesguiana ?i-dimensional posi-
tiva a. Suponhamos que, em circunstâncias determina-
das, é possível para cada ponto de A que com êle fique 
coincidindo um ponto invariável duma figura $ móvel em 
En, com deformação ou sem ela, e que esta possibilidade 
existe só para os pontos de A. O conjunto de tais coin-
cidências é um conjunto total de acontecimentos possíveis 
e incompatíveis, com a potência do contínuo (1). Para 
abreviar, em vez de coincidência possível ou realizada 
do ponto invariável da figura 0 com o ponto A de A 
diremos simplesmente ponto possível ou realizado A. 

Se os pontos do conjunto A possuem todos a mesma 

(1) Se um conjunto A tem medida exterior finita, a sua medida in-
terior é o limite superior das medidas dos conjuntos fechados limitados 
contidos em A. Se esta medida interior é positiva, os conjuntos fecha-
dos limitados contidos em A não podem ser todos finitos ou numeráveis, 
porque então a medida interior de A seria nula. Há portanto em A um 
conjunto fechado limitado não numerável e sabe-se como Cantor de-
monstrou que um tal conjunto tem a potência do contínuo. 
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possibilidade, i. é, se para cada par de tais pontos não 
existe motivo que nos incline a admitir a realização dum 
dêles de preferência à do outro, denominaremos o con-
junto A homogéneo e diremos que o número 

é a sua densidade de probabilidade. 
Consideremos um conjunto mensurável A' contido em 

A. Ao integral lebesguiano da densidade de probabili-
dade estendido a A' chamaremos probabilidade da reali-
zação dum ponto indeterminado de A', ou simplesmente 
probabilidade do conjunto mensurável A', e escreveremos 

onde a' representa a medida w-dimensional de A!, resulta 
que a probabilidade dum conjunto mensurável parcial ó 
igual ao quociente da sua medida pela medida do con- . 
junto total. 

Um conjunto parcial de medida nula tem uma proba-
bilidade nula e reciprocamente. Em particular, um con-
junto parcial cujos pontos estão todos situados numa 
região ?«-dimensional, sendo m<w, tem uma probabili-
dade igual a zero. 

E claro que os pontos dum conjunto parcial de medida 
nula são possíveis como os outros. Em probabilidade 
contínua, a probabilidade nula deixa pois, em geral, de 

1 
a 

Por ser 
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significar uma certeza matemática, correspondendo-lhe 
apenas a certeza moral, ou prática, da não-realização do 
acontecimento que a possui. 

Semelhantemente, é igual à unidade a probabilidade 
dum conjunto parcial da mesma medida que o conjunto 
total, e por isso a probabilidade unidade deixa de signi-
ficar aqui, em geral, a certeza absoluta da realização do 
acontecimento. As probabilidades 0 e 1 só significam 
certeza matemática nos casos extremos do conjunto nulo 
e do conjunto total. 

Sôbre o modo de definir a densidade de probabilidade 
dum conjunto homogéneo e a probabilidade dum conjunto 
parcial poderiam fazer-se considerações análogas às que 
apresentámos, a propósito de questões semelhantes, em 
probabilidade discontínua. 

A probabilidade relativa a um conjunto total de me-
dida positiva aparece-nos susceptível de todos os valores 
do intervalo fechado (0,1), racionais ou irracionais, con-
trariamente ao que sucede nos conjuntos totais finitos ou 
numeráveis estudados precedentemente. Esta observação 
permitir-nos há introduzir para os conjuntos totais finitos 
ou numeráveis as probabilidades irracionais, como adiante 
veremos. 

25. Seja Ai', At', ..., Am', . . . uma infinidade numerá-
vel de conjuntos parciais de A, sem pontos comuns quando 
considerados dois a dois, de medidas a\, a%', . . . , a„', ... 
A soma 

A! = A1'+ AJ-f ... 

dêstes conjuntos tem por medida a série convergente 
de termos não negativos 

ai' + aj + . 
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e portanto a probabilidade de A é dada pela fórmula 

ai' + a2' + . . . 

que se pode escrever 

PA! = PA,' + Paj + • • • • 

Nesta igualdade consiste o princípio da adição infinita das 
probabilidades, que deixamos demonstrado para conjuntos 
parciais mutuamente exclusivos. Mas êle é válido também 
para conjuntos parciais não exclusivos, como facilmente 
se compreende, desde que, para cada par de conjuntos 
parciais, o conjunto dos pontos comuns tenha medida nula. 

Se, em particular, os conjuntos Al são todos nulos a 
partir de certa ordem, tem-se o principio da adição finita 
das probabilidades. 

36. Se, tendo-se realizado um ponto de A, se sabe 
que êle pertence a um conjunto parcial A' de medida 
positiva a' menor que a, êste conhecimento altera a den-
sidade de probabilidade do conjunto A, que adquire uma 
lieterogeneidade particular. Os pontos do conjunto A\ 
complementar de A', que tem a medida positiva a —a', 
tornam-se impossíveis, e a densidade de probabilidade 
de A nos pontos de Ai torna-se nula. Os pontos de A 
tornam-se [os únicos possíveis, i. é, A torna-se verda-
deiro conjunto total, e portanto a densidade de proba-
bilidade de A em A não pode conservar-se igual a —, 

a! a 

porque — é menor do que 1. A nova densidade de pro-
babilidade determina-se imediatamente se atendermos a 
que A, tornado total, não perdeu a homogeneidade, pois 
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o conhecimento adquirido que lhe alterou a densidade de 
probabilidade não introduz motivo para deixarmos de con-
siderar esta constante. Assim, a nova densidade de pro-
babilidade é evidentemente —,; e se A" é um conjunto 
parcial de A', de medida a", a sua nova probabilidade será 

a' PA„ 
A"~ a1 a • a ~ PA, ' 

portanto igual ao quociente da sua probabilidade primi-
tiva pela primitiva probabilidade do novo conjunto total. 
Êste enunciado é o principio da divisão das probabilidades. 

Se o novo conjunto total A tem a mesma medida que 
A, a densidade de probabilidade mantém-se invariável e 
as novas probabilidades não diferem das antigas. 

Se o novo conjunto total tem medida nula, a nova 
densidade de probabilidade não existe. Da probabilidade 
nos conjuntos totais de medida nula trataremos mais 
tarde, em artigo especial. 

§ 6.° 

Da probabilidade 
nos conjuntos heterogéneos 

de medida positiva 

27. Suponhamos que entre os pontos M do espaço 
En e os pontos N de outro espaço «-dimensional Fn se 
estabeleceu uma correspondência biunívoca e contínua 
definida por 

N = tp (M), M = t|> (N); 

cada uma destas relações simboliza n equações que expri-
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mem as coordenadas dum ponto genérico dum dos espaços 
em funções contínuas das coordenadas do ponto corres-
pondente do outro. Admitamos que tôdas estas funções 
possuem derivadas parciais contínuas de primeira e de se-
gunda ordem. Sendo igual a l o produto dos dois determi-
nantes funcionais 

8(?) p I i i L 
d (M) 6 (N) ' 

necessàriamente finitos, nenhum deles pode anular-se nem, 
por conseguinte, mudar de sinal. 

Dêste modo, aos pontos A dum conjunto A de En cor-
responderão biunívocamente os pontos B dum conjunto B 
de Fn. Yamos demonstrar uma proposição fundamental 
relativa à mensurabilidade destes conjuntos. 

E claro que a um conjunto aberto dum dos dois es-
paços corresponde um conjunto aberto do outro. Se a 
correspondência entre En e I\ for tal que a medida dum 
conjunto aberto de En seja finita quando fôr finita a me-
dida do conjunto correspondente de En e reciprocamente, 
cada um dos conjuntos A e B será mensurável de medida 
finita quando o fôr o outro. 

Com efeito, seja por exemplo A mensurável de medida 
finita, e consideremos em En um conjunto aberto R de 
medida finita que contenha A. Ao conjunto R corres-
ponde em Fn um conjunto aberto S que contém B; e como 
a medida de S é também finita, vê-se já que é finita a me-
'Iida exterior de B. Sabe-se que um conjunto aberto é 
soma duma infinidade numerável de regiões fechadas men-
suráveis que não têm pontos comuns senão nas fronteiras. 
Se concebermos o conjunto aberto R decomposto dêste 
"modo em regiões fechadas a, ficará o conjunto aberto S 
decomposto numa infinidade numerável de regiões fe-
chadas p, correspondentes àquelas, com pontos comuns 
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só nas fronteiras respectivas e também mensuráveis. 
Supondo, para maior simplicidade, que En e Fn estão 
ambos referidos a coordenadas para as quais é igual a 1 
o discriminante da forma quadrática que exprime o qua-
drado do elemento linear, o que é sempre possível, tem-se 

onde representa a medida da região [3 e as somas se es-
tendem à infinidade numerável dos a e dos [3'. A primeira 
fórmula é bem conhecida com integral de Riemann; é pois 
exacta com integral de Lebesgue, porque nela os dois in-
tegrais são idênticos, e disto resulta a exactidão da se-
gunda, porque o integral de Lebesgue é completamente 
aditivo. A segunda fórmula pode escrever-se também, 
representando por s a medida de S, deste modo: 

A medida exterior de B ê o limite inferior dos números 
tais como s. Por ser A, temos evidentemente 

e portanto 

Mas temos também 

s — 
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notando que a medida de A é o limite inferior das medidas 
dos conjuntos R e que o integral de Lebesgue é uma 
função de conjunto absolutamente contínua, vê-se que se 
pode escolher R de modo que o segundo membro desta 
igualdade seja inferior a um número positivo arbitrário s; 
a medida do conjunto S correspondente satisfará então à 
desigualdade 

•<{\ JWH + * ' 
que, com a desigualdade precedente, prova que a medida 
exterior de B é dada pelo integral 

A medida interior de B é 

JniB = a —Tne (S—B), 

portanto igual a 

- I i m i i t i - A R-A1 V ' A1 

aop) 
8 (A) 

dA = meB. 

0 conjunto B é pois mensurável de medida finita 

" " A M h 
A 

e a proposição fica demonstrada. 
Em particular, se A é de medida nula, também B é de 

medida nula. Se A é de medida positiva, também B é 
de medida positiva. Se Al é um conjunto parcial de Ar 
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da mesma medida que A, o conjunto B1 correspondente a 
A tem a mesma medida que B. 

28. Seja A um conjunto total homogeneo de En, de 
medida positiva a, Fn um espaço cujos pontos têm com os 
de En a correspondência definida no n.° precedente, e B 
o conjunto de Fn correspondente a A; B terá também me-
dida positiva. A correspondência biunívoca existente 
entre os pontos dos dois conjuntos A e B permite dizer 
que se realiza o ponto B de B quando se realiza o ponto 
A de A correspondente a B, e reciprocamente. Pode de 
resto supor-se uma figura T móvel em Fn, com deformação 
ou sem ela, e relacionada com a figura $ móvel em En de 
tal modo que um ponto invariável de ¥ fique coincidindo 
com B quando o ponto invariável de $ ficar coincidindo 
com A. O conjunto das coincidências do ponto invariável 
de T com os pontos de B será então um conjunto total de 
acontecimentos possíveis e incompatíveis, e a probabili-
dade da realização dum ponto indeterminado dum con-
junto mensurável B' contido em B é igual à probabilidade 
do consurável A' de A correspondente a B': 

onde a' designa a medida de A. Pelo n.° precedente, 
esta medida é dada pela fórmula 

e temos portanto 
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À função positiva 

chamaremos densidade de probabilidade do conjunto B. 
Diremos que êste conjunto é heterogéneo se esta função se 
não reduz a uma constante. 

A probabilidade do conjunto mensurável parcial Bf 
exprime-se pois pela fórmula 

onde / (B) ó a densidade de probabilidade no conjunto 
heterogéneo total B de medida positiva. Esta função é 
positiva, contínua e integrável em B. Adiante veremos 
como se podem introduzir densidades de probabilidade 
discontínuas. 

Se B' tem medida nula, a sua probabilidade é zero; se 
B' tem a medida de B a sua probabilidade é 1. Em par-
ticular, é zero a probabilidade dum conjunto nulo e l a 
do conjunto total; nestes dois casos a probabilidade é cer-
teza. 

29. Se B'i, B'i, . . . são conjuntos mensuráveis par-
ciais de B, em infinidade numerável, sem pontos comuns 
quando considerados dois a dois, então, pondo 

tem-se, em virtude da aditividade completa do integral de 

B' = B\ + B'% + .. 
• i 

Lebesgue, 
Pv = Pir1 +Pv, + . 

é o princípio da adição infinita das probabilidades, 
4 
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Se, em particular, a partir dum valor de i, os conjuntos 
B1

i são todos nulos, tem-se o princípio da adição finita. 

30. Na hipótese de se ter realizado um ponto do con-
junto total B e de se saber que êle é um ponto indeter-
minado dum conjunto B1 de medida positiva contido em B, 
a densidade de probabilidade de B, em geral, altera-se. 
Os pontos do conjunto B — B' tornam-se impossíveis; B' 
torna-se total. Ora o conhecimento havido àcêrca do 
ponto de B realizado equivale ao conhecimento de que se 
realizou um ponto do conjunto homogéneo A de En, e de 
que êste ponto é um ponto indeterminado do conjunto A', 
também de medida positiva, contido em A e correspon-
dente a B1. Se A" é o conjunto de En correspondente a 
um conjunto mensurável B" contido em B', A" será men-
surável e contido em Al, e a sua probabilidade muda-se em 

PA" 
P A! ' 

fracção cujos termos são as probabilidades primitivas de 
Al' e Al. O conjunto B" adquiriu portanto a probabili-
dade 

onde PBH e P& representam as primitivas probabilidades 
de B" e B'. Vê-se que a densidade de probabilidade em 
se alterou se é PBI < 1 , i. é, se a medida positiva de B1 é 
menor que a de B. A primeira igualdade estabelece para 
o conjunto heterogéneo B o principio da divisão das pro-
babilidades. 
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§ 7." 

Das probabilidades irracionais 
nos conjuntos finitos ou numeráveis 

31. Precedentemente, estudámos os conjuntos finitos 
e os conjuntos numeráveis com probabilidades elementares 
racionais. Os conjuntos finitos ou numeráveis com pro-
babilidades elementares racionais ou irracionais introdu-
zem-se como segue. 

Seja, num espaço En, um conjunto total A de pontos 
possíveis e incompatíveis, de medida «-dimensional po-
sitiva e de densidade de probabilidade contínua. Decom-
ponhamos êste conjunto num número finito ou numa infi-
nidade numerável de conjuntos de medida positiva 

A i, A2, ..., A1
n, ... 

sem pontos comuns quando considerados dois a dois, e 
suponhamos um conjunto de acontecimentos 

B = (Bi, Bi, . . . , B„, . . . ) 

em correspondência biunívoca com os At
i definida dêste 

modo: quando se realiza um ponto qualquer de A\, reali-
za-se ipso facto o acontecimento Bj ( i = 1, 2, . . . , n ...). 
É claro que B é um conjunto total de acontecimentos 
possíveis e incompatíveis, finito ou numerável; e tem-se, 
representando por Pi a probabilidade do elemento Bi, 

Pi = Pjar 
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Os números p,- são todos positivos, e podem ser racio-
nais ou irracionais. Como é 

I = PA = PA', + PA', + • • •, 
tem-se 

Pl +P2 + - • - = I-

Reciprocamente, todo o conjunto total finito ou nume-
rável tal como B pode considerar-se relacionado desta 
maneira com um conjunto de pontos tal como A, decom-
posto convenientemente em conjuntos parciais incompa-
tíveis. 

Se fôr 
B' = (Bi,, B i l, . . . ) 

um conjunto parcial de B1 finito ou numerável, a proba-
bilidade da realização dum elemento indeterminado de tal 
conjunto é a probabilidade de que se realize um ponto 
indeterminado do conjunto de medida positiva 

A'=A+^+..-; 
tem-se portanto 

Pm =Pil + Pi ,+ - • 

que é o principio da adição, finita ou infinita, das probabi-
lidades. 

32. Na hipótese de se ter realizado um elemento de B 
e de se saber que êle é iim elemento indeterminado do 
conjunto parcial B', ou, o que e o mesmo, na hipótese de 
se ter realizado um ponto de A e de se saber que êle ó 
um ponto indeterminado de A', a probabilidade dum con-
junto B" contido em B' é manifestamente a probabilidade 
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4o conjunto de medida positiva A" soma dos conjuntos Ai 
correspondentes aos elementos de B'', o qual está contido 
em A; é pois 

p, p, P-V PB" Ij B" = 1 A" ' 
A> JRU' 

resultado que traduz o princípio da divisão das probabili-
dades. 

33. A repetição textual do que escrevemos nos n.°® 18 
e 19 conduz ainda no presente caso ao princípio da mul-
tiplicação sob a forma mais geral. Exactamente como no 
n.° 21 se formula no caso presente a noção de indepen-
dência de vários acontecimentos compatíveis, e se demons-
tra a forma particular que assume o princípio da multipli-
cação para acontecimentos independentes. A noção de 
independência de vários conjuntos totais finitos ou nume-
ráveis formula-se também como no n.° 22. 

§ 8.° 

Da composição 
dos conjuntos mensuráveis 

34. Para o estudo da multiplicação das probabilidades 
nos conjuntos de medida positiva é indispensável que de-
monstremos prèviamente alguns teoremas relativos ao que 
denominamos composição (l) dos conjuntos mensuráveis. 

Sejam EM e En dois espaços riemannianos de m e n 

(') Seria adequado o têrrao multiplicação, mas originaria confusões 
nos conjuntos de números. 
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dimensões respectivamente, e 

ds% = S dxa (Ixri, 

^2 = 2 Jiyz dí/y dy7j 

as respectivas formas quadráticas fundamentais. 
Ao espaço riemanniano EmJtn de m-{-n dimensões, de-

finido pela forma quadrática 

ds1 = S ga? d:ca dx? + S AtS dy^ dyi, 
«, P T-S 

chamaremos espaço composto dos espaços Em e En, e escre-
veremos 

Em-i n = Em . En. 

E claro que o resultado da composição de dois espaços 
é independente das coordenadas a que estão referidos, 
pois uma mudança de coordenadas em Em e outra em En 

dão uma mudança de coordenadas particular em EmJtn. 
Por exemplo, a composição de dois espaços lineares 

ds3 = efe2, ds3 = dy% 

dá o plano euclidiano 

dsi - dx1 + dy2; 

a composição do plano euclidiano com um espaço linear 

ds3 = dz3 
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dá o espaço euclidiano tridimensional 

a composição de dois espaços euclidianos, um de m e outro 
de n dimensões, dá o espaço euclidiano de w-f n dimensões. 

Um ponto de EmJrn tem as coordenadas dum ponto M 
de Em e dum ponto N de En. Diremos que o primeiro 
ponto é composto dos segundos, e representá-lo hemos 
por M. N. 

Reciprocamente, a composição dum ponto dc Em com 
um ponto de En dá um ponto de Em+n. Os pontos de 
EmJrn compostos de todos os pontos dum conjunto A de 
Em com todos os pontos dum conjunto B de En formam 
um conjunto que diremos composto daqueles dois e que 
representaremos por A . B. 

O resultado da composição de três espaços ó o resul-
tado da composição com o terceiro do espaço composto 
dos dois primeiros, etc. 

A composição de espaços é uma operação unívoca, 
comutativa e associativa. 

35. Designemos respectivamente por g e h os discri-
minantes das formas fundamentais de Em e En. O ele-
mento de volume 

em Em será 

d U= dxi dxi ... dxm, e em En d V= V7A di/i dy± ... dyn. 

É visível que o discriminante da forma fundamental 
de EmJrn é 

<Jh; 
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o elemento de volume neste espaço será pois 

d W= \fgh dx i ... dxm dy\ ... dy, 'n, 
e tem-se 

d W= d UdV; 

o elemento de volume no espaço composto é igual ao 
produto dos elementos de volume nos dois espaços com-
ponentes. Esta proposição estende-se imediatamente ao 
resultado da composição de qualquer número de espaços. 

Consideremos uma região de medida U em Em e uma 
região de medida V em En. Temos 

Para uma região de medida W de Em+n temos também 

Se a segunda região é a região composta das duas 
primeiras, será 

Tem-se com efeito, notando que g é independente de 

onde o primeiro integral é estendido à região pi consti-
tuída pelos pontos duma variedade de m dimensões 

W= UV 

xi, xm variáveis 

\y\, ..., yn constantes 
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correspondente a todos os sistemas de valores que x\y 

. . x m tomam em W, e o segundo integral é estendido à 
região variável pj de n dimensões constituida pelos pontos 
de W correspondentes a um sistema variável de valores 
de »1, . . . , xm. Esta proposição resulta imediatamente, 

se U e V são convexas, da redução do integral d W a 

integrais simples, e generaliza-se muito simplesmente para 
U & V quaisquer decompondo estas regiões em partes 
convexas e efectuando uma dupla soma. Ora, a variedade 
a que pertence a região pi é idêntica a Em, e pi é eviden-
temente idêntica a U. Quanto às regiões p2, cada uma 
delas pertence a uma variedade idêntica a En % é mani-
festamente idêntica a V. Podemos pois escrever 

como tínhamos afirmado. 
Mais geralmente, se tp (A) é uma função integrável-(R) 

em U e ^ (B) uma função integrável-(R) em V, tem-se 

u v 

ou, por F e A serem independentes de xi, . .., x, 
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Para uma função/(A. B) integrável-(R) em W tem-se 

36. Consideremos agora um conjunto A mensurável 
de Em e um conjunto B mensurável de En. 0 conjunto 
A . B de E m f r e s u l t a n t e da composição de A e B, é tam-
bém mensurável e tem por medida o produto da medida 
de A pela medida B. 

Com efeito, suponhamos em Em um conjunto aberto R 
de medida finita que contenha A, e em En um conjunto 
aberto S de medida finita que contenha B. Cada um dos 
conjuntos R e S é a soma duma infinidade numerável de 
regiões fechadas com pontos comuns só nas fronteiras. 
Compondo uma região a de R com uma região ($ de S, 
obtem-se em EmJrn uma região fechada; fazendo o mesmo 
para tôdas as regiões de R e S, obtém -se em Em^n um 
conjunto aberto T, soma duma infinidade numerável de 
regiões fechadas com pontos comuns só nas fronteiras, o 
qual contém A . B. A medida do conjunto Té o produto 
das medidas dos conjuntos R e S, porque, em virtude do 
teorema precedente, é 

m T= m S « • P = S m (« • P) = S m « • m 3 = S m a • S mP-

Resulta daqui que a medida exterior de A. B não é 
superior ao produto das medidas de A e B: 

(2) A . B )dW=\dU A . B )dV. 

(1) mt (A . B) ^ m A . m B. 

Efectivamente, sendo a medida de A o limite inferior 
das medidas dos conjuntos R, para s positivo arbitrário 
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pode tomar-se R tal que 

analogamente, pode tomar-se S tal que 

m S < m B + s; 

estas desigualdades dão 

(2) mT<mA.mB + t{mA + mB) + z* 

Por outro lado, tem-se 

(3) me {A.B)%m T. 
Ora, se fôsse 

mt (A . B) > m A . m B, 

ter-se-ia, designando por h a diferença positiva dêstes dois 
números, 

me {A . B) = m A . m B + k, 
donde, por (3), 

mA.mB + h^m T, 

desigualdade incompatível com (2) para e suficientemente 
pequeno. A fórmula (1) fica pois demonstrada. 

Designemos agora por Ai e Bi os complementares de 
A relativamente a e de B relativamente a S. Será 
evidentemente 

T=R. S = A. B +A. Bi +Ai. B +A1. Bi, 

donde resulta 

me(T— A. B)<me(A . B1) + me{Ai. B) + me(4,. B1), 
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ou, por (1), 

wie (T— A . B) < m A . m Bi + m Ai. m B + m A{. m Bi = 

= (m A + m .di) (m B + m Bi) — m A .m B = 

= mR.mS — mA.mB = m T— mA.mB; 

como a medida interior de A . B é 

m T— me (T— A . B), 
tem-se portanto 

mi (A . B) > m A . m B, 

desigualdade que, com (1), mostra que é necessariamente 

rtii (A.B) = m,(A.B) = mA.mB, 

em virtude da relação conhecida 

mi(A.B)^me (A. B). 

O conjunto A . B é pois mensurável e tem-se 

m (A . B) = m A . mB, 

como desejávamos provar. 
37. Esta última fórmula pode escrever-se 

Jd(A-B)=JdA. JdB, 

e vê-se que ela generaliza para conjuntos mensuráveis a 
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fórmula 
fd U . d V=Jd U.JdV 

estabelecida precedentemente para regiões. 
Demonstraremos agora a fórmula 

(1) y<p (A) <J> (B) d (A. B) =J"<? (A) d A . J:j> (B) d B, 
A.B 

extensão aos conjuntos mensuráveis da fórmula (1) do 
n.° 85. 

Supondo primeiro os conjuntos A e B limitados, po-
demos encerrar numa região limitada M de Em o conjunto 
A e numa região limitada N de En o conjunto B. O con-
junto A.B ficará encerrado na região M.N. Façamos 

0 (M) i 
Icp(M) em A, 
(0 em M—A, 

j<|> (N) em B, 
(0 em N—B-, 

T(N) = 

será evidentemente 

Itp (M) <{> (N) em A . B , 
$ (M) T (N)=., v ' v ' (0 em M.N-A.B, 

e portanto 

(2) f O(M) T (N) d (M.N)= J ? (A) $ (B) d (A.B), 
M.N A.B 

e têm-se igualdades análogas para o integral de $ (M) em 
M e para o de T(N) em N. 
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Ora, sabe-se que o integral lebesguiano que figura no 
primeiro membro de (2) se reduz a integrais lebesguianos 
simples sucessivos, cujos limites se determinam do mesmo 
modo que na redução dos integrais múltiplos riemannianos. 
As razões que permitiram estabelecer a fórmula (1) do 
n.° 35 provam aqui, por conseguinte, que o integral que 
figura no primeiro membro de (2) é igual ao produto dos 
integrais de O (M) em M e de *F (N) em N, donde resulta 
imediatamente a fórmula (1). 

Se o conjunto A não é limitado, consideremos uma 
sucessão infinita de conjuntos parciais de A 

A1
1, A1

i, ... 

limitados e mensuráveis, tais que cada um contenha o seu 
antecedente. Esta sucessão tem sempre limite; suponha-

r 

mo-la tal que tenda para A. E sabido que nestas condi-
ções a sucessão das medidas dos conjuntos A\ tende para 
a medida de A. A fórmula (1) aplica-se a A1

i e B. Mas 
é, simbolicamente, 

S-S- S A.B A\.B A .B-AII. 

I-S-S--AII A-A': 

como a medida de A — A\ tende para zero, e o integral 
lebesguiano é absolutamente contínuo, a segunda diferença 
tende para zero; o mesmo sucede à primeira, por ser 

m (A . B — A1
i. B) = (m A - m A1

i) .mB~> 0; 

no limite, pois, tem-se ainda a fórmula (1). 
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Se B é também ilimitado, procede-se para B como 
para A, e encontra-se o mesmo resultado. 

Note-se que a sucessão Ai, Ai, ... existe sempre. 
Sabe-se com efeito que, se A é mensurável, existe sempre 
uma sucessão ai, a>, . . . de conjuntos limitados mensurá-
veis, sem pontos comuns dois a dois, tal que 

A = ai -f ai + ...; 
fazendo 

A'i = Ui, Ai = ai + ^ , A'z = ai -f aj -f a3, . . . , 

os A'i serão também limitados e mensuráveis, e tem-se 

Ai<A'z<A'3< 

ora o limite desta sucessão é evidentemente A. Verifica-se 
que 

mA = mai ma-2 -f . . . = Iim (?nai -)-... +ma,) = Iim m Ai. i—• OO i—• OO 

De modo análogo se demonstraria a fórmula mais 
geral, extensão da fórmula (2) do n.° 35, 

f f (A. B ) d (A . B ) =JdA f f (A. B ) dB, 
A.B A B 

em cujo segundo membro pode ser invertida a ordem das 
integrações. 

Todos estes resultados se estendem sem dificuldade a 
qualquer número de conjuntos mensuráveis componentes. 
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§ 9-° 

Da multiplicação das probabilidades 
nos conjuntos mensuráveis 

38. Seja A um conjunto de E m e B um conjunto de Enj 

ambos de medida positiva, e suponhamos que em certas 
circunstâncias A e B são conjuntos totais de pontos pos-
síveis e incompatíveis. Se essas circunstâncias se rea-
lizam, produzir-se há um ponto A de A e um ponto B de 
B ou, o que é equivalente, o ponto A.B de Emcom-
posto de A e B. 0 conjunto de todos êstes pontos com-
postos possíveis, que representaremos por AB, é eviden-
temente constituído por elementos incompatíveis e é total. 
Deve observar-se que o conjunto A B está contido no con-
junto composto A.B mas, em geral, não é idêntico a êle 
porque certos pontos de A.B podem ser impossíveis. 

Suporemos que para cada ponto de A o conjunto dos 
pontos de B compatíveis com êle é mensurável, e vice-
-versa. Esta suposição contém, quando um dos conjuntos 
A ou B é unidimensional, a da mensurabilidade da função 
na teoria geométrica do integral dada por Lebesgue na 
sua Thèse, e verifica-se em casos muito extensos; em espe-
cial, no caso importante de A B ser idêntico ao conjunto 
composto A.B, como é evidente. 

Suporemos ainda que, se A1 e B1 forem dois conjuntos 
mensuráveis contidos respectivamente em A e B , o con-
junto A! B' dos pontos possíveis compostos dos pontos 
de A' e B1 é sempre mensurável. Talvez esta proposição 
seja consequência da suposição precedente, mas não pu-
demos encontrar laço lógico entre ambas. Para o nosso 
objecto, basta que observemos que as duas suposições não 
são incompatíveis. No caso particular de Lebesgue, a que 
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já nos referimos, a segunda é de facto consequência da 
primeira, como êste ilustre geómetra demonstrou. No 
caso em que AB é idêntico a, A.B, aquela relação lógica 
é evidente, porque será também A! B1 idêntico a A1. B'. 

Pela segunda suposição, AB é mensurável. Rejeita-
remos os casos em que a medida de AB é nula e admiti-
remos portanto que esta medida é positiva. E o que se 
dá ainda, quando, em particular, AB é idêntico a A.B. 

Consideremos dois conjuntos compatíveis de medida 
positiva A1 e B' contidos respectivamente em A e B. É 
claro que a probabilidade do conjunto parcial A' B' de A B, 
constituído por todos os pontos possíveis compostos dos 
pontos de A' e B, é igual à probabilidade de A', i. é 

P.Mb = PA! ; 

analogamente é 
Pabi = PW-

Na hipótese de se ter realizado um ponto indeterminado 
de A', a probabilidade dum ponto indeterminado de B' é 
evidentemente igual à probabilidade do conjunto A1B' na 
hipótese da realização dum ponto indeterminado de A1 Bt 

i. é, pelo princípio da divisão, 

p PA'B' ^B', A! • 
PAIB' 

donde resulta, pela primeira das duas igualdades prece-
dentes, 

(1) PA'B'= PAI-PB', Ar, 

e tem-se semelhantemente 

9 
PA' BI = PB' • PA , B' • 
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Estas duas fórmulas traduzem o principio da multiplicação 
nos conjuntos mensuráveis. 

Do mesmo modo que para os conjuntos finitos ou nu-
meráveis se estende êste princípio a um número qualquer 
de conjuntos mensuráveis totais. 

Se A! fôr de medida nula, será AT B de medida nula; 
com efeito é A! B<A'.B, e A'. B tem a medida 

em virtude dum teorema precedente. O conjunto A1 B'<A'B 
é também de medida nula, e vê-se que a relação Pili = O 
tem como consequência PA* B' = 0. 

Designemos por / (A-B) a densidade de probabilidade 
de AB. Ter-se há 

M A! • M B = O 

À' B' 

Notando que é A' B' < A!. B\ poremos 

A1. B'-A1 B'; 

virá então virá então 

A'. Bl 
ou (n.° 37 in fine) 

PA, SI= I ® (A.B) d (A.B) 

donde resulta imediatamente 

(2) PA BI= )dA ff(A.B)dB, 
k' iV1 
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designando por B\ o conjunto dos pontos de B1 compatí-
veis com o ponto A de A. Tem-se uma fórmula análoga 
com as duas integrações na ordem inversa. 

Observemos que é sempre, qualquer que seja .F(A.B) 
integrável em A1B', 

(3) I f ( A . B ) d ( A . B ) = jdA I F(A.B)dB. 
À'B' A' B1 

Notemos finalmente que, designando por cp (A) a den-
sidade de probabilidade de A, resulta da fórmula (1) 

PAIB,= I PLJLT A,? (A) d A; 
A1 

a comparação com (2) mostra que pode escrever-se a re-
lação 

(4) f f (A • B) dB = tf (A). Pb', a1 

K 

entre as densidades / e tf, e tem-se uma relação análoga 
entre / e a densidade (J)(B) de B. 

As fórmulas (3) e (4) são importantes na teoria da es-
perança, como veremos adiante, e generalizam-se fàcil-
mente. 

39. Os dois conjuntos parciais A e B', de medidas 
positivas inferiores respectivamente às medidas de A e B, 
dizem-se independentes quando os pontos do conjunto 
composto A . B ' são todos possíveis e são satisfeitas as re-
lações 

BL)', A1 = PW, A', PA', B' = PAI, B , 
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onde A! e B1 representam os contraditórios de A' e B', 
i. é, os seus complementares para A e B respectivamente. 

Como nos conjuntos finitos ou numeráveis prova-se 
facilmente que os dois membros da primeira relação são 
iguais a PBi e os da segunda a PA'- Tem-se pois, neste 
caso, 

relação que exprime o princípio da multiplicação para dois 
conjuntos mensuráveis parciais independentes. 

40. Diremos que os dois conjuntos totais / I e B são 
independentes, quando os pontos do conjunto composto 
A.B forem todos possíveis e além disso forem indepen-
dentes todos os pares de conjuntos parciais A' e B1 de 
medidas positivas inferiores respectivamente às medidas 
de A e B. 

Já observámos que o conjunto A.B satisfaz às condições 
de mensurabilidade formuladas no comêço dêste §. Se 
representarmos por / (A.B) a densidade de probabilidade 
de A.B no ponto A.B e por <p(A) e <J>(B) as densidades 
de probabilidade de A e B, a última igualdade do n.° pre-
cedente pode escrever-se 

Mas, pelo n.° 37, o segundo membro desta relação é 
igual a 

PA BI = PA' • PB , 

I f(A. B) d (A. B) = fo (A) d A . f o (B) d B . 
w A' 

como A' e B' são arbitrários pode pôr-se, pois, em todos 
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os pontos de A.B, 

f(A. B) = <p (A). <|> (B). 

Exprimiremos êste facto dizendo que a densidade de pro-
babilidade do conjunto composto de dois conjuntos inde-
pendentes é igual ao produto das densidades de probabi-
lidade dos conjuntos componentes. 

A extensão da noção de independência e dos resultados 
precedentes ao caso dum número qualquer de conjuntos 
totais ó manifesta. 

§ i o . ° 

Das densidades 
de probabilidade discontinuas 

4L. O processo da passagem ao limite, que já empre-
gámos na primeira teoria da probabilidade dos conjuntos 
numeráveis, permite introduzir nos conjuntos mensuráveis 
as densidades de probabilidade discontinuas. Para não 
nos repetirmos fastidiosamente, limitar-nos hemos a algu-
mas breves indicações. 

Seja A um conjunto de En, de medida positiva, que, em 
certas circunstâncias, possui a densidade de probabilidade 
contínua f\ (A), noutras circunstâncias a densidade de pro-
babilidade contínua /2 (A), e assim indefinidamente. Se 
existir um grupo de circunstâncias que se possa considerar 
limite da sucessão dos grupos do circunstâncias dados, e 
se a sucessão 

f\ (A), ft (A), . . . 

convergir para uma função positiva /'(A) integrável em A, 
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diremos que f (A) é a densidade de probabilidade de A no 
grupo de circunstâncias limite. 

A nova densidade de probabilidade, se não fôr contínua, 
será uma função do Baire da classe I. Como A é mensu-> 
rável, esta função é mensurável também, como é sabido. 
Para que ela seja integrável, basta supor que as funções 
integráveis fi, f-i, . . . satisfazem à condição 

onde vI' representa uma função integrável. Se A1 fôr então 
um conjunto parcial de A, mensurável, será, por um co-
nhecido teorema de Lebesgue, 

a nova probabilidade do conjunto A1 é pois o limite da 
sucessão das probabilidades do mesmo conjunto para a 
infinidade numerável das densidades contínuas dadas. Se 
A é de medida nula, é PA' = 0; se A tem a medida de A, 
é PX = 1; se A tem medida positiva menor que a de A, 
6 0<PA,<1. 

A relação fundamental (1) permite demonstrar facil-
mente para a densidade discontínua / (A) todos os resul-
tados precedentemente obtidos para densidades contínuas. 
Não insistiremos nisso. 

figY, » = 1 , 2 , . . . , 

ou 

(1) PAI = Iim P^ ; 

42. Em lugar duma sucessão de densidades contínuas, 
podemos supor agora uma sucessão de densidades discon-
tínuas da classe I de Baire. O limite desta sucessão, se 
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existir e não pertencer às classes O ou I, será, cpiando 
integrável, uma densidade de probabilidade da classe II, 
àcêrca da qual se podem repetir as considerações do n.° 
precedente. 

Á aplicação reiterada dêste processo permite definir 
densidades de probabilidade de qualquer classe de Baire 
de ordem finita. Consideremos em seguida uma sucessão 
de densidades de probabilidade pertencentes a classes de 
ordem finita, formando as ordens destas classes uma su-
cessão ilimitada superiormente; se esta sucessão tem um 
limite positivo integrável que não é de classe de ordem 
finita, êsse limite será uma densidade de probabilidade 
pertencente à classe da primeira ordem transfinita u>. Con-
tinuando assim transfinitamente, introduzem-se densidades 
de probabilidade de tôdas as classes do Baire que, como 
se sabe, são numeráveis com os ordinais cantorianos infe-
riores a 9. 

Pode abandonar-se a restrição da positividade. Intro-
duzem-se então densidades não negativas de tôdas as 
classes, incluindo a classe 0. 

As funções de Baire, denominadas por Lebesgue «fun-
ções representáveis analiticamente» por provirem da apli-
cação reiterada da passagem ao limite a sucessões de po-
linómios, segundo o célebre teorema de Weierstrass sôbre 
as funções contínuas, são tôdas mensuráveis num conjunto 
mensurável. Para que possam ser densidades de proba-
bilidade, além de não negativas têm de ser integráveis. Uma 
função de Baire será necessàriamente integrável quando 
a sucessão de funções de Baire integráveis de classes in-
feriores que a define fôr limitada superiormente por uma 
função integrável qualquer. Já mostrámos no n.° prece-
dente como se utiliza esta proposição. 
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§ Il .0 

Da probabilidade 
nos conjuntos de medida infinita 

43. Ainda por passagem ao limite se pode fazer o 
estado da probabilidade nos conjuntos de medida infinita. 
Este caso não tem a importância do que temos considerado 
nos §§ precedentes e por isso nos ocuparemos dele muito 
brevemente. 

Recordaremos o que se entende por conjunto de me-
dida infinita. Seja primeiro A um conjunto de En, de 
medida finita e O um conjunto aberto qualquer do En, de 
medida finita também; a parte comum de A e O, que se 
representa por OA (nos §§ precedentes esta notação tem 
outro significado), é mensurável de medida finita, i. é 

m; (O A) = me (O A); 
e como 

Vii (OA) = mO- me (0-0 A), 
tem-se 

(1) InO=Tne(O-OA)jTme(OA). 

Se o conjunto aberto O tem medida infinita (i. é, me-
dida exterior infinita), a relação (1) toma a forma oo = cc, 
e é ainda verificada. 

Reciprocamente, se a relação (1) se verifica para um 
conjunto A, de medida exterior finita, qualquer que seja 
o conjunto aberto O, A é mensurável. Com efeito, tome-
mos um O de medida finita que contenha A; será então 
OA = A e a relação (1) dará 

?n O = me (O — A) + me A, 
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ou 
Wi A = me A, 

o que prova a afirmação. 
Pôsto isto, se um conjunto A de medida exterior infi-

nita satisfaz à relação (1) qualquer quo seja o conjunto 
aberto O, diz-se que A é mensurável de medida infinita-
mente grande. Muitas propriedades dos conjuntos de 
medida finita estendem-se a conjuntos mensuráveis quais-
quer, de medida finita ou infinita. Recordaremos a se-
guinte, de que vamos fazer uso: se A é de medida infinita, 
pode pôr-se sempre 

A = ai-f oj-[-..., 

onde os a;, em infinidade numerável, são limitados, de 
medida positiva e estranhos. Fazendo 

GT1 = A1
i, «I -f- K2 = A!?, ..., 

obtém-se uma sucessão 

A1
1, A't, ... 

de conjuntos de medidas positivas crescentes contidos 
em A, que tende para A; e é 

Iim TO A\ = oo . 
I--QC 

Suponhamos agora uma sucessão infinita de funções de 
Baire 

Zi(A) j ^(A) , . . . 
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definidas em A, não negativas, tais que 

J j i ( A ) i Z A = I , i - 1 , 3 , . . • ) 

e que 
IimZ i(A)=Z(A). 

Se em certas circunstâncias A\ é total com a densidade 
de probabilidade fi, se noutras circunstâncias A'% é total 
com a densidade de probabilidade f i , e assim indefinida-
mente, diremos que A é total para o grupo de circuns-
tâncias limite, se êste existir, com a densidade de proba-
bilidade f . 

Se as funções f\ verificam a condição de ser 

onde vF é uma função integrável em qualquer conjunto 
limitado mensurável A' contido cm A1 será f integrável 
nêsse conjunto e ter-se à 

Com efeito, contendo cada conjunto A\ todos os prece-
dentes e tendendo para A a sucessão (A'{), a partir de 
certo valor de i estará A contido em A\ e em todos os 
conjuntos de índice superior; as funções 

.fi1 fi+l, • • • 

serão integráveis em A1, e a relação (2) fica demonstrada 
pelo teorema de Lebesgue citado anteriormente (n.° 41). 
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Essa relação pode escrever-se 

(2*) PAI = IimP! (0 A', 

onde o primeiro membro representa a probabilidade de A! 
para a densidade f e no segundo membro figura a proba-
bilidade do mesmo conjunto para a densidade /;. 

Se o conjunto de medida finita A' é ilimitado, pode 
considerar-se como limite duma sucessão de conjuntos 
limitados mensuráveis p;, cada um dos quais contém o 
precedente e cujas medidas tendem para a de A!. Como 
os integrais de / nos ^ formam uma sucessão não decres-
cente e não excedem 1, tendem para um limite; é sabido 
que nestas condições / ó integrável em A! e tem-se 

f f (A) d A = Iim j/(A) d A, 
A> ''-0PI 

ou 

(3) PA' = lira P . i — r i 

Finalmente, se A! é de medida infinita, formemos a 
sucessão de termo geral A\ A1 (parte comum de A\ e A!); 
poremos 
(4) PA' = bm PaI. A' , 

! —>00 

quando êste limite existir. Em particular, é A\ A = A';, 
= 1, e tem-se portanto 

P4 = 1. 

Facilmente se veria que a definição (4) concorda com 
a fórmula (3). A concordância com (2*) é evidente. 
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As fórmulas (2*), (3) e (4) permitem construir tôda a 
teoria da probabilidade nos conjuntos de medida infinita. 

44. Se os conjuntos A\, como totais, são homogé-
neos, é 

portanto 
' / (A) = O. 

O conjunto total A é pois homogéneo, com densidade de 
probabilidade nula. A probabilidade dum conjunto par-
cial de medida finita é sempre nula. Se supomos feita a 
decomposição 

A = u.\ -f a-i -f . . ., 

onde os a; são estranhos e de medidas positivas, e consi-
deramos a realização dum ponto indeterminado de a, como 
um acontecimento (i = 1, 2, .. .), temos um exemplo dum 
conjunto numerável total de acontecimentos possíveis e 
incompatíveis, todos de probabilidades nulas, i. é, dum 
conjunto ntimerável total homogéneo. No n.° 23 estu-
dámos a probabilidade de tais conjuntos. A observação 
que acabamos de fazer permitiria estudá-la dum novo ponto 
de vista. Aqui, porém, temos que limitar-nos a esta in-
dicação. 

§ 12.° 

Da probabilidade nos conjuntos 
de medida nula 

45. Para não omitir caso algum, resta-nos dizer duas 
palavras sôbre a 'probabilidade nos conjuntos totais de 
medida nula. E claro que em tais conjuntos não pode 



77 

haver densidade de probabilidade, porque um integral 
estendido a um conjunto de medida nula é sempre nulo. 

Seja em En um conjunto A de medida nula. Vamos 
efectuar uma redução importante. 

Duas suposições são possíveis, antes de mais : A está 
ou não está contido num En_{. Ora na primeira há três 
outras a considerar: A é em En-i mensurável de medida 
maior que zero, caso estudado nos §§ p r e c e d e n t e s • ou 
não mensurável; ou de medida nula, caso que não difere 
do inicial e se submete à mesma redução. 

Só nos restam, pois, duas suposições : A não está con-
tido num En_i, ou é um conjunto não mensurável dum 
EN^L. Na primeira, A pode ser finito, numerável, ou ter 
a potência do contínuo. Não há outra alternativa se 
admitimos com Cantor a «hipótese do contínuo», i. é, 
que a potência do contínuo é a segunda potência. Na 
segunda suposição, A tem sempre a potência do contínuo, 
de contrário teria medida nula em En_\. Como o caso 
de ser finito ou numerável já está estudado, ficamos 
reduzidos ao caso em que A tem a potência do contínuo. 

Consideremos portanto em En um conjunto A de me-
dida nula, da potência do contínuo, que não está contido 
num E„_i ou é um conjunto não mensurável dum 
Seja B, de medida positiva, um conjunto total de pontos 
possíveis e incompatíveis de outro espaço Fn, e suponha-
mos que entre os pontos de B e os de A se estabeleceu 
uma correspondência biunívoca qualquer, o que é possível 
por terem os dois conjuntos a mesma potência. Se con-
sideramos realizado um ponto de A quando se realiza o 
ponto correspondente de B, A é um conjunto total de 
pontos possíveis e incompatíveis. A probabilidade dum 
conjunto parcial A correspondente a um conjunto men-
surável B' contido em B é a probabilidade de B'. Assim, 
cada proposição da teoria da probabilidade nos conjuntos 
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totais de medida positiva fornece imediatamente uma pro-
posição análoga para a probabilidade nos conjuntos totais 
de medida nula, e esta observação dispensa-nos de fazer 
mais considerações sôbre o assunto. 

§ 13.° 

Da esperança das variáveis aleatórias 

46. Denominaremos variável aleatória um símbolo que 
representa um elemento indeterminado dum conjunto total 
de números possíveis e incompatíveis. Êstes números 
são os valores da variável aleatória. 

Os valores duma variável aleatória podem ser todos 
diferentes e neste caso distinguem-se por si mesmos; ou 
não, e então distinguem-se dois valores iguais pelos acon-
tecimentos concretos a que andam associados. 

Por exemplo, os «pontos» possíveis no lançamento de 
dois dados, 2, 3, . . . , 12, são os valores duma variável 
aleatória. Mas também o conjunto 2, 3, 3, 4, .. ., 12, 
que difere do precedente em ter o elemento 3 repetido, 
pode ser considerado como conjunto dos valores duma 
variável aleatória, se um dos elementos 3 é o «ponto» 
obtido quando o primeiro dado fornece um I e o segundo 
um 2, e o outro elemento 3 é o «ponto» obtido quando 
se dá o inverso, conservando os restantes elementos o 
significado primitivo. 

Duas ou mais variáveis aleatórias dizem-se indepen-
dentes, se são independentes os conjuntos dos valores de 
cada uma delas. 

Além da noção fundamental de probabilidade, anda 
ligada às variáveis aleatórias uma noção derivada extre-
mamente importante, de que vamos ocupar-nos. 
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47. Seja x urna variável aleatória, de valores 

X{, Xi1 . . . , Xn 

em número finito, com as probabilidades 

pi, Pi, Pu-
A soma 

PlXl + ptXi + • • • +PnXn 

é por definição a esperança matemática da variável alea-
tória x. 

Para representar a esperança de x empregaremos a 
notação 

esp x. 

Esta noção foi primeiro formulada a propósito de pro-
blemas de jôgo, e aí reside a razão do nome. Suponhamos 
duas pessoas que jogam nas seguintes condições: existe 
um prémio «i, que será recebido pela primeira se se rea-
lizar um acontecimento A e pela segunda se se realizar o 
acontecimento contrário A S e as duas pessoas resolvem 
não jogar, é justo que dividam entre si o prémio propor-
cionalmente às probabilidades p e q dos dois aconteci-
mentos (1). As partes que então competem a cada uma 
são as esperanças que tinham as duas pessoas, antes daquela 
resolução, relativamente ao prémio a\ e valem respectiva-
mente 

p a i e qai , 
ou 

pai+q.O e p.O + qa\. 

(') Supomos que as duas pessoas nâo contribuíram para a formação 
do prémio. 
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Esta noção de esperança concorda com a nossa definição ; 
o ganho da primeira pessoa é com efeito ama variável 
aleatória com os valores ai e 0 de probabilidades p e q, e 
coisa análoga se dá com o ganho da segunda. 

Supondo duas outras pessoas que jogam outro premie a2 

nas mesmas condições, serão 

p a t e qai 

as esperanças respectivas. Imaginemos que a primeira 
pessoa do primeiro jôgo e a segunda do segundo jôgo 
cedem os seus direitos a uma quinta pessoa. Se nenhum 
dos dois jogos se efectua, esta pessoa receberá a soma 
das partes que competiam a ambas, i. ó, 

pai + qa-2; 

êste número é pois a esperança da quinta pessoa relativa-
mente à variável aleatória de valores ai e a2 com proba-
bilidades p e q. 

Importante nas questões de jôgo, a noção de esperança 
não importa menos à teoria geral das j:>robabilidades. 
Esta importância assenta nas duas propriedades seguintes. 

Sejam x e y duas variáveis aleatórias dependentes ou 
independentes, susceptíveis dos valores 

Xl, Xi, ..., Xm 
e 

Vi, ---,Vn 

respectivamente. A soma x-\-y destas variáveis é a va-
riável aleatória susceptível dos valores da expressão 

+ 2/i, 
i = l, 2, . . . , ? « , J = 1, 2, . . . , n, 
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correspondentes aos sistemas de números y,) de reali-
zação possível. Designemos por r,-; as probabilidades 
dêstes sistemas; será 

m n 
esp (x + y) = 2 E O' + %) = E E n j + E (% E ^ij) , 

» , j ;=i » 

onde as somas interiores do terceiro membro se estendem 
respectivamente a todos os valores de j compatíveis com 
o número i e a todos os valores de i compatíveis com o 
número j. Ora (n.° 8) a primeira destas somas é a proba-
bilidade de Xi e a segunda a probabilidade de y,; logo 

esp (x-\-y) = espíc-f-esp^; 

i. é, a esperança da soma de duas variáveis aleatórias, 
dependentes ou independentes, é igual à soma das espe-
ranças das parcelas. 

Esta propriedade vale para qualquer número de variá-
veis aleatórias. Tem-se com efeito 

esp (x-\-y 4- z) = esp (» + y)-\- esp z = esp a?-f- esp y-\- esp z , 

e assim sucessivamente. 
O produto xy é a variável aleatória susceptível dos 

dos valores da expressão 
xHZi 

correspondentes aos sistemas (xt,y,) de realização possível. 
É pois 

esp (x y) = EE^yy r<r 
>.J 

Se as duas variáveis aleatórias x e y são independentes, 
6 
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todos os sistemas (a;,-, y,) são de realização possível e 
tem-se 

r, j =!>>%, 

onde pi é a probabilidade de Xi e qj a de yj (n.° 11); logo 

m u m n 
esp (xy) = I YiXiyjPiqi = YiPiXi-Iqjyh 

i=4 >=i /=1 
OU 

esp (xy) = esp x . esp 

i. é, a esperança do produto de duas variáveis aleatórias 
independentes é igual ao produto das esperanças dos fac-
tores. 

Vale a mesma propriedade para qualquer número de 
variáveis aleatórias independentes. 

Se os valores duma variável aleatória são todos iguais, 
tem-se uma constante aleatória. A esperança duma cons-
tante aleatória é a própria constante; com efeito, é 

esp a =p\ a+pia +... -pna= a, 
por ser 

pi+pt + • - • +Pn= 1. 

Somando a cada um dos valores duma variável alea-
tória x um número c, obtêm-se os valores duma nova va-
riável aleatória c-f x, e tem-se 

esp (c + x) = pi (c f a: t)-f. ..+p„ (c-f xn)= c -f esp». 

Multiplicando cada um dos valores de x por c, obtêm-se 
os valores da variável aleatória cx; tem-se 

esp (cx) =pi cxi + • • • 4 Pn cxn = c . esp®. 
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48. Seja agora x uma variável aleatória de valores 

Xl ,Xi, Xn, ... 

em infinidade numerável, com as probabilidades positivas 

PlfPt,..-, pn, ••• 
Se a série 

Pixi +pi X3 + ...+pnxn+... 

fôr absolutamente convergente, a sua soma define a espe-
rança da variável aleatória x. 

Quando a variável x é limitada, a esperança de x existe 
sempre. Mas esta condição suficiente não é necessária. 
Por exemplo, a variável susceptível dos valores 

1 , 2 , 3 , . . . 

com as probabilidades 

J l J _ _1_ 
2 ' 22 ' 23 ' 

tem a esperança 2. 
A esperança das variáveis aleatórias numeráveis possui 

as mesmas propriedades que a esperança das variáveis 
aleatórias finitas. 

Sejam x e y duas variáveis aleatórias numeráveis, 
dependentes ou independentes, susceptíveis dos valores 

, X2, . . ., Xn, . • • 
e 

yi, y-h y*> ••• 

respectivamente. Se existirem as esperanças de x e y, 
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existirá também a esperança de x-{-y e será igual à soma 
daquelas duas. 

Com efeito, a soma das variáveis x e y é a variável 
aleatória susceptível dos valores da expressão 

Vi+I/j, 
i=l, 2, n, j = 1, 2, . . . , n, . . . 

correspondentes aos sistemas («,-, yj) de realização possível. 
Se designamos por r,,- as probabilidades dêstes sistemas, 
temos 

(1) esp (a; + y) = £ £ («« + #) Ui 
i, j 

se a série dupla do segundo membro fôr absolutamente 
convergente. Ora esta série resulta da adição ordenada 
das duas séries duplas 

S S *.**«/ e S S % r ú > 
«'»i i 

que são absolutamente convergentes por convergirem abso-
lutamente as duas séries simples 

(2) S f a S ' . / ) e % Z r i } ) 
«=« J ;=1 » 

obtidas a partir delas somando-as respectivamente por 
linhas e por colunas; estas séries simples representam 
com efeito as esperanças de x e y, porque as séries 

S n i e S n y 
j »' 

são respectivamente (n.° 18) as probabilidades de Xi e yj. 
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A série que figura no segundo membro de (1) é portanto 
absolutamento convergente e igual à soma das séries (2), 
i. é, 

esp (x + y) = esp x -f esp y, 

como tínhamos afirmado. 
O produto das variáveis x e y é a variável aleatória xy 

susceptível dos valores da expressão 

xiVj 

correspondentes aos sistemas (XÍ, y/) de realização possí-
vel. É portanto 

esp (xy) = SS XiIj1 Tij 
'•i 

se a série do segundo membro fôr absolutamente conver-
gente. Ora, se as duas variáveis aleatórias x e y forem 
independentes, todos os sistemas (xif yj) são de realização 
possível e tem-se 

rij=Pi9h 

onde JJI e QJ são respectivamente as probabilidades de XI 

e yj (n.° 22). A série dupla 

OO OO 

S S Xiyjpi qj 
i=i j=i 

tem por termo geral o produto dos têrmos gerais das 
séries simples 

oo ao 

S P i X i e S q j y j } 
i=l j=i 
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que convergem absolutamente para as esperanças de x e y; 
é por conseguinte absolutamente convergente e tem por 
soma o produto destas esperanças, donde resulta imedia-
tamente 

A esperança do produto de duas variáveis aleatórias 
numeráveis independentes existe quando existirem as espe-
ranças dos factores, e é igual ao produto destas. 

Os dois teoremas que acabamos de demonstrar têm lugar 
para um número qualquer de variáveis aleatórias. 

Como no n.° precedente, demonstram-se imediatamente 
as igualdades: 

onde x é uma variável aleatória numerável e c um número 
qualquer. 

49. Consideremos finalmente o caso de variáveis alea-
tórias cujos" valores formam conjuntos com a potência do 
contínuo. 

Seja A um conjunto total, de medida positiva, de 
pontos possíveis e incompatíveis dum espaço E„, e supo-
nhamos que a cada um dos seus pontos A corresponde 
um número x = Ç (A); x será uma variável aleatória, e a 
esperança de x é por definição o integral 

esp (xy) = esp x . esp y. 

esp a = a 

onde a é uma constante aleatória numerável: 

esp (c + x) = c + esp x 

esp (cx) = c . esp 

A 
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onde <p (A) representa a densidade de probabilidade de A. 
Se £(A) e limitada e mensurável, a esperança de x existe 
sempre. Esta condição suficiente não é porém necessária. 

Para tais variáveis aleatórias subsistem ainda as pro-
posições precedentes. Consideremos duas variáveis alea-
tórias 

» - Ê ( A ) , y ==»j(B), 

dependentes ou independentes, a primeira definida num 
conjunto A dum Em e a segunda num conjunto B dum En, 
sendo A e B de medida positiva, com densidades de pro-
babilidade <p(A) e t]>(B). Se as esperanças de x e y exis-
tirem, existirá também a de x-\-y e será igual à soma 
daquelas. 

Ter-se há com efeito 

(1) esp (x+y)~ J ^ (A) + r; (B)^ f (A . B) d (A . B), 
AB 

onde f(A . B) ó a densidade de probabilidade no conjunto 
A B de EmJrn constituído pelos pontos possíveis compostos 
dos pontos de A e de B, se o integral do segundo membro 
existir. Êste integral existe necessàriamante quando exis-
tirem os dois integrais 

(2) f S(A)/(A.B) d (A.B), fr, (B) f (A.B) d (A.B) *J t/ 
AB AB 

e, pela fórmula (3) do n.° 38, êstes integrais existirão se 
existirem os integrais 

(3) íSj (A) dÂ. j f ( A . B) d B , Jrl (B)dB|/ ?(A.B)dA, 
A B1 B At 
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onde Bll significa o conjunto dos pontos de B compatíveis 
com o ponto A de A, e Ab O conjunto dos pontos de A 
compatíveis com o ponto B de B. Ora, pela fórmula (4) 
do mesmo n.°, os integrais estendidos a B\ e a AB são 
respectivamente iguais a <p(A) e <J>(B), porque é evidente-
mente 

Logo os integrais (3) não diferem dos integrais 

(4) j\(A)V(A)dA, fv(B)i(B)dB, 
A B 

que são as esperanças de x e y e existem por hipótese, e 
jiortanto existe a esperança de x + y. Pois que os inte-
grais (3) são respectivamente iguais aos integrais (2) e a 
soma dêstes é o integral (1), tem-se 

esp (x+y) = esp x + esp y, 

como nos casos anteriores. 
A esperança do produto xy é analogamente 

(5) esp (xy) = / Ç (A) rj (B) f (A .B)d(A.B), 
AB 

quando êste integral existir. Se as variáveis aleatórias x 
e y são independentes, é 

e (n.° 40) 
AB = A-B 

/'(A-B) = Cf(A)KB); 
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pela fórmula (1) do n.° 37, o integral (5) existe porque 
existem os integrais (4) e é igual ao produto dêstes, i. é, 

como nos casos precedentes. 
Estas proposições são válidas para qualquer número 

de variáveis aleatórias. 
Se a é uma constante aleatória no conjunto A, tem-se 

tem-se também, sendo c um número qualquer e x uma 
variável aleatória em A, 

como precedentemente. 

50. Se as variáveis aleatórias são definidas em con-
juntos de medida infinita, encontram-se os mesmos resul-
tados mediante o processo da passagem ao limite, tal como 
o empregámos no § 11. 

Se elas forem definidas em conjuntos de medida nula, 
com a potência do contínuo, chega-se ainda aos mesmos 
resultados, o que se torna evidente atendendo a que no 
§ 12 reduzimos o estudo da probabilidade nos conjuntos 

esp (xy) = esp x. esp y 

« / A 

x 

e 

esp (cx)= Jc^ (A) <p (A) d, A = c. esp x, 
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de medida nula ao estudo da probabilidade em conjuntos 
de medida positiva. 

§ 14.° 

Dos vectores aleatórios 

51. Suponhamos que a cada elemento A dum con-
junto total A de acontecimentos possíveis e incompatíveis 
corresponde, não um só número, mas um sistema de k nú-
meros cuja ordem não é indiferente 

®A> yx, wk. 

Se representamos por x um número indeterminado dentre 
os Xx e damos a y . . . w significação análoga, serão 

x, y, ..., ia 

k variáveis aleatórias definidas no conjunto A. Diz-se que 
estas variáveis são as componentes dum vector aleatório V 
definido em A; escreveremos 

V = (x,y, ..., w). 

Se v' é outro vector aleatório de k componentes, de-
finido num conjunto total B da mesma espécie que A, 

V = K y , ..., W1), 

ao vector 

v + v ' = (« + »', y+y', ..., w+io') 

chama-se soma de V e v\ 
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Analogamente, ao vector 

Vv' = («as', yy', . . iow') 

chamaremos produto (1) de v e v'. 
Se a, b, . . ., l designarem as esperanças das variáveis 

x, y, ..., w, o vector 

a = (a, b, . . ., l) 

é p o r de f in i ção a esperança de v. 
Os dois vectores V e v' dizem-sc independentes, se são 

independentes os dois conjuntos A e B . Neste caso todos 
os grupos 

x e x', x e y', . . ., x e io', . . ., w e ir) 

são pares de variáveis aleatórias independentes. 
Posto isto, os resultados do § anterior permitem enun-

ciar imediatamente as seguintes proposições: 
a) a esperança da soma de dois vectores aleatórios é 

igual à soma das esperanças das parcelas; 
b) a esperança do produto de dois vectores aleatórios 

independentes é igual ao produto das esperanças dos fac-
tores. 

Além disso, a esperança dum vector aleatório constante 
é o próprio vector; a esperança da soma ou do produto 
dum vector constante e dum vector variável é igual à 
soma ou ao produto do primeiro vector e da esperança do 
segundo. 

(1) Esta noçào nada tem que ver com os produtos de vectores defi-
nidos em Geometria. 
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§ 15.° 

Dois teoremas-Iimites 
sôbre variáveis aleatórias independentes 

52. Em 1901, o geómetra russo Liapunoff (J) demons-
trou a bela proposição seguinte. 

Seja xi, a>2, . . ., x„, . . . uma sucessão infinita de variá-
veis aleatórias independentes. Se, para todos os valores 
do índice i, existem as quantidades 

a; = esp®;, 5; = esp(XÍ — a,)2, = esp | XI — aj |2+0, 

sendo 8 um número> positivo, e se o quociente 

converge para zero com —, a probabilidade das desigual-

xi +a?2 + . . . + xn — (ai + a 2 + . . . +<*„) ti < . = < ti, + + 
onde íj e ti são dois números quaisquer, tende para o 
limite 

if+8»+ ^ + S ) + . . . + J(HS) 

^bi + bi + . . . + bn)*+* 

dades 

t, 

quando n cresce infinitamente. 

(1) Comptes Rendus de VAc. des Sc. de Paris, t. cxxxn, págs. 12b c 
814. Demonstração elegante em Markoff, Dèmonstration da second théo-
reme-limite du Calcul des Probabilités, S. Petersburgo, 1913. 
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Esta proposição tinha sido demonstrada anteriormente, 
sob condições muito mais restritivas, por Tchebychef (1), 
e também por Markoff (s), que introduziu na demonstração 
de Tchebyehef aperfeiçoamentos importantes. Foi desco-
berta por Laplace (3) e generalizada por Poisson (*), mas 
nenhum dêstes dois geómetras a demonstrou com rigor. 
Há poucos anos, Lindeberg (s) conseguiu tornar menos 
restritivas as condições de Liapunoff, mas com sacrifício 
da simplicidade do enunciado. 

Vamos deduzir da proposição citada os seguintes teo-
remas. 

I. Sejam Xi, x. . ., xn, . . . as variáveis aleatórias de 
Liapunoff. Se a sucessão 

h, bi, . . b„, . . . 

ó limitada superiormente e se s e yj são dois números posi-
tivos arbitrários, para valores de n suficientemente grandes 
a probabilidade da desigualdade 

[ Xi + Xj + . . . -f xn — (a{ + q-2 -f . . .+a„)\k 

n 

onde k é um número positivo menor que 2, é superior a 

II. Supostas as mesmas variáveis aleatórias, se a 
sucessão 

bi, bi, . . bn, ... 

(1) Sur deux théoremes rdatif» aux probabilités, in-Acta Mathematica, 
t. 14. 

(*) Uber die Wurzeln der Gleichung e*'. d"> e~x': dxm = O, 1898, in-
-Wahrscheinliehkeitsrechnung, Anhang I, trad. alemã, Leipzig, 1912. 

(3J Op. eit., Livre n, Chap. iv, § 22; Chap. ix, § 39. 
(«) Op. eit., Chap. iv, §§ 97 a 101. 
(5) Oomptes Rmdns, t. CLXXÍV, 1922, pág. 1400, 
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é limitada inferiormente por um número positivo e se i e íj 
são dois números positivos arbitrários, para valores sufi-
cientemente grandes de n a probabilidade da desigual-
dade (1), onde k é um número maior que 2, é inferior a vj. 

Designemos (4) por t um número positivo qualquer; 
pelo teorema de Liapunoff, a probabilidade da dupla desi-
gualdade 

-t \'¥B~n< X1 +0¾+ .. .+as, —(oi + a2 + .. .+aH)<W2~Bu, 

onde é 
Bn = bi + h+. • .+&., 

ou, o que é o mesmo para k > O, a probabilidade da desi-
gualdade 

( 2 ) | g |+a« + . • .+«» . - (a t + a« + . • - + QlQlt (< ^ B n f 
n n ' 

tende para 
- H 

9 (t) = 4= fe~pdt 
V* J 

—t 

quando n diverge para + oo. Lembremos que a função 8 (í) 
se anula para t = O, é contínua para todos os valores de t, 
cresce com t e é 

lim9 ( í ) = l ; 
í—> OO 

e que, por conseguinte, existe um valor suficientemente 
grande de t para o qual a diferença 1 — 8 (í) é igual a um 
número positivo arbitràriamente pequeno, e um valor sufi-

(1) A demonstração que segue inspira-se duma das demonstrações 
do teorema de Bernoulli dadas por Tehebychef; ef. Markofi, Wahrecheinl., 
Kap. ii, § 10. 
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cientemente pequeno de t para o qual 8 (¢) é igual a um 
número positivo tão pequeno quanto se queira. Notemos 
também que, se existir um número L tal que se tenha 

bi<L 

para i= ], 2, 3, . . . , será satisfeita a desigualdade 

(3) Bn<nL 

qualquer que seja n; e que, analogamente, existindo um 
número Z>0 tal que seja 

Kh 

para i = 1, 2, 3, . . ter-se há para todos os valores de n 

(3') nl<Bn. 

Demonstremos o teorema I, em que é 0 < A < 2 . Fa-
çamos 

+ vj '>0, r j " > 0 

e disponhamos do número t de modo que seja 

l _ e ( í ) = Tj'-

Representemos por Q a probabilidade da desigualdade (2); 
existe um número no tal que é 

para n>no', portanto tem-se 

i - q c v + V ; 
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ou 

para ra>wo. Mas, por virtude de (3), é 

n v 

logo, a probabilidade da desigualdade 

(4) 1 + + + .••+«.)I t ^ z Z f . J T 

é maior que a de (2). Se ainda sujeitamos n à condição 

— 

(tV2L)k.n * <£, 
ou 

a probabilidade de (1) será maior que a de (4). Conclui-se 
que a probabilidade da desigualdade (1) é maior que 1 — Tj 
para todos os valores de n superiores ao maior dos núme-
ros no e m, como pretendíamos provar. 

Passemos ao teorema II, onde é k> 2. Façamos ainda 

i = y + V > V > o , n">° 

e disponhamos agora do número t de modo que seja 

Designemos por Q1 a probabilidade da desigualdade (2); 
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existe um número n'o tal que é 

e ( í ) - Q ' > — * " 

para M > W ' O ; portanto tem-se 

ou 
Q ' < 1 

para n>n'o. Mas é, por (Br), 

logo, a probabilidade da desigualdade 

(5) 1 ^ + ^ + - - + ^ - ( ¾ + ¾ + - . .+¾);* < ( i l / 2 j ) t . > , T 

é menor que a de (2). Se ainda sujeitamos n à condição 

k- 3 
e<(t^2l)k.n * , 

OU 

a probabilidade de (1) será menor que a de (5). Conclui-se 
que a probabilidade da desigualdade (1) é menor que r( 

para todos os valores de n superiores ao maior dos núme-
ros v!o e ra'i, o que demonstra o teorema. 

53. O teorema I contém uma restrição de que pode-
mos libertar-nos. Não é, com efeito, necessário que exis-

7 
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tam as esperanças para que êle tenha lugar. Basta 
que existam a, e J,-, e que o conjunto bi, bi, ..., b„, ... 
seja limitado superiormente. Para demonstrar isto, em 
vez do teorema de Liapunoff, que já não podemos invocar, 
utilizaremos a conhecida desigualdade de Tchebychef (J). 

Sejam xi, Xi, ..., xn variáveis aleatórias independentes, 
ai, ai, ..., an as suas esperanças, bi, bi, ..., b„ as espe-
ranças de 

(xi — a,y, (xi — a i f , . . . , (xn — a„y 

e t um número qualquer. A probabilidade de que a dife-
rença 

Xi + Xi + ... -f- xn — (ai -f at + ... -f a„) 

pertença ao intervalo de extremidades 

+ Wbi+biV.-.+K 
é maior que 

A demonstração do teorema I, liberto da restrição que 
referimos, a partir desta proposição elementar é muito 
simples. Façamos com efeito 

a probabilidade das desigualdades 

- y/^- ^ X1 + a* + . . . + xn - (a, + a2 -I-... + an) S + y/5, 

(1) Des valeurs moyennes, in-Journal de Liouville, u." série, t. xn, 
1867. 
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ou, por ser &> 0, da desigualdade 

+ « ! + .. . + 8 8 , - ( ^ + ^ + . . . + 0,)1* < 1 / tí.\ ~ 
n — ji \ rj / ' 

é maior que 1 — ij; ora, visto ser 

BN<N L 
e, portanto, 

K F M I ) ^ 
será a fortiori maior que 1 — rj a probabilidade da desi-
gualdade 

|g< + «fr + '•• + «• — («i + fla + • • •+ a»)It ^ 1 • v, £ n 

desde que se dêem a n valores que satisfaçam à desigual-
dade 

/ T \ k t - í 

ou 

e o teorema fica demonstrado. 

54. No caso particular de ser /¢ = 1, o teorema I, sob 
a forma mais extensa que acabamos de lhe dar, é idêntico 
ao teorema de Bernoiilli generalizado, que se encontra já 
em Laplace e em Poisson, mas de que Tchebychef foi o 
primeiro a dar demonstração rigorosa, aliás muito sim-
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pies, na Memória citada no número precedente. Para 

1 com a probabilidade p{, 
O com a probabilidade q{, 

PÍ + 5Í = 1, 1 = 1 , 2 , 3 , . . . , 

êste teorema reduz-se ao teorema de Poisson (1), no qual 
com efeito está contido o velho teorema da Ars conjectandi. 

A aplicação do teorema I, sob a forma do número 
anterior, às variáveis (1), para as quais é 

esp Xi =pi, esp (»,• — p,)2 = pi qi, 

dá imediatamente o teorema seguinte. 
a) Seja dada uma sucessão infinita de provas indepen-

dentes e sejam 
pi, pi, ..., pn, ... 

as probabilidades respectivas dum acontecimento A. Se e 
e Yj são dois números positivos arbitrários, para valores 
de n suficientemente grandes a probabilidade da desig^^al-
dade 
(2) | » » - ( p i + p » + . • • + ?•.) 1* <g 
^ ' n ' 

onde m designa a frequência absoluta de A e k é um nú-
mero positivo menor que 2, é superior a 1— Ti. 

A aplicação do teorema II às mesmas variáveis dá o 
teorema que segue. 

b) Sejam 
Ph Ph ---,Pn, ••• 

(•) Op. eit., cap., ív, § | 94 a 96. 



as probabilidades dum acontecimento A nnma sucessão 
infinita de provas independentes e 

q{, qt, qn, . . . 

as probabilidades do acontecimento contraditório. Se a 
sucessão numérica 

piqh ptqh • • - , pnqn, • •. 

ó limitada inferiormente por um número positivo e se e 
e Y] designam dois números positivos arbitrários, para 
valores de n suficientemente grandes a probabilidade da 
desigualdade (2), onde m tem a mesma significação e k ó 
um número maior que 2, é inferior a Yj. 

Basta mostrar, com efeito, que as variáveis (1) satis-
fazem neste caso às condições de Liapunoff. Ora, temos 
aqui 

= esp | Xi - P i P+S = p, qi Q9l
1+3

 + gJ+S) qi 

para S > 0, e n 
Pn = S p . ? . ; 

donde resulta que o quociente 

S Ò < 2 + 5 ) 

< 1 

3 — / n \ S 
Bn + * ( S i * qiy 

tende para zero com por ser divergente a série 

OO 
S 
1 
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Os corolários de a) e b) relativos ao caso especial de 
serem iguais ap tôdas as probabilidades p\, pz, . . . , pn, ... 
contêm as duas proposições seguintes, demonstradas pelo 
sr. Dr. Pacbeco de Amorim, por um método muito dife-
rente, na sua Dissertação Inaugural (1). 

1) A probabilidade de que a=\m — np \ seja tal que 

«P-M 
(P>1), nP 

onde s é um número positivo arbitrário, tende para zero 
1 com —. 
n 

2) A probabilidade de que seja 

" ( P > 2 ) V 

tende para zero com ~. 
A desigualdade da proposição 2) é com efeito equiva-

lente a 
| m np |P 

n ' 

i. é, a proposição 2) ó idêntica ao corolário de b). 
A proposição 1) afirma que a desigualdade contradi-

tória de 
h 4 i 

| m — np | > P 
n — 

(1) Elementos de Cálculo das Probabilidades, Coimbra, 1914; cap. v, 
propos. íx e x. 
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tem uma probabilidade que tende para 1; esta proposição 
está pois contida no corolário de a): corresponde ao 
caso 1 < k < 2. 

Os dois corolários referidos podem demonstrar-se di-
rectamente, pelo mesmo método que os teoremas I e II, 
a partir do teorema de Laplace, segundo o qual a proba-
bilidade das desigualdades 

np-\r ti Vf 2npq<m<np-\- h\/ 2npq 

tende para o limite 
t, 

-S= fS-' dt 
VK J 

t, 

quando n cresce infinitamente. Este teorema é um caso 
particularíssimo do teorema de Liapunoff. Tchebychef 
deu dêle uma demonstração rigorosa e elementar, que 
Markoff expõe com muita elegância no seu Tratado ('). 

§ 16.° 

Justificação do princípio de Gauss 
no problema da combinação 

das observações 

55. Consideremos primeiro o caso das observações 
directas. Seja « uma grandeza desconhecida e sejam 
at, aâ, . . . , a„ as medidas desta grandeza em n observações. 

(i) Op. cit., Kap. II, § 9. 
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Poderemos escrever as equações aproximadas 

(1) at irai , Ct̂ zfra2, 

Designando por xt, ..., xn os êrros possíveis das 
observações efectuadas, que suporemos independentes, e 
admitindo que as observações são desprovidas de êrro 
constante, teremos 

espSCi = O, í = 1 , 2, . . . , n. 

Propomo-nos procurar a combinação linear das equa-
ções (1) que os princípios da teoria das probabilidades 
mostrem ser a mais conveniente. Precisando o sentido 
destas palavras, diremos que se trata, em rigor, de deter-
minar um sistema de factores mi, ma, mn pelos quais 
devam ser multiplicadas respectivamente, e depois soma-
das, as equações (1), de modo que seja máxima a proba-
bilidade de que o êrro da equação resultante, depois do 
dividida pela soma mi + THa-f . . . + ?«„ suposta diferente de 
zero, fique compreendido num intervalo arbitrário (— e, + s). 
Mas é claro que a questão assim posta é insolúvel, porque 
a expressão rigorosa desta probabilidade é tão inteiramente 
desconhecida como as leis de probabilidade dos êrros das 
n observações, e que a razão desta insolubilidade não re-
side na imperfeição da sciência das probabilidades, mas 
na natureza das coisas. 0 que nos permite pô-la dum 
modo levemente diferente, que comporte solução, é o facto 
notável descoberto por Laplace, demonstrado rigorosa-
mente e sucessivamente generalizado por Tchebychef e 
Liapimoff, de que, sob certas condições, aquela probabili-
dade tende para um limite de expressão perfeitamente 
determinada e muito simples quando n cresce infinita-
mente. Procuraremos portanto a combinação linear das 
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