"
e f g o Sy e R

PEEA il et e

P e |

o —

i

2 "
TUT . e e el A I e e I e W B




197.6X19 36

£ DA REVOLUCAO =

(AE

IV

1301088171

UMIVERSIDADE DE COIMBRA
Biblioteca Geral

A

&




b 13055406

| |



J

whed lad

w3 essionqig (ERD




L VISCOSIDADE D03 LIGUIDOS

BERNARDO AYRES

Doutor em Philosophia

—Dcioc——
COIMBRA

IMPRENSA DA UNIVERSIDADE
1892







DISSERTACAO DE CONCURSO

APRESENTADA A

FACULDADE DE PHILOSOPHIA

UNIVERSIDADE DE COIMBRA







Consideracaes heoricas

1. Considere-se no interior de um corpo qualquer, solido on
fluido ou na superficie de separacio dos dois, um elemento de
superficie infinitamente pequeno ds, atravessado pela recta que
une duas moleculas m, m'. Enlre estas duas moleculas desen-
volvem-se, conforme a distancia, forcas attractivas ou repulsivas
p eguaes e oppostas, dirigidas segundo a recta mm'. As accOes
das moleculas situadas de um lado da face sobre as do lado
opposto, transportadas parallelamente ao sen centro de gravidade
e cujas direccies a atravessam, tém uma resultante pde a que
se di o nome de acgdo molecular sobre aquelle lado da face,
sendo p a accio sobre ds referida 4 unidade de superficie.
Quando esta aeciio é attractiva, isto &, uma lensdo ou tracgdo, 0
coefficiente p considera-se positivo; quando é repulsiva, isto é,
uma pressdo, como nos fluidos, o valor de p considera-se negativo.

D'esta definicio deduz-se immediatamente que as accOes exer-
cidas sobre os dois lados da mesma face sio eguaes e directa-
menle oppostas.

Além d'isso, a resullante das accdes exercidas sobre as faces
de um elemento polyedrico qualquer, consideradas todas do lado
exterior ou interior, ¢ identica a resultante das accdes exercidas
pelas moleculas exteriores sobre as interiores ou d'estas sobre
aquellas. Com effeito, se as accdes moleculares comprehendem
i
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tambem as accdes de moleculas exteriores sobre outras exteriores,
segundo linhas que atravessam duas faces, como essas accdes
entram ao mesmo tempo nas de uma e de outra face, destroem-se
duas a duas quando se compdem para obter a resultante geral
das acgies sobre as faces. Restam, pois, somente as acches das
moleculas exteriores sobre as interiores, ou reciprocamente.,

Esta propriedade permitte considerar as accdes moleculares
somente sobre superficies e referil-as 4 unidade de superficie e
nio a unidade de massa,

2. Em hydrostatica suppdem-se os liquidos fluidos perfeitos,
isto é, systemas de moleculas sem ligagio lateral umas com as
outras, cuja distribuicio em volta de qualquer ponto é symetrica
em relacio a todas as direccbes. A resullante das accdes exer-
cidas pela massa liquida sobre cada elemento plano é normal e
a pressio exercida n'elle transmitte-se integralmente a todos os
outros.

D’esta hypothese deduz-se, entre outras consequencias, que
a superficie livee de um liquido, sujeito & ac¢io da gravidade, é
um plano horizontal, o que ¢ confirmado pela experiencia. Effe-
ctivamente todos os liquidos, ainda os mais espessos, comtanto
que sejam homogeneos e nio contenham particulas solidas, po-
dem exigir um espaco de tempo consideravel para tomar a posi-
¢do de equilibrio, mas a sua superficie torna-se sempre horizon-
tal. Obermayer collocova no fundo de um canal um fragmento
de cortica por baixo de um bocado de pez e na parte superior
uma pedra: no fim de alguns dias o pez moldava o canal, a
superficie livre era plana e horizontal, a0 mesmo tempo que a
pedra se encontrava no fundo e a cortica i superficie. 0 equili=
brio do systema tinha-se, pois, estabelecido segundo as leis or-
dinarias da hydrostatica.
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Estas observacoes levam a considerar os liquidos em repouso
absolutamente desprovidos de rigidez, vislo esta nio poder existir
sem componente langencial. A generalidade das propriedades da
maleria tinha todavia levado os physicos a attribuirem aos li-
quidos uma certa rigidez, o que s0 foi directamente posto em
evidencia pelas experiencias recentes de Schwedoff.

Nos liquidos em movimento, a existencia da componente tan-
gencial é demonstrada por numerosas observagies. Citaremos
as experiencias de Joule para a determinacio do equivalente
mecanico do calor. Joule fazia girar n'um calorimetro de agua
uma roda de palhetas metallicas, movel em volta de um eixo,
Se as accles tangenciaes aos elementos liquidos niio exislissem,
o liquido arrastado pelas palhetas formaria uma bainha que escor-
regaria sem altrito sobre o liquido ambiente; o trabalho motor
seria portanto o mesmo, quer as palhetas mergulhassem no li-
quido, quer no ar. Esta propriedade dos liquidos em movimento,
das for¢as moleculares nio serem normaes ao elemento de su-
perficie em que se exercem, tem o nome de viscosidade on atirito
interno por ter 0 mesmo effeito que o attrito nos corpos solidos,
embora se nio annulle com a velocidade.

8. Imaginemos no interior de um corpo qualquer um tetrae-
dro elementar (Fig. 1) eujas moleculas, em reponso, nio estio
sujeitas sendo 4s acgbes das moleculas visinhas, Para que um tal
elemento fique em equilibrio é evidentemente necessario que a
acgiio molecular sobre o lado exterior de uma das faces, A, por
exemplo, seja egual e direclamente opposta i resaltante das exer-
cidas sobre o lado exterior das faces B, C, D, ou, egual e do mesmo
sentido que a resultante das ac¢bes sobre o lado interior d'estas
faces. Ora, o lado exterior da face A tem os lados interiores das
faces B, C, D para projécces, rectangulares ou obliquas, sobre
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0s seus planos respectivos ; e como a acciio varia continnamente
podem, com erro de um infinitamente pequeno de ordem supe-
rior, substiluir-se as ac¢des exercidas em A, B, C, D pelas

' ‘L L exercidas sobre as quatro faces eguaes e parallelas, com o cen-
Ry tro de gravidade commum coincidindo ecom o do elemento.
e Esta conclusio subsiste se o corpo estd sujeilo 4 accio da
_:'-_’- gravidade ou de outras forcas nio reciprocas. Como estas for-
¢as actuam proporcionalmente 4 massa, se o elemento conside-
'; : rado ¢ infinitamente pequeno, os seus valores siio de lerceira
j:" ordem, e essas acgles sio de segunda ordem. As forcas exte-
. riores ndo tém, pois, influencia sensivel no equilibrio de trans-
.. lagio do tetraedro eonsiderado.
e 0 mesmo raciocinio mostraria que a condi¢io de equilibrio do
tetraedro é independente da forca de inercia, por ser em valor
. absoluto o producto da massa pela acceleracio.
e Logo a acgdo molecular sobre um elemento plano situado mo
interior de wm corpo qualguer, em repouso ouw em movimento, ¢ a
resultante das acges que se exercem nas suas projecgoes sobre tres
planos quaesquer que passam pelo seu centro de gravidade.
|
L 4. Sejam A e A’ (Fig. 2) duas faces correspondentes a dois
f lados oppostos da base de um prisma recto elementar de base
' ; rhomboidal, sujeito apenas s accbes interiores; B e B/ as outras
B duas. Suppondo as accOes moleculares sobre as faces applicadas
e aos seus centros de figura, o equilibrio de translacio do prisma
L exige que essas accOes sejam duas a duas eguaes e parallelas.
| Para exprimir o equilibrio de rotacio em volta do eixo 00’
] L “do prisma, decomponham-se as acches que se exercem sobre
‘ as quatro faces lateraes A e A, B e B': 1° segundo parallelas

| X8 ao eixo de rotacio 00'; 2° Seguudu,as linhas AA’, BB’ que
| o unem os centros das faces A e A’, B e B’; 3° segundo per-




pendiculares Aa, A'a’, Bb, B'Y a estas linhas e parallelas aos
planos das bases O e 0. O momento das primeiras componentes
em relacio ao eixo 00’ é evidentemente nullo; as segundas, e
ainda as acches sobre as bases, intersectam O e portanto o
seu momento é tambem nullo. Das oulras quatro componentes,
cada uma d’ellas é perpendicular a face adjacente aquella em
que se exerce. As componentes Aa, A'a’ sio egnaes e tendem
a fazer girar o elemento no mesmo sentido, de sorte que o sen
momento ¢ daplo do relativo & pressio Ae; o momento das
outras duas componentes é tambem duplo do relativo a uma
d’ellas; além d’isso, 08 seus bracos de alavanca sio eguaes.

Esta conelusiio subsiste ainda quando sobre o systema actuam
forcas extranhas a aeciio reciproca das moleculas, como a gra-
vidade e a for¢a de inercia, porque estas forcas sio de terceira
ordem, como o volume do elemento; os productos pelos seus
bragos de alavanca sommados dio um infinitamente pequeno de
quarta ordem que se pode desprezar em relagio ao momento das
acedes moleculares que é de terceira ordem.

Logo, imaginando no interior de um corpo dois elementos de
superficie com a mesma area e o mesmo cenlro, a acgdo mole-
cular sobre a primeira, decomposta normalmente d sequnda, ¢
equal d componente da pressdo sobre a segunda na direcgdo normal
d primeira. Este principio, chamado da reciprocidade, é devido
a Cauchy.

5. Designemos por Pzz, Pays Przs Pyas Pyys Pyzs Pezs Py Pz
as componentes, segundo o0s x, y, 5, das accdes moleculares n'um
dado ponto por unidade de superficie de tres planos perpen-
diculares aos eixos coordenados com o mesmo centro de gravi-

dade, indicando o primeiro indice o plano em que a pressio se
exerce pela sua normal ¢ o segundo o sentido da decomposigio.
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O theorema precedente mostra que as componentes tangen-
ciaes sdo eguaes duas a duas,

Doy = Pyz» Pz:=Psz» Py:=Psp

o que reduz as componentes da ac¢fio molecular a seis distinetas.

Além d'isso, designando por » a normal a um elemento de
superficie, a unidade de superficie tomada em volta do pé da
normal tem por projeccdes sobre os planos coordenados os va-
lores cos(m, x), cos(m, y), cos(n, z). Empregando a mesma
notacio, teremos (n.° 3)

Pz = Pz €08 (1, &) + Py c0s (0, )+ prycos(n, 3),
Py = Pay CO8 (n, x)+ pyy cos (n, y)+ pey cos (n, 2),).. . (1)
Pune = Pz €08 (R, &) + pye cOs (n, y) + pe. cos (n, 3).

A componente, segundo uma direc¢io qualquer s, da acciio
sobre a unidade de superficie da face cuja normal é n, tem por
expressio

Pns = Pz COS (8, &)+ Pay €0S (8, Y) + Pas cOs 5, 3).
Substituindo paz, Pay, Pa: pelos seus valores dados por (1), vem
Prs = Pz €08 (n, &) €0S (s, &)+ pyy c0s (n, y) cos (s, )
+FPz:c08(n, 2)C08 (8, T)+pyz| cos(n, y)cos(s, z)4cos(n, z)cos(s, y)]
4+ pye [cos (n, ) cos (s, n)+ cos (n, ) cos (s, 2)]
+ Pay [c0S (n, &) cos (s, y) + cos (n, y) cos (s, x)].

Para ter a componente da acgio normal & face basta mudar




s em n n'esta formula, o que da

Prn =Pz C0s2 (0, ) + pyy c0s2 (n, y)+ pz: cos? (n, 3)
+ 2py. cos (n, y) cos (n, 3)+ 2p.; cos (n, 3)cos(n, x)) . ..(2).
+ 2pyy cos (n, x) cos (n, y)

@. Pondo successivamente em vez de n e s as direccDes o/,
y', 2 de tres novos eixos rectangulares ou obliquos, obtém-se
as formalas

Pr's' = Pex COS* (2, :c’) + pyy cos? (y, z') + pee 082 (3, &)
+ 2py. cos (y, &) cos (2, ')+ 2.y cos (3, &) cos (z, &)
+ 2psy cos (, :r;—l—ros (y, =),

Pyy = Pz OS2 (2, yJ+py¢ns* (Y, ¥)+ pes cOS2 (2, ¥)
+ 2py: cos (y, 'f ) cos { )+“’pny(}bU y) Lns( )
+ 2py cos (2, y) cos | y, v,

Pets = pPrs 0083 (2, 7 + Pyy 082y, 3)+ g c0s? (3, 2)
+ 2py. cos [y, 3'\ LU\ 3, 2')+ 2p.s cos (2, 3')cos (@, )
+ 2pz: c08 (x, ') cos (y, 3,

pf=r=pmcus (x, 3 J')ww @, 2')+pyy cos (y, y') cos(y, 7)
+ p:: cos (2, J’)im %)

+ pyz [c0s [y, y) cos (3. z)+ cos (y, ') cos (3, )]

+ Pz [ €08 (3, §f) cos (@, 2')+ cos (z, 2') cos (x, y)]

+ Py €08 (2, ¥) cos (y, 2')+ cos (@, 2') cos(y, ),

Paig = Paz 008 (1, 3) c0s (@, ) + pyy cos (y, 2')cos(y, o)
+ pz: 08 (3, 2) 008 (3, :r)

+ pye [cos (3, z")lm 3, o)+ cos (y, &) cos (3, &)
+PMF:U“ (z, 3") cos (z, .z:’\+10-(a ;'}loh'&: )

+ Pay [ cOS (x, ) cos (y, @)+ cos (x, @ )Lmru, )

Paty = Pus €08 (@, &) cos (x, ¥) + pyy 03y, &) cos (y, ¥)
+ .- cos (3, z’} cos (3, y

-E-py-[bmu, ') cos (z, y}+m~ Yy, ) cos z, g

+ pex [ COS (2, ¥) cOs (2, y) +cos (2, y)cos (2, y
-|—p,._-“_u{mta: .‘L"}Lu:a(y )+ cos (z, gf’,ws{y
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Se 0s novos eixos sio tambem rectangulares, deduz-se d’estas
equaches
Py + Pyy + Prot = Paz + Py + Pie.

A somma das componentes normaes da accio molecular sobre

tres planos rectangulares ¢, pois, constante em cada ponto.
Se 0 eixo dos z' é parallelo ao dos z, tem-se

cos(z, z)=1, cos(z, 2')=cos(y, z')=cos(z, &) =cos(z, y) =0,
05 (2, &)= c0s (3, ¥), cos (y, &) =—cos (, ¥) = sen (@, @),
0 que da
1 N
Paty = - (Pyy—Pss) sen 2 (2, &)+ pay c03 2 (w, &),
e se (z, &) = £5° vem
i \
Pey =5 \Pyy—Psa)-
Logo. w’um corpo qualquer, a differenga das acces moleculares
normaes sobre dois planos perpendiculares, é equal ao dobro da
acgao langencial sobre o plano bissector, tomada perpendicular-

menle d nlersecgdo commum.

7. Tome-se sobre a normal Mn ao elemento de superficie, em
1

Pon ;
conforme pu, € positivo on negativo, a partir do pé M cujas co-
ordenadas designaremos por , y, z; e sejam o', ', 7 as coorde-

que se exerce a ac¢io, um comprimento Mn=r—\/i
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nadas da extremidade n, referidas aos eixos Ma', My, Mz tirados
pelo pé M, parallelamente aos z, y, 2. Teremos

B
cos (n, x)=7= =2 Vpany

!
cos (m, y}—%= =Y VPany

!
3 or s
cos(n, z)= ==k z' V/Pra.

Snbstituindo estes valores em (2), vem
Pea® 2+ Py 2+ ez + 2.3 + 2por e’ + oy 2’y = = 1. (§)

equacio que representa uma ou duas superficies do segundo
grau cujo centro ¢ o ponto M. Se o primeiro membro se con-
serva sempre positivo ou negativo para todos os systemas de
valores das coordenadas &/, ¥, 2' da extremidade do raio r, a
equacio (&) representa um ellipsoide, porque os raios vectores r
8o reaes em todos os sentidos. Mas se, para certos systemas
d'esses valores, o primeiro membro é posilivo ¢ para outros ne-
galivo, a equacio representa duas superficies que evidentemente
nio sio ellipsoides, porque r tem um so valor real em cada dire-
c¢iio. A equacio representa dois hyperboloides conjugados, por-
que fazendo 3'=0, por exemplo, obtem-se para equacio da
curva de interseccio pelo plano 'y,

T ¢ 1
Py (Q) + 2pay ‘i‘ Fhe= =5




10

que representa duas hyperboles. Fazendo 2’ =, 0 segundo

!

membro annulla-se e os dois valores de % §i0 eguaes, isto é,

as duas hyperboles tém as mesmas asymplotas.

Logo o logar geometrico das extremidades das normaes a todos
os elementos planos tirados por wm ponto qualquer de um corpo,
quando a partir d’elle se marcam comprimentos proporcionaes ds
raizes quadradas dos valores numericos das componentes pg, das
pressdes ow tensdes, ¢ um ellipsoide quando todas as componentes
sdo positivas ou negativas, O ellipsoide transforma-se em dois
hyperboloides conjugados quando em certas faces se exerce uma
pressdo e n'outras uma iracgao.

Se 0s eixos principaes xy, ¥y, 3 do solido coincidem com 0s
eixos coordenados primitivos, os termos rectangulares annullam-se

Pyz = 0’ Pz = 0! Py, = 0.

Logo em todo o ponto de um corpo ha tres planos perpendicu-
lares a que as pressdes ou tensies sdo normaes; lodas as oulras
sdo symelricas em volta d'ellas. Estas tres accdes moleculares
chamam-se principaes.

As accgdes moleculares principaes obtém-se pelo calculo que
da os eixos de uma superficie de segundo gran. Seja = uma
d’estas accbes, normal ao plano em que se exerce. Se a, b, ¢
sio 0s cosenos directores da normal ao plano, aw, bw, ¢= sio0
as projecgdes de =; segundo as formulas (1), teremos

a(paz— =) + bpay + CPe= =0,
apey+ b(py — =) + epy=0,

Pz + bpy: + C(Pes — )= 0,
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donde
Pez—%  Pay Pz:
Pay Pw—"% Py =0
Pz Pyz Pez—T%

equacdo do terceiro grau cujas raizes, reaes, represenfam as
accDes principaes em grandeza e signal.

Se duas acgdes principaes sio eguaes, todas as acches exer-
cidas no ponto considerado e perpendiculares 4 terceira sio
eguaes dquellas e normaes ao plano em que se exercem. Se as
tres raizes d'esta equacdo sio eguaes, todas as accdes exercidas
no ponto considerado sio eguaes entre si ¢ normaes ao plano
sobre que actuam, como acontece nos fluidos em repouso.

8. Considere-se no interior de um corpo o parallelipipedo
elementar fixo dedydz (Fig. 3), cujas arestas sio parallelas aos
eixos coordenados; sejam X, Y, Z as componentes por unidade
de massa das forcas exteriores, no ponto A; p a densidade n’esse
ponto.

As duas faces oppostas A, A’, de superficie da, estdo respecti-
vamente sujeitas ds accdes parallelas ao eixo dos @, da . e,

d
—da (P::e + —z—;f- d.:c) cuja resultante é

dpes
— dzdydz ——.
L
Os dois pares de faces db, de, dio ainda segundo o mesmo
eixo as componentes
dpz:c

dz ’

., dpy
=’ dﬂ'—'dydu —E" = d-‘!-‘dydu

que junctas i precedente fazem equilibrio a p Xdzdydz, -




Fazendo o mesmo para os outros eixos, obtém-se as equacbes

dprz . dpey  dpg.
dx ¥ dy it i

G | Py | dpe oy,

dx dy dz

dp:z dpyt dpzz
R i

+FZ’=0:

que exprimem as condi¢des de equilibrio do parallelipipedo ele-
mentar, pois que o estabelecimento das tres equacies relativas
a0s momentos levar-nos-hia a ver que as componentes tangen-
ciaes sio egnaes duas a duas.

Para tornar estas equacOes applicaveis aos fluidos em movi-
mento, basta junctar as forcas de inercia 4s exteriores. Desi-
gnando por «/, v, w' as componentes da aceeleraciio no tempo ¢
da materia que occupa o elemento de volume considerado, vem

dpay dpyy dpy:
- + ——ay + —F + P D’ ﬂrj 0,, ------ (5]
dPx: dpy: dp:; : "
fy — F— 0
A +——tel—w

®. Designemos agora por u, v, w as componentes da velo-
cidade segundo os eixos coordenados. Durante o tempo infini-




tamente pequeno dr, penetra pela face A do parallelipipedo ele-
mentar um volame de fluido cuja massa é

pudydzdi,

e sai pela face opposta a massa

dlou)
[pr b+ —— d(pu) u‘:r:] dydzdt.

O augmento da massa flnida contida no parallelipipedo du-
rante o tempo d¢ serd portanto,

— M dxdydzdt.
¢

Fazendo um caleulo analogo para os outros dois pares de faces
e sommando, obtem-se o augmento total da massa durante o
tempo dt
dipu)  d(pv) dl\Ph‘.‘?]_
+——+——L | dadydzdt
[ dz dy dz e
contanto que o movimento do fluido nfio deixe nenhum espaco
vazio no interior do volume considerado.
Por outro lado, a massa fluida contida no parallelipipedo, no
tempo ¢, é

pda::fyd'z

€ no lempo ¢+ dr

(p + % d:) dxdyds,

)
o
fzd
=

a
o




Subtrahindo e egualando a differenca & expressio precedente,
obtem-se a equagdo de continuidade ou da conservagdo dos volumes
fluidos,

de \ dpw)  dp)  d(0)

e T == --al.----r
di dx dy dz v ©)

on

de ¢ dp dp dv = dw
(EJF dx+t-af+wa—)+p(d:+ y+d3)

Ora, considerando momentaneamente &, y, 2 cOmMoO as coor-
denadas de uma molecula qualquer no seu movimento, o primeiro
parenthesis € a derivada total em relacio a ¢ da densidade p, to-
mada ao longo da trajectoria. Se o fluido ¢ incompressivel, a
densidade da molecula conserva-se constanle e leremos as equa-

coes

ds dp dp
_d.?+ __I+v_d;+uj?£; {} . v l‘T)I
du dv dw

+dy+dz=00. «-wae s LA ] {8:]

Se o liquido ¢ homogeneo, além de incompressivel, a equacio
de continuidade converte-se nas duas

de dv dw

P-ncj_ms,t, -|-~— -d—,z-=ﬂ' .....-...{9.'

Nos gazes a densidade é variavel e a sua equacio de conti-
nuidade é portanto (6); mas, se o phenomeno & isothermico,
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entre a pressio p e a densidade p existe a relaciio

Fr i e LR

sendo pg e pp a pressio e a densidade a 09,
Quando a temperatura varia e o calor se conserva constante,
isto &, se o phenomeno é adiabatico, esta relacio ¢ substituida

por
P Y
}3.,_=(?J) CRGBER o T

al

em que y é a relacio, . s 1,41, entre os valores especificos a
1

pressdo e volame constantes.

10. Considere-se no interior do fuido, a partir do ponto
M(z, y, 5), uma recta material muito pequena 3, na direcciio da
velocidade. Sejam (z+h, y+k, z+1) as coordenadas da extre-
midade M’ da reeta 1.

Desprezando os quadrados e os termos rectangulares de h,
k, 1, as componentes de velocidade o', v, w', no ponto M’ serio

du |
= — I —
u' u+is[!£+ﬁ 1y+ =

dv dv
== — ——— =3 s/ s e sans aa |l ‘llc
o' =v+h +kdy+!d (1)

d!
" =w+ﬁﬁ+x U L
dy dz

A extremidade M’ da recta X afasta-se assim durante o tempo




dt da outra M com uma velocidade cujas componentes sio u' —u,
v/ — v, w'—w. Projectando-as sobre a recta A, o augmento d
da velocidade no ponto M’ serd

h k I
v (i —tf) — 4 () —0) — f oot}
d=(u u]1+|_v v)1+(w w) =

Substituindo &' —u, v/ — v, w'—w pelos seus valores e pondo
h=3cos«, k=2%cosB, |=2cosy, sendo 2, 3, y 0s cosenos di-
rectores da recta 3, teremos

gL costa+ e 08’ +d costy 4+ d“+d‘t B
e Y 3 — — S —
y  dz Pl R P B Wy P o

dw du du  dv 3
+(d,-:c+ dz) Luu.ucns'r-f—(dy +_|‘.E> COs a I‘Oap....{iﬂ}.

Como, durante o tempo infinitamente pequeno, a velocidade se
pode considerar conslante, o angmento da linha % durante este
tempo ou a sua dilatagdo tem por componentes (w' — u)dt,
(v'—v)dt, (w'—w)dt e por isso d tem o nome de velocidade de
dilatagdo. 0 segundo membro de (12) da a velocidade de dila-
taclio por unidade de comprimento.

f4. Appliquemos a formula precedente a cada uma das arestas
dz, dy, dz do parallelipipedo elementar. Em relagio a cada aresta,
um dos cosenos é enldo egual & unidade e os outros nullos, de
modo que as tres velocidades de dilatacio de de, dy, dz sio

d d dw
d.mE:-dx, dymd—:dy. de = dz;




as derivadas . dv dw
© dz’ dy' dz

linear segundo os tres eixos coordenados.
Procuremos agora a variacio dos angulos do parallelipipedo.
Estes angulos, primitivamente rectos, tomam durante o tempo dt

siio, pois, as velocidades de dilatagio

valores que designaremos por

™ 3 r
E—yy:s ;‘2‘ — Jaz, 5 oy

Fazendo k=1=0 nas formulas (9) obtém-se os augmentos
das coordenadas da extremidade da aresta dz

it de dw
% dxdt, i dadt, o daxdt;

as projecches da aresta de tornam-se

dx

(1 = M dt)d:s, 22 dadt, == dedt,
1z dx

d
e 0s cosenos dos angulos d'esla aresta com os eixos sio entdo

du de dw
1 +Edf, Ed’!, EEG“'

Do mesmo modo se veria que os cosenos directores da aresta dy
no fim do tempo d¢ sio

d—“d:, 1+ —d, Ecﬂ.
dy

dv
dy dy

i

bl ek i

s

et gl

e

L

LT
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0 coseno do tereeiro angulo do parallelipipedo formado pelas
duas direcgdes precedentes serd

® du  dv’
cos (? — yﬂ‘,) = (EE : 5 E) dt.

Ora, como gz ¢ muilo pequeno, pode substituir-se o arco pelo
seno, o que dai
du dv
il 2 Ye
dy dr

Na theoria da elasticidade dos corpos solidos as variagoes gay,
9zz, Gy: dos angulos do parallelipipedo sio as componentes de
escarregamento; os quocientes d'esses valores pelo tempo cor-
respondente, quando a deformacio se effectuar durante um in-
tervallo de tempo infinitamente pequeno, dio as velocidades de
E'Sﬂ!)]'rt'yﬂ"lffﬂﬂ.

As tres componentes da velocidade de escorregamento sio,
substituindo g por 5,

SE g ol “du+dw ; dw+du 13
fey = dy E: Tyz= dz dyt Jaz 'E; dz veel J'

12. Considere-se outro systema de eixos rectangulares &/,
¥, 2’ e culenlemos as velocidades de dilatacio segundo estas
direcctes pela formula (10) applicada a cada uma d’ellas

dy = dg cos® (@, &) + dy cos? [y, y') + d: cos?(z, 2)
+ 7.2 €08 (, &) €08 (3, &) + vz 08 (2, ') €08 (2, &)
Ty Y, T \ 1T oy ) \ / (14)
; o o148
+ 7ay c0s (z, &) cos (y, &),

R R I R I A I I B B R R I R R
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Além d'isso, as equacdes (13) dio, usando das formulas de
transformacio de coordenadas

Pyer = 2dg cos (x, y) cos (z, 3) + 2d, cos (y, ¥) cos (y, 2)
+ 2d. cos (2, ) cos (3, 3') + 7y | cos (y, /) cos (2, 3
+ cos(y, 3')cos (z,y) ] +7a:[cos(z.y) cos z, 5" +cos (2, cos (2,9) ] (14).
+ 72y [cOs 2, i) cos (y, 2') + cos (=, 3') cos y, ¥/)],
D’estas formulas e das quatro analogas omiltidas, deduz-se

do + dy + dy = d + dy + dy.

Assim, a somma das tres componentes rectangulares da veloci-
dade de dilatacio é constante em cada ponto.
Se o eixo dos 2’ coincide com o dos z, tem-se

Yoy =(dy—dz) sen 2(z, &)+ 72y cos 2(z, &),
que para (z, ') =45°, da
?;iy" = dy e d:n

Logo, a differenga das velocidades de dilatagao linear nas di-
recgies normaes a duas faces rectangulares, ¢ equal d velocidade
de escorregamento n'uma face e n'uma direcgdo que divide o an-
gulo em duas partes equaes.

13. Marquemos em todas as direc¢es a partir de um ponto

\ 3 1 :
M(z, y, z) um comprimento r=\/ = —, sendo o signal esco-
1 [ i .I... {}
i

lhido de modo que r seja sempre real.
-




Por um raciocinio similhante ao do numero 8 se vé que as
extremidades d’essas linhas formam wm ellipsoide se ha dilatagtes
em todos os sentidos ; dois hyperboloides conjugados se ha dilatagdo
em certos sentidos e condensagdo n’outros, N'este cago, as direccoes
em que ndo ha uma nem outra formam o cone asymptotico com-
mum a que Lamé chama cone de escorregamento na theoria da
elasticidade dos corpos solidos.

As velocidades de dilatacio distribuem-se symetricamente em
torno dos seus eixos principaes. Tomando-os para eixos coorde-
nados, teremos

Yy = 0, yp=0, ﬁ'.r'jr'=0~

Assim, em todo o ponto de um fluido em movimento podem li-
rar-se tres reclas sequndo as quaes as velocidades de escorrega-
- mento s@o nullas quando se consideram duas a duas, ou cujos tres
angulos rectos conservam o sew valor na nova posigdo. Eslas res
dilataces chamam-se principaes.

Designando por s uma d'estas tres velocidades de dilatacio
principaes, por a, b, ¢ 0s cosenos directores e por dg, dy, d: as
dilatactes lineares segundo os eixos dos @, y, 3 teremos as tres
equagies

; 1 1
.\d:-—s}a+?fzyb+?7,,c=ﬁ,

1 , . |
— Yy @+ (dy—8)b+ ?vy,c-e{),

]

2

1 i
5 Yottt (= 8p=0,




.__.
Fiednaliot ui | St Nt ity

1 1
id,—38 g Yay ? Yz
1 I :
g T dy—3 g Yo =0, *
1 1 £
? Yzz = Tys dg —5 ‘;

equagio do terceiro grau cujas raizes, reaes, representam as ve-
locidades principaes de dilatacio ou contracciio, segundo sio

positivas ou negativas,

A4. Nos fluidos em repouso admilte-se que as componentes
tangenciaes da acgio molecular sio nullas. Por analogia suppo-
remos que nio ha componente tangencial da ac¢io molecular nas
direc¢bes em que nio ha escorregamento, ou que o attrito e 0
escorregamento sio ao mesmo tempo nullos. 3

Approximando as formulas precedentes das formulas (3), cor- ;
respondentes 4 accio molecular, e suppondo que o eixo dos 3’ i

coincide com o dos z, tem-se 4
Pys = P2y €08 (Y, Y) + Pes COS (2, ¥)

d dw' [(dv dw w o fdw  dx 7
W=7 + oy = (I.: + E) cosy, y )+ (d_y. + E) cos(x,y), ;
e se o eixo dos &’ se confude com o dos =z, i
Py st =—(Pys—Pzs)c08(y, § ) 0s(z, ¥ )+ pye [cOsy, ') —c0s¥(z, #')], ;
4

dv  dwd
ol o _‘! f I ol ‘ i
+(d: + dy)LCUb (y, y)— cos? (=, y)].
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Tome-se agora, no primeiro caso, ¥ na direc¢io em que a
componente pyy da acgio sobre a face «'y’ é nulla. Segundo a
hypothese que fizemos, seri entio 7y =0, e teremos

Ty

P2y €08 (Y, ) + pa: cos (, y') =0,

de  dw du  du : -
(?z“l-g—)tn . j")+(d'.1 + % )u:-:. (@, y)=0.

Eliminando os cosenog, vem

Pzy Pee

dn+du'_dw+du'
dz  dy dz @ dz

Tomando, no segundo caso, y' na direc¢io em que a compo-
nente py. segundo esta direcciio, da acgio sobre a face o'y’ é
nulla, vira

Py — Pzz Pyz

( dv dw
d_; dz )

Permutando os eixos, teremos para cada ponto as relaches
constantes

Clee=Py _ Pu—Pwm. = Pa=Ps .. Pw..
du dv fdw  du de  dw dv  dw

9(5—@) za‘z) E(ay‘a) y g
et RN L e (15)

dw du du+du
s T
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Logo, em gualquer ponto de um flnido em movimento, a relacio
entre a differenca de duas ac¢des moleculares normaes quaes-
quer, rectangulares entre si, e a das velocidades de dilatacio
correspondentes, é constante e egual ao dobro da que existe
entre as acghes tangenciaes e as velocidades de escorregamento
que lhe correspondem.

De (15) tira-se

du dv dw
Pu=—p+9= =Pw——1+~- ,P ——p+“=d

(16)
N d'r d'w "riw+ du) s ( du+ dp
sendo
L s (du " dv i dw)
= (Pzzt pyy+ Pe2) — 3\ BTR)
ou, attendendo a (9

1
p=§wu+mﬁmd-

Este coefficiente p representa nio a pressao hydrostatica, mas
a que se exerceria no ponto x, y, z do fluido, se as moleculas
perdessem instantaneamente a sua velocidade. Esle terco da
somma das tres ac¢des moleculares normaes, constante para
todos os systemas de eixos orthogonaes, ¢ a parte das que sub-
sistiriam se o altrito niio fosse nullo; o sen valor é funeg¢io nio
s0 da accio da gravidade, como a pressio hydrostatica, mas
ainda das forcas de inercia. £ este valor de p que designaremos
pelo nome de pressao.

st D LA ot e A

A




Substituindo em (5) os valores de pg...., dados por (15)
teremos as tres equaches, indefinidas, do movimento em qual-
quer ponto do interior do corpo,

{
Bih s \——+ (d.l* dy? dzi) e

dp d d% d¥%
p(Y— vij——+i(-{mﬂ+$+ﬁ>=ﬂl {17}

Wy Bl _+ (dgw dw d!w)=u‘

de? = dyt  ds?

que sio as equacoes de Navier.

Estas equacies junctas a (7) e (8) ou somente a (9), conforme
a densidade ¢ variavel on constante, e integradas determinam
em qualquer ponto de um liquido as variaveis desconhecidas g,
P, 4, v, w em funceio das variaveis independentes x, y, 3, @
Nos gazes a equacdo de continnidade ¢ (6), mas a quinta varia-
vel é determinada pela relacio (10) ou (10') entre a pressio e
a densidade.

Se o0 escoamento do gaz tem logar sob a infiuencia de pres-
shes muito pequenas relativamente 4 media das supportadas em
todos os sentidos, as moleculas conservam-se sensivelmente in-
compressiveis e a condi¢io de continuidade ¢ expressa pelas
equacoes (7) e (8). N'este caso o coefficiente ¢ é sufficientemente
pequeno para que se possa Lh'ri]ll'l'}:zir 0 .-ir';.:limlu termo de p, e
portanto as equacdes do movimento sio ainda (17).

Se a viscosidade do flnido & extremamente pequena, teremos
sensivelmente

Pay = Pez =Py =0,

Pxz =Py = Pez=—p,




que sdo as equacies da hydrodynamica racional em que se con-
tinua a suppor, como em hydrostatica, que as accdes moleculares
0 normaes, ¢ onde as acceleracies u', v/, w' estio substituidas
pelos seus valores.

15. Occupemo™nos agora das equacdes, definidas, a satis-
fazer em contacto com as paredes e 4 superficie do fluido.

Quando os liquidos molham os solidos, ha, como adiante ve-
remos, adherencia completa das moleculas liquidas em contacto
e, por isso, basta igualar a zero as componentes u, v, w da velo-
cidade d’essas moleculas quando a parede esti em repouso, ou
s componentes das velocidades dos pontos da parede a que
estiio fixas as moleculas liquidas, quando esta esti em movimento.

Quandos os liquidos niio molham os solidos em contacto, a ad-
hesdo é ainda completa para alguns, como o mercurio no vidro,
a agua em (ubos de paraffina; se, porém, a velocidade das mo-
leculas em contacto com as paredes nio é nulla, basta igualar
u, v, w as componentes d’essa velocidade em rela¢io & da pa-
rede, ou a resultante d'esta e da velocidade da parede, segundo
esta estd em repouso ou em movimento.
A superficie livre admitte-se que o liquido nio soffre attrito

vl
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consideravel da atmosphera ambiente. As tres condicdes obtém-se
exprimindo que sio nullas as componentes tangenciaes da forca
exercida pelo liquido sobre a superficie, e que a componente
normal faz equilibrio & pressio atmospherica.

Esta igualdade das accies moleculares de um e outro lado da
camada superficial nio se realisa todavia completamente nos
liquidos, quando esta tem uma curvatara consideravel. A expe-
riencia mostra, com effeito, que a camada considerada é a séde
de uma forca apreciavel, a temsao superficial, que introduz pe-
quenas perturbactes enjo estudo constitue a theoria da capillari-
dade.

16. Considere-se em cada ponto: 1° os tres elementos li-
neares dr, rdb, dz, sendo o primeiro segundo o raio r tirado
perpendicularmente ao eixo dos z, o terceiro parallelo a este
eixo e o segundo n'uma direcciio f normal aos outros dois; 2° as
tres componentes da velocidade, parallelas a estas direccdes, que
designaremos respectivamente por a, V, w; 3° as componentes,
segundo estas direcgbes, das accdes exercidas sobre a unidade
de superficie dos elementos planos que lhe sio normaes: desi-
gnaremos segundo a notacio empregada por per, Pet, Pre as cOM-
ponentes relativas ao elemento de superficie normal a dr; pu,
Pirs Pie as relativas ao elemento normal a rdb; por pe, Pery Pes
as relativas ao elemento normal a dz.

Seja em coordenadas rectangulares o plano dos zz tirado pelo
eixo dos z e por um ponto qualquer M (r, 8, z), sendo por con-
sequencia, o eixo dos y uma parallela ao eixo dos ¢ ou ao arco
elementar rd. N'este plano, as componentes da aegiio molecular
Pezs Pyys Pees Prys Pzes Pys © as da velocidade w, v, w relativas
as coordenadas rectangulares, confundem=se com pe, pu, prt,
Psts Pris Prs, @, V, w, € as derivadas em relagio a z e a z de uma
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funcciio qualquer, com as derivadas da mesma funecio em relacio
areaz Além d'isso, como as derivadas em relacio a y sio
agora tomadas ao longo do arco rdg, para a transformacio d'estas
:
basta usar da formula — = — —-.
dy r db

Posto isto, procuremos as expressdes das antigas accies Peg.. .,
em funeccio das actnaes pee. .. ., nos pontos muito proximos do
plano dos zz, quando y tem um valor infinitamente pequeno
r(b'—0). N'estes pontos, as componentes py. . ., Pris - », 10 a8
relativas a um systema de eixos rectangulares que se deduziria
do primeiro por uma rotacio infinitamente pequena §' —6 d'estes
em volta do eixo dos z. Ora, despresando os infinitamente peque-
nos de ordem superior 4 primeira, teremos

cos (@, ') =cos (y, y)=cos (5, 3')=1
cos (@, 3) = cos (y, 5)=cos (z, ) =cos (y, 5)=0
cos (z, y)=—cos (x, y)=0"—10

e as equacgoes (3) dio n'este caso

Pay=Dprt+ (prr—pu) (' —6)

Pye = pst+ pre (§'—0) s-------.--(w)

Py =P+ 2pe (8 —0).

Além d'isso,




d’onde

dz b |
H=d—r—ﬂ-—\' (3 *—3),

o=%§=v+a@u41'“'”'“““m

Estas formulas mostram que se 8 varia de di=8—8 ou y de
rdd, sem que @, r, z variem sensivelmente, ter-se-ha com um
erro de ordem superior

G 3000 Pr—Pn O 1 6Pd o
dy r db e ' dy e M r
o SRR BT
TR A e

du 1 da Y dv 1 dV a dw 1 dw

dy r b r'dy r dc r'dyg r a8

Substituindo nas equacdes (17) o', o' w' pelos sens valores, po-
demos, por meio das relacdes precedentes e do que dissemos para
a transformacio das derivadas em relaciio a ¢ e a 5 de uma fun-
c¢io, tornar 0s seus primeiros membros unicamente funccbes de
pit- -+, das velocidades a, V, w e das variaveis independentes
r, 8, s, 1.

Sappondo o eixo dos z vertical, dirigido de cima para baixo,
e as forcas exteriores reduzidas a accio da gravidade, de modo

(Illl!
T |
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teremos as equacies indefinidas

dPrr 1 dprl dpr: Prr—Put
dr * T 7 dz R T r
da V? da Y da da
“P(T&‘__+“dr Tﬁ“‘?:)
dpyr 1 dpu dpis 2

R e

dv = aV N, ¥ Y
HP(H‘:+ r+ dr+r EE-I"HU@’
dper 1 dp, dp.. 1 dw V dw

TR et ol e 9<u+ TR

+w dz)

/

Resta determinar as componentes das acdes moleculares se-

gundo as novas direcgdes.

As componentes pgs, pe:, P:: 830 respectivamente identicas a
Prrs Prs; Pre referidas aos novos eixos: substituindo n’ellas e nas
tres componentes pyy, pys, psy que entram nas equacies (18),

u e v pelos seus valores dados por (19), obtem-se

1 4V
P“’=__P+2‘R_! [1;{——?+2£(Td—&+ )
dw
ferrt o

daVvV 1 dw fdw = da
P"“‘(E"“:-d& 2 g dr+gz-)'

d__V_ iia 3
Pri=t\ r g +“""'_a):
dr r di

..@1)
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valores que, substituidos nas equacbes precedentes, dio as equa-
¢des de Navier em coordenadas cylindricas, n'este caso particular.
A equacio (9) torna-se

1 [dV d(ra) d(rw)
7[7‘5.4. - ]+ L R (22).

29. As equacdes precedentes simplificam-se notavelmente
quando o movimento é identico em todos os planos tirados pelo
eixo dos z. N'este caso, tem-se

da dV dw

—_—=, ——:=-"_l — ;
db 0 de j db <
e a equacio (22) torna-se
da a  dw ;
E+T+F_U”""""""‘23:"
. .. dp dp dp e
Alé 8 jalores de —, =—, — r (20)
Além d'isso, os valores de ol i = dados por (20) sio

. T
entiio independentes de 6, isto e, ":% ¢ independente de 8, r, z e

portanto uma simples funcciio, — g f(t), do tempo. Se o liquido &
um fluido perfeito, ou e=0, o primeiro membro da segunda equa-

: r 1
cio de (20), depois de multiplicada por T lorna-se em — E‘E-
P

ou f(#). Teremos portanto

‘-._d (rV) d(rV) id (rV) d(rV)
o di e dr +r db e dz




Ora, o segundo membro ¢ a derivada total de rV, tomada ao
longo da trajectoria de uma molecula, isto ¢, da derivada que se

r

obtem fazendo variar ¢ de di, r de ads, 0 de %d:, z de wdt.,

Multiplicando por d¢ e designando por r, Vo os valores de r,V
relativos & molecula considerada no instante =0, vem

L
rV=roVo+ j f(t)du.
0

Se % ou f{t) é nulla, esta equaciio exprime que o principio
da conservagdo das areas ¢ applicavel, em relacio a um eixo ver-
tical, a0 movimento das moleculas de um {luido perfeito, se a
pressio ¢ em cada instante identica em todos os pontos de uma
circumferencia qualquer descripta no plano normal ao eixo e com
0 centro no ponto de interseceio d'este com o plano considerado.
Este resultado era facil de prever, por ser cada molecula apenas
sollicitada por uma for¢a que passa constantemente pelo eixo.

v :
Notando que — = w, velocidade angular, a equacio precedente
.

torna-se

g4
T'aw= r'o)ﬂ.

Logo, na hypothese considerada, a velocidade angular de uma

molecula varia em razdo inversa do quadrado da distancia ao
eixo.

. 1
Suppondo ¢ differente de zero e %=ﬂ, as equagoes (20)




tornam-se, attendendo a (23),

da e da Il da !‘] dp ('d*a d*a 1 da a
F(m ar ' ds v ) ‘~,;‘Fl+r-fz§+r ar )
de dw dw A E™ dw
» ey e et
?’m+ﬂﬁ“%.9rﬂ+{%ﬁ Mﬁ d)ﬁ@ﬂ

dw dw dw\ dp dqw 1 dw d*w
p( i s T E;)_E_H(F +TE+F)=O'

48. Os principios que nos levaram is formulas (16) nio im-
plicam a constancia do coefficiente de proporcionalidade ¢ quando
se passa de um ponto para outro. No que vamos dizer suppore-
mos, porém, este coefficiente constante.

Imagine-se uma camada fluida comprehendida entre o plano
horizontal z y e um plano parallelo situado & distancia A e ani-
mado de velocidade constante parallela ao eixo dos @; suppo-
nhamos, além d’isso, as forcas exteriores reduzidas & accio da
gravidade. Teremos nas equactes de Navier

X Yol Zom—g;

e por causa da symetria

v=w=0.
A equacio de continuidade (9), reduz-se a

du
¥ B

Ora, como o movimento do plano ¢ constante, o do fluido ar-
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rastado torna-se permanente passado um certo tempo e a partir
" ; du
d'esse instante . 0 e portantou’ é nulla.
{i

Suppondo, além d'isso, que o movimento do fluido é simples-
mente devido ao do plano movel, teremos

As formulas (16) dio

du
Pye=Pay=0, P::=—l?;.-
e as equacbes de Navier tornam-se
d*u dp dp
—_—= u —_— —_— ],
de* " dy i dz y

As duas ullimas equaches mostram que a pressio, em cada
sec¢do normal ao eixo dos «, varia segundo o principio funda-
mental da hydrostatica,

A terceira integrada, suppondo que a adhesio do liquido aos
planos considerados ¢ completa, on

u=0, para z=0; u=V para z=Ah,
da
\.’
Y= h--:, & portanto p:==—E—k--

que ¢ o valor da accio molecular tangencial sobre um elemento
plano de superficie igual i unidade e parallelo ao plano dos ay.
3
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Ora pg:, que representa em valor absoluto a for¢a que seria
preciso applicar & unidade de superficie de um dos planos con-
siderados para lhe conservar uma velocidade constante em re-
lagdo ao outro, torna-se egual a e, se V=1, h=1.

Imaginando, pois, na massa liquida dois planos parallelos 4
unidade de distancia, moveis um em relacio ao outro, o coeffi-
ciente ¢, supposto constante, é igual 4 forga necessaria por unidade
de superficie para conservar a um dos planos uma velocidade
relativa igual 4 unidade. A esta quantidade di-se o nome de
coefficiente de viscosidade ou de attrito interno.




Verilicacdes experimentaes

Experiencias com os tubos

19. As equacdes de Navier concordam perfeitamente com a
experiencia quando os tubos de escoamento dos liquidos sio de
calibre muito pequeno, e a carga por unidade de comprimento
nio excede certos limites. Mas o coefficiente de viscosidade «
assim deduzido é muito pequeno e, se u, v, w fossem ainda fun-
ecoes continuas das coordenadas no escoamento em tubos de
canalisaciio, nos canaes descobertos e ainda nos tubos de pequeno
diametro quando a carga é superior a um certo limite, seriam
precisas variacoes consideraveis de velocidade no sentido trans-
versal aos filetes para que o attrito fizesse equilibrio & compo-
nente da gravidade no sentido do eixo do canal. Ora, ainda que
no principio se estabelecessem similhantes velocidades, a menor
resistencia opposta ao movimento pelas irregularidades da parede
ou por qualquer outra causa seria sufficiente para desviar os file-
tes fluidos, dando logar & produccio de forcas vivas transversaes
e a resistencias especiaes superiores as resultantes do verdadeiro
attrito.
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Estes movimentos intestinos tornam-se sobretudo intensos
quando a differenca de velocidade entre os filetes contiguos é
consideravel, originando-se entio movimentos turbilhonares que
possuem uma resistencia propria e se propagam no interior do
fluido, durante um certo tempo, transformando-se uma parte da
forca viva do fluido em calor e moderando a intensidade da cor-
rente. Examinando o que se passa em volta dos corpos mer-
gulhados n’una cm'funte, observam-se, com effeito, quando a
velocidade ndo é muito pequena, turbilhdes mais ou menos per-
sistentes destacarem-se do corpo e propagarem-se atravez da
massa fluida.

E evidente que a producgio d’essas resistencias deve diminuir
com a sec¢do do tubo e annular-se quando esta decresce indefi-
nidamente, porque, tornando-se os desvios das moleculas das
suas trajectorias regulares cada vez menores, as resistencias ex-
tranhas & viscosidade, desenvolvidas no seio do liquido, decrescem
indefinidamente e as velocidades terminario por variar continua-
mente da parede para o eixo. E assim que nos tubos capillares,
para certos valores da carga, o escoamento é regulado pelas leis
de Navier em que ¢ ¢ supposto constante. Nos tubos de canali-
sa¢do, e mais geralmente quando o contorno molhado é conside-
ravel, a resistencia interna deve, pois, depender nio sb das
velocidades relativas dos filetes, mas ainda das absolutas, ecomo
0 pretendia Bazin, e a influencia do contorno deve ter influencia
sobre a viscosidade apparente, como Darcy o tinha concluido das
suas experiencias.

Kleitz e Levy pretendem que as velocidades sio ainda funcces
conlinuas das coordenadas quando o contorno molhado é qual-
quer, dependendo a acciio dynamica de duas moleculas, como o
pretendia Navier, apenas da sua velocidade relativa. A insuffi-
ciencia das equaces de Navier resultaria da ausencia n’aquella
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expressio das potencias superiores das primeiras derivadas da
velocidade, segundo Kleitz, on das derivadas de ordem superior,
como o suppde Levy, Estas hypotheses tornam-se inadmissiveis,
se attendermos a que os termos complementares tém valores
maiores nos casos do escoamento em tubos capillares, onde é
impossivel admittil-os, do que nos movimentos das aguas cor-
rentes.

O regimen permanente nio pode, pois, rigorosamente esta-
belecer-se senio nos tubos capillares; nos outros casos, as velo-
cidades das moleculas longe de apresentarem o mesmo valor
em cada ponto, variam com o tempo, mas estas variacdes sio
periodicas.

Numerosas observagbes demonstram esta periodicidade. As
oscillaches que se observam mnos jactos de agua variam perio-
dicamente, ainda mesmo que sejam alimentados por vastos re-
servatorios. Nas correntes estabelecidas nas condicbes de regi-
men permanente, a alavanca de hydrodinamometro de Boilean
executa um duplo systema de oscillacdes tanto mais rapidas
quanto mais consideravel for a velocidade do liquido. O ruido das
quedas de agua quando nio ha causas perturbadoras, como a
agitacio da atmosphera, eleva-se e abaixa regularmente. Igual
periodicidade se observa nos rios, tendo entio o nome de pulso.
Tomando em grandeza e direc¢io a media das velocidades em
cada ponto durante esse periodo, obtém-se valores que variam
continuamente com as coordenadas e a que se di o nome de ve-
locidades medias locaes.

20. Os principios em que se funda a deduccio das equa-
¢oes (17) sio ainda verdadeiros quando o movimento da massa
fluida ¢ affecto das irregularidades de que acabamos de tratar,
comtanto que w, v, W, Pez. . ., representem as velocidades e as

o \,'-:.:.lgi
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acgdes medias locaes, em volta das quaes oscillam as velocidades
e as acgdes reaes em cada ponto e em cada instante.

Com efleito, as relacbes de cinematica (14), (14') suppdem ape-
nas que as direcches e grandezas das velocidades de translacio
dos elementos fluidos variam continuamente, e esta continunidade
manifesta-se ainda nas velocidades medias locaes, pelo menos
quando se exceptuar os casos de movimentos tarbilhonares muito
intensos produzidos pelo augmento rapido das seccdes molha-
das 1. As relaches de estatica expressas pelas equacdes (3) ba-
seiam-se sobre o equilibrio das acches moleculares exercidas sobre
as faces de um elemento de volume considerado no interior de um
meio qualquer. Ora, dando aos elementos de volume considerados
dimensbes finitas que os fornem capazes de conter alguns turbi-
lhoes e tomando a media das accdes durante o periodo indicado,
poderemos estabelecer entre as accdes medias o mesmo equili-
brio que entre as ac¢des que se exercem instantaneamente sobre
faces infinitamente pequenas. Em todas as correntes que nio sio
muito tumultuosas, em que as velocidades medias locaes variam
com uma certa regularidade, existem, pois, em cada ponto e em
cada instante, as relagbes (15) entre as derivadas d’estas veloci-
dades e as componentes da pressio media local. Por outro lado,

G di 2
multiplicando as equacdes (5) por = sendo ¢ o periodo do

movimento do liquido, e integrando-as entre ¢ e ¢+ =, teriamos
tres equacdes da mesma forma entre as acches moleculares e as
acceleracoes medias locaes.

D’este modo, para estabelecer as equacdes differenciaes inde-
finidas do movimenlo mais geral dos fluidos, basta determinar
o0s valores do coefficiente ¢ em cada pouto.

1) Comptes rendns t. Lvur, p. 727 ; 1864,
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Este coefficiente depende da agitacio turbilhonar e nio tem
significacfio physica precisa, sendo em cada ponto funccio da
velocidade media, da forma e grandeza do contorno molhado, e
do grau de polido da superficie. Occupar-nos-emos portanto sb-
mente do escoamento em tubos capillares.

21. Considere-se um tubo cylindrico indefinido de base cir-
cular cujo eixo faz o angulo « com o horizonte ; tome-se este eixo
para eixo dos z e a parte inferior da normal no plano vertical
para eixo dos z positivos. Suppondo as trajectorias das moleculas
parallelas ao eixo do tubo, ter-se-a

p=yw=0,

e a equacio de continuidade reduz-se a % =0,

Se o liquido se move sollicitado unicamente pela ac¢io da
gravidade, tem-se

X=gsena, Y=0, Z=gcosa
e se 0 regimen ¢ permanente
'

u'=0,

o que reduz as equacoes (17) a

dp | [d*u d% dp dp
pgsen 1_&"“(@""@)‘0’ HE!}-=0. Fgcoh—ﬁ;mﬂ.

Integrando esta ultima equagio, vird

p=7+pgscosea,

g
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na qual = é a pressio n'um ponto do eixo do tubo ou em qual-
quer outro da Forizontal tirada por elle, como o mostra a segunda
equacio. Em cada seccio normal a pressio estd, pois, submet-
tida 4 lei fundamental de hydrostatica.

Substituindo p na primeira equacio, vem

d*u | d*u
pgsena—-—+ (.-fy"--{-dz*) =().

Ora, como u é independente de z e = é somente funccio
d'esta variavel, esta equacio da

dn  d

Tt aE= A )

sendo A uma constante. Tem-se entio

pg sen a—% =Ae,

d’onde
wo— (m—pglsen )= Ael,

sendo respectivamente =9 e = os valores que toma = quando
z2=0, z=I.

O primeiro membro ¢ a differenca de carga entre as duas
secgOes distantes de I; designando-a por C, vem

C=A.l
Posto isto, integremos (1), pondo
y=rcosh, z=rsenl,

sendo 0 o angulo formado pelo raio vector com a horizontal em
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cada seccdo. Esta equaciio torna-se

2y
e S )
dr
Integrando, temos
du 1
ik A
r dr+ 5 Art=0

em (que nio ¢ precisa a constante, porque o primeiro membro
annula-se quando é r=0,
Uma segunda integracio da

n=—%ﬁr*+{].

Para determinar a constante supponhamos, como Navier, que as
moleculas fluidas escorregam ao longo da parede do tubo e seja
w a sua velocidade ; ter-se<i

u=%!\{ﬂ‘~»r’}+ut.

Ora, se E é o coefficiente de attrito exterior, isto ¢, a relacio
constante entre o attrito por unidade de superficie da parede e
a velocidade respectiva, considerando este elemento de superficie
normal ao eixo dos y e notando que entio § =0, teremos

¢ du_ 4 AR
3 W T R
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e a despeza serd

R zRIC he
=2| "= ——— e .‘.....f'\l'
q rJo urdr 8l (l + RC ) (2)

Como esta formula foi deduzida suppondo as velocidades em
cada ponto do liguido parallelas ao eixo do tubo, C ndo repre-
senta a differenca de carga entre as duas extremidades, porque
nio sO esla condi¢io se nio realisa n'estes pontos, mas o attrito
que o liquido experimenta 4 entrada e sahida do tubo produz
uma certa perda de carga. O movimento sO é o mesmo que se
o tubo fosse indefinido a uma ecerta distancia das extremidades.
Designando por /; —2 a distancia de duas sec¢Bes entre as quaes
esta condicio é realisada, sendo ; o comprimento do tubo, por
Cy—1y a differenca de carga correspondente, a formula (2) da

=R Ci—y /, | e
qn-_ﬂ:- t]—}. (l+ Hc)------.....(gj

22. Poiseunille, com o fim puramente physiologico de deter-
minar o movimento do sangue nos vasos capillares, procurou
experimentalmente as leis que regulam o escoamento da agua
em tubos de vidro de diametros comprehendidos entre 0™",65
e 07™,015.

A experiencia consistia em fazer escoar sob pressio constante,
regulada por um reservatorio de ar comprimido, uma quanti-
dade determinada de agua. O tubo capillar durante o escoamento
estava collocado horizontalmente e em communicac¢io com um
tabo capillar vertical no qual estd soldada uma esphera, com-
prehendida entre dois tracos de repare situados de um e outro
lado & distancia de 2*,2 da esphera. O tubo capital, a es-
phera e um thermometro estavam mergulhados n'um vaso de
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vidro cheio de agma. Para tornar a temperatura mais constante,
Poisenille collocava o vaso de vidro n'uma tina cheia de agua &
mesma temperatura. Por meio de uma luneta installada hori-
zontalmente determinava-se o tempo decorrido entre a passagem
do nivel pelo reparo superior e pelo inferior, tomando nota da
pressio e da temperatura n'estes dois instantes. O diametro dos
tubos era avaliado com um mieroscopio munido de uma camara
clara. A pressio variava até oito atmospheras.

Designando por Q o debito avaliado em milligrammas, por H
a pressio em millimetros de mercurio a 0° por D o diametro
do tubo em millimetros e por L o seu comprimento, as experien-
cias da primeira serie sio representadas pela formula

HD
Qmk = eevnenneennnnns (B)

em que k é um coefficiente constante relativamente a cada li-
quido, se a sua temperatura ndo varia. Por meio de uma serie
de experiencias feitas a temperaturas successivamente crescentes
de cinco em cinco graus, desde a temperatura de gelo em fusio
até 45°, Poiseuille determinon, em relacio & agua, a formula
empirica

k=1836,724 (1 4+ 0,0336793¢+ 0,0002209936 ). . . (5)

sendo ¢ a temperatura em graus centigrados.

Esta formula mostra que a velocidade de escoamento varia
muito rapidamente com a temperatura, sendo a 45° duas vezes
e meia maior do que a 5°.

Como a formula (4) se refere s experiencias da primeira serie
em que os tubos eram muito compridos e a velocidade de escoas

o5
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mento pouco consideravel, podemos em (3) suppor nuHos y e 3.
As formulas (3) e (&) tornam-se entio comparaveis, fazendo
E=w, isto &, suppondo que a velocidade de escorregamento
a0 longo das paredes se torna nulla 1).

Identificando entdo as duas expressies (3) e (&), vem

™

!=m.

Na formula (5) é ko= 1836™™,721, sendo a unidade do tempo
o segundo, a unidade de comprimento o millimetro, a unidade
de pressio a de um millimetro de mercurio. Tomando as unida-
des CGS e notando que a pressio de um millimetro de mercurio
sobre um centimetro quadrado é egual a 1,359 ou, sensivel-
mente, 359 x 981 = 1333 dynes, ter-se-i

9
0= %&%’i =1=,3777,
0 que di
o =0,01782.

A uma temperatura qualquer ¢, tem-se

0,01782
& =
1+0,0336793 1+ 0,0002209936 42

Se 1=10°, esta formula di

e=10,013092.

A segunda serie de experiencias nio estd de accordo com a
theoria de Navier. A lei das presses e a dos comprimentos s6

') E. Mathien C. rendus, t. Lvi1, pag. 320.
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se manifestam quando o comprimento é superior e a pressio
inferior a certos limites.

23. Para operar em condigdes variadas de pressio e com
tubos de comprimentos quaesquer, Couette elimina ) e ¥, fazendo
escoar o liquido atravez de dois tubos de comprimentos differen-
tes Iy e ly, mas da mesma substancia e do mesmo diametro. Re=
gulando as differencas de carga Cy e Cy de modo que o debito
seja egual nos dois tubos ¢ subtrahindo a f; ¢ ly um comprimento
commum A tal que o movimento nas regites medias restantes dos
tubos seja identico ao que teria logar n'um tubo indefinido, as
quantidades y a subtrahir a Cy e Cg sdo evidentemente eguaes,
porque y s0 pode depender dos valores R, ¢, ¢, % e da densidade p
do liquido, que sio eguaes nos dois tubos. Teremos portanto

=Ry Ci—y =Ry Coa—vy
6 8¢ 4 —a o 8e la—3 3

d’'onde
=Ry C;—Csg
Be f]zf;g

24. Couette dispde os dois tubos entre tres reservatorios,
communicando um dos extremos com um vaso de Mariotte cheio
de agua ordinaria e tendo o outro um orificio destinado 4 sahida
do liquido.

Cada reservatorio communica por um tubo de chumbo recur-
vado em angulo recto com um manometro formado de tres tubos
do mesmo metal em communicacio na parte inferior. Cada tubo
manometrico é munido de uma torneira de tres vias que per-
mitte: 1.° estabelecer a communicacio com os reservatorios; 2.°
estabelecer a communicacio com os ramos de vidro verticaes
abertos que estio em seguida aos tubos inferiores; 3.° intep-

i
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romper a communicacio dos reservatorios com 08 manometros,
afim de immobilisar as columnas e permittir avaliar as differencas
de nivel com todas as precaucdes, por meio do cathetometro;
4.° expulsar as bolhas de ar que possam existir nos tubos de
chumbo ou no manometro inferior. Este contém mercurio ¢ serve
para as grandes differencas de carga; para as pequenas serve o
manometro de agua formado pelos tubos verticaes collocados por
cima das torneiras.

As variaches da carga obtém-se por meio de um reservatorio
de ar comprimido em communicacio com o vaso de Mariotte. A
temperatura ¢ dada por um thermometro mergulhado no pri-
meiro reservatorio. O debito g pode fazer-se variar, modificando
a pressiio no reservatorio, ou abrindo mais ou menos a torneira
collocada entre o vaso de Mariotte ¢ o primeiro reservatorio.
Determina-se recebendo o liquido que sai do terceiro reserva-

torio n'um vaso tarado e pesando-o em seguida.

Couette fez duas series de experiencias. Na primeira os
comprimentos dos tubos eram respectivamente lj =15",848,
lg="5"272 e o raio R =0",04998. Os resultados acham-se
indicados na tabella seguinte cuja primeira linha indica a ordem
das experiencias:

=

0,01293 0,01318
1286 1311
1287 1294
1352 1310
1282 1316
1204 1334
1303 1351
1416 1381
1584 1652
2277 2386
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em que ¢ ¢ a temperatura da agna, eo o valor que teria ¢ 4 tem-
peratura de 10° segundo a formula (6).

Este coefficiente nas cinco primeiras experiencias conserva-se
sensivelmente constante e o sen valor medio 0,01309 ¢ o dado
pelas experiencias de Poiseuille, embora n'estas se empregasse
agua distillada. Nas duas seguintes ;o augmenta pouco, mas nas
seguintes cresce rapidamente.

Na segunda serie os comprimentos dos tubos eram I =22 616,
la=7",248 ¢ 0 seu raio R =0°,09036. Os resultados acham-se
indicados natabella seguinte:

N.» 4 q ' iy
i T 2,059 1302 1281
3. ne 2 307 1235 1289
eisi o sk 3,052 1248 1296
§.... 132 3,148 1248 1289
1.... 13,9 3,628 1518 1492
0. 13.5 3,771 1283 1336
Lises 13,7 5,210 2472 2487
Bond 11,5 5,808 2677 2661

B e 8,022 3315 3306
R T 9,635 3775 3781
12.... 147 11,089 4198 §199

Nas quatro experiencias (8, 3, 5, &) o valor de & conser-
va-se sensivelmente constante, embora o debito variasse na pro-
porgio de 2 para 3; as duas experiencias seguintes dio resul-
tados discordantes. Logo, porém, que o debito se torna supe-
rior a um certo limite (1, 9, 10, 11, 12), o coefficiente e, cresce
regularmente com o debito, segundo a equagio:

¢ =0,00969 + 0,0029134.
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235. 0 escoamento dos liquidos effectua-se, pois, segundo
dois regimens distinctos, entre o0s quaes ha um intervallo em
que se produz ora um, ora outro. O primeiro regimen ¢ con-
forme és equacdes de Navier; o segundo, pelo contrario, nio
estd de accordo com essas equacdes e, quando se lhes applica, os
valores de e obtidos crescem com a velocidade do escoamento
segundo uma funeciio linear.

Estes dois regimens podem observar-se pela experiencia se-
guinte. Um grande cylindro de vidro fixo a um supporte de
zinco ¢ munido de uma tubuladura lateral a que esta fixo um
tubo de vidro de 0,25 de diametro e de 27,8 de compri-
mento. Quando o reservatorio esti cheio, a veia liguida é turva
¢ a sna amplitude diminue gradualmente. Logo, porém, que o
nivel desce abaixo de uma certa altura (quasi 75" a veia ex-
perimenta sobresaltos cada vez maiores, durante os (uaes se
torna liza e se eleva acima da sua posicio habitual. Quando a
carga se approxima de 50, as oscillagdes sio proximamente
isochronas e de igual amplitude, sendo a veia liza acima da sua
posi¢io media e turva abaixo. Continuando a baixar o nivel, a
veia torna-se liza, experimentando cada vez menos sobresaltos
durante os quaes turva, até desapparecerem completamente
quando a carga se torna inferior a 35°.

Em todas as experiencias a que sio applicaveis as leis de
Poigeuille o debito ¢ inferior ao debito limite inferior das oseil-
lagDes, sendo superior no caso contrario ; a veia liza corresponde,
pois, ao primeiro regimen, a veia turva ao segundo, e no inter-
vallo estes dois regimens altername-se.

A disposicio do orificio de escoamento tem uma influencia
consideravel sobre o regimen. Se a agua se escoa por um tubo
largo terminado por uma embocadura longa e affilada, o debito
limite inferior das oscillagdes é maior do que se o tubo é do
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mesmo diametro e de seccio quadrada; quando se turva, o phe-
nomeno tem logar lentamente e sem oscillages. Com o mercurio
€ quasi sempre impossivel obter a veia liza, empregando-se um
tubo de seccio quadrada; se, porém, o orificio é envasado, ma-
nifestam-se os dois regimens e as oscillagbes na passagem de
um para o ontro, sendo essas mudancas de regimen mais nitidas
do que empregando a agua.

0 segundo regimen ¢ o mais frequente e o que se realisa
tambem nos tubos de canalisagio, nos canaes descobertos e
nos rios quando se estabelece o regimen permanente. De accordo
com as ideias expostas, este segundo regimen é caracterisado
pela formacio de movimentos tumultuosos e turbilhonares no
seio do liquido, como o mostrou Osbhorne Reynolds injectando
um filete liquido corado no centro da veia liquida: a eor con-
serva-se regularmente na parte central durante o primeiro re-
gimen; mas, logo que a pressio attinge um certo valor, a colo-
ragio espalha-se por toda a veia em turbilhdes. Deve, porém,
notar-se que o coefficiente de attrito ndo é em geral funcgio
linear do debito.

26. A adhesio completa do liquido as paredes dos solidos
em conlaclo é claramente demonstrada pelas experiencias pre-
cedentes,

O coefficiente de attrito obtido pelo methodo das oscillaghes
de Coulomb e pelo do cylindro girante de Couette, de que adiante
fallaremos, bem como a despeza no methodo de Poiseuille sio
independentes da natureza do solido em contacto com o liquido.

Couette verificon este resultado, fazendo escoar agua em tubos
de lata, de cobre e de paraffina que obtinha por moldagem em
volta de um fio metallico. A lei subsiste n'este ultimo caso,
embora o liquido nio molhe o tubo, como ji se tinha notado

%
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nas experiencias de Syn Koch e Warburg sobre o escoamento
do mercurio em tubos de vidro.

Quando os solidos sio molhados, a adhesio do liquido s pa-
redes comprehende-se perfeilamente e demonstra-se por expe-
riencias directas. Duclaux mostrou que o alcool corado, contido
no reservatorio de um thermometro, atravessa uma camada de
alcool incolor sobreposto quando se aquece o reservatorio. O
alcool incolor forma uma especie de bainha dentro da qual o
alcool corado se allonga em forma de cone arredondado na parte
superior. As moleculas liquidas em contacto com a parede con-
servam-se fixas e as da regido media sio as unicas a elevar-se.
A difficuldade que ha em seccar, por meios mecanicos, um solido
molhado, a ruptura inevitavel, produzida quando se separa nm
liquido do solido, de que Taylor e Gay-Lussac se serviam para
determinar a viscosidade, mostram bem que a adhesio entre um
fluido e um solido molhado é incomparavelmente superior & de
duas camadas fluidas contiguas.

E suppondo & bainha liquida, immobilisada por adhesio sobre
as paredes molhadas, uma espessura sensivel (proximamente
meia millesima de millimetro nos liquidos pouco viscosos e &
temperatura ordinaria), variavel com a carga, a natureza ¢ a
temperatura das substancias em contacto, que Duclanx explica
as anomalias relativas ds leis de Poiseuille apresentadas pelos
tubos muito capillares, assim como a impermeabilidade abaixo
de certas pressoes e com certos liquidos atravez de membranas
de poros muito estreitos.

27. O coefliciente de altrito ¢ de um liquido que se escoa,
segundo o primeiro regimen, n'um tubo circular indefinido de
raio R, sob a influencia da differenca de carga C, avaliada
entre duas secgDes rectas 4 distancia { nma da outra e com o
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debito g, é dado pela formula

a—ﬂ ..... (8).
8lg

Mas, se o comprimento do tubo é / e C a differenca de carga
entre os reservatorios de entrada e de sahida do liguido, esta
formula ¢ apenas approximada, nio sendo applicavel senio nos
casos em que o comprimento do tubo é muito consideravel.

Seja S (Fig. 4) uma superficie qualquer, sujeita 4 condigio
de intersectar todos os filetes liquidos que entram no tubo a
uma distancia tal que a velocidade em todos os seus ponlos seja
sensivelmente nulla, ¢ MN a primeira seecio recta do tubo a
partir da qual o movimento do liquido é identico ao que teria
logar no mesmo tubo, se fosse indefinido. Designe-se por pe a
pressio n'um ponto P de S e por pg—y' a pressio n’um ponto
P’ da seccio MN no mesmo plano horizontal.

Posto isto, considere-se o filete AB cujas intersec¢des com as
superficies S e MN sio respectivamente dS e ds, e applique-
se-lhe o principio das forcas vivas, suppondo estabelecido o
regimen permanenie. No fim do tempo infinitamente pequeno
dt, este filete occupara a posicio A'B’, e como a forca viva da
parte A'B se conserva constante, a variacio de forca viva do filete
serd 0 excesso da forca viva de BB’ sobre a de AA'.

Se p ¢ a densidade do liquido, up a velocidade em A, u a
velocidade em B, parallela ao eixo do tubo, a variacio da forca
viva serd

pudsde (u?— 1), .

2 . . s
ou, desprezando u, que é muito pequeno em relagio a u?,

puddsde.
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Suppondo as acgdes lateraes egnaes e direclamente oppostas,
resta avaliar o trabalho motor, durante o tempo di, da acgio
da gravidade e das acgbes exercidas sobre as sec¢Oes extramas
do filete, e o trabalho resistente do attrito.

Seja Q o trabalho total do aftrito, durante a unidade de tempo,
na regiio comprehendida entre S e MN; o trabalho produzido,
durante a modificacio do filete considerado, serd

dde.

Por ontro lado, como o liquido esti sensivelmente em repouso
em S, designando por z a altura do elemento A acima do plano
horizontal PP’, a pressio sobre o elemento dS serd

(po—pg3)dS

e o trabalho, designando por « o angulo formado pela normal
com a direccio de uy,

(po— pg3) ug cos adSd.
Ora
tg S ad S = uds.

Portanto o trabalho sera

(Py— pg3) udsdt.

O trabalho da pressio sobre o elemento ds serd

—(po—7'—py3) udsdt,
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e 0 da gravidade obtem-se multiplicando o peso total do elemento
de volume AA' pelo deslocamento vertical do sen centro de gra-
vidade, o que di

pgu (z—2")dsdt.

Sommando todas estas expressdes do trabalho e egualando
a somma 4 forga viva, teremos a equacio

% udds = y'uds — dQ2,

d'onde
-% Smuads e Sm.uds -0,
Ora
Syteds =4
logo

& Suytds=yg—Q...cooeinenns(9).

Para achar a expressio de Q considere-se o tubo indefinido
e designe-se por ' a distancia de duas seccDes entre as quaes,
durante a unidade de tempo e com o debito g, o trabalho do
attrito seria egnal a €. Designando por C' a differenca de carga
correspondente, teremos

o Bel'g
~ =R
e
Be)/g?
foon :
&y =R¢

Ora C'q é o trabalho motor, e como a variacio de forca viva
do liquido primitivamente comprehendido entre as duas sec¢Oes




- ok

¢ nulla, serd

Bea'qt

Qe=—e——n—,
=RE

28. Até uma certa distancia do tubo no reservatorio de sa-
hida, a veia liquida conserva uma forma sensivelmente cylindrica,
como se observa corando o liquido no reservatorio que alimenta
0 escoamento. A pressio n’esta regido é sensivelmente a mesma
no interior e no exterior da veia, porque, sendo differente, os
filetes seriam convergentes, como acontece nas regides seguin-
tes. A communicacio lateral do movimento da veia ao liquido
immovel do reservatorio de sahida & portanto insignificante, de
modo que a distribuicio das pressdes n’uma seccio feita na veia
e no liquido ambiente esti sujeita ao principio fundamental da
hydrostatica. Com effeito, este prineipio applica-se separada-
mente s duas partes da secciio: 4 exterior 4 veia, porque o
liquido esti em repouso; & sec¢do da veia, porque (n.” 21) os
seus filetes sio rectilineos, parallelos e animados de velocidades
uniformes.

Além d’isso, entre a seccio MN e o orificio de sahida, o li-
quido move-se como n'um tubo indefinido. Designando por 2" o
comprimento do tubo correspondente a differenca de carga que
existe entre o orificio de sahida e a seccio mn em que se deter-
mina a allura piezometrica do reservatorio de sahida, a expres-
sio d'essa carga serd _

pihe
=R4 "’

e a differenca da carga entre as seccdes MN e mn

C—y— %




it}

pondo

ﬂ!lh
i, Selly
Tt wRE°

Substituindo ' e 2 em (9), vem

Be(N +2") ¢ |
-_;- Sy t¥ls = 7g — — g (10).

Ora, designando por ) a distancia da secciio MN 4 entrada do
tubo e por ! o seu comprimento,

(C—r)R2—rf)

St Gl

Substituindo e integrando uma vez ao longo da coroa 2=rdr,
teremos

=p (C—v)® (R =p(C—y)°RE

di L ) Sl 116 Cgt e Bt
3 Sux 08 stan—f}ﬂjam B Lot 1 7 S

Mas

logo




0 que converte (10) em

pqt Be(d'+2")q
=Rt T =R
82 4+ q
P by e i) A
A Be[l+ (' +2"-2)]q C 8e(l+A)g
ST =RA i e T
pondo
A=) 42—,
Logo
pq?
= (c—5E7)
=T8T

que differe de (8) por dois termos correctivos. O primeiro
2

;‘:{; ¢ a despeza de carga 4 entrada do tubo para commu-
=

nicar ao liquido a sua velocidade de escoamento: o segundo A
¢ 0 alongamento do tubo, correspondente ao attrito exercido nas
extremidades.

9. Sejam ¢ e e 0s valores approximados de ¢ que se obtém
desprezando as duas correccies ou s6 a segunda
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teremos as relacoes

li==1——8PfT. ]
l
..... )
B (11

Os resultados d’esta correcgio encontram-se na tabella se-
guinte, em que ¢ indica o valor d’este coefliciente dade por
Poisenille:

P T I "
3475 3820 0,01383 0,01367
5,000 1924 1404 1363
9,034 994 1842 1363

14,862 682 1479 1464
19,301 537 1512 1366
38,789 201 1651 1382
77,379 165 1863 1388

A constancia dos valores de e superior 4 de & mostra bem a
exactidio da correccio indicada. O seu valor medio é

g = 0,01363.

A tabella seguinte di o mesmo resultado:

P T 0y 0~
2466 8646 0,01332 0,01328
4,952 4355 13490 1339
9,823 2194 1347 1332

15,823 1555 1347 1324
19,426 1116 1355 1325
38,800 381 1384 1325

77,516 208 1543 1330




"=

n8

Os valores de e conservam-se sensivelmente constantes. O

sen valor medio é
¢y =0,01329.

Substituindo estes dois valores em (11), obtém-se as equacDes

'
Eg—¢& Eg—¢

f== l

ﬂm
E

d’onde

I —IH I
S ’—j —f;?mn,maos,

valor inferior ao dado por Poiseuille, como era de prever.

Experiencias com os gylindros

30. Considere-se o espaco comprehendido entre dois eylin-
dros indefinidos concentricos, nm fixo e o outro animado de um
movimento de rotacio uniforme em volta do eixo, e supponha-
mos o liquido n’elle contido dividido em camadas perpendicu-
lares ao eixo, de espessura infinitamente pequena e animadas
de movimento identico ao que teriam se fossem solidas.

Segundo as notacbes do numero 16, teremos

tie=0, 250,
dz
e as equacdes (24) tornam-se

de 8 4 d (rs dm) dp
- & 1 dr :

E ;—Prﬂl.
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Multiplicando a primeira por dz, a terceira por dr e som-
mando, vem uma equagio que integrada a partir de um certo
valor rg de r, designando por py a pressio atmospherica e in-
troduzindo uma funccio arbitraria §(¢), reductivel a uma con-
stante quando o movimento se torna permanente, da

p=py—pg¥(t)+pgs+ pﬁ:rmidr.

A segunda equagio da em cada instante a acceleracio angular
dw S Sy :
= de todos os pontos situados no interior da massa fluida.

Ora, se o movimento do cylindro ¢ constante, o do fluido tor-
na-se permanente depois de um certo tempo, reduzindo-se entio
essa equacio a

RO | dw
— — — a’ — =3
(r dr ) 0,

que integrada da
B
w=A+ -3
r
Para determinar as constantes A, B, supponhamos nullo o
escorregamento do fluido ao longo das paredes; designando por

R, e Ry os raios dos eylindros interior e exterior, por £ a ve-
locidade angular d’este ultimo, teremos

w=0 para r=R,

w=0 para r=Ry
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e a equaciio precedente torna-se

Posto isto, consideremos no interior do fluido os elementos
de volume que tém por arestas rd9, dr, dz. As componentes nor-
maes pe, Prry Pze das accdes exercidas sobre as faces do elemento
considerado reduzem-se a p, emquanto as componentes tan-
genciaes pes, pot 80 nullas, reduzindo-se o valor do attrito sobre
o elemento de superficie vertical parallelo 4 parede do eylindro a

p”—erd—{:ds.

O valor do attrito sobre a unidade de superficie do cylindro
interior serd portanto

de’ 20R R ¢
e (-) . 2
"\dr/r—n, R ®I—R}

Ora, como o cylindro é indefinido, o attrito é proporcional a
superficie; o seu valor n'uma camada de altara b d’esse cylin-
dro sera

: ]
-’rn!!RIEﬂh_!

2 2
R} —R;
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e 0 seu momento M em relacio ao eixo do eylindro

ini'lli:fl:fu
M=-4i-—!— ................ (2),
Hl1 w—Ro

expressio symetrica em relagio a Ry e Ry, mostrando que o
momento do attrito é egual nos dois cylindros, condi¢io neces-
saria para a uniformidade do movimento.

A proporcionalidade do momento M em relacio a « tem ainda
logar quando os cylindros deixam de ser conaxiaes.

Com effeito, supponhamos (Fig. 5) os eixos parallelos e seja
a sua distancia 00’ = ma. sendo a =Ry — Ry e portanto m < 1.

Considere-se a camada liquida de altura  comprehendida entre
os dois eylindros e dois meridianos do eylindro interior que
facam entre si o angulo infinitamente pequeno d6. O attrito do
liquido sobre a porciio correspondente de parede do eylindro
interior pode evidentemente calcular-se suppondo o liquido com-
prehendido entre dois planos parallelos & distancia MM, um fixo
¢ 0 outro animado da velocidade QRy. O seun valor serd portanto

shRyds ——-

¢ portanto, o momento total sobre o cylindro interior é

M= cQURZR L s

Ora, a inspecgio do triangulo O'OM da

(Ry + a)2 = (R, + MM)2 + m%a2 — 2 (R, -+ MM) ma cos 6;
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2
desprezando os termos da ordem de (%) . 0 que é permittido
0

por ser a sempre muito pequeno em relagio a R, ter-se-a
MM’ =a (1 + m cost),

valor que substituido na egualdade precedente, da

M=¢Uhﬂﬁ|ij iz dy =2ﬂ£h!lb[‘l:|i|
a 0 1+meost aVil—m?

Esta formula mostra que o momento M é minimo se os cy-
lindros sio conaxiaes; se esta condicio se nio realisa, o coef-
ficiente ¢ & ainda proporcional a M, mas o seu valor assim

: : ! m
determinado ¢ affecto de um erro por excesso igual a —.

2

Se os eixos dos cylindros sio inclinados, dividindo o liquido

em camadas de espessura infinitamente pequena por planos per-
pendiculares ao eixo do cylindro interior, pode applicar-se a
formula precedente a cada uma d’ellas. Teremos entio

N ==

Vv l—m’-‘

formula que leva is mesmas conclustes.

2xe SLREH! J bl ds
£

g2k

#1. No segundo membro da equacio precedente todas as
quantidades se podem medir, e portanto, para determinar o valor
de e basta conhecer M. Esta determinacio foi feita por Couet-
te 1), empregando, de accordo com a analyse, dois cylindros

') Para a descripgio mais complecta d'esias experiencias, vej. Ann. de
chim. et physique, 6. serie, 1. xx1, p. 48.
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conaxiaes, sendo o interior extremamente movel em volta do
eixo, mas fixo relativamente aos deslocamentos lateraes, por
ser o seu equilibrio instavel em relacio a esses deslocamentos.
A fim de se poder considerar a’sua superficie indefinida, pro-
longa-se o cylindro interior de um e outro lado por meio de
anneis de guarda do mesmo diametro, cuidadosamente polidos
exteriormente. A cada annel esti soldado um disco, sendo o
inferior completo para obstar & propagacio do movimento im-
presso ao liquido pelo fundo do eylindro exterior. Este, de altura
superior 4 do cylindro interior, esti animado de um movimento
de rotacio uniforme, impresso por um motor Gramme. O attrito
do liquido sobre o eylindro movel tende a fazel-o girar em volta
do eixo; conserva-se, porém, na sua posicio por meio da torsio
do fio a que estid suspenso ou collocando pesos nos dois pratos
suspensos por fios enrolados n’uma roldana de ebonite que gira
com o eixo do apparelho, passando depois cada um d’elles n'uma
roldana de Atwood. Os pesos suspensos nos dois fios tendem
ambos a fazer girar o eylindro em sentido inverso do movimento
do liquido. Convem que estes pesos sejam pouco mais ou menos
eguaes nos dois pratos para evitar as pressoes lateraes sobre o
eixo de rotacio. Sobre um registrador Marey inscrevem-se ele-
elricamente as voltas.

Para se poder comparar as experiencias em que o attrito é
equilibrado pela torsio do fio com aquellas em que se empres
gam pesos, mede-se a torsdo equivalente ao peso de um gramma,
Designando, de um modo geral, por P o peso que é preciso
collocar nos pratos dos fios da roldana para fazer equilibrio ao
attrito e por r o raio da roldana de ebonite, teremos

O T SR S (3).

Além d'isso, se N é o numero de voltas do cylindro girante por
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minuto, a sua velocidade angular serd

a 2=N
60 °

Identificando (2) com (3) e substituindo Q pelo seu valor,
vird
2,252
P 2= R R he
= - ———— = (0N
N T g
I5(R —R)r
32. As experiencias feitas com o cylindro girante levam aos
resultados ji deduzidos das experiencias com os tubos. E o que
mostra a tabella seguinte, em que N designa o numero de voltas;
T o angulo do torsio; P=T>x<0,01544% o peso equivalente a
essa forsio; ¢ a temperatura da agua:

P

N.os N T P N i
§5: 1,01 1623 2506 02106 167
2. 22,04 166,9 2577 02180 167
3. 19,14 263,0 5060 02121 617
.. 19,64 273,4 5,221 02149 167
$... 20,48 5053 6261 02423 167
s 28,84 504,8 6,208 02181 167
7.. 36,69 552,5 8,810 02843 128
8 s 38,84 544,0 8399 0238 130
0 51,88 7874 12,16 02366 13,1
80.. .. 52,38 702,2 12,23 02335 133
G 55,85 805,2 12,43 02266 14,7
1.... 5953 12073 18,64 03532 147
g 5880 11259 17,38 02056 147
T 61,75 14279 22 08 03570 149
o 60,66 13824 21,34 03519 15,0

AT 10,27 e 2,26 0,2204 16,5
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Para tornar estes resultados comparaveis, é evidentemente
necessario corrigil-os das differencas de temperatura que modi-
ficam a0 mesmo tempo o coefficiente de attrifo do liquido, o
coefliciente de torsio do fio e as dimensdes do apparelho. Esta

......

||||||

------

......

......

......

......

ultima variacio altera o factor

R, —R

i

-H;Hl;fl

620,0

6197

854,9
B66,6
956,3

¥

0

o

0,2113
0,2157
0,2133
0,6033
0,6018
0,7899
0,7920
0,2199
0,219%
0,220
0,2166
0,3413
0,3425
0,4709
0,i70%
1,723

1729

1,980

1,988

2,160

e

t

105
16,6
16,7
16,9
17,1
16,8
16,9
16,0
16,1
16,2
16,3
15,7
16,8
16,8
16,9
17,5
17,6
16,6
16,9
16,9

I
que entra no valor de N Ora, fazendo x = 0.0000188, coefli-

ciente de dilatacio linear do latio de que eram feitos os eylindros,
o factor relativo a esta ultima correccio (1426 é muito pro-
ximo da unidade quando as differencas 8 de temperatura sio

3




que da

8,71
10,27
11,91
12,04
19,44
19,64
22 86
23,08
28,84
20,48
35,84
36,19
54,02
50,76
51,88
52,38
54,07
54,85
55,60
38,80
50,16
59,26
59,53

66

( IJ\ p
) (\',1 | + ab + bo2

16,3
16,5
16,7
16,7
16,7
16,7
16,6
16,7
16,7
16,7
13,0
12,8
16,0
16,1
13,1
13,3
16,2
16,7
16,3
14,7
16,8
16,7
14,7

1 + at + be?

P

(f}
0,2113
2201
2104
2150
2194
2149
2157
2133
2151
2123
2344
92443
2199
2194
2344
2335
2201
2966
2166
2056
3423
3413
3132

inferiores a 4°, como nas experiencias da tabella precedente. A
1 correccio relativa a variacio do coefficiente de torsio do fio tor-
na-se inutil, se as experiencias sio feitas 6 com pesos. Resta,
pois, somente fazer as correccdes relativas & variacio do coeffi-
ciente de viseosidade do fluido pela formuola de Poisenille, o

Fazendo esta correccio, a tabella precedente da:

P
&)
0,2102
2190
2105
2140
2121
2149
2451
2133
2451
2123
2129
2206
2460
2160
2134

» 2438

2173
2453
2144
2800
3631
3613
2075
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Os resultados confirmam as conclusdes ja tiradas das expe-

i | :
riencias com og tubos. A relacio (—{'—) ¢ sensivelmente con-
b

stanle emquanto ¢ N < 56, variando apenas entre 0,2102 quando
N=8,71 e 0,2206 quando N =36.19; o sen valor medio é

P
—=10,21506.
N 215

»
Entre N=56 ¢ N=127, a relacio ~ varia irregularmente;

mas além e até N=453, limite das experiencias, suppondo
¥ l]

ainda applicaveis as equacBes de Navier, a relacio  Cresce

regularmente e os pontos figurativos, que até N=>56 formam

uma parallela ao eixo das abscissas N, dispdem-se agora n'uma

recta inclinada sobre 0 mesmo eixo, cuja equacio é

»
% =0,3260 + 0,0038832N,

sendo a temperatura media das experiencias 16°,7.

Os dois regimens manifestam-se assim cliramente. O primeiro,
conforme ao integral considerado das equacbes de Navier, tem
logar quando a velocidade do liquido é inferior a um certo li-
mite. O segundo nio é conforme a esse integral ¢ quando se lhe
applica a mesma formula, os valores de N oue crescem com
a velocidade media do liquido, Entre os limites dos dois regi-
mens existe um intervallo em que o movimento do liquido se

manifesta irregularmente, sendo entiio os valores de N repre-

#*
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sentados por uma curva com a concavidade voltada para o eixo
dos N.

5 evidente que os valores de e deduzidos d’estas experiencias,
emquanto seguem as equacdes de Navier, deveriam concordar
com 08 ji deduzidos das experiencias com os tubos. Ora o valor

»

—Q-ml'l'.ﬂla?”ﬁ da para coefficiente de attrito da agua a 16°,7

&

e=0,01255,

superior a e=0,01096, valor obtido nas experiencias de Poi-
senille. Este erro por excesso é devido 4 falta de coincidencia
dos eixos dos dois eylindros e & insufficiencia dos anneis de
guarda para evitar o altrito da agua nos bordos e no interior do
cylindro suspenso. Couette observon, com effeito, que o erro
apresentava valores notavelmente differentes em tres series de
experiencias, antes de cada uma das quaes o apparelho tinha

sido novamente moutado.

Methodo de Counlomb

33. Considere-se um =olido de revolugio mergulhado n'um
fluido indefinido, girando em volta do seu eixo bastante lenta-
mente para que os effeitos da forca centrifuga sejam despreziveis
¢ sollicitado pelo momento — Ax, proporcional a elongacio an-
gular A, Seja

A=gll)

a equacio do movimento do solido.
Se o fMluido nido reeebe ontro movimento, além do que lhe é
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communicado pelo solido, cada nma das suas moleculas exe-
cutard tambem oscillaches girantes com um certo atrazo y e uma
certa reduecio & da amplitude, sendo o movimento do liquido
identico em todos os meridianos. Designando por ¢ a elongacio
angular relativa a qualquer molecala fluida, serd

¢ =z0(t—y)

Como o solido nio pode ter outro movimento senfio o de
rotacio em volta do eixo, designando por I o sen momento de
inercia e por M o do attrito do fluido i superficie, em virtude
do principio de d’Alembert, serd

d®

= = Pl AR
A+ M—1—2 =0 (1)

Posto isto, determinemos a expressio do attrito do liquido em
qualquer ponto do solido. Fazendo coincidir o eixo dos z com o
do solido, ter-se-i em coordenadas cylindricas

0, il—--[]

de i % de
Pir= !f s Pre=\, Pz = Es
sendo estas duas componentes dirigidas segundo o eixo de rota-
(a0 ¢ o raio r. Designando por z o angulo formado pela normal
num ponto da superficie do solido com o eixo dos =, o attrito
n'esse ponto serd

Pla=tr (— sen e + —_ tU\ ﬂl)
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Tome-se agora ecomo variaveis independentes a distancia
u=MN (Fig. 6) de qualquer ponto do liquido 4 superficie do
solido e o arco s= AN contado, sobre a meridiana respecliva, do
polo A até ao pé N da normal MN. Teremos entio

dw dw dr dew ds

du dr du ' ds du’

Ora
dr dz
5 —Sena, T —cose;
logo
e
Pty = 8T ¥

O attrito exercido sobre a zona de raio ry e de largura ds
serd, pois, dado pela expressio

e 0 seun momento

- g fduw)
M =2=r - 1 8.
M m{,a(\m._)u.;s“
Ora
dy . de dx . dy ”
m—---{E—.rf. ﬁn—ﬂr—ﬂ'?ﬁ—"?,

e suppondo que a adherencia do liquido ao solido é completa,
teremos =1, y=0, para u=0; portanto

[ dew ) d\ [ dz d® (tfy)

i
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Substituindo este valor na expressio de d M, integrando ao longo
de metade da meridiana ¢ pondo

rg/ dx
j=—2 — |l ecciiiniasnen 2),
gt L
B .13 ?E.) e L S L 3
C -er" Y s AR SR )s

vem
dh d*
Me—B——(C—,
L ; dt I[d'f2

0 que converte (1) em

dn .
\I__ o . = @ & ® & % ® * 8 ® - .lll' \
) 3 +B % +Ax=0 (4)

(I4+C
0O attrito do fluido tem, pois, por effeito augmentar o momento
de inercia do solido da quantidade C e introduzir uma resistencia

d ; : b
—B X proporcional & velocidade angular.

$4. Para determinar a forma da funegio ¢ basta integrar
esta equacio. Este integral pode escrever-se debaixo da forma

%

[} ]
A= g (l’ cos 2= T+Q sen 2w T ),

/

em que so duas das constantes g, T, P, Q sio arbitrarias. Para
determinar as outras duas, temos

i
A=0, — =0, se 1=0,
9, dt ; '




0 que di

=~ l%oiT
Pt Ot
Ir
Logo
oy o T AT :
A=) e—H (t'u:i 2% — + *—sen ‘21:7) ..... .(8),
T 2z b ;

e portanto

E— T — -
I.I;=.Ilu|""_f“"r(l'||r¢ Or — —]-F.—:*!'II ‘.‘37:--_—\-!! sis mal L),
\ I 4 1 | ;

equacdes do movimento pendular cujas oscillacies sio isochro-
nas e as amplitudes, X e—#! ¢ 2hg e+, decrescem em progressdo
geometrica.

A differenca dos logarithmos naturaes das amplitudes de duas
oscillacdes simples consecutivas do solido, isto &, o sen decresci-
ments logarithmico ¢ constante ¢ tem por valor

T : T
8= |Hf.f |71(1 . ?J—— i g !_)'ﬂ e-!‘”“—”‘—}:l

!||;.!' _".1 — |ng _\,l
n—1

U NI I i i

1
ZU—)P‘.TIII;_{ P =

sendo Aq, Ay as amplitudes de duas oscillacdes separadas por
n oulras.

Y :
X 3t tirados
i

de (5) e igualando separadamente a zero os coefficientes do seno

Substituindo na equacio (4) os valores de 3,

e do coseno para que (&) seja satisfeita, qualquer que seja o valor




de ¢, ter-se-i

2Auw
B_—_k’_-- N T LT ....'3,'
A
Jnk_‘ [+-.|||...«.«+----J;,
sendo
§r? .
k= ,ri-—i—p..

Todas as quantidades que entram nos segundos membros
d'estas equacbes se podem determinar experimentalmente, e
portanto para determinar e bastaria substituir B ou C em (2)
ou (3) e fazer as integracdes indicadas. Na practica, porém, é
preferivel empregar a equaciio (8), porque a differenca das doas
(quantidades que dio C em (9) ¢ da ordem de grandeza dos
erros que as affectam,

35. Coulomb empregava um apparelho constituido por dois
discos horizontaes, reunidos por uma haste vertical e suspensos
por um fio de torsio. O disco inferior e alguns centimetros da
haste mergulhavam no fluido a estudar. O limbo dividido do
disco superior ¢ um indice fixo permittiam medir as amplitudes
das oscillacdes do solido. Observando a duracio de um numero
sufficientemente grande de oscillagdes e dividindo este tempo
pelo numero d'ellas, obtem-se o valor do periodo T. Medindo
as amplitudes de doas oscillaches quaesquer nm grande numero
de vezes e tomando a media dos decrescimentos logarithmicos
assin achados, oblem-se o valor de § correspondente & disposi-
¢do experimental actual. A formula (7) da entdo

23
HET](@‘
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e 0 movimento do solido fica assim determinado, bem como os
valoros de B e C dados por (8), (9).

36. Para determinar o coefficiente ¢ resta caleular os valo-

res d (dx) dy ) t int le B
5 (e — ’ — (que entram nos iniegraes de (]
dee [y =0 (JH b ! g

C. As duas funcedes desconhecidas @, ¥ que entram na equa-
¢io (6] dependem evidentemente em eada ponto do modo de
propagacio do movimento que o solido imprime ao fluido. Sup-
ponhamos que o movimento deste ultimo é conforme 4s equa-
¢oes de Navier, Estas equactes reduzem-ge a

Po d*ew 3 de p de

Ei-i-ﬁ P T T

Ora, como nio temos sendo a attender ao movimento do liquido,
basta introduzir na primeira as condiches expressas por (6).

d
g

Substitua-se n'ella as derivadas de o= T =y (t—y) tiradas

d’esta ultima ¢ ponha-se

a_d’.r+d".r 3 dx
T R

dx dy | dx dy> dy d% xdy
—b=2 ——_ +3——+ ~u=,
(dr dr ' dz d’z)+z(dr’+d-i) r dr+ =

=<[(@)+@]




-1
3

teremos
ay' + b9+ ey =0.

Substituindo n'esta equacio os valores de ¢/, ¢, ¢" ¢ ignalando
separadamente a zero os coefficientes do seno e do coseno, tere-
mos as condicoes

galte. i ediaddeves(10)

A S e )

39. Para integrar as equacdes (10) e (11) tome-se como
variaveis independentes as coordenadas s e w, indicadas prece-
dentemente. Ter-se-i

dr dr du dz ds

T Rk
dx tL::Iu+¢I:rds
dz dudz ds ds’

Designe-se agora por = o angulo que a normal & superficie,
tirada pelo pouto M, faz com o eixo dos 3 e por R o raio de
curvatura da meridiana no pé N da normal; dando ar e az 0s
augmentos infinitesimos dr, ds ¢ desprezando os infinitamente

pequenos de ordem superior & primeira, serd

du du
— =gena, — =Co0sa,
r dz

ds __il_ MP’ % Rcosa
dr R+uMN R+u’
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ds —R MP 3 —Rsena
iz R+uMM’ R+u '

da 5 1 MP __ c0sa
dr ‘R+u MM R+u’

_da X i MP” _ —sena
ds R+uMM" R4u’
Logo

dr dx dr Reosa
——— SN2 ] ,
dr  du ey ds BR4+u

dr dr dr Rsena

— = — (08 2

di da- .. 48 Bn

dz : .
Desenvolvendo o pela formula de Maclaurin, segundo as
4

polencias crescentes de u, e notando que o primeiro termo é
nullo, por ser x =1, para u=0, vem

de [ d% / dde u?
7 ( dsdu ,)" “rt+ ( ds du? }!, ol. 2+

e portanto

dr Recosa d2r
— =ucose | —— +aut+.....

ds R4+u dsdu Lol

dz Rsena [ d% i

—_— =Y ZfN [ 17 G PR
T e P S




Substituindo estes valores, vem

dz dr 3 E [ d%x \] T
— = —sen a4 ueos | R T b A
dr du o E{K\dsdu fre=| s
dr dy ! dx
—_— = = (05 % — 3 56 — Fa"ul+.......
o in co uSen a (dsdu)“:__ﬂ—r a'u=+
Derivando
d®r /dc du _dii_ dx) el dr da <
drt (\dui dr  duds dr) " du -J;wh“
! d2x du
— CO03 £ LB R s
+Ku'5rfﬂ)u o - cosa+ Aju<4 Biu24
d*z T dir / dip dr cos? a
= — sen? - - Sene COS a4 — —
T en G+Lduds N {‘ drm'.s',)u . 21 & C0S3 :+ﬂ_” i

+ Au+....

dir d% 02 dir (dii') ]
— e OB R ] s Lk g 08
d du u'uds+ \duds/ .—y g

dr sen?
- :M—i- Ajut.......
du H

Calculando analogamente as derivadas de y que entram nos va-

| 1  3sens
lores de b, ¢, pondo — = — e
h R ro

e nolando que r=r¢+usena,
leremos

dir 1 dz




dx dy (dgy 1 dy
__f_\.'_-) . el — — =gt e
; du du+1 ,dﬁ*-’-ﬂ du+ n>+aiu+
dy\?
=2z Eee C ol | e ol

Substitutndo estes valores nas equacdes (10) e (11), vem

dix 1 de dy\ 2
Rl T O T
dui+ e k2 ( e =3 e e o R (

dr dy dy 1 dJ p) (dy" 2
s LA (== )=V,....(13

du du +'T(du*+ hodu e tnn du ,) Y 43)
designando por U, V duas fune¢ies de u ordenadas segundo as
potencias crescentes d’esta variavel e sem termo independente.

‘dz d
88. Como as quantidades ( ) ( y) 8d0 os valores
du /y—o \ dit /y—p

das derivadas de x, y correspondentes is moleculas liquidas
em contacto com a bainha que envolve o solido, basta determinar
os valores d’estas variaveis relativos 4s moleculas em que a va-
riavel independente w ¢ infinitamente pequena, e portanto as
fanc¢des U, V. Teremos, pois, sensivelmente as equacies

o 4z dy @y A d ey o (dy"i_
du du +£<R+IE+?)+'WF __) w0,




que admittem a solu¢io particular

r=e¢ ", y=nu.
A amplitude das oscillagdes diminue portanto em progressio
geometrica e o atrazo augmenta em progressio arithmetica,
quando a distancia da molecula considerada ao disco augmenta

em progressio arithmetica.
Ter-se-a, pois,

(S R )
EE w-=f ; du uTﬂu

e portanto

R En:fr:mds, Cm= ﬂmfr:nds.

sendo m e n definidos pelas equagdes

m‘—%sfﬁn‘....,.....“*...('[-'-i-:f,

2mn—~-rlm+~f-=‘2yu’.. ....... vt
h g e

Se a meridiana do solido satisfaz 4 equagio

1

7 = ¢onst.,

os valores de m, n sio tambem constantes. Eliminando-os de
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(12), (13), teremos as equacdes

2xeS _
B2 — ": B M o s Fet v o (B8]
uc_"‘:’t_am?sﬂc&.......mm}

que nos serviriam para determinar, além do coefficiente ¢, qual-
quer das outras quantidades que n’ellas entram g, p, A, I, T, se
as duas constantes B, C fossem susceptiveis de determinaciio ex-
perimental rigorosa. E se ¢ fosse conhecido, poder-se-ia deter-
minar as duas constantes g, T que entram em (5). Como, porém,
a determinacio de C por meio de (9) nio merece confianca, as
equacdes (16), (17) nio podem determinar seniio uma incognita.
Eliminando enlre ellas C, virdi uma equacio do terceiro grau
em & que nos pode servir para determinar este coefficiente.

39. A equacio precedente s0 se applica quando o solido
oscillante tem uma forma particular e mergulha completamente

. b ) 70
no fluido. Quando a meridiana tem uma forma qualquer, goits
i

geralmente variavel e o caleulo dos integraes torna-se muito dif-
ficil,

Supponhamos, porém, que os raios de curvatura da meri-
diana do solido oscillante e geralmente as suas dimensies trans-
versaes sio grandes, e o sen movimento sufficientemente lento

para que o do liquido se annulle a pequena distancia. Como -

representa a distancia da molecula em que a reduccio da ampli-
1 l
e 2,718

tude é i superficie do solido, = sera muilo pequeno
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em relacio a m. Extrahindo a raiz quadrada aos dois membros
de (14), teremos com uma certa approximagio

i
mﬂ-ﬂ-;;-{-kﬁ,

e, substituindo este valor em (15),

— P -
o898 | 2:(1.'—[3.}'

Logo
» 3
er, 3 2pe
= Sk
B=mw ’[h +hr, ek ds,
C== 2! r’ ds,
fl—-[.l. o
ou
B==kS \/ft—i'- LSl cirand X (18),
C=nS --2—""—. R SR LE (19),
k—p
pondo

40. Considere-se agora o fluido limitado por uma superficie
de revolucio conaxial com o corpo oscillante. Os integraes pre-
cedentes, suppondo que o fluido é indefinido, ndo convém evi-
dentemente a este caso, porque a exponencial & = e—™ a dislan-
cias finitas tem sempre valores differentes de zero, unico que

6
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convem is moleculas liquidas em contacto com o solido exterior,
pelo menos em geral.

Mas em qualquer ponto do fluido seri evidentemente

r=fi (u), y=/a(u).
Desenvolvendo pela formula de Maclaurin, vem

r=1+au+bud+..., y=du+but+...,
d'onde

dy

E=-.s;—|—‘:;'b.r.¢+..., =a'+Wu+...,
du du

d* Py,
m-:%-'-”'""’E_2b+'°'°""

Substituindo em (12), (13) e fazendo u infinitamente pequeno,
ter-se-i

Qb+%—£*a"2=(},
i TS AT '
2aa’ + 2 +T+_+9Fﬂa-0'
E

Supponhamos agora que os comprimentos p interceptados
pela superficie interna do corpo exterior sobre as normaes 4 do
corpo oscillante sio sufficientemente pequenos para que se pos-
sam desprezar os termos de ordem superior 4 segunda. Na su-
perficie interna do solido exterior sera

1+ap+bp*=0.
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D’esta equagio e da primeira das precedentes tira-se

h(24+ p2kia’®)
p(2h—p)

=

ou, desprezando no denominador d'esta expressio p em relacio
a 2h,

Resta 0 nma equacio entre a’' e ¥'; admittindo, porém, que
a superficie exterior ndo tem influencia sobre a propagacio do
movimento na visinhanca immediata do solido, teremos como no
caso de um fluido indefinido

e portanto

logo

dz dy J
(&) (@)

Serd, pois, n'esta hypothese
* 3 1"‘
r 5
B=2x: -idsﬁ*%jﬁiﬁr:ds,

2o
C==n \ } o

> r:pds,

e



P= fpr:dx

P I |

4
P fobods. ol ot im0
] I]

44, As formulas precedentes suppoem que toda a parte oscil-
lante mergulha no fluido a estudar, como acontece nos gazes,
e a meridiana ao longo da qual se tomam os integraes S, S,
P, P’ é uma curva continua. Nos apparelhos empregados, porém,
0 corpo oscillante estd suspenso por um ou mais fios e geral-
mente s uma parte mergulha no fluido. E preciso, pois, gene-
ralisar essas formulas, tornando-as applicaveis ao caso em que a
parte oscillante mergulha em fluidos sobrepostos e a meridiana
¢ uma curva discontinua.

Imaginemos entio parallelos taes que cada uma das partes
da meridiana comprehendida entre elles seja continua e nio
esteja em contacto senio com um so fluido. E evidente que as
formulas precedentes sio applicaveis a cada uma d’ellas em toda
a sua espessura, excepto & superficie de separagio; mas se os
parallelos considerados siio sufficientemente affastados, essa in-
fluencia perturbadora torna-se insensivel. Suppondo o indefinido
liquido em contacto com algumas zonas e o que banha as outras
limitado por superficies conaxiaes muito proximas do solido oscil-




lante, serd

=k

B=x(28'e 4+ 23P¢) + —
k— L—M

42. Para que os segundos membros de (24), (25) fossem o0s
valores dos coefficientes B e C dados por -\8, e (9), seria preciso
que o fio de suspensio fosse perfeitamente elastico e os sup-
portes niio participassem do seu movimento.

A torsio de um fio, e em geral qualquer deformacio, ainda
que comprehendida nos limites da elasticidade, ndo altinge o seu
valor definitivo seniio lentamente; reciprocamente, supprimindo
as forcas extranhas, o corpo nio volta ao seu estado primitivo
sendo depois de um certo tempo, variavel com a deformacio e a
sua duracio. Kohlrausch, a quem se devem interessantes estudos
sobre este assumpto, verificou que se um fio experimenta tor-
ges successivas n'um e n’outro sentido, o atrazo final é a somma
dos atrazos correspondentes a cada uma d’ellas.

0. E. Mayer attribue este atrazo a forcas moleculares de re-
sistencia devidas ao deslocamento das moleculas do solido, ana-
logas 4s que constituem a viscosidade dos fluidos. E com effeito,
se o fio nio fosse sollicitado sendio pelo conjugado de torsio,
a equacio differencial do movimento do solido, obtida fazendo
em (3) B=C=0, seria

d*

]'d—i+:°t'.\~=[}

equacio differencial do movimento do pendulo simples. As oscil-
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laghes seriam isochronas e da mesma amplitude. Se, porém,
durante o movimento se desenvolvem resistencias proporcionaes
a velocidade angular actual, as oscillagdes, como vimos, sio ainda

isochronas, mas as amplitudes decrescem em progressio geo-
metrica. Coulomb verificon o isochronismo das oscillacies de

torsio no ar, ¢ Weber e Gauss a constancia do deccescimento
logarithmico das amplitudes, quando estas sio estremamente
pequenas ). Durante o movimento desenvolve-se, pois, a resi-
stencia enunciada, que ¢ impossivel attribuir somente ao effeito
do ar. Os cofficientes B, C dependem portanto nio s do altrito
exercido pelos fluidos sobre a parte oscillante do apparelho, mas
ainda da elasticidade residual do fio de suspensio.

A communicacio do movimento do fio aos supportes tem
tambem por effeito augmentar o valor d'esses coefficientes.

43. Designemos por By o coefficiente tolal de resistencia
dado por (8), por B o sen valor relativo i zona principal mergu-
lhada no fluido a estudar, por £ a parte relativa 4s partes oscil-
lantes accessorias mergulhadas no ar (fio, disco superior e parte
da haste, no apparelho de Coulomb) e aos supportes, por o a
parte resultante do attrilo interno do fio. Seré

By=B+f+ 5.

Mergulhando agora o apparclho n'um fluido de viscosidade
conhecida, teremos analogamente

By =B'+pg +5%

%) Cornn el Baille, Comptes rendus, L. Lxxxvi; 1878.
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Ora, se nas duas experiencias o valor da torsio e a sua duraciio
tém valores pouco differentes, serd sensivelmente o= 2'. Sub-
trahindo ordenadamente as duas equagOes precedentes, vem

By —B);=B—B'+3—p,

ou, dispondo as experiencias de modo que B, B’ sejam muito
pequenos e portanto B — g’

BIIBB’_'&'BH_B,I-.-c--.c-.-.--.[:g'ﬁ-]

44. No apparelho de Counlomb o raio do disco inferior, de
lata, é de 9,75. Depois de feita a primeira experiencia, mer-
gulhando o disco inferior ¢ uma parte da haste no liquido a
estudar, supprime-se este e mergulha-se novamente até 4 mesma
altura. O coefficiente B’ é entio nullo ¢ se desprezarmos a parte
de B'y resultante do attrito do fluido sobre a zona da haste abra-
cada pelo disco na primeira experiencia, a equacio (24) torna-se

B=B; —B'.

Com duas experiencias d’este genero, empregando a agua a
temperatura de 10° a 16° e sendo o coefficiente de elasticidade

de torsio do fio
A=1756C.G.5.,

Coulomb 1) obteve na primeira experiencia: 1.° sendo o angulo
de torsio inicial de 192¢, depois de 10 oscillaces era de 52,3,
o que da, suppondo ainda constante o decrescimento logarithmico,

i log 192 - log 52,3
10

=0,0565;

1) Coulomb, Mémoires de UInstitut, 1. m, p. 268 ; 1801.
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2.° sendo o angulo inicial 13,8, o sen valor depois de 10 os-
cillaches era de 3¢,3, e portanto

log 13,8 —log 3,3 5,
10 %

3" 0,0571.

A media d’estes valores é
3y =0,0568.

Supprimindo o disco inferior ¢ mergulhando novamente até &
mesma altura, obteve por um processo analogo

80 =0,0058.
Além d'isso,

ﬂi
S = 5 0,005393, S'=0

Ty =485, To = 45°,5
w1 =0,005393, wo = 0,00059
Ky =0,01681, k= 0,01907
B, =1126,7, By = 108,6
BBy —B'; = 1018,1.
Substituindo este valor em (18), vem

e==0,01905
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valor notavelmente maior do que
10 ="0,01309,

dado pelo methodo de Poisenille.

45. 0. E. Mayer e Maxwell modificaram o apparelho de
Coulomb, fazendo oscillar um disco de vidro entre dois discos
fixos parallelos ao primeiro, situados de um e outro lado a uma
distancia igual e muito pequena. Para evitar as variacDes da
elasticidade e viscosidade do fio de torsio, a suspensio adoptada
é bifilar. Com esta disposi¢io niio se pode empregar sendo oscil-
laghes de pequena amplitude, por causa da tensio dos fios. As
amplitudes medem-se entio pelo methodo de Poggendorff, vi-
sando com uma luneta de eixo normal a um espelho plano, in-
variavelmente ligado ao disco, o deslocamento da imagem de uma
divisio da regna dividida em millimetros.

Mayer determinava successivamente 08 {leclebumtntm loga-
rithmicos, & e &, relativos 4 agua e ao ar, e substituia §
pela differenca 8 — 8o na formula que daria ¢ se ndo houvesse
outra resistencia, além da que provém da zona principal 1).
Empregando quatro discos differentes e a agua & temperatura
de 15°,5, obteve para valores de e

0,01394; 0,01394; 0,01322; 0,01314.

Como o valor de 8, correspondente 4s partes accessorias do
apparelho, varia com a duracio das oscillaghes, §; — do nio € a
parte de § devida & zona principal.

1) Violle, Physique moléculaire, t. 1, p. 761.
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As formulas (20) e (21) tornar-se-iam, designando por a o
raio do disco e por p a sua distancia a qualquer dos discos fixos,

S
Pl Vi
? r

sendo
i
a
S=—,
&
Logo
=al ma'ph?p

As experiencias de Piefrowski que consistem em fazer oscillar
uma esphera successivamente cheia de ar e agua, sendo portanto
0s valores de ¢ calculados pelo processo indicado no numero 38,
ddo, empregando agua distillada & temperatura 21°,7

e =0,01238,
em vez de
¢ =0,00698.

Os valores de ¢ determinaaos pelo methodo das oscillagdes,
qualquer que seja a disposi¢io experimental empregada, concor-
dam entre si e differem notavelmente dos deduzidos das expe-
riencias com os tubos capillares ; os seus valores estio geralmente
na relacio de 1,16 para 1.,

Esta divergencia nio pode attribuir-se a erros experimentaes
do methodo das oseillaches. E verdade que as formulas deduzi-
das para o caleulo de ¢ suppdem nullo o effeito da forca centri-
fuga, o que nio deverd realisar-se nas experiencias de Coulomb,
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originando-se entdo correntes que, seguindo do eixo para a pe-
ripteria do disco, onde a velocidade ¢ maior, augmentario a
resistencia offerecida pelo meio ao movimento ; e, por outro lado,
a constancia do decreseimento logarithmico das amplitudes sO tem
logar quando estas sio extremamente pequenas. Mas estas causas
de erro tornam-se insensiveis nas experiencias de Mayer, além
de que a segunda inconveniente tambem se di na determinagio
do coefficiente B pela equacio (8).

A differenca observada tambem ndo pode ser devida ao attrito
do liquido sobre o bordo do disco que é reduzido a uma simples
lamina. Por outro lado, os valores desprezados no decurso da
exposicio da theoria nio sdo sufficientes para explicar o facto
observado, porque o valor deduzido pela analyse bastante rigo-
rosa das experiencias de Pietrowski nio ¢ menor do que 0s
apresentados pelos outros observadores.

A causa é identica 4 que torna variaveis os valores de s de-
duzidos das experiencias com os tubos, quando a velocidade do
liquido é consideravel. A variagio da velocidade do solido oseil-
lante, principalmente a sua annullacio nas posiches extremas, €
muito favoravel & produccio de movimentos turbilhonares, ca-
racteristicos do segundo regimen, e este realisar-se-i quasi desde
o principio do movimento. E talvez devido & mesma causa 0
excesso de ¢ quando se determina o valor d'este coefficiente
pelo emprego do cylindro girante cuja velocidade estd longe de
ser uniforme. N'este caso, as correntes liquidas devidas 4 for¢a
centrifuga deverdo tambem augmentar o valor de e.

0 methodo das oscillagbes nio deve, pois, ser adoptado para
a determinacio do coefficiente de attrito dos liquidos pouco vis-
cosos, em que o segundo regimen se produz facilmente ; além
d’isso, tem o inconveniente de ser mais complicado do que o da
escoamento em tubos capillares.
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A tabella segninte contém os coefficientes de viscosidade de
differentes liquidos ;

Methodo de Poisenille

Liquidos t ] Observadores
A@:ua 13 3”3::3: Poisenille.
" 10 0,01303  Couette.
Mereurio 17,2 0,01602 Warburg.
Alcool methylico 10 0,0069%
»  ethylico 10 0,01540
»  propylico 10 0,01993 g
»  butylico 10 0,0379% .
Glyeerina 28 42,18
. 26,5 4,944
Agua e 9% por cento de glyeerina 8,5 7,544 L
€ % S(J,.Ell : gy 3:5 !:()ﬂ Schittner.
» 64,05 " 8,3 0,2223
» 4979 y 85 0,0926
cass : g Obermayer.
Storax 15 1, 3410

Cylindro girante

Agua 16,7 0,01255 Couetle.

Methodo de Coulomb

Agua 10 0,01545
» 155 001356 { M.
» 21 0,01237  Pietrowski.
s 13 0,01905 Couette.
» 24,5 0,04402  Helmholtz.

FIM
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