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PREFACIO

O problema, de que ora nos vamos occupar, tem merecido a
maior attengdo e interesse aos geometras mais notaveis.

E com quanto, de ha seculos, existam trabalhos importantes
a este respeito, a soluglio do problema ¢ ainda recente.

E para notar que ainda nos fins do seculo passado, quando os
mais esclarecidos espiritos se haviam dedicado a este assumpto,
pouco se tivesse adiantado sobre os resultados obtidos pelos geo-
metras indianos, ha mil duzentos annos pelo menos.

E que estes resultados, ainda hoje pouco conhecidos na Europa,
de certo o ndio eram na primeira metade d’este seculo.

As solugdes apresentadas até Euler sio de menor valia do que
aquelles trabalhos antiquissimos.

Longe de nés a idéa de pretender sequer depreciar o seu
valor, nlio s6 porque nos fallece a auctoridade, mas ainda porque
todas manifestam a superioridade intellectual dos seus auctores.

Releve-se-nos porém uma simples observagio. Nota-se uma
falta importante no modo como sao tractadas estas questdes;
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methodo ou direcglo philosophica. Chasles faz este mesmo reparo
quando se refere aos geomelras, desde Diophantes até Euler.
Seguindo as idéas de Wronski parece-nos que pode estender-se
o periodo até este notabilissimo geometra.

Entre nés, pede a justica que se diga, tambem existem de ha
muito trabalhos importantes, a alguns dos quaes teremos occa-
sido de nos referir.

D’entre os geometras europeus foi Diophantes o primeiro, que
resolveu um grande numero de problemas de analyse indetermi-
nada. D’ahi resultou chamar-se a esta analyse — de Diophantes.
Resolveu ja alguns problemas do segundo grio a duas e mais
variaveis.

Apesar de resolver as questdes com muita sagacidade niio
apresenta systema determinado, o que é para estranhar, pois j&
entdio era conhecida no Oriente a resolugio methodica das equa-
¢oes indeterminadas do segundo gréo.

Fermat que fractou a equagho Ca®+1==y* & qual decerto
chegou partindo da equaglio Ca® = A==y* a que se reduzem
as equagdes indeterminadas do segundo gréo, nlio indicou o seu
methodo de resoluclo.

Brouncker, Wallis, Freniche e Ozonam resolveram a equagiio
Ca?+ 1 =y? mas ndio se aproveitaram do resultado obtido; de
modo que se deve a Euler a primeira resolugio das equagbes
indeterminadas do segundo gréo.

Este geometra resolveu um grande numero de problemas,
alguns propostos por Fermat, e publicou um tractado especial
sobre o assumpto.

Em seguida Lagrange occupou-se extensamente do problema,
e applicou as fracgdes continuas & sua resolugio.

Pesde entio tém applrecido imporlantes trabalhos, como os
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de Legendre, Gauss, etc., e finalmente apparecen a resolugdo
completa do problema effectuada por Wronski, em virtude de
que ficou sem valor scientifico a asser¢io de Lagrange feita a
pag. 377 das addigdes & algebra de Euler: aPara resolver as
equagdes indeterminadas de um grdo superior ao sequndo sd existem
methodos particulares, e € de presumir que para eslas equagoes o
resolugiio geral seja impossivel, como o parece ser para as equagaes
determinadas de grdo superior ao quarto.»

Este nosso trabalho divide-se naturalmente em cinco partes.

Na primeira procurimos apresentar o mais completa e resu-
midamente possivel os resultados obtidos por notaveis geometras,
& excepclio de Wronski, e tambem os que o estudo proprio nos
forneceu, para se conseguir a resolugdo das equagdes indeter-
minadas.

Como as equagdes indeterminadas estdo intimamente relacio-
nadas com as equacdes de congruencia, a ponto de, como yeremos,
deverem aquellas ser resolvidas por meio d’estas, fara objecto da
segunda parte o estudo das congruencias, como sdo tratadas ainda
ultimamente por aquelles que se occupam da sua resolugdo.

A terceira e quarta parte comprehendem a applicagio do
methodo teleologico & solugdo geral das congruencias e das equa-
¢oes indeterminadas.

Finalmente na quinta parte temos em vista a comparacio das
materias expostas, o que ndo é de grande difficuldade, attendendo
aos resultados apresentados na terceira e quarta.

Em nosso estudo, conscios da nossa insufficiencia, procurdmos
sempre seguir as indicagdes de guias auctorisados.

Uma ultima explica¢lio nos parece necessaria, Notando o ostra~
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cismo, a que geralmente t&m sido votados os trabalhos de Wronski,
deveria exigir-se da mossa parte a maior circumspecgio.

Duas razbes, porém, justificam o nosso procedimento.

Em primeiro logar, parece-nos que os resultados estio obtidos
com toda a exactiddo, e sem darem logar a difficuldades, que
poderiam apresentar-se a uma rapida observaclio dos trabalhos
de Wronski.

Em segundo logar, se é certo que geometras de primeira
ordem t8m negado a estes trabalhos a importancia que elle lhes
dava a ponto de os julgarem muito desfavoravelmente, tambem
é verdade que hoje se repetem os estudos [eitos sobre os tra-
balhos d’aquelle genio, tendendo a collocal-os no seu devido logar.
N’este numero se contam os de Montferrier, Yvon Villarceau,
West., Ch. Lagrange, etc., ¢ entre nés, os estudos devidos ao
sr. Dr. Pereira Falc@io sobre a resolugdo das equagdes numericas
de qualquer grio, e outros publicados pelo sr. J. M. Rodrigues,
etc.




PRIMEIRA PARTE

CONSIDERACOES GERAES

1. Objecto da analyse indeterminada. — O problema geral da
analyse indeterminada pode resumir-se do seguinte modo: —
Sendo dadas equagdes desembaragadas de radicaes e denomina-
dores, em maior numero do que o das incognitas, determinar para
estas os valores racionaes e inteiros mais geraes que lhes possam
satisfazer.

Para que os valores achados sejam exactos, basta que verifi-
quem as equagdes dadas. Para que sejam completos, & necessario
que sejam funcgdes pelo menos d’'um numero de novas indeter-
minadas, egual 4 differenca entre o numero das incognitas e o
das equagdes a resolver.

Com effeito, as equagdes dadas devem ser consideradas como
tendo resultado da Jimiuaqao das novas indeterminadas entre os
valores das incognitas. Ora, se estes valores fossem funcgdes d'um
numero de indeterminadas menor do que o excesso do numero
de incognitas sobre o das equacdes, elimnando as indeterminadas,
obter-se-hiam novas equagdes, a que teriam de satisfazer as inco-
gnitas: isto é, sujeitar-se-hiam as incognitas a condigdes estranhas
& questdo. Em conclusdo: os valores achados nio teriam a inde-
lerminagdo que comporta o problema.
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O numero das indeterminadas pode ser maior do que a diffe-
renca entre o numero das incognitas e o das equagdes, comtanto
que, effectuada a eliminagdo, resultem as equacdes dadas.

E bem se conceheoﬂue. qualtzluer que seja o numero das in-
determinadas, estas podem estar de lal modo combinadas, que até
a eliminacdo d'uma as laca desapparecer todas.

®. Classificagiio das equagdes indeterminadas. — Ha que atten-
der ao gréo das incognitas e ao seu numero. Por isso temos em
geral equagdes do grio m, que se avalia do mesmo modo que nas
equagdes determinadas, e a n yariaveis.

Quando tém de considerar-se systemas de equagdes, reduzem-se
a uma equaglo.

EQUACOES INDETERMINADAS DO PRIMEIRO GRAO

Resolugio das equagdes a duas variaveis.

8. Eziste uma infinidade de systemas de raizes que ficam
determinados conhecido um. — Seja € ==a, y==p um systema de
raizes. Supponhamos & proposta, o que & possivel, a férma
ax — by==c, serh :

aa—bf=c
e uz—-ﬁy=ua—bp,
d’onde z—-¢=b_
y—pB @

pelo que, sendo i um inteiro qualquer, deve ser
g=—a+ib , y=Pp+i@........... (1)

Pode sempre determinar-se i de modo que o valor absoluto

ddanl i b a
de 2 seja inferior a 3, e a 5 0 de y.
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4. Methodo de Bachet. — Dada a equagdo

aptbys=eé................. (2)

& necessario, para que admitta solucdes inteiras, que a e b sejam
primos entre si, supprimidos os factores communs.
Fazendo

T=0ry , Y=rty

a equaglo reduz-se a
a.xy + h1 =1

e basta achar as raizes d’esta para termos as da proposta. O me-
thodo que emprega Bachet é o do maior divisor commum.

5. Methodo de Euler.— Supponhamos & equagio a forma
ﬂﬁ—by=c. E

z=ﬂﬂbly+z
a
seudo BES. o i | M
a
e por isso az==(b—ma)y+c=dy+c.
Mas b—ma < a, logo
s ax—e::b"_l_u;-c;

ez —C . .
=—{, e assim successivamente até

far-se-hia em seguida

que os denominadores se reduzam 4 unidade. O resto da reso-
lugho é evidente.
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8. Methodo de Lagrange. —1.° Attendendo ao que vimos
no n.° 3, Lagrange indica um methodo de tentativas, que con-
siste em determinar d’esse modo o systema de raizes compre-

b a a
3 g — 3 + 3 Os outros systemas
seriam dados pelas formulas (1).

2.” Funda-se na applicagio das fraccdes continuas.
a
b

irreductivel, de que a geragdo por meio das frac¢des continuas
terd a forma

hendidas entre —%. +

Supponhamos como sempre é possivel a>b: — & uma fracgio

1

+
ay q+

i
ag +

1

Lp

Por meio dos quocientes successivos podemos formar as duas
series de mediadores

P1 =y, Q,:’
P =ag Py + 1, Q=2 Qy
Py =a3P3+ Py, Qy=230:+Q

P,.= Ty Pp—l +Pu—s, 0» =y QP—I + 'D!l—i

As fracgdes principaes que ddo os valores approximados de

i
Fsao
Py Py _P.'.'..'_l E‘.
[/ O < SRR | NOPERL W ;
a
sendo =T'

ol
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Mas a differenga entre duas [rac¢des consecutivas & (— 1),
logo
aQut — b Py =(—1),

ou para p.==2n
a(cQu—1)—b(cPu—t)=c¢,

portanto os valores ¢Qu_q, ¢Pp_y constituem um systema de
raizes da equagdo ax —by =¢, e assim temos

a=¢cQu—1 & B=0cPp_y.

Por isso as fermulas comprehendendo os dois casos de 3 par
ou 1mpar, sdo

g=xc¢Qu g+ , y='_|'.cpp_1+l.ﬂ
ou antes
PURITAE VS P TSI | S O

Para a equagiio ar+by=c
temos

z=(—1)"eQu_y+ib , y=(—1)rH cPp_q—ia,

9. Resolugio fundada no theorema de Fermat. — Basla achar
as raizes de ax — by =1.

Sendo (a, 3) um systema de raizes, vimos ji que eram todas
dadas pelas formulas

g=a+ib , y=p+ia.

Sabemos que b deve ser primo com a: pode comtudo ser um
numero primo ou um producto de factores primos.
9
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Seja b==p. Pelo theorema de Fermat sabemos que se tomarmos

ar—1—1 .5
== , seri  um numero inteiro, e como €
ax=1+p} serh a=ar?
logo
[ {—art |
E’=ﬂp_!+lp ¥ y:———p—“'{'lﬂ.

Para b=pp’ tomando aa =1 — (I —aP=1) (1 —a?=1),
a serd inteiro. Fica

Hj’;!';-aﬂ—|=—“—upﬁ‘}“ __up’-—lj

d'onde tambem se tira § inteiro, e resulta

i Y i 1 —ar—1
o {—(1—ar1(1 a?’ }+fb
a

(1 —ar—1) (1 —a?-1)

) + ia.

i

Em geral para b==p.p'.p"....p" em que p, p/,.... sdo
numeros primos eguaes ou deseguaes, teremos

1 —(1 —ar—)(1—a?-"...(1—ar"=)

e +ib
a
—ap=N 11 — ap'—1 ot —ar™—1
IR, s, | s S5 (1—a"- o

Se fossem p,, Tt .pfs} os [actores primos de a teriamos da
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mesma maneira as formulas analogas

(1 —dr—1)(1 —br'=1, . (1 —bn™—1)

i = +ib
| —(1—br—(1 —br'—1y, . . (1 —Dm"™~1)
y=— ( M : ) [ P J+m.

D’este modo temos formulas que nos ddo immediatamente as
raizes em funcgio dos coefficientes da equagiio dada, conhecendo
o systema de factores primos em que pode decompor-se o coeffi-
ciente de x ou y.

8. Resolucao fundada no theorema de Wilson. — Segundo o
theorema de Wilson ¢

1.2.3...(p—1)+1 - .
- :

Tratando-se pois da equagio az —by=1, tomemos para y
o valor

1.9.3...(p—1)+1
P

que € inteiro; e supponhamos b=p sendo b > a, vird para z
o valor tambem inteiro
1.2.3...(p—1)

E os valores geraes de z e y serdio

1.2.3...(6—1)

1.2.3...0-1)
a

b

Se fosse a > b, teriamos

fo A e 8. il
o123 ia D1, g te2 b[a s

-
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®. Systemas de equagies, em que o numero das incognilas ¢
equal ao das equagdes mais um. — N'esle caso, eliminam-se as
variaveis; e, qualquer que seja o numero das equacdes, chegaremos
sempre a uma equacio a duas incognilas, de que se calculario as
raizes como fica dicto. Estes valores, substituidos nas equagoes
que se tiverem formado auxiliarmente, dar-nos-hio os valores
das outras incognitas, quando o problema for susceptivel de re-
solugdo.

10. Caso em que a differenga entre o numero das incognilas
¢ o das equagdes ¢ maior do que um.— Este caso comprehende
o de uma equaglio com um numero qualquer de variaveis.

Seja dado o systema de n equacdes a m variaveis

] I [} ! !
a £ +a =z +...+a &g =
’ I+!.:\"‘t+.f.t3 x, +m 2 A

n

" " I "
+a = ai i ——
a x'+a_2 x +a, 3-[- +am.rm A
(1] + i + m + + ) ) T (3}0
a »+a z+a z.+...- —
T 21 5T % 5 ™

i (m) (n) [n)
i ai z1+ui :ril'~l~a:l

x+...+amz=
3 m m

Conforme ao que se disse no n. 1 sabemos que as expressdes
de zy, x3, ... zy devem ser da f6rma

z =z +l‘1 :u|:l+l"2 Ei+"'+F x +F

m—n Mm—n m—||+lul!—n-|-l 1)

" It U] [ 1]
5, -5 + FI “1+Fg ati-l- L 2

o 2
m—n m—a  m—nf1 m—ni1

gt P A e AP o ™)
m 1 1 T 1 m—

nom—n “_“+1a__“+' “o {




onde ay, =a,....

s
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(B!
menos, em numero m —n, € F‘

Substituido estes valores nas equagdes (3) vem

representam indeterminadas, pelo
sio coeflicientes a determinar.

' ! b rm ! (m)
a, & +a,2 +ax +iote® ‘
! /] [} !

et ALY R e D
I ..' ] r [ ‘m [.}

Sl W AW Ak AT, )n,

" liR s rim eadmdaibetn bt o oA R o )=—A'
L | |

S PR T O s S S el e
ELf

Rl AN YT R RS S D

;ST b cempie O SRl Pl B b i
"ot non "o " (m)
a,z +a a,z +a, z

! (] [} "o !

+(aF, +aF, +aF Il ™
N ¥_n n_m n

+(a. R +aF, +qF +a, Fi“} )a,

Y W R 1Oh SRR o e e e L SR e o e e
n_! h_n n_m " _ {m)

+(ﬂ'1 Fm—n +a!Fu—r| +ai! ['n—u + "+a- Fm—u )an—i
w1 1N " " (m)

+(‘31 F--+t+a1F-—-+l+ﬂnF...a+1+ --+“:.F..._n+|)¢--.+1

SR R s e T il
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" ! I n) L]
uE]x Na:f +ailx” +...+r.:{ ]x{m]

(W) ! (n), " ()11

+(F. AT HE et

T i),
P BRI ISt S el I

(m) ) (m) N {n) 1 (n) (m)

+(ﬂ. K.t l .. Tt TtV e

n) [ | " n
3 G W ok iy Dbttty B e i
+ @ @ @ % & @ @ &8 & & 8 8 W e s - f & g @ 8 = 8 R 8 88 8 " AR ;

d'onde, attendendo & significagio das quantidades z;, resultam
o0s seguintes systemas d’equagdes

(m) '

! ! ! n r Ui !
a 2+a,z24+a, 2z +...+a, 2 =A

A | " (m) "

i 0 "t m
a 2+, z2+a, z +...+0,. 2 =A

RN
[ " w) 1M \ =
ar:ﬂ:.r + ﬂ,Mx + ai ]x +...74 a,t:':r{mlmﬁ[ }
g ! r_mp 1_m ' _(m)
t‘ltFi +E!F| +G3F| +l- .+ﬂ_,Fl =0
. r s it ] I _(m)
aF, +aF, +aF, +...+aF, =0

Lot " r_m " _(m)

. +a:F,,,,,,, +a ¥ . +.. o ¥, =0

PN r_m ' [m)
+ a, F,._.+.|+ ﬂ;iFm—-u-i—I + . i
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"o T n_m " F{-j
aF +aF +aF, eoota F,° =0
Tt I 1 ] ' ]
a: | ARES a;F: ﬂ; ;r +...4+a, E'} =0
..(6)
n_! T "_in 1"_ (m)
aF,_, +aF,, +aF,, +...+aF_, =0
I T L .r
B AT %, Y o T Ty e
n n i " 1 '
o AR oo AR R SRR g BERETT
B RN, SR A T T
kD)
) f 0
S TN A+ A, =
n) I n)_1 n) n)
tlf }F---+l+u£ l",,,_.,+|+ ﬂi }F-—-H +... +ﬂlﬂl I'{'.—:l'*fh‘= 0

As equagdes (§) analogas s primitivas servirdo para achar os
valores de z', 2/, ... /", Os systemas (5), (6), (7) vdo apro-

veitar-nos para determinar os valores dos Fs .
Para isso formemos as equagdes de condi¢io a que devem
satisfazer estas quaulidades no caso geral d'um numero n de
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equacdes a m variaveis. Sdo ellas, adoptando a notacio abreviada
dos determinantes :

1 Wyt gt (m)y ¢
(N PO .a&,,.)a,—(a,a; ouevin's a,H)a.,+ ...... o nt i
a1 n (n)
+(—1) (“1'3! o, )“.H =0
| -1 ! " 1
a,a,...af’ Iui:_li a,—(a:az...afn_] e + ......... +
I rn »
+ ﬂﬂ,ﬂ_i-l-{-—l:]'( e b L “{ ])G»H =0
rn {a—1) (n)y ! rn —1) (n !
a,0,...4,,., @,, a,—(ﬂiﬂ_—t...ﬂ:_t }a{ﬁDai+ .............. 5 -
a—1ys !
+(—1) ( ..dﬂ_a)ﬂﬂ_,+(—l} (a._u, a_H =0
! 1) (W) ! P
(a, ik a,t,: Ja::,)u,+ ﬂa,—-(a B n_,_,)a3+ o

e T (m) tn (n)y /
+{"‘” ( aa, .4, ., a.+:+ 1) (ﬂ aﬂ-H)ﬂn-f—l =0

WA Pogrn
0ﬂ.+(a,a‘ ..... af:} a —(a,a‘ m,)a,-!—. at
n—1 [ll.} ar 1 0 n)
+ (1) ('1:“ a,, ﬂ.+|+( 1) \a.a,.. n+i)an+~! =0
! —1] [n L p [=1] [n
PR ik Fih it s L L ETRR T e g e
+ ﬂa,:_i—l- Oa:,+,.....+




' P ) ()
0a,+ RN o R, WA
—1 1" (m) I (n)y !
1) s o e H—1) (00 ey =0
/ —1] (n ! A— n
(a:a;...a,{.' lail)a:—(a:a:...aj{, ”a{_))a:+ ............... e
1 '
. 2 {—I)'— a:a:...afrl)a: (—1) (a"a:. .um) a="0
L () (Y g E (1) () !
(a,u,...a,,_, a: )u,—(a,as...aﬂ,, B Mt enconansssimings +
! 1 d npy !
+ 0a_+(—1}‘_ (a:a:...ui))aﬂ_,%-
TN (’,} r
+=1)(aja, .0’ )a, =0
U U n—1) (n}y [
(a__,_,_,a__,H a{ H})+ PRSP S 5
17 ! " n
+ (1) (@nia o+ (1) (a0 00" )a. =0
n—1) (H}
Oat(apal o lak.....  +
=17 1N (a}
+("‘l) Aylly .. )auH
nf oo (m)y !
2 5 + (1) (u,ar...a,_i_,)a., =0
" n—1) (
0a1+(a___+,aH+. a n} i) o GRS 5

—1r I N o }
+ [_I}' ﬂ't i ﬂ ) m—! I (ﬂ';ﬂw_,._,_;ﬂf:_ ﬂ —0

R R R o T T T T T T I S T S T T T I T I T




]
Oa+

+Ha, it o, —(a

a2 g, +~1)"(a_a

f
( n—ll m—n—l—l

+{~1)
Logo

I I n
F, =\aa,..

poH
F—1 (—

F, —(ag,...

F(ﬂ+ﬂ i

it

a)

)0

] e (a—1) (n)
=\a,...0,,, g,

{-+‘l]

1—1( U

(—1)

B nle .
FE:.W=3.—!)P1(:1F "
£
F..,=0

(]

{n-l—'l}_(_ )u—l(

(+3)
Fta

=0

asa, ..

"

¥ 1?1

(l']'

)

(a0, -..a

1 I
ai‘_ )a{,?,) e

U
3

"

J (n—1) (n)

i ¥

+
N

I
0a+
m—1 ™ an-—u-i—l+
"

)u =0.

m—n=lt" |n—|

]
= (ala'd »

: 3
; Fltﬂ+ )

(m)
LR -a,+| i

=0

P (n—1) (n)

w—(ne,...0,

(n4-2) nf d
= (—1) (a .

ng

rn
=—\aa,...

(n42)
» FII

(n—1) (m)
a,., a__“)......,
rn (n)

5% (_”‘ (“lﬂ!

y Foia=0 He A S
{l] {!l-l-i‘l ar il (W)
Fid 0 = (1) (a0, ..0,10),

U] (T (m)

o Fogm—\aa,..40... (NP P ’
(n) (n42) ne ot (w)
lygs) » Foyg == '_l} (u,a, "'an+l)'

. LI I T I I I I T
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! / (n—1) (w) d FH (1) (W)
F_H—(a,. bl an#) v By =—(a,n._,...an G—H)' ..... &
1 2
F.{.:j- }_0 : F(t+ ) i ;
(n+3) a1 n (l) (l+ﬂ
Fru =1)(0g,..0") o
’ i
F. =0 'F(:' o= ) pressny
w3
(1-{—!} (] (n)
= (_ } ( .ua.+x),
,.+-3
(n+3) i (W) (n4-§)
c =(—1) (aaa“..a,_H) » Fo =0 e
nid wHa
! ] (n—1) (n}
F _:+i (a,uu ....... 5 _) »
! I (a—1) (n)
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() Fit o (w) (n4-1)
P e [yl Pl i cot 44 =0 :
(.) L ()
....... B v v ol [;"+‘+1_( l](ﬂ a“)
i . " (n—1) (n) I
F“;f:"‘ :: =\0p 1Oy el @, )
n
FC'+I+I: -0 § cragaees .y
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(a1) —l/ 0 (n)
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(m—n} ! (n) (m—n4-1) / N L
Vo =) )
§
(m) {}
Ft1n+| ‘] ( ™ n—l|+n1 !)'
Portanto se tivermos uma equagdo com m variaveis
r ! f !
ﬂ]a’]_f_aixi"i'ﬂazs'l'c IIIII cn-oolroo||+‘1.=ﬂ=n
serd
() ! I [
=z +azoqtagegtagayt....... tagact 44
i
n ] [ 4 ! [
¥y=x —ajaytagajtagayt........Fanac® 42
|
(m) . f J
Ty=—a — a7 ‘I..|.1-- agu.[::_1_|_g— o8 50— OGm—qoC?

Para um systema de duas equagdes a m variaveis

a’,z|+a;zg+a;x3+ .......... -!-a;zmzﬂ
a:ml+a:¢g+a;acg+ ....... ...+a:x..=0
temos
x1=-l=, +(a;ﬂ; ¢1+(ﬂ;ﬂf) ‘!"“'(ﬂsﬂalﬂ“ Aa : ")ﬂc Tt
r n
+(a;a. L PEERERE +(ag_;a.)ac Hm—2)

—(atﬂs ¢|—(ﬂiﬂi 3!—(ﬂ;ﬂ:)¢3+ +(ﬂiﬂ ag’ w1t
rn

+.. +(.'13c|,=,I a¢?  +m—a1t. +(ﬂm—!ﬂm %] AHm—2)+(m—3)

R R R R LR R A A B L I I B I

rn

z_-x{M]-F(ﬂ:ﬂ;)ﬂul__l+1+(ﬂlﬂ.. /ac;_ Hm—t- +("ﬂ—i“'ﬁ—f)"t_ .
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Finalmente as formulas que resolvem o systema (3) de n equa-
¢Oes a m variaveis, siio

TR rn (1) (w) ' ()
8==3x +(¢mJ a‘ ,—f—(u,ﬂ,,...n,,n at,)a,-l*(u,aa...ai: i+

Fooenoot(apass ameet(a '...nfﬁ_”atmu* Forent

] - | 1- l: {m)
+(a,...ai' }ai })ac'+‘+1+ +( .._.,Hﬂ O et ™ A Vi &
"] !
i LR (w) e (w—1) (n) rn ()
Ty=—=x — d,da...ﬂﬂ,,)u,—- aa,...a, @, e/ 05—\ Gy ..., o )00—
(] ) rm n—1) (m)
P PO (. MO O P WP

! 1
—...+(a,...u,(,:T}aE:) i W o TR, R i
=1 m—1
("—1) (l]
+ﬂ..—~+nu-—-+3 a, )"C'+1+ﬂ'_ +C'_'

tn=z + (1) (aa,...c. )ac;r:+1+................+

+(—l)'(a:a:-—!+l"'ain—)l)¢c:t: +c::;+a LR R o+
rn
H1) (ot JagmH g o gt S B
af ' n (n)
(1) (@ iperaJag gt g e +

+ () (0t et Jagrt.
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RESOLUCAO DAS EQUACOES INDETERMINADAS
DO SEGUNDO GRAO

Reduegdo da equagido geral do segundo grio entre duas variaveis.

A4, Reducgio d férma At2+ B=u?, por Lagrange. — Seja
a equacio

ayt+ by +ex?+dy+ex+ f=0........ (8).

Esta equagiio pode escrever-se do seguinte modo:

2ay + br + d = V(bz + d)2 — ka (cz® + ez + d).
E fazendo
B —4%ac=A , bd—20e=g , &*—Kaf=h
para se obterem as solugdes de (8) em numeros inteiros é neces-

sario que seja

Axt+ 2924 h=02

ou Az+g= VA + g*— Ah.
Por isso fazendo g—Ah=B

deve ainda ser satisfeita a equaglo

42. Reducpdo da equagdo (9) a Ct* —2ntz + Bz2=1, por
Lagrange. — Faca-se
u=nt— Bz.
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A equagdo (9) torna-se em
(n—A)® —2nBts + B¥:2=B........ (10)

onde (n?— A)¢® deve ser divisivel por B e por isso

que reduz (10) & férma
CA—2atz+Bs=1............ (11).

18. Reducgio feita por Legendre d férma at*+ btu+cu?=M.
Substituindo em (8)

tes CTFL iy
y=-— , e=—
fazendo
Qas+b3+dd—0 , 23+bat f0—=0
. o 2ed — bf L] 2af—bd
e W Pe—dm ' Pl

e M=—(af— bdf+ cd®)(b* — hac) — g (b* — Hac)?
a equaclo (8) torna-se em
all+but =M. ...oonvueene (12).

A4. Reducgdo feita por (rauss.— Gauss obtem uma formula
analoga & precedente, suppondo

u=(—ac)y+bd—ce . t=(b*—ac)z+ be—ad.

Como opera de modo que na proposta os termos em zy, y
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e x tenham os coeflicientes 26, 2d, e 2¢ a transformada &

al+2bu+tcut=M............! (13)
sendo M =— (cd* — 2bde + ac?) (b* — ac) — [ (b* — cc).

15. Resolugao de Brahmegupta. — Ultimamente tém sido ver-
tidos para inglez trabalhos antiquissimos dos geometros indianos,
e o seu valor faz sentir que o ndo tivessem sido ha mais tempo.
Foi d'elles que Chasles tirou a idéa da resolugdo geometrica
dos equagdes indeterminadas do segundo grao. Sao ainda d'elles
as duas regras seguintes:

1.* Sendo a, b um systema qualquer de raizes de

A+ =t ... ..., YL )

t, w' um systema de raizes de

as raizes d'esta equacdo sdo dadas pelas formulas

t==aw'+b' , u=Bbu'+ar......... (1)

2.* Sendo @, b um systema de raizes de (9') as raizes de (13)
slio
Y- Aa?+ B? 2ab

B &' 0

Substituindo B=P—Aaq?

e fazendo I==1, resultam as expressdes de Fermat, Brounker,
elc.

Euler foi o primeiro que na Europa descobriu as expressdes (15).
Resolugdo da equagio u® 4 2 —D.

18. Methodo de Fibonaci. — Fibonaci geometra italiano an-
3
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terior a Euler, apezar de pouco conhecido, deixou trabalhos im-
porlanlcs.
Para achar as formulas que dio as raizes de

PPl G i it (16)

conhecido um systema de raizes v/, ¢, loma dois numeros n, n
de que a somma dos quadrados seja um quadrado. Teremos

wl+ =B , nt+nl=Ni.......(17).
E as expressdes geraes das raizes de (16) sdo

mf_}_nluf ,ml‘_“"n'
- . i PR (),

N N

Partindo d’estas expressdes facilmente achariamos as das raizes
de (9).
A solugiio de Diophante conduz a

(n®—1)u'+ 2nt !_Enu“—(ﬂ‘-—‘ljl"

n2+1 A ni41

Expressdes que ndio sdo proprias para a resolugio em numeros
inteiros, contendo uma s6 indeterminada, e ndo se usando da
relacdo auxiliar n2+ n'2=N?",

19. Methodo geometrico de Chasles. — Consideremos um tri-
angulo rectangulo ABC em que os lados BA e BC sdo as raizes
racionaes u', t' (x). Tire-se por C uma recta e prolongue-se até
encontrar em D o prolongamento de AB, e por A uma perpen-
dicular AE a CD. AE, CE & um systema de raizes da proposta.

Vejamos as condigdes a que deve satisfazer a construcgio para
que sejam racionaes. '

(#) A simplicidade da figura dispensa-nos apresental-a.
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Construindo-se sobre BC o triangulo rectangulo BCD com a
condigho de serem racionaes os lados BD e CD, o que pode el-
fectuar-se d'uma infinidade de maneiras, serdio no triangulo ACD
racionaes os lados, e por isso tambem as perpendiculares abai-
xadas dos vertices sobre elles.

A raiz AE, uma d’estas perpendiculares, ¢ portanto racional e
egualmente a raiz CE por ser

~ CD*+AC' —AD’

CE o
2CD

A8, Deduccio das formulas analiticas (18) partindo da cons-
truegdo geometrica antecedente. — As expressdes das raizes dedu-
zidas da construcgdio, sio

i & mprit e, .ol L
=BC.AD+BC.AB CE:BC — AB.BD

"% CcDh ? ch

Masé AB=u , BC={¢ , AE=u , CE=y,

e fazendo BD=u , CD=N
ity b nt' + u't! Z0) nu' — 2
—_—— , =
sendo N — n?—172,
Por i nl' +n'v' e nu' — n't/
or isso u—T ol

formulas identicas a (18).

A9. Theorema de Lagrange sobre a resolugdo x2—Ay?= + 1,
A equagao x* — Ay =+1 ¢ soluvel quando A ndo ¢ um qua-
drado perfeito, qualquer que seja o numero dos termos do periodo
do desenvolvimento de V' A em [fracgdo continua; e x* — Ayt=—1

quando este numero ¢ par.
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0O desenvolvimento de V' A em fraccho continua da

= \’"E=ﬂ+ '/A-*a

o | __ﬁ-?—n
VA—a b

As leis por meio das quaes se deduz d’'um quociente completo

4 elc.

A+l . e
qualquer S k. seguinte —; silo

iy | |
I=pD—I , D'=A '

o e : A+
w sendo o maior inteiro comprehendido em v I. Logo se

Py

forem —, %— duas [rac¢des conseculivas convergentes para
qo
— VA+

VAe D o quociente completo correspondente a %, teremos

pl+psD=¢gA
g1+ qD=p,

(P90 —pog) 1 =990 A — PP

(Pgo— Pot)D=p"—
sendo pgy— pyq sempre do signal de p* —Aq® e por isso D
positivo.

D e | sio inteiros, | positivo

I<a e D<2a,
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De mais sendo

8, o oBoheediyg pRyPicaee ko g tada
1 o Mol o B o 7.

pppppp # &8

A ' @ "' ¢
as series dos quocientes, e das fracgdes convergentes que lhe

correspondem no desenvolvimento de V'A; teremos chamando z
ao quociente completo correspondente ao ultimo quociente do
primeiro periodo

s—p=VA—a ou z=p.—a+|/I
e P(r—a)+p=Agq , q(p—a)+q=p
por onde se v& que é
p—a=—a e »="12a,
Logo a equaglio lo+1=Dp
da l=l=a e D=1
e a equagido (19) torna-se em

pP=Agi==1

= { conforme for % > VA.

Mas o quociente 2a exisle com certeza no desenvolvimento

de VA, logo é verdadeiro o theorema. E vé-se além disso que
quando houver uma solu¢iio haverd uma infinidade, pois n'esse
caso o quociente 2a repele-se uma infinidade de vezes.

20. Resolugio de x* — Ay? = = 1, em numeros inteiros por
Legendre. — Attendendo ao theorema antecedente vé-se que se

for L a primeira e mais simples fracgdo convergente corres-
q
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pondente ao mesmo quociente 2a os valores de z e y sio

L (p—gVAP+(p—g VA
= 2

_(p+gVAR—(p—gVAr
2V A

que resolvem z? — Ay?= == 1 quando o numero dos termos do
periodo é impar, e #* — Ay*—+ 1 quando esse numero é par.

Methodo de Euler.

21. Resolucio de 1 +x*=y:. — Euler indica dois caminhos
a seguir.
1—pt

S
Dando a p valores quaesquer obteremos para z valores racio-

naes; os inteiros serdo os procurados. Por meio d'estes imme-
diatamente conheceremos os de y.

1.® Fazer Vitat=x+p donde 2=

2 mn

2.° Fazer v1+.—:’=1+? d'onde z=—

e segue-se 0 mMesmo raciocinio.

2. Resolucio de Ay*+ 1 =x% —E claro que nio ha so-
lugdes se for A uma quantidade negativa, ou um quadrado. O
methodo que Euler apresenta ndo se applica para um numero A
qualquer.

Indicaremos para dois casos o0 modo como procede.

Seja 2t + 1 =2t
Fazendo 2+ 1=(y+p)?




39

yem y=p+ V’épT—i

que para p=1 dd y=2 , z=3.
Para . Byt 1 =2t
Fazendo byt+1=(2y +p)?

vem y=2p+ V3pr—1

e como & v’-s?_——t >2p

deve ser y=4p+q , p=2¢+ Vgl
que dao para g=0 , p=1
e por isso y=4 , g=9.

Este processo Lorna-se porém muilo laborioso, e ja para A=13
& bastante complicado.

238. Resolucio da equagio 1* — Aut =1 por Lagrange. —
Se A for negativo s6 pode satisfazer-se-lhe em numeros inteiros
fazendo u==0, =1, e o mesmo succede sendo A positivo e
quadrado.

Se A ¢ um numero positivo ndo quadrado 2 — Au=1 tem
uma infinidade de solugdes em numeros inteiros: bastard porém,
achar os valores mais pequenos de ¢ e u para os conhecermos
todos.

Para isso desde que na serie P', P, P, .. chegarmos a um
termo egual & unidade calcularemos os termos correspondentes
das duas series p', p", p",...; ¢, ¢, ¢",. .. 03 quaes repre-
sentam os valores de ¢ e u.

Sejam ty, uy os mais pequenos valores de ¢ e u que satislazem
a * — Aul=1, os valores de ¢ e u estam relacionados com os




valores ty, uy pelas formulas
=T+ AVu; , u=Tu +Vy

onde T e V sdo determinados pela relagio T — AV¥=1 simi-
Ihante & proposta.
Podemos por isso fazer

T=t4 , V=1u
do que resulta

t =+ Au u =u+1u,
ou =10+ Au} U =21,u,

e t =T, +AVu, , u =Tu,+ Vi,

e continuando a proceder analogamente vemos que em geral acha-
riamos para os valores de ¢ e u

!=1-+w

ATm—2VR 4+
m(m—1)(m—2) (m—3)

—iyi
3. 3.4 AfT—iyi4,

u=mTa-1y 4 Y (i;_ 2) ATn—3v3 4

m(m—1)(m —2)(m—3) (m—4§)

ITm—BYB
3.3 4.5 ATIWSYEL-. ..

e

Estas expressdes dar-nos-hiio todos os valores de ¢ e u tomando
para m um numero inteiro qualquer e para T e V os menores
valores que satisfazem a (* + Aut==1.

24. Resolugio da equagio C1*— 201z + Be2=1, por La-
grange.
1.° Methodo. Como ¢ e z devem ser numeros inteiros, o pri-
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meiro membro de (11) seri um numero inteiro: logo achar os
valores de ¢ e z que lhe satisfazem, equivale a determinar esses
valores para a condicio de que o primeiro membro se reduza ao
menor numero inteiro.

Temos tres casos a considerar conforme é n* — BC menor ou
maior do que nada, e ainda um quadrado perfeito.

" . n .
1.° Caso n* —BC < 0. Reduzindo T em fraccio conlinua,
n
e formando as fracgdes convergentes para o 08 systemas que

resultam de tomar para ¢ os numeradores e para z os denomi-
nadores, quando satisfazem & proposta, sio as raizes da proposta.
2.° Caso n* —BC>0. A resolugio effectua-se immediata-
mente com toda a facilidade.
3.* Caso n®— BC =42 O primeiro membro de (11) decom-
pde-se no producto de dois factores racionaes, e pode escrever-se
do seguinte modo:

[Ct = (n+a) 3] [Ct = (n —a) y]
C

& pois necessario que seja (n+ a)(n—a) divisivel por C: ou
sendo C==bc deve ser

nt+a=fb , n—a=gc,
e para satisfazermos a (11) & necessario que seja
dxfs==x1, Bxg==x1

equacdes que nos determinam ¢ e z.
2.° Methodo. Supponhamos C< B, o que sempre ¢ possivel,
e para [acilidade

C=Bf N $=II.
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Substituindo t=mt'+¢", temos fazendo
n—mB =n , mB—2mn+B=R"
Bt —2n't" + Bt =1

e continuando a proceder analogamente chega-se a uma expresso
da forma

Fah o M b N £, vt 600 s v g (21)
sendo M!—LN=n?! , CB=A , gz, 2 inteiros

e 2N<L , 2N<M e 2ZM<L.

Ora sendo L > M a equacdo (19) multiplicada por M da sup-
pondo
v=M3—Nga

Temos dois casos a considerar:
1.° Caso A<0. A equagio (22) torna-se em

vi+ Aal—M

.&;‘%Lm

Tt
e com mais razio M 7 VA.

Para que (23) possa subsistir & necessario que seja
e=0 , V=M

M deve portanto ser um quadrado, M ==>2,




Logo a=0 , v==tp

1
ou {"=i y P=Ft —
o e -

e B s6 serd inteiro sendo M=1.
Consequentemente a proposta sé pode resolver-se no caso de
M=1 e por isso quando (23) se reduz a

vt Aad—1.
2.° Caso A>0. Pode se MEZA.

Para M*=A a proposta s6 pode subsistir sendo A um qua-
drado: entdo a resolu¢do faz-se immediatamente com toda a
facilidade.

Para M? < A a equagdo resolve-se pelo methodo dos minimos.

25. Deduepio das solugies possiveis de Ctt— 2ntz + Bz2=1
conhecida uma.

Sejam p, q os valores achados

Tomando r e s taes que seja ps— qr =1, se suppozermos

t=pt'+rs s=qt'+ss
fazendo

Cp*—2npg+Bgt=P , Cpr —n(ps+qr)+Bgs=0Q
Cr*—2ns + Bs*=R
a equacdo (11) transforma-se em

PA+20Q0s + ReB==1,. .0 e00e0ve(25)
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onde ¢ P=1 e em geral
r=pst+mp , s=c+mq
¢ € ¢ sendo valores que satisfazem a pr — ¢gs=1, ¢ m uma quan-

tidade qualquer.
Portanto &

Q=Cps—n (ps + ¢s) + Bgs + mP
e como é P=1, tomando
m=— Cpp+ n (pe + qp) Bqe
vem Q=0 e a equacdo (25) torna-se em

ey 1 S [ (26).

Resolvida a equagiio (26) em numeros inteiros, pelos valores
calculados para t' e z' obteremos os de ¢ e z.
Com effeito attendendo ao valor de m temos

r=p (1— Cp*) — Bpge + np (ps + qp)
s=q (1 — Bq®) — Cpgp + nq (ps + qp)
e em virtude de (24)
r= (Bg—np) (pp — ps) =—Bg+np
s=(Cp—nq) (po—gqz)= Cp—nq
purtanto
t=pt'— (Bqg —np) s’
z=ql' + (Cp —ng) 5.

286. Resolugio da equagio Ap?+ Bq? == 1?, por Lagrange. —
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Lagrange apresentou esta resolugio nas Memorias da Academia
de Berlin, 1767. Podemos suppor A e B positivos e A > B.

Vamos ver como se podem reduzir os coellicientes até que um
d’elles seja egual @ unidade.

Temos Apt=3'—Bg

Deve ser 32— Bg? divisivel por A.
Fazendo s=ng—Aq
n ¢ ¢ indeterminadas, teremos

=B =(n?—B)¢* —2nAqq' + Aq?

ey A
onde deve ser n? — B tambem divisivel por A, ndo sendo n > —.

Se para nenhum valor de n for satisfeita esta condiclo, segue-se

que a equaglo dada nlo pode resolver-se em numeros inteiros.
a2

A

Supponhamos que existem, e seja
tornar-se-ha em

=A'. A proposta

P%=Arql_ Qﬂqqf + Aq"
sendo A' < A.

Se A’ for um quadrado fazendo ¢'=0, ¢g=1 termina-se
immediatamente a soluciio vindo

p=VA.
Se A’ ndo ¢ um quadrado, mas for A’ <B.
Multiplicaremos a equaclio acima por A'.
Fazendo AA' —nt = —DB', resulta

Apl=(A'q—ng)? —B'¢?

devendo portanto ser A’p?*+ B'q* um quadrado, e temos uma
equacio analoga & proposta em que os cofficientes sio menores.
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Porém, se ndo é A'<B, nem pode tornar-se dividindo pelo
maior quadrado possivel, faremos g=v¢' +¢".

Fica Pr=Ag"t —2n'¢"¢ + A'q?

nt—B

sendo W'=n—vA' , A=AV —2nv+A= N

"
Tomando v de modo que seja n’/ <3 serf A" < A,
Em seguida procede-se como antecedentemente. E no terceiro
caso em que A" > B, faremos
q’=v’q“ - q'u.

Resulta pg — A”’q'l’! e En!-'qﬁqﬁr 4 Auqmi

n?—B

sendo n'=n'—vA", A=AV —2V+A'= YU

E é claro que continuando com o mesmo processo havemos de
chegar a um coefficiente A®) <B; e temos a tractar, como se
disse, uma equagio em que os coefficientes sio menores do que
na proposta.

Continuando do mesmo modo temos a certeza de chegar a
uma equaclo em que um dos coefficientes A ou B se reduzem &
unidade. Seja

a equaglo a que chegamos.
Decomponhamos A(*) em dois factores D, E, differentes. Sub-
stituindo

A=D.E  g=r.s

resulta
(s+p) (z-—p)=D.Eri.s
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a que salisfaremos geralmente, tomando
s+p=D.r1* , s—p=E.&#

D.rt4+E.s? D.r2—Es?
T=—, =—2—

2

q=r.s.
Em Ap?+ B¢® =232 suppondo A > B, poderemos determinar
para g e 3 valores taes s—=M, g=N que seja
M=nN—¢'A.
Sendo M, N, A numeros primos entre si, e n, ¢ quantidades

indeterminadas.
Serf 3=nq— Aq/, valor que substituido na proposta di

n—B : g
__i_q —2nqq +Aqt=32...... .+.(27)

equagdo que s6 pode subsistir sendo

nd—B

Supponhamos por isso n® —B=AA'k2, (27) torna-se em
Akl —2nqq + AqR==st..........(29).

Havendo um numero n que satisfaca a (28), este numero pode
ser augmentado ou diminnido d'um multiplo qualquer de A, e
podemos suppor que o valor de que se tracta estd comprehendido

entre — = Ae+ = A. No case de nenhum valor de n compre-

hendido entre aquelles limites satisfizer, conclue-se que ndo ha
solucdio.

Encontrando-se um ou muitos valores de n que satisfagam,
para cada um continuaremos como se segue.
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Multiplicando (29) por A’k e fazendo

ARq—ng=s" , kp=p,

resulta a equagio
Ap*+Byt=s"

onde & A'-(}A:

e continuarimos a proceder do mesmo modo, obtendo que os
coefficientes viio successivamente diminuindo.

Resolugio da equagdo (9) A? +B =1

2%. Methodo de Lagrange. — Achando-se resolvida pelos
numeros antecedentes 2% e 25 a equacio (11), conheceremos
immedialamente as raizes ¢ de (9), e as raizes u pela relacio

_ u=n—DBz
estabelecida no n.” 12.

28. Resolugio por meio da equagio Ap®+ Bq®= 12! — Fa-
zendo u=%, t= % a equagho (9) torna-se em

pt 22
A$+ B=? ou Ap*+Bgi=3s?

que se acha resolvida pelo n.” 26, e nos servira para achar as
raizes de (9).

29. Methodo de Zugmdre. — Sabe-se que %-de\'e ser uma

fraccdo convergente para vV A.
E portanto necessario desenvolver V' A em fraccdo continua,

. . : VA+I
calcular os valores successivos dos quocientes completos 5B i
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se entre elles ha um de denominador egual ao segundo termo
da proposta teremos uma solugiio de

A+ B=—u® ou A®—B=—qu.

Calculando a fracglio convergente L se & de ordem impar

teremos uma soluglo de A2+ B=u?, se & de ordem par seré
de A —B=ut.

No caso de ndo se encontrar B entre os denominadores dos
quocientes completos do primeiro periodo a equagio ndo pode
resolver-se em numeros inteiros.

De cada primeiro systema de solugdes ¢/, w’ podem deduzir-se
uma infinidade de outras ¢, u

u=pu' = Aql' , t=pi' = qu'.

830. Methodo geometrico de Chasles. — A proposta podemos
dar a f6rma A'® 4w =P’

Sejam ¢ u' duas raizes dadas e construa-se o triangulo ABC
(¢ a mesma figura do n.° 17), tomando

AB=/VA' , BC=u.
Ser# AR +BC =8
N'um segundo triangulo rectangulo AEC, temos
AE'+EC' =P
tomando AE=(VA' ¢ EC=u.

Porlanto é necessario que seja

AE=1( VA
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Ora, temo _— ﬂ)
ra, Le ] B—E=GD

logo AE tem o valor ¢ VA, se for AD=n VA’ e CD um nu-
muro n.

Mas AD="¢ VA'+BD
deve pois ser BD=a VA"

Por consequencia & preciso construir sobre BC um triangulo

de que o segundo lado BD seja « VA, e de que a hypothenusa
seja racional, o que se consegue por meio da formula

Amin? + (m?—n?)? = (m? +n?)?
da qual, fazendo n®=A/, resulta

BA'M2.BC® —y (m*+AN? —s
(—“!—_T‘:]+Bc —W-BC "

E teremos os valores desejados de BD e CD tomando

2m.BC ,— md4 A —
BD = 5 VA" i CDe=—g—; . BC.

31. Deducpio das raizes de (9) partindo da solucio de (16). —

Mudando na equagio (16) ¢ em tVA, el em( VA, nemn VA
nas equagdes (17), tornam-se estas equacdes em

At +ul=B , A*+u?t=B , Anl+nt=N?
e as raizes de (16) em

aVAu—na' VAL nVAU+ 'y
IVA= N , B== N




nu' —n't' nV AU+ n'v'
ou [ §——_J— e et i e o ol o

N § N

que resolvem o problema.

82. Resolugio da equagio At*+ Bu®==C pelo methodo de
—A
=D

seja um numero positivo, inteiro e quadrado, e por isso

PV
"I-

A segunda condiglio tem logar quando for B=1.

exclusio de Gauss.— t deve ser uma quantidade tal que :

Sendo B differente de 1 ¢ necessario que % seja um residuo

quadratico de B e que ¢ esteja comprehendido n'uma das f6rmas
Bp+r , Bp—r , Bp+r , Bp—r,

Substituiriamos em seguida por ¢ todos os numeros d’estas

férmas, menores do que V' C de que representaremos o conjuncto
por w e que tornam D um quadrado,

O methodo de exclusio de Gauss consiste em tomar muitos
numeros a que se chama excluentes, e procurar os valores de ¢
para os quaes D é um residuo ndo quadratico d’estes excluentes,
e regeitar de w estes valores de ¢.

Nio devem empregar-se como excluentes sendo numeros pﬂmus
ou potencias de numeros primos.

Para um excluente do ultimo gencro, s6 temos a regeitar dos
valores de D os ndo residuos que sdo residuos das potencias in-
feriores do mesmo numero primo, se ji tivermos empregado esta
potencia,

Seja o excluente E=p# ; p um numero primo que ndo divide
A, p um inteiro qualquer.

«
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Supponhamos p(*) a mais alta potencia de p que ndo pode
dividir n. Sejam a, b, ¢,. . . os residuos ndo quadraticos de E e
procuremos os valores de z que satisfazem &s relagdes

mz=A—na+mEp"
mzs=—A —nb+ mEp"

R R R T

e designemo-los por a, 3, v....
Se para um valor de z for

at=a+ Mep"

o valor de v serd a+ ME, isto &, nido serd residuo de E, bem
como os valores «, B, ¥ ...

Posto isto, escolhendo entre os numeros «, 2, y.... 08 que
sio residuos quadraticos de Ep* e chamando-os g, ¢, ¢",. . . .,

calculemos os valores de V'g, Vg, Vg",..., os quaes designa-
remos por h, &', h',. ...
Podemos regeitar de w todas as férmas

Ep't=h , Eptl , Ept=V,...

e nenhum dos valores que ficam podem corresponder a um valor
de v da férma

Eu+a , Eud+bdb , ....

Empregando analogamente outros excluentes, podemos dimi-
nuir o numero dos valores de x a ensaiar.

Notemos que sendo p um divisor primo impar de m, nem p
nem as suas potencias podem ser tomadas como excluentes.

Finalmente, como por mudangas convenientes podemos pro-
curar o valor de y do mesmo modo que o de z; pode applicar-se
de dois modos o methodo de exclusdo. Deve preferir-se aquelle
para o qual w contém um menor numero de termos.
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Se depois de empregarmos alguns excluentes desapparecerem
1[19. w todos os numeros segue-se que a proposta ndo admitte so-
uglies,

38. Theorema de Legendre sobre a possibilidade da resolucio
das equagdes indeterminadas do sequndo grdo.

Ve-se, que para poder resolver-se Az?+By?=13? sendo A >B
y—B

: ¢ |
¢ necessario determinar um numero a < — A de modo que
seja inteiro. 2
Formemos em seguida as equacdes

a® —B=A A’} o ==p A - 4 l{%ﬂ'
a® —B=A'A"|"? e = A" =y u'-::%ﬂ”

A"t —B=AVATK? o =p A" =y < % A

L N N I R T R e LU B

Os termos A, A', A”. ... sho positivos e cada um menor do
que % do precedente; decrescerio portanto até A ou C<B

¢ a proposta terd para transformadas successivas
Al 224 Byt=a"
A"z + Byt =31

.............

Ca+Byt=ro

Estas equagdes acham-se relacionadas de modo que conhecendo
as solugdes d'uma d’ellas ficam conhecidas as de todas.
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Para resolver a ultima das equacdes (30) ¢ necessario achar

um valor tal 0, que = int. Teremos, satisleila esta con-

diglio, uma nova serie de equacdes

Cat+ Byt =:?
Cat+ Byt =2*
Cat+ Dy? =1t

em que ¢ 1) < C. E claro & que continuando a proceder analoga-
mente havemos de chegar a um valor DI = 1.

Vamos provar que ndo serd necessario continuar no curso d'esta
operagio desde que para uma transformada

Ex®+Fy? =1t

Tl y*—F

forem satisfeitas as condigdes S_E_ =int. = int.

E, vamos ver, que basta que estas condig¢des se verifiquem na
equagho proposta, e na sua primeira transformada para se darem
em todas as equacdes.

Sejam as duas primeiras equacdes

A+ Byt==s? , A"+Byt=1?
e supponhamos que temos

—B d'—B B8'—A pA_N
__Al' B A' ] B ] B .(3]}

sendo «, o', B, B’ numeros inteiros taes que cstas expressies
tambem sio numeros inteiros.
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Seja § um numero primo que divide B, serd

BI_A 3.‘!__,A

=int. , 3 = int.

2 AN
=1nt., ndo ha

Procuremos um numero 1 tal, que seja
difficuldade se A" for divisivel por 0.

Supponhamos porém que O ndo divide A”, temos dois casos
a considerar segundo 0 divide ou ndo A,

1.° Seré
AS=—AMpS
"T“=“|L
e por isso
Blkl_ Arlk"! :
s —— =—nt.

Mas k' & primo com B e portanto com 0, podemos pois fazer

kf=nk'—mb
do que resultara
nt — AV
b

=int.

2.° Teremos
Auhflﬁr'l - 'ﬂ.
]

=int.,

e como B’, k' e §' sdo primos pode fazer-se o' =n3'k' —mb
d’onde resulta
S
b

==int.

an ]

W e

Conseguintemente vé-se que nlo s6 & =int., mas até
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que ¢é facil achar o valor de 3" & priori. E como ja tinhamos
«"*—B
e
tém logar na transformada

=A'l? conclue-se que com effeito as condigdes (31)

Az 4Byt =1t

Vejamos como no segundo systema de transformadas succede
a mesma cousa.
Sejam

Apqa+Byt=3? Ay at+Byi=st

as duas ultimas equagdes do primeiro systema, as quaes podemos
" i a*—B 4 3’—.‘1"._“
sng:por satisfazem !;s cor;iu:bes A[ i = nt., ——————*
— i i
e B———mzlﬂ“. e seja

= iﬂt.,

= i l.-r|.
Aw 3 B

B'z®+ t\{,q y‘—-——z'

a transformada seguinte do segundo systema.
Sendo § um dos numeros primos que dividem A, procuremos
t_ B
¢ de modo que seja ¢

==int. Se B ¢ divisivel por § sera

¢ egual a um multiplo de 6. Se B’ ndo ¢ divisivel temos dois
casos a considerar, correspondente a ser ou ndo § um divisor de B.
No primeiro, attendendo a que é

ﬂ‘—B=ﬁ.nA._1k' M Bl—A‘=BBfﬁ
serd § um divisor de 2 e B, e porlanto

,}!_B:

B2 j3g —PB'=int. <0 ou ¢=RBk3 ¢

=int,
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No segundo, teremos

a*—B . u’ﬂ'ﬂ'-—-BB'___ A a2 2B —pn

=int.,, —— ==int,.,
b f

== jot.,

e como pode suppor-se B'=a{ f—m0, segue-se que &

$#—B

=nt.

Podendo fazer-se o mesmo raciocinio para todos os divisores
primos de A,, conclue-se que pode sempre satisfazer-se & con-

i_ I
diciio L »

=inl,.

1A
% — int. é satisfeita por ser 8 ~ =B/

A condicio B

—A
B

Resulta portanto o theorema de Legendre.

A equagao Ax?+ By?==1* pode resolver-se sendo satisfeitas as

a2—-B pr—A gR_ A
Y = Int., B =mt.,

ultima ¢ desnecessaria quando A e B forem primos entre si.

tres condigdes =int. A

Resolugdo das equagdes completas do sequndo grio emtre duas varia-
veis.

34. Methodo de Lagrange. — Vimos que a equacio do se-
gundo grio se reduzia & forma (9) e conhecidos para esta os
valores de ¢ e u como se diz a pag. 48 os de z e y serdo

_Ei—yg _ *u—d—N
45— TR LT TR

onde para que z e y sejam inteiros é necessario que *={—g
seja divisivel por A ¢ = u—d — bt o seja por 2a.

Quando A for uma quantidade negativa ou um quadrado, ha
um numero limitado de valores para ¢ e u; se nenhum satisfizer
& condiglio indicada a proposta ¢ insoluvel,
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Sendo A uma outra qualquer quantidade, notemos que as ex-
pressdes z, y attendendo aos valores de ¢ e 3 achado no n.° 25
sdo

2 +Ru +y t'+B'u+y
y a » I a L
t' e u' sendo dados pelas formulas (20).

E necessario dar a m valores taes que y ¢  sejam inteiros.

Imaginemos para isso uma expressio composta de ¢, u e nu-
meros inteiros, e que se procurava o expoente m de modo que
fosse divisivel por um numero A.

Fagamos m=1, 2, 3. .., M; sendo M o menor valor de m
que torna {—1 e u divisiveis por A. Se nenhum d’estes valores
torna a proposta divisivel por A conclue-se que ndo pode tor-
nar-se, qualquer que seja o valor de m.

Achando um ou muitos valores para m, a cada um correspon-
deria um systema de valores da forma N+ M.

Posto isto, achamo-nos habilitados para resolver o problema,
sendo no nosso caso as expressdes

al+Buty , ot+pluty,

e os divisores § e §'

85. Methodo de Legendre. — Attendendo ao n.° 13 sabemos
que as raizes de (8) sdo em funcgo das raizes de (12)

_ t+2d—fb  ut2af—db

- —1Aac . Ry |

Estes valores mostram que no caso de ser b*— 4ac==0 nlo
& possivel a transformaglo indicada.

Se b — kac<0 ou é um quadrado o numero das solugdes
da transformada ¢é limitado. E mais simples substituir os valores
achados para t e u, e ver os que dio y e = inteiros.
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Se b — %ac >0, e nlo ¢ um quadrado: sendo a equacdo pro-
posta possivel a transformada terd uma infinidade de solugdes,
encerradas em um ou muitos systemas cada um da férma

t=yF+3G , u=eF+6G
(p+ ¢ Vii—Aac)=F+ G yVbr—4ac.

Resta-nos achar para n valores taes que

_1F+3G+e  F+0G+p
 antigy - wag v o — hac

sejam numeros inteiros. Temos

Famghp— (“2_ D osya (10— gae) +. .

(h—1)(n—2)

G=ﬂqa'*-‘:{.c+n =53 33 (B—4ac)+. ..

& por isso necessario que

yo"+dng*—1{+a ’ eo* +ing*1¢+3
b — %ac ; b2 — 4ac

sejam numeros inteiros.
No caso de ser n=2m, serh

v — 42 (02— dac) =1
e m depende das equagdes do primeiro grio

a+y)¢+23¢m

. B+e)e+20¢m
b —4ac g

b — fac S—

as quaes devem concordar,
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Sendo n=2m+ 1, m dependerh das equacdes

ep+B+(2m+1)6y
b —4ac

Ttp-l-u—l-[ﬂm*i-l)al;!_iﬂ

-y o ==t ; = Inl.

que tambem devem concordar entre si.
Determinado o valor de n d’esta maneira, serd da forma

v (B — hac) k

onde k ¢ uma quantidade indeterminada, e teremos assim uma
infinidade de solucdes inteiras.

83@. Methodo de Gauss. — Feila a sua transformaclio analoga
& de Legendre: os valores das raizes da equagdo (8) sdo dados
em funcgdo das raizes da transformada pelas formulas

P i et

q+ac—bd
bt — ac L =

bt — ac

Em consequencia Gauss comega pelo estudo da representagio
de um numero M pela f6rma

ap? +2bpg + cg?,

segundo os valores que pode ter o determinante d’esta expressdo.
Notaremos s6 dois casos:
1.° Quando b*—ac & um numero positivo ndo quadrado. Todas
as representacdes de M sdo dadas pelas formulas

1 1
P (At+Bu) q=-;(Cl+ Du)

onde A, B, C, D sio numeros inteiros conhecidos, m ¢ o menor
divisor commum entre a, 2b e ¢; ( e u numeros que satisfazem
& equacio

12— (b — ac) ut=m?,
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Como os valores de t e u podem ser tomados positivamente
ou negativamente lemos os quatro systemas:

| 1
p=— (At+Bu) p= —(At—Bu)
. Ct—D ' o At+D
g (1 B St u)
ot T R e R T
Pt u) ot gt u
S b ek sions (C+D
kol u) g = u)

Vejamos quaes sio os valores de ¢ e u que dio para z e y
valores inteiros.

O primeiro systema da

__ At+ Bu+med—mfe __et+Du+mae—mbd
S5 m (b* — ac) Tl (62— ac)

Os volores de ¢ ¢ u formam uma serie recurrente, e pode
sempre achar-se para um dado valor M

tr=r+iM , =H=¢<4+iM,...

ut=up+iM , wrtl=u'+i"\M,....

Sendo pois z(*) y(* numeros inteiros escolhendo conveniente-
mente p tambem serio inteiros os valores de zh+#, yht2e;
e, yhHRg | gk ghdke,

Logo, se procurar-mos os valores de z, y desde xg, yo até
"1, y»—1, e nechum for inteiro, ndo haverd raizes inteiras para




o primeiro systema

1
p=—- (At+ By
I-II"!....I.(aE):
1

Se encontrarmos as raizes inteiras z*, y*; ", §",.... 0s
valores inteiros dados pelas formulas (33) sio os de z, y cor-
respondentes aos acentos v+ kg, v +kz, k sendo um numero
inteiro e positivo comprehendido nada.

Para os.outros systemas havia a seguir-se 0 mesmo raciocinio.

2. Quando b* — ac=0; flazendo

a.'.l:‘f"'r'?. L PO ] .....-....(33}
teremos

_ﬁﬂmz‘+2¢::+3f _am:‘!-l‘ﬂdz**uf
e am—pd) 7 T YGRLEY

valores que satisfazem a proposta, pondo de parte o caso em que
6 ae— 3d==0 que depois consideraremos.

Vejamos quaes devam ser os valores de = para que os de z e
y sejam inteiros.

A z s6 podem dar-se valores inteiros.

Substituindo em (33) por z todos os numeros inteiros desde 0
até =2 (xe— 3d) — 1, mais ou menos conforme for ae—3d
positivo ou negativo: se nenhum der para =, y valores inteiros
a proposta ndo admitte raizes inteiras. Supponhamos que satis-
fazem os valores §, &',. ... Teremos todas as solugies tomando

s=2(ae—pBd) k+3 , 3=2(ae—3d)k+8...; k=int.
Quando ¢ ae—2d==0, a proposta tem a [6rma

(maz+m3y+h)—h+mf.
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E ¢ portanto necessario que seja h —mf= /2

mazt+tmdyt+h+k=0

o que exige que seja h = k divisivel por m.
Satisfeita esta condigdo immediatamente se encontrario as
raizes da equagdo dada.

EQUACOES INDETERMINADAS DE GRAO SUPERIOR
AO SEGUNDO

Caso em que uma das incognitas ndo emtra w'um grio superior ao
primeira.

89. Resolugio d'Euler. — Seja a equacdo
a+bx+cy+da*+ezy+[at+ gay+ ha'+haty+..=0. . .(38).

Euler tira o valor de y e procura as condigdes a que deve sa-
tisfazer z, para que os lermos que se apresentam no segundo
membro sejam numeros inteiros.

Assim da equaglo

may=ax+by+e¢
tira-se
ar+e 4 mc -+ ab
== u _—
y mx —b y mx—b

por onde se v& que mz —b deve dividir me+ ab que é um nu-
mero conhecido. Podendo-se em geral decompor me+ ab pela
[6rma me+ ab == [y, teremos

it 8

m—b:f y == =

E deduziremos em seguida os valores correspondentes de y.
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38, Resolugio de Lagrange. — De (34) tiramos

_a+bx+dx’+fza+hx‘+...
c+ex+ gzt +... Y

E necessario achar para z um valor tal que o numerador d’esta
fracgdo seja divisivel pelo denominador.
Fazendo

atietdt. . =p , ttewtgtt...=¢q...09)

e eliminando z entre estas equagdes obteremos a equaclo final
A+Bp+Cqg+Dpt+Epqg+Fgt+Gp*+...=0,

a qual, attendendo a que é p=— qy, se transforma em
A —Bgy+Cq+ Dy*q* — E¢’y +Fg* +...=0.

Como q e y devem ser inteiros, segue-se que deve ser A divi-
sivel por gq.

Logo tomaremos para valores de g os divisores de A, e substi-
tuindo-os na segunda das equagdes (35) tercmos outras tantas
equagdes determinadas em z, das quaes achando as raizes inteiras
e substituindo-as na primeira das citadas equagdes deduziremos
os valores de p correspondentes.

Dos valores de p e q assim achados aproveitaremos aquelles
de que o quociente & inteiro, fornecer-nos-hio os valores de
y que, combinados com os valores de & a que correspondiam, serdo
as raizes da equacdo.

Resolugdio da equacdo mais geral entre duas variaveis.

39. Theorema de Lagrange. — A resolugio d'uma equagio
do segundo grdo entre duas variaveis reduz-se d d'uma equacio
em que o lermo conslante é = 1,




Consideremos a equagdo

Ajy*+Agyis+Agy 4. . .+ Ay s* =X B.

: 1
Estando 6§ comprehendido entre — §~B e % B, podemos

fazer y=>0z+ Bu, ¢ a equacio acima transforma-se em '

(Ag9* 4+ Ag "1 +... 4+ Apyi)
B

il:‘

"+

+(n Ay 014 (n—1) Ag b0—24. . ) s Tu+

i Pr g
.;_("_'-"2 ”Airjn—i+(——-————" ”2{" E?Agﬂ"—ﬂ...) st

Para que esta equaglio subsista ¢ necessario que seja -

ﬂ|&'+AiB‘_l+---+Au+l .
B =Inl.

Esta expressio delerminar-nos-ha § substituindo por esta quan-

tidade os numeros comprehendidos entre — ¥ T + =

2
Para cada valor obtido para § teremos a resolver uma equaclo
transformada

Alysr+ Algs—u+Agsn—2ut+,, + A gut=21.

Cada systema de solucdes d’esta ultima equacio fornecer-nos-
ha um systema para a proposta. E fica demonstrado o theorema.

40. Resolugdao de Lagrange. — Pela sua natureza vemos que
b
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o problema se acha reduzido & determinagdo dos valeres de 3 e
u que tornam

Aysr+Ags—Tu+ Al w4, A

0 menor numero inteiro.
Supponhamos para isso que

E—a , 2—a , o—d',...
e (z—pB)R+y , (2—B)+13,...

sho os factores do primeiro ¢ segundo grio em que se decompde
a equagio determinada

Ao+ A1+ Ngar2+.. A Appy=0

a proposta serd

F(3,u) = A"y (3—au)(s—a'u).. [(s—Bu) [ (—B'u) -y ...

Sejam p e q os valores que tornam esta funcgdo um minimo

F(p, g)=A'y(p—ag)(p—a'q)...[(p—Bq) 1 ¢* ) (p—B'9)*+7¢*]..

deve ser F(p. q)<F(s,u)

Para que se verifique a condigio (36) ¢ necessario pelo menos
que um dos factores de F(p, g) seja menor do que o factor cor-
respondente de F (s, u).

Pode ser menor um factor real ou um factor imaginario.

Attendendo a estes dois cusos vamos demonstrar o theorema
seguinte :

A [racgio Lod | sempre convergente para uma das quantidades
o, e, o p B ...
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Suppondo-se que é um dos [actores reaes de F (I, u) maior
do que o correspondente de F (p, ¢), teriamos

—au>p—ay:

L. seria uma fracgio convergente para a raiz «.

Sendo um dos factores imaginarios de F (3, u) maior do ue
o correspondente de F (p, q), (z—pu)*+y*u >(p Bt
teriamos
5 —pu>p—py:
e seria -‘E uma fracgdo convergente para B.
Com eﬂ'e:lo, lomemos 3= py, u= gy e supponhamos L] a frac-

¢lo antecedente a %: no primeiro caso ¢ necessario que seja

ot <1
Fo g
Se for
o s SRR, S it 56
pP—aq 93+ qy
sendo ? e % duas fraccdes consecutivas convergentes para «,
0

¢ & o quociente completo correspondente & segunda.
Se for

s ol il b ot g
Pp—aq q8—qo

N’este caso, sendo § > 2, ? ¢ uma frac¢do convergente para ;
sendo < 2, P niao & uma frac¢do comvergenle para x mas tem

um valor muito proximo d’esta raiz.
Continuando a raciocinar analogamente, resulta que em geral

a fracglo E. correspondente ao minimo da func¢lo proposta deve
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estar comprehendida entre as fracgdes convergentes para uma
das quantidades z, &, a",... ou B, ¢/, B",. ...

Podiamos ainda notar que, se isto assim ndo succedesse, era
necessario que se verificassem as condigdes seguintes:

s ‘ * .
Que . af"}. para uma determinada raiz «, fosse um valor
—
comprehendido entre 4+ 1 e — 1. Que todas as quantidades ana-
logas

Po—dg  p=agmy o B p—fe
p—dq ' p—dy " p—EBq p—Eq

relativamente as outras raizes fossem menores do que 1.
Mas satisfeitas estas condi¢des seria

F(pp 9)0
<
Fip, q)

o que & contra a hypothese, logo fica demonstrado o theorema.

Em consequencia eis o caminho a seguir: — Desenvolver em
frac¢do continua, successivamente cada uma das raizes reaes z,
e egualmente cada uma das partes reaes [ das raizes imaginarias.

P

Tomar em seguida por — todas as fracgdes convergentes que

resultam d’estas operagdes, e substituir os valores de p e ¢ na
proposta. Cada resultado no seu genero serd um minimo, o menor
é o procurado

Nio terminaremos esta parte sem mencionar os (rabalhos de
grande importancia que sobre este assumpto foram publicados
por José Ferreira Cangalhas, e Liouville.

Outros ha tambem dignos de menglo. Ser-nos-hia impossivel
referirmo-nos a todos. Notaremos porém que nenhum apresenta
um methodo de resoluglio para equacdes completas de um grio
superior ao segundo.




SEGUNDA PARTE

CONSIDERACOES GERAES

&1. Numeros congruos, modulo, congruencias. — Quando a
differenga de dois numeros inteiros Guaesquer é divisivel por um
terceiro numero M que se suppde sempre posilivo, diz-se que os
dois numeros sho congruos segundo o numero M, a que se da o
nome de modulo.

A expressio analytica que representa esta operaclo é

A=DB = mult. M
i
da-se-lhe o nome de congruencia e segundo a nolaglo de Gauss
que primeiro comprehendeu a sua verdadeira importancia, ¢ a
quem principalmente sio devidos os trabalhos apresentados n'esta
parte, escreve-se debaixo da forma

A =B (mod. M).

A e B podem ser funccies racionaes e inteiras em que exislam
uma ou mais variaveis.

A B di-se ainda o nome de residuo de A segundo o modulo M.

As equagdes, como se &, sio um caso particular das con-
gruencias correspondentes a ser M=0.
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42. Residuo minimo absoluto. — Cada pumero tem segundo
o mesmo modulo uma infinidade de residuos, o mais pequeno
chama-se residuo minimo.

Para cada numero existem dois residuos minimos, um positivo
e outro negativo; o menor em valor absoluto é o residuo minimo
absolute. E como sendo um dos residuos minimos maior do que

M
5 & 0 outro menor, conclue-se que:

Um numero tem sempre um residuo minimo absoluto menor

M
do que ?.

43. Raizes das congruencias. — Na resolugdo das congruen-
cias trata-se de achar os valores de x que satislazem & congruencia

f(z)=0 (mod.M)....... oseeuss(d7)

em que f () é um polynomio racional e inteiro e de que os coel-
ficientes slio numeros inteiros.

Como qualquer raiz & pode reduzir-se & férma z—a+iM
segue-se que para cada raiz existe uma infinidade, equivalentes
segundo o modulo M, e que podem deduzir-se d'uma qualquer, e
por isso d’'nma raiz menor do que M, que com cerleza existe em
qualquer dos systemas de raizes. Por isso o problema de reso-
lucio das congruencias reduz-se a determinar os valores de x
menores que M, e é a estds valores que se di o nome de raizes

da congruencia (37).
44. Uma congruencia pode sempre reduzir-se a ter os coeffi-

cientes menores do que 3 Com effeito, 4 congruencia (37) po-

demos substituir a congruencia equivalente
[ () + MF (z) = 0 (mod. M)

e dar aos coefficientes de F(z) valores convenienles para que

M

todos os coefficientes da congruencia figuem menores do que 3
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45, Classificagdo das equagdes de congruencia. — As equagdes
de congruencia classificam-se em relacdo ao numero de indeter-
minadas que encerram, e ao grio mais elevado das potencias
d’estas indeterminadas.

RESOLUGAO DAS CONGRUENCIAS
DO PRIMEIRO GRAO

Congruencias de primeira ordem.

4@. Resolugio no caso em que o modulo é um numero primo.
— Ordinariamente faz-se a resoluglio das equagdes de congruencia
por meio das equagdes indeterminadas.

A este methodo, que agora vamos seguir para a resolucio das
equacdes de congruencia, talvez se deva allriﬂuir 0 pouco que se
adiantou na sua resolugio.

A forma geral das congruencias de primeiro gréo e primeira
ordem &

Az +B=A'z+ B' (mod. M)

que immediatamente se reduz 4 forma mais simples
az=b(mod. M)......c.00c00s (38).

Esta expressio sabemos que significa: que o quociente da dif-
ferenca ax — b por M é um numero inteiro, y por exemplo, e
pode por isso dar-se-lhe a forma d'uma equagio indeterminada

ax—My=10b

de que a resolugio em numeros inteiros nos daré as raizes da
congruencia proposta.
S6 poderdo obter-se os valores inleiros quando, supprimidos
os factores communs, @ ¢ M forem numeros primos entre si.
Poderemos reduzir a e b aos seus residuos minimos segundo M
sem com isso alterar os valores de z.




72

Attendendo 4s formulas que resolvem as equagdes indeter-
minadas do primeiro grao a duas variaveis, a expressdo dos va-
lores de @ que satisfazem & equaglo (38) é

g=(—1)FH Py +iM..........(39)

representando p. 0 numero de quocientes que se obtem reduzindo

M . . .
— em [racgdo continua e Pu_y o penultimo dos mediadores.
a

47. Resolugio no caso em que o modulo é um numero com=

posto. — Supponhamos
M=p.p1.p2...p
Estabelegamos a congruencia
= S oael By v TR sy, (40).

Sendo § uma raiz d'esta congruencia, os valores de z que satis-
fazem a proposta serdo da f6rma

=0 px,
e a congruencia (38) fazendo

—0
afb bl
P

torna-se em
azy=by (mod. py.ps...).

Estabeleceriamos agora a equaglo de congruencia

axy = by (mod. py)
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e continuando a proceder analogamente vé-se que a resolugio
da congruencia em que o modulo & composto se reduz & das
congruencias

az=>b (mod. p)

ax = bj_y (mod. py)
em que 0s modulos slo numeros primos.
48, As equagies de congruencia do primeiro grdo e ordem 56

admittem uma raiz. — Pela formula (39) vemos que a solugdo
da congruencia (38) é dada pela da congruencia

z==(— 1)+ bPy_; (mod. M). .

ou z=rc(mod. M)

fazendo (—-—I}F‘“i" bPy_1=c.

Como porém todos os mumeros comprehendidos na férma
¢+ iM sdo equivalentes segundo o modulo M, e existe entre elles
um menor do que M, notando a definicio que se deu de raizes
d'uma congruencia, conhece-se a verdade do theorema.

49. A resolugio das equagdes de congruencia que estamos
tratando reduz-se ¢ d'uma equagio de congruencia em que o se-
gundo membro ¢ equal a 1. — Com effeito, suppondo na equacdo
(38) b=1 a expressdo (k1) reduz-se a

2= (—1)*H P oy (mod. M)

por onde vemos que obteremos a raiz da equaglio geral multi-
plicando pelo segundo membro a raiz correspondente a termos
supposto este segundo membro egual a 1.
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50. Tendo de nos aproveitar adiante, vejamos a resoluglio

do seguinte problema.
Achar a expressio dos valores de x que satisfazem as con-

gruencias

z=a(mod. M) , z=b(mod. My) , z=(mod. My),....

Da primeira tira-se
z2=a+Ma

que, devendo satisfazer 4s outras equagdes, da
a+Ma==>0(mod. M;) ou Ma+ (a—b)=0(mod. M;)

a qual pode escrever-se debaixo da f6rma

En-’f- = Eﬁ(mod. H—"-),

d d d

d maior divisor commum entre M e M;, e sendo a sua raiz ¢, serd

a=0+ %—l-q
portanto
MM
r=a+My+ M:It ay=a;+ 1 Lay pondo a+ M@ =a;.
Para este valor satislazer & terceira equagio era necessario
que fosse
=ay+ MMM, P!
r—1a3 dd| 9.

E continuando assim successivamente, vé-se que no caso de niio
haver congruencia alguma impossivel o valor de = ¢

z=A+Aa
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sendo A’ o menor multiplo commum de M, My,..., ¢ « uma in-
determinada.

814, Resolugio d'um systema de equacies de congruencia em
numero equal ao das indeterminadas. — Pelos methodos de eli-
minaclo entre equagdes lineares podemos sempre fazer depender
a resoluclio do systema proposto da resolugo d'um outro systema,
em que as equagdes contém uma s6 incognita, e que admittirdo
todas as solugdes do systema proposto.

82. Resolugio das equagdes de congruencia de primeiro e de

qualquer ordem.— N'este caso o numero das raizes ¢ illimitado.
Assim, suppondo que a congruencia dada é de ordem n

ayxy + agry + agra+. . . .+ 0470 = appq (mod. M)
teremos
a2V = Gy 1 — ay@y — Ggr3 — Agry —. . .— Gy, (mod. M)

e sendo ay primo com M

&y =(—1)FH (@p4q — @121 — agcg — AgTy — ... —GaZn) Pu—y +iM.

CONGRUENCIAS FUNDAMENTAES
DE PRIMEIRA ORDEM

53. Congruencias [undamentaes. Sua resolugdo por tentati-
vas. — Di-se o nome de congruencia fundamental de primeira
ordem & congruencia binomia.

onde sabemos que qude sempre ser um numero menor do que M.
Como as raizes da equacdo (42) sdo numeros inferiores a M
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que lhe satisfazem, vé-se que poderia empregar-se para as deter-
minar um methodo de tentativas consistindo em formar as poten-
cias m dos numeros inferiores a M e ver quaes d'estas potencias
tinham o residuo a.

Nao é methodo que possa empregar-se na pratica.

54. Raizes primitivas. — Sdo assim chamadas as raizes que
pelos residuos minimos das suas potencias successivas nos forne-
cem as raizes da equaclio. D'este modo, conhecida uma raiz pri-
mitiva, immediatamente ficam conhecidas todas as raizes.

A propriedade das raizes primitivas é ndo pertencerem a
congruencias de que o grio seja um submultiplo de m.

Se considerarmos a congruencia

xtM)=1 {mod. M}

em que g (M) designa todos os numeros primos com M e infe-
riores; sdo raizes primitivas os numeros que pertencem a g (M)
segundo o modulo M. 86 podem existir raizes primilivas nos
casos de ser o modulo: um numero primo impar, o dobro d’'uma
potencia d'um numero primo impar ou egual a 4.

Nao nos demoraremos n’esta parte apesar da sua importancia,
resultando do que ja dissemos que ndo existem methodos que nos
possam dar em qualquer caso a solugho completa d’estas equa-
ches.

Na algebra de Serret (vol. 2.°, pag. 47) encontra-se esta ma-
teria tratada com a maior clareza.

CONGRUENCIAS D'UM GRAO QUALQUER

55. Relativamente a estas congruencias, para as quaes
Wronski foi o primeiro que deu o methodo de resolugdo, exis-
tiam ja theoremas importantes, alguns dos quaes aqui apresen-
Laremos.

Uma congruencia ndo pode ter mais raizes do que unidades
0 grho,
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As raizes communs a muitas congruencias pertencem ao maior
divisor commum dos seus primeiros membros.

Uma congruencia de que o modulo é primo. pode sempre sub-
stituir-se por outra em que o coefliciente do primeiro termo &
a unidade.

Dada uma congruencia em' que o modulo é composto, achemos
as raizes das congruencias em que tomemos para modulo cada
um dos factores primos do modulo.

Designando por a as raizes correspondentes a um dos I'aclores.
por b, ¢,. . . as correspondentes aos outros, leremos as raizes da
proposta achando os valores de @ que satislazem aos systemas
da [6rma

z=a(mod. p) , =b(mod.p) , z=¢(mod.p")...

em que p, p', p". ... sdo os factores primos de M.

S

-







TERCEIRA PARTE

CONSIDERACOES GERAES

5@. A theoria dos numeros, e as equagdes de congruencia. —
A algebra divide-se em dois ramos fundamentaes. Um tem por
objecto os modos individuaes da geraglo, e da comparaglio das
quantidades numericas, outro os modos inversaes d'esta geracdo
e comparacio.

O primeiro & a theoria, o segundo a technia.

Cada um d'estes divide-se ainda em duas partes. Uma que
tem por objecto os elementos necessarios das operagdes, outra a
reuniio d'estas operagdes elementares.

A primeira ¢ a parte elementar, a segunda a systematica.

Cada uma tem duas divisdes correspondentes a deverem as
aunntidndes numericas ser consideradas debaixo do ponto de vista

a sua geraglo, e comparacho.

Na parte systematica da theoria ha, como dissemos, em vista
reunir systematicamente os algorithmos elementares do que re-
sultario novas determinagdes e leis para a sua geragdo e com-
paragdo.

Imaginando que dois algorithmos primitivos concorrem para a
geragdo d'uma quantidade, ou esta geragdo é dada indistincta-
mente por um ou outro d'estes algorithmos, ou esta geragdo é
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operada pela influencia distincta d’'um d’estes algorithmos sobre
o outro.

Em geral é impossivel suppor que geram a mesma quantidade
um ou outro dos algorithmos primitivos; ndo succede o mesmo
com os algorithmos derivados.

Quando se di o segundo modo de geraglio, como os algorithmos
devem ser considerados distinctos, da sua reunido resulta uma
diversidade systematica que pode manifestar-se das seguintes
maneiras : — Pela influencia da sommagio na geracdo das quan-
tidades em que domina a graduaglo. Pela influencia da graduacdo
na geracho das quantidades em que domina a sommacdo. Ainda
pela influencia reciproca da sommagdo e graduagio na geraglo
das quantidades em que domina um ou outro d'estes algorithmos.

0 ultimo caso em que a influencia s6 pode dar-se sobre nu-
meros gerados constitue a theoria dos numeros.

Em conclusio a theoria geral dos numeros tem em vista as
leis particulares que devem dar-se para podermos considerar um
numero como somma de numeros ou producto de factores; isto
é, as leis que regem a possibilidade da existencia da relagdo

Esta relacio deve evidentemente estar sujeita a leis individuaes
no caso de se exigir que se dé entre numeros inteiros.

A relagio (43) pode immediatamente dar-se a [6rma de uma
equaglo de congruencia.

59. As equagdes de congruencia, e as equagdes indelermina-
das. — Na parte systematica da theoria algebrica tratam-se as
equagdes de equivalencia dependentes da identidade systematica.
Niio & porém sobre os seus principios que repousa a resolugdo
das equagdes indeterminadas. Fazem estas objecto d’uma parte
da theoria dos numeros.

A sua resolugio ¢ dependente da resolugdo das equagdes de
congruencia, as quaes correspondem a uma diversidade systema-
liea que ja vimos faz objecto da theoria dos numeros.
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AS FUNCCOES ALEPHS

58. Funcgies alephs, sua construcgio. — Wronski deu o nome
de funcgdes alephs s funcgdes symetricas que resultam de elevar
uma somma de n bases a uma potencia qualquer m, e egualar 4
unidade os coefficientes.

Sendo a, b, ¢,...., n, as bases e a+b+c+.... +n=N
Wronski designou-as por X [N]™, o seu termo geral &

arbrdr,.. w , ptg+r+...4+u=mn.

59. Os mediadores e as funcpies alephs. — A resoluglio das
equacdes indeterminadas e de congruencia vimos que dependiam
das funccdes a que se deu o nome de mediadores. Estas funcgdes
86 podem exprimir-se algebricamente por meio de certas bases
dependentes dos quocientes da divisio de dois numeros.

Conhecidas as bases, a construcglio immediata dos mediadores &

P.=u8[N,]~.
Em consequencia os mediadores sio funccdes alephs depen-

dentes de bases que s6 tém uma determinaglo arithmetica, e por
isso ndo tém o caracter de universalidade das funcdes algori-

thmicas,

60. Consirucedo das funcgies alephs de qualquer ordem, e em
particular da segunda. — Dados muitos systemas de bases.

G ', 83, 83 5 G5 5 Wi
bi ¥ b‘ » ba i ] bi E] -ew e

LR U R
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as luncgdes alephs constroem-se do seguinte modo

ut°)=1
ﬂn]=ﬂ'1ﬂ(m
R == ag® (1) + by R0

N3 — agN () + bgn (1) 4 ¢y (0

Para as funccdes alephs de segunda ordem, e em que as bases
do segundo systema sdo eguaes & unidade teremos

R0 =1
Nl = a,n0)
N (2 = agn (1) + N(O)

N =agn@ + 81

@14. Determinagio das bases que entram no nosso caso nas
funcpdes alephs. — Sejam Q e R dois numeros que por divisdes
successivas ddo os quocientes ay, ag,. .. a, em que © é o numero
das divisdes.

Para designar estas funccdes alephs em que as bases resultam
das divisdes conseculivas em numero o dos dois numeros Q e R,
Wronski adopta a seguinte notacdo

. [_i(%. “](ﬂ




E por isso lemos

JLLP
4 :%’ M‘Fua:alu[%’ m'_un

. :% (.,;u}:.;,g[%, ..,_mﬂe[%. . (0)
" i% u:[:!lza;;ﬂ[%. mﬁl.i]'Jr-ﬂ I% m]m

-----------------------------------

RESOLUCAO DAS CONGRUENCIAS
DO PRIMEIRO GRAO E PRIMEIRA ORDEM

62. Ji vimos como estas equagdes se resolviam recorrendo
as equacdes indeterminadas; vamos ver como se péde effectuar
esta resolugio directamente.

Tomemos dois numeros M e N primos entre si, e reduzamos
o seu quociente a [racgdo continua, calculando os mediadores
P, Q, teremos a relagio geral

Pily Q= Pp Qg mme (— )P4, s i (44).
Quando se toma p.==¢, sendo @ o numero dos quocientes ¢
Pu=M ¥ O“ =N

e a relacdo (%#%) torna-se em

P“_i N— f— 1)"'"1"——“‘ MQﬁ_j
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que ¢ identica com a congruencia
Pi—y.N—(—1)*—1=0(mod. M)
ou (—1)sH1Py_N—1=0(mod. M)
e ainda multiplicando por um numero qualquer 0, teremos
(—1)*H Py_1 NO — O= 0 (mod. M).
Fazendo guu(— 1) HOPs+iM...... . .. (45)
fica Nz—O0=0 ou Nz=0 (mod.M)....... (46)

por onde se vé que o valor (85) ¢ a solugio da equacdo de
congruencia (46).

@3. Emvirtude do que dissemos nos n.”* 59 e 61 conclue-se
que a forma geral das raizes da congruencia

Nz =0 (mod. M)
M e,
é z=[—1)*+101~1|:-ﬁ—, m:| +iM...... (47).

Torna-se conveniente introduzir na funcglo aleph o numero «
porque tambem existe fora.

A congruencia de condiglo que acima se estabelecen toma a
forma

(—1)*+HN. & % ..]['_”_: — 0 (mod. M). . .(48).
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RESOLUCAO DAS CONGRUENCIAS FUNDAMENTAES

@4. Asleis de Wronski para a resolugdio da congruencia fun-
damental. — Como temos dito, Wronski foi quem descobriu as
leis que seguem na sua determinacio as quantidades aa, z e M
que entram na construcglio da congruencia fundamental

Wronski observando que para um dado expoente m e para
- um modulo M pode haver differentes raizes e differentes residuos
ndo congruentes, introduz para o estabelecimento das leis, dois
numeros k e h dos quaes depende esta multiplicidade de residuos
e raizes; chamando a k o m(rcc do genero, e a h o indice da especie
de cada residuo determinado e da sua raiz correspondente.

As expressdes que sem mais consideragdes apresenta Wronski
como sendo as leis que seguem na sua determinaclio reciproca as
quatro quantidades a, z, m e M sao

a =(—1)+H. {h (141 (g [—9—’-— m]‘“"hlj (50)

\ .{I"‘IIJ"
(®—1)
z =h+(—1)FH. “:'” ] SRR s e (51)
M = fact. [a (1K11)2m — th (1R 4 (— )™ .. (52)

(Messianismo, pag. 81).

Vamos ver primeiro por que consideragdes Bukaty ( (Déduction
et démonstration de trois lois primordiales de la congruence des
nombres) chegou ao estabelecimento d’estas leis, e depois mostra-
remos como tambem se podem obter, reduzindo s equagdes do
primeiro grao a solu¢lio da equagiio fundamental.
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65. Deducgio das leis (50), (51), (52), por Bukaty. — Pro-
curando-se a relagdo entre o modulo, a raiz e o residuo, é claro
que antes de tudo é necessario determinar a composigdo do
modulo M. Para essa composigio os elementos mais simples sdo
os que resultam de multiplicar consecutivamente os numeros 1,
2, 3,.., o que constitue as factoriaes 1*'1 em que k & o numero
dos foctores.

Vejamos como exprimir M em funcgio de 1*11, Para isso no-
temos que para termos os differentes residuos de % basta
tomar para k, no caso do modulo ser um numero primo, metade
depois de diminuido d’'uma unidade ou geralmente metade do
seu mais pequeno factor primo depois de egualmente diminuido;
no denominador substituiremos o quadrado da factorial para ndo
termos residuos de signaes contrarios.

Posto isto, como sabemos que nas fracgdes integrantes de ﬁ%lfj’i
transformada em fracgdo continua, as differencas dos numera-
dores & sempre 1 ; teremos, achando a differenca das duas ultimas
fracgdes integrantes

T M (—1) ;
{l"":]‘.h! L(i—k”ji‘ lﬂ:| —‘l=|M
- M (x—1)
ou (1611)2, 5 | n:l =1 (mod. M)
e egualmente
M {a—1)
(1k11)Im rm u] =1 (mod. M)

que combinadas nos dio a congruencia final

<[

S
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e por isso

z=¥N [ﬁg-t—ﬁ. “J[n—1]+ Mi

M ot}
a=¥N [W' m] + hh.

O expoente k constitue o genero da congruencia, e a cada
genero gu residuo e da raiz pode juntar-se o seu complemento
o que constitue a especie h, a qual portanto varia entre 0 e M.

E a combinagiio d'estes dois elementos que reduz ao minimo
as operagdes a execular.

Nas expressdes que atraz deduzimos para x e a havia ainda
que attender aos signaes que dependem do indice e do genero,
em razio d'esta circumstancia e de podermos completar a raiz
do genero k até ao modulo M, teremos para x a seguinte expres-
siio que & a lei (51)

PR TOTP LN . PR g
xXr= (—‘ ) o _‘:lk|1)!. = t

Em virtude da influencia da especie h para que a expressio
do residuo possa satisfazer com toda a generalidade, acha-se fa-
cilmente que deve ser a da lei (50)

Quanto ao modulo como &

(1k11)2m, 5 [ﬁ—éﬁ. ](ﬂ_gl (mod. M)

deve ser

e 1 h (1%11)2+ (—I}HIr. (1kiym g [ﬁ_‘_ u]"_”

=} h(1F1)2 4 (— 1)+1|" (mod. M)
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e por isso
Mi==a(1hit)im— | h (14112 4 (— 1)F+1]"
d'onde resulta a lei (52)
M= fact. | a (1411)tm—[ h (1h11)2 4 (— 1)+t ]|

@6. Deducpao das leis que regem a congruencia fundamental,
reduzindo-a d congruencia de primeira ordem. — Supponhamos P
um numero primo com M; a congruencia lundamental decom-
poe-se nas duas

Pz=1(mod. M) , Pma=1(mod. M)

g=(—1)"H .y [;5 ]"_"+ Mi

(0 =1)
a=(—1)oH n[i?:: .{I +Mj

Mudando z em £ —#h, a primeira congruencia torna-se em

d'onde

Pz

Px=Ph+1 ou m

=1 (mod. M)
e o valor de z em

(=]
@=h+(— :)wi.a[%. :r:I + Mi.

Como a segunda equaclio se transformava em

!"H

— =11 (mod. M).........00. 53
Phrip " ‘ i
segue-se que o valor de a ¢

a=(— 1)+ (Ph+ I)'"N[%I—-. m]!-‘”—l- Mj.
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Para cada valor de P teremos uma serie de expressdes dando
a h os valores desde A=0 alé h=M.
Quanto ao valor de M, tiramos de (53)

&l=~% [Pma— (Ph+1)m].

Fazendo agora P=(1¥/1)? immediatamente se transformam
as expressdes que acabamos de deduzir nas leis de Wronski.

673, Verificacdo das leis (50), (51) e (52). — Substituindo
na terceira lei o valor de @ dado pela primeira e fazendo

g [h(l"”}%-l- (_ﬂk-f—i]m

resulta
M (1) :
Mzt—_j)-"f“l.s-ﬂ[W. N:I .(lk”}i'—:‘l’hij
logo
(—1)=H(1ki1)2m 5 I:(I_:‘[F' m]gu_”+ 1 =0 (mod. M).

Esta congruencia analoga & congruencia condicional (48) das
funcgdes alephs teleologicas serve de verificagdo s leis indicadas.

6S8. As leis teleologicas mostram-nos os problemas que ha
a tractar, e que se resumem em dois.

Dado um modulo e um grio determinado achar todos os re-
siduos e raizes correspondentes,

Dado o residuo e o grio achar o module.

A construcglo de x sendo independente de m mostra que as
raizes calculadas servem geralmente nos seus generos e respe-
clivas especies, para as congruencias de todos os grios.

69. Condicies de possibilidade da congruencia fundamental.
Seja a congruencia

Z™=a (mod. p)
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em que p é um numero primo. Esta congruencia serd ou ndo
possivel segundo a for ou ndo residuo em relagdo a p.
Se considerarmos a congruencia
z7 (p—1) = qr—! (mod. p)

sabemos que tem logar quando x e a sdio congruos com p: mas
sendo « o maior divisor commum entre p — 1 e m podemos pér

p—1

(E1 ) = (qT')‘ (mod. p),

e como ¢ sempre
[wlr—N =1 (mod. p)

segue-se que tem egualmente logar a congruencia

(ap:')*-—u (1)*=0 (mod. p)

que envolve a existencia da congruencia

(aa?— I) N [a?_:_‘+ I:I:l#“f_ 0 (mod. p).

Esta ultima divide-se nas duas

p—1 p—1 a1
a® —1=0 (mod. p) , N[r.: ; +1] = 0 (mod. p),

e vemos que para ter logar a congruencia dada é necessario que
seja

N [aL:‘I+ 1](‘_”: 0 (mod. p).

Attenla a dependencia que existe entre as congruencias de que
os modulos sio numeros compostos e aquellas em que sdo nu-
meros primus. segue-se que esth, a quesll‘:o tractada qun|quer
que seja o modulo.
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%0. Determinagio das raizes. — Vejamos o caminho a seguir
para a determinagio direcla das raizes x.
Da primeira lei tira-se

(=—1)
3=h+(—'l}'# .ﬂ[rlg—’}'. 'l] +Ml'..

(1)
Fazendo N==n I:{I“%‘ m]

a geragio do residuo lorna-se em

a=(—1)*HN.Z+M;

ou (—1)*a+N.Z=0 (mod. M)
que & a forma das congruencias do primeiro gréo e por isso

E=(—1)*+r.a.N [{;l. p]“_!}+ e (54)

expressdo que nos [arh conhecer Z para um dado valor de k.
Se o valor resultante for uma potencia do gréo m

E=R™+Mj
attendendo ao valor de E, teremos
Ry =[h (1*11)2+] (mod. M)

congruencia do primeiro gréo em A, d'onde deduzimos

M (=1
h=(— 1)=41. [Ry + (— 1)k ].8 e :] +Mj

(m—1)

- +Mi....(58),

e .‘E:(— '}'+1-Rt.ﬂ[mﬁ1 =
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Porém, se dando a j um valor conveniente a expressio (54)
ndio nos der para Z uma potenciam, em todo o caso o valor achado
sera o residuo exacto d’'uma potencia do grio m em relagdo ao
modulo M e teremos

R™ = Z (mod. M).

1

Congruencia que tem de ser tratada analogamente.
Obtendo-se para Ry um valor que seja uma potencia do grio m

Ry =Rs" + Mi

teremos em virtude de (58)

M (=—1) .
H'=(_”*+l'“iﬂ[_(ﬁli;]_l' ::I + Mi

e 3=R’

T T o

Se ainda Ry ndo fosse uma potencia exacta do grao m conti-
. = m
nuariamos do mesmo modo até chegarmos a um residuo RF que
o fosse, e a expressio da raiz seria

(w—1)
(—1]“+‘.u[ - :] (+Mi.

T RI‘ Wu

E attendendo a que a expressio geradora de Ry, era

R, =a 3(_ (je+e. 8 [%, p]"_”r-f- Mj




teremos

T==

a ((a—- 1)+, N [%-. p]w_”)’+ er-— >

M (=—1)) :
> 3{—1]-4—1 . [(IT“}"' ;-] €F+ M.

Esta expressdio pode ainda tomar outra férma, conveniente pela
simplificacio que ntroduz.
Com effeito, sendo

N=n [ﬁ%ﬂ—*, u]("_”

¢ raiz da congruencia elementar

N(1xitim — (— 1)«+! (mod. M)

que resolvida em ordem a (1%/1)2= da

(1Hi1)Em — (— {)ore .u[%. p] +Mj

e portanto
L M (w—t)jm
w=[a(l"|‘]h-r]“.3f—-—1)“+| 'R[_—U""}‘ : u] : 4 Mi.

4. Vejamos agora como de lacto a expressio acima nos offe-
rece a solugio completa do problema.
Elevando a potencia m, resulta

™ — [a (1kI1)Em. o +Mj]z(-—l JoHt, H[ﬁi' B](-—i)tm-(ﬁﬁ)
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on
M (e—1)}m .
™ =a :;(— Rt (118 0 [_ii.l‘“")’—’ l{l { o

e como temos a congruencia [undamental

(— 1)+, (1612 8 (1—?'[1)?, lo][-_”i: 1 (mod. M)
fica ™=a.1%* ou 2™=a (mod. M)

que prova o que tinhamos dilo.

Pelo methodo que se empregou para resolver a congruencia
fundamental, vé-se que ha uma difficuldade a resolver.

Tendo de calcular-se os residuos successivos Z;, Zg,... para
um genero k, pode succeder que antes de chegarmos a um que
seja uma potencia exacta do grao m se reproduza um residuo ja
achado e por isso se reproduzam todos periodicamente, nlo se
obtendo aquelle que deve empregar-se.

N'este caso recorreremos a outro genero k, e procederemos
identicamente alé empregarmos um genero que levante a diffi-
culdade. D’esta maneira passaremos por todos os residuos pos-
siveis, entre os quaes se encontram as potencias exaclas do
grio m, e resolver-se-ha o problema.

No caso de serem ky, ks, ... os differentes generos, formemos
as exppessdes

M (»,—1) =47, M et
N'=“[_;.-:1'ei' "'] Bl el '“[E’ "J

(1)

t_‘—l—l M (= —1)
@ Q,= [:— l:} N [W. 'l':’_

o valor geral de = é

z=[a(p:".p:"....)+Mﬂf.[of".o:‘*....]+Ms....(57).
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D'esta expressio é (55) um caso particular correspondente a
ter v um s6 valor.
72. Esta expressio de z satisfaz ao problema como vamos ver.
Attendendo ao valor que achamos para (1¥1)m, vemos que
¢ egual ao de P, isto ¢,

P, — ik IT)!u
e porlanto leremos

2 Ja[(H10)m o () ] Mif " Q1% Qaf#2... ]+ Mi.

Elevando este valor & potencia m

a® =g (1k/1)in.p, ({hil)in.py, >

> )(_1}<m+nm (—1)(ert i, .u[ .

Wn |
M Time—1)py jm d
XN[W. 'liJ ...;+Mt

logo =g (l)™r...+Mi.

M ]l’l‘i—'llh

Este valor substituido em 2™ — a da
" —a=a(i™*. 1™ -F, . — 1)+ Mi'=04+M:
e mostra que satisfaz.

73. Para que os valores de # sejam quantidades racionaes ¢
necessario que na expressio (56) a quantidade do que estd entre
parentheses seja uma potencia exacta do grio m, e por isso que
seja
2 =a [(1F1)%]m 4 Mi



Y6

ou em geral

o™ = a [(1i )2, (fh11)2ee, , ]m + Mi

sendo 5 um numero inteiro.
Mas para satisfazermos a esta condigdo, egualando a y a quan-
tidade que esta entre parentheses obtem-se a congruencia de

segunda ordem
™ =ay™ (mod. M)

que se resolve pelas de primeira ordem.

Por consequencia niio podem determinar-se & priori as con-
dicdes para que sejam inteiras as solugdes.

Em todo o caso ha a certeza de que esta condiglo ¢ satisleita,
e ndo & difficil a verificagdo & posteriori,

%4. Resolugio directa e methodica.—Fazendo Ty=aP*+Mi,
isto ¢, chamando T, ao residuo segundo M de Py, usar-se-ha da
quantidade ¢ unicamente para tornar Ty e R, menores do que M.
A expressio de z torna-se em

£ b M (x—1))p 2
2=[TI.]'“%(—1) + -HI:W. ﬂ:| ,. + Mi
= (—1)"+1, : 4R
(.:E [: l] [Tj!-i TQH T"I‘JX

<N [51_' w]“'”+ M _,')'? , I:Q,.' QH...Q,,.P] +Mi

que se reduz i antecedente fazendo p=1.
Resta-nos ver o meio methodico de formar as quantidades

P,QouT,Q.
Sendo P* =R, (mod. M) , Q= Sy (mod. M)

teremos Ru—v=Ru.Ry | Su4v=5,.5, (mod. M).
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Para T, teremos em geral
atPrt =T, . T, (mod. M)

e por isso

M =1
Topy=(—1)"H.T,.T,.N [T r:] + Mi.

Quanto & formacio dos residuos progressivos, teremos
Tup1=aPrH =GP )P=T,.P=T,.R; +Mi

de modo que basta multiplicar o residuo antecedente por P, ou
pelo seu residuo minime.

Em se obtendo um residuo T, que seja uma potencia exacla
do grio m, teremos o valor de ;. que tem de servir para calcular
o segundo factor ou o sen residuo minimo; isto effectua-se do
mesmo modo caleulando os residuos successivos até p.

5. Methodo geral de exelusio para a resolugio das congruen-
cias fundamentaes. — Formando as expressdes

(o—
N=N[W. m:| ”..=_'=[h(|ku}!+(—1)t+1]m

pela geraglio do residuo, temos

o
I
|

Chamando a' um residuo do mesmo genero k em relagio a M':
leremos

o+ M

N =1
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D’onde resulta
aN' (1) —a' N(—1)»=MN (—1)*j —MN' (—1)*i
e por meio da congruencia a que se reduz, tira-se
M'N

i [aN—@/N(—1)*—+]. ¥ [ilT‘ c]("“+M'Nj...(5s).

Vé-se porlanto que para resolver por tentativas a congruencia
fundamental de primeira ordem, teremos a substituir por i em
™ =—a+ Mi os numeros inteiros dados por (58), no caso em
que a’ ndo é o residuo que em relagio a M' corresponde ao
genero k.

RESOLUCAO DAS CONGRUENCIAS FUNDAMENTAES
DO GRAO » E DE SEGUNDA ORDEM

96. Seja a congruencia
2" —ay" =0 (mod. M).
Pondo z=uay fica
a*y*—ay" = 0 (mod. M)
ou a" —a=0 (mod. M).

D’este modo a congruencia proposta acha-se reduzida & con-
gruencia fundamental binomia de primeira ordem, suppondo y
um numero arbitrario ndo congruo com M, teremos

M = fact. | (1492 — [h (1K1)3  (—1) 1o

y =uazbh

M (==1)
z=y}|h+(—”'+k-ﬂ[ﬁk—”)—'. i] +MJ‘|£.
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A solugdio que procuramos é a que nos da valores imdepen-
dentes para z e y.
Ora, como ja fizemos

N=(—1)=H.x [Uﬁ%. meh-!J

a expressio do residuo é
a=N[h(1:12 4 (—1)H1]m "

a qual substituida na expresdo do modulo da

M = fact. I[N (1%11)2m 4], [ (1k11)2 + (__1).;4-1]-]

que se reduz a
M =fact. [ N (1k/1)im _{]

attenta a existencia da quantidade h no segundo factor.
E se suppozermos a congruencia mais geral

z*—Ny™ = 0 (mod. M),
fazendo Ny™ =a reduz-se & congruencia fundamental
2™ —a=0 (mod. M).

Em razlio do valor de a sera

y=h(1H+(— 1),
z serh dado pela expressiio

M),
==h+{-—l)'+".!~l[—ﬁ,‘—,”—]-,!-, 'l'] +MJ-

9%. Vejamos como effectuar a resoluglo.

Supponhamos z=(1*1)? ¢ z*=(1H")¥=a

-
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em virtude da expressdo que da o modulo, temos

aa— 1 =0 (mod. M)

"M (w—1) 4
ﬂ:(— l}'+I.NI—?,Im] + M:

d’'onde

e poderemos formar a expressio
z" = a (mod. M).

Calculando para os generos successivos os residuos dados por
(1¥11)2 - f(k) (mod. M) chegaremos a egualdades da [6rma z=[1{k),
que nos darlio os generos de que depende a formacdo de z e y.

No caso de nio se obter egualdade alguma, concluia-se que a
congruencia nio era possivel com o coefficiente que tinha.

CONGRUENCIAS DE PRIMEIRA ORDEM
E DE GRAO m

¥8. Resolugao das congruencias de primeira ordem e de grdo m.
Seja a congruencia

Ao+ A+ Agz®+ ...+ Aga™ = 0 (mod. M). .. (59)

o methodo de a resolver consiste em reduzil-a &s congruencias
de primeira ordem.

Ora, na congruencia fundamental binomia de primeira ordem
z" = a (mod. M), &

a==(— 1) H[h (1512 4 (— 1)HH]s. N [(P‘L‘}*“ u]{ﬂ—n"r Mi

—N, H" 4 Mi
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fazendo

(—1)=+1.8 [W.

.,]‘H}= Nu, [R(1¥11)24(—1)4H s =Ho

portanto
z*= N, H* (mod. M).

Substituindo na equagdo (59), vem

Ag+ AN H+AgNoH 4. . .+An Ny HO = 0 (mod. M)

multiplicando por (1¥/1)2» eliminamos N e fica
Ag (1412 4 Ay (1K11)2m—1) [ 4 ...+ A, (1H1)3m—n) HM-.. +
+ Ap H™ = 0 (mod. M)

em que, no primeiro membro ja ndo existe M, e por isso deter-
mina esta quantidade.

M = [act. [5ﬂ(|k|1)2m+ Ay (1k§l)!{n—l} H+

+ Ay (141)20n—2) H24 . .+ A HP]

sendo ainda o valor de z

M Ay
.‘B=h+(—lj“+k.ﬂ[mm ‘B] +MJ

99. Determinacio methodica das raizes. — Estabelecendo

W, = (1k11)2(m—) [P
temos

M = act. [ﬂn o FA Wi +AsWe+...+ Amw-]




102

e como a quantidade entre parentheses é uma funcgio de k e h,
podemos pdr

Fk,h)=A¢ . Wo+A; . Wi+ A3 . Wa+...+A,. W

por isso
dF (k, k)
dh

2—1 mm—1]—1

+ - As- Wat.. Shoete

2
= A1 Wit T As. Wat

R »Am Way

e em geral

d*F (k, h)

+1 49)2(—1
delt, dh,.-AF'Wﬂ't' F_.l'_ ¥ J!"r-+:l -“rl‘!'(lll—-—]-—ﬁH_g.wQ‘l-...

121

mm—pi—1

Fopt e WETE

=+

Portanto

F (kb 1)=[Ag %= Ay +Ag % .. (1) An] Wo +

+|:,~.14_F255+. (2 nm—!%nm]w,...um.wﬂ

=By Wo+ By W;+ByWse+...+B, W,.

Partindo pois d'um valor primitivo de h, poderemos com um
valor dado k, ealcular para todos os valores de h a quantidade
F (k, h) que é a funccdo generatriz de M, e d’este modo achar
os elementos k, h, que geram o modulo dado.

A expressdo que nos da @ mostra-nos que qualquer que seja
o valor de k sempre haveri um de h com o qual combinado re-
sultard o valor de z.

Reconheceremos a probabilidade de que seja impossivel a con-
gruencia, se dando a k valores cada vez maiores niio chegarmos
a uma funcglio variada propria para gerar o module,
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Nao é necessario dar a k mais d’um valor: nlio insistiremos
sobre a vantagem de lhe dar differentes valores, para se reco-
nhecer basta notar os calculos numericos que evitam este modo
de proceder.

80. Resolugio pelo abaizamento de grdo. — Depois de termos
caleulado uma raiz da congruencia podemos aproveitar<nos d'ella
para abaixar o gréo.

Com effeito, supponhamos que se achou uma raiz a da con-
gruencia (59),

z=a+ Mi,

dividindo o primeiro membro por

z—a =0 (mod. M)
temos

(z—a)[Ag+ Az +Asz?+.. A A'y_yz"—=1]—R =(mod. M),
e como z==a reduz esta equacdo a
—R =0 (mod. M)

deve R ser um numero congruo ¢om M.
Em consequencia a expressdo acima torna-se em

(x—a) (A + Ay z+Aya+. . .+ Apy2™1)=0 (mod. M)
que se decompde nas duas
x—a=0 (mod. M)
Ap+Ayz+ A+ ...+ Ap_ya*1=0 (mod. M)
de harmonia com o que dissemos.

81. Resolugiio por meio de transformagdes algebricas. — Con-
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sideremos a equacdo do segundo grio

2+ Az+B =0 (mod. M)
e fagamos

= z+a (mod. M)
fica

2+ (2a+A)z+ (2 + Az +B) = 0 (mod. M). . .(60).

Como & é uma quantidade qualquer, podemos determinal-a
pela condigdo

2a+A =0 (mod. M)

(w—1)
¢=(—l}'.A.N[-;1. m] +Mi:

que da

este valor introduzido na congruencia (60) da

z*+ («*+ Aa +B) = 0 (mod. M)
congruencia fundamental de primeira ordem que immediatamente

se pode resolver.
Consideremos a congruencia de terceiro grio

@+ Azt +Be+C=0 (mod. M)........ (61)
fazendo
z = (z+ ) (mod. M)
vem

3+ (3¢+A)z‘+{3u9+2ﬁu+B)z+(u3+Au’+Bu-!: C)=0(mod. M),
Estabelecendo as congruencias de condigio
32+ A==0 (mod. M) , 3a®+2Az+B =0 (mod. M)

.a congruencia (61) reduz-se 4 fundamental de primeira ordem

334 (ad + Aa? + Ba+ C) =0 (mod. M).
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N'este caso & porém necessario que o valor de a dado pela
pnmenrn congruencia de condigiio satisfaga 4 segunda.

Havia a fazer consideragdes analogas sendo qualquer o gréo
da congruencia.

(.ONGRUENCIAS DE QUALQUER ORDEM E GRAO

82. Resolugiio da congruencia de qualquer ordem e grdo. —
Vamos apresentar a deducgdo das formulas para este caso geral.
Seja a congruencia

(0)+ (1&g +( 12 )z +( 13 Yot - 4.
+'|:21:l.‘£9, F(l,ﬂt}:ﬂ[ a’g+ (lg&];:ﬁzg tricin
+(3)as+( 2 )zg? +(112) zy 2t +...
(118)zyz3+( 23 )m? +....

+(2)3)) aaay + (123y) Py +

+( 3 )ag® +(113g) xq 2g¥+....]

~HRTHE AN + (23 3¢) za2 zg+....

+ (24 33) 2 z32+....
+( 35 )&% - +....
+ (1124 J,:].zlxgxa'i'..'

=0 (mod. M).

Estabelecamos as congruencias
x"=ay (mod. M)
9" = as (mod. M)
xg*=ay (mod. M)

--------------
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Fazendo
w 41 —(w—1)
(=) * .s[L. uJ =M,,

k [1.2a

(1)
k1 k417w "
(b (1% 24+ (—1)' e =1
serf em virtude da lei da geraglio dos residuos

ay=N,, Hy+ Mi
ag=N,, Hy* + Mi
a3 = N,‘._' Hs™+ M iy

b i L KO G SR (T g
.1':1‘ —_ N“i H;"’ + Mfl

:l:g"=N..,Hg" + Mi,
Iyt == Nﬂs Hz" 4+ Mis

Estes valores substituidos na congruencia geral, dao

(O)+(1)Ny, . HeH( 19 )Ny, . H +(15)Ng, . H+...
+2)Ny, Hy+(1:20)Ny, . Ny Hy . HoH(1521)Ng, Ny, H ®Ho +. ..
+(31)Ny, Hg+{ 25 )Ny, Hy? +(1,28)Ny,No,HyHa2 4. ..
S H(1,3)Ny, Ny, Hy Hy +( 25 )N; g +...

+(2,3)Ny, Ny, Hy  +(1a3)Na,Ny,H 2 Hy+. ..
+( 33 )Ng, Ht +(1;39)Ny, No HyHg+. ..
B o I SN S +(233,)Na,Ny HaHg . ..
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Ilulhplrundn pelo producto de factoriaes de que a e:prumao
é (_l o ) e notando que &

(1=

a congruencia atraz transforma-se em

'), N, =1 (mod. M)

(0) (1%11) Xm0} ({Raitj2em—0) ({RaiT)2m—0) ., . . ... 2 gl -
+ (15) (1k1)2om—1) Hy ., (1lalt)2me—0], ({lalt)2me0) . .. +
+ (1g) (14 1) 2m—2), Hy 2, (1hai)2ime—0), ({Rit)¥me—0) ., . .. 5
+ (2y) (1 11)2me—0) , (qka!1)2me—1)  Hy., (1k/1)2m—0) . . . .. s
4 (1429) (11 )2m—1)  Hy . (1kal1)2me—1) Hy. (11)2m0), .+
+ (3y) (11 1)me—0) _ ({hal1)2me—0) , ({hsi1)3m—1) Hg. .. .. +
+ (2a) (14 1)2m—0) , (1 kait)2me—2) , Hg?, (1hIT)Um—0) . .. .+
B ey ey sl s = e e
=0 (mod. M)

Por consequencia, fazendo
“k‘ﬂ)!(u ) (1)’
"t

M="act.[(0). W;,. Wy, . W3,... .+ .

+(1) Wy, . We, . Wy, ...+ (1) . Wy, . Wy, . Wy,.. .+

+(20) Wi, . W, . Wy, - 0. -+ (1124) . Wy, . Wy, . Wy ..+
+(3) Wy, . Wy, . Wy, ...+ (22). Wy Wo, . Wy oo ..
SR IR I I +(1434) . Wy, . Wa, - W, oot o

+

+

teremos

+(213|).“'1a.“r1' - Wy,...
+( 33 ). Wy,.

--------------------------
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Conhecida assim a geragho do modulo M, as raizes da con-
gruencia terdo para valores

M TJime—1) :
Ty =hy +(—1)=+h .8 HTH)!' '1_ + M,
M T(we—1) L
.r!=:'!!+(—l)*"+j"*- N [WF' w2 + Misg
- .. .(62)
M e,
Ty =}l3 +(—]}"1+kc! N I:'(ikﬁlﬁi 'IT.'.I_ * i3

83. Determinagio methodica das raizes. — Notando que ana-
logamente ao que atraz dissemos, pode suppor-se o modulo como
uma funcgdo de k e H, teremos

M = lact. [F{k[, ke, ks, . ..: Hy, Hs, Hg,.. }]
que equivale 4 congruencia
F(ﬁ.’i, f.‘g. f£3, vaey Hi, "g.. ."3,. . ) = D(mod. M:l

No caso de ser a congruencia dada d’'uma ordem qualquer .,
e my, mg, Mmy,...my, 08 grios das variaveis, temos

F (ki kay ks. . .kus Hy, Hy, Hg. .. Hy)= 0 (mod. M)

e como no primeiro menbro d'esta congruencia ha termos em
que s6 ha Hy ou Hy,. .. e que denotaremos por F(1), F,. . ..

F, outro em Hy.Hy. . .H .. Hy, que denotaremos por Fis+1);
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se imaginarmos g+ 1 quantidades satisfazendo 4 condigio
Si+8Se+....8u44=0 (mod. M) (63)
podemos decompor a:congruencia acima em p. + 1 outras, a saber

51 +F{11 (kj, ki- ka,. . Jr*, Ht] =0 (mcu:l M)

Sa+ B (ki by by ks M) =0 (mod. M)f o

Su+ Flkl (ky, ke ks, . . .y, Hy)=0 (mod. M)

S+ Fis-H1)(ky, ke, gy <vs iy Hy Ha ... ) = 0 (mod. M).. . (65).

Pelo methodo ji atraz exposto podemos deduzir das p pri-
meiras equacdes os valores de Sy, Sg, ... Su; eliminando por
meio dos valores assim obtidos Iy, Ha,. . . Hy de (64), resultara
a congruencia

Fe+2) (ky, kg, kgy. .« ki S1, Sg,-« « Spt1) =0 (mod. M),
eliminando sinda Sy 1 pela congruencia (63), fica
FO+2) (ky, ke, kg, - - . ka3 S1y Sa,- . . Su) =0 (mod. M). . .(66).

Portanto determinados pelas congruencia (64) os valores de
S, S3.. . . Su correspondentes a differentes especies hy, hs,. . .
os systemas de valores que satisfizerem a (66) indicar-nos-hio
aquelles dos valores de h que devemos aproveitar para achar as
raizes Zy, I,. .. L.
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84. As cousas podem muitas vezes conduzir-se com mais
simplicidade.

Com effeito, sabendo-se achar os valores de F(1), F@&), , ...,
por meio d’estas congruencias teremos os valores de Hy, Hy,. . .;
substituidos na congruencia (6%), achar-se-ha S,.14. Verificando
em seguida os systemas de valores de Sy, S, . . . S, 41 que satis-
fazem a congruencia de condigdo, teremos pelos correspondentes
de h os systemas que nos hio de determinar as raizes xy, x3,...
y, substituindo além d'isso nas expressdes achadas valores arbi-
trarios para k.

e




QUARTA PARTE

EQUACOES INDETERMINADAS DE QUALQUER GRAO
E ORDEM

85. A resolugio das equagdes indeterminadas de uma ordem
qualquer reduz-se d de equacdes indeterminadas em que a ordem
¢ inferior de uma unidade. — Estudadas como se acham as equa-
¢des de congruencia, facil é ver que a resolugio das equagdes
indeterminadas estd s6 dependente da transformaclo algebrica
ﬂue as reduz s equagdes cra congruencia, tomando-se em consi-

eracio o factor do module.

Consideremos a equaglio geral

(ﬂ)+(!|)x|+( ) ).‘mg +( 13 )313 u JP
+ (29) 2o+ (11 21) 2y 22 + (12 2y) 2P 20 +....
+By)zat+( 22 Yzt +(1129) 2y +....
AP +(113|)x1m3+( 23 }zgs e
+ (21 31] T3 Ty + (193[) .‘:1' Iy +....

+( 3 ) z5? + (11 3g) 2 zg*+....}=0.....(67)
Hoxas ¢ oean + (28 34) zet 25+....
+ (21 39) 23 2g2+...
+{ 33 ‘)Ina e
+{112131].‘21m3+..
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No caso d'esta equagdo ser completa tem um termo em que
existe o producto z;.zx3...x,. Wronski chama a este termo
dominante,

Em consequencia (67) pode escrever-se debaixo da forma

F(x1, za) @3, . .Zp) T (21 . 23.25. . . 2u)=0....(68)
que immediatamente se reduz & congruencia

F (21, 29, 3,... 2,) =0 (mod. M) .. .....(69).

Como ji se sabem resolver as congruencias de qualquer gréo e
ordem, tiraremos de (69) os valores de zy, @s,...2,: terdo as
expressdes *

‘@
=

w3 =X +Mj, 2s—=X3+ Mjs,. .. 2, =X, +Mjj,. . .(70).

Esles, porém, niio sdo os valores que satislazem & equagdo
indeterminada proposta; pois, em quanto que na congruencia
transformada ¢ arbitrario o factor do modulo M, na equagio in-
determinada tem um certo valor () .x3.23. ..2,).

Por isso, para que os valores s.jllsf.il,nm i prnpusla ’!;7] & ne-
cessario escolher convenientemente, jy, ja,. . . ju.

Introduzidos na proposta estes valores de @, @9, 23,... re-
sultard uma equaciio indeterminada entre ji, ja,. ..

?{jl'."ir J'.:h- . -}:0

da mesma ordem e gréo que a humitiva. Pelo que parece nada
se ler adiantado.

Estes numeros jy, ja, jg,- - -, 880 porém completamente inde-
terminados, sendo s6 obrigados a satisflazer 4 congruencia.

Notando que os valores indicados de xy, @3, 3. .. das raizes
da congruencia, tornam a equaglo divisivel por M, vemos que
formam uma primeira determinaclo das raizes da equagdo.

Podemos por isso suppor, que o valor que tomou uma das
raizes dando a j um certo valor ¢ o que lhe corresponde na equacdo,
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comtanto que determinemos quaes devem ser conseguintemente
os valores para as outras indeterminadas.

O mais simples é fazer ji==0. Em consequencia a equagio
indeterminada anterior ficardi da ordem p — 1. E vé-se como &
possivel effectuar a resolugiio do problema.

8@. Procedendo analogamente com a equaclio que resulta
para determinar os valores das outras quantidades js, j3,. ...,
chegariamos a uma equaciio da ordem p. —2. E assim continua-
riamos até chegar a uma equacdo de primeira ordem : obtendo-se
sempre valores de xy, xs, x3,... cada vez mais determinados.

87. Reducgdo immediata a uma equagiio em que a ordem é
inferior de muitas unidades d da proposta. — Transformemos a
proposta em differentes congruencias, tomando para modulos
coefficientes diversos do termo dominante, e combinemos as raizes
correspondentes de modo que possam identificar-se por meio de
valores convenientes das arbitrarias j. D'este modo a proposta
seri a0 mesmo tempo divisivel por todos os coefficientes que
formam os modulos d’estas congruencias.

Estas raizes terlio assim grios successivamente mais elevados
de determinagio. Poderemos determinar completamente tantas
raizes quantos forem os systemas de equagdes, e porisso cgual-
mente outros tantos numeros .indeterminados j. Estes valores
determinados, substituidos na equacdio em j, reduzil-a-hio a uma
ordem inferior de um numero correspondente de unidades.

88. Se for N o termo independente, temos
f(‘zlr Ty, Tgy. . ]+N=0

ou f (@1, x3, z3,...)= 0 (mod. N)
d’onde
.‘B]:X.f]‘i'Nl-j. saey S;=K,Q+Nl.g.... B

em que sdio X'y, X's,.... quantidades conhecidas, iy, is,....
quantidades indeterminadas.
8
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Considerados em si, estes valores sio uma primeira determi-

nagdo das raizes da proposta.

Porém se escolhendo convenientemente os valores de i obti-
vermos que sejam eguaes os valores correspondentes das raizes
tiradas das differentes congruencias, substituidos na equagdo pro-
posta, esta sera divisivel por M e N. Formardo pois uma segunda
determinagio das raizes da equagdo.

89. Vejamos como effectuar a combinagio de que fallamos.
Sendo duas raizes dos dois systemas

a;=A+Mi , aa=B+Ni,
para serem eguaes deve ser
A—B+Mi—Ni;=0.
Resultam portanto para determinar i e i; as congruencias
Mi+ (A —B)=0 (mod. N)

Nij— (A —B) = 0 (mod. M)

d'onde
: TR B
i =(— 1) a—B.x| o] +M
—1)
i] =(— 1:]* [:.-'l —B) N [%I—. ﬂ]tt + Mq

em que p e g sdo novas arbitrarias,
Em consequencia, temos

t]_sA""{—* 1]"(.";—3}.“[

=| =

Gy PSR I)'(A—B}.u[—

=
L
)

g
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“‘_“‘=f"‘—“)(1+ (-i]'.nl.u[%, .,,'J“"‘”

M e _
+(—1)N.[—N—,u] )+MNP—MN9

mas, como &

N e
(_lju*N'N[“ﬁ_" hl:l +ITO[:m0d- hl)
bl

serf .
ay — ag = MNp — MNy.

Porisso tomando
P — q " = “i
as raizes serdo

N
x1=X4 +(—-—-—l]“l:x.1 —X'ﬂ M. R[H, {u:l

(w—1)
23 =Xg+ (—1)*Xs —X'g) M. N [% m:l + MNps

Agora n'estas expressies poderemos dar a duas arbitrarias
quaesquer p os valores que quizermos, nada por exemplo, e fi-
carlio determinadas duas raizes, comtanto que depois determi-
nemos as outras arbitrarias pela condigho de que todas as raizes
substituidas na equagdo lhe satisfagam.

90. Depois de substituidos estes valores das raizes na pro-
posta ficar-nos-ha a equagdo

¢ (P1s 2. p3y--.)=0

d'ordem p. — 1, para determinar, py, ps,. ...

D’esta maneira temos introduzido p. — 1 arbitrarias o que nio
podia deixar de succeder, determinando a equagiio dada uma
quantidade

*







QUINTA PARTE

®14. N'esta ultima parte, como dissemos no prefacio, temo-
nos proposto relacionar as materias exposlas nas oultras.

Bastaria a simples inspecgio dos resultados obtidos na primeira
e segunda parte para nos poupar quaesquer consideragdes.

N'este ponto ndo nos referimos & comparagio da terceira e
quarta parte relativas & resolugdo das equacdes de congruencias.

De mais a terceira e quarta completam-se, aquella dando os
fundamentos para a resolucio das equagdes indeterminadas que
se faz na quarta, e esta apresentando-nos a resolucdo final dos
problemas a tratar na theoria dos numeros.

Langando uma rapida vista retrospectiva, vemos o seguinte :

Que na rrimeira parte se indicaram methodos; para a reso-
lugo completa e methodica das equagdes do primeiro e segundo
grio, no segundo caso s6 para quando houver duas variaveis; e
para a resolugdo das equagdes a duas variaveis de grios supe-
riores ao segundo, ndo havendo ja n'este caso um processo metho-
dico para se resolver o problema.

Conforme Lagrange fez primeiro a resolucio das equagdes
indeterminadas, procura-se sempre fazer depender essa resolugaio
do desenvolvimento em fracio continua d'uma expressio.

Falta porém para os casos geraes ver o meio de poder deter-
minar methodicamente as raizes, e ainda, ndio o havendo, achar
meio de reconhecer que se tém encontrado todas, para evitar
uma serie indefinida de tentativas infructiferas.
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No periodo anterior acabamos de dizer que — falta para os
casos geraes, etc.,—mas em verdade ainda a propria resoluclio
das equacdes indeterminadas do segundo grio ¢ feita por tenta-
tivas, e vamos reconhecer isso.

®2. Antes, porém, vejamos como se resolve pelos methodos
teleologicos a congruencia de terceira ordem e grio qualquer

BB =Ap*. . .eiiaiiaann, (71)
a qual para n=2 se torna em

2 —Bg2=Ap?

E esta a equagio de que apresentamos a resolugdo feita por
. Lagrange no n.” 26, e & qual se reduz a resolugdo das equacdes
indeterminadas completas a duas variaveis.

A equaclio (71) da a congruencia

z" —Bg"=0 (mod. A)
que ja sabemos resolver, e resulta
s=K+Ai; , g=L+Ai.
Depois temos
z"— Ap"=0 (mod. B)

e porisso
s=K;+Bj; , p=Li+Bjs.

Combinando os valores de z segundo a regra dada, teremos
"B -1
:=—K +(-—t)-(K—K|}A.H[T‘-, ujl + ABn

A =1
;=K +(—1)"(K—K{)B.=x [—-B—, =:| + ABn




e fazendo auxiliarmente

(—1)=.A.n [—-i— m](--l}={_1]-+1 B.x I:-g—, {l{'_“—i =a

fica

s=K+a(K—K;)+ABn , g=L+Ai , p=Q+Bj

em que n péde ter o valor que quizermos, nada por exemplo, e
resta determinar i e j.
Introduzindo estes valores na proposta, vem

[K+a(K—K;)+ ABn]*— B (L+ Ai)*=A (L; + Bj)". . .(72).
E teriamos uma equagiio de primeira ordem a resolver.

3. Pode porém evitar-se a resoluglio da equagio (72). Com
effeito, sendo a proposta de segunda ordem

" —Bg"=A
seria
z"=A (mod. B)
d'onde
z=K;+Bi.

A segunda determinaglo de s era

z=K+a(K—K;)+ABn
e o valor de ¢
g=L+Ai.

S6 havia a indeterminada i, a qual se acha pela equaglio

(K +a (K —K;)+ ABn]* —B (L + Ai)*=A.
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E como temos immediatamente

_ [K+a(K—Kq)+ ABaJ*—A

yr=(P+ Mi)* B

o ultimo membro d'esta egualdade tera a forma

yP=Ao+A h+Ash+...+A M ... ..(73)

em que os coefficientes sio inteiros.

Resta s6 achar os valores de h que tornam o segundo membro
d’esta egualdade uma potencia do grio m, para termos os valores
de y: dardio a0 mesmo tempo os valores correspondentes de z.
Se para nenhum valor de h poder ser resolvida (73), é porque a
proposta ndo admittiu solugdes inteiras.

®4. Quanto & equaclo (72) que oblivemos para a resolucio
das congruencias de terceira ordem, notando que contém h e k',
poderemos por uma determinaciio conveniente d’estes numeros
h e k' attender & determinacdo dos valores de i e j que n’ella
entravam. E conforme ao que vimos no numero antecedente, re-
solver a equacio de segunda ordem sem a reduzir a uma outra
de primeira ordem.

935. Refiramo-nos porém de novo &s equagdes indeterminadas
do segundo gréo e & sua resoluclio por Lagrange.
No n.° 26 vemos que a resoluglio fica dependente da equaglio

s=nq—Aq
e porisso s6 por tentativas é que péde completar-se a resoluglio
do problema.
De resto ndo era dada a soluglio completa das congruencias

que era necessario estabelecer.

96. Temos demais visto na quarta parte que a resolugio
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das equagdes indeterminadas de todas as ordens se funda na reso-
lugio de equacdes instrumentaes, que no caso das equagdes in-
determinadas de terceira ordem siio duas, uma de segunda ordem
e outra de primeira.

A resolucio das equacdes de congruencia acha-se completa-
mente feila para qualquer ordem na terceira parte.

9%. Vejamos a final em que consiste essencialmente o me-
thodo teleologico.

Consiste em ndo se procurar obter directamente as quanti-
dades como se faz nas questdes algebricas da algorithmia, em
que se da a lei da continuidade.

Em vez d'isso procuram-se quantidades que, variando conti-
nuamente, nos facam conhecer as raizes.

Estas quantidades sdo aqui o genero k e a especie h, que nos
servem para determinar methodicamente os valores desconhecidos
que so satislazem a leis de singularidade.

Escolhendo arbitrariamente um d'aquelles elementos, pode-
remos ir estreitando, quanto quizermos, os limites entre os quaes
deve ser tomado o outro elemento para obtermos as solucdes do
problema.

D'este modo evitam-se as tentativas caracteristicas dos me-
thodos usados na theoria dos numeros.

®8. Desde que se fizessem desapparecer das formulas os
elementos auxiliares k e h de modo a ficarem-nos reduzidas a
simples formulas algebricas, ndo teriamos por onde nos guiar e
seria necessario empregar uma serie indefinida de tentativas,
ficando-nos ordinariamente a incerteza de ter resolvido o pro-
blema.

Em conclusdo. — Os methodos teleologicos reduzem-se a con-
struir uma lei auxiliar de continuidade para ligar factos discon-
tinuos.

99. Antes de acabarmos, e como justificaglo do que dissemos
no numero antecedente, vejamos o que succederia na resolugiio
das congruencias compostas, senlo tivessemos empregado os
elementos auxiliares k e h.

9
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Fazendo eguaes a nada ou um as quantidades ky, kq, ks.. ..
teriamos

i

ku=u M Il|=h“'—'l » .‘.\‘.‘,=a'l,,-—1

ou kl =2 . Hvzhf + 1 » xly=h. + I

portanto
g=H; , zj=Hs , x3=—H;,...

Estes valores introduzidos na expressdo do modulo reduzem-na
4 equacio dada, e portanto ndo teremos meio de obter os modulos
sendo procurando-os com os valores das raizes.

Consequentemente estes valores poderiam ser determinados
por tentativas, substituindo successivamente por cada raiz todos
0s numeros inteiros.

100. Deficiente, como niio péde deixar de ser, este nosso
trabalho, fica principalmente com uma lacuna importante.

Referimo-nos & demonstragio por meio de applicagdes das
vantagens do uso do methodo teleologico. Unico que de resto na
maior parte dos casos péde resolver os problemas.

Esperamos preenchel-a o mais brevemente possivel, tanto
quanto as nossas forcas, demasiadamente fracas, o permittirem.

FIM.
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