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" Integraes e funcgdes ellipticas
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O calcolo integral, ainda que mostre nas suas
numerosas applicagbes a importancia e vastidio da
analyse de que faz parte, apreciado na sua conce¢ao
verdadeiramente philosophica, produz no espirito, com
o conhecimento do seu estado de atraso, a convicgao
da impossibilidade da sua organisaciio completa.

Na constitui¢io racional das snas partes principaes
faz-se depender, em theoria, a integracio de toda e
qualquer expressiio differencial, da integragdo das fun-
c¢oes explicitas de primeira ordem e contendo uma s6
variavel independente. Mas nem meios se conhecem
na maior parte dos casos para a reducgio a este pro-
blema fundamental, nem o problema das quadraturas
se sabe resolver na maior parte dos casos tambem. .

Afastando do nosso espirito a incredulidade sobre
o valor do esforgo da intelligencia humana, parece-nos
comtudo chimerica a esperanca de um processo unico
de integracio, applicavel a todos os casos propostos.
Com Lagrange consideramos este problema no nu-
mero d’aquelles dos quaes se ndo péde esperar solugio
geral.

Antes que tal resultado se conseguisse, o esforco
empregado com esse fim teria de certo descoberto
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fontes mais latas, meios mais geraes de combinacio e
derivacio de quantidades, que fariam mudar o rumo
das exploragdes.

A mesma historia da sciencia em todos os seus ra-
mos, e especificadamente na propria analyse mathe-
matica, auclorisa este pensamento.

O atraso porém do caleulo integral, bem que digno
de sentir-se, ndo produz motivo de descredito para a
actividade humana, nem suclorisa juizo desfavoravel
para a analyse transcendente de que faz parte; bem
pelo contrario, origina o elogio de uma e de outra:
da primeira, altentando pa multiplicidade das suas
applicacdes; da segunda, ereando por ahi mesmo a
ideia do grande valor dos conhecimentos abstractos,
que, poucos que sejam, multiplicam prodigiosamente
as applicacbes ao mundo concrelo.

Pondo de parte o importante, como difficil e atra-
sado problema da reduccio de todos os casos ao das
quadraturas, vejamos o estado em que este ultimo se
encontra.

Decompde-se naturalmente a questdo em duas, at-
tendendo 4s diversas férmas da func¢io differencial,
segundo se tracta das funccdes algebricas ou das fun-
cgbes transcendentes. A segunda acha-se n’'um atraso
prodigioso, reduzindo-se tudo quanto se sabe a meros
arlificios de caleulo, as mais das vezes incoherentes
ou injustificados, nunca unidos por um lago que os
uniformise, e muito variados em numero, porque so
muito limitados nas suas applicagdes,

A primeira, adiantada no que respeita i integra-
¢io das funcgdes racionaes, que se péde julgar com-
pleta, acha-se comtudo n’um lastimoso atraso na
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outra e de certo mais importante parte, a das funcgdes
irracionaes.

Os integraes d'estas expressdes apenas se sabem
delerminar n'um pequeno numero de casos, uns em
que essas expressbes se sabem converter n’outras ra-
cionaes, outros em que por meio de reducgdes, embora
complicadas, se transformam em expresstes ainda ir-
racionaes, mas cujos integraes se podem obter.

E a esla classe que pertencem as func¢des e inte-
graes ellipticos cujo estudo escolhemos para o nosso
presente trabalho. Resultam estas expressoes da redu-
c¢io de um inlegral, que contém na expressdo diffe-
rencial um polynomio do quarto griu debaixo de
um radical quadrado. N'essa reduegio obtem-se como
seus residuos, alem de integraes que se conhecem,
outros que se ndo sabem reduzir Ji, e que tomaram o
nome de integraes ellipticos pela razio de depender
de um d’elles a rectificacio da ellipse.

A integragdo das expressdes irracionaes tem sido
objecto de importantes trabalhos. Abel e Liouville tém
enriquecido a sciencia com methodos Ja para conhecer
0s casos em que laes expressdes admitlem integral al-
gebrico ou transcendente, ja para delerminar esse in-
tegral quando tal determinagao seja possivel.

D'estes casos, immensamente complicados, merecem
especial attencio pelas suas numerosas applicagdes aos
problemas de geometria, mecanica ¢ theoria dos nu-
meros, aquelles em que o radical é do segundo gréu.

Legendre foi, como se sabe, o primeiro que empre-
hendeu o estudo d’estas expressdes no caso em que o
polynomio contido pelo radical é do terceiro ou quarto
grau. Foi elle o primeiro em averiguar que as expres-
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stes d’esta especie se ndo podiam reduzir 4s formas
normaes conhecidas. Por isso, depois da sua reduccio
a tres formas simples, formou tabuas para o caleulo
numerico d’estas funcgdes, a que chamou funcgdes
ellipticas. -

Maistarde Abel e Jacobi, aproveitando e analysando
os trabalhos de Legendre, deram um novo e valiosis-
simo impulso ao estudo d’este (3o importante ramo de
analyse.

A consideragio das funccdes inversas aos integraes
de Legendre mostrou a possibilidade de formar a sua
theoria, analoga a das funcgdes trigonometricas, e 0
estudo d'estas duas especies de funcgdes foi empre-
hendido segundo as indicagdes de Abel.

Attentando na importancia d’estas funccdes, é las-
timoso o abandono que ellas tém merecido, especial-
mente dos geometras francezes.

A Théorie des fonctions doublement périodiques de
Mrs. Briot e Bouquet, obra dirigida pelas indicagdes
de Liouville, é quanto attesta o esfor¢o dos geometras
da Franca a este respeito; bem pelo contrario do que
se tem feito na Allemanha, onde constantemente se
estio publicando importantissimos tractados e memo-
rias sobre o assumpto.

A importancia do estudo das funegdes ellipticas
seja Hermite que por nds a proclame. Mais ce long
travail, diz este geometra, a été feconde pour la
science; c'est comme conséquences de ces recherches
que nous ont été acquises plusieurs notions analytiques
entiérement fondamentales, et en particulier ce que
nous savons sur le mode méme d'existence des fon-
ctions intégrales. E n'outro logar: un autre résultat
encore consiste dans ce sens plus complet et plus apro-
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fondi, que Font a été conduit a attacher en analyse
a Pexpression méme de fonction, en reconnaissant et
en caractérisant entre les diverses modes de dépen-
dance de deux quantités des distinctions essentielles
et dont les recherches auxquelles a donné lieu la théo-
rie des fonctions elliptiques ont montré toute Fimpor-
tance.

Ahi fica a razdo da nossa escolba, motivada prin-
cipalmente na importancia do assumpto, e no mani-
festo desamor por elle.

Dividiremos o nosso trabalho em duas partes. Na
primeira estudaremos os infegraes ellipticos, servindo-
nos de norma os notaveis trabalhos de Legendre. Na
segunda estudaremos as funcgdes ellipticas, servindo-
nos de criterio principal os trabalhos de Abel.

Estas duas partes sao precedidas de uma introdu-
ccdo, onde expomos a theoria das funcedes de variavel
imaginaria e dos integraes definidos d’estas funecdes
entre limites imaginarios, estudo cujo conhecimento se
torna essencial na segunda parte.
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REsumo. — Representaciio das variaveis imaginarias, e das fun-
eghes d'estas variaveis, — Suas propriedades e distincgdes. — In-
tegraes definidos contendo funegies d’aquella natureza e tomados
entre limites imaginarios,

Uma variavel imaginaria da forma z =a + iy, em que
x € y representam variaveis reaes, e ¢ o symbolo V' —1,
nio pdde, como qualquer variavel real, ser representada
geometricamente por um ponto movendo-se sobre uma
recta fixa, e na qual se tenha tomado para origem um
ponto fixo tambem,

Cauchy propoz para taes variaveis uma elegante repre-
senta¢io. Se num plano fixo se tracarem dois eixos coor-
denados, e uma curva, cujas coordenadas correntes sejam
os diversos valores attribuidos a z e y, a cada par de va-
lores d’estas variaves corresponderd um ponto d’essa curva,
e por isso o ponto gerador d’ella representari a variavel
complexa em questio.

D'esta forma : cada ponto do eixo das abscissas é repre-
sentado por um valor real de z correspondente a y = 0 ;
e cada ponto do eixo das ordenadas por um valor imagi-
nario da mesma variavel correspondente a =0,

Se, conforme este modo de representagiio, exprimisse-
mos e y em coordenadas polares, cujo raio e angulo
vector fossem representados pelas letras p e g, teriamos

ze=p(cosg + iseng);

por onde concluiriamos que a variavel imaginaria repre-
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senta uma recta de grandeza e direc¢do determinadas, ti-
rada pela origem para o ponto que na curva corresponde
aos valores particulares dados a e .

Como se vé, a variagio de s é completamente indeter-
minada; mas se « e y se fizerem variar de uma maneira
continua, o ponto que representa s, descreverd uma curva
de uma maneira continua tambem, curva que serd deter-
minada pela lei segundo a qual se fez variar x e y.

D’aqui se conclue uma importante propriedade das va-
riaveis imaginarias, e que muite as distingue das variaveis
reaes. Ao contrario d’estas, as variaveis imaginarias podem
passar de um a outro valor determinado por uma infini-
dade de caminhos, correspondentes 4 infinidade de leis se-
gundo as quaes se pide estabelecer a variagio de = e de y.

Uma funecio de variavel imaginaria da forma

F()=F(z+iy),

é sempre reductivel, depois de effectuadas as operacGes
indicadas, a uma quantidade imaginaria da mesma forma
que a variavel:

F=F@+iy)=¢@yp+it@®y.... (1)

sendo ¢ e ¢ funcgdes reaes de e y e de constantes tam-
bem reaes.

A natureza porém da variavel nio determina a natureza
da funccdo. Ao contrario: assim como pode ser imagina-
ria uma funccio de variavel real, pode ser real uma funegfio
de variavel imaginaria.

A propriedade expressa por (1), combinada com o que
deixamos dicto sobre a maneira de representar as quanti-
dades imaginarias, d4 immediatamente uma primeira solu-
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¢do ao problema da representagio d’estas funccbes. Um
ponto movendo-se num plano, e tendo por coordenadas
¢ (x,y) e & (x,y), dard ideia de tal representacdo.

Imaginando duas superficies cujas ordenadas verticaes
sejam ¢ (x,9) e ¥ (,y), essas duas superficies represen-
tardo tambem a funccdo, e teremos d’este modo uma se-
gunda solucio do mesmo problema.

As variactes de z, indicadas pelo movimento do ponto
que lhe corresponde no plano adoptado, produzirdo na
funegdo variacdes indicadas, ja pelo movimento no mesmo
plano do ponto que representa essa funcgdio, jd pela reo-
niio das carvas descriptas nas duas superficies pelos ex-
tremos superiores das suas ordenadas verticaes, conforme o
modo de representacio preferido.

A continuidade nestas funecdes & definida e intendida
do mesmo modo que nas funccbes de variavel real. Quando
para cada valor da variavel entre certos limites, o modulo
ou a differenca

Af(5)=[(z+A2)—[(z)

decresce indefinidamente com A z, a func¢do diz-se con-
tinua dentro dos limites considerados.

Conseguintemente, e adoptando o primeiro modo de
representaciio, serd continua a funcclio se pela continui-
dade da curva representativa da variavel se concluir a con-
tinnidade da curva representativa da funcg@o.
~ Como vimos, a mudanca de valor da variavel imagi-
naria pode fazer-se por uma infinidade de caminhos, pro-
priedade que evidentemente subsiste nas func¢des de taes
variaveis. Mas alem d’isso nestas funccdes a um determi-
nado caminho da variavel correspondem ou podem cor-
responder diversos caminhos para a funecio, Existe a este
respeito uma importante distinc¢do a fazer neste genero de
funcgGes.
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Se, ficando a variavel comprehendida numa certa por¢io
do plano, a func¢io adquire sempre o mesmo valor no
mesmo ponto, qualquer que seja o caminho seguido para
14 chegar, a func¢iio chama-se monodroma segundo a no-
tagio de Cauchy, bem determinada segundo Liouville, ou
uniforme segundo Hermite; se a cada valor da variavel
correspondem diversos valores da funcgdo, esta chama-se
ambigua ou de muitas accepgdes, mal determinada ou mal
definida, ou nao uniforme, segundo as diversas notaches
indicadas.

As funcgDes algebricas racionaes, as exponenciaes e as
trigonometricas, ddo-nos ideia da primeira especie; as fun-
cees irracionaes e logarithmicas fornecem exemplos da
segunda.

Neste segundo grupo de func¢es, correspondendo a um
unico caminho da variavel, diversos caminhos da funccio,
pide sacceder que a um certo ponto da curva que repre-
senta a variavel, corresponda tambem um ponto unico
representando a func¢do. E que se tornaram eguaes os
valores em geral diversos da func¢io, ou que se encon-
traram no mesmo ponto as diversas curvas que a repre-
sentam,

Esse ponto da curva que representa a variavel cha-
ma-se com bom fundamento, ponto de ramificagio.

Se a funcgiio & monodroma, é claro que o valor adquirido
por ella para um valor determinado da variavel, é inde-
pendente do caminho seguido pela mesma variavel para la
chegar. Se porém a funcgdo for ambigua, esta propriedade
ndo apresenta o mesmo grin de simplicidade, mesmo a
respeito de cada uma das curvas que representam a fun-
e¢iio, tomadas individualmente.

E facil de vér que, neste caso, aquella propriedade des-
apparece ou subsiste a mesma para cada curva, segundo
entre os valores extremos da variavel existir ou ndo um
ou muitos pontos de ramificagdo.

Em resumo: se a variavel descrever uma curva fechada,




7

a funecdo descreverd tambem uma ou muitas curvas fe-
chadas, conforme for monodroma ou ambigua. Exceptoa-se
o caso de passar a variavel por um ponto de ramificagdo,
caso em que tal propriedade pode deixar de existir.

Um outro ponto de vista importante & preciso conside-
rar no estudo das funcgbes de variavel imaginaria, porque
elle nos conduz a outras propriedades que as distinguem
das funccbes de variavel real.

As funecBes monodromas de variavel real tém por de-
rivada uma funegio monodroma tambem. Tal propriedade
se ndo verifica, em geral, nas func¢bes de variavel ima-
ginaria.

Seja

u=f@=f(@+iy)=p+iq

uma tal funcgdo. A sua derivada

dp .4 dp  dq\dy

du {ﬁ+'£)+lﬁ+'ﬁ)ﬁ
dz— dy

i+‘¢E

d
depende, em geral, como se vé, de Eg' que marca a di-

reccio do deslocamento do ponto z no plano. E pois, em
geral, % uma func¢do ambigua.

Se, porém, z e y variarem de forma que as quantida-
des p e ¢, verifiquem a condi¢do

dp Eﬂ_.(d dq)’

ﬁera:_' de ™ dy




ou as doas equivalentes

=

hs
=
=

&

dq
Ty . (2

=
=

b o

="
L]

d
a derivada serd independente de ﬁ @ portanto uma fun-

¢¢d0 monodroma, como a das funccBes de variavel real.
Cauchy chamou monogenas is funcebes que gozam da
propriedade de terem por derivadas fune¢bes monodromas,
ou de terem uma derivada unica em cada ponto.
As condigbes (2) conduzem com facilidade is equagBes

d*p ‘j’_.P.=n dg dq

dz® " dy? ’EF-de‘_D'
Por onde se vé que as duas funcches p e g, tendo de
satisfazer a uma mesma equacio 4s differenciaes parciaes,

de segunda ordem EE;"' E§§=O' niio pédem ser arbi-

trarias,

A condico (2) tem uma significagiio geometrica de facil
comprehensdo. Ella indica que, fazendo gyrar de 90° uma
das superficies, cujas ordenadas verticaes sio p e ¢, em
torno de uma vertical qualquer, e do eixo dos x para o
dos y, o plano tangente d’essa superficie no ponto situado
sobre essa vertical se torna parallelo ao plano tangente &
outra superficie no ponto correspondente. D’onde legitima-
mente se conclue que, tirados por uma vertical qualquer
dois planos comprehendendo um angulo recto, as suas inter-
cessbes com as superficies tem por tangentes rectas que
fazem angulos eguaes com a vertical.

Considerando o outro modo de representagio indicado
para as funcBes de variavel imaginaria, a condiglio (2)
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significa que as curvas descriptas pelo ponto u fazem
entre si angulos eguaes aos das curvas descriptas pelo
ponto z. Esta interpretagdo indicada por Cauchy é, como a
primeira, de facillima demonstragcdo.

Cauchy denominou synectica entre certos limites a
funccio que se conserva finita, continua, monodroma €
monogena dentro d’esses limites, reservando o nome de
asynecticas 4s funecdes que perdem qualquer d’aquellas
propriedades, num ou mais pontos comprehendidos entre
aquelles mesmos limites.

Os pontos nos quaes a funcgio se torna asynectica por
ser infinita ou discontinua foram chamados por Schloemilch
pontos de excepgio.

Estes pontos pertencem & classe a que Cauchy deu o
nome de pontos singulares, onde se reunem com outra es-
pecie de pontos em que ji fallimos dando-lhe a denomi-
na¢io de pontos de ramificagdo, a que Bertrand chamou
pontos crilicos.

Graindorge propde a este respeito uma conciliagio entre
as diversas nomenclaturas empregadas, que muito conviria
adoptar, por uniformidade. Aos pontos de ramificagio
chama elle pontos singulares ; e pontos criticos aos de ex-
cepedo de Schloemilch.

0Os integraes definidos tomados entre limites imaginarios
tém a mesma definicio dos que sdo tomados entre limites
reaes. Attendendo & propriedade mencionada das variaveis
imaginarias, que podem passar de um a outlro valor por
uma infinidade de caminhos, é preciso no estudo d’estes
integraes conhecer a influencia que advém ao integral com
a variacio do caminho seguido pela variavel entre os li-
mites considerados, caminho que Neumann chama — fio
conductor da integragao.
1
Seja f(z)d z um integral definido, contendo uma
%0
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funeglio synectica, e tomado entre os limites z, e 2, e pro-
caremos a varia¢do que experimenta este integral, quando
pelo caminho Z;n Z; (fig. 1) seguido pela variavel se sub-
stitue um outro como Z,mm' Z;, infinitamente proximo
do primeiro. Suppondo que a cada ponto d’'uma curva cor-
responde um da segunda, e sendo por exemplo m e n dois
pontos cerrespondentes, vé-se, atlendendo 4 natureza da
funcgdo f, que ella toma o mesmo valor em n, quer se
siga o caminho Z; mn, quer Z,n. A differenca portanto
entre o valor da func¢io em m, seguindo o primeiro ca-
minho, e em n, seguindo o segundo, & dada pela variagio
correspondente ao caminho mn, ou por 3 f(z), segundo
a notagio conhecida para as funcibes de variavel real,
egualmente adoptada aqui.

Sendo, além d'isso, a funcgio monogena, terd a mesma
derivada no mesmo ponto, qualquer que seja o caminho
seguido. Teremos pois

3()dz=df(s)dz

Por outra parte a variacio do integral é

3[31 f(z)dsz‘“ @f(@)dz+[(2)ddz);
e ) o

e portanto

3 fzi f(z)dz=f11d[f(z)3z]=|:f[\z}3{r'.
J zy F A

Como, além d’isso, os pontos extremos se correspondem
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nos dois caminhos, ou s¥o independentes da variagdo de
caminho, teremos § z,=0, § 7y = 0; e portanto

%1
3[ fzdz=0.
S &y

D’onde se conclue que um integral definido entre limites
imaginarios e contendo uma func¢do synectica entre esses
limites, & independente do caminho de integracdo.

Como corollario d’esta verdade, conclue-se que o inte-
gral serd nullo quando o caminho de integracio for uma
curva fechada, e a funegdo se conservar syneclica dentro
d’essa curva. Conclue-se mais da mesma verdade que os
integraes, correspondentes a duas curvas fechadas, sdo
eguaes, se a funcgio se conservar synectica em ftoda a
por¢io do plano comprehendida pelas duas curvas.

Vejamos por ultimo o que acontece quando a eurva de
integraciio contém um ou mais pontos de excepgdo, e bem
assim um ou mais pontos de ramificagdo, ou, segundo a
nomenclatura de Graindorge, pondos criticos & pontos sin-
gulares.

Supponhamos em primeiro logar que na por¢3o do plano
considerada existe um ponto de excep¢io, como M (fig. 2),
e seja A BCD A um caminho de integracdo.

Tracemos em volta do ponto M um outro caminho qual-
quer como ab¢d. Se junctarmos os pontos A e a, Ce ¢,
pelas rectas Aa, Cec, vé-se, attendendo & primeira pro-
priedade demonstrada, que o caminho ABCcbaA pbde
ser substituido por AD CcdaA, visto ndo ser compre-
hendido por nenhum d’elles o ponto considerado. Repre-

sentando pelo symbolo f anteposto ao caminho seguido,

L3
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—_——

o integral correspondente, teremos pois

fABchaA=[ADCcdaA;

ou, partindo cada um nas suas partes,

/ABC; [Sc+/;ba+/va;1=
=/Aﬂﬂ+fﬂc+/cdu+[:1d

ou, simplificando,

[ABG—[ADC:/:;da'—/‘oba;

e, altendendo a que é

fADC=——- ChA4
jcba=—/abc,
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fABC+fCDA=ﬁda+ﬁbc;

ou, emfim,

/ABCDA=fabcdn

que traduz a seguinte propriedade :

O integral definido, contendo uwma funcedo synectica,
tomado entre limites imaginarios, e correspondendo a uma
curva que involve um ponto de exceppao, pode substituir-
se por outro qualquer que involva esse ponto, comlanto
que a funcedo se conserve synectica em ambos elles, e na
porgao do plano que elles comprehendem.

Poderemos assim substituir qualquer caminho invol-
vendo o ponto considerado por um circalo de raio infinita-
mente pequeno, descripto em torno delle.

Representando por (a, b) as coordenadas do ponto de
excep¢io, por r e ¢ o raio e angulo vector, e passando
para coordenadas polares, o integral correspondente ao
circulo descripto em torno d’esse ponto por uma unica
revolugiio, serd

%+ 2%
§ Epy flatibtrei®)reiedy
Lo

sendo g, o valor inicial do angulo ¢.
Suppondo além d'isso o raio infinitamente pequeno, e re-
presentando por % o valor da fancgdo para esse valor do raio,
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e considerando, como ordinariamente acontece, ) indepen-

dente de g, teremos, representando por f f(z)dz o in-
i

tegral definido no caso de haver um unico ponto eritico,

ff(z)dzﬁ%nl.
1

Por um caminho analogo, achariamos

ff(z)dz:ii:(q it e 4 24)

no caso de existirem n pontos criticos na carva de integragio.

Se a curva de integragio involver muitas vezes o me-
smo ponto critico, achar-se-hia, sempre pelo mesmo ca-
minho, que o integral correspondente equivale a uma re-
volugdo unica em torno do ponto por um cirealo descripto
d volta d'elle, e multiplicado o integral correspondente
a esse circulo pelo numero que indica as revolugdes, sendo
emfim esse resultado positivo ou negativo, segundo o sen-
tido da revolugdo,

Suppondo que a-curva involve n vezes 0 mesmo ponto
critico, achariamos, segundo a doutrina exposta, dando
ao integral por indice inferior o numero que indica os
pontos involvidos, e por indice superior o que indica as

revolucdes,
n
fif(z)dm:i 2nixi.
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E, considerando muitos pontos, e muitas revoluches
em torno de cada um entre os limites z, e 3y, acha-
riamos

1
f‘l f{z)dz:ﬂiw(in.l.ﬂ:np.gt....tnplp}.
%

Quando a curva de integragio fica comprehendida entre
dois pontos, passando por um ponto critico, e ndo &, como
nos casos suppostos até aqui, uma curva fechada, facil-
mente se veria que o integral se reduz ao valor que elle
tomaria ao longo do caminho rectilineo comprehendido
entre esses pontos, mais o valor que elle adquire pela re-
volugdo circular em volta do ponto considerado, e que se
obtem pelo que ji fica dicto, Schloemilch chama integral
linear, a esse que corresponde ao caminho rectilineo entre
os dois pontos limites, e representa-o por

)

Depois de todas estas consideracdes, facilmente se deduz
a formula geral de reducgiio para o caleulo do integral to-
mado ao longo d’'uma curva, contendo muitos pontos eri-
ticos, e comprehendido entre dois pontos limites :

fz'ftz)dmj
%y

+2im(Emipngdg. ... Empdy) ... (4)

|f(z)dz.
Zp

3
fEdz+
Zp
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formala que se applu,a qualquer que seja a ordem em que
08 pontos eriticos sejam involvidos.

A seu tempo veremos 0 uso que esta formula puda ter
no objecto que faz a parte essencial do nosso trabalho.




PRIMEIRA PARTE

Integraes ellipticos







CAPITULO |

Resumo. — Origem dos integraes ellipticos das tres especies, — Me-
thodos da sua deducg¢do. — Critica d’esses methodos. — Estudo
comparativo e valor real dos tres integraes.

A expressfo integral

Frdax
VX

em que X representa um polynomio do quarto griu em
z, e F(z) uma funccdo algebrica racional, ndo pode ainda
até hoje ser reduzida a férmas nermaes conhecidas pelas
theorias do caleulo integral.

A sua reducgio origina tres novas férmas, que, na im-
possibilidade de mais simples expressio, se calculam nume-
ricamente. Chamam-se integraes ellipticos esses tres termos
de reduccdo, pelo motivo noutro logar apontado j4, e adiante
justificado.

Vejdmos como se leva a effeito tal reduccdo.

Representando por ay, ag, ag, a; as raizes da equagdo

X=4d¢+ A1z + Agx!+A3¢3+Atz‘

L
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serd
X=4; (a—ay) (x—ag) (x—a3) (2—ay).
Fazendo
_ptay
T=Fy s dvuausiass (1)

consegue-se reduzic X a um polynomio contendo &0 so-
. mente potencias pares da variavel, e com valores reaes

de p e g.
Com effeito a substitui¢io da

i, (p—ay) (p—az) + (g—ay) (g—az)p?} | (p—0s) (P—a) + (4—0a) (4—0)}
BPRL L L A I
(1-+y)*

determinando p e g pelas condicDes

(p—ay) (g—a3) + (p—as) (g—a)=0

i. .+ (2),
(p—ag) (¢—as) + (p—as) (¢g—as) =0

condigdes que conduzem sempre a valores reaes de p ¢ g.
De facto (2) equivalem a

2 pqg— (a1 + as) (P+§'}+?&1ﬂa=0; 3
s (8%
2pg—(az+a;) (p+ ¢ +2a30,=0




que dio

2 {-‘Il Iy — ag ;'}
1+ ag)— (ag + ay)

P+q=(a

o G
=a,a¢{a§+aﬂ—ﬂaﬂ-a (a1 + as) :
(ay + ag) — (ag + ay)

conseguintemente p e ¢ sio as raizes da equacdo

b 2(ayays—aga;)
(ay 4+ as) — (ag + ay)

ayaa (a3 + ag) —agag (a) 4 ag) s
(@1 + aa) — (ag + ay)

que serdo reaes, se forem reaes os coefficientes (4), e

1
pa<— (P+aP

ou

(@ @a—aga*
| (a1 + as) — (ag + ag) 2

aq ag (ag + !14}-—3104 (ﬂl +ﬂi} s 0
(ay + ag) — (a3 + ay) .
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que se reduz a

(@1 —a3) (a1 —a) (33— o) (09— )
[ay + ag — (a3 + ai)]* >0.... (5).

Estas duas condi¢Bes sio manifestamente satisfeitas,
qualquer que seja a natureza das raizes ay, ag, ag, a;.

Com effeito, tres casos se podem dar, attendendo a essa
natureza : ou as quatro raizes sio reaes ; ou sio duas reaes
e duas imaginarias; ou todos quatro imaginarias.

1.° caso. A realidade das expressoes (§) é evidente.
Pelo que respeita a (5), suppondo as quatro quantidades
dispostas pela ordem de grandeza ay > a3 > ag > ay, vé-se
que os dois termos sdo posilivos, e portanto satisfeita a
condigio expressa por aquella desegualdade.

2.° caso. Sejam ay e ag as duas raizes imaginarias, e
facamos

ag=m-+nl" —1

ag=m—nl " —4
teremos
ay ag=m? + n?

4+ a=2m

quantidades reaes; logo as expresstes (4) reaes. Quanto
a (), torna-se em

| (m — ag)® + n?| |(m—ay)® + n?|
| 2m— (ag + ay) |2

quantidade essencialmente positiva.




3.° caso. Seja ainda

ag=m-4t+nl_—1

ag=—m—nl —1

ag=m'4 n' ¥ 1
ag=m'—n' V' =1.

Teremos

ayag =m? 4 n?
aga;=m"1+n"’

a1+ ag=2m

asg -+ ag=2m'

e portanto as expressdes (-'i) reaes. Pelo que réspeita a (5),
tornar-se-ha em

1(m —m"2 4 (n— )2 | (m —m')2 + (n+ a)}|
@m—2m

quantidade essencialmente positiva.
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Attentando nas expressdes (&), parece cahir em defeito
a transformacdo de que se tracta, quando for

M + aa=ag + aj,
e bem assim sendo

a1 = ay§, Gy =4asy,

tornando-se p 4+ ¢ e p ¢ infinitos no primeiro caso, inde-
terminados no segundo.

Observando porém que a primeira hypothese reduz
immediatamente o polynomio X 4 forma procurada, fazendo

y + ag
2
elimina o radical ; vé-se que estes casos excepcionaes ndo
ficam comprehendidos nas conclusbes a que chegamos,

porque elles nfio carecem da transformac@io justificada.
Em resumo fica demonstrado que a expressio proposta

Fla)dz ; "Flz)da
j v pode sempre reduzir-se a ] % G sendo
X’ um polynomio do quarto griu, contendo tdo sémente
potencias pares de x, ou da férma

T=y-+ , onde ndo entra p e ¢, e que a segunda

X'=a+ba®+cxt;

ou, conforme o valor achado,

R
(e




sendo

M=A4; (g—a) (g— as) (g—as) (g—ax) x

(p—a) (p—aq) (p—as) (p—as)
“L{g—ay) (q—ﬂi]-l.y!] [(q— (q—ay) + ]

Fazendo, por simplicidade,
Adi(g—m) (g—am) (g —a) (g—@)=

__(p—a1) (p—ay)
(4—a1) (g—aq)

=1r

__(p—as) (p—m)
(9—ay) (g—ay)

= 5

teremos, finalmente

_n(p—r) (12— :
) T (6).

Pelo que respeita a F(x) pode sempre considerar-se
uma funegdo par, pois que, ndo o sendo, pode sempre fa-
zer-se

¢ (@) + x¢ ()

Fo)= @ +=no

sendo ¢, ¥, f1 e fa funcgdes pares.
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Com effeito, a forma mais geral de F () sendo

g4 Gz +o.. O
F($)=b,,+b1x+...-s-ﬁm$'“'

teremos

(ay + aza® - ---}+-‘3‘J(ﬂ|+a31"+...

F("B) =(bl“l + bg_xiT_ I ,} T-x[:bl e ba.’r!—!- “E

que é a forma (7).
Maltiplicando os dois termos do,segundo membro de
(7) pelo denominador serd

F(z)= [2(@) + 24 -)'] [f1 (@) —afa ()]
(@R —=*AG*

onde se vé que o numerador contém, em geral, pptencias
pares e impares de x, e o denominador s0 potencias pares
da variavel. Podemos portanto fazer, como precedente-
mente,
Mya2N ‘M N
F(m}=—P——=F + 5

sendo M, N e P funcches pares.
N

. M s Xk
Fazendo pois = @ (2?) ¥ Hamy W (), vird

Fla)=o@})+a¥ (),

sendo ® e W funceies racionaes fraccionarias.
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Teremos assim para a expressio proposta

F(z)dx oatder [ w(P) zda
e g o

Mas o segundo integral, fazendo x2=¢t, e attendendo
i forma que vimos poder sempre attribuir-se a X, trans-
forma-se em

i/‘ w({)de
2/ Vatbtic

que se determina pelos processos ordinarios de integragio.
Podemos portanto supprimil-o na reduc¢iio que nos peeupa,
e tractaremos simplesmente do primeiro, que é justamente
o integral proposto, mas com func¢do par, como preten-
diamos provar.

Occupemo-nos portanto da expressdo

F(a¥)dx
T
A hypothese (1), reduz X a (6), F(a%) — & (?), o
pelo valor
dg— 4—P)dy
T +y®
leremos

“Fla®)da %) d
l/ __E-:\g_p)t I ﬂw?EB) {3\1__3)"' {B)'
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Ora a funcgio ¢ (y2) pode sempre, sendo supposta
fraccionaria, que & o caso mais geral, ser decomposta
numa funcgdo inteira, e numa fracgdo que se decompord
em fracgdes parciaes da forma

A

M+

Teremos pois, em conclusdo, que o integral

Fx)dx
frx

origina na sua reducgdo tres grupos de integraes: uns
que se obtem pelas formas conhecidas, exprimindo-se em
potencias, logarithmos e arcos de circulo; outros da forma

y"dy
/‘[ TRy e (9)

sendo m um numero par; e finalmente, outros da forma

LS

f ,_‘iy o ackas 10K
J Mg Vali—n(gF—s)

Attendendo e combinando os signaes possiveis de n, r
e s, vé-se que é sempre possivel dar a y um valor tal que

Ll

/ dy
J Va@f—r) (9t —s)




se reduza a

c dz
Vi—ma— R

sendo z e k fraccDes positivas.

Attentando além disso na formula que exprime y em z,
nos diversos casos possiveis, acha-se que todos se com-
prehendem na expressio geral

3 Btb3
Y =Ccyds:

que reduz (9) e (10), attendendo a que

‘a4 bz,
sw=e(T7a).

* fica com a mesma forma em z que tinha em y, ds formas

mdz
Vl—2%) (1 —k3Y)

dz
j;+uWVH—ﬁH—Pﬂ”“

Vejamos a que estas se reduzem.
Fazendo z==seng, 0 que ¢ permillido attendendo 4




natureza de z, e fazendo V1 —i®sen?o — A g, di-se a

estes integraes uma forma trigonomelrica mais simples.
Representando pela letra U o primeiro e pela letra V

0 segundo, dando a estas letras um indice egual ao ex-

poente de sen ¢ no primeiro, e do binomio do denomina-
dor no segundo, teremos

— [ senode i de
o f__._s?_ Va ‘_/q[i+1seni?)nap (13).

A formula que facilmente se deduz

sen™3 g cosg Ag=(m—3) Up_y—

—(m—2)(1 + &) Un—2+ (m— 1) k2 U},

mostra como Uy, se pde deduzir de Up—3 e Uy, @ por .
tanto, como todos os integraes contidos na primeira das
formas (13) se podem reduzir aos dois

spnd
U{'ﬂ[’ﬁj b?i—_—fﬂn_m;
J Ae Ag

ou, sendo




e portanto

ge [;\?dv..........(ﬂ)

Ag

elementos ultimos do primeire integral.
Analogamente, a formula a que se chega com alguma
attencio

sengeosgA g
(1 + 7 sen® @)1

=ag Vo3t ag Vit
+agVami it agVa

em que ag, %, @2, «3 SA0 funccdes de n, k, 3, mosira
como todos os integraes contidos na segunda forma (13)
se podem deduzir dos tres

2
L,m[i_ﬂ_sm do. Wil B2
Ag Av

A e
F’_L/{Jl{-}.sen’q;}ﬁtp
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dos quaes os dois primeiros pertencem is doas formas ja
obtidas. [

Em conclusio vé-se que a expressio

F(x)dz
7S5 S

[,

em que F(x) é uma funcgio algebrica racional, e X um
polynomio do quarto griu em a, origina, além de integraes
conhecidos pelas theorias ordinarias do calculo integral,
tres povas formas particulares que ndo podem reduzir-se
ds primeiras, Sio ellas

dz
Va—) 1=

t:t'z
(18 V(=) (1—i )

on, debaixo de forma trigonometrica,

de de
—, deg,
N[ld.g fﬁ? P tf({.}].seniﬂd?

que, tomados entre limites determinados, se chamam inte-
graes ellipticos de primeira, segunda e terceira especie.
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E de notar que o desapparecimento das potencias im-
pares da variavel no polynomio que o radical affecta podia
obter-se por outro methodo, seguramente mais rapido;
mas o que apontamos e que é devido a Legendre tem
sobre esse outro, tambem por aquelle geometra apontado,
a grande vantagem de produzir debaixo do radical dois
factores reaes e de forma simples.

Um exame attento do methodo geral empregado na re-
ducgio precedente, e bem assim a comparagdo das formas
finaes a~que conduz com as que se oblém pelas reducgdes
ordinarias de expressdes mais simples que aquella de que
partimos, produzem no espirilo o convencimento de que
umas nio podem exprimir-se nas outras consideradas na
sua maxima generalidade. Sdo novos elementos de calculo,
de ordem mais elevada, transcendentes novas, que se po-
dem affectar de caracteristicas proprias para lhes simpli-
ficar a notaciio, e cujos valores numericos se devem de-
terminar construindo-se tiboas com argumentos conve-
nientes, que sirvam para o seu calculo em geral, do mesmo
modo que se procedeu para os logarithmos, senos, etc.

Assim, segundo a nolagio de Legendre, estas tres for-
mas representam-se do modo seguinte :

: 4
F(k.qa:f;g, E(k,9) =f0¢?d?.

dg
“"{k'l’ﬂaj‘;(iﬂm‘?)w'

k chama-se o modulo, ¢ a amplitude, e X\ o parametro
d’estes integraes.

4
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No capitulo seguinte mostraremos como a formago das
tiboas d'estes integraes se pide levar a efleito, lancando
mio de propriedades que previamente serdo apresentadas.




CAPITULO I

Resuvo.—Transformacio dos integraes ellipticos de primeira e se-
gunda especie pelos modulos ¢ amplitudes. — Caleulos nume-
ricos. — Formaciio de tiboas.— Tiboas de Legendre. — Ideia da
sua construcgio e uso,

Os integraes ellipticos das tres especies que apresenta-

mos no capitulo precedente, considerados como elementos
de calculo numerico, precisam de ser reduzidos em taboas.
Legendre foi o primeiro qué emprehendeu a sua formacio,
e suas sio as primeiras tiboas que se formaram. Eslas
taboas dio o valor numerico do integral quando se conheee
o modulo e a amplitude. Nellas ndo entram as func¢des
de: terceira especie pelo motivo de que tendo estas fun-
cgbes, alem da variavel pringipal, duas constantes arbitra-
rias, seria preciso que as suas iboas livessem tres entra-
das, o que, como diz o mesmo Legendre, seria inexequivel.

Vejamos como se pode obler a sua formagdo, come-
cando pelos integraes de primeira especie.

0O calculo d’estes integraes funda-se na seguinte proprie-
dade, que passamos a demonstrar

Todo o integral elliptico de primeira especie péde ex-
primir-se w'outro da mesma especie, mas de modulo maior
e de amplitude menor ; ¢ vice-versa.

LB ]
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Com effeito, se no integral

fizermos, como Landen,

sen2 e
p==arc lgk——_!_wsa—m,

sen2w
— k+4cos2a’

2 de
F(k,¢)= e
) i+ffﬂ” I—F2sen’w

F(k,q;).:.l—% Fk,0)....... 45);

gy

sendo os modulos e amplitudes ligados pelas relagbes
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Mas, atendendo a que & k <1, (16) mostra que &
K>k e (17) que é o <g; portanto as tres equacdes
(15). (16) e (17) demonstram a primeira parte do theo-
rema.

Quanto d segunda parte é ella uma consequencia imme-
diata da primeira, e traduzida pelas equacdes

F(k',m}='+;" Flk) «...... (18)

| —VI—}% 19
=':'—-'-:'—-ﬁé ........ - ( }

combinadas com (17).

Este theorema fornece dois processos de facil compre-
hensio para o calculo de um integral de primeira especie,
consistindo um no decrescimento successivo das amplitu-
des, e augmento dos modulos, que tem por limite supe-
rior a unidade; outro, ao contrario, no decrescimento con-
tinuado dos modulos e diminuigio das amplitudes, fazendo
convergir aquelles para o seu limite inferior zero.

Pelo primeiro processo o valor do integral proposto
vem a depender de

Y de d
F l, _ — e — §— — ——ql_
( ?) ‘/‘ﬂ!«'l_ enip OC-DS?

que se determina pelos processos ordinarios do calculo in-
tegral. A paginas 231 do 4.° volume do Francoeur vem
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o valor d'este integral, e, calculando a constante que 14 se
encontra, acha-se

==]"'%
0(!{15? I 8

frmiad

1 t By
——1 4 -1 ]
& 27
L o S
Representando por
""1- i'r"[ It_a Pee u'l;','
o8 modulos successivos, e por
* 1 ?i----?u

as amplitudes, teremos (15)

| 1]

F (ks, $a) = 1+ks F (ks, #3)
2




que dao

2 9 2 2
Pl =1 Toh Trh T3k

F (kn,9n)-.. (@),

sendo os modulos successivamente calculados pelas rela-

¢Des

k_al/-:fl:ﬁ ._2!-/-5 _‘_2"‘ kn—‘l
g T T I PN PO BT TR

que ddo

Rlein by pior Smko pel Bie.sacs o i
AT Toh P Tk Vi

e portanto (a)
klkiks' ...kﬂ
e “Flkn, oa)s
F(:?} I"Ik..kik!""k'_' {.“?ﬂ}
on, ainda

Fllg)= /2 ky ks 2 Kot koo P (b, 90).

Suppondo portanto ks o valor limite do modulo, e ¢a 0
valor correspondente da amplitude que deve ser finito e




40

determinado, ou suppondo ky —1, g,=1{, teremos em
fim a formula a empregar no calculo numerico de F(k, ¢),
seguindo o primeiro processo

T Y ! x
Fih =y fibcks. L g 1) .. (20),

que se deve combinar com as formulas (16) e (17) por
onde se calculam os modulos e amplitudes suceessivas.

Pelo segundo processo, o valor do integral proposto
vem a depender do valor de

Na mesma notagio empregada no processo anterior,
e usando das formulas que servem no presente, teriamos

L4 ky A4k 14k
Flbg) =g 5= ...\ —5— F (ke o)

ou, attendendo aos valores limites de & e @, ky==0,

Pr=1

Fik, 9}=%(‘! ) (4hg). o (1K), oo (21),

s

formula que servird no caleulo, seguindo este processo,
combinando-a com as equagdes (17) e (19), por onde se
calculardo successivamente as amplitudes e os modulos.
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E facil de ver, attentando nestes dois processos, que nfio
é indifferente a sua escolha para o caleulo de um dado
integral, ndo vindo o seuwnumero conseguintemente a con-
stituir uma abundancia, antes sendo o seu complexo in-
dispensavel para constituir os meios do caleulo em questio.

De facto o uso de cada um serd determinado pela gran-
deza do modulo do integral proposto comparada com os
limites O e 1 d'esta quantidade, o primeiro applicando-se

" : 1
quando o modulo estiver comprehendido entre 5l

1

3

O seguinte exemplo numerico, transcripto de um tra-
ctado sobre este assumpto de Oskar Sehloemilch, illuci-
dari a doutrina exposta, mostrando a brevidade com que -
se oblem um valor muito proximo do limite para o mo-
dulo, quando o seu valor primitivo ndo esti muito afas-
tado d’elle. Como se vé nesse exemplo, pertencente ao
primeiro processo, duas phases de calculo sdo bastantes
para achar um modulo que differe do limite 1 numa uni-
dade da setima casa decimal.

Seja

o segundo quando estiver entre 0 e

24 1
k=§§,tp =—-3-1r=50 3

o calculo da
ky=0,9997917, ks=0,9999999
91="58°7"14" 15

o = 58°6/39",57.
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Temos pois (20)

e IC s D

. /0.9997917

aqf I e =
0.06 1L tg 74°3'19",79 =1,278522,

De uma maneira inteiramente analoga se procede no
calculo dos integraes ellipticos de segunda especie.

Seja
k?}=[L 1—hkisen?q.do

um integral de segunda especie. Pelo emprego da mesma
substitui¢gio usada nos de primeira, e junctando a am-

T
bos 0s membros A sen g= / kcospd g, obteremos
FQ :
: 4
k{.h’l‘:]-]-f:senipzf (Ap+keosg)dep=
U

" 14+kens2w
=2 : s dw=
i oV 1+ 2keos2w 4 A2
9 /[ﬂiuc({-—ﬂsan% w)
y 4 .k
* D\/ 'H{,I] l.u

do




ou, emfim, fazendo

eV
14k

E(k, v)+ k sen 9 =(14 k) E(K,w)+ (1—K) F(k,w). .. (23).

Esta equagio d, attendendo a (18),
1
E(k;9)+ kseny=(1 + k) E(F, ») + —2—(1—k‘) F(k,9),

d’onde

—;—u — K Flk,9)=E(k,9)—(1 | K)E(F,w)+ kseng. .. (28).

Esta ultima relagio mostra que todo o integral elliptico
de primeira especie pode ser reduzido a dois integraes de
segunda; e a equac¢io (23) mostra que um integral elli-
plico de segunda especie pdde ser expresso n'um de pri-
meira, ¢ n'um de segunda de modulo maior e amplitude
menor, ou vice-versa, conforme d'ella se tira E (k, ¢)
ou E (K, w).

Seria prolixo mostrar como esta propriedade conduz ao
calculo numerico dos integraes de segunda especie, com
a aproximagdo que se desejar.

Pelo que respeila aos integraes de terceira especie, com
quanto a mesma substitnicio empregada nos das duoas pri-
meiras especies, lhes seja tambem applicavel, comtudo
conduz a formulas em extremo complicadas; e como por
outro lado, segundo dissemos no principio d'este capitulo
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estes integraes nfio s¥o reductiveis a taboas, omittimos
essa transformaciio,

Além d'isso Legendre mostrou no primeiro tomo do sen
nolavel tratado das funecfies ellipticas muitas e importan-
tes propriedades d'esta especie de integraes, que fazem
com que em grande parte de casos, o conhecimento dos
integraes das duas primeiras especies, conduza ao conhe-
cimento dos de terceira.

Mostrou este geometra que sendo os seus parametros
imaginarios, aquelles integraes se reduzem a outros que
08 lem reaes; que os integraes completos d'esta especie,
ou cuja amplitude ¢ de 90° se exprimem sempre nos das
duas primeiras especies ; que essa mesma reducgio ¢ pos-
sivel w'wma immensidade de casos; emfim, que sempre o
valor d'estes integraes pdde ser determinado por series
muito convergentes, e bem adequadas ao seu calculo.

Abstemo-n’os de justificar todas estas propriedades, por-
que dariamos ao nosso trabalho latitude superior 4 que
desejamos.

Depois do que fica dicto, e attendendo a que, pela pe-
riodicidade da quantidade sen?p que-entra nos integraes
das ‘tres especies, 0 conbecimento do valor d’estes inte-
graes para as amplitudes comprehendidas entre 0 e 90°,
di o seu conhecimento para qualquer amplitude, compre-
hende-se como se podem formar as taboas d’estas fancgdes.
Calculados os integraes para uma serie de arcos compre-
hendidos entre 0° @ 90°, determinar-se-hdio 0s dos arcos
intermedios por meio da interpolagio, e os dos arcos su-
periores pela periodicidade.

Legendre apresenta primeiro uma toboa contendo os
valores d’estes integraes completos de primeira e segunda
especie, de decima em decima de griu, on de 6' em 6,
e achando os seus logarithmos com 14 decimaes. A se-
gunda taboa contém o0s valores dos integraes de primeira
e segunda especie de 30" em 30/, para o modulo cujo
angulo & 45°, e com 12 decimaes. Emfim a taboa 1X
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contém os valores d'estes integraes, calculados de griu
em griu da amplitude e do angulo do modulo, com 10
decimaes de O até 45° do angulo do modalo, e com 9
d’ahi até 90°,

No capitulo seguinte vamos ver como o calculo d’estes
integraes se pode levar a effeilo pelo seu desenvolvimento
em series adequadas a esle fim.







CAPITULO I

Resumo. — Desenvolvimentos em series dos integraes ellipticos das
duas primeiras especies. — Integraes completos. — Reduegio a
estes. — Valores das series obtidas. — Transformaces que aug-
mentam a convergeneia.

Comegaremos pelo desenvolvimento dos integraes com-
pletos, e tio somente para os das duas primeiras especies.
Estas series além da sua importancia directa para o co-
nhecimento d’estes integraes, tem como veremos o grande
valor de serem os mais simples elementos para a formacio
das series dos integraes com amplitudes quaesquer.

Seja pois

1
o
0 Y1—iisenty

um integral completo de primeira especie. Desenvol-
vendo a polencia do binomio que entra no denominador,




acharemos
1
2 7
K=' . (i+ — k¥sen ?+3 Tk’smiqw
14 &
-+ ‘?. T. -"B—A'SSBI.I"(P ) d?

Por outra parte a formula (Francoeur, 4.* parte, n.° 190)

coszsen™ g m—1
./;en'“zdm= - T sen"2xdx

d4, fazendo m==2n, e, tomando o integral entre os li-

mites 0.0 -1 .

2
| 1
./Tt wuiﬂxdz=2n_l/?w%nikiwdz,
0 2 Jo
i"
2;:‘/? sen*" 2z dr=
i

=
=.?_’;_:_{. 3:—_3. ’ 3 sen'—lzd
B ¢ 0




1
5 =
&_ﬁ_’ Ef’f 2 “seni—l pdp —
2n '2:@-—2‘ 0
1
__2n—1 20—3 225 (2"

2n " 2n—2 2k |

---------------------------------------

2n—1 2n—3 2n—(2n—3) [ 2 sent—t—2)zd
2n 2n—2"2n—(2n—4% 0

1
_2n— 2n—3  2n—(2n—1) [ 2 'dr,
2 W2 @) [, T

ou

1
3" L35, .00
2 =" s
o oo ¥ e i g
Esta formula d4, fazendo ‘successivamente n==0, 14,
|

20 » multiplicando os resultados por 1, Y k2,
-;—. % kY ete., e sommando, attendendo além d'isso a

b
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que para n =0 se reduz a 3

1.3.\2 1.3.5\2
1) M+ (35

FEsta serie # muito convergente para valores muito pe-
quenos de k.

Se porém o modulo ndo for convenientemente pequeno,
podera a formala (25) ser substituida por oulra em que
esta quantidade seja (30 pequena como se quizer, empre-
gando a transformacio expressa pela formula (18).

Assim, effectuando essa transformacio uma so vez, te-
riamos

K= F(k, —;L) = -l—+2—k1‘ F (ky, ®) = (1+ k1) F(\kh%)

attendendo a que é




o

Temos portanto, combinando esta relagio com (25),

7: 142 4.3\1
K=Tf“+kl)%l+(—2‘) ke*+ ‘%-—J' byt -

J

1.3.5,? (1.3.5...{2:4—!))’

ety M @n
+(g5g) H® -t 2.5.6... 2n ) F*(---(26)

sendo /4 determinado por (19).

E facil de ver as formulas que serviriam, feitas duas,
tres ou mais transformacdes, e de concluir que o calculo
de K se pode fazer por series (do convergentes como se
quizer.

Procede-se d’'uma maneira inteiramente analoga para
0s integraes completos de segunda especie. Assim repre-
sentando por £ um integral completo d’esta especie

i 1
(27 (2" -
E= doAgp= do(1—k2sen?q) T,
0 w/ 0

teremos

1
e (25 1 1
Pl P T i (g G S S S
E é ji g Ksen® g—g—rkisent

) iﬁk’senstp eesst 9,
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ou, integrando pela formula apresentada,

% 1.2 1.3 1.3%.5
TR L DY CHERC Y . N - o
et %’ (g) P—EpF—grept

a que se pide dar a forma mais symetrica

108 13K /1.3.5

% |
E“"‘_li'—(?f T 2.8 3 T\TR6

2

_(1.3.5...(%—1).3 ke

2.4.6... 2n / 2n—{ -+ (27).

Poderiamos, como fizemos para o integral de primeira
especie, achar formulas que exprimissem E em modulos
menores, e tanto como quizessemos. A facilidade porém
de as obter, dispensa-nos de nos demorarmos mais neste
ponto, limitando-nos a apresentar a formula analoga a (26)
que dd o valor de E, feita uma unica transformagio, a
saber :

gixs 4.3,
E= ({dk’}=i+5(_§_) "".1!+9’m;| k't 4

y Bl {Qﬂg:”)‘kl!ni ..o (28).

Passemos aos integraes de primeira e segunda especie
de qualquer amplitude.
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Se F(k, ¢) fizerm k—@ teremos
em F(k, ¢) fizermos e 7 e

i g 14 ky G
VI—i¥senly V' 1+2kcos® 29 +k

1 1
=“+""i}'i+ﬁ‘tﬂﬂ?ml . :ii 4 kye—2ov—1 3

Desenvolvendo as potencias dos dois factores do se-
gundo membro, e multiplicando os resultados, obter-se-
hido termos em que entram potencias pares positivas e
negativas de e; e finalmente passando d’estas exponenciaes
imaginarias para cosenos, achar-se-ha

1
VI—Bsento sen®g

=Ag—A30052¢ -+ Agcoshg—Agcos6g...(4)

sendo

/1. 3\2
| et '
2.4) ki ""l

1 |
Aﬂl=“+5‘t}}!+ (?,} ko
1 1\* 3
s ikeh ’?’H(@) o

+(;_:%)=%k15+ .I

ete.
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O primeiro coefficiente, comparado com (26), di

e emfim, que todos os coefficientes se podem exprimir
nos integraes completos do mesmo modulo, de primeira
e segunda especie, porquanto a formula

2
(n—1) da=2 (n—2) T2 4y g —(n—3) du s

mostra como todos estes coefficientes se exprimem nos
dois primeiros, e estes ji vimos como se exprimem em K
e E.

Pd-
Seem F(k ¢)= d— substituirmos o valor (4)
4L
e integrarmos, acharemos

1 i
F(k,q.):ﬂw—-g—dgsenz?-}-TA;senhp

1
ﬁgdm&ﬂﬂ?ﬂ?
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Analogamante achariamos

E(k,qa]=B.;.g+iBgsenQ?-—iB;seniv

2 &
1
....‘_':72-—“32‘5&!12?, b ke s v vy s (UL

sendo

(2n+ i)Bg.,__——;{E—k*) (2n—2) Ba,—_s—(2n—5) Basi

2 b (29— E—2(1—%) K
By=—E, By=—. . ;

Estas formulas achadas para o desenvolvimento de
F(k,9) e de E(k, ¢) sio pouco convergentes, por isso
ndo tém o valor pratico que bem era de desejar para o
calculo d’estas funcgbes.







CAPITULOD IV

Resumo. — Operagdies com os integraes ellipticos de todas as espe-
cies, — Formulas & redueqdes.

Sabe-se que as funccfies a que conduz a integracdo das
expressbes racionaes fraccionarias, e bem assim das irra-
cionaes, sempre que o integral nio contenha um polynomio
de griu superior ao segundo, gozam da propriedade de
poderem ser combinadas por somma, diminuicdo, efec.;
isto &, que se pdde sempre : dadas duas funcedes homo-
geneas mas de diversos argumentos, determinar uma fun-
cgdo da mesma especie, que seja a sua somma, @ suG
differenga, etc., e tal que o sew argumento se exprima
por uma velagdo determinada entre os argqumentos das
funcgdes dadas, Sio estas propriedades, como tambem é
sabido, que dio dquellas funcgDes a sua maxima impor-
tancia.

Vamos ver que eguaes propriedades se verificam tam-
bem nos integraes ellipticos de todas as especies.

Comegando pelos de primeira, e pela somma, faca-
mos

f@)+f@)=f(8) ...ccoc.... (a)




1~ e

o dz
f{:} :fo Vl:i—-z‘] “_kiz!); 2

tracta-se de determinar z em funcgio de z e y.
Facamos

sendo C uma constante. A differenciacio d4, reduzindo ao
mesmo denominador o resultado e dividindo por 1—k222 42

VA=A (1—F" %)
I—R iy dz+

Vl—a?) (1—it %)
E—

-I" dy=0-
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Integrando por partes, representando por M o primeiro
integral e o segundo por N, temos

VI 1=

O 1—I3 g3

o I —

__/qzylﬁk‘(m‘+y*)m~(l+k*) (A+i2ay®) dy
VA=A =Ry (1—B P

L3

9 J2 424
_[ﬁ:ﬁ%‘yyg—)g Vl—y?) (1—ky*) de,

ou, fazendo

zy |2k (221 o) — (152 (1 41222 2

|
e

2/ 222 A
I—Rztyp—

y A=A =R
[—pe e

Ady
) V=P U—Fy)

— | BVI— 1—R ) da.

z......—
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Analogamente se acharia

L p—
N="1 1_2e(x!ya }-'f"

Adz b
) V= (I—2Y)

— | BVI—=2%)([1—i%2%) dy.

Y,

Por fim, attendendo a que é

M4+ N=C(,

e além d'isto

dx
V(1l—a?) (1—k¥a?)

+

VA=) (=B y¥). de + VT—a) (1—F2%) dy =0,
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teremos

VT TP + gV (=) _ . .
._'_{__ﬁjxiy! st =g e | .:

como condi¢io para que seja verificada a relagdo (b).
Para . =0, (d) dd

y=0Cy,
e como, na mesma hypothese, & fz =0, teremos (b)
C=[(C1)
e portanto, fazendo Cy =z,

[@+ @)=L ceeeenrnn. (31)

como se pretendia, sendo z ligado com = e y pela re-
lagio (d)

__aV I (1) + y ¥ (1= (1)

* -

.. (32).

Passando para func¢Bes trigonometricas pelas hypo-
theses

x=seng, y==seny, z==senq,




obteremos (31)
F(k,9)+ F(k4)=F(k
sendo (32)

i _ sen@cosyAd 4sendeosgAe
g5 1—Fk® sen® ¢ sen® §

... (38).

E o theorema da addi¢io dos integraes ellipticos de
primeira especie que pide enunciar-se do seguinte modo:
«dois integraes ellipticos de primeira especie, do mesmo
modulo e de amplitudes diversas, podem sempre reduzir-se
pela sua somma a wm integral da mesma especie, do
mesmo modulo e com a amplitude determinada.

A amplitude s pode determinar-se pelo seno, usando
de (34), ou por qualquer outra linha trigonometrica,
transformando esta formula.

E assim que se pode achar

_Bedd+igdap
I—igeigragay

tgs

formula, como se vé, muito apta para o caleulo de .

O theorema da subtracgio deduz-se de (33) e (34),
mudando ¢ em — ¢, e attendendo a que F(k, {) se muda
em — F(k, §).

Temos assim (33)

F(l,9)— F(k, ) = F (K, o (36)




sendo (34)

mu:mn?ms'ﬁa@——swnpmwa?
1—4*sen® g sen® ¢

S 1 4

ou (35)

___lgedd—1igdae
B =7 gygoadag B8

Se em (33) fizermos @==1{, acharemos, pondo gg

por o,

2F (k, ) ="TF (k, 9a),
sendo

N
Analogamente,
F(k, g2) + F (k, ) =F (k, 93)

di

3 F(k,¢)=F(k, ¢3),
sendo

sengacosp Ao 4-Sengcosged g2
{—k* sen* ¢ sen® g

sen gy =
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podendo ¢ exprimir-se s6 em @, pelas formulas dedu-
zidas no caso antecedente. O que é bastante para mostrar
como se podem multiplicar por qualquer numero os inte-
graes ellipticos de primeira especie, e determinar o pro-
ducto.

Egualmente se vé com clareza como & possivel a di-
visio de um integral d’esta especie por qualquer numero,
e como se levaria a effeito.

Passemos aos integraes da segunda especie. Fagamos

E(k o)+ Ek, §) ==

Differenciando vem

de=Apde+Addy

mas, attendendo a que, segundo o theorema da somma
dos integraes de primeira especie, se tem

Apde+Agdy=0,

vird, sommando com (a),

do=[Ap+a¢] [do+d¢] ....... (o)
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Sabe-se que a equacio (b) conduz 4 seguinte relacdo
enire ¢, ¢, 5

Cosc==cospcosy —sengseny Ac.... (39)
que pdde ser posta debaixo das férmas

COSy==cosccosy +sencsen A g
. (40).

C0S ¢ ==C08 3 ¢0S P -+ sen o sen § A §

D'estas equagies, tirando os valores de Adgp e Ay, o
pondo em (c), resulta

-

dw=(msq>—cos+msa)d (cos'.b—-msq:mw) ay,
sen ¢ sen s seén p sen 5

oua

d (sen® g 4 sen?§ + Ecosrmspcns:}

dz=
8en ¢ sen 4 sen o

ou ainda (40)
da=k?*d (sen s sen g sen §) ;
que dé
x=I*sencsengseny 4 E (k, o)

visto que =0, di (36) § =, ¢ (4), 2= E(k o).
6




Temos portanto ()
E(k,¢)+E (k,4)=E (k, c) + k*sen gsen{ sen s . . (41),

relacio que estabelece o theorema da somma dos integraes
ellipticos de segunda especie.

Para os integraes ellipticos de terceira especie, limita-
mo-nos a apresentar a formula que traduz o respectivo
theorema, e a dizer que a ella se chegaria por um caminho
inteiramente analogo.

Temos para estes integraes

I, (h, k, ) + My (b, K, $) =Ty (b, k, o) +

sengseny

hseng. d (sengsen ) (42)
| 15 hsen’s—2haccosesengseny+h(h+ Kk sen’s)sen’gsentd
0

onde se nfio acha effectuada a integragio por ella depen-
der dos valores de k e A.

Os theoremas respectivos para as outras operagbes so-
bre os integraes de segunda e terceira especie, seriam
evidentemente deduzidos das formulas (§1) e (42) como
para os de primeira especie o foram de (33).




CAPITULO V

Resumo. — Applicagdes. — Rectificagtes, especialmente da ellipse
@ da hyperbole. — Ideia de usos mais latos.

Vejimos como o conhecimento dos integraes ellipticos
pode conduzir & obtengdo de um arco de ellipse rectificado.
Seja (fig. 3) BM=s o arco que se pretende conhecer,
contado a partir da extremidade B do eixo menor. Sabe-se
que, tracados os dois circulos concentricos com a ellipse,
€ cujos raios sio os dois semi-eixos a e b, um ponto qual-
quer da ellipse M, tem a mesma abscissa que o ponto N
do circulo exterior, e a mesma ordenada que o ponto Q
do circulo interior dado pela sua intersecgdo com o raio A N.
Temos portanto, representando por z e y as coordenadas
de M, e por ¢ o angulo BAN,

r=aseng
y=becosg;
logo
ds®=da®+ dy =(a%cosg + b¥sentg)d¢® =

2
=(a?—(a®*—b¥) sen’y]dgP=a? 1 — ’

—
aib sen‘?idqﬁ.
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Vai—p3
Portanto, fazendo ‘"‘,1,_'="" que marca a excen-

tricidade, teremos

; e R S
s=af Vi—k¥sen?q.dp—a E(k, ¢).
0

Por onde se vé como a rectificacio da ellipse depende
de um integral elliptico de segunda especie.

Para obter o quarto da ellipse, fariamos <P=—;—'rr.
- teriamos

Usando da theoria da addicio dos integraes de segunda
especie, poderemos achar a somma de dois arcos de ellipse,
e resolver muitos outros e importantes problemas a res-
peito dos arcos d’esta sec¢iio conica.

Para a hyperbole, (fig. &), sendo 0 4 o seu semi-eixo
maior, A B o semi-eixo menor, O B=/a?+ 1% a sua
—-1
AB b2
0B~ I/E!__-I- B uma
terceira proporcional a OB e AB; finalmente, tirando

por C a parellela CD ao segundo eixo, leremos para um
ponto qualquer M

excentridade, e tomando OC—

_ by
MC=y=OC.IgM"GC—ﬂ;m

representando por ¢ o angulo M O C.
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Da equagio
N

tira-se para valor da abcissa

. & a‘ 2 ;
T cosp¥ T gippr 0T,
a
ou, fazendo m =k,

a ST R
— —J/ — 2
Py 1 —i¥sen?y,

Teremos pois

bRde

“VaT, cos® o ' 1— k¥sentq’

ds

¥

que d4, por fim,
o g

+Vat b2 a.gtg.
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Por onde se v& como um arco de hyperbole pide ser
rectificado fazendo uso dos integraes ellipticos de primeira
e segunda especie.

Entre os arcos da hyperbole podem fazer-se combina-
¢hes analogas ds que se podem fazer com os arcos da
ellipse, bem como se podem comparar arcos de ambas
estas curvas. Nds tocamos muito por allo este ponlo por-
que pos desvia do nosso fim. Queremos neste capitulo
apenas, justificando o nome dado aos integraes que esta-
mos estudando, mostrar algumas das suas applicacdes.

Querendo dilatar estas applicagbes, veriamos como uma
immensidade de problemas de geometria e mechanica vem
a depender d'estes integraes.

Ja n'outro logar as apontimos, e com isso nos satis-
fazemos. Estudal-as por miudo pertenceria a outro livro .
que ndo tivesse esle caracter.




SEGUNDA PARTE

Funccdes ellipticas






CAPITULO VI

REesumo. — Defini¢io e propriedades das funecdes ellipticas.— Suas
especies e distinecies.

De certo que a analyse teria conduzido o espirito' do
homem ao conhecimento das func¢des goniometricas e
cyclometricas, arcos e linhas trigonometricas, se a geome-
tria se nio livesse antecipado no seu descobrimento, e
enumeracio de suas propriedades.

Assim os integraes

: - n : dz rc
- =arsenz, =arclgz
oV 11—zt o1+ 22 '8

dariam, invertendo estas funcgdes, e fazendo arc sen z==u,
arcigz=v

Z==senu, s=1igv;

e do.mesmo modo para as outras e analogas fonegbes.

O estudo dos integraes respectivos daria o conhecimento
das propriedades d’estas func¢des. Emfim nenhum dos cara-
cleres que a geometria Ihes assignou ficaria por descobrir.
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Ceest, diz Hermite, en quittant le champ de Ualgébre
et en quelque sorte dés Pabord du caleul intégral, qu'on
est amené naturellement et sans effort & Uorigine vérita-
blement féconde d'une infinité de fonctions nouvelles, dis-
tinctes essentiellement les unes des autres, offrant pour cha-
cune d'elles un ordre de notions analytiques propres, en
méme temps que de caractéres communs qui les réunissent
en grandes catégories, et dont I'étude aprofondie est Uun
des objets les plus intéressants de la science actuelle.

Este caminho porem que ndo é criginario no estudo
das fancgbes goniometricas e cyclometricas, tem este ca-
racter no estudo das funcgOes ellipticas, que sb a analyse,
e muito modernamente, estudou na sua definicio, proprie-
dades e numerosas applicaces.

Attentando no valor do estudo das func¢Bes circulares
e trigonometricas, na maneira como o calculo integral a
ellas conduz pela inversio de cerlos integraes, facil nos
parece o apparecimento no espirito da ideia de estudar as
funcgDes inversas dos integraes ellipticos. Sdo estas fun-
cgbes inversas que receberam de Abel o nome de funccBes
ellipticas,

Fazendo para os integraes ellipticos de primeira es-

pecie

tem-se a nota¢do inversa

e==am (u), mod. k

ou, mais simplesmente, sswasvae )

p=am(u,k)

e diz-se : ¢ egual a amplitude de u ¢ k.




Para valores particulares do modulo, como k=0,
k=1, tem-se

u="F(0,9)=49,

s G
w=F(, g =Lig(=+5¢)

1
q:=23rcige“-—12—::;

valores que ddo por (&%)
u=am(0,u),
i
?=um{l.u]=iamtge“—»§-m

Como vimos na primeira parte, o conhecimento dos
integraes ellipticos de primeira especie de qualquer mo-
dulo e amplitude, pode sempre fazer-se depender do co-
nhecimento de um integral completo, e de um outro niio
completo, do mesmo modulo, e cuja amplitude & inferior

a b =. Esta propriedade ¢ expressa pela formula

2
rte ‘w
‘/m £i=2mKi/ 4% .. (5)
0 Ay J 08¢




v=2m K+ y;

am(2mK = u)=m= = am(u)

que mostra uma propriedade correspondente e fundamen-
tal para as funccBes ellipticas.
De

_/0 B,

tira-se facilmente

que indica outra propriedade, como se vé, de summa im-
portancia tambem.
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Péde dar-se uma imagem geometrica d'estas relacdes
entre as amplitudes e os integraes, construindo a curva
das amplitudes (fig. 5), que tem por abeissas o valor do
integral, ou u, e por ordenadas as respectivas amplitudes,
ou .
S,;ando ¢==0, para u==0, vé-se que a carva passa
pela origem.

A inclinagio da tangente com o eixo dos = é dada
por

lgu:gi%{u)=1’ 1—i%sen®p

que para 9=0, di «=45";

para ¢ ===, a==arc(ig=F1—k%);

e, para g=2m%, a=45".

Vé-se pois que a curva, dividindo ao meio o angulo
das coordenadas na origem, se vae successivamente aba-
tendo sobre o eixo dos z, até um limite inferior, cres-
cendo depois alé novamente adquirir a inclinagio de 45°,
€ assim indefinidamente.

Fazendo

ttemt K +2K +3K,.... =aK,




acha-se para ¢

?mi-%,iz-%-,tﬂ

0 que mostra que os pontos da curva das amplitudes que

tem por abcissas multiplos do integral completo, se acham

sobre uma recta, passando pela origem das coordenadas.
Fazendo

u=2K+ v,

acha-se, por (46),

p==x+am),

por onde se vé que se Cy Dy se fizesse coincidir com 4 By,
a por¢io de curva Cyn Dy coincidiria com 4 m By,
Fazendo

u=2K—u,
acha-se pela mesma equacio (46)
p==n—amu),

por onde se vé que o arco By Cy é egual a A By, mas em
ordem inversa.

E estas propriedades, que a discussio das equacdes (46)
e (47) manifestam, dio perfeito conhecimento da curva em
questao,
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A forma normal dos integraes ellipticos de primeira
especie

"3 dz
u=j 7 i v (48)

?
Boadll Rl 7§
0A4¢

di para inversa, ou para funcgio elliptica correspondente,
por ser ¢=am (u),

on

2=8eN.GM(U) eccaverrrns (49).

Analogamente todos os integraes ellipticos que se podem
reduzir ou fazer depender de (48), originam respectivas
funcgbes ellipticas de primeira especie tambem, e que se
acham do mesmo modo.

Por entre essa infinidade de funcgbes, cuja existencia
se concebe, tres tém sido consideradas como merecendo
especial attengdo, porque ellas constituem a base de todas
as outras; tém um caracter especificado de maior sim-
plicidade relativa, ou pelo menos podem ser conside-
radas como os termos de reducgio de todas as outras,
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Estas tres funccies da amplitude s¥o, além de (49) que
di o seno da amplitude, o coseno da amplitude o delta
da amplitude, que se deduzem, como inversas dos inte-
graes

i dz
§ = OL--“_—:E-!)(ZT_'IJTJ SRR (1 ) -

das quaes a primeira di
z=cos.am(p) ..... ceees (02),

e a segunda

Estas tres fancces (49), (52) e (53), sio, como as
fancgdes goniometricas, sujeitas 4 periodicidade. Este ca-
racler porém, ao mesmo tempo que marca uma impor-
tante analogia enire estas duas ordens de funecdes, pela
diversidade com que se apresenta em cada uma, assignala
simultaneamente a sua dessimilhanca. Vamos estudar este
caracter da periodicidade nas tres funcgbes que definimos,
e veremos como elle marca a estas funccdes uma ordem
mais elevada que para as funcgGes goniometricas.
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Por ser (46)

am (& K = u)=2= =+ am (u)
serd

sen am (& K = u) = == sen am (u),
que d4, attendendo a (47),
senam (u =+ & K)=senam (u)..... (54).
Do mesmo modo

cosam (u =4 K)=cosam (4). ..... (55)

P

Aam (u =k K)=Aam(u)....... .. (56)

formulas estas que mostram como as tres func¢les em que-
stdo, adquirem o mesmo valor quando a variavel au-
gmenta de 4 K.

E de notar, porém, como caracter distinctivo d’estas fun-
ccles, que o seun periodo no é um numero absoluto, como
nas funccles goniometricas, pois que, attendendo & signi-
ficaciio de K, elle depende do valor do modulo.

Nio & s0 esta a differenca entre ‘as duas ordens de
funccdes. Estudando a sua periodicidade debaixo de um
ponto de vista mais geral vamos ver, comecando pelo seno
da amplitude, que estas tres funecDes sio duplamente pe-
riodicas, pois que tém, alem do periodo real & K que ji
determindmos, um segundo periodo imaginario.

E realmente esta propriedade das funcgles ellipticas, a

1
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mais importante e digna de ser convenientemente analysada.
Tem ella sido, como se sabe, objecto de serios e impor-
tantissimos trabalhos, que tem conduzido a curiosas conclu-
soes. Jacobi havia demonstrado de uma maneira clara e
precisa que a dupla periodicidade marcava o maximo d’esta
propriedade em qualquer funcgdo, provando ser absurda
a existencia de uma funcelo com mais de dois periodos.

Briot e Bouquet, seguindo os trabalhos de Liouville
sobre as funcgbes duplamente periodicas, mostram como
esta propriedade se manifesta nas funccdes ellipticas; e
Liouville, corroborando a proposigdo de Jacobi, demonstra
que s estas funcgdes gosam de tal propriedade.

0 seu estudo fard no nosso trabalho o objecto do capi-
tulo seguinte.




CAPITULO VI

Resumo. — Dupla periodicidade das tres funegles ellipticas de pri-
meira ordem : seno, coseno, e A, da amplitude.

Comecemos pela primeira d’estas func¢des, estudando o
integral correspondente

; d
iy

1
V{i—2%) (1—22Y)

sendo

f@)=

¢ determinemos o valor d’este integral entre limites dados,
apreciando os valores de que elle ¢ susceptivel quando va-
ria o caminho da integragdo.

Como se vé, f(z) apresenta quatro ponws singulares

1 1
z=+i,z=—l,z=—k—,z=—T

em que passa pelo infinito.

L]
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Estes quatros pontos estdo : os dois primeiros, siluados
sobre o eixo do a, 4 direita e 4 esquerda da origem; os
dois segundos, sobre este eixo na mesma collocaciio rela-
tiva, on fora e um abaixo outro acima, segundo K for
uma quantidade real ou imaginaria. E o que mostra a re-
presentac¢io de Cauchy, que n’outro logar apresentimos.

Considerando o caso mais geral sejam (fig. 6) By, B,
Cy, G5 estes quatro pontos, e sejam A ¢ M os pontos li-
mites do integral.

Como se v&, muitos sdo 08 caminhos que podem seguir-
ge para ir de 4 a M. De todos estes caminhos o mais ge-
ral, porém, & evidentemente aquelle em que o ponto mo-
vel, partindo de 4, eerca muitas vezes cada um dos pontos,
e volta a A, para seguir pelo caminho rectilineo A M.

Para termos, portanto, a formula geral do valor do in-
tegral, precisamos de determinar o seu valor parcial, sup-
pondo que o ponto movel envolve individualmente muitas
vezes cada um dos pontos singulares em questdo.

Assim: se, partindo de 4, envelve By por um circulo de
raio r, que se deve depois fazer infinitamente pequeno,
nds temos, segundo a notagdo jd adoptada na introducgio;

fAD;fH|Djﬂ=—fAD|+/‘Djm|ﬂl—l-fﬂl.r‘l.

Ora, o integral circular torna-se, pela transformacio em
coordenadas polores, em

2%
/D,m;ﬂ1=—£rf f('i-—f'&io')fi‘d'ﬂ,
0

que se annulla para r==0.
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Quanto aos dois integraes rectilineos, suppondo que a
funceiio parte de A com o valor inicial 4 1, e atlendendo
a que a funcedo tem no segundo trajecto em todos os pon-
tos o mesm valor mas com signal contrario, e que ao
mesmo tempo os limites sio 0s mesmos mas em ordem
inversa, vé-se que elles ddo precisamente o mesmo valor ;
vindo assim a ficar o integral em questdo, que, por brevi-
dade, representaremos por F,

1 dz
F=2f NG =

O valor do integral correspondente a uma segunda re-
volugdo em volta do mesmo ponto By seria— F, atten-
dendo a que f(z) comecaria essa revolugio com o mesmo
valor, mas signal contrario ao que tinha no principio da
primeira. Uma terceira revolugio daria o valor + F; e as-
sim por deante.

Vé-se pois em resumo que : se o caminho da integragao,
comegando em A e terminando neste mesmo ponto, en-
volver n vezes o ponto singular By, o integral correspon-
dente terd por valor, zero, ou F, conforme n for wm nu-
mero par o impar,

Do mesmo modo para o ponto By, com a differenca de
que, sendo os limites do integral zero e — 1, acharemos
depois de uma revolugdo, — F, zero depois de duas; em
resumo : — F ou zero, conforme o numero de revolugdes
for impar ou par.

Fazendo, por simplicidade

1
% & dz

A=
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——

acharemos que: se o caminho de integragio, partindo de
A, e terminando neste mesmo ponto, envolver muitas vezes,
m por exemplo, os pontos Cq ou Cy, o valor do integral
serd zero ou =G, conforme m for par ou impar, refe-
rindo-se o signal + ao movimento em volta de Cy e o signal
—ao que se suppde em volta de Cs.

Posto isto, e no caso mais geral, em que se considera
o caminho partindo de A, envolvendo muitas vezes By,
voltando a A e envolvendo muitas vezes By, em seguida
Cy e Cy, voltando sempre a A no fim de cada revolucdo,
para a final seguir de 4 a M pelo caminho rectilineo,
teremos para valor do integral

x
fof{Z)dz=pF+qG+f

sendo o signal de f(2) no integral linear o que esta fun-
cgdo tiver quando voltar 4 origem para seguir 0 caminho
rectilineo A M; e, sendo p e ¢ numeros que podem ser
posilivos ou negativos, pares ou impares, sempre inteiros.

Discutindo todos os casos possiveis quanto aos valores
pares ou impares de p e ¢, com o fim de conhecer nesses
diversos casos o signal de f(z), acha-se finalmente que
todos os valores do integral (57) estdo comprehendidos
nas duas formulas

f Zf(z)dz=2mF+n(F—-G) ¥ f ;f(z)dz... (58)

f :] fz)dz=2m+1)F+ n(F—G)— f

sendo m e n numeros inteiros, pares ou impares.

z
0

tt fgz)!dz. .. (67),

2)dz. . (99),
OIU (59)
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O conhecimento do integral proposto fica portanto re-
duzido 4 determinagio de F e F—G.
O primeiro é

pi [ - =2K.. (60);
] oV =28 (1—k*3%) ik TR A

o segundo, & o valor de [ f(z)dz correspondente ao ca-

minho que, comecando em A envolve seguidamente
os pontos By e Cy. E como por este caminho podemos
substituir um outro composto de A Dy, do circulo em
volta de By, da por¢lio rectilinea Dy Ey, do circulo em
volta de €. e finalmente da por¢io rectilinea Ey Ay, sendo
cada um dos circulos de raio infinitamente pequeno ; e,
por ultimo, attendendo a que, ndo existindo, por hypothese,
nenhum ponto singular dentro do triangulo A Ey Dy, po-
demos, conforme vimos na introducglo d'este trabalho,
substituir o caminho rectilineo Ey 44 por Ey Dy 4, teremos

l—r

r—o= [
./

f(2)d z + integral circalar +

-
,-— (f 3)! d z + integral circular 4

{—r

] »

d;+]

0
)a—f(f-)z dz.
1—r

| —r
+f\l 3+f(z)

e —

k
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Fazendo r =0, os integraes circulares, como ji vimos,

annullam-se ; o primeiro destroe-se visivelmente com o ul-
limo; e os dois restantes, sommando-se, fica por fim

k dz
FeG=—2 [ e
1 V- (1=

Sendo % uma fracgio positiva e real esta expressio &
imaginariz, e pode reduzir-se a

1
2 k dz
Fiogdea s —_—
3 =/TV FE=N) (-3

onde os dois factores binomios sio ambos positivos, e o
radical real.
Finalmente, pondo

1

| =i —fd g

Vi—kiz?

vem

i dx
P i i K .. ..(61).
| - o)

A k e ky chamou Legendre modulos complementares.
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Vé-se pois que F e F— G se reduzem aos integraes
ellipticos completos K e K' de modulos k e ky, sendo
assim (58), (59)

. gs —4mK+i.2n Ky +
=T F ek

1

3 dz
:fﬂ Vil—3% [1f£lzg}='(“r m+2)K +

-i-t-.gﬂf(i-"/’.

& dz
oV (1—2%H) (1—i2%)

o dz P
VA=) [1—k2¥

oa

U=4imK+1i.2nkK;+ u,

U=(m+ 2)K+i.2n Ky—u,

representando por u o valor do integral linear, e por Uo
do integral geral.
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Invertendo estes integraes e attendendo ds precedentes
relagbes, acharemos

senam (4m K + i.2 n Ky 4+ u) =sen am (u). . . (62),

senam|(km + 2) K+ i. 2n Ky—u{=sepam (u). . (63).

Por onde se vé que: o seno da amplitude tem, alem do
periodo real & Ky jd assignalado no capitulo precedente,
um outro imaginario de indice i. 2 K;.

Pode representar-se geomeltricamente esta dupla perio-
dicidade do seno da amplitude de uma maneira muito
elegante, e inteiramente analoga 4 da simples periodicidade
das funcgdes trignometricas.

Assim (fig. 7), tirados os dois eixos O X e O ¥, e tomando
sobre elles a partir da origem 0 A=4K,0C=2K,,
vé-se claramente pela deutrina exposta que ‘o valor que
0 seno da amplitude toma em qualquer ponto M inte-
rior d'este rectangulo, se reproduz em todos os pontos
My, My, ete., M', My, M'g elc., collocados noutros e eguaes
rectangulos, nas mesmas condigdes.

Dentro do mesmo rectangulo vé-se facilmente que ha
quatros pontos em que esla func¢lio tem o mesmo valor
absoluto, mas positivo em dois, negativo noutros dois, es-
tando cada um d’esses pontos collocado numa das quatro
partes em que o rectangolo é dividido pelas linhas ac e
bd. De sorte que, estas quatro partes sfo para esta fun-
¢¢30, 0 que os quatro quadrantes do circulo sio para o
seno ordinario.

Vé-se mais que em cada rectangulo a func¢io em
questdo & nulla nos seis pontos

0,2K,4K,i.2K,2K+i.2Ky, 4 K + 1. 2 K,
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¢ infinita em tres
K, 2K+i Ky, 4K+ i. Ky,

Considerando porém todos os rectangulos successivos
como tendo dois lados communs cada um com o0s seguin-
tes, os seis zeros reduzem-se a dois zeros simples, os tres
infinitos a dois infinitos simples, sobrepondo-se os restantes.

Completando as mais importantes propriedades ’esta
funccio, facilmente se mostraria, como fazem Briot e Bou-
quet, que ella é impar e monodroma.

Em conclusdo, e seguindo a nomenclatura de Liouville:

0 seno da amplitude é uma func¢do monodroma, impar,
duplamente periodica, com dois zeros e dois infinitos
simples.

As proporgdes do presente trabalho ndo nos permittem
dar todo o desenvolvimento que desejaramos a esta dou-
trina.

Assim, pelo que respeita 4s duas restantes funccdes,
apenas diremos que, por um caminho inteiramente analogo,
sé chegaria a analogas conclusDes para ellas.

Para o coseno pode proceder-se : jd, discutindo directa-
mente a formula

1 dz P
o VU= (kY

que lhe d4 origem, ji, e mais simplesmente, definindo esta
funcgo pela relagio

cos am(u)=""1—sen*am (u).
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Achar-se-ia por qualquer dos caminhos que :

O coseno da amplitude ¢ uma funceao monodroma, par,
duplamente periodica, sendo &K o indice do periodo real,
e2K+i.2K 0 do periodo imaginario, com dois zeros e
dois infinitos simples.

Para a funcgio delta da amplitude achar-se-ia, pelo
mesmo caminho, que: E uma funceao monodroma, par,
duplamente periodica com os indices 2K ¢ i. & Ky com
dois zeros e dois infinitos em cada parellelogrammo.

As conclusles a que chegamos suppde K e K, e por-
tanto %, reaes. No caso contrario a questio complica-se
extremamente, e espera ainda a sua solucdo.

Nio terminaremos este capitulo sem duas palavras que,
embora por alto, signifiquem um convencimento n0sso,
corroborando o que dissemos no fim do primeiro capitulo.

E a dupla periodicidade das funcgdes ellipticas, 20 mesmo
tempo que o mais valioso titulo do seu valor, a mais con-
veniente prova da sua cathegoria su perior. Cette propriété
importante, diz Hermite, manifeste d'une maniére toule par-
ticuliére la différence de nature des fonctions que la possé-
dent avec les fonctions algébriques rationnelles, et leur im-
prime leur caractére le plus apparent en quelque sorte de
fonctions transcendantes.

Desde que estas funcgdes manifestam propriedades tio
essencialmente distinclas de outras, niio pode ficar no
espirito a mais leve duvida do seu caracter e natureza
essencialmente distincto tambem. E d’ahi a importancia
superior do seu estudo, ji debaixo do ponto de vista mera-
mente theoretico jd no campo verdadeiramente pratico.




CAPITULO VIlI

Resouo, — Operacies dos argumentos nas tres funcedes ellipticas
de primeira especie.— Formulas ¢ deduegdes. — Representacio
geometriea.

Vimos ne capitulo 1V que é sempre possivel satisfazer &
condicio

f@) +flg)=F) -eun.. ... (6%)

sendo

B da
f(ﬂ‘l‘) i 0 l’/(l —-TE} (l—.’uiﬂ.‘-!‘)

e analogamente f(y) e f(z), desde que as variaveis z,y e z,
fossem ligadas pela relacdo

2V (I (=Rt y (I—a (=)
T T e 3;2",}!

= .+ (65).

E este theorema, apresentado a primeira vez por Euler,
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que a elle foi conduzido por uma especie de milagre
d’estes comtudo que sb sdo proprios dos grandes genios,
pela integraciio da equacio

dx dy
Vi—a R =) (=)

=0

que estabelece as bases para a deduegdo de sen am (a + b),
cosam (a + b), Aam (a+b), em func¢io das similhantes
dos argumentos simples. E este theorema de primeira im-
portancia pois que foi o ponto de partida para a creacio
da theoria das funccbes ellipticas.

Designando respectivamente f (2), (), f (), por a, b, ¢,
tem-se (64)

a+b=c¢
sendo alem d’isso-

x==sen am (a)

y==sen am (b),

z = senam (¢) == sen am (a 4 b);
logo (65)

sen am(a)cos am(b)aam(b)+sen am(b)cosam(a)a am (a) (66)

senam(a+b)= 1 — k* sen® am (a)[sen* am (b)




cosam(atb)=

aam (a+b)= 1 — k*sen® am (a) sen® am (b)
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que corresponde 4 formula de sen (a + b) em trigonome-
tria, e 4 ella se reduz para k=0.

Analogamente, transformando (6%) para dar o coseno,
ou tirando de 14 o valor de? 1—z%, e fazendo as substitui-
cbes indicadas, acharemos

cosam(a)cosam(b)—senama)senam(b) aam(a)pam{b) 67)
1 — k* sen® am {a) sen® am (b) -« (67).

Emfim, tirando de (65) o valor de V' 1—k2 22, teriamos

D'estas formulas fundamentaes e por um caminho intei-
ramente analogo ao que se segue em trigonometria, de-
duzem-se facilmente muitas relagdes importantes no calculo
d’estas funccdes ellipticas.

Assim, fazendo a="b em (66), (67), (68), acha-se im-
mediatamente

2 sen am (a) cos am (a) Aam (a)

senam (2 a) = 1—i%sentama :
1 —2sen? am (a)+4* sen' am ()
cosam 2 (a) == 1—Fk2 sen® am (a) i

1 —2 k2 sen? am (a)4-k% sen® am (a)
{—k?sentam (a) §

Aam(2 a)=

¢ analogamente se achariam muitas outras.

‘.-.am[ a) nam(.!a}—-k’senam[ujsemm{b)cnsﬂm(a' cosam(b) (38)
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Os theoremas da somma e multiplicacio dos argumentos
das funcgees ellipticas de primeira especie podem ser re-
presentados geomelricamente por uma construcedo simples
e elegante que mostra como pelo conhecimento dog argu-
mentos dados, se determina o argamento somma o pro-
ducto. O que deixamos dicto porém é sufficiente para dar
ideia do modo como estas operagdes podem executar-se e
da sua importancia. Tanto nos basta, tanto (ueriamos con-
seguir.

Terminaremos o nosso trabalho, dando no capitulo se-
guinte ideia do modo de representar estas funcgdes por
series, abstendo-nos do estudo analogo nas funcgdes das
outras duas ordens, por ser trabalho alem de muitissimo
dilatado, muito laborioso e de menos importancia. Por
outra parte, o estudo das funccBes de primeira especie
bem aclara o caminho a seguir nas de segunda e terceira
especie.




CAPITULD IX

Resumo.— Desenvolvimento em serie das funccies de primeira es-
pecie. — Exposicio de methodos para esse fim. — Sua eritiea @
confrontacio.

As tres funccdes ellipticas de primeira especie que es-
tamos estudando podem desenvolver-se em serie, fazendo
uso dos diversos methodos conhecidos para esse fim.

Podemos, por exemplo, servir-nos da formula de Mac-
Laurin, que se applica evidentemente is funccdes synecti-
cas, embora de variavel imaginaria.

O seno da amplitude é numa funcdo synectica para valo-
res do modulo inferiores a Ky; teremos pois, com esta
restricgio, segundo a formula apontada, e, attendendo a
gue esta fune¢do. & impar,

’

/dsenam (z), @ (d-’*senam(x}- a3
b o Vi - e o i s < et

(di‘ sen am (x) ad

iF ), T3 a5t (09
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Mas é
d
ﬂ]&ﬂ: (2) =cosam (z)Aam(z) ..... (a)
2
E%:{m) — —(44-4%) sen am (z) - 2 4* sen® am (2)

d? sen am ()
da?

=[—(1+4k%) I-fiﬁ‘zﬁenf:'lm{z}}mmzm[z}Aam(z) .. (b)

ete.
que ddo, fazendo =0,

[d senda: (x}:lu s

3
[d 58(:1 am fﬂa‘)Jn_ (1442
elc.
E portanto (69)

1442
senam[a:]-:ar—l'g.gﬁ ceens. (70).

Para k=0 achar-se-hia a formula conhecida, que d4 o
desenvolvimento do seno em funcgio do arco.
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Para o coseno temos, attendendo a que & uma funecio
par, e que & synectica para valores do modulo inferiores
a Ky, teremos

[d2ecosa 2
cos am (x) = | ._E_z!_'m(ﬂl =

d' cosam (z)
| dat Jﬂ 1.2.3.4 +

' dS cos am (z) | ok T (74);
H & ), T3aasst - T

que dd, determinando os coefficientes directamente, ou
por (70), attendendo & dependencia das duas funcgbes,

1 14472

cos am (x) =1 — i 2:1' +1933%

- (72);

que, do mesmo modo; d4 o desenvolvimento do coseno no
arco, quando se fizer k=0,
Analogamente achariamos para a terceira funcgdo

BOAR)

2
.&am(x}=‘l——i—'§:vg 1.2.3.4

: (13,

sendo sempre o modulo inferior a K.

L




100

D’estas series muitas outras se podem deduzir, algumas
de grande importancia.
Assim, sendo

dam (z) = Aam (z) d =,
obtem-se por (73), e, integrando,

k* 4 B+

s
am (.r}=m—-{—.—2—3 ‘1 3 3. ﬁ.:]5 [7&}

Weierstrass, a quem a sciencia deve importantissimos
trabalhos sobre este delicado assumpto, obteve uma nova
representacio das tres funcedes que estamos estudando,
em expressDes fraccionarias, cujos termos sio series racio-
naes em relacio a x e k%, e muilo convergentes para va-
lores reaes ou imaginarios d'estas duas quantidades. Além
d'isso os denommadores das fraccDes sdo eguaes em todas
as funccoes.

Este eminente geometra achou, por uma analyse traba-
lhosa, mas simples

~ ep
sanam(a:)=§-
el

msam(:c)="é-; .....----(75).

YR

Aam (x) ==
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sendo p, g, r, s, dados pelas expressoes

p=a-+ba —-f da K—i-——dx
o o Sen*am (z)

g I T
Ows am .';r::]
Y. k*ms’am(x) da
55 0. Mamf@)
x x
s=—f dxf k%sen?am (x)d ,
0 0

a=(K—E)K—G

b=—(K—E).

Tirando de (70)

1442 2+ 13424244
sen? am () = a% — -‘:; zt + 59
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multiplicando por &2, e, fazendo duas integracdes, acha-se

M

b Y — & .
!;.;]. l] e 4. .l

e, por ultimo, sendo

e Tk 8RR ATHABS

2. . (76).

&= § l.l.'_._ ittt Tl kg
g R AT hET.0D

Achado assim ¢*, obteremos e, e, ¢, da maneira mais
simples multiplicando ¢* (75), respectivamente por (70),
(72), (73). Obtem-se assim, depois de longo trabalho,

14k . 14480 K
=z —- b

BT bl R U T S

1+902+ 448 .
T L9356 T "

1428 . 4464484
1.234" " 133456° 1

f 41242 4 60K 4 3946
1.2.3.5.5.6,.7.8

»— . ... (78),
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B QKL 8K G S
Py e e it g S A S e S et
=l — e 333" 133456~ T

32/ 460k + 1245 - k8
~ 1.2.3.4.5.6. ?._s'_"‘s— it A

Em seguida, acharemos

x—Aga® + Ayad—Apa’ 4. ...
sen“m(‘”)*_”'1_Mix*+ﬂ!sa:ﬁ—%“‘s+ e

N =B+ Bya® —By2" + ...
808 SN 1) o 5 — Myt + Mga®— Mgab+ ...

_1—6‘3¢3+L‘5x5——{f7x7+ Salere
e —M,[:r:l | MBIE'—.'HS.TB-}- ol

Aam (z)

representando por Ag, Ay, 4y, etc., By, By, By, ete., Cs,
Gy, Cq, ete., My, Mg, Mg, ete., os coefficientes das for-
mulas antecedentes.

As series (76), (77), (78), (79) devidas a Weierstrass,
foram designadas por elle do seguinte modo

e =Al(z),
er=Al (),
el=A1(x),

er=A4l [:L'}s,
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dando-lhes 0 nome de funcedes abelianas, por terem sido
previstas por Abel. No tratado elementar do caleulo de
Lacroix, e na nota de Hermite sobre as funcces ellipticas,
se encontram muitas propriedades d'estas funccbes.

Segundo esta nova representagfio, as tres funcgdes elli-
pticas de que nos estamos oceupando serfio definidas pelas
relacoes

sen am (z) = %%%;3,

Al

o8 am (x) =

)
A am [m}:A x)s

Al(z)

Além dos dois modos porque estas funccies podem ser
representadas, um outro, e verdadeiramente interessante,
existe ainda, devido aos importantes trabalhos de Abel e
Jacobi, secundados, ampliados, e mesmo tornados mais
rigorosos, por moitos outros analystas, no numero dos
quaes figura, em primeira linha, Schloemilch.

Neste terceiro modo, sio estas funcces representadis
por series periodicas. O que estas formulas apresentam de
mais notavel é que, em ullima analyse, as funccdes elli-
pticas de todss as especies, se reduzem a uma unica fun-
c¢do transceidente, a celebre funccio @, a que se deu o
nome de funcedo de Jacobi, em homenagem ao auctor de
tdo notavel reduccao.
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A transformacio da para as tres funcebes de primeira
especie de que nos occupamos, fazendo

Ltk

sen am

Fm 23“9_5311::—2:/?53::3::-{-2;‘:;;5sen5a:....
Vi 1—2qcos22+2¢tcoshae —2¢ cosbua....

2Kz

cos am

=

__‘/F Etf?m&m+9$’§ms3m+2350&35s....

)

k 1 —2qcos2z + 2¢tcosbr—2¢°cosba....

2K=x

Aam e

e 7 1+ 2qcos22+4+2q'cosbz+2¢%cosbz+ .. ..
; 1—2qcos2z+ 2¢ cos hx—2¢%cosbx + .. ..

x . U
=u, que di =g

Fazendo

L3

lr—ﬁqwsﬁ—bﬂqicos—g—;ﬁ—

3»
—24%cos Eu +eee.=0(u),
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4 T U & n Iru
“ — ' 9 _————
2y q sen 9K 2y q* sen SK -+

Aam (u) =V} e E:‘;:;ﬁ)

Emfim, sendo

k[HWPE+ F [0+ KPR = [© ()],

NI IOl d CICER ),

H(u) =\, 4 :

vé-se que as tres funcedes de primeira especie, de que nos
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temos occupado, vem a dependér unicamente da funegdo ©.
O mesmo se veria para todas as restantes funccdes elli-
pticas.

Num caminho completamente inverso do que temos se-
guido, vé-se, pelo que fica dicto, como se chega s funcgbes
ellipticas, partindo da func¢io © que as define. E o ca-
minho seguido por muitos analystas, e, entre elles, Mr. Her-
mite, no trabalho a que ja nos referimos.

FIM.
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