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O calculo in tegra l , a i n d a q u e mos t re n a s s u a s 
n u m e r o s a s applicaçOes a impor t anc i a e vas t idão da 
a n a l y s e de q u e faz pa r t e , a p r e c i a d o na sua concepção 
v e r d a d e i r a m e n t e ph i losophica , p r o d u z no espir i to , com 
o conhec imen to do seu es tado de a t r a so , a convicção 
d a imposs ib i l i dade d a sua o r g a n i s a ç ã o comple ta . 

N a cons t i tu ição rac ional d a s suas pa r t e s p r i n c i p a e s 
f az - se d e p e n d e r , em theor ia , a in t eg ração de toda e 
q u a l q u e r expressão di f ferencia l , d a in t eg ração d a s f u n -
cções expl ic i tas de p r i m e i r a o r d e m e con tendo u m a só 
v a r i a v e l i n d e p e n d e n t e . Mas n e m meios se conhecem 
na m a i o r p a r t e dos casos p a r a a r educção a es te p r o -
b l e m a f u n d a m e n t a l , n e m o p r o b l e m a d a s quadraturas 
se s a b e resolver na m a i o r pa r t e dos casos t a m b é m . 

A f a s t a n d o do nosso espi r i to a i nc r edu l i dade s o b r e 
o valor do esforço da in te l l igencia h u m a n a , p a r e c e - n o s 
c o m t u d o ch imer ica a e s p e r a n ç a de um processo único 
de i n t e g r a ç ã o , app l i cave l a todos os casos p ropos tos . 
Com L a g r a n g e cons ide ramos es te p r o b l e m a n o n u -
m e r o d ' aque l l e s dos q u a e s s e n ã o p o d e espera r so lução 
gera l . 

A n t e s q u e tal r e su l t ado se conseguisse , o esforço 
e m p r e g a d o com esse f im te r ia de certo descober to 
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fon tes m a i s la tas , me ios mais ge raes de combinação e 
der ivação de quan t idades , q u e f a r i a m m u d a r o r u m o 
d a s explorações . 

A m e s m a his tor ia da sciencia em todos os s eus r a -
mos , e e spec i f i cadamente na p rópr ia a n a l y s e m a t h e -
mat ica , auc to r i sa este pensamen to . 

O a t r a s o porém do calculo in tegra l , bem q u e d igno 
de sen t i r - se , n ã o p roduz mot ivo de descredi to p a r a a 
ac t iv idade h u m a n a , n e m auctor i sa ju izo des favoráve l 
p a r a a ana lyse t r a n s c e n d e n t e de que faz p a r t e ; b e m 
pelo con t ra r io , o r i g i n a o elogio de u m a e de o u t r a : 
d a p r ime i ra , a t t e n t a n d o n a mul t ip l ic idade d a s s u a s 
a p p l i c a ç õ e s ; da s e g u n d a , c r eando por ahi m e s m o a 
ide ia do g r a n d e valor dos conhec imentos abs t rac tos , 
que , poucos q u e se jam, mul t ip l i cam prod ig iosamente 
a s app l icações ao m u n d o concre to . 

P o n d o de p a r t e o impor t an t e , como difficil e a t r a -
sado p rob lema da r educção de todos os casos ao d a s 
q u a d r a t u r a s , v e j a m o s o es tado em q u e este u l t imo se 
encon t r a . 

D e c o m p õ e - s e n a t u r a l m e n t e a q u e s t ã o em duas , a t -
t e n d e n d o ás d iversas f o r m a s da funcção differencial , 
s egundo se t rac ta das funcções algébricas ou d a s fun-
cções transcendentes. A segunda a c h a - s e n ' u m a t r a so 
prodig ioso , r e d u z i n d o - s e tudo quan to se sabe a meros 
ar t i f íc ios de calculo, as ma is d a s vezes incoheren les 
ou in jus t i f i cados , n u n c a u n i d o s por um laço que os 
un i fo rmise , e mu i to var iados em n u m e r o , p o r q u e são 
mui to l imi tados n a s suas appl icações . 

A p r ime i r a , a d i a n t a d a no q u e respe i ta á i n t eg ra -
ção das funcções racionaes, q u e se pode ju lga r com-
p le t a , acha - se comtudo n ' u m las t imoso a t r a so na 
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ou t ra e de certo ma i s impor t an t e pa r t e , a das funcções 
irracionaes. 

Os in teg raes d e s t a s exp res sões a p e n a s s e s a b e m 
d e t e r m i n a r n u m p e q u e n o n u m e r o d e casos, u n s e m 
q u e essas expressões se s a b e m conver te r n ' o u t r a s r a -
c ionaes , ou t ros em q u e por meio de reducções , e m b o r a 
compl icadas , se t r a n s f o r m a m em expressões a inda i r -
rac ionaes , mas cujos in t eg raes se p o d e m obter . 

E a es ta classe q u e pe r t encem as funcções e in te -
g raes ellipticos cujo es tudo escolhemos p a r a o nosso 
p resen te t r aba lho , l l e su l t am es tas expressões da r e d u -
cção de um in tegra l , que contém na expressão diffe-
rencia l um polynomio do q u a r t o g r á u deba ixo de 
um rad ica l q u a d r a d o . N ' e s s a reducção o b t e m - s e como 
seus res iduos , a lem de in t eg raes que se conhecem, 
ou t ros q u e se não s abem reduz i r já , e q u e t o m a r a m o 
n o m e de in tegraes el l ipt icos pe la r azão de d e p e n d e r 
de um d 'el les a rect if icação da el l ipse. 

A in tegração das expressões i r r ac ionaes tem sido 
objecto de i m p o r t a n t e s t r aba lhos . Abe l e Liouvi l le t êm 
enr iquec ido a sciencia com methodos já p a r a conhecer 
os casos em q u e taes expressões a d m i t t e m in tegra l a l -
gébr ico ou t r anscenden te , j á p a r a d e t e r m i n a r esse in -
tegra l q u a n d o tal de t e rminação seja possível . 

D 'es tes casos, i m m e n s a m e n t e compl icados , me recem 
especial a t t enção pe las suas n u m e r o s a s a p p l i c a ç õ t s aos 
p r o b l e m a s de geomet r ia , mecan ica e theor ia dos n ú -
meros , aque l les em q u e o rad ica l é do s e g u n d o g r á u . 

L e g e n d r e foi, como se sabe , o p r ime i ro q u e e m p r e -
hendeu o es tudo d ' e s t a s expressões no caso em q u e o 
po lynomio contido pelo rad ica l é do tercei ro ou q u a r t o 
g r á u . Fo i elle o p r imei ro em ave r igua r que as expres -
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soes d ' e s t a especie se n ã o p o d i a m reduz i r á s f o r m a s 
n o r m a e s conhec idas . P o r isso, depois da sua r e d u c ç ã o 
a t rês f o r m a s s imples , formou t á b u a s p a r a o calculo 
n u m é r i c o d ' es tas funcções , a que c h a m o u funcções 
ellipticas. 

Mais t a rde Abe l e Jacobi , ap rove i t ando e a n a l y s a n d o 
os t r a b a l h o s de L e g e n d r e , d e r a m um novo e val iosís-
s imo impulso ao es tudo d 'es te t ão i m p o r t a n t e r a m o de 
ana ly se . 

A cons ideração d a s funcções inve r sas aos i n t eg raes 
de L e g e n d r e mos t rou a poss ib i l idade de f o r m a r a s u a 
theor ia , ana loga á d a s funcções t r igonomét r icas , e o 
es tudo d 'es tas d u a s especies de funcções foi e m p r e -
hcnd ido segundo as ind icações de Abel . 

A t t e n t a n d o na impor tânc ia d ' es tas funcções , é l a s -
t imoso o a b a n d o n o q u e el las têm merecido, especia l -
m e n t e dos geómet ra s f rancezes . 

A Théorie des fonctions doublement périodiques de 
Mrs. Briot e Bouque t , o b r a d i r ig ida pe las indicações 
de Liouvil le , é q u a n t o a l les la o esforço dos g e ó m e t r a s 
da F r a n ç a a es te r e spe i to ; bem pelo con t ra r io do q u e 
se tem feito na Al lemanl ia , onde c o n s t a n t e m e n t e se 
es tão p u b l i c a n d o impor t an t í s s imos t r ac tados e m e m o -
r i a s sob re o a s s u m p t o . 

A impor l anc i a do es tudo d a s funcções el l ipt icas 
se ja H e r m i t e q u e por n ó s a p roc l ame . Mais ce long 
travail, d i z e s t e g e o m e t r a , a èté feconde pour la 
science; c'est comme conséquences de ces recherches 
que nous ont étè acquises plusieurs notions analytiques 
entièrement fondamentales, et en particulier ce que 
nous savons sur le mode même d'existence des fon-
ctions intégrales. E n ' o u t r o l o g a r : un autre résultat 
encore consiste dans ce sens plus complet et plus apro• 
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fondi, que l'ont a été conduit à attacher en analyse 
à 1'expression même de fonction, en reconnaissant et 
en caractèrisant entre les diverses modes de dépen-
dance de deux quantités des distinctions essentielles 
et dont les recherches auxquelles a donné lieu la théo-
rie des fonctions elliptiques ont montré toute 1'impor-
tance. 

A h i fica a r a zão da nossa escolha , m o t i v a d a p r i n -
c ipa lmen te na i m p o r t a n c i a do a s s u m p t o , e no m a n i -
fes to desamor por elle. 

Div id i remos o nosso t r a b a l h o em d u a s pa r t e s . Na 
p r i m e i r a e s tuda remos os integraes ellipticos, s e rv indo-
n o s d e n o r m a o s notáve is t r a b a l h o s d e L e g e n d r e . N a 
s e g u n d a e s t u d a r e m o s as funcções ellipticas, s e rv indo-
nos de cr i tér io p r inc ipa l os t r a b a l h o s de A b e l . 

E s t a s d u a s pa r t e s são p reced idas de u m a i n t r o d u -
cção, o n d e e x p o m o s a theor i a d a s funcções de var iave l 
i m a g i n a r i a e dos in t eg raes def in idos d ' e s t a s funcções 
en t r e l imites imag ina r ios , es tudo cujo conhec imen to se 
t o r n a essencial n a s e g u n d a p a r t e . 
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RESUMO. — Representação das variaveis imaginarias, e das fun-

cções d'estas variaveis. — Suas propriedades e distineções.—In-

tegraes definidos contendo funcções d'aquella natureza e tomados 

entre limites imaginarios. 

Uma variavel imaginaria da forma z = x + i y, em que 
x e y representam variaveis reaes, e i o symbolo ^ — 1 , 
não pôde, como qualquer variavel real, ser representada 
geometricamente por ura ponto movendo-se sobre uma 
recta fixa, e na qual se tenha tomado para origem um 
ponto íixo também. 

Cauchy propoz para taes variaveis uma elegante repre-
sentação. Se num plano fixo se traçarem dois eixos coor-
denados, e uma curva, cujas coordenadas correntes sejam 
os diversos valores attribuidos a x e y, a cada par de va-
lores d'estas variaves corresponderá um ponto d'essa curva, 
e por isso o ponto gerador d'ella representará a variavel 
complexa em questão. 

[Testa forma : cada ponto do eixo das abscissas é repre-
sentado por um valor real de z correspondente a y — O; 
e cada ponto do eixo das ordenadas por um valor imagi-
nário da mesma variavel correspondente a x — O. 

Se, conforme este modo de representação, exprimísse-
mos x e y em coordenadas polares, cujo raio e angulo 
vector fossem representados pelas letras p e ç, teriamos 

z = p (cos ç f i sen 9); 

por onde concluiríamos que a variavel imaginaria repre-
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senta uma recta de grandeza e direcção determinadas, ti-
rada pela origem para o ponto que na curva corresponde 
aos valores particulares dados a x e y. 

Como se vê, a variação de z é completamente indeter-
minada ; mas se x e y se fizerem variar de uma maneira 
continua, o ponto que representa z, descreverá uma curva 
de uma maneira continua também, curva que será deter-
minada pela lei segundo a qual se fez variar x e y. 

D'aqui se conclue uma importante propriedade das va-
riaveis imaginarias, e que muito as distingue das variaveis 
reaes. Ao contrario d'estas, as variaveis imaginarias podem 
passar de um a outro valor determinado por uma infini-
dade de caminhos, correspondentes á infinidade de leis se-
gundo as quaes se pôde estabelecer a variação de x e de y. 

Uma funcção de variavel imaginaria da forma 

F{z)=*F(x + i y), 

é sempre reductivel, depois de effectuadas as operações 
indicadas, a uma quantidade imaginaria da mesma fórma 
que a variavel: 

F(z) = F{x + iy) = 9{x,y) + i^(x,y)... . (1) 

sendo ç e <{/ funcções reaes de x e y e de constantes tam-
bém reaes. 

A natureza porém da variavel não determina a natureza 
da funcção. Ao contrar io : assim como pôde ser imagina-
ria uma funcção de variavel real, pôde ser real uma funcção 
de variavel imaginaria. 

A propriedade expressa por (1), combinada com o que 
deixamos dicto sobre a maneira de representar as quanti-
dades imaginarias, dá immediatamente uma primeira solu-
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ção ao problema da representação d'estas funcções. Um 
ponto movendo-se num plano, e tendo por coordenadas 
<f(x,y) e <l(x,y), dará ideia de tal representação. 

Imaginando duas superfícies cujas ordenadas verticaes 
sejam <p (x , y) e í (x, y), essas duas superfícies represen-
tarão também a funcção, e teremos d'este modo uma se-
gunda solução do mesmo problema. 

As variações de z, indicadas pelo movimento do ponto 
que lhe corresponde no plano adoptado, produzirão na 
funcção variações indicadas, já pelo movimento no mesmo 
plano do ponto que representa essa funcção, já pela reu-
nião das curvas descriptas nas duas superfícies pelos ex-
tremos superiores das suas ordenadas verticaes, conforme o 
modo de representação preferido. 

A continuidade nestas funcções é definida e intendida 
do mesmo modo que nas funcções de variavel real. Quando 
para cada valor da variavel entre certos limites, o modulo 
ou a differença 

A f(z) = f(z + A z ) - f ( z ) 

decresce indefinidamente com A z , a funcção diz-se con-
tinua dentro dos limites considerados. 

Conseguintemente, e adoptando o primeiro modo de 
representação, será continua a funcção se pela continui-
dade da curva representativa da variavel se concluir a con-
tinuidade da curva representativa da funcção. 

Como vimos, a mudança de valor da variavel imagi-
naria pôde fazer-se por uma infinidade de caminhos, pro-
priedade que evidentemente subsiste nas funcções de taes 
variaveis. Mas alem d'isso nestas funcções a um determi-
nado caminho da variavel correspondem ou podem cor-
responder diversos caminhos para a funcção. Existe a este 
respeito uma importante distincção a fazer neste genero de 
funcções. 



6 

Se, ficando a variavel comprehendida numa certa porção 
do plano, a funcção adquire sempre o mesmo valor no 
mesmo ponto, qualquer que seja o caminho seguido para 
lá chegar, a funcção chama-se monodroma segundo a no-
tação de Cauchy, bem determinada segundo Liouville, ou 
uniforme segundo Hermite; se a cada valor da variavel 
correspondem diversos valores da funcção, esta chama-se 
ambigua ou de muitas accepções, mal determinada ou mal 
definida, ou não uniforme, segundo as diversas notações 
indicadas. 

As funcções algébricas racionaes, as exponenciaes e as 
trigonométricas, dão-nos ideia da primeira especie; as fun-
cções irracionaes e logarithmicas fornecem exemplos da 
segunda. 

Neste segundo grupo de funcções, correspondendo a um 
único caminho da variavel, diversos caminhos da funcção, 
pôde succeder que a um certo ponto da curva que repre-
senta a variavel, corresponda também um ponto único 
representando a funcção. É que se tornaram eguaes os 
valores em geral diversos da funcção, ou que se encon-
traram no mesmo ponto as diversas curvas que a repre-
sentam. 

Esse ponto da curva que representa a variavel cha-
ma-se com bom fundamento, ponto de ramificação. 

Se a funcção é monodroma, é claro que o valor adquirido 
por ella para um valor determinado da variavel, é inde-
pendente do caminho seguido pela mesma variavel para lá 
chegar. Se porém a funcção for ambigua, esta propriedade 
não apresenta o mesmo gráu de simplicidade, mesmo a 
respeito de cada uma das curvas que representam a fun-
cção, tomadas individualmente. 

É fácil de vêr que, neste caso, aquella propriedade des-
apparece ou subsiste a mesma para cada curva, segundo 
entre os valores extremos da variavel existir ou não um 
ou muitos pontos de ramificação. 

Em resumo: se a variavel descrever uma curva fechada, 



a funcção descreverá também uma ou muitas curvas fe-
chadas, conforme for monodroma ou ambigua. Exceptua-se 
o caso de passar a variavel por um ponto de ramificação, 
caso em que tal propriedade pôde deixar de existir. 

Um outro ponto de vista importante é preciso conside-
rar no estudo das funcções de variavel imaginaria, porque 
elle nos conduz a outras propriedades que as distinguem 
das funcções de variavel real. 

As funcções monodromas de variavel real têm por de-
rivada uma funcção monodroma também. Tal propriedade 
se não verifica, em geral, nas funcções de variavel ima-
ginaria. 

Seja 
u=:f(z)=>f(x + i y ) = p + iq 

/ > 
uma tal funcção. A sua derivada 

d u 
dz 

/dp , ,dq\ ( d p . M 
ày dy. — h J dx dx 

\ dy 
J dx 

l + i^-l + idx 

depende, em geral, como se vê, de - r ^ , que marca a di-
CL X 

recção do deslocamento do ponto z no plano. É pois, em 

geral, uma funcção ambigua. 
d z 

Se, porém, x e y variarem de fórma que as quantida-
des p e q, verifiquem a condição 
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ou as duas equivalentes 

dp = dq = 

dx dy' dx dy ^ ' 

a derivada será independente de e portanto uma fun-

cção monodroma, como a das funcções de variavel real. 
Cauchy chamou monogenas ás funcções que gozam da 

propriedade de terem por derivadas funcções monodromas, 
ou de te rem uma derivada única em cada ponto. 

As condições (2) conduzem com facilidade ás equações 

V j P j l P n dU (Pq_ 
dx* dy* dx*+ dy» " 

Por onde se vê que as duas funcções p e q, tendo de 
satisfazer a uma mesma equação ás difíerenciaes parciaes, 

cfiv cftv 

de segunda ordem -j-^ + = 0, não podem ser arbi-
trarias. 

A condição (2) tem uma significação geometrica de fácil 
comprehensão. Ella indica que, fazendo gyrar de 90° uma 
das superfícies, cujas ordenadas verticaes são p e q, em 
torno de uma vertical qualquer, e do eixo dos x para o 
dos y, o plano tangente d'essa superfície no ponto situado 
sobre essa vertical se torna parallelo ao plano tangente á 
outra superfície no ponto correspondente. D'onde legitima-
mente se conclue que. tirados por uma vertical qualquer 
dois planos comprehendendo um angulo recto, as suas inter-
cessões com as superfícies tem por tangentes rectas que 
fazem ângulos eguaes com a vertical. 

Considerando o outro modo de representação indicado 
para as funcções de variavel imaginaria, a condição (2) 
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significa qne as curvas descriptas pelo ponto u fazem 
entre si ângulos eguaes aos das curvas descriptas pelo 
ponto z. Esta interpretação indicada por Cauchy é, como a 
primeira, de facillima demonstração. 

Cauchy denominou synectica entre certos limites a 
f u n c ç ã o q u e se c o n s e r v a f inita, continua, monodroma e 
monogena dentro d'esses limites, reservando o nome de 
asynecticas ás funcções que perdem qualquer d'aquellas 
propriedades, num ou mais pontos comprehendidos entre 
aquelles mesmos limites. 

Os pontos nos quaes a funcção se torna asynectica por 
ser infinita ou discontimta foram chamados por Schloemilch 
pontos de excepção. 

Estes pontos pertencem á classe a que Cauchy deu o 
nome de pontos singulares, onde se reúnem com outra es-
pecie de pontos em que já fallámos dando-lhe a denomi-
nação de pontos de ramificação, a que Bertrand chamou 
pontos críticos. 

Graindorge propõe a este respeito uma conciliação entre 
as diversas nomenclaturas empregadas, que muito conviria 
adoptar , po r un i fo rmidade . Aos pontos de ramificação 
c h a m a e l l e pontos singulares; e pontos críticos a o s de ex-
cepção de Schloemilch. 

Os integraes definidos tomados entre limites imaginarios 
têm a mesma definição dos que são tomados entre limites 
reaes. Attendendo á propriedade mencionada das variaveis 
imaginarias, que podem passar de um a outro valor por 
uma infinidade de caminhos, é preciso no estudo d'estes 
integraes conhecer a influencia que advém ao integral com 
a variação do caminho seguido pela variavel entre os li-
mites considerados, caminho que Neumann chama — fio 
conductor da integração. 

Seja f{z)dz um integral definido, contendo uma 
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funcção synectica, e tomado entre os limites zQ e z\, e pro-
curemos a variação que experimenta este integral, quando 
pelo caminho ZQnZ\ (fig. 1) seguido pela variavel se sub-
stitue um outro como Z0mm' Z\, infinitamente proximo 
do primeiro. Suppondo que a cada ponto d 'uma curva cor-
responde um da segunda, e sendo por exemplo m e r a dois 
pontos correspondentes, vê-se, attendendo á natureza da 
funcção f, que ella toma o mesmo valor em n, quer se 
siga o caminho Z0mn, quer Z 0 « . A difTerença portanto 
entre o valor da funcção em m, seguindo o primeiro ca-
minho, e em n, seguindo o segundo, é dada pela variação 
correspondente ao caminho mn, ou por 8f(z), segundo 
a notação conhecida para as funcções de variavel real, 
egualmente adoptada aqui. 

Sendo, além d'isso, a funcção monogena, terá a mesma 
derivada no mesmo ponto, qualquer que seja o caminho 
seguido. Teremos pois 

$ f ( z ) d z = d f ( z ) è z . 

Por outra par te a variação do integral é 

A i A 1 
5 / f(z)dz = / ( i f ( z ) d z + f(z)idz); 

J z0 J 

e portanto 
A i A i 

S / f ( z ) d z = / d 
J Zq J Z0 

f(z)Sz f[z)8z 
_ Ali 

Gomo, além d'isso, os pontos extremos se correspondem 
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nos dois caminhos, ou são independentes da variação de 
caminho, teremos $ = O, è z\ = O; e portanto 

D'onde se conclue que um integral definido entre limites 
imaginarios e contendo uma funcção synectica entre esses 
limites, é independente do caminho de integração. 

Como corollario d'esta verdade, conclue-se que o inte-
gral será nullo quando o caminho de integração for uma 
curva fechada, e a funcção se conservar synectica dentro 
d'essa curva. Conclue-se mais da mesma verdade que os 
integraes, correspondentes a duas curvas fechadas, são 
eguaes, se a funcção se conservar synectica em toda a 
porção do plano comprehendida pelas duas curvas. 

Vejamos por ultimo o que acontece quando a curva de 
integração contém um ou mais pontos de excepção, e bem 
assim um ou mais pontos de ramificação, ou, segundo a 
n o m e n c l a t u r a de G r a i n d o r g e , pontos críticos e pontos sin-
gulares. 

Supponhamos em primeiro logar que na porção do plano 
considerada existe um ponto de excepção, como M (fig. 2), 
e seja ABCDA um caminho de integração. 

Tracemos em volta do ponto M um outro caminho qual-
quer como abe d. Se junctarmos os pontos A e a, C e c, 
pelas rectas A a, Cc, vê-se, attendendo á primeira pro-
priedade demonstrada, que o caminho ABCcbaA pôde 
ser substituído por A D Ceda A, visto não ser compre-
hendido por nenhum d'elles o ponto considerado. Repre-

sentando pelo symbolc anteposto ao caminho seguido, 

fzdz — O. 



4 2 

o integral correspondente, teremos pois 

J'ABCcbaA =J'ADCcdaA; 

ou, partindo cada um nas suas partes, 

y ABC+J7c+ ^ + J * a A = 

j*ÍDC+ ^ : c + J C d 

ou, simplificando, 

^ÍBC—ÍiDC=j*)da—-J*)ba; 

e, attendendo a que é 

/- = — I CD A 

cba = — I abe, 
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ABC + CDA=> cda+ abe; 

ou, emfim, 

IAB C D A — ^ i beda 

que traduz a seguinte propr iedade: 
O integral definido, contendo uma funcção synectica, 

tomado entre limites imaginarios, e correspondendo a uma 
curva que involve um ponto de excepção, pôde substituir-
se por outro qualquer que involva esse ponto, comtanto 
que a funcção se conserve synectica em ambos elles, e na 
porção do plano que elles compreendem. 

Poderemos assim substituir qualquer caminho invol-
vendo o ponto considerado por um circulo de raio infinita-
mente pequeno, descripto em torno d'elle. 

Representando por (a, b) as coordenadas do ponto de 
excepção, por r e 9 o raio e angulo vector, e passando 
para coordenadas polares, o integral correspondente ao 
circulo descripto em torno d'esse ponto por uma única 
revolução, será 

A> o + 2 * 
i / f{a + ib + reif)reifd<f 
J ?o 

sendo ç0 o valor inicial do angulo 9. 
Suppondo além d'isso o raio infinitamente pequeno, e re-

presentando por A o valor da funcção para esse valor do raio, 
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e considerando, como ordinariamente acontece, X indepen-

dente de <p, teremos, representando por f[z)dz o in-

tegral definido no caso de haver um único ponto critico, 

Por um caminho analogo, acharíamos 

/ f(z) d z = 21 is (ÀI + /.»+ +X„) 
J n 

no caso de existirem n pontos críticos na curva de integração. 
Se a curva de integração involver muitas vezes o me-

smo ponto critico, achar-se-hia, sempre pelo mesmo ca-
minho, que o integral correspondente equivale a uma re-
volução única em torno do ponto por um circulo descripto 
á volta d'elle, e multiplicado o integral correspondente 
a esse circulo pelo numero que indica as revoluções, sendo 
emfim esse resultado positivo ou negativo, segundo o sen-
tido da revolução. 

Suppondo que a curva involve n vezes o mesmo ponto 
critico, acharíamos, segundo a doutrina exposta, dando 
ao integral por indice inferior o numero que indica os 
pontos involvidos, e por indice superior o que indica as 
revoluções, 

dz — 2inl. 

d z = ± 2 N T JU A. 
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E, considerando muitos pontos, e muitas revoluções 
em torno de cada um entre os limites z0 e z\, acha-
ríamos 

f[z)dz — 2 i 15 (± tl\ rb Wj >2 ± . . . . ± np \p). 

Quando a curva de integração fica comprehendida entre 
dois pontos, passando por um ponto critico, e não é, como 
nos casos suppostos até aqui, uma curva fechada, facil-
mente se veria que o integral se reduz ao valor que elle 
tomaria ao longo do caminho rectilíneo comprehendido 
entre esses pontos, mais o valor que elle adquire pela re-
volução circular em volta do ponto considerado, e que se 
obtém pelo que já fica dicto. Schloemilch chama integral 
linear, a esse que corresponde ao caminho rectilíneo entre 
os dois pontos limites, e representa-o por 

Depois de todas estas considerações, facilmente se deduz 
a formula geral de reducção para o calculo do integral to-
mado ao longo d 'uma curva, contendo muitos pontos crí-
ticos, e comprehendido entre dois pontos l imites: 

f(z)dz. 

zo J zo 

'Zi r zx 

f (z) d z = I f{z)dz + 
1. / T . 

+ 2 iie » ! l t ± ± np\p) (A) 



1 6 

formula que se applica, qualquer que seja a ordem em que 
os pontos críticos sejam involvidos. 

A seu tempo veremos o uso que esta formula pôde ter 
no objecto que faz a parte essencial do nosso trabalho. 



P K 1 M E I R A P A R T E 

Integraes ellipticos 





CAPITULO I 

RESUMO.—Origem dos integraes ellipticos das tres especies.—Me-

thodos da sua deducção. — Critica d'esses m e t h o d o s . — E s t u d o 

comparativo e valor real dos tres integraes. 

A expressão integral 

f Fxdx 

J 
em que X representa um polynomio do quarto gráu em 
x, e F(x) uma funcção algébrica racional, não pôde ainda 
até hoje ser reduzida a formas normaes conhecidas pelas 
theorias do calculo integral. 

A sua reducção origina tres novas fórmas, que, na im-
possibilidade de mais simples expressão, se calculam nume-
ricamente. Chamam-se integraes ellipticos esses tres termos 
de reducção, pelo motivo noutro logar apontado já, e adiante 
justificado. 

Vejamos como se leva a effeito tal reducção. 
Representando por a\, 03, a4 as raizes da equação 

X— Ao -f A\ x + A% x* + A3 x3 + Ai 
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será 

X=Aí (x—a\) (x—a2) (.x—a3) (as—a4). 

Fazendo 

X-P+M ( i ) x~ i + y w 

consegue-se reduzir X a um polynomio contendo tão so-
mente potencias pares da variavel, e com valores reaes 
de p e q. 

Com effeito a substituição dá 

(p—a 1) (p—<h) ->- (9—<ii) íq-(h)y2\! (P—<h)(p—«4) + ( Q — % ) ( 9 — 1 
(i+y)* A* 11-nM 

determinando p e q pelas condições 

[q—o,) = 01 
• • • (2), 

[p—a 1) [q—fl») + (p—«2) ( í — f l i ) = 0 

[p—as) (q—aí) + (p—at) (q—a3) = 0 

condições que conduzem sempre a valores reaes de p e q. 
De facto (2) equivalem a 

2 í > ? — (oi + f l í ) (P + í ) + 2 a i f l 2 = 0j 

2 p í — ( 0 3 + 04) (p + ?) + 2 ^ 3 f l i = 0) 
• • . ( 3 ) , 
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que dão 

2 (a t gg — g 3 a 4 ) 
( « 1 + O í ) — ( « 3 + 0 4 ) 

a\ «2 («3 + a£) — «3 «4 («1 + 
(ai + fl«) — («3 + a 4 ) 

conseguintemente p e ^ são as raízes da equação 

2 ( o i a 2 — «3 «í) r 
( « 1 + a s ) — ( « 3 + « 4 ) " 

01 a 2 («3 + 04) — q 3 a 4 («) + ^ 
(at + ai) — (03 + ai) 

que serão reaes, se forem reaes os coefficientes (4), e 

p s < X (P + Í ) 2 . 

(4); 

ou 

( a i a 2 — a 3 « 4 ) 2 

j (ai + a 2 ) — (a3 + a 4 ) | 2 

a i ( 0 3 + 0 4 ) — a » fl4 ( a i + a 2 ) 

(ai + a 4 ) — (a3 + 04) 0 
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que se reduz a 

(«! — a 3 ) ( ã j — <24) («2 — «a) («2 — Qi) > q 
[«! + a 2 — (03 + «í)] 2 

Estas duas condições são manifestamente satisfeitas, 
qualquer que seja a natureza das raizes a\, <13, « j . 

Com effeito, tres casos se podem dar, attendendo a essa 
na tu reza : ou as quatro raizes são reaes ; ou são duas reaes 
e duas imaginarias; ou todos quatro imaginarias. 

1 . ° CASO. A realidade das expressões (4) é evidente. 
Pelo que respeita a (5), suppondo as quatro quantidades 
dispostas pela ordem de grandeza a\ > > «3 > ai, vê-se 
que os dois termos são positivos, e portanto satisfeita a 
condição expressa por aquella desegualdade. 

2.° CASO. Sejam a\ e er2 as duas raizes imaginarias, e 
façamos 

a\=m + n V — 1 

a<i = m — n 
teremos 

a\ a<i== m2 + n2 

+ — 2 m 

quantidades reaes ; logo as expressões (4) reaes. Quanto 
a (5), torna-se em 

j ( m _ f l 3 ) 2 + w2j ) ( m — a j ) 2 + w2j 
| 2 m — ( a 3 + «í ) ! 2 

quantidade essencialmente positiva. 
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3.° CASO. Seja ainda 

Teremos 

a\ = m + nV — 1 

a% = m — n V — i 

a 3 = m ' + vl K - T T 

aí = m!—n' V — 1. 

A 2 = TO2 + « 2 

a 3 í/4 = m' 2 + n ' 2 

a i + oa = 21» 

A 3 + 0 4 — 2 TO' 

e portanto as expressões (4) reaes. Pelo que réspeita a (5), 
tornar-se-ha em 

} (TO — « Q 2 + ( n — w ' ) 2 j 1 ( w — t o ' ) 2 + (« + w')2 j 
(2 m — 2 m') 2 

quantidade essencialmente positiva. . 



Attentando nas expressões (4), parece cahir em defeito 
a transformação de que se tracta, quando for 

+ «2 = «3 -f «í» 

e bem assim sendo 

i 
01 = «4, 02 = ÍJ3, 

* 

tornando-se p + q e pq infinitos no primeiro caso, inde-
terminados no segundo. 

Observando porém que a primeira hypothese reduz 
immediatamente o polynomio X á fórma procurada, fazendo 

«i + 02 , x = y+ — 5 — > onde nao entra p e q, e que a segunda 
A 

elimina o radical; vê-se que estes casos excepcionaes não 
ficam comprehendidos nas conclusões a que chegamos, 
porque elles não carecem da transformação justificada. 

Em resumo fica demonstrado que a expressão proposta 
1F{x)dx rJ J . fF(x)dx 
— - — pode sempre reduzir-se a I t / \ r i , sendo 
vx v r j v i r 

X' um polynomio do quarto gráu, contendo tão somente 
potencias pares de x, ou da fórma 

X ^ a + bx^ + cx1; 

ou, conforme o valor achado, 
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sendo 

M=Ai (q — 01) (q — ai) (q — a3) (q — a 4 ) x 

x 
r ( p — ai) (p — ai) t , 1 r ( p — o») ( p — a*) 
L ( í — « i ) + I L ( í - a 3 ) J -

/ 

Fazendo, por simplicidade, 

(g — «i) (q — ai) (q — a3) (? — ai)—n 

m 
(p — ai) (p — ai) 

( ? — a i ) ( ! ? — «2)' 

( P ~ « 3 ) ( P — « I ) 
( ? — «3) ( ? — « í ) : 

teremos, finalmente 

: r 

= s 

^ 

Pelo que respeita a F(a?) pode sempre considerasse 
uma funcção par, pois que, não o sendo, pôde sempre fa-
zer-se 

[ ] h(x) + xfiKx) W 

sendo 9, f\ e fa funcções pares. 
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Com effeito, a fórma mais geral de F (x) sendo 

„, . «o -l «1 X + . . . + anxn 

tlW — b, + bíx + ...+bmxn' 

te remos 

Ff \ (gp-t g g a ; * - ! - • • • ) + g ( a i + a 3 ^ + -• •) 
{ X ) ~ (60 + b * x * + • • • ) + xiPi + • • •) 

que é a fórma (7). 
Multiplicando os dois te rmos do segundo membro de 

(7) pelo denominador será 
i 

Ff A [? (g) + a ^ (a;)] [ f \ [x) —xfc (ap)l 

onde se vê que o numerador contém, em geral, potencias 
pa res e impares de x, e o denominador só potencias pares 
da variavel. Podemos portanto fazer, como precedente-
mente , 

. M+xN 'M , N 
F i x ) = — p — = / 7 + p " 

sendo M, N e P funcções pares . 
i / iV 

Fazendo pois -p- = $ (ÍC2), = (x*), virá 

sendo $ e ¥ funcções racionaes fraccionarias. 
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Teremos assim para a expressão proposta 

F (x) d x 

y T = 
t 

<J>(ÍCs) dx 

VX Vx 

^ (x*) xdx 

Mas o segundo integral, fazendo x* = t, e attendendo 
ã fórma que vimos poder sempre attribuir-se a X, trans-
forma-se em 

que se determina pelos processos ordinários de integração. 
Podemos portanto supprimil-o na reducção que nos pccupa, t 
e tractaremos simplesmente do primeiro, que é justamente 
o integral proposto, mas com funcção par, como preten-
díamos provar. 

Occupemo-nos portanto da expressão 

A hypothese (1), reduz X a (6), F(x*) $ (y% e 
pelo valor 

teremos 

2 Í x a + ò í - f c í 2 
1 W (t) d t 

F(x*)dx 
VX 

. . ( 8 ) . 

« 
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Ora a funcção <í> (Í/2) pôde sempre, sendo supposta 
fraccionaria, que é o caso mais geral, ser decomposta 
numa funcção inteira, e numa fracção que se decomporá 
em fracções parciaes da fórma 

A 

( i + \ y Y 

Teremos pois, em conclusão, que o integral 

I F{x)dx 

J v r = 

origina na sua reducção tres grupos de integraes: uns 
que se obtém pelas formas conhecidas, exprimindo-se em 
potencias, logarithmos e arcos de circulo; outros da fórma 

f ymdy (9) 
J f — r) {y* — s) 

sendo m um numero p a r ; e finalmente, outros da fórma 

/ - J y ( i o ) . 

Attendendo e combinando os signaes possíveis de n, r 
e s, vê-se que é sempre possível dar a y um valor tal que 

dy 

1 n ( f - - r) { f — s ) 



se reduza a 

2 9 

z2) (1 _ A « 2 4 ) * 

sendo z e k fracções positivas. 
Attentando além disso na fórmula que exprime y em z, 

nos diversos casos possíveis, acha-se que todos se com-
prehendem na expressão geral 

, _ a + bz* 

c + dz* 

que reduz (9) e (10), attendendo a que 

fica com a mesma fórma em z que tinha em y, ás formas 

zmdz 

f. 

V ( 1 — z 4 ) (1 —Jêz*) 

dz 

(11) 

(1 + >22)p|/(l— Z*) (1 — k*z*) 
. . . . (12). 

Vejamos a que estas se reduzem. 
Fazendo z = sen «p, o que é permitlido attendendo á 
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natureza de z, e fazendo V { —F sen2 ç = A ç, dá-se a 
estes integraes uma fórma trigonométrica mais simples. 

Representando pela letra U o primeiro e pela letra V 
o segundo, dando a estas letras um indice egual ao ex-
poente de sen 9 no primeiro, e do binomio do denomina-
dor no segundo, teremos 

tL= Ç!!?!.?d<p v — C d,f 

mostra como Um se pôde deduzir de Um—z e Í7m 4, e por 
tanto, como todos os integraes contidos na primeira das 
formas (13) se podem reduzir aos dois 

A formula que facilmente se deduz 

s e nm—3 <p cos 9 A <p = ( m — 3) Um—i — 

[m - 2) (1 + A2) t /m-2 + (m — 1) A2 U, 'm 

sen2 9 d 9 _ 
A 9 

ou, sendo 
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e portanto 

A<fd<f (14) 

elementos últimos do primeiro integral. 
Analogamente, a formula a que se chega com alguma 

attençâo 

sen 9 cos 9 A 9 T . T r 

( H T s l í ^ p í " 0 3 F " " 3 + F " - 2 + 

-f a i Vn—1 I ao Vn 

em que ao, ai, a2, a3 são funcções de n, k, mostra 
como todos os integraes contidos na segunda fórma (13) 
se podem deduzir dos tres 

A + X s e r ^ , íd9 
J A9 J A? 

F i = i d 9 
(1 + a sen2 9) A 9 
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dos quaes os dois primeiros pertencem ás duas formas já 
obtidas. 

Em conclusão vê-se que a expressão 

rF{x)dx 

J 

em que F{x) é uma funcção algébrica racional, e X um 
polynomio do quarto gráu em x, origina, além de integraes 
conhecidos pelas theorias ordinarias do calculo integral, 
tres novas formas particulares que não podem reduzir-se 
ás primeiras. São ellas 

dz í \ / 
v (1 — 2 2 ) (1 —A2 22) ' _ / V % -dz, 

dz 

— & Z*)' 
% 

ou, debaixo de fórma trigonométrica, 

/d4> f ^ f (T+i: 
d 9 
sen2 9) d ç 

que, tomados entre limites determinados, se chamam inte-
graes ellipticos de primeira, segunda e terceira especie. 
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É de notar que o desapparecimento das potencias im-
pares da variavel no polynomio que o radical affecta podia 
obter-se por outro methodo, seguramente mais rápido; 
mas o que apontamos e que é devido a Legendre tem 
sobre esse outro, também por aquelle geometra apontado, 
a grande vantagem de produzir debaixo do radical dois 
factores reaes e de fórma simples. 

Um exame attento do methodo geral empregado na re-
ducção precedente, e bem assim a comparação das formas 
finaes a que conduz com as que se obtêm pelas reducções 
ordinarias de expressões mais simples que aquella de que 
partimos, produzem no espirito o convencimento de que 
umas não podem exprimir-se nas outras consideradas na 
sua maxima generalidade. São novos elementos de calculo, 
de ordem mais elevada, transcendentes novas, que se po-
dem affectar de características próprias para lhes simpli-
ficar a notação, e cujos valores numéricos se devem de-
terminar construindo-se táboas com argumentos conve-
nientes, que sirvam para o seu calculo em geral, do mesmo 
modo que se procedeu para os logarithmos, senos, etc. 

Assim, segundo a notação de Legendre, estas tres for-
mas represeotam-se do modo seguinte : 

O 

<P 
A <p d <p, 

n0 {k, x, v)= ? <h_ 

O (1 -t-xsen4 9) A <p* 

k c h a m a - s e o modulo, 9 a amplitude, e x o parametro 
d'estes integraes. 
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No capitulo seguinte mostraremos como a formação das 
táboas d'estes integraes se pôde levar a effeito, lançando 
mão de propriedades que previamente serão apresentadas. 

i 

lil 



CAPITULO II 

RESUMO.—Transformação dos integraes ellipticos de primeira e se-

gunda espeeie pelos modulos e amplitudes. — Cálculos numé-

r icos .—Formação de táboas .—Táboas de Legcndre. — Ideia da 

sua construeção e uso. 

Os integraes ellipticos das tres especies que apresenta-
mos no capitulo precedente, considerados como elementos 
de calculo numérico, precisam de ser reduzidos em taboas. 
Legendre foi o primeiro que emprehendeu a sua formação, 
e suas são as primeiras táboas que se formaram. Estas 
táboas dão o valor numérico do integral quando se conhece 
o modulo e a amplitude. Nellas não entram as funcções 
de terceira espeeie pelo motivo de que tendo estas fun-
cções, além da variavel principal, duas constantes arbitra-
rias, seria preciso que as suas táboas tivessem tres entra-
das, o que, como diz o mesmo Legendre, seria inexequível. 

Vejamos como se pôde obter a sua formação, come-
çando pelos integraes de primeira espeeie. 

O calculo d'estes integraes funda-se na seguinte proprie-
dade, que passamos a demons t ra r : 

Todo o integral elliptico de primeira espeeie pôde ex-
primir-se noutro da mesma espeeie, mas de modulo maior 
e de amplitude menor; e vice-versa. 
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Com effeito, se no integral 

' 1 — A " 4 sen2© 

fizermos, como Landen, 

sen 2 w 

ou 

sen 2 to 
t * * i - A + C08 2 «' 

teremos 

2 T 1 0 d » 
1 + / t J O ^ 1 — / i " 2 s e n 2 w ' 

ou 

f ( a > ) ( 1 5 ) ; 

sendo os modulos e amplitudes ligados pelas relações 

2 V T 
w = T T k < , 6 > ' 

sen(2<o — <p) = Asen<j> (17) . 
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Mas, atendendo a que é £ < 1 , (16) mostra que é 
k' > k, e (17) que é <»<<p; portanto as tres equações 
(15), (16) e (17) demonstram a primeira parte do theo-
rema. 

Quanto á segunda parte é ella uma consequência imme-
diata da primeira, e traduzida pelas equações 

(18) 

k = \+V\ITF 
(19) 

combinadas com (17) . 
Este theorema fornece dois processos de fácil compre-

hensão para o calculo de um integral de primeira espeeie, 
consistindo uin no decrescimento successivo das amplitu-
des, e augmento dos modulos, que tem por limite supe-
rior a unidade; outro, ao contrario, no decrescimento con-
tinuado dos modulos e diminuição das amplitudes, fazendo 
convergir aquelles para o seu limite inferior zero. 

Pelo primeiro processo o valor do integral proposto 
vem a depender de 

que se determina pelos processos ordinários do calculo in-
tegral. A paginas 2 3 1 do 4.° volume do Francoeur vem 



3 8 

o valor d'este integral, e, calculando a constante que lá 
encontra, acha-se 

p d 9 . t A i A 
/ — = 1 - tg -T-W + — «í" . 

/ q C o s ? 8 \ 4 ' a Y j 

Representando por 
f o i ) \9 a —r;—i^LM, Aj i /<', / f j . . . /í« 

os modulos successivos, e por 

?1» 92 • • • • ?M 

as amplitudes, teremos (15) 

rií labí isujb i> ar.) 

2 
F ( y c 2 , = F ( % 93), 

2 
F f t n - i . 9 „ - i ) = i + ^ F [ k n , 9«), 
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que dão 

i h ' ( f l ) ' 

sendo os modulos successivamente calculados pelas rela-
ções 

2 ( T , , 
1 + A 1 -i h 4 

que dão 

2 2 2 

e portanto (a) 

v . . . . kn . 

ou, ainda 

<p) = S ! h h h 'k • • kn-1. kn. F(kn, 9n). 

Suppondo portanto kn o valor limite do modulo, e <p« o 
valor correspondente da amplitude que deve ser finito e 
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determinado, ou suppondo kn — 1, çn = <|>, teremos em 
fim a formula a empregar no calculo numérico de F(k, <p), 
seguindo o primeiro processo 

que se deve combinar com as formulas (16) e (17) por 
onde se calculam os modulos e amplitudes successivas. 

Pelo segundo processo, o valor do integral proposto 
vem a depender do valor de 

/N» 
/ d 9 = f 

J O 

Na mesma notação empregada no processo anterior, 
e usando das formulas que servem no presente, teríamos 

F ( k > ? ) = - 5 — . —çjT F (!<n, ? « ) , 

ou, attendendo aos valores limites de k e kn = 0, 
fn = ^ 

F(k,9) = -|r(1 (1 +h)....(14kn), . . . ( 2 1 ) , 

formula que servirá no calculo, seguindo este processo, 
combinando-a com as equações (17) e (19), por onde se 
calcularão successivamente as amplitudes e os modulos. 
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É fácil de ver, altentando nestes dois processos, que não 
é indiíferente a sua escolha para o calculo de um dado 
integral, não vindo o seu numero conseguintemente a con-
stituir uma abundancia, antes sendo o seu complexo in-
dispensável para constituir os meios do calculo em questão. 

De facto o uso de cada um será determinado peia gran-
deza do modulo do integral proposto comparada com os 
limites 0 e 1 d'esta quantidade, o primeiro app1icando-se 

1 
quando o modulo estiver comprehendido entre e 1, 

4 
o segundo quando estiver entre 0 e 

O seguinte exemplo numérico, transcripto de um tra-
ctado sobre este assumpto de Oskar Schloemilch, illuci-
dará a doutrina exposta, mostrando a brevidade com que -
se obtém um valor muito proximo do limite para o mo-
dulo, quando o seu valor primitivo não está muito afas-
tado d'elle. Como se vê nesse exemplo, pertencente ao 
primeiro processo, duas phases de calculo são bastantes 
para achar um modulo que difTere do limite 1 numa uni-
dade da sétima casa decimal. 

Seja 

2 4 1 

o calculo dá 

k x = 0 , 9 9 9 7 9 1 7 , A"2 = 0 , 9 9 9 9 9 9 9 

? 1 = 5 8 ° 7 ' 1 4 " , 1 5 

<P2 = 5 8 ° 6 ' 3 9 " , 5 7 . 
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Temos pois (20) 

r. tg 7 4 ° 3 ' 1 9 " , 7 9 = 1 , 2 7 8 5 2 2 . 

De uma maneira inteiramente analoga se procede no 
calculo dos integraes ellipticos de segunda espeeie. 

Seja 

> 
E (A, 9) = / — A 2 sen2 9. d 9 

O 

um integral de segunda espeeie. Pelo emprego da mesma 
substituição usada nos de primeira, e junctando a am-

np 
bos os membros A sen 9 = / A: cos 9 d obteremos 

J 0 

E (A, 9) + A sen 9 = / (A <p + A cos 9) d 9 = 
0 

, / " 1 + A cos 2 w • 2 / — dto = 
/ o 1 + 2 A cos 2(0 + A'4 

1 4- A (1 — 2 sen2 «) , 
d <d; 

t sen2 co A 
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ou, emfim, fazendo 

2 = k' (22), 
1 + k 

E (k, <p )+k s e n 9 - ( 1 + /r) E(k',<o) + (1—A:) . . . ( 2 3 ) . 

Esta equação dá, attendendo a (18), 

E (k, 9) + k s e n 9 = (1 + k) E(&', «) + ^—k*) F(k,9), 

d'onde 

- i ( l _ A * ) F ( f c , 9 ) = £ ( A , 9 ) - ( l ; A ) E ( f , « ) + f a s e n ? . . . ( 2 4 ) . 

Esta ultima relação mostra que todo o integral elliptico 
de primeira especie pôde ser reduzido a dois integraes de 
segunda; e a equação (23) mostra que um integral elli-
ptico de segunda especie pôde ser expresso n 'um de pri-
meira, e n u m de segunda de modulo maior e amplitude 
menor, ou vice-versa, conforme d'ella se tira E (k, 9) 
ou E(k!, u) . 

Seria prolixo mostrar como esta propriedade conduz ao 
calculo numérico dos integraes de segunda especie, com 
a aproximação que se desejar. 

Pelo que respeita aos integraes de terceira especie, com 
quanto a mesma substituição empregada nos das duas pri-
meiras especies, lhes seja também applicavel, comtudo 
conduz a formulas em extremo complicadas; e como por 
outro lado, segundo dissemos no principio d'este capitulo 
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estes integraes não são reductiveis a taboas, omittimos 
essa transformação. 

Além d'isso Legendre mostrou no primeiro tomo do seu 
notável tratado das funcções elliptjcas muitas e importan-
tes propriedades d'esta espeeie de integraes, que fazem 
com que em grande parte de casos, o conhecimento dos 
integraes das duas primeiras especies, conduza ao conhe-
cimento dos de terceira. 

Mostrou este geom^tra que sendo os seus parameíros 
imaginarios, aquelles integraes se reduzem a outros que 
os tem reaes; q u e os integraes completos d'esta espeeie, 
ou cuja amplitude é de 90" se exprimem sempre nos das 
duas primeiras especies; q u e essa mesma reducção é pos-
sivel numa immensidade de casos; e m f i m , q u e sempre o 
valor d'estes integraes pôde ser determinado por series 
muito convergentes, e bem adequadas ao seu calculo. 

Abstemo-n'os de justificar todas estas propriedades, por-
que daríamos ao nosso trabalho latitude superior á que 
desejamos. 

Depois do que fica dicto, e altendendo a que, pela pe-
riodicidade da quantidade sen2<p que entra nos integraes 
das tres especies, o conhecimento do valor d'estes inte-
graes para as amplitudes comprehendidas entre 0 e 90°, 
dá o seu conhecimento para qualquer amplitude, compre-
hende-se como se podem formar as taboas d'estas funcções. 
Calculados os integraes para uma serie de arens compre-
hendidos entre 0o e 90°, determinar-se-hão os dos arcos 
intermedios por meio da interpolação, e os dos arcos su-
periores pela periodicidade. 

Legendre apresenta primeiro uma toboa contendo os 
valores d'estes integraes completos de primeira e segunda 
espeeie, de decima em decima de gráu, ou de 6' em G', 
e achando os seus logarithmos com 14 decimaes. A se-
gunda taboa contém os valores dos integraes de primeira 
e segunda espécie de 3 0 ' em 30 ' , para o modulo cujo 
angulo é 45°, e com 12 decimaes. Emtim a taboa IX 
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contém os valores cTestes integraes, calculados de gráu 
em gráu da amplitude e do angulo do modulo, com 10 
decimaes de O até 45° do angulo do modulo, e com 9 
d'ahi até 90° . 

No capitulo seguinte vamos ver como o calculo d'estes 
integraes se pôde levar a effeito pelo seu desenvolvimento 
em series adequadas a este fim. 
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CAPITULO III 

RESUMO. — Desenvolvimentos em series dos integraes ellipticos das 

duas primeiras especies. — Integraes completos.—Reducção a 

estes. — Valores das series obtidas. — Transformações que aug-

mentam a convergência. 

Começaremos pelo desenvolvimento dos integraes com-
pletos, e tão somente para os das duas primeiras especies. 
Estas series além da sua importancia directa para o co-
nhecimento d'estes integraes, tem como veremos o grande 
valor de serem os mais simples elementos para a formação 
das series dos integraes com amplitudes quaesquer. 

Seja pois 

1 

tim integral completo de primeira espeeie. Desenvol-
vendo a potencia do binomio que entra no denominador, 
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acharemos 

1 

A r * / i 1 3 
K = I ^ - F - ^ s e n 2 ? * - ^ - . - ^ s e n ^ - f 

+ - | - A 6 s e u 6 9 f j <i<p. 

Por outra parte a formula (Francoeur, 4/ parte, n.° 190) 

/ cos x senm—^ x tíi i / / senm a; d a ; = -j / sen"1—2 a; d a; 
J m m J 

dá, fazendo m = 2ra, e, tomando o integral entre os li-
mites O e ~ it, 

2 

1 
' 2 ' * 2 n — 1 C T * sen2 n x d x ^ = — - — / s e n 2 n — 2 x d a ; , 
o 2 n . 7 o 

í 
2M 1 / T " 
— - — / sen inr~%xdx = 

2n J O 

1 
2 n — 3 / 2 * 

2n ' 2 t t — 2 ' J Q 
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— TC 

— " — — i / ^ - s e n 2 " - 4 X d x = 2m 2 « — 2 ^ / Q 

J _ 
2 « — 4 2 w — 3 2 « — 5 í 2 w „ . . 

= ~ã • S õ- õ 7 I Sen™~bxdx, 2 n 2 w — 2 2 n — 4 J Q 

1 
2 n — 1 2 n — 3 2 n — ( 2 « — 2 

2 n ' 2 « — 2 " ' 2 w 
i — ( 2 « — 3 ) pr* 
— ( 2 « — 4 ) / o • sen 2 n — ( 2 n — 2 )xd®= 

1 
2 n — 1 2 n — 3 2 w — ( 2 « — 4 ) / Y " . 

2 n " 2 n — 2 " " 2 n — ( 2 n — q ; 

ou 

4 
- T C 

s e n 2 n a ; d a ; — „ , ^ . _ 
O 2 . 4 . . . . 2 n 2 
2 " . 4 . 3 . 5 . . . . ( 2 n — 4 ) « 

Esta formula dá, fazendo successivamente « = 0, 4 

2, 3 multiplicando os resul tados por 4, — A2 

4 3 
-Q-. —. A4 etc. , e sommando, at tendendo além d'isso : 
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que para n = 0 se reduz a 

. . . ( 2 5 ) . 

Esta serie é muito convergente para valores muito pe-
quenos de k. 

Se porém o modulo não for convenientemente pequeno, 
poderá a formula (25) ser substituída por outra em que 
esta quantidade seja tão pequena como se quizer, empre-
gando a transformação expressa pela formula (18). 

Assim, effectuando essa transformação uma só vez, te-
r íamos 

K= F (ã, - f - ) = F(ku *) = (1 + *,) F (*,,-£-) 

attendendo a que é 

1 
2 W d<p 

0 A(P' 
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Temos portanto, combinando esta relação com (25), 

TC ( / 1 \ 2 / \ 1 \ S 

* - t ( « + * i ) | « + ( T ) * i 4 + 

/ i ^ S » / 1 . 3 . 5 . . . ( 2 W - i y ) 
V 2 . 4 . 6 / \ 2 . 4 . 6 . . . 2n ) A 

sendo A^ determinado por (19). 
É fácil de ver as formulas que serviriam, feitas, duas, 

t res ou mais transformações, e de concluir que o calculo 
de K se pôde fazer por series tão convergentes como se 
quizer. 

Procede-se d 'uma maneira inteiramente analoga para 
os integraes completos de segunda especie. Assim repre-
sentando por E um integral completo d'esta especie 

1 1 
r r * c y u ± 

E= d9\<f= d < p ( l — A 2 s e n 2 ? ) 2 , 
J O J O 

teremos 

Ji_ 
2 , 

j l ^ A 2 s e n 2 < p — A 4 sen4 ç -
V i 1 . . . 1 

"2. 4 . 6 A : 6 s e p 6 y i d < ? ' 
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ou, integrando pela formula apresentada, 

E—— ll— ( 2j — (2.4)^4~"(2.4.6)4A'6-"^ 
4 \ 2 4 . 3 , . 4 . 3 2 . 5 

a que se pôde dar a fórma mais symetrica 

4 2 A 2 4 . 3 2 A 4 f\. 3 . 5 2 A 6 

2 ) 1 V 2 J 4 ' 2 . 4 / 3 — \ 2 . 4 . õ j 5 £ = - ^ - 1 4 — ( - ^ r ) :zjr 

/ 4 . 3 . 5 . . . ( 2 w 4 ) \ a A 2 " j 
\ 2 . 4 . 6 . . . 2 » / 2 « — 4 ) ' " * 

Poderíamos, como fizemos para o integral de primeira 
espeeie, achar formulas que exprimissem E em modulos 
menores, e tanto como quizessemos. A facilidade porém 
de as obter, dispensa-nos de nos demorarmos mais neste 
ponto, limitando-nos a apresentar a formula analoga a (26) 
que dá o valor de E, feita uma única transformação, a 
s a b e r : 

( 4 — a j ) j 1 + 5 ( 4 ) v + 9 + 

+ . . . . + ( 4 « + 4 ) ( 2 . 4 . 6 . . . 2 w / . . . ( 2 8 ) . 

Passemos aos integraes de primeira e segunda espeeie 
de qualquer amplitude. 
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2 ^ 
Se em F[k, 9) f i z e r m o s k — j^Tj^' teremos 

^ l — A 2 sen2 9 V i + 2 k t cos2 2 9 + ^ 

= (1+A-j) | l + e 2 ? v / = ^ | 

Desenvolvendo as potencias dos dois factores do se-
gundo membro, e multiplicando os resultados, obter-se-
hão termos em que entram potencias pares positivas e 
negativas de e; e finalmente passando d'estas exponenciaes 
imaginarias para cosenos, achar-se-ha 

1 
A o — i 2 c o s 2 9 -f 44COS49—Aa COS69... (4) 

1 — A 2 sen2 9 

sendo 

( i + A i ) j i + ( 4 ) v + 4 D V + • • • • ( 

A , = 2 ( 1 + *,) j i - + ( - 1 ) ' . - 1 kt» + 

1 
5 1 « 

etc. 
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O primeiro coeffíciente, comparado com (26), dá 

Da mesma fórma se acharia 

4 [ K—E ) 
K\l 7t 

e emfim, que todos os coefficientes se podem exprimir 
nos integraes completos do mesmo modulo, de primeira 
e segunda espeeie, porquanto a formula 

2 
(n—i)4n==>2(w—2) -jp-.An-z — [n— 2>)A^i 

mostra como todos estes coefficientes se exprimem nos 
dois primeiros, e estes já vimos como se expr imem em K 
e E. 

/

<? d . . 

—i, substituirmos o valor (A) 
0 a ? 

e integrarmos, acharemos 
1 1 

F(k, ç) = 40<P 2~42sen2<p + - £ - Msen4<p 

± : ^ r 4 2 „ s e n 2 « 9 (29) . 
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Ánalogamante acharíamos 

1 1 
E (k, 9) = Bq ® + - y Bi sen 2 9 £ 4 sen 4 9 

1 
— 2 ^ 5 2 « s e n 2 9 , (30), 

sendo 

( 2 n + l ) f i í n = ^ ( 2 — ( 2 n — 2 ) f l 2 n _ 2 — ( 2 « — 5 ) t f 2 n _ 4 

e 

2 4 
tf0 = — E, ^ • • 

Estas formulas achadas para o desenvolvimento de 
F(k,<f) e de E(k,y) são pouco convergentes, por isso 
não têm o valor pratico que bem era de desejar para o 
calculo d'estas funcções. 





CAPITULO IV 

RESUMO. — Operações com os integraes ellipticos de todas as espe-

cies. — Formulas e reducções. 

Sabe-se que as funcções a que conduz a integração das 
expressões racionaes fraccionarias, e bem assim das irra-
cionaes, sempre que o integral não contenha um polynomio 
de gráu superior ao segundo, gozam da propriedade de 
poderem ser combinadas por somma, diminuição, e tc . ; 
i s to é, q u e se p ô d e s e m p r e : dadas duas funcções homo-
géneas mas de diversos argumentos, determinar uma fun-
cção da mesma especie, que seja a sua somma, a sua 
differença, etc., e tal que o seu argumento se exprima 
por uma relação determinada entre os argumentos das 
funcções dadas. São estas propriedades, como também é 
sabido, que dão áquellas funcções a sua maxima impor-
tância. 

Vamos ver que eguaes propriedades se verificam tam-
bém nos integraes ellipticos de todas as especies. 

Começando pelos de primeira, e pela somma, faça-
mos 

f(*)+ny)=n*) («) 

\ 
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sendo 

f{x) 

m = ' 

dx 
- X2) (1-- A 2 ® 2 ) ' 

dy 

-y*) («--k* t/)' 

dz 

0 K ( 1 — 2 2 ) ( 1 — P z * ) ' 

tracta-se de determinar z em funcção de x e y. 
Façamos 

m + m - c (b) 

sendo C uma constante. A differenciação dá, reduzindo ao 
mesmo denominador o resultado e dividindo por 1—A 2 » 2 ? / 2 

1 —A 2 x* y* 

(/(!_ -x2) (1 —A 2 a 2 ) 
1 4 —A 2 x 2 y% dy--
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Integrando por partes, representando por M o primeiro 
integral e o segundo por N, temos 

1 — I f i x ^ y * 

_ Çx y) 2 ft2 ( a 2 + y 2 ) — ( 1 + A ' 2 ) (1 + /c2 x2 i f ) | d y 
J l/Ji—y*) (i—Pf) (1 —/c2 x2 iff 

ou, fazendo 

a; y j 2 ft8 (a 2 -t y2) — (1 +f t 2 ) (1 x* if-)} 
( i — l ê t f f f 

â / c 2 » 2 ? / 2 

( i — j p s y ? " 
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i 
Analogamente se adiaria 

1 -k*x*y* V 

í Adx 

~J ̂ (l—x^il—WW) ~ 

- j x*) ( 1 — k ^ x * ) dy. 

Por fim, attendendo a que é 

M -f N— C\, 

e além d'isso 

dx 
V(\—x*) (1 —k*a?) 

+ 

+ y(l-y*)i i - k ^ ) = {c) 

'V—y*) (*—'dx+t^i—x*) (l—l<*x*) dy = 0 , 
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te remos 

x ^(l—t/2) (1 — AV) + yV{ 1—*2) (1 -AV) „ ,,, J — • ••• 

como condição para que seja verificada a relação (b). 
Para <r = 0, (d) dá 

e como, na mesma hypothese, é fx=0, teremos (b) 

W ( C i ) . 

e portanto, fazendo Cj = z, 

m + m ~ m (3 1) 

como se pretendia, sendo z ligado com x e y pela re -
lação (d) 

x ^(1-y2) (1 - / c V ) + y -x*) (1 -k*a?) _ ,3g, 
1—A 2 a;2 «/* 

Passando para funcções tr igonométricas pelas hypo-
theses 

x = s e n < p , y = s e n z = sen<>, 
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obteremos (31) 

F{k,9) + F{k^) = F(k,c) ( 3 3 ) , 

sendo (32) 

sen 9 cos | A ^ + sen tji cos 9 A 9 

1—A 2 sen2 9 sen2 ty (34) . 

È o theorema da addição dos integraes ellipticos de 
primeira especie que pôde enunciar-se do seguinte modo : 
«dois integraes ellipticos de primeira especie, do mesmo 
modulo e dc amplitudes diversas, podem sempre reduzir-se 
pela sua somma a um integral da mesma' especie, do 
mesmo modulo e com a amplitude determinada. 

A amplitude c pôde determinar-se pelo seno, usando 
de (34), ou por qualquer outra linha trigonométrica, 
transformando esta formula. 

É assim que se pôde achar 

t f f f f _ i i l A Í ± M A i _ 
8 1 — t g 9 t g 4 A 9 A < ] , [ ' 

formula, como se vê, muito apta para o calculo de <7. 
O theorema da subtracção deduz-se de (33) e (34), 

mudando (j/ em — ty, e attendendo a que F(k, se muda 
e m — F ( k , <|>). 

Temos assim (33) 

F(k,9)-F(k,W = F(k,o) ( 3 6 ) 
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sendo ( 3 4 ) 

sen 9 c o s A A | — sen <J/ cos <p A ç 
sen a •=> — r s — s n • • • (o /), 

1 — k 2 sen 2 <p sen 2 9 v ' 

ou (35) 

_ t g 9 A t g A 9 . 
t g c - l + t g ? t g + A + A ?

 W 

Se em (33) fizermos 9 = <J', acharemos, pondo 92 
por g, 

2F(k,9) = F(k,?i), 

sendo 

2 sen 9 cos <p A <p 

A n a l o g a m e n t e , 

F(k, 92) + F(k, ?) = F(k, 93) 

dá 

ZF(k,<f) = F{k, 93), 

sendo 

sen 92 cos 9 A 9 + sen 9 cos 92 A 92 

s e n ^ 3 = 1 — A 2 sen 2 9 sen 2 9 2 
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podendo 93 exprimir-se só em 9, pelas formulas dedu-
zidas no caso antecedente. O que é bastante para mostrar 
como se podem multiplicar por qualquer numero os inte-
graes ellipticos de primeira especie, e determinar o pro-
ducto. 

Egualmente se vê com clareza como é possível a di-
visão de um integral d'esta especie por qualquer numero, 
e como se levaria a effeito. 

Passemos aos integraes da segunda especie. Façamos 

mas, atlendendo a que, segundo o theorema da somma 
dos integraes de primeira especie, se tem 

£ ( * , * ) + £ ( * , 40 (4) . 

Differenciando vem 

dx = A<pdç + A<{< dty 

ou 

A(|»d<p-t-Açd<l< = 0, 

virá, sommando com (a), 

dx — [\<p + A^] [d 9 + d <}»] (c). 
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Sabe-se que a equação (6) conduz á seguinte relação 
entre 9, <j/, ff 

cos 5 = cos <p cos <|> — sen 9 sen «j; A ff (39) 

que pôde ser posta debaixo das formas 

cos 9 = c o s <i cos -f s e n ff sen <]> A 9 ) 

cos t}* = c o s o cos 9 + s e n ff s e n ? A' ! ' ) 
. . . ( 4 0 ) . 

D'estas equações, tirando os valores de A 9 e A <J», e 
pondo em (c), resulta 

o* 

d/cos?-costcosc\ / c o s ^ - c o s c p c o s ^ 
\ sen (j/sen ff / T \ sen 9 sen n ] T' 

ou 

^ ^ d (sen2 9 + sen2 <J» + 2 cos ff cos 9 cos <|>) 
sen | sen 9 sen <r ' 

ou ainda (40) 

dx=ki d (sen n sen ç fen <]/); 

que dá 

x = ki sen a sen 9 sen ^ + E (k, ff) 

visto que 9 = 0, dá (36) (4) , x = E(k,c). 
6 
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Temos portanto (A) 

E (k, <p) +E {k, = E (k, s) + k2 sen <p sen sen ff . . (41), 

relação que estabelece o theorema da somma dos integraes 
ellipticos de segunda especie. 

Para os integraes ellipticos de terceira especie, limita-
mo-nos a apresentar a formula que traduz o respectivo 
theorema, e a dizer que a ella se chegaria por um caminho 
inteiramente analogo. 

Temos para estes integraes 

n 0 [h, k, <p) 4- n 0 (A, k, <|») = n 0 ih, k, c) + 

_sen <p sen t|i 

Asen<r.d(sençseni|)) 

1 -(- h sen2 a —2 A à a cos a sen ç sen <|i -\ h(h-\-k2 sen2 a) sen2 9 sen21|( 

O 

onde se não acha effectuada a integração por ella depen-
der dos valores de k e h. 

Os theoremas respectivos para as outras operações so-
bre os integraes de segunda e terceira especie, seriam 
evidentemente deduzidos das formulas (41) e (42) como 
para os de primeira especie o foram de (33). 



CAPITULO V 

RESUMO. — Applicações. — Rectificações, especialmente da ellipse 

e da hyperbole. — Ideia de usos mais latos. 

Vejâmos como o conhecimento dos integraes ellipticos 
pôde conduzir á obtenção de um arco de ellipse rectificado. 
Seja (fig. 3) B M = s o arco que se pretende conhecer, 
contado a partir da extremidade B do eixo menor . Sabe-se 
que, traçados os dois círculos concêntricos com a ellipse, 
e cujos raios são os dois semi-eixos a e b, um ponto qual-
quer da ellipse M, tem a mesma abscissa que o ponto N 
do circulo exterior, e a mesma ordenada que o ponto Q 
do circulo interior dado pela sua intersecção com o raio AN. 
Temos portanto, representando por x e y as coordenadas 
de M, e por 9 o angulo BAN, 

x—a sen 9 

y = b cos 9 ; 
logo 

d s* = d x* + d y* = (a* cos2 9 + 62 sen2 9) d 92 = 

( / ̂  } 
= [ a 2 — ( a 2 — S e n

2 9 ] j 1 — s e n 2 9 j d ^ . 
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ya<i 
Portanto, fazendo — - — k , que marca a excen-

a 
tricidade, teremos 

s — al V1—k*sen2 9. d 9 = a E(k, <p). 
0 

Por onde se vê como a rectificação da ellipse depende 
de um integral elliptico de segunda especie. 

1 
Para obter o quar to da ellipse, faríamos 9 = — n , 

e teríamos 
/ l \ 

s—a E(^k,-jiu j. 

Usando da theoria da addição dos integraes de segunda 
especie, poderemos achar a somma de dois arcos de ellipse, 
e resolver muitos out ros e importantes problemas a res-
peito dos arcos d'esta secção cónica. 

Para a hyperbole, (fig. 4), sendo O A o seu semi-eixo 
maior , AB o semi-eixo menor , O B -1 a1 + ti"1 a sua 

— 2 
AB 62 

excentridade, e tomando O C— - r r f T = uma 
UV ' a 2 + 6 á 

terceira proporcional a OB e A B ; f ina lmente , t irando 
por C a parellela CD ao segundo eixo, teremos para um 
ponto qualquer M 

MC=y=>QC.\gM' O C = _ — _ 
v a

2 + 6 2 

representando por 9 o angulo M' O C. 
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Da equação 

tira-se para valor da abcissa 

ou, fazendo p ^ p - A , 

Teremos pois 

d s = b < i d * 

^ a 2 + 6«. cos2 <P A8 sen 8 9 

que dá, por fim, 

* = p ^ r = p F (* . ? ) - E (*» f ) + 

+ l / Õ 2 + 6 2 A . «ptgç. 
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Por onde se vê como um arco de hyperbole pôde ser 
rectificado fazendo uso dos integraes ellipticos de primeira 
e segunda especie. 

Ent re os arcos da hyperbole podem fazer-se combina-
ções analogas ás que se podem fazer com os arcos da 
ellipse, bem como se podem comparar arcos de ambas 
estas curvas. Nós tocamos muito por alto este ponto por-
que nos desvia do nosso fim. Queremos neste capitulo 
apenas, justificando o nome dado aos integraes que esta-
mos estudando, mostrar algumas das suas applicações. 

Querendo dilatar estas applicações, veríamos como uma 
immensidade de problemas de geometria e mechanica vem 
a depender d 'estes integraes. 

Já n'outro logar as apontámos, e com isso nos satis-
fazemos. Estudal-as por miúdo pertenceria a outro livro 
que não tivesse este caracter. 



SEGUNDA PARTE 

Funcções ellipticas 





CAPITULO VI 

RESUMO. — Definição e propriedades das funcções ellipticas.—Suas 

especies e distincções. 

De certo que a analyse teria conduzido o espirito do 
homem ao conhecimento das funcções goniometricas e 
cyclometricas, arcos e linhas trigonométricas, se a geome-
tria se não tivesse antecipado no seu descobrimento, e 
enumeração de suas propriedades. 

Assim os integraes 

/ o R = * = a r s e n z ' / o T T ^ = a r c t g z 

dariam, invertendo estas funcções, e fazendo are sen z —u, 
are tg z = v 

z = senw, z = t g r ; 

e do mesmo modo para as outras e analogas funcções. 
O estudo dos integraes respectivos daria o conhecimento 

das propriedades d'eslas funcções. Emfim nenhum dos cara-
cteres que a geometria lhes assignou ficaria por descobrir. 
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Cest, d iz H e r m i t e , en quittant le champ de Valgèbre 
et en quelque sorte dès l'abord du calcul intêgral, qu'on 
est amené naturellement et sans effort à l'origine vérita-
blement fêconde d'nne infinitê de fonctions nouvelles, dis-
tinctes essentiellement les unes des autres, offrant pour cha-
cune d'elles un ordre de notions analytiques propres, en 
mê me temps que de caraclères communs qui les rêunissent 
en grandes calêgories, et dont 1'ètude aprofondie est l'un 
des objets les plus intéressants de la science actuelle. 

Este caminho porem que não é originário no estudo 
das funcções goniometricas e cyclometricas, tem este ca-
racter no estudo das funcções ellipticas, que só a analyse, 
e muito modernamente, estudou na sua definição, proprie-
dades e numerosas applicacões. 

Attentando no valor do estudo das funcções circulares 
e trigonométricas, na maneira como o calculo integral a 
ellas conduz pela inversão de certos integraes, fácil nos 
parece o apparecimento no espirito da ideia de estudar as 
funcções inversas dos integraes ellipticos. São estas fun-
cções inversas que receberam de Abel o nome de funcções 
ellipticas. 

Fazendo para os integraes ellipticos de primeira es-
pecie 

F(k,<f) = u ( 4 3 ) 

tem-se a notação inversa 

v = am(ú), m o d . k 

ou, mais simplesmente, (75), 

<p c = a m (u, k) 

e d i z - s e : ç egual a amplitude de u e k. 
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Para valores particulares do modulo, como k = O, 
k = tem-se 

M = F ( 0 , < p ) = <p, 

/ i í \ 
M = F ( 1 , 9 ) = l . t g ( ^ - T C + — 9) 

ou 

<p = 2 are t g e u 5-71; 

valores que dão por (44) 

u = am (O, u), 

ç = a í » ( l , M ) = 2 a r c t g e u ^-w. 

Como vimos na primeira parte, o conhecimento dos 
integraes ellipticos de primeira especie de qualquer mo-
dulo e amplitude, pôde sempre fazer-se depender do co-
nhecimento de um integral completo, e de um outro não 
completo, do mesmo modulo, e cuja amplitude é inferior 

1 
a -Q- Esta propriedade é expressa pela formula 

45) . J O J 0a? 
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Fazendo 

J oa<p V o 
tem-se 

W = a m (u), mit±w = flffl(í)), 

v=2mK±u; 

logo 

d m ( 2 f f l f ± t i ) = m f ± f l f f l ( a ) (46) 

que mostra uma propriedade correspondente e fundamen-
tal para as funcções ellipticas. 

De 

^ d <p /N* d <p 

0 _ ~J 0a? 
tira-se facilmente 

a m (— <p) = — fl»í(|) (47) 

que indica outra propriedade, como se vê, de summa im-
portância também. 
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Pôde dar-se uma imagem geometrica d 'estas relações 
entre as amplitudes e o» integraes, construindo a curva 
das amplitudes (fig. 5), que tem por abcissas o valor do 
integral, ou w, e por ordenadas as respectivas amplitudes, 
ou <p. 

Sendo 9 = 0, para m = 0, vê-se que a curva passa 
pela origem. 

A inclinação da tangente com o eixo dos x é dada 
por 

d.amiu) TÕ Ã— t g « = — - j - 4 = / t-2Sen2ç 
° du r 

que para 9 = 0, dá a = 4 5 ° ; 

para 9 = ir, a — are (tg = — k ? ) ; 

e, para 9 = 2 ^ , « = 45° . 

Vê-se pois que a curva, dividindo ao meio o angulo 
das coordenadas na origem, se vae successivamente aba-
tendo sobre o eixo dos x, até um limite inferior, cres-
cendo depois até novamente adquirir a inclinação de 45° , 
e assim indefinidamente. 

Fazendo 

u = ± K, ± % K, ± 3 K, ±mK, 
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acha-se para 9 

m — -t- . ± 2 - — - -+- 3 T a » — * 9 » — ° m 

o que mostra que os pontos da curva das amplitudes que 
tem por abcissas múltiplos do integral completo, se acham 
sobre uma recta, passando pela origem das coordenadas. 

Fazendo 

M = 2 # + t t ' , 

acha-se, por (46), 

9 = = « + a m («'), 

por onde se vê que se D\ se fizesse coincidir com A B\, 
a porção de curva C\nD\ coincidiria com AmB\. 

Fazendo 

u = 2K—u', 

acha-se pela mesma equação (46) 

9 — ie — am (u')t 

por t)nde se vê que o arco B\ Cy é egual a A B\, mas em 
ordem inversa. 

E estas propriedades, que a discussão das equações (46) 
e (47) manifestam, dão perfeito conhecimento da curva em 
questão. 
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A forma normal dos integraes ellipticos de primeira 
especie 

J o"(«-*)(«—**) (48) 

ou 

"J o 

dá para inversa, ou para funcção elliptica correspondente, 
p o r s e r y = am{u), 

2 = sen. am(u) (49). 

Analogamente todos os integraes ellipticos que se podem 
reduzir ou fazer depender de (48), originam respectivas 
funcções ellipticas de primeira especie também, e que se 
acham do mesmo modo. 

Por entre essa infinidade de funcções, cuja existencia 
se concebe, tres têm sido consideradas como merecendo 
(especial attenção, porque ellas constituem a base de todas 
as out ras ; têm um caracter especificado de maior sim-
plicidade relativa, ou pelo menos podem ser conside-
radas como os termos de reducção de todas as outras. 
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Estas t res funcções da amplitude são, além de (49) que 
dá o seno da amplitude, o coseno da amplitude e delta 
da amplitude, que se deduzem, como inversas dos inte-
graes 

M dz 
(50) 

R { dz 

J o y{i-z*)(z*-k*) ( 

das quaes a primeira dá 

z = cos. a m (v) (52), 

e a segunda 

z = A a m (t) ( 5 3 ) . 

Estas tres funcções (49), (52) e (53), são, como as 
funcções goniometricas, sujeitas á periodicidade. Este ca-
racter porém, ao mesmo tempo que marca uma impor-
tante analogia entre estas duas ordens de funcções, pela 
diversidade com que se apresenta em cada uma, assignala 
simultaneamente a sua dessimilhança. Vamos estudar este 
caracter da periodicidade nas tres funcções que definimos, 
e veremos como elle marca a estas funcções uma ordem 
mais elevada que para as funcções goniometricas. 
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Por ser (46) 

am ( 4 K ± u) — 2 i r am (u) 

será 

sen am (kK ± u) = ± sen am («), 

que dá, attendendo a (47) , 

sen am [u ± 4 K) = sen am (u) (54) . 

Do mesmo modo 

cos am (u ± 4 K) = cos am (u) ( 55 ) 

h am (u ± i K) = & am(u) (56) 

formulas estas que mostram como as t res funcções em que-
stão, adquirem o mesmo valor quando a variavel au-
gmenta de 4 K. 

É de notar, porém, como caracter distinctivo d'estas fun-
cções, que o seu periodo não é um numero absoluto, como 
nas funcções goniometricas, pois que, attendendo á signi-
ficação de K, elle depende do valor do modulo. 

Não é só esta a differença entre as duas ordens de 
funcções. Estudando a sua periodicidade debaixo de um 
ponto de vista mais geral vamos ver, começando pelo seno 
da amplitude, que estas t res funcções são duplamente pe-
riódicas, pois que têm, alem do periodo real 4 K que já 
determinámos, um segundo periodo imaginario. 

É realmente esta propriedade das funcções ellipticas, a 
1 
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mais importante e digna de ser convenientemente analysada. 
Tem ella sido, como se sabe, objecto de sérios e impor-
tantíssimos trabalhos, que tem conduzido a curiosas conclu-
sões. Jacobi havia demonstrado de uma maneira clara e 
precisa que a dupla periodicidade marcava o máximo d'esta 
propriedade em qualquer funcção, provando ser absurda 
a existencia de uma funcção com mais de dois períodos. 

Briot e Bouquet, seguindo os trabalhos de Liouville 
sobre as funcções duplamente periódicas, mostram como 
esta propriedade se manifesta nas funcções ellipticas; e 
Liouville, corroborando a proposição de Jacobi, demonstra 
que só estas funcções gosam de tal propriedade. 

O seu estudo fará no nosso trabalho o objecto do capi-
tulo seguinte. 



CAPITULO VII 

RESOMO. — Dupla periodicidade das tres funcções ellipticas de pri-

m e i r a o r d e m : seno, coseno, e a, da amplitude. 

Comecemos pela primeira d 'estas funcções, estudando o 
integral correspondente 

U=J*Z^f(z)dz 

sendo 

e determinemos o valor d'este integral entre limites dados, 
apreciando os valores de que elle é susceptível quando va-
ria o caminho da integração. , 

Como se vê, f(z) apresenta quatro pontos singulares 

1 1 
Z = + { , Z — — \,Z = - y , Z — j 

em que passa pelo infinito. 
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Estes quatros pontos es tão: os dois primeiros, siluados 
sobre o eixo do x, á direita e á esquerda da o r igem; os 
dois segundos, sobre este eixo na mesma eollocação rela-
tiva, ou fora e um abaixo outro acima, segundo K for 
uma quantidade real ou imaginaria. É o que mostra a re-
presentação de Cauchy, que n 'outro logar apresentámos. 

Considerando o caso mais geral sejam (fig. 6) B\. B%, 
C\, Cj estes quatro pontos, e sejam A e M os pontos li-
mites do integral. 

Como se vê, muitos são os caminhos que podem seguir-
se para ir de A a M. De todos estes caminhos o mais ge-
ral, porém, é evidentemente aquelle em que o ponto mo-
vei. partindo de A. cerca muitas vezes cada um dos pontos, 
e volta a A, para seguir pelo caminho rectilíneo AM. 

Para termos, portanto, a formula geral do valor do in-
tegral, precisamos de determinar o seu valor parcial, sup-
pondo que o ponto movei envolve individualmente muitas 
vezes cada um dos pontos singulares em questão. 

Assim: se, partindo de A, envolve B\ por um circulo de 
raio r, que se deve depois fazer infinitamente pequeno, 
nós temos, segundo a notação já adoptada na introducção; 

Ora, o integral circular torna-se, pela transformação em 
coordenadas polores, em 

f -
' 2 -

m,\D\ = — ir f( 1 —reí^e^dQ, 
0 

que se annulla para r = 0. 
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Quanto aos dois integraes rectilíneos, suppondo que a 
funcção parte de A com o valor inicial + 1, e attendendo 
a que a funcção tem no segundo trajecto em todos os pon-
tos o mesmo valor mas com signal contrario, e que ao 
mesmo tempo os limites são os mesmos mas em ordem 
inversa, vê-se que elles dão precisamente o mesmo valor ; 
vindo assim a ficar o integral em questão, que, por brevi-
dade, representaremos por F, 

O valor do integral correspondente a uma segunda re-
volução em volta do mesmo ponto B\ seria — F, atten-
dendo a que f[z) começaria essa revolução com o mesmo 
v;ilor, mas signal contrario ao que tinha no principio da 
primeira. Uma terceira revolução daria o valor f F; e as-
sim por deante. 

Vê-se pois em resumo q u e : se o caminho da integração, 
começando em A e terminando neste mesmo ponto, en-
volver n vezes o ponto singular B j , o integral correspon-
dente terá por valor, zero, ou F, conforme n for um nu-
mero par ou impar. 

Do mesmo modo para o ponto com a differença de 
que, sendo os limites do integral zero e — 1 , acharemos 
depois de uma revolução, — F, zero depois de duas ; em 
r e s u m o : — F ou zero, conforme o numero de revoluções 
for impar ou par. 

Fazendo, por simplicidade 

• f 4 J 0 — z 2 ) ( i 
dz 

±G 
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a c h a r e m o s q u e : se o caminho de integração, partindo de 
A, e terminando neste mesmo ponto, envolver muitas vezes, 
m por exemplo, os pontos Ci ou Ca, o valor do integral 
será zero ou ± G, conforme m for par ou impar, refe-
rindo-se o signal + ao movimento em volta de Ci e o signal 
— ao que se suppõe em volta de C2. 

Posto isto, e no caso mais geral, em que se considera 
0 caminho partindo de A, envolvendo muitas vezes Bt, 
voltando a l e envolvendo muitas vezes B & e m seguida 
Cj e Cg, voltando sempre a A no fim de cada revolução, 
para a final seguir de A a M pelo caminho rectilíneo, 
teremos para valor do integral 

1 2f[z)dz=pF+qG+ / 2 \ ± f { z ) \ d z . . . (57), 
J 0 J 0 ( ) 

sendo o signal de f(z) no integral linear o que esta fun-
cção tiver quando voltar á origem para seguir o caminho 
rectilíneo AM; e, sendo p e q números que podem ser 
positivos ou negativos, pares ou impares, sempre inteiros. 

Discutindo todos os casos possíveis quanto aos valores 
pares ou impares de p e q, com o fim de conhecer nesses 
diversos casos o signal de f(z), acha-se finalmente que 
todos os valores do integral (57) estão comprehendidos 
nas duas formulas 

2 mF+n(F—G) + f ( z ) d z . . . ( 5 8 ) 
0 

) D Z = ( 2 M + 1 ) F + n(F—G)— f[z)dz.. ( 5 9 ) , 
0 

sendo m e n números inteiros, pares ou impares. 
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O conhecimento do integral proposto fica portanto re-
duzido á determinação de F e F— G. 

O primeiro é 

F = 2 f * = 2 K . . ( 6 0 ) ; 

o segundo, é o valor de / f(z)dz correspondente ao ca-
minho que , começando em A envolve seguidamente 
os pontos Bi e C\. E como por este caminho podemos 
substituir um outro composto de A D\, do circulo em 
volta de B\, da porção rectilínea D\ E\, do circulo em 
volta de C\, e finalmente da porção rectilínea E\ A\, sendo 
cada um dos círculos de raio infinitamente p e q u e n o ; e, 
por ultimo, attendendo a que, não existindo, por hypothese, 
nenhum ponto singulai* dentro do triangulo AE\D\, po-
demos, conforme vimos na introducção d'este trabalho, 
substituir o caminho rectilíneo E\ A\ por E\ D\ A, teremos 

1 — r 
f(z)dz + integral circular + 

— (f z) \ d z + integral circular + 

) r 0 ( ) 
\dz+ / + /(*) ) J 1 — r ( ) 
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Fazendo r = 0, os integraes circulares, como já vimos, 
annullam-se; o primeiro destroe-se visivelmente com o ul-
timo ; e os dois restantes, sommando-se, fica por fim 

F-G=—2 J 
dz 

Sendo k uma fracção positiva e real esta expressão é 
imaginaria, e pode reduzir-se a 

1 
k dz 

onde os dois factores binomios são ambos positivos, e o 
radical real. 

Finalmente, pondo 

1 — h* = k* z = , . 1 —, 
" Kl —kfx*' 

vem 

' 1 

A k e k\ chamou Legend re modulos complementares. 



8 9 

Vê-se pois que F e F— G se reduzem aos integraes 
ellipticos completos K e IC de modulos k e k\, sendo 
assim (58) , (59) 

/
- — d Z

 a = 4 mK4 ». 2 n K\ f . 

dz 

dz 

0^(1—22)(1—k*z*) 
= (bm + 2)K + 

+ f. 2 « Z i — 
dz 

ou 

U=imK + i.2nK\-\u, 

U={4 m + 2) t. 2 n K \ — u, 

representando por u o valor do integral linear, e por Uo 
do integral geral. 
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Invertendo estes integraes e attendendo ás precedentes 
relações, acharemos 

sen am (4 m K + i. 2 n Ki + u) — sen am ( u ) . . . (62) , 

s e n am\(4 m + 2 ) K + i. 2 n K\—u\— s e n am(u).. ( 6 3 ) . 

P o r o n d e se vê q u e : o seno da amplitude tem, alem do 
período real 4 Kj já assignalado no capitulo precedente, 
um outro imaginario de Índice i. 2 K \. 

Pôde representar-se geometricamente esta dupla perio-
dicidade do seno da amplitude de uma maneira muito 
elegante, e inteiramente analoga á da simples periodicidade 
das funcções trignometricas. 

Assim (fig. 7), tirados os dois eixos OX e O Y, e tomando 
sobre elles a part ir da origem O A= 4 / i , O C = 2 K\, 
vê-se claramente pela doutrina exposta que o valor que 
o seno da amplitude toma em qualquer ponto M inte-
rior d'este rectângulo, se reproduz em todos os pontos 
Mt, etc., M , M'i, itf'2 etc., collocados noutros e eguaes 
rectângulos, nas mesmas condições. 

Dentro do mesmo rectângulo vê-se facilmente que ha 
quatros pontos em que esta funcção tem o mesmo valor 
absoluto, mas positivo em dois, negativo noutros dois, es-
tando cada um d'esses pontos collocado numa das quatro 
partes em que o rectângulo é dividido pelas linhas ac e 
b d. De sorte que, estas quatro partes são para esta fun-
cção, o que os quatro quadrantes do circulo são para o 
seno ordinário. 

Yê-se mais que em cada rectângulo a funcção em 
questão é nulla nos seis pontos 

0 , 2 AT, 4 K , i . ZKh2K+ i . 2 K h ftK+ i . 2 K x , 
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e infinita em tres 

i.K,2K+uKukK+ i. K\. 
4 

Considerando porém todos os rectângulos successivos 
como tendo dois lados communs cada um com os seguin-
tes, os seis zeros reduzem-se a dois zeros simples, os tres 
infinitos a dois infinitos simples, sobrepondo-se os restantes. 

Completando as mais importantes propriedades d'esta 
funcção, facilmente se mostraria, como fazem Briot e Bou-
quet, que ella é impar e monodroma. 

Em conclusão, e seguindo a nomenclatura de Liouville: 
O seno da amplitude é uma funcção monodroma, impar, 

duplamente periódica, com dois zeros e dois infinitos 
simples. 

As proporções do presente trabalho não nos permittem 
dar todo o desenvolvimento que desejáramos a esta dou-
trina. 

Assim, pelo que respeita ás duas restantes funcções, 
apenas diremos que, por um caminho inteiramente analogo, 
se chegaria a analogas conclusões para ellas. 

Para o coseno pôde proceder-se: já, discutindo directa-
mente a formula 

n dz 
/ — —̂  u 

J 0^(1—^H^+fc8*2) 

que lhe dá origem, já, e mais simplesmente, definindo esta 
funcção pela relação 

cos am(u)= V 1 — s e n 8 am (w). 
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Achar-se-ia por qualquer dos caminhos q u e : 
O coseno da amplitude é uma funcção monodroma, par, 

duplamente periódica, sendo 4 K o indice do periodo real, 
e 2 K + i. 2 Kj o do periodo imaginario, com dois zeros e 
dois infinitos simples. 

Para a funcção delta da amplitude achar-se-ia, pelo 
m e s m o caminho, q u e : E uma funcção monodroma, par, 
duplamente periódica com os índices 2 K e i. 4 Ki com 
dois zeros e dois infinitos em cada parellelogrammo. 

As conclusões a que chegamos suppõe K e K\, e por-
tanto k, reaes. No caso contrario a questão complica-se 
extremamente, e espera ainda a sua solução. 

Não terminaremos este capitulo sem duas palavras que, 
embora por alto, signifiquem um convencimento nosso, 
corroborando o que dissemos no fim do primeiro capitulo. 

É a dupla periodicidade das funcções ellipticas, ao mesmo 
tempo que o mais valioso titulo do seu valor, a mais con-
veniente prova da sua cathegoria superior. Cette propriêté 
importante, d iz H e r m i t e , manifeste d'une manière toute par-
ticulière la difjêrence de nature des fonctions que la possè-
dent avec les fonctions algêbriques rationnelles, et leur im-
prime leur caractere le plus apparent en quelque sorte de 
fonctions transcendantes. 

Desde que estas funcções manifestam propriedades tão 
essencialmente distinctas de outras, não pôde ficar no 
espirito a mais leve duvida do seu caracter e natureza 
essencialmente distincto também. E d'ahi a imporlancia 
superior do seu estudo, já debaixo do ponto de vista mera-
mente theoretico já no campo verdadeiramente pratico. 



CAPITULO VIII 

RESUMO. — Operações dos argumentos nas tres funcções ellipticas 

de primeira especie.— Formulas e deducções. — Representação 

eeometrica. 

Vimos 110 capitulo IV que é sempre possível satisfazer á 
condição 

m+m-m (6i) 
sendo 

ç* dx 
f(x) = 

e analogamente f(y) e f(z), desde que as variaveis x.yez, 
fossem ligadas pela relação 

g f / ( j ( l - f t y ) + y ^(1-x*) (1 -kW) f i 

Ê este theorema, apresentado a primeira vez por Euler , 
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que a elle foi conduzido por uma especie de milagre 
d'estes comtudo que só são proprios dos grandes génios, 
pela integração da equação 

dx dy 

V(l—x*) [l—tfx*) + V(\—y*) (1—A^p)" 

que estabelece as bases para a deducção de sen am (a + b), 
cos am (a 4- b), Aam(a-tb), em funcção das similhantes 
dos argumentos simples. É este theorema de primeira im-
portância pois que foi o ponto de partida para a creação 
da theoria das funcções ellipticas. 

Designando respectivamente f (x), f(y), f(z), por a, b, c, 
tem-se (64) 

a + b-=c 

sendo alem d'isso 

x = sen am (a) 

y = sen am(b), 

z — sen am (c) = sen am (a+ b); 

logo (65) 

s e n a m ( a ) c o s a m ( 6 ) A a m ( 6 ) + s e n a m ( 6 ) c o s a m ( a ) A a m ( a ) ^ / . « s 
* 1 — k2 s e n 2 am ( a ) j s e n 2 am ( 6 ) • • V / 
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que corresponde á formula de sen (a + b) em trigonome-
tria, e a ella se reduz para k — 0. 

Analogamente, transformando (64) para dar o coseno, 
ou tirando de lá o valor de — z t , e fazendo as substitui-
ções indicadas, acharemos 

cosam(a)cosam(b)—senam(a)senam(6) \am[a) \am[b) /C7\ 
cosam(a+6)= i sentam (a) sentam (6) " 

Emfim, tirando de (65) o valor d e ^ l — A 2 * 2 , teríamos 

Aam(a)\am{V)—i 2 senam(a)senam(6)cosom(a cosawi(ô) . 
A a m ( a + 6 ) = l sen2 am (a) sentam (6) " ( 

D'estas formulas fundamentaes e por um caminho intei-
ramente analogo ao que se segue em trigonometria, de-
duzem-se facilmente muitas relações importantes no calculo 
d'estas funcções ellipticas. 

Assim, fazendo a — b em (66), (67) , (68) , acha-se im-
mediatamente 

, 2 sen am (a) cos a m (a) A am (a) 
sen am (2 a ) = p ^ t a » 

cos am 2 («) — 
1 —2 sen2 am (a)-f-/c2 sen4 am (a) 

1 —A2 sen4 am (a) 

Aam(2 a)— 
1 —2 /c2 sen2 am (a)-f A2 sen4 am (a) 

1—/f 2 sen4 am (a) ' 

e analogamente se achariam muitas outras. 
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Os theoremas da somma e multiplicação dos argumentos 
das funcççes ellipticas de primeira especie podem ser re-
presentados geometricamente por uma construcção simples 
e elegante que mostra como pelo conhecimento dos argu-
mentos dados, se determina o argumento somma ou pro-
ducto. O que deixamos dicto porém é sufficiente para dar 
ideia do modo como estas operações podem executar-se e 
da sua importancia. Tanto nos basta, tanto queríamos con-
seguir. 

Terminaremos o nosso trabalho, dando no capitulo se-
guinte ideia do modo de representar estas funcções por 
series, abstendo-nos do estudo analogo nas funcções das 
outras duas ordens, por ser trabalho alem de muitíssimo 
dilatado, muito laborioso e de menos importancia. Por 
outra parte, o estudo das funcções de primeira especie 
bem aclara o caminho a seguir nas de segunda e terceira 
especie. 



CAPITULO IX 

RESUMO.—Desenvolvimento em serio das funcções de primeira es-

p e c i e . — Exposição de metliodos para esse lint. — S u a critica er 

confrontação. 

As Ires funcções ellipticas de primeira especie que es-
tamos estudando podem desenvolver-se em serie, fazendo 
uso dos diversos methodos conhecidos para esse fim. 

Podemos, por exemplo, servir-nos da formula de Mac-
Laurin, que se applica evidentemente ás funcções synecti-
cas, embora de variavel imaginaria. 

O seno da amplitude é uma funcção synectica para valo-
res do modulo inferiores a K x ; teremos pois, com esta 
restricção, segundo a formula apontada, e, attendendo a 
que esta funcção. é impar, 

i 
t 

, . /d sen am(x)\ x / d3 sen am(x)\ x3 

sen am (x) = [ ^ ^ T + + 

/ d s s e n am(x)\ x» 
+ V dx» J0 1 . 2 . 3 . 4 . 5 + W 

8 



9 8 

Mas é 

dsenam(x) , . . . 
— — = = c o s am (x) A am (x) (a) 

dx 

d^senamix) .. , 9 . , . « A = — + « • ' ) s e n a H l Ia7) l~ 2 k™ send am 

* " d a " ^ ^ [ — { i + k ^ + W s e n t a m i x ) ] c o s a i f t ( s ) Aaw(x) . . (6) 

etc. 
que dão, fazendo x=0, 

r d s e n a m ( a ; ) " j 

L dx Jn 
1 

etc. 
E portanto (69) 

s e n a m { x ) = x ~ Y Y ^ x 3 (70). 

Para k = 0 achar-se-hia a formula conhecida, que dá o 
desenvolvimento do seno em funcção do arco. 
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Para o coseno temos, attendendo a que é uma funcção 
par, e que é svnectica para valores do modulo inferiores 
a K\ , teremos 

cos am (x) = 
r d 2 cos am (x) x2 

dx2 1 . 2 + 

+ 
d4 co sam (#)"] x i 

dlc 4 J0 1 . 2 .3 .4 + 

+ 
| d6 cosam (íc) j a:1 

d x 6 . J„ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 + 

que dá, determinando os coefficientes directamente, ou 
por (70), attendendo á dependencia das duas funcções, 

cos am (x) = \ — ~ x'* + • (72); 

que, do mesmo modo, dá o desenvolvimento do coseno no 
arco, quando se fizer k — O. 

Analogamente acharíamos para a terceira funcção 

, , . k* k* (4 -f A2) . 
Aflw(a?) = 4 - í - ^ a ; » + ^ ^ 4 V . . . (73), 

sendo sempre o modulo inferior a K\. 
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D'estas series muitas outras se podem deduzir, algumas 
de grande importancia. 

Assim, sendo 

Weierstrass, a quem a sciencia deve importantissimos 
trabalhos sobre este delicado assumpto, obteve uma nova 
representação das tres funcções que estamos estudando, 
em expressões fraccionarias, cujos termos são series racio-
"naes em relação a x e A2, e muito convergentes para va-
lores reaes ou imaginarios d'estas duas quantidades. Além 
d'isso os denominadores das fracções são eguaes em todas 
as funcções. 

Este eminente geometra achou, por uma analyse traba-
lhosa, mas simples 

d am (x) = kam (x) d x, 

obtem-se por (73), e, integrando, 

sen am (x) = 

cos am (x) = ( 7 5 ) , 

A am (x) = 
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sendo p, q, r, s, dados pelas expressões 

p — a-Ybx * ^ d , rK rK 
— I dx 

J X J x sen2 am (x)' 

f x A Ç x A*am(x) , 
q=— dx I •—„ y. dx, 

J 0 J 0 cos2 ««»(*) 

i 

r _ _ r x
 d x Ç x A 2 cos2 am(x) ^ J 0 J 0 

/

x rx 
dx I 

0 J 0 
A2 sen2 am (x) d x, 

a = (K— E) K — G 

b — — [K— E). 

Tirando de (70) 
\ 

« / N * 1 + A 2 i , 2 + 13A 2 + 2A* 6 sen2 am (x) —x* g— xl + g - g a;" 
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multiplicando por A2, e, fazendo duas integrações, acha-se 

A2 . A2 4 A4 „ 2A2 + 13A 4 4 2A6 

X1 -f ., . ,. X6 =-iS-íttí X8 

3 . 4 " r 3 . 5 . 6 5 . 7 . 8 . 9 

e, por ultimo, sendo 

s s2 s3 

P 6 — 1 + { 1 . 2 . 3 + ' 

4 A2 4-A4 8 A2 17 A 4 + 8 A6 

3 . 4 ^ + 3 . 5 . 6 4 . 5 . 7 . 8 . 9 

Achado assim es, obteremos eP, ei, er, da maneira mais 
simples multiplicando es (75), respectivamente por (70), 
(72), (73). Obtem-se assim, depois de longo trabalho, 

_ 1 + A2
 3 \ + 4 k*- A4 .. 

X 1 . 2 . 3 ® + 1 . 2 . 3 . 4 . 5 * " 

1 + 9 (A2 + A4) -f A6 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 ® + 

„ . 1 , 1 + 2 A2 . 1 + 6 A2 + 8A4 . 0<1 1 i : r 4 I I 
1 . 2 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 + 

1 + 12 A2 j- 6 0 A4 + 3 2 A6 

4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 (7 8)> 
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r p i ' /y»4 71b t 
1 . 2 * T 4 . 2 . 3 . 4 4 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

32 k* + 6 0 kl + 12 h* + h* 
+ ~ 1 . 2 . 3 . 4 : 5 . 6 . 7 . 8 

Em seguida, acharemos 

. x — A% <r3 + X* — ATX"1 + . 
s e n am ( a ) = { _ M i x l + 

1 — B-i xs + Bs Í C 3 — xi + . 
cos am (x) = ~r——-.—^—» r.—B—-— w 1 — Mi xí + M6 x6— Ms x + . 

A am (x) - { _MiXi , M6X6l_MsX8+ . 

representando por ^3 , Ai , etc., #3, Zf;i, #7 , etc. , C3, 
C5, C7, etc., 3/4, A/6, MS, etc., os coefficientes das for-
mulas antecedentes. 

As series (76), (77), (78), (79) devidas a Weierstrass , 
foram designadas por elle do seguinte modo 

es=Al(x), 

eP=Al(x)u 

ei = Al(x)it 

eT = Al(x) 3 , 
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dando-lhes o nome de funcções abelianas, por terem sido 
previstas por Abel. No tratado elementar do calculo de 
Lacroix, e na nota de Hermite sobre as funcções ellipticas, 
se encontram muitas propriedades d'estas funcções. 

Segundo esta nova representação, as tres funcções elli-
pticas de que nos estamos occupando serão definidas pelas 
relações 

sen am [x) •• 
Al{x)t 

' A l \x)' 

. . A l (x)j cos am íx) = . ,; ; , w Al(x) 

. , , Al(x)3 

Além dos dois modos porque estas funcções podem ser 
representadas, um outro, e verdadeiramente interessante, 
existe ainda, devido aos importantes trabalhos de Abel e 
Jacobi, secundados, ampliados, e mesmo tornados mais 
rigorosos, por muitos outros analystas, no numero dos 
quaes figura, em primeira linha, Schloemilch. 

Neste terceiro modo, são estas funcções representadas 
por series periódicas. O que estas formulas apresentam de 
mais notável é que, em ultima analyse, as funcções elli-
pticas de tod >s as especies, se reduzem a uma única fun-
cção transcendente, a celebre funcção 0, a que se deu o 
nome de funcção de Jacobi, em homenagem ao auctor de 
tão notável reducção. 



1 0 5 

A transformação dá para as tres funcções de primeira 
especie de que nos occupamos, fazendo 

r.Kx 

e k —q, 

2 Kx sen am = i r 

1 2 \ q s e n ® — 2 y q 9 s en3a? + 2 \ J ? 2 5 s e n 5 a ; . . . . 
V k 1 — 2 q cos 2 x + 2 qi cos 4 x — 2 q9 cos 6 x 

2 Kx 
cos am-

, / k' 2 \ / q cosa; + 2 * q9 c o s 3 a ; 4 - 2y g 2 5 c o s 5 a ; 
\J k 1 — 2 q cos 2 x + 2 ql cos 4 x — 2 g-9 cos 6 x 

2 Kx 
A A M = 

TZ 

1 4 2 q cos 2® + 2 c o s 4a? 4- 2 g 9 c o s 6a;4- . . . . 
1 — 2 <7 cos 2 a; 4 - 2# 4 cos 4 a ;—2 g 9 cos 6 a; 4- . . . . 

Fazendo — Mj que ^ x = -^r; 17 i n 

1 — 2 ^ cos - 4 - 2 ? 4 cos — ~ — 

~ o 3 TC M 
— 2 2 9 cos — + = O (u), 
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. c 4 o* 5 ir m + 2 v í 2 5 s e n - ^ r -

vem 

sen am (u) = — L ^ ^ ^ 

cos a m ( u ) ~ \ / £ * t e ± E l 

© (u) I 

(80). 

Emfim, sendo 
i 

A [// («)]2 + A' [(-) (« + = [B (u)f, 

que dá 

H ( u ) = V + 

vê-se que as tres funcções de primeira especie, de que nos 



temos occupado, vem a depender unicamente da funcção 0. 
O mesmo se veria para todas as restantes funcções elli-
pticas. 

Num caminho completamente inverso do que temos se-
guido, vê-se, pelo que fica dicto, como se chega ás funcções 
ellipticas, partindo da funcção 0 que as define. É o ca-
minho seguido por muitos analystas, e, entre elles, Mr. Her-
mite, no trabalho a que já nos referimos. 

FIM. 





E s t a m p a i . 
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