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Qu'est au fond la Théorie des Déterminants? C'eit 
une Algèbre au dessus de lAlgèbre, un calcul qui nous 
met a même de combiner et de prédire Ies résultats des 
opérations algébriques, de la même manière que I A l -
gèbre nous permet de nous dispenser de Texecution des 
opérations particulières de lArithmétique. 

SYLVESTER. 

La Science des Déterminants est l'un des instruments 
Ies plus puissants que 1'Analyse mette à la disposilion 
des Géomètres. 

L'importance des Déterminants se manifeste par des 
progrès incessants; elle est partout proclamée, dans Ies 
Journaux «cientifiques comme dans Ies Mémoires et Ies 
Cours publics. 

DOSTOH. 
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A importancia notável da Theoria dos Determinantes, que recentemente ta-
manho desenvolvimento tem experimentado, dá a razão da preferencia que dêmos 
a este assumpto para objecto d'esta publicação. 

Esta fecunda theoria simplifica os metliodos, generalisa as formulas e dá-lhes 
uma expressão figurada e concisa que muito facilita o calculo. D'ahi a sua ap-
plicação efficaz á Theoria dos Números, á das Equações, á Analyse em geral, 
á Geometria e á Mecanica. 

Desde o principio d'este século tem sido incessante e rápido o seu progresso. 
Os mais profundos analystas lhe tem prestado a sua attenção, e continuamente 
publicado novos trabalhos sobre este interessante ramo da Analyse e suas nu-
merosas applicações. 

A Theoria dos Determinantes é já professada nas escholas de muitos paizes, 
nomeadamente da Allemanha, da Inglaterra, da Italia e da França; e em toda 
a parte se proclama a sua importancia, e reconhece a vantagem da sua intro-
dacção no ensino publico. 

Uemonla a LEIBNITZ a origem dos Determinantes. 
Propondo-se em 1639 resolver duas equações lineares entre duas variaveis 

e tres entre Ires variaveis, chegou este sábio, pela eliminação d'estas, a resul-
tados em que notou certa symetria ou lei de formação. Era a lei de formação 



(los Determinantes, que em 1750 CRAMER de novo achou e confirmou, e mais 
tarde GF.ZOUT generalizou para um numero qualquer de equações. 

Alguns annos depois LAPLACÉ, VANDERMONDE e LAGRANGE descobriram muitas 
propriedades dos Determinantes. 

No principio d'este século GALSS, B I N E T e CAUCIIY successivamente demons-
traram novas propriedades dos Determinantes, e com a sua applicação obtive-
ram em cálculos longos e complicados admiravel rapidez e simplicidade. 

Mais recentemente, desde 1841, epocha em que JACOBI publicou o primeiro 
tratado sobre Determinantes, sábios analystas, entre os quaes sobresahem MM. 
CAYLEY, S Y L V E S T E R , I IESSE, BORCHAHDT, MALMSTEIN, JUACHIMSTHAL , t ê m d e s -

envolvido extraordinariamente este poderoso instrumento da Analyse, descobrindo 
novas propriedades, e muitas e interessantes applicações dos Determinantes á 
Álgebra, á Trigonometria, á Geometria e á Mecanica. 

Modernamente M. HERMITE , dedicando-se a este novo ramo da Sciencia al-
gébrica, tem concorrido poderosamente para o seu desenvolvimento com as suas 
profundas investigações sobre a Tbeoria dos Números e a das Funcções. 

M. SALMON , tomando por base a Theoria dos Determinantes e fazendo d'ella 
curiosas e variadas applicações á Álgebra e á Geometria, redigiu de um modo 
novo as suas Lições de Álgebra superior e os seus Tratados de Geometria ana-
lylica, que mais apertaram os laços, já estreitos, que_ prendiam a Analyse á 
Geometria. 



Finalmente M. DOSTOR, publicando, sobre a Tlieoria dos Determinantes e suas 
applicações, um novo tratado, apreciavel pelo methodo e lucidez com que a 
doutrina é exposta, acaba de contribuir valiosamente para a propagação d'csta 
Sciencia. 

Entre as numerosas e variadas applicações dos Determinantes distinguem-se, 
pela sua importancia, as que dizem respeito á resolução das equações lineares, 
á eliminação, á formação e propriedades dos resultantes, dos discriminantes, das 
funcções que não são alteradas por uma transformação linear das variaveis 
— os invariantes e covariantes. 

Eis porque, para elucidação da Theoria, e com o intuito de tornar patentes 
as vantagens do emprego dos Determinantes, faremos, após a exposição d'esta, 
uma succinta applicação dos Determinantes áquellas interessantes questões da 
Analyse. 





PRIMEIRA PARTE. 

T H E O R I A D O S D E T E R M I N A N T E S . 





CAPITULO I 

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES. 

• « " .!«li. 

§ I. — Permutações e inversões. 

1. Se tivermos uma serie de n elementos, representados por uma letra 
affectada d'indices de grandeza crescente 

o , , Í?2, a3, a 4 , . . . </„, 

ou por letras diferentes em ordem alphabetica 

a, b, c, d, . .. I, 

e os agruparmos n'uma ordem qualquer, resultará o que se chama uma dispo-
sição (*) ou permutação; e é sabido que o numero de permutações diflerentes 

O1O2O3 . . . a„y O1OxOl . . . a„, OiOllO3 . . . a,, ... 

que com os n elementos é possível effectuar, é dado pela formula 

(1), 1 . 2 . 3 . 4 . . . n . 

( • ) HOUEL, Notions ilétn. sur Ies déterminants, 1 8 7 1 . 



2. Para é)rmar methodicamente estas permutações tomam-se as dos dous 
primeiros elementos o, e o2, que são evidentemente 

(2) a, O2, O2O1; 

colloca-se o terceiro elemento a3 seguidamente em cada um dos tres logares 
a partir da direita de cada uma d'estas permutações; e assim se obtém as 
1 . 2 . 3 = 6 permutações possíveis de tres elementos 

(3) a,a.2a3, o,o3a2 , Ct3CiiCii, O 2 O 1 O 3 , O 2 O 3 O 1 , a3a.2a,. 

Faz-se depois percorrer ao quarto elemento o4 todos os quatro logares de 
cada uma d'estas ultimas permutações; assim a haremos as 1 . 2 . 3 . 4 = 24 per-
mutações possíveis de quatro elementos 

cr,a2a3a4, O1Cf2o4a3, a,a4a.2a3 , o4o,o2o3 , 
O1Oaflja4, a,Ci3CtiCi2, a,a4a3a.2 , O4Of1O3O2, 

e continuando assim formar-se-hiam todas as permutações de 5 , 6 , . . . «elementos. 

3. Dada uma permutação, denomina-se desarranjo (*) ou inversão (**) todo 
o grupo binário constituído por um dos seus elementos seguido de qualquer 
dos elementos seguintes de indice inferior ou de leira anterior. 

Assim a permutação 
A 4 O 2 a„ O 1 0 3 

contém seis inversões 

O 4 O 2 , O 4 O 1 , o4a3 , O 2 O 1 , O 5 O 1 , o0o3; 
a permutação 

gaedc 
encerra sete inversões 

99<>, 9C, ed, ec, de. 

( • ) HOOEL, l o g . c i t . 

(»•) DOSTOHJ Klimcnts ile Ia théorie des déterminants, 1877. 
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Todas as 1 . 2 . 3 . . . n permutações, que com n elementos podeft formar-se, 
foram por CRAMER divididas em duas classes: a primeira, a classe par ou posi-
tiva, comprehende todas as permutações pares, isto é, que contém um numero 
par de inversões; a segunda, a ciasse impar ou negativa, encerra todas as per-
mutações impares, quer dizer, em que ha um numero impar de inversões. 

Dizem-se então duas permutações da mesma paridade, quando são ambas pares 
ou ambas impares; e de paridade differente, quando uma é par e a outra impar. 

4. Se n'uma permutação trocarmos entre si dous dos seus elementos, ella 
mudará de paridade. Este theorema é o principio fundamental das inversões. 
Vamos demonstral-o. 

Seja 
AABlC 

a permutação dada, onde A representa a serie de elementos que precedem o 
elemento h, B a serie de elementos comprehendidos entre hei, e C os ele-
mentos seguintes a l. 

Trocando os elementos A e l, dos quaes seja, por exemplo, l o de mais 
elevado indice, resulta a permutação 

AZBA C. 

Como os grupos A, B, C se conservaram fixos, nenhuma alteração experi-
mentou o numero de inversões de cada um d'elles em si, e dos tres entre si; 
e como h e i , não obstante trocarem-se, ficaram ainda, como anteriormente, 
antes de C e depois de A, também não soflreu alteração o numero de inversões 
produzidas entre h e l e os elementos de A e C. 

Resta pois só examinar o numero de inversões causadas pela mudança de 
A B l em l B A. 

Seja N o numero de elementos de B, entre os quaes ha, supponhamos, n 
mais elevados que h, e n' mais elevados que l. 

Não considerando o numero de inversões da serie B, vé-se que o grupo AB 
conterá N — n inversões, porque havendo em B n elementos mais elevados 
que h, haverá N — n menos elevados, os quaes junctos a h formarão outras 
tantas N — n inversões. O grupo B/ conterá n' inversões, visto haver em B 
n' elementos mais elevados que l, os quaes com l dão outras tantas n' inversões. 
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O grupo Ii B l conterá por consequência o numero 

N — n -f- n' 
de inversões. 

Examinemos agora o grupo IB h. 
0 grupo IB contém N — n' inversões, visto que B encerra n' elementos de 

ordem mais elevada que l, e portanto N — n' de ordem menos elevada. 0 grupo 
Bh contém n inversões, por ter B ?i elementos mais elevados que h. Além d'isso 
ha o desarranjo Ih. 

Terá pois IBli o numero 

N — + « + 1 
dc inversões. 

A diferença dos números de inversões nos dous casos será 

+ (N — n' + n+ 1)=F(N — » + »') = ± |2(n — n')+ 1 | , 

numero este essencialmente impar. 
Logo, se a primeira das duas permutações AAB/C e A IBh G for par, a 

segunda será impar, e vice-versa; as duas permutações têm pois difíerente 
paridade e pertencem a classes diíTerentes. 

5. Dadas duas permutações quaesquer dos mesmos elementos, é possível 
transformar-se uma na outra por uma serie de mudanças reciprocas de dous 
elementos consecutivos. 

Tomem-se, com effeito, as duas permutações 

gaeclfli c, 

dahgecf, 

e vejamos como se passa da primeira para a segunda. 
Como d deve occupar o primeiro logar, mudemos na primeira permutação 

d com e, depois com a e com g, o que dará 

dg a efh c. 



Como a deve ter o segundo logar, mudemos nesta disposição a com g; virá 

dag e fhc. 

Troquemos agora li com f, depois com e e cora g; teremos 

dahgefc. 

Resta trocar f e c, e resultará 

dahgecf, 

que é a segunda permutação proposta. 
Contando as mudanças que fizemos, achamos 

3 + 1 + 3 + 1 = 8 . 

Ora por cada troca de dous elementos a permutação muda !e paridade (n.° 4); 
mudou pois de paridade oito vezes, um numero par: logo a segunda permuta-
ção ficou com a mesma paridade da primeira. 

Podemos concluir, em geral, que duas permutações pertencem d mesma 
classe ou a classes differentes, conforme temos de empregar, para passar de 
uma para a outra, um numero par ou um numero impar dc mudanças de 
elementos consecutivos. 

6. Se n'uma permutação mudarmos o primeiro elemento para o ultimo 
logar, teremos uma permutação circular. 

Assim, se na disposição de n elementos 

b a d c . . . e g f , 

collocarmos b em ultimo logar, resultará 

adc . . . eg fb; 

e aqueila disposição terá experimentado uma pernnitação circular. 
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Esta mudança equivale a trocar b primeiro com a, depois com d, com c, etc., 
formando 

abdc..., adbc..., a d cb..., etc., 

até b chegar ao ultimo logar; isto é, equivale a n— 1 mudanças de dous ele-
mentos consecutivos: logo uma disposição de n elementos, que experimenta uma 
permutação circular, mudará ou não de classe, segundo n — 1 for impar ou 
par, ou, n'outros termos, segundo n for par ou impar. 

7. Entre as 1 . 2 . 3 . . . n permutações possíveis de n elementos, o numero 
das que pertencem cl classe par é egual ao numero das que pertencem d classe 
impar. 

Seja com effeito N o numero das permutações pares, e N' o das impares: 
será N -J- N' o numero total das permutações. 

Se em cada uma d'estas N -f N' permutações se mudarem entre si dous 
quaesquer elementos li e l, reproduzir-se-hão as mesmas N -j- N' pertnutações. 
Porque om primeiro logar o numero das novas permutações é o mesmo nu-
mero 1 . 2 . 3 . . .n, visto que o numero n dos elementos não variou; e em se-
gundo logar as novas permutações são di/ferentes das primitivas, por terem 
h e l invertidos e differentes entre si, porque, se duas permutações primitivas 
XhBlC e A'ZtB'/C' diíferirem entre si na composição dos grupos A, B, C e A', B', C', 
as novas disposições A/B/iC e X1IWhC,1 diferirão entre si na formação dos 
mesmos grupos. 

Em virtude da troca dos elementos h e /, as N permutações de classe par 
se mudarão em N permutações de classe impar, e as N' de classe impar se mu-
darão em N' permutações de classe par. 

Será pois 

(4) N = Ni, 

representando por Ni o numero de permutações impares depois da mudança de 
h em l. 

Mas as permutações, como vimos, ficam as mesmas em numero e constitui-
ção: logo o numero das permutações impares, antes e depois da mudança, é 
o mesmo, isto é, 

N' = Ni. 
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D'esta egualdade e de (4) resulta 

N-=N', 

quer dizer, o numero total N N' = 1 . 2 . 3 . . . n das permutações divide-se em 

dous números y ( 1 . 2 . 3 . . .n) eguaes de permutações de classe par e de classe 

impar. 

§ I I . — Definição e notação dos determinantes. 

8. Consideremos n linhas horisontaes de n elementos cada uma, as quaes 
ao mesmo tempo formarão n linhas verticaes ou columnas de n elementos. AfTe-
ctemos cada elemento de dous índices, um inferior indicando a ordem de cada 
linha horisontal, outro superior mostrando o logar de cada columna ou linha 
vertical. Assim comporemos um quadro de ri1 elementos 

a\ "i "'! . . . a" 

a\ a?2 al . . . al 

".'• al a j . . . a's 

1 o 3 a 
a„ a~ a,, . . . a'„ . 

O primeiro elemento da primeira linha horisontal, o segundo da segunda, 
o terceiro da terceira, etc., até o ultimo cada um com os dous Índices eguaes, 
constituem a diagonal do quadro. 

Se em vez de Índices superiores, marcando a ordem das columnas, empre 
garmos n letras differentes, o quadro tomará a fórma 

A , b, C\ • • Ii 
«•2 b* C2 . . k 

« 3 b3 C 3 . • l. 

K Cn . . K 

Posto isto, dá-se o nome de determinante de um tal systema de ri2 elemen-
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tos á somma algébrica cie todos os productos possíveis dos elementos n a 11, to-
rnando em cada producto um só elemento de cada linha hoiisontal e um só de 
cada columna. E diz-se este determinante cla ordem n, porque em cada pro-

> dueto entram n elementos. 
Para formar todos estes productos, permutem-se de todas as maneiras pos-

síveis os n índices inferiores (n.° 2), conservando na sua ordem os superiores 
ou as letras. 

D'este modo se obtêm os 1 . 2 . 3 . . . n productos possíveis. 
E em quanto ao signal, cada producto terá o signal - f o u o sígnal —, con-

forme a disposição dos índices pertencer á classe par ou à classe impar. 
Assim o producto a, b.2 C3 deve aíTectar-se do signal -f-1 porque não encerra 

inversão alguma; o producto a3b.2c,, contendo tres desarranjos, 3 2, 3 1 e 2 1, 
deve ter o signal —; o producto a4 btC3d,, contendo cinco desarranjos, 4 2, 
4 3, 4 1, 2 1, 3 1, deve também affectar-se do signal —. 

Não é todavia preciso contar as inversões em cada producto que se obtém. 
Basta applicar o processo (n.° 2) para formar as permutações, e a cada troca 
de índices mudar o signal. Assim Ij1 h2 C3 c?i, não tendo inversão, tem o si-
gnal + ; Oih2Ctd3 o signal —, porque se trocaram 4 e 3, e, segundo o theo-
rema fundamental (n.° 4), se aquelle producto é par ou positivo, este será ne-
gativo; a,biC.2d3 terá o s i g n a l + , porque em relação ao antecedente U1^cAds 

houve troca de dous índices 4 e 2; a\b,c2d3 terá o signal —, etc. 

9. Representa se um determinante, que para o deante designaremos por A, 
escrevendo o quadro de seus elementos entre duas linhas verticaes. 

Assim na notação de L E I B N I T Z ( * ) , de duplo Índice, a mais usada om ma-
thematicas superiores, um determinante do grau n é representado por 

a\ a\ a\ . . . a" 
a\ aj . . . ci'i 

al al al . . . a% . 

a\ al . . . 

( • ) LEIBNITZ, Ouvrages malhématiques, tomo 2." 
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Esta notação é também chamada de índices sobrepostos, para a distinguir 
da seguinte, de Índices consecutivos: 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 • . . CI1 n 
« 2 1 « 2 3 . . FFLO n 
« 3 1 'H > 3 . . « 3 n 

« „ 1 « „ 2 «'» 3 
V 

n 

C A U C H Y (*) e J A C O B I (#*), designando os elementos de cada columna pela 
mesma letra, representam o mesmo determinante por 

at b, C1 . . . I1 

O2 b:> C2 . . . I1 

CI3 b3 C3 . . . I3 . 

a„ b„ c„ ... In 

Simplitica-se algumas vezes a notação de L E I B N I T Z supprimindo a letra a. 
D'este modo escreve-se 

(1,1) (1,2) . . . (1,») 
(2,1) (2,2) . . . (2,») 

(n,l) (»,2) . . . (w,n) 

Emprega-se também frequentemente a notação abreviada (**#) 

2 + a\ a\ al . . . < e 2 ± «i b, C3 . . . I111 

ou simplesmente 

(a\ al a\ . . . a';) e (a, b.2 C3 . . . In), 

( * ) CAUCHY, Journal de VÉcole PoUjteehnique, 17 ." cad. 

( • * ) JACOBI, De formatione et proprietatibus determinantium, e Journal de Crelle, t. lo. 
(«»• ) BALTZER, Tliéorie et application des déterminants, 1 8 6 1 ; — SALMON, Lerons 4'Algebre 

supérieure, 1868, 
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formada pelo producto dos elementos da diagonal, e na qual os Índices devem 
ser permutados de todas as maneiras possíveis, e cada producto ter o signal -f 
ou —, segundo a sua paridade (n.° 8). 

V A N D E H M O N D I (*) representa um determinante collocando a serie dos índices 
superiores por cima dos inferiores. D este modo o symbolo d'aquelle determi-
nante é 

ou simplesmente 

1 2 71 

1 2 n 

1 

No decurso d'este trabalho empregaremos umas e outras, segundo as con-
veniências do calculo. 

10. Para compor o determinante de 2.a ordem 

a ^ b , j 
O2 \ | ' 

formam-se com 1 e 2 as permutações possíveis (n.° 2) 12, 2 1, e dão-se ás le-
tras a e b estes números por Índices, affectando o primeiro resultado o,ò.2, que 
não contem inversão, do signal e o segundo, que encerra uma inversão, 
do signal —. 

Assim temos 
O1 b, I 

= 2 ±a1b2 = alb2 — a.2bt. a2 b2 | 

Para formar o de 3." ordem 
«i 
O2 

a 3 

b i c, 
b2 C2 , 
b3 C3 

( . ) VANDEIIMONDI, Hisioire de l'Académie de Paris, t. 2." 
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toma-se o de 2. a 

ci, 0, — (LlI)i 

e á direita de cada uni d'estes termos escreve-se o ultimo elemento c3, o que 
produzirá os dous termos 

que conservarão os mesmos signaes, por isso que, sendo 3 maior que 1 e 2, 
não se alterou o numero das inversões já existentes em cada um dos termos 
¢1(0-2, CLibi. 

Fazendo depois, conforme ao processo (n.° 2) para obter as permutações, ca-
minhar o indice 3 da direita para a esquerda de modo que occupe seguidamente 
os dois restantes logares, e mudando o signal do termo a cada passagem em 
virtude do principio fundamental ou do que dissemos em o n.° 8, resultarão 
mais quatro termos, que com os dois formarão o determinante de 3.a ordem 

Similhantemente, tomando os productos do determinante de 3.a ordem 

e fazendo percorrer todos os quatro logares da direita para a esquerda ao ele-
mento Cli, mudando o signal a cada passagem, formaremos o determinante de 
4.a ordem 

= 2 ± a A c 3 = CiA1C3 — afi-A -f a J j f 1 — CtAc3 + a A c t — CiA2Ci 

CiAtC3 — CiA3Ci ..., 

«t bt C1 d, 

a.2 Ih1 C2 d2 

a 3 b3 C3 d3 

CTI bi C4 d} 

= 1 ± CtAlC3Cii = < 

a A c A — a AcAd3 + UibiCid3 — a Ac A3 

— a>Afiidt + oAfiAi — a AeAi + a AeA2 

-)- Pfi lCA i — ctAcAi + CtAlCid2 — a Acid2 

— a AcAi + CtAcA3 — CtAeA3 + a AiC A3 

- f à A f t é f — CtA3CAl + a Ae Ai — a AeA 1 

\ — a AcAi + ci AiC A i — a Ac A1 + a Ac Ai ; 

e assim para os determinantes de 5.a, G.a, . . . ordem. 
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O primeiro termo 
«i b.2 C3 dA..., ou a\ a\a% a\..., 

producto de todos os elementos da diagonal, denomina-se termo principal; e 
tanto a serie de Índices inferiores, cemo a das letras ou índices superiores, não 
contêm neste termo inversão alguma, pelo que pertencem á classe par. 

Dous elementos chamam-se conjugados, quando, occupando um d'elles uma 
certa posição n'uma linha horisontal, o outro occupa a mesma posição na co-
lumna correspondente da mesma ordem. 

Assim, nos determinantes acima, Li e a.2 ou C1 e a3 ou d{ e A4 são elemen-
tos conjugados. 

Quando os elementos conjugados são eguaes, o determinante diz-se syme-
trico. Tal é o determinante do 3.° grau 

a h 9 
h b í 
O f C 

11. Em geral, dado um determinante de grau n ou de n- elementos, po-
deremos por meio d'elle formar o determinante de grau « + 1 , ou de ( w + l)'2 

elementos. 
Seja 

T = « . «• b Ci Ii 1 2 3 n 

um termo qualquer do determinante de grau n, sendo « = ^ 1 . 
Escrevendo em seguida a este termo um novo elemento Wi ^, o numero 

de inversões não será alterado, pois que o seu indice é superior a todos os an-
tecedentes, e o novo termo 

T' = a' . a, L Ci . . . Ii m, tI 2 l3 *„ 

deverá ter a' = a, e pertencerá á mesma classe que T. 
Façamos agora passar successivamente o indice n -j- 1 do ultimo logar ao 

primeiro, por uma serie de mutuas trocas de dous Índices consecutivos. 
Como são n -j- 1 os logares, obteremos n -f- 1 termos, que deverão ter alter-
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nadamente os signaes -f- e —, por isso que a cada mudança de índices aquella 
permutação muda de classe. Praticando o mesmo em todos os 1 . 2 . 3 . . . « ter-
mos do determinante de grau n, formaremos os 1 . 2 . 3 . . . » ( « + 1 ) termos do 
determinante de grau n -f- 1. 

III. — Transformação dos determinantes. 

""12. Não se altera um determinante, quando as linhas horisontaes se mu-
dam em verticaes da mesma ordem, e reciprocamente. 

Com effeito os dous determinantes 

á = 
«i 
al 

aí 
•2 a:2 

«3 «I 

«í 
Ul1 

«3 

a\ 
a: ar, 

e A' = a\ ai 

a\ 
«1 
al 

a 
r,:i 

al al a «3 «X 

dos quaes um tem por linhas horisontaes as linhas verticaes do outro, são idên-
ticos, porque, sendo o primeiro determinante a somma 

2 ± ai o; . . . «;; 

de todos os productos que se obtêm permutando de todas as maneiras possíveis 
os n primeiros números inteiros 1 ,2 ,3 . . .n, qualquer producto 

a\ a\ al . . . a'f 

do segundo determinante necessariamente fará parte dos productos do primeiro, 
pois que a permutação dos seus índices, 

3 1 5 . . . 8, 

Será uma das permutações possíveis dos índices 1, 2, 3 . . .n do primeiro deter-
minante. E, sendo os termos eguaes, a paridade dos índices e por tanto os si-
gnaes serão também os mesmos. 



16 

Os dous determinantes A e A', sendo pois constituídos por termos respectiva-
mente eguaes e affectados dos mesmos signaes, serão idênticos. 

Assim é 
a\ 

al 

o, 
al 

a , a:2 

a; 1 
CK2 

Ctl b, C1 

Oi b.2 c.2 

«3 b3 C3 

a i a.2 a3 

IJ1 It2 b, 

Cl c.2 C3 

- ^tOL1 

13. Se permutarmos duas linhas horisontaes ou duas columnas, o deter-
minante mudará de signal, conservando o mesmo valor. 

Mudemos com effeito entre si, n um determinante 

a, b, Ci 

cu b„ Ci 

• I1 

• k 

• L 

= 2 ± «i h c 3 • . . l„, 

duas linhas parallelas, O que equivale a trocar em cada termo do determinante 
os Índices correspondentes a estas linhas. 

Seja n'este determinante 
ar bs c, . . . 

um termo qualquer, que em o novo determinante A' se tornará 

U1 b, cr . . ., 

onde os índices r e t se acham permutados. 
Como o determinante dado encerra todas as permutações possíveis dos ín-

dices r, s, t..., elle conterá também, abstrahindo do signal, este ultimo termo; 
e sendo r, s, t . . . e t s r . .. permutações de diferente paridade, aquelles 
termos terão signaes contrários. 

Assim pois os termos do novo determinante A' serão eguaes e de signaes 
contrários aos do determinante dado A; isto é, o determinante conserva o 
mesmo valor absoluto, mas muda de signal. 
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D'este modo é 

«1 b, C «2 K C1 th a, c, K a.2 C1 

«2 L2 C = — a, bt c, — — K CL2 Ci = + by at Ci 

a3 b3 C3 C3 b3 C3 b3 U3 C3 b3 «3 C3 

a\ a\ a3 al a\ a\ a3i . . . a", 

ai al aI «2 
= — 

a\ ai al ... al 

I 4) 
a. a - a3„ d",. al al al . . . al 

14. Pois que a mudança reciproca de duas linhas horisonlaes ou verlicaes 
faz que o determinante mude de signal, ou, n'outros termos, que elle seja mul-
tiplicado por — 1 , se fizermos m mudanças de duas linhas horisonlaes e n de 
duas columnas, o determinante será multiplicado por 

( - 1 ) 
m-j-n 

E, se fizermos a permutação circular dos n Índices d'um determinante, isso 
equivale a n — 1 mudanças dos índices dous a dous, ou a multiplicar o deter-
minante por 

( - » r \ 

e este mudará ou não de signal segundo n for par ou impar. 
Assim é 

«1 . ai a? . . . a? a\ 

al 
o 

a\ . . . a", 
= ( - 1 ) - 1 

al . . a? cá 

al 
¢) 

al .. al . Cl" 
• Un al 

= + 

al . . a* 4 

al . . «;• al 

a\ . . a1 ai 

15. Mudar as diagonaes d'um determinante é dispor as linhas horisonlaes 
ou verlicaes de modo que a segunda diagonal (aquella que vai do vertice su-

2 
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perior direito ao vertice inferior esquerdo) òccupe o logar da primeira e vice-
versa. 

Para mudar as diagonaes d'um determinante, permutam-se as linhas hori-
sontaes ou as columnas extremas, assim como as linhas ou as columnas equi-
distantes das extremas. E como cada permutação de duas linhas ou de duas co-
lumnas entre si faz que o determinante mude de signal (n.° 13), segue-se que 
o determinante que resulta da mudança das diagonaes mudará ou não de si-
gna!, segundo se fizer um numero impar ou um numero par de mudanças de 
linhas ou columnas entre si; n'outros termos, segundo for impar ou par o 
maior numero inteiro contido na metade do grau n. 

Operando assim, será 

II1 Ill C1 «3 b3 C3 

CL2 Il2 Ci — — H2 b, C2 • • = — 

a3 b3 C3 A1 bt C1 

c , bl A 1 j 

C2 b, a2 | , 

C:, b3 a3 | 

Ui Iil c, di 
a, b, C2 d, 
a3 b3 C3 d3 

Ili Ili Ci Ili 

Ui b,t c, (Ii 

CI3 b3 C3 (I3 

a, b, C2 (/., 
II1 bt C1 d t 

d i C1 b, Iil 

d, C2 b, o, 

d3 C3 b. a3 

( I I C 1 B., C I I 

16. Para transformar um determinante, sem alterar o seu valor, de modo 
que um elemento qualquer «'," seja o seu primeiro elemento, transporta-se suc-
cessivamente á primeira ordem cada uma das duas linhas horisontal e vertical 
que se cruzam segundo «',;', e multiplica-se depois o determinante por (—l)""1"". 

Com efleito, pertencendo o elemento a'" à linha vertical de ordem m e á 
horisontal de ordem n, passemos para a primeira ordem a columna de ordem 
m, para o que (n.° 14) teremos de multiplicar o determinante por 

( - i r \ 

Transportc-se depois também para a primeira ordem a linha horisontal de 
ordem rt, para o que multiplicaremos o determinante por 

» 

( - i r < . 
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D'este modo o elemento em questão C se achará o primeiro do determi-
nante, e este se terá multiplicado por 

( _ ! ) - . . ( - , ) - = ( - 1 ) ^ = ( ^ = ( - , ) ^ . 

Assim, querendo que no seguinte determinante o primeiro elemento seja a?, 
faremos 

a; 

ai 

al 

ai 

al 

al 

a{ 

al 

aI 

OJ 

Oj5 

«3 
al 

al al 

al 

aí 

al 

«1 2 4 
a i oj 

o aí aí 
a-2 

al 

0-2 «2 

a.í oi 
oi 
ai 

aí 

Se for m — n, o elemento a™ = a" pertence á diagonal, e passa a ser o 
primeiro termo do determinante sem lhe mudar o signal, por ser então 

17. Um determinante não se altera, quando se mudam um no outro os 
dous índices de cada elemento. 

Sejam 

( ! ) g h i . . . , 

(2) r s f . . . 

duas quaesquer permutações dos Índices 1, 2, 3 . . . n, e a , « ' os signaes indi-
cativos da sua paridade. 

Se no determinante 
«i a\ aí 
O2 a\ al 

O1
3 al al 

os índices superiores tomarem a disposição (1), o determinante será (n.° 16) 
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multiplicado por um factor e, se depois os Índices inferiores tomarem a dis-
posição (2), o determinante será ainda multiplicado por a'. O determinante (3) 
será pois egual ao transformado 

(4) 

U9
r Oh

r Ilir 
a\ a': Ciis 

a9 af a) 

Se tivessemos dado primeiro aos Índices inferiores a disposição (1) e depois 
aos superiores a disposição (2), teriamos de multiplicar o determinante (3) por 
a a', de modo que o determinante (3) pode ainda tomar a fórma 

(5) 

«í 0I 
''í a"h ci'h 

Ur
i a\ a\ 

ou, mudando as linhas horisontaes em verticaes e reciprocamente (n.° 12), 

(6) 

Or
s u[ a\ 

ai 
ai 

a, 

aí 

Temos pois (3) = (4) = (6), ou 

a9
r «'; «;. . . . 

a'; Cli . . . 
a9 «? a\ . .. 

a'g ai ai . .. 
a* al al . . . 
a'g a',, a' . . . ' 

onde se vé que os dous índices de cada elemento se mudaram sem que o valor 
do determinante se alterasse. 
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É, por exemplo, 

a\ O3
1 a\ of al «I | 

a\ o? ai = a\ al a\ 
al al aí al 

J18. Se duas linhas ou duas columnas se tomam idênticas, o determi-
nante reduz-se a zero. 

Se, com efleito, permutarmos estas duas linhas ou columnas, o determinante 
mudará de signal (n.° 13), tornando-se — A ; mas por outro lado a permutação 
de duas linhas idênticas em nada pode alterar o determinante: logo será 

d'onde 

Temos, por exemplo, 

A = - A ou 2 A = O, 

A = O. 

oj al . . al 

o, bt O 1 a\ al . . al 

O 2 O2 = 0, a\ O^ . . O 3 

O 3 b3 O 3 

al al . . an„ 

- /19 . Se multiplicarmos ou dividirmos por um factor os elementos d'uma 
linha ou d'uma columna d'um determinante, este ficará multiplicado ou divi-
dido por esse factor. 

Com effeito o determinante 

a\ ai 

pa[ pai pai = 2 + ° ! « ' . . . pah
h ... o : , 

no qual todos os termos da linha de ordem h de A se acham multiplicados por 
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p, tem em cada um dos seus termos um 
o factor p, que pode tirar-se para fóra 

elemento d'esta linha, e por conseguinte 
do determinante, resultando 

«1 «, . . . a\ 

V 2 + «1 « I . . . aj; = /> al at . . . a = P X 

o que prova a primeira parte do theorema. 

E similhantemente, se o factor fosse —, resultaria 
? 

o que demonstra a segunda parte. 

2 0 . A proposição precedente mostra que podemos, sem alterar o valor 
d'um determinante, supprimir um factor commum a todos os elementos d'uma 
linha ou columna, com tanto que o determinante se multiplique por esse fa-
ctor; e também multiplicar todos os elementos d'uma linha ou columna por 
um factor, comtanto que o determinante se divida por esse factor. 

D'este modo é 

Pa l Pbl Pc1 

Oi bi C1 

a3 b3 C3 

pa, b, CI 

pa.2 IJ1 CS 

pa3 b3 C3 

=P 

A , B, C, 

ff-2 lJ-I C1 

«3 b3 C3 

9 — 1 5 —24 
-6 2 4 
1 - 3 7 
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Se o factor for — 1, será 

— « ; — a r . . . — <r 
al aí ai 

a a; 

= ~1 
al ar, 

a-; 

a':, 
— «I at 

•al aí 
a; 
al 

a , at • a , a: 

d'oade se coaclue que, se mudarmos os signaes a todos os elementos d,uma li-
nha ou Columna1 o determinante mudará de signal. 

Assim teremos 

1 5 — 8 1 5 — 8 1 5 8 
— 2 — 3 6 = = — 2 3 — 6 = 2 3 6 

4 7 — 9 4 7 — 9 4 7 9 

mudando no primeiro determinante os signaes da segunda linha horisontal, e no 
segundo os signaes da terceira columna. 

Se o factor for zero, isto é, se se annullarem os elementos d'uma linha ou 
columna, o determinante será nullo. 

21. 0 mesmo principio dá-nos o meio de simplificar um determinante em 
alguns casos. 

Tratemos, por exemplo, de simplificar o determinante de 4.a ordem 

bcd a a2 a,3 

cda b U1 b3 

A= . 
dab c C2 c3 

abe d d? d3 

Multipliquemos as quatro linhas respectivamente por a, b, c, d: será 

abed d2 a 3 a4 1 d2 a3 a4 

a bcd b2 b3 b1 1 ò2 b3 V a bcd 
= abcd 

C2 abed C2 C3 C4 = abcd 
1 C2 C3 C4 

abed d2 d3 d1 1 d? d3 tf4 
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I 1 a' a3 aA 

Ii 1 U1 b3 b* 
I C 2 C 3 C4 1 

1 D ? D 3 CLI 

determinante no qual os elementos da primeira columna se acham reduzidos á 
unidade. 

Em geral é sempre possível reduzir á unidade os elementos d'uma linha ou 
d'uma columna d'um determinante. 

Para o mostrar tomemos o determinante 

A = 
a, bt C1 

Cti b.2 C1 

Ct3 l>3 C3 

no qual queremos, por exemplo, reduzir á unidade os elementos da primeira 
linha. 

Multiplique-se cada columna pelo producto dos primeiros elementos das ou-
tras duas, a saber ò,c„ at c„ a,bt; o determinante ficará multiplicado por 
b,Ci . CtiCi . Ct1 bi — a\b\c\] e, tirando o factor ^biCi commuin da primeira li-
nha, será 

« i Ifl cl A = 
a, b, C1 ct, b, c, a, bt c, 

Cti bt C1 O1 b.2 c, a, b, Ci 

a3 b{ C1 Ci1 b3 C1 O1 b, c3 

= o, b, C1 

1 1 1 
Cii bt C1 a, bt C1 at b, C 2 

^b1C1 Ciib3C1 Ctib1C3 

d'onde, dividindo por a\ b\ cf, resulta 

A = -
1 

a, bt C1 

Ct2 bt C1 

1 1 
A, IJI C1 U1 bt C2 

A 3 bi C1 a, b3 C1 A 1 bi C 3 

como pretendíamos provar. 
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2 2 . Se os elementos da linha que se quer transformar não são primos entre 
si, multiplicaremos cada columna pelo quociente respectivo que resulta da di-
visão do menor múltiplo d'esses elementos por cada um d'elies. E d'este modo 
se obtêm resultados mais simples do que pelo processo geral do numero pre-
cedente. 

Operando assim, teremos 

2 6 4 3 12 12 12 12 1 1 1 1 
1 4 5 2 1 6 8 15 8 1 6 8 15 8 
7 3 8 1 6 . 2 . 3 . 4 42 6 24 4 = 1~2 42 6 24 4 
2 4 3 5 12 8 9 20 12 8 9 20 

0 menor múltiplo de 2, 6, 4 e 3 é 12, que, dividido por aquelles elementos, 
dá em quociente os números 6, 2, 3, 4, pelos quaes ao mesmo tempo multipli-
cámos as quatro columnas e dividimos o determinante, o que não alterou o valor 
d'este; por fim, tirando para fóra o factor 12, resultou o determinante simpli-
ficado. 

2 3 . Quando os elementos de duas linhas, horisontaes ou verlicaes, só dif-
ferem n'um factor constante, o determinante è nullo; porque, tirando para fóra 
esse factor, resulta um determinante com duas linhas idênticas (n.° 18), que é 
nullo. 

Assim 

a, pat C1 O1 A, c, 

a2 pa2 C2 = p C2 a2 C2 = P X O = O 

«.1 pa3 C3 O 3 O 3 C3 

e 

1 a a" 1 a 1 
a b a»+1 = a" a b a 

2 ar C a»+2 Q 
CC C a2 

\ 2 4 . Quando os elementos de duas linhas, horisontaes ou verlicaes, são 
proporcionaes, o determinante é nullo. 
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Supponliaraos que no determinante 

A = 

o, b, C1 

ÍU_ b, c, 

« 3 b j C3 

ou 
a , ; bt'. c, .* . . . ; : ; b.2'. c.2 

li* 
ÈL 
b. 

Cl 

C-2 

' > 

Multiplicando os elementos da segunda linha a2, b2) c,2... respectivamente 
o , bt C1 

por —, —, — . . . , que são eguaes, teremos, para não alterar o determi-
CL2 b, C2 

O1 o» 
nante, de o dividir por —, ou de o multiplicar por —, e resultará 

«o o, 

A = 

Cil bi C1 . . . 

a, Ix2 C2 . . . 

a3 b3 C3 . . . 
IL2 

a. 

o, bt Ci ... 
O1 b, C1 . . . 

O 3 b, c3 . . . 

determinante nullo por conter duas linhas idênticas (n.° 18). 

§ IV. —Determinantes menores. -v 

2 5 . Dâ-se o nome de determinante menor, com relação a um determi-
nante dado, ao determinante que resulta da suppressão, feita n'este, de um 
certo numero de linhas e de egual numero de columnas. E diz-se de primeira, 
segunda, terceira .. . ordem, segundo resulta da suppressão de 1, 2, 3 . . . li-
nhas e 1, 2, 3 . . . columnas. 

Tendo designado por A o determinante primitivo, representaremos por $ o 
determinante menor. 
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26. Se os elementos diurna linha, horisontal ou vertical, d'um determi-
nante se annullam, d excepção d'um só, o determinante reduz-se ao producto 
d'esse elemento pelo determinante menor, cujos elementos se obtêm supprimindo 
no determinante proposto as duas linhas que se cruzam segundo esse elemento. 

Com effeito, seja dado o determinante 

a\ 0 0 . . . 0 

al al al . . . 

i -•> -i >1 a o' a . . . a 

cujos elementos na primeira linha horisontal são nullos, á excepção do primeiro a\. 
É propriedade essencial de qualquer determinante ser uma funeção linear 

e homogenea dos elementos d'uma linha ou columna, por isso que cada um 
dos seus termos contém sempre um elemento d'uma linha e d'uma columna 
(n.° 8). 

Cada termo do determinante proposto deve pois conter um factor da pri-
meira linha (n.° 8); todos portanto se annullarão, â excepção d'aquelles que ti-
verem por factor o primeiro elemento a}; e como nestes termos não pode en-
trar mais nenhum elemento da primeira columna, os n — 1 elementos 

0-2, «â, ••• «!, 

não entrarão na composição do determinante, sendo por isso arbitrarios. 
O determinante reduz-se pois á somma de todos os productos possíveis, n— 1 

a n— 1, dos elementos 

C 1 2 ) • • • Qî i ^ 

O 3 , AL, . . . A 3 ) 

o,2,, oj|, . . . 

multiplicados por o1,. 
Para formar estes productos permutam-se, conforme o methodo geral, no 

termo principal 
al al a\ . . . 
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os índices inferiores de todas as maneiras possíveis, e affecta-se cada um do 
signal -f ou —, segundo a paridade da disposição dos Índices. 

Estes productos formarão o determinante menor de 1." ordem, que repre-
sentamos por 3a,, e que, multiplicado por aj, constituirá o determinante proposto 

D'este modo é 

A. 

A = a] 

a, 
\al 

a-2 

b.2 

C1 

d., 

al 

a: a: 

a3 

b3 

C3 

d3 

a'\ 
• a\ { 

bt 

C1 

d. 

b, b 

27. Se, além dos elementos a,, o?, . . . a" da primeira linha, forem tam-
bém nullos os elementos at, . . . a" da segunda, poderemos não só supprimir 
as linhas que se cruzam segundo a\, mas ainda as que se crusam segundo a\, 
resultando um determinante menor de segunda ordem, que multiplicaremos 
por a} a\. 

Com efleito, em virtude do principio demonstrado em o numero antecedente, 
é successivamente 

A = 

o o 

o 

a3 a3 a3 

O 

O 

al = o 

a\ 
ai . . . « 

- a\ a:2 

al 

K a°n . . . a 
JL K p' 

quaesquer que sejam os elementos a\, a3 . . . e al... al. 
Se fosse a\ = a\ = \, estes determinantes seriam eguaes. 

. a3 

. a: 

2 8 . Se todos os elementos situados do mesmo lado da diagonal forem nul-
los, poderemos supprimir todas as linhas, e o determinante se reduzirá ao pro-
ducto dos elementos da diagonal, isto é, ao termo principal. 
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Com efleito, em virtude do principio do n.° 26, é 

ol O O 
al a\ O 
a\ al al <'! al = a! a l a i . . . al 

K 29. Se o único elemento difFerente de zero d'uma linha não é o primeiro 
do determinante, podemos transportal-o ao primeiro logar pela transposição das 
duas linhas que o contêm, conforme o exposto em o n.° 14. 

Seja a[ um elemento difíerente de zero da linha de ordem h e da columna 
de ordem i, e supponhamos que todos os outros elementos da mesma columna 
são nullos. 

Será (n.° 14) 

crj «i . . . cri"1 O a , + 1 . . . al a[ a\ . . . a j r ' «;+' . . . 
O a\ a? . . . a\"1 . . . 

aLi oLi . . . a t l O «L! ••• 
al al . . . oI a a), . . . ' O al , aLi • • • «Li «LI • • • 

aL aH* • • • flLl 0 aÍ+\ • • • 0 "Li • • • aH-I a'X\ • • • 

al a? . . «', 1 ai+1 . . . 

= ( - l ) i + " « l a Li aL, . • aL! /j'+1 
aA-I •• • 

a!,+1 • aL! «L! • • • 

qualquer que seja o valor de al, at, ... a L , a)+1, . - -
D'este resultado conclue-se que um determinante, Cujo elemento «;, é o 

único elemento differente de zero d'uma linha, reduz-se ao producto do factor 
(—l)i+ ' 'aj, pelo determinante menor de primeira ordem, que se fórma suppri-
mindo as duas linhas que se cruzam segundo a\. 
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Tal é o determinante 

a a, a3 Cii 

bt b.2 b3 bi 

C i C2 C3 Ci 

0 0 d3 0 

Cii a. «4 «1. a-2 Oi 

{--[/'•-d' bt h bi = —cf bt b.2 K 
C1 C3 Ci Ct C-2 Ci 

3 0 . Reciprocamente qualquer determinante pôde transformar-se em um 
determinante de grdu mais elevado com elementos arbitrarios. 

Podemos, por exemplo, transformar em determinante de 3.a, de 4.a, de 
5.a . . . ordem o determinante de 2.a 

Cii bt 

a2 b. 

a, b, O 

a» b, O 
a3 b3 1 

a, bt OO 

a, b.2 0 0 

a3 b3 1 0 

0 0 0 1 

bt 

b. 

ficando arbitrarios os elementos a3, b3, a4 , b_,n 

Em geral é 

a\ . . . a? 

. . a" 

1 a 

0 «1 

0 al 

"-H au+1 

a"t 
0 1 

0 0 «1 

0 0 

0 o 

a3 b3 

Oi bA 

«r, h 

1 

Ci 

C5 

1 a,^2 

0 o 

-fJl-I--T 

= etc., 

= etc., 

sendo arbitrarios os elementos introduzidos. 

^ 31. Quando um elemento ê egual a zero, o determinante pôde reduzir-se 
a um determinante do mesmo grau, no qual os outros elementos da linha e da 
columna que contêm este zero são eguaes d unidade. 

Com efleito, multiplicando no determinante 

A = 
0 bt C1 

a, Ii2 Ci 

«a b3 C3 
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a segunda e a terceira linha respectivamente por o3, o2, e dividindo ao mesmo 
tempo o determinante por a3a2, vem 

0 K c, 
A== ct.2a3 a3b2 a3c2 

O2 a 3 a.2 b3 O1C3 
a2 a 3 

0 I I C1 

1 Ct3 b2 a3 C 2 

1 a3 b3 a2 c3 

Multiplicando nes te ultimo determinante a segunda e a terceira columna por 
C1 e bi, e dividindo o determinante por bt c,, resulta 

A = 

O b l c, ! 
1 a3 b, a3 C2 

\ 1 a2b3 OiC3 \ 
bl c, 

0 ^ 1 C1 b, c, 
1 a3 b2 C1 O3 bt C 2 

1 a2 b3 C1 a2 bt C 3 

0 1 1 
1 a3 b, C1 a3 bt C 2 

1 O 2 b3 C1 a2 bi C3 

Temos pois 

O bt C1 O 1 1 

A = Ci b2 C2 = 1 a3 b2 C1 O3 bt C2 

a3 b3 C3 1 Oib3C1 o2 bi C3 

Analogamente se acha o determinante de 4.a ordem 

O b, C1 cl, 
a2 b2 c2 d2 

O3 b3 C3 d3 

Ci4 bt C 4 (I1 

O i i 1 

i O3Oib2CtCll O3OiblC2Cll O3OibiClCl3 

1 O2Oib3CiCll O2CtibiC3Cli O2Oibl Ci (I3 

1 O2OsbiCiCli GR 2 CF 3 ^ 1 C 4 C/ , O2Osb1CiCl1 

e do mesmo modo os determinantes de ordem superior. 

32 . Quando n'um determinante os elementos da diagonal são zeros, e os 
da primeira linha são respectivamente os seus conjugados da primeira columna, 
este determinante é egual a um outro da mesma ordem, cujos elementos da dia-
gonal são ainda millos, e os da primeira linha e da primeira columna ecjuaes 
d unidade. 

I 



Ê com effeito o determinante 

0 a b C 0 abe abe ubc 0 1 1 1 
a 0 d e 1 a 0 aed abe 1 a 0 aed abe 

b f 0 9 U-U1Ci b bcf 0 abg ubc b bcf 0 abg 

C h i 0 C bcli uci 0 C bch uci 0 

! O i l l 

Il 0 cd be 
~ 1 cf 0 ag ' 

1 bh ai 0 

onde multiplicámos a segunda, a terceira e a quarta columna do primeiro deter-
minante por bc, ac e ah, dividindo-o ao mesmo tempo por a- U1C--, dividimos a 
primeira linha do segundo por abe, multiplicando-o por abe; e finalmente divi-
dimos respectivamente a segunda, a terceira e a quarta linha do terceiro de-
terminante por a, b, c, multiplicando-o por abe. 

O mesmo calculo e principio se applica a um determinante de outra qual-
quer ordem. 

§ V. — Desenvolvimento dos determinantes. 

3 3 . Desenvolver um determinante é deduzir do quadro ou symbolo que o 
representa a serie de termos do polynomio que o constitue. 

Vejamos como desenvolver o determinante geral 

a\ a\ . . . a'i 

ai al . . . a"2 

al ul . . . al 

al al ... a", 

( D 

Um determinante é uma funeção linear e homogenea dos elementos da mes-
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ma linha e da mesma columna (n.° 26). Cada termo pois de A encerra um dos 
elementos 

flui a'h, • • • ai, ai, 

da linha horisontal de ordem h, e só encerra um. 
Designando por Ai, k l . . . Aj 1 . . . Ax as sommas de todos os termos que em 

A multiplicam os elementos al, dl... ai... a"h, será, ordenando segundo estes 
elementos, 

(2) A = AIal + A i o I + . . . + A i o i + . . . + A ; a í . 

Supponhamos n'esta expressão a i = l , e nullos todos os outros elementos 
al, al ... a'í; resultará (n.° 29) 

A = A!,= 

«1 

aL, • • aL! aLi Z7H-I . a'. 
O . . O 1 O . O 
ai+, • • a Li aj+i a'+1 . a H-i 

= ( - i r 

a\ a'{ 

aLi • • • ciiz 1 ai± 1 . . . ai'_, 
«Ifi • • • a + ! • • • oifi-

chamando ^fli ao determinante menor do primeiro grau, que no desenvolvimento 

de A é coefficiente de ai. 
Temos pois, fazendo n'esta expressão i= 1, 2, . . . n, e substituindo em (2) 

os resultados, 

A = (— 1 d , a i + ( - 1 )*+' a l + ( - 1 )3+" ò a l + . . . + ( - 1 ,»+* òa„ al 

ou 

(3) A = ( — ! ^ ! ^ ! - { , « ! + ^ l - . . • + ( - I r 1 J r f X j . 
( h h h J 

3 
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Para A = 1, isto é, ordenando segundo os elementos da primeira linha ho-
risontal, é 

A =. 3fl, o! - 3,,«? ^ 5 a \ - . . . + ( - 1 r % • 

Para h = 2, isto é, ordenando segundo os elementos da segunda linha ho-
risontal, será 

A = — (<5 , a?, — 3 .,aí f 3 ,«2 — . . . + ( _ 1)" >5 „«!!', I ai - a'< '
 aS ) 

e assim para as outras linhas, vindo alternadamente os signaes + e —. 
Se, em vez de ordenar o determinante A segundo os elementos da mesma 

linha horisontal, o ordenarmos segundo os elementos da columna de ordem i, 

«', c/->, ai, . . . ai, ... a'„ 

teremos, em vez de (2), a expressão 

(4) A = Ai oi H- Ai al2 + AJ1 a[, 4- . . . - f Ai a), + . . . + A1X, 

dá 

A = A;,: 

= ( - i r 

«1 . . . a-r' 0 a',+1 . . a'; 

al • • i «;;H • • ai: 

a!, • • 0 a',y . . 0" ' ' uU 

al . . . a[ 1 . a". 

«L, 
'"'I-H • 

• • al \ 
• • ",U 

a\+\ . 

ai,t! • 
• al_ 
• C M-1 

al . .. ai, ' a;+1 . . «;; 
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Pondo nesta expressão h— 1 ,2 , ... n e substituindo em (4) os resultados, 
teremos o valor de A ordenado segundo os elementos da columna i. 

Será, assim ordenado, 

A = ( - I r a « ; - ( - ! r a ( - 1 Ò o ! « : : , 

OU 

Se essa columna for a primeira, será i = 1 , e 

A = - ^ + v « i • - • • • + ( - 1 r « i • 

Se for a segunda, será i = 2, e 

A = — ! a o áj — ò ,cíi-\- ò n | \ I "L' 

e assim para as demais columnas, vindo nos valores de A alternadamente os 
signaes -f e —. 

As formulas (3) e (5) fornecem o meio de desenvolver um determinante, or-
denando-o segundo os elementos de uma linha horisontal ou de uma linha ver-
tical ; e mostram que o coeficiente de um elemento, onde se cruzam a linha h 
e a columna i, é um determinante menor de primeira ordem Oa,, que se obtém 

supprimindo no determinante dado essa linha e essa columna; e o signal é 
dado pelo factor (— 1)'+'' que o multiplica. 

D'ahi se conclue o methodo geral de desenvolver um determinante: — orde-
na-se este segundo os elementos de uma linha ou columna; os coeficientes d'estes 
elementos são determinantes menores, que do mesmo modo se ordenam segundo 
os elementos d'uma linha ou columna; e assim por deante até chegarmos a 
coeficientes determinantes de segunda ordem, que se desenvolvem immediata-
mente, restando a final effecluar as multiplicações. 
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3 4 . Appliquemos este methodo a alguns exemplos. 

Exemplo I.— Ordenando segundo os elementos da primeira columna, acha-se 
o determinante de 3.a ordem 

o, J1 C1 

O2 J2 C2 

a3 J3 Ci 

J, C2 J1 C1 J1 C1 J, 
— a. + O3 J3 C3 

— a. 
J3 C3 J2 C2 

-- a , (IJ2C3 — b3c2) — U-IbIC3 — J3C1) 

+ Ct3 (A1C2 — JiC1) = a Ac3 -= Ufi3C2 — O-Ac2 + O2J3C1 + O3J1C2 — O3J2C1. 

Exemplo II .— Do mesmo modo se desenvolve o determinante de 4.a ordem 

0 1 J 1 C1 d , 

02 J.2 C2 </., 
0 3 J 3 C3 C?3 

0 4 J4 C4 d., 

J2 C2 oZ2 J1 C1 d , J1 C1 d , J1 C1 í/l 

O1 J3 C3 í/.i O2 J3 C3 -Z3 + O3 J2 c. —• O4 J, C2 d2 

J4 c 4 <Z4 J, C i d, Js C i dA J3 C3 cZ3 

O1 I J 2 

C3 c/3 

C4 rf4 

C2 cZ2 

C4 (Z4 
+¾ 

c-2 Cl2 

C3 d 3 

— o2 J1 
C3 <i;) 

C4 d i 

C1 Ci1 

C4 cZ4 

C1 d , 

C3 c?3 

= o, J2 ( c 3 d 4 — c4rf3) — O1J3 (c2d4 — c4</2) + O1J4 (c2d3 — c3d2) — . . . 

= O1J2C3C^4 — Uf i 2 Cid 3 — U f i 3 C j l l + Uf i 3 Cid 2 + O1J4CoiZ3 — O1J4CyZ2 + . . . ; 

e semelhantemente os determinantes de 5.a, 6.a . . . ordem. 

Exemplo III.— Por meio do desenvolvimento podemos calcular o valor d'um 
determinante. 

Assim 
2 3 4 
3 4 5 = 2 
4 5 G 

4 5 3 4 3 4 
— 3 -I- 4 

5 6 5 G 4 5 

20) + 4(15 - 1 6 ) - 2 + 6 
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Exemplo IV. 

1 3 
— 3 1 

5 —8 

1 8 

- 8 1 
+ 3 

3 —5 
- 8 1 

+ 5 
3 —5 
1 8 

= 1 + 64 + 3 (3 - 4 0 ) + 5(24 + 5 ) = 1 + 0 4 - 11 1 + 145 = 99. 

Exemplo V. 

A b C d 
6 — a d C 

C d — a b 

d C b — a 

— a d C b C d b C d b c d 

= — a d — a b — b d — a b + c — a d C — d — a d c 

C b — a C b — a C b — a d —a b 

—a b d c 
* 

d c j ( —a b c d 
+ c a —a —d + c —b b —d + c b —a b —a + c 

—a b ) ( b —a b —a + c 

( d c c d c d ) ( d c c d 
+d 

c d J 
] b +« +c d c 

\ - d \ b +d d c ( ( b —o +« b —a +c d c I I —a b —a b d c ( 

= a- (a2— b2) + ad(— ad — bc) — ac(bd + ac) — b2(a2 — b2) + bd(— ac — bd) 

— bc{bc-\-ad) + bc (— ad — bc) + ac(—ac — bd) + c~ {cr — d2) 

— bd {bd + ac) — ad [bc + ad) — d? (c2 — <P) 

= a4 + i4 + c4 + d1 — 8 abed — 2 aW — 2 a V — 2aW — 262c2 — 2è2d? — 2 ^ . 
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Exemplo VI. 
2 
1 

-7 1 
6 — 5 

3 4 
7 —6 

5 
1 

1 7 —6 
-7 1 5 
6 —5 1 

2 3 4 
-7 1 5 
6 — 5 1 

2 

1 

6 — 5 

3 4 
7 —6 

1 

2 3 
1 7 

— 7 1 

4 
— 6 

5 

1 5 
+ 7 

7 —6 
+ 6 

7 —6 
+ 2 . 2 

1 5 
5 1 —5 1 1 5 —5 1 

+ 2 . 7 
3 4 3 4 7 —6 3 4 

+ 2 . 7 + 2 .6 — 3 . 2 — 3 
— 5 1 1 5 —5 1 —5 1 

3 4 
+ 4 . 2 

7 —6 
+ 4 

3 4 
— 4 .7 

3 4 
7 —6 m 1 5 1 5 7 — 6 . 

— 3 . 6 

= 1 + 25 + 7 ( 7 - 3 0 ) + 6(35 + 6) . . . = 3 1 6 6 . 

Exemplo VII. 

1 

sen2 A 

o? b sen A c sen A 
b sen A 1 cos A 
c sen A cos A 1 

1 

sen"2 A i 
1 cos A 

cos A 1 
— ^senA 

b sen A c sen A 

cos A 1 
-1- c sen A 

b sen A c sen A 

1 cos A 

sen2 A | 
<r (1 — COS2 A)—b sen A (b sen A—c sen A cos A) + c sen A (b sen A cos A — c sen A) 

= — r r s e n " A — Ij- sen2 A + Oc sen2 A cos A + bc sen'2 A cos A — <r sen'2 A) 
Seri2A ' 

V 

= U- — (Ir + C2 — 2bc cos A). 
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3 5 . M. SARRUS, sábio professor da universidade de Strasburgo, concebeu 
um meio graphico simples de desenvolver o determinante de 3.a ordem. 

Consiste em escrever por baixo das tres linhas do determinante 

I «i c, 
: Oi b.> Ci 

i <':« l>.< C3 

outra vez as duas primeiras linhas, ligando-as por meio de traços, como o in-
dica o seguinte quadro 

a, b, c, 
\ / 

Oi b., c., 
X X " 

Ci3 Ih C3 

X X 
a, IJi C, 

• / \ 
«# Ci b.2 Cu 

e formar depois com os tres elementos de cada diagonal seis productos, dando 
o signal + a o s productos cujas diagonaes descem da esquerda para a direita, 
e o signal — àquelles cujas diagonaes descem da direita para a esquerda. D'este 
modo oblem-se facilmente o determinante de 3.a ordem 

CILLCS 4- (IJJ.fi, + (Ij)lCi — Ct JJiCi — aj>.fi.I — a A c 3 , 

ou 

Uib1C3 Oib3Ci -F- O-JJiCi UjbiC3 Ujj3Ci — U-JJ1Ci. 

3 6 . Da theoria exposta resulta o importante theorema: — se midtiplicar-
mos todos os elementos d'uma linha ou d'uma columna pelos determinantes 
menores relativos aos elementos correspondentes de uma outra linha ou co-
lumna, a somma algébrica dos productos obtidos, tomados alternadamente com 
os signaes e —, é egual a zero. 

Consideremos com effeito um determinante qualquer, e desenvolvamol-o em 
ordem aos elementos d'uma linha de ordem h. 
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Teremos [n.0 33, formula (3)] 

= (— l ) 1 + y a . al, — õal a» + ^ aí — . . . |. 
al al . . . an

h 

al al . . . al 

Substituamos em ambos os membros os elementos al, al, . . . al pelos ele-
mentos al, a\, . . . a'i da linha de ordem k; resultará 

«1 a'i . . . a" 

al at 

al al o' 

a' o, .. . a 

E, sendo o primeiro membro nullo por ter duas linhas idênticas (n.° 18), 
lambem será nullo o segundo, ou 

S1 al -< h h 

como se pretendia provar. 



CAPITULO II. 

OPERAÇÕES S O B R E DETERMINANTES. 

w w v LCCQ (L\iA U n f i f t ^ 
I. — Addição e subtracção dos determinantes. 

^"37. Se os elementos d'uma linha ou d'uma columna são compostos cada 
um de m termos, o determinante decompõe-se na somma de ra determinantes. 

Seja, com effeito, dado o determinante 

A = 

«í 

al 

. a't 

. ai 

• aí 

a; 

ai 

ai 

• «i + P S + y i + 
• 4 + PÍ + T* + 

• «S + Pá + T» + 

no qual os elementos da columna i são polynomios 

«í = «í + Pí + • • •, <4 = «i + Pi + . . . , ai = 4 + pj, + . . . , — 

Desenvolvendo este determinante segundo os elementos polynomios, vem 
[n.° 33, formula (5)] 

A = ( - 1 )••+' J^ (ai + Pi + /; + . . . ) - dV (4 + 1¾ + Ti + . . . ) + • • • | 



4 2 

OU 

(1) A = 
u\ . . . % . 

a\ . . . % . + 
a\ 
a\ 

7« 

7* 

expressão que mostra como o determinante proposto equivale â somma de m 
determinantes. 

Assim o determinante 

a - a ' " i a. a a, a. a ' tf, O 2 

b + v K b. = b b> h. + // 

C + & C1 C2 C C1 C1 C1 C2 

38. Se mais de uma linha de um determinante é formada de elementos 
polynomios, è fácil, applicando seguidamente ás di/ferentes linhas pohjnomias 
o mesmo processo, reduzir o determinante proposto d somma de determinan-
tes de elementos monomios. 

Considerando primeiro (a1 -f- b') e (a', -j- b\) como monomios, será, em vir-
tude do principio ha pouco demonstrado, 

a + b a' — b' 

a, + h «'. + b\ 

b V 
b, b\ ' 

e assim o determinante se decompõe na somma de quatro determinantes. 

«/ + b' 

a\ + h\ 

a' 
r,' 

b' 

b\ 

a a tf , 1 4 tf -4— —J— —1— 
a, //, I a\ 

39 . Reciprocamente, dous determinantes, que só differem n'uma linha ou 
n'uma columna, podem reduzir-se a um só. 

Com efleito a formula (t) do n.° 37 invertida 

«í 
a-í a:, . . . K1 

a| 
ai % 

tf at 

«•> aí 

« i + p i l -
ai ft' 

íjiostra como estes determinantes se sommam ou compõem n'um só. 
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Por este meio reconhece-se que os dois determinantes 

« I «< O O, 

O O 2 /AI e A' = O 2 O 2 K 
O O 3 6 3 O 3 o-t b3 

são eguaes e de signal contrario, porque, sendo a sua somma 

A + A' 
| ai b, 

o., O 2 IJ1 

O3 O3 b3 

= 0, 

por ter duas columnas idênticas, d'ahi resulta 

A = - A ' . 

40 . Se nos propozessemos subtrahir os dous determinantes 

o, bt . 

a.2 b.t . 

o„ O,, . . . /„ 

e A' = 

• > - , : 

a.2 b.2 . . . Ii | 

o„ b„ . . . L i 

que só differem na primeira linha, faríamos, em virtude do numero antecedente, 

A - A ' = 

a, bt . . . / , 

a.2 b.j . . . Ii 

On b I11 

u, 

o, bt . . . I1 

a.2 b.2 . . . Ii 

a„ b, ... /„ 

- P i • • • — 
^ . . . 1-2 _ 

6 L 

X1 ( 3 , . . . / , I 

O 2 /A2 . . . / 2 

í 

o„ 6 /„ I 

I O 1 - A , bt—fi, . . . I1- X1 

I O 2 
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l ogo :—para subtrahir dous determinantes que só differem n'uma linha ou 
n'uma columna, effectua-se a subtracção entre os elementos respectivos das li-
nhas ou columnas diferentes. 

41. Se os elementos d'uma linha ou d'uma columna são eguaes d somma 
dos elementos correspondentes de duas ou mais linhas ou columnas, multipli-
cados respectivamente por factores constantes, o determinante è nullo. 

Com effeito é, em virlude dos n.os 37 e 18, 

ma, + nb, + pc, + 
ma.2 4- nbi + pc-i + 
Wia3 + nJ3 + p c3 + 

. . . a, b, Ci . . . 

. . . a.2 J2 Ci . . . 
. . . a3 J3 C3 . . . 

ma. Oi J1 C1 

ma2 a2 J, C-2 
ma3 a3 b3 C3 

Iibi a, J1 c, . .. 
nbi a.2 J2 Ci . . . 

nb3 a3 J3 C3 . . . 

PCi a, J1 Ci . . . 

pc.2 a., J2 c2 . . . 
pc3 a3 J3 C3 . . . 

•m 

a, a, J1 C1 . . . 
a2 «2 J2 C2 . . . 
a, a3 J3 C3 . . . 

+ 71 

J1 a, J1 C1 

J2 C2 J2 C2 

J3 a3 J3 C3 
-P 

C1 a, J1 C1 . . . 
C2 a2 J2 C2 . . . 
C3 a3 J3 C3 . . . + • 

= m X 0 + n X 0 + p X 0 + . . . • 0. 

IT^ 4 2 . Não se altera o valor d'um determinante, quando a uma de suas li-
nhas, horisontaes ou verticaes, se junta ou tira uma ou mais d'outras linhas 
parallelas, multiplicadas respectivamente por factores constantes. 

Supponhamos dado o determinante 

A = 
a, . . . h, . . . Ii 

A, ... A» ... L 
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e aos elementos da primeira columna juntem-se os da columna h multiplicados 
por p, os da columna l multiplicados por 5, etc., podendo p, q, . . . ter os si-
gnaes + ou —. 

Em virtude dos n.05 37 e 18 será 

«1 + Ph1 + qh + • • • h, ... I1 ... 
a2 + ph2 + ql2 + ... Ii2 ... L . . . 

Ci1 . . . hi . . . Ii . . . 

CL2 . . . Ii2 . . . I2 .. . + P 

Iii .../(, ... Ii 

h2 . . . h2 . . . I2 ... + q 

I1 . . . ht . . . I1 .. 
L2 . . . h.2 . . . I2 .., + • 

a. •••hi. . I 1 . . . 
a2 .. h2. . L . . . 

que ó o determinante proposto. 

II. — Calculo dos delerminautes. 

4 3 . Expozemos (Cap. I, | V) o methodo geral para desenvolver um deter-
minante. Este methodo, por meio do qual se pode calcular o determinante, com 
quanto seja theoricamente simples, torna-se muitas vezes na prática summa-
mente laborioso. 

Opera-se mais facilmente o calculo d'um determinante — reduzindo-o a outro 
de menor grau, transformando este n'outro de grau inferior, e assim por deante 
até apparecer um determinante do segundo grau, que se calcula directamente. 

Para abaixar de uma unidade o grau d'um determinante — transforma-se, em 
geral, este em um determinante equivalente, no qual os elementos de uma 
linha ou de uma columna sejam eguaes á unidade, para o que se procede con-
forme o exposto em o n.® 21, Em seguida subtrahe-se uma das linhas ou co-
lumnas cujo primeiro elemento é a unidade, de todas as outras cujo primeiro 
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elemento é também a unidade, e assim se obtém um determinante, no qual 
uma linha ou uma columna tem um elemento egual á unidade, e os outros 
eguaes a zero; este determinante equivale a um determinante menor, que tem 
esta unidade por coefficiente. 

Muitas vezes se obtém immediatamente, por addições ou subtracções conve-
nientes, este ultimo determinante, sem que se tenham, segundo o processo geral, 
reduzido á unidade todos os elementos da mesma linha ou columna. 

Elucidemos este processo, applicando-o a alguns exemplos, tanto numéricos 
como algébricos. 

Exemplo I. 

1 3 8 1 O O 
2 4 9 = 2 — 2 —3 
3 5 1 I 3 — 4 —5 

2 3 
4 ' 5 

= — 2 . 

Do primeiro determinante se passou para o segundo, subtrahindo da segunda 
columna o triplo da primeira, e da terceira o dobro da primeira mais o dobro da 
segunda (n.° 42); assim resulta o segundo determinante, que se reduz ao menor, 
terceiro determinante, o qual, calculado directamente, dá 2 . 5 — 3.4 = — 2 . 

Exemplo II. 

! 4 2 1 O O 1 4 \ 
! 9 3 2 — . I —1 2 — 

I 1 
! 9 211 9 
i 8 5 7 — 2(1 —9 7 

= — 29. 

Do primeiro determinante deduziu-se o segundo, subtrahindo da primeira 
columna o quádruplo da terceira, e da segunda o dobro da terceira; d'este modo 
ficou aquelle reduzido a um determinante menor, o terceiro, que, sendo da se-
gunda ordem, se calcula directamente. 

Exemplo III. 

2 3 8 1 1 2 1 O O 
4 G 4 = 2. 3. 4 2 2 1 = 24 2 O —3 
6 12 3 4 1 3 1 - ! 

— 0 ; 

= 72. 



47 

Do primeiro determinante deduziu-se o segundo, dividindo successivamente 
as tres columnas por 2, 3, 4; e d'este se passou para o terceiro, subtrahindo re-
spectivamente da segunda e da terceira columna a primeira e o dobro da pri-
meira; assim o determinante se reduziu ao quarto, de 2.a ordem. 

Exemplo IV. 

-1 1 1 
1 —1 I 
1 1 —1 
1 1 1 

1 
1 
1 

— 1 

- 1 1 1 1 
O O 2 2 | 

0 2 0 2 ; 
0 2 2 0 ; 

0 2 2 0 2 2 
2 0 2 = — 0 —2 2 
2 2 0 2 2 0 

2 2 
- 2 9 

= — 2 . 8 : 16. 

Obtem-se o segundo determinante, sommando no primeiro a primeira linha 
com cada uma das outras; assim se reduz o determinante dado ao terceiro, e 
o quarto deduz-se do terceiro, subtrahindo da segunda a terceira linha. 

Exemplo V. 

1 1 1 1 1 I 0 0 0 0 
3 4 5 6 7 3 1 I 1 1 
5 9 14 20 27 = 5 4 5 6 7 
2 Il 25 45 72 2 9 14 20 27 
/ 18 43 88 160 / I I 25 45 7 2 

1 1 1 1 
4 5 6 7 
9 14 20 27 
11 25 45 72 

t 0 0 0 
4 1 1 1 i 
9 5 6 7 
11 14 20 27 

I 1 
6 7 
2 0 2 ' 

I 1 

: 1 

í r> 
I 14 6 7 

! = 1 . 

0 0 
t 1 

N'este exemplo os elementos da primeira linha são eguaes d unidade, e cada 
elemento 6 a somma dos dmis que se acham immediatamente por cima e d esquerda. 
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Subtrahindo cada columna da seguinte no primeiro determinante e nos me-
nores que successivamente resultam, acha-se o determinante proposto egual á 
unidade. E todos os determinantes, que satisfazem áquellas condições, tem a 
propriedade de serem eguaes d unidade. 

Exemplo VI. 

—1 b 
O a 

B G 

D O 
1 a 

-A B6+C 

0 
+ 1 
—A 

1 
—A 

—b b 
O a 

Bfc C 

a 

B6+C 

0 —1 1 
1 O a 

—A B b C 

= Afl + Bi + C. 

No primeiro d'estes determinantes mudámos o signal á primeira columna, e 
multiplicámos por b a segunda; assim se obteve o segundo determinante, o qual, 
dividida a primeira linha por b, deu o terceiro; e este, juntando-se a terceira 
linha á segunda, tornou-se no quarto, d'onde immediatamente resultaram o 
quinto e o sexto. 

Exemplo VII. 

1 

1 0 a ci-2 

0 1 b b2 

1 0 C C 2 

0 1 d d? 

b b2 

I O a a? 

O 1 b Ir 

0 O C—A C1-O1 

01 d dr 

1 b b1 

0 c—a C i - U i 

1 d d? 

0 c—a c5—a2 

0 d—b (P—V 
= (c—a)(di—b-) — (d—bX^—a*) 

d—b (f—b-

= (c—a)(d+b)(d—b) — (d—b)(c+a)(c—a) = (c-a)(d—b)(d+b—c-a). 

Subtrahindo a primeira da terceira linha, resultou o segundo determinante, 
que se reduziu ao terceiro, e d'este se deduziu o quarto, diminuindo a primeira 
linha da terceira. 
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Exemplo VIII. 

1 1 1 I abed abed abed abed 
a b C d 1 a b C d 
a- b1 C2 cP abed a- U1 

C 2 cP 

O 3 b3 
C 3 d3 a3 b3 

C 3 cP 

bcd aed abd abe 1 1 1 1 

1 1 1 1 
a b e d 
o2 U1 c2 d1 

1 0 O O 

bcd cd(a—b) bd(a—c) bc(a—d) 
a b—a c—a d—a 

Í) 7 O =) O O j O O a- b-—a c—a dr—cr 

bcd aed abd abe 
a b c d 

o 1 ¢) o a~ b c d 

cd(a—b) bd(a—c) bc(a—d) 
a—b a—c a— d 

(a-\-b){a—b) (o+c) (o—c) [a+d){a—d) 

• (a—b)(a—c)(a—d) 

Cd bd bc I 
1 1 1 1 = (a—b)(a—c)(a—d) 

a\b a-\-c 

1 1 1 

cd bd bc 
a-\-d b-\-d c-\-d 

(o—b)(a—c)(a—d) 
1 0 0 ! 

cd d\b—c) c(b—d) 
a~b c—b d—b 

d(b—c) c(b—d) 
b—c b—d 

: — (a-b)(a—c)(a—d){b—c)(b-d) 
d c 
1 1 

= — (a—b)(a—c)(a—d) 

= (a—b)(a—c)[a—d)(b—c)(b—d)(c—d). 

Multiplicámos a primeira linha do primeiro determinante por abed, dividindo-o 
ao mesmo tempo pela mesma quantidade; em cada columna do segundo deter-
minante supprimimos um dos factores communs o, b, c e d; invertemos as duas 
primeiras linhas do terceiro; no quarto subtrahimos a primeira columna de cada 
uma das outras; o quinto determinante reduz-se ao sexto; n'este tirámos para 
fóra o factor commum de cada columna; no septimo invertemos as duas primeiras 
linhas; no oitavo subtrahimos da segunda e terceira columnas a primeira, o que 
reduz o nono ao decimo determinante; n'este finalmente tirámos para fóra os 
factores communs, e d'ahi resultou a ultima expressão. 

4 
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Exemplo IX. 

0 1 í 1 0 X y Z 

I 0 •> t) 
!/' 1 X 0 XlJZ- Xlfz 

1 Z1 0 X {xyzf y Xijz- 0 X1IJZ 

1 o 
y 

<) x- O Z xifz X-IJZ 0 

0 X IJ Z 0 X y Z 1 1 í 1 
1 XiIJZ 0 xyz1 XIJZi X 0 Z y 

= {x + y + z ) 
X 0 T y 

{xyzf xifz xyz1 0 XiIJZ y 0 X 
= {x + y + z ) 

y 0 X 

XXJZ- XlJiZ XiIJZ 0 Z V X 0 >7 y X 0 

= (x+y+z) 

1 0 0 0 
x —x z—x y—x 

V z—y —V av—y 
z y—z x—z —J 

-(x+y+z) 
— x z—x y—x 

z—y —y -r—y 
y—z x—z —z 

= (x-r-y+z) 

— x — y —3 

z—y —y x—y 
y—z x—z — ^ 

= (aH-H-*) 

x y —z 
U—z y x—y 
z—y z—x — z 

x-\-y—z y —z ! 
®+y—z y x—y\——{x+y+z) 

—x—y+z z •—x -—s | 

x+y+z y —z 
X-Vy + z y x—y 
%+y+z x—z —z 

•• — {x-r y+z^x+y—z) 

1 y - z 
1 y z—x 
1 x—^ z 

•• — (sc+i/+x)(x+y—z) 

(x+y+z)(x+y—z) 
0 x—y+: 

x—y—z 2 z 

1 y —z 
0 0 x—y+z 
0 x—y—z 2 z 

={x+y+z){x+y—z){x—y+z){x—y—z 
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Multiplicámos por x, y e z respectivamente as tres ultimas linhas e as tros 
ultimas columnas do primeiro determinante, e por xyz os tres últimos elemen-
tos da primeira columna do segundo determinante; dividimos por xyz as tres 
ultimas linhas do terceiro determinante; e assim se obteve o quarto determi-
nante, mais simples, que desenvolvemos. 

Para isso juntámos à primeira linha a somma das outras tres, d'onde re-
sultou um factor commum na primeira linha que tirámos para fóra, vindo assim 
o quinto determinante, o qual, subtrahindo a primeira columna da segunda, ter-
ceira e quarta, se reduziu ao septimo, de grau inferior; juntando à primeira a 
segunda e a terceira linha, resultou o oitavo determinante, que se transformou 
em o nono pela mudança dos signaes das duas primeiras columnas. 

Addicionando depois á primeira as outras duas columnas, e mudando os si-
gnaes da ultima linha, formámos os dous seguintes determinantes, d'onde, ti-
rando o factor commum da primeira columna, resultou o decimo segundo; e 
d'este, subtrahindo da primeira a segunda e a terceira linha, se deduziu o de-
cimo quarto, menor de 2.a ordem, e d'ahi a ultima expressão. 

Assim foi o determinante proposto desenvolvido no producto de quatro fa-
ctores lineares. 

§ III. — Multiplicação dos determinantes. 

44. O producto de dous determinantes da mesma ordem pode exprimir-se 
por um determinante da mesma ordem, cujos elementos são as sommas dos 
productos dos elementos de cada IinJia de um dos determinantes pelos elemen-
tos correspondentes de todas as linhas successivas do outro. 

Segundo este theorema, devido a CAUCHY, O producto de dous determinan-
tes de 2.a ordem 

ff, 6, ! Pi 
e 

«2 Ps a.2 J2 i «2 Ps 

será 

GlCtl -f Oi a2 

Oi (3, + ff 2 Ps 

J 1 X1 - F b.2 <x.2 I 

h P, + J 2 (3, f 
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Com effeito o segundo membro d'esta expressão é egual ao primeiro, por ser 
(n.os 38, 20 e 18) 

= o, b, 

i • i 
i «.Pi J bi p , + 

~ 2 —Z 

b.2 p2 

i b, a, | 
• ^1Pi | 

, | «1*1 

' í «iPi 

b.2 a2 

b.2 P* | 
j ! a * a 

' ! «*P 
2 bl X1 

2 fc.P, 

a, a, 

P. P. 

I 
4~ b.2 j 

a, a2 

P- P-J 
+ o2ò, 

O2 a, 

P2 P. 

O2 O2 B . , CL2 

o2 (32 b.2(B2 

o» fc. 
a2 a2

 1 

(3, P2 | 

: O -L O1 b. 
Pl p2 

• O2 i . 
I a, O2 

I P. (3, 
O = (o,fc2 — X 

P. P5 

«1 M v I aI Pl ,X, 
O2 6, Xi % 

Do mesmo modo se prova que, se os dous determinantes forem de 3.a or-
dem, é o seu producto 

0, b, c, x, Pl 7> 
O2 b.2 c.2 X Xi P2 7-2 

Cl3 b3 C3 X3 P3 73 

Ci3OC3 b, x, f b, O2 4- X3 

«3p3 bi P, f b, P2 4 Ih p3 
«3-/3 b, 7, + 7-2 4 b. 73 

c, a, Ci Ct, C3X 3 

c 17, — c-1 y-2 + C3 y3 

E semelhantemente para os determinantes de 4.a, 5.a . . . ordem. 
Como, sem alterar o valor d'um determinante, podemos mudar as linhas ho-

risontaes em verticaes e reciprocamente, ha quatro maneiras de eflectuar o pro-
ducto de dous determinantes, conforme se multiplicam: — l.°, as linhas verli-
caes do primeiro pelas verticaes do segundo; — 2.°, verticaes do primeiro por 
horisontaes do segundo; — 3.°, horisontaes do primeiro por verticaes do se-
gundo;— 4.°, horisontaes do primeiro por horisontaes do segundo. 
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Com efFeito, pelo que acabamos de mostrar, o producto 

é egual: 
l.° a 

2.° a 

a, J1 
X 

«. (3, 
O2 J2 X 2 (32 

3.° a 

4.° a 

a, 
X 

a, P, a. a, + a2 O2 J1 a, + J2 a.2 

a2 b-2 
X 

a2 a, P i + a, P2 Ji P , + ò 2 p 2 

b, 
X 

«i a2 « a, + a2 p, J1 a, + J2 P1 

J2 
X a Pi P* 

_ 
a «2 + a,2 p2 J1 a2 + J2 p2 

a, a2 
X 

a, P. a a, + J1 «2 a2 a, + J2 a.2 

J, J, 
X 

a2 P* a Pl + P-2 a2p, + J2p, 

a, 

J. 

a2 

J2 
X 

a, 

P, 

a., 

P2 

= 
a, 

«i 

a, + J1 p, 

O2 + J1 P2 

a2 a, + J2 P1 

a2 a2 + J2 P2 

E do mesmo modo para determinantes de ordens superiores. 

Exemplo I. 
A B C X - 2/ 1 
A' B' C X 2/' 1 
A" B" C" a;" y 1 

kx + B i / + C A'x + B ' / / + C ' k"x + B "y + C" 
Kx1 + B//' + C K1X1 + B y + C' A V + B "y1 + C" 
Ax" + By" + C A'x" + B'//" + C' A V + B "y" + G" 

Exemplo II. 

1 0 0 0 
O l a a 
0 1 J p 
O l c - / 

X 

0 1 0 0 
I O a a 
1 0 b p 
10 c y 

0 1 1 1 
1 a2 + a2-- ab + ap ctc + a-/ 
1 ab + «fi U1 + fi- bc + )3-/ 
1 ac + a(3 J c + ( 3 y Ci + f 
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4 5 . Se os dous determinantes a multiplicar são de ordem differente, trans-
forma-se o de menor grau em um determinante da ordem do mais elevado 
(n.° 30), e applica-se depois a regra geral. 

Assim 

«i b, C1 

a, Zi2 CI 

a3 b3 C3 

X »i Pi ! 
«. P4

 1 

a, b, c, j 1 O O o, bi <*t + c, p, a2 + C1 p2 

O2 Zi2 c.2 | X O a, P, O2 K aI + C2 P1 6, cc2 + c2 p.j 
O3 Zi3 C3 i O O2 p2 O3 Z>3 + C3 p, + C3 p2 

4 6 . Se o segundo determinante for egual ao primeiro, teremos o quadrado 
d'este sob a fórma d'um determinante symetrico do mesmo grau. 

Com effeito, pondo nas fórmulas do n.° 44 

a I = O i j = P l = Z l 1 , P -2 = b.2, 

resulta o quadrado do determinante de 2.a ordem sob tres formas differentes 

O1 Zi1 ¢/, Zi1 O1 Zi1 
2 

X 
O2 Zi2 

: • 

aSN Zi2 
X 

O2 Zi2 O2 Zi2 

- o? + « I Oi b, + a.2 b ± 

U1 Zi1 + a2 b2 b\ + lã 

a? + O2 IJ1 O1 Zi1 + Zi1 Ix2 

a, a2 + a2 b.2 a.2 Zi1 + b\ 

___ | a\ + b\ a, O2 + L1 Iji 

| o, O2 + Zi1 b.2 o | + b\ 

O quadrado do determinante do terceiro grau obtem-se do mesmo modo, in-
troduzindo na fórmula correspondente do n.° 44 as hypotheses 

« , = « „ CC2 = Cii, cc3 = a3 , P , = Zi1, 
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Assim 

a, 6, C1 a\ + b\ + cf a, a2 + bt b.2 + c, C2 at a3 + IJ1 b3 + C1C3 

a.2 b.i c.2 = «2 + b, b2 + C1 C2 a! + bl + cl a2 a3 + Ms + C1C3 

a3 b3 C3 ai a3 + bt b3 + c, C3 Oj a3 -f- b2 b3 -f- C2 C3 al .+ bl + cl 

E semelhantemente para determinantes de ordens superiores. 

4 7 . Se n'um determinante os elementos da primeira linha ou da primeira 
columna são eguaes á unidade, simpliflca-se a notação supprimindo esta linha 
ou columna, e dobrando os traços que limitam o determinante. 0 numero das 
linhas será então differente do das columnas. 

Assim a notação 

1 t 1 
o, b, C1 

a-2 b.2 C2 

equivale a 

a, b{ C1 

a,2 b2 Cs 

e representa (ordenando em ordem aos elementos da primeira linha) a somma 
de tres determinantes, pelo que se denomina determinante múltiplo. 

Assim 

(1) 

1 1 1 
O, Òi C1 

a2 b.2 C2 

at bt C1 __ I bl Cl + a, C1 
= + 

a2 b.2 C2 I b.2 C2 
aI C2 

+ «i ^ 
as b.2 

E como (n.° 18) de 

a, bt C1 a.2 b-2 C-2 

a, bt C1 = 0, e at bt Cl = O 

O2 b-2 C2 O2 b2 Cs 
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resulta, ordenando segundo os elementos da primeira linha (n.° 33), 

Ji Ci rt, c, 
«1 

c, 
+ Ci J2 C2 fío C2 
+ Ci 

Cl 
+ f c l 

«1 Cl a,2 + f c l -I-C2 J2 Co I a. Co 

estas duas relações ligam os tres determinantes simples de (1). 
Do mesmo modo é o determinante múltiplo 

O1 J1 c, d, 
U2 J2 c-2 d., 
a3 b3 C3 d3 

i . Cl tf, «i c, d, «1 tf, O1 b, Cl 
Jo C2 í/o + O2 C2 í/-2 + O2 tf-2 + Oi J2 C2 

b3 C3 d3 «3 C3 d3 O3 J3 tf3 O3 J3 C3 

e estes determinantes se acham ligados entre si por meio de relações que 
formam, como acima, ordenando os determinantes 

a, J1 C1 d, a.2 J2 c.2 d.2 

oi Ji C1 d, a,- J1 c, d, i „ / ="0' / / =0' elc"> 
a., J2 C2 d-2 «2 J2 C2 O2 

«3 J;i C3 Of
3 «3 J3 C3 (Z3 

segundo os elementos da primeira linha, taes como 

Jl Cl tf. -a, C1 ( i . O1 K tf, O1 h c , 

O1 C-2 í/o + 6. 0-2 Co tfo + C1 O2 J2 tf-2 + tf, 0-2 b, Co 
C3 d. O 3 C3 tf3 O3 3̂ tf3 O3 b3 C3 
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Em geral a somma de n + 1 determinantes de ordem d, que entre si. diffe-
rem só n'uma linha ou n'uma columna, pode ser representada pelo determi-
nante múltiplo 

a\ a\ o? . . . «í+l 

ct\ a\ al . . . 

a'„ at a3
n . . . a*4 

4 8 . Pode applicar-se aos determinantes múltiplos o processo da multi-
plicação dos determinantes simples. 

Supponhamos dous determinantes múltiplos 

O1 6, c, «i Pi "/i 
Ci2 b2 C2 O2 P2 72 

Entendendo por producto d'estes determinantes a somma dos productos dos 
tres determinantes simples do primeiro pelos tres determinantes simples cor-
respondentes do segundo, isto é, 

a, ^1 C1 
x 

X1 Pi 7i 
a2 b2 C2 I «2 Ps 72 

«i bi 
a2 bt 

X «. P, 
O2 & «2 C2 

X Vi 
7* 

+ b, c, 
b2 C2 

X Pi 7. 
Pi 7-2 

vamos mostrar que é identicamente 

a, b, C1 X 
aI Pi 7« -

a s b2 C2 «2 p2 72 

a, X1 + bt (3, + c, 7, «s a, + Pi +C s y, 
O1 «2 + 6, ps + C1 ys «2 «2 + p2 + Cs ys j 
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Com effeito, é (n.os 38 e 18) 

O1 Xi -f J1 (3, -}- c, y, a, X1 -{- è2 j3, -j- C5 y, 
«i «j + bx (3S 4- C1 y2 O2 Oc2 4- A2 P2 4- C2 y, 

O1 a, a2 K1 

O1 «2 a2 a2 
4-

I «i «i b, P1 

I « i «2 b2 p2 
+ «i «i C2 y, 

O1 «2 C2 y2 
+ 

+ 

= O1 O2 

è, p, C2 y, 
b, p2 C5 y2 

4- a, J2 

C1 y, «2 a2 

cr/2 O2 «2 
+ C1 y, J2 P1 

Ciy2 ^2 P2 

J1 P1 O2 x 
J1P2 O2 a; 

+ 

4-
P, ^p 1 

^1 P2 ^2 p2 

Ci 7i 4- C2 y, 
Ci y2 + C2 y2 

4- C2 
P, y. 
P* y-i 

«1 Pl 
O2 P2 

4- O2C1 

4-O1 c2 

7, «i 
y2 «2 

«i P. 
«2 p2 

— OoJl - O1J2 

= (O1J2 — O2J1) X 

| «i Pi 
IX, P2 

a I Pl 
O2 P2 

«i yi 
«2 y2 

«a y-2 

4-J2C1 

— o.,c, 

4-o2 J1 
Pl «1 
P-2 «S 

4- O1Ci 

4- (O1C2 — O2C1) X 

Yi Pi 
y-2 P* 

«i yi 
a2 y2 

«i yt 

«2 y-2 

- f c, C2 

+ 6ic 

4-J1 J2 

y» y2 

Pl P-2 
P-2 P-2 

P. y. 
P-2 y-2 

— U1Ci 
P1 Yi 
P2 y-2 

4- (J1C2 — J2C1) X P> y. 
P-2 y-2 

a 1 Ij1 «1 P1 + 
O1 C1 X 

ai yi P. y. 
P* y2 

X «1 P1 + 
O1 C1 X 

ai yi + , Í X P. y. 
P* y2 O2 J2 X2 P2 

+ a2 C3 X2 y2 J2 C2 I 
P. y. 
P* y2 

I Cti bx Ci 
I x 1 «1 pi Y' 

j b.2 C<2 I I X2 P2 y2 

E analogamente para determinantes de outra ordem. 

4 9 . Se o numero das columnas ê inferior ao das linhas, como acontece 
nos determinantes 

o producto é nullo. 

o, i. «1 Pi 
O2 J2 1 «2 P-2 
O3 a3 Ps 
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Cora effeito, decompondo o producto d'estes determinantes em determinantes 
parciaes, será (n.08 48 e 38) 

O1 h «« P. 
O2 bi X Xi P2 = 

a3 b3 «3 P3 

O1 CC1 + J1 P1 O2X1 + bi P1 

O1 CL1 4" J1 P-2 «2 «2 4" Pi 

«1 X3 4- J1 P3 a, X3 + J2 p3 

O3 a, 4- J3p, 
«3 Oti 4- J3 PJ 
«3 « 3 + J3 P3 

O1 C-I O i«, O3 a. O1 O2 «I J3P1 O1 J2P1 O3 «! 
= = O1 Xi O2X2 O3X2 + o, x2 O2 K2 J3P2 + O1 St2 J2P2 O3O2 

O1 X1 O2 «3 O3 «3 O1X3 O2 «3 J3P3 O1 «3 ^2 P3 O3 «3 

O1 «í J2P1 J3P1 J1 P1 O2 C-I CI3X1 J1P1 O2 a, J3P1 

+ O1 X2 J2 p2 ^3 P2 + J1 P2 O2 X2 O3X2 + J1P2 O2 x2 J3 P2 

O1 «3 J2 P3 J3 P3 P3 O2 «3 O3 «3 ^ p 3 O2 «3 J3P3 

+ 
J1P1 J2P1 

J1P2 J2P2 

J1P3 J2P3 

Ci3Xl 

O3X2 

O3 «3 

J1P1 J5P1 J3 P1 

J1P2 J2 P2 J3P2 

J1P3 J2P3 J3P3 

e todos estes termos se annullam por conterem cada um duas columnas, que 
só differem n'uma constante (n.° 23). 

O producto reduz-se pois a zero; e do mesmo modo se prova o theorema 
para outros determinantes. 





SEGUNDA PARTE, 

A P P L I C A C Õ E S D O S D E T E R M I N A N T E S . 





CAPITULO I. 
RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES ALGÉBRICAS. 

5 0 . Se o primeiro membro d'uma equação algébrica apresentar a fórma 
de determinante, o desenvolvimento d'este nos dará as suas raízes, às quaes 
muitas vezes poderemos também dar a fórma de determinante. 

Tratemos com effeito de resolver a equação 

P= + O M 
mz -f- p — I 
nz - J - q O 

N 
O = 0. 

Desenvolvendo o seu primeiro membro, teremos 

d'onde 

P M 
m —1 
n O 

N 
O 

Q M N 
p —1 O 
¢ 0 - 1 

Q M N 

P — 1 0 

L 
0 — 1 

p M N 
m —1 0 
n 0 —1 

= 0, 

expressão em determinantes da raiz da equação proposta. 



6 4 

Desenvolvendo estes determinantes, o valor de z toma a fórma 

—1 0 M N M N 
U 0 —1 — P 0 —1 + 1 — 1 0 Mp + Ni? + 0 

—1 0 M N + n 
M N Mm + Nn + P 

P — m 
—1 + n —1 0 0 —1 0 —1 + n —1 0 

51. Para achar as raizes x da equação 

x a b c 
a x 0 0 
b 0 x 0 
c OOx 

calcule-se o determinante do seguinte modo: 

X a b C X2 UX bx CX X2 a b C X2 
1 1 1 

a X 0 0 1 a X 0 0 a 1 0 0 a2 1 0 0 
— = X2 = X2 

b2 
1 0 b 0 X 0 X b 0 X 0 b 0 1 0 b2 

0 1 0 

C 0 0 X C 0 0 X C 0 0 I C2 
0 0 1 

= X' 

Xi-C2 1 1 0 
a? 1 0 0 
b2 OtO 
Ci OOi 

= X" 
X2-C2 1 1 

•2 1 0 
0 1 

ar 
b2 

X2—b2— C2 I 0 
d2 I 0 
b2 0 I 

= ar 
Xi-U1-C2 1 

n2 I 

Resulta d'aqui 
x2 = 0, x- — n2 — 1/ — C2 = 0, 

ou 

X1 = x" = (I , . T 7 1 = ^ W I + ^ + C 2 , .T I V — nl
 + b*- + c-, 

que são as raizes da equação proposta. 
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5 2 . Procuremos os valores de x que satisfazem á equação 

x a a n 
a x a a 
a a x a 

a a a x 

= 0. 

Subtrahindo a primeira columna de cada uma das outras, e dividindo depois 
por x — a as tres ultimas, vem 

x a—x a—x a—x 
a x—a 0 0 
a 0 x—a 0 
a 0 0 x—n 

= {x—af 

X a a a 
a X a a 
a a X <! 

a a a X 

X 1 -- 1 
a 1 0 
a 0 1 

U 0 

• {x—cif 

x+a —l'—\ 0 
a 1 0 0 
a Il 1 0 
a 0 0 1 

C) 

XjI-Ci — 1 -- 1 x -2« —1 0 
= [x-á» a 1 0 = (X-Il)' a 1 0 

a 0 1 a 0 1 

— {x—af ' 
I 

a?-}-3 a 
a 

0 
1 

= (x—af(x+3a) = 0. 

Logo ha tres raizes 

e uma 
x' = x" = x'" = a, 

Xvi = — 3 a. 

5 3 . Resolvamos a equação 

a1—x ab—x cos 0 
ab—x cos d V1—x 

j ^ C ^ i X t > a . u — ^ 
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Desenvolvendo, será 

cr—x ab—x c o s 0 
j ab—x c o s 6 Oi—x 

a 2 ab j j a? — ; r c o s ( ) 

ab V I + , aè —x + —x ab 
-x cos 6 V-

a a a —cos Q 
4- bx 

—1 a 
4- x~ 

—1 
= ab 4- ax 

a —cos Q 
4- bx 4- x~ —CC^ 0 b b 

4- ax 
b —1 —cos G b 4- x~ —CC^ 0 

-x — x c o s G 

-X — X 

—cos ( 
—1 

= ax(— a + b cos G ) + b x ( — b - f a cos 0 ) - j - x 2 ( 1 — cos2 G ) 

= x(x sen2 Q — o2 — Zr + 2ab cos 0) = 0. 

Logo será 

x= 0, a;seno — cr —- 6 2-f cos G = 0, 

d'onde resultam para x os dous valores 

a2 + ^2 — cos G 
x ' = 0, »" = -

sen2 G 

5 4 . Para calcular as raízes da equação 

a b e x 
b a x c 
c x a b 
x c b a 

juntem-se á primeira columna as tres seguintes, tire-se para fóra do determi-
nante o factor commum, e mudem-se successivamente os signaes da segunda e 
terceira columnas, da primeira e terceira, e da primeira e segunda, repetindo 
de cada vez aquellas operações. 
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Resultará, chamando, por simplificar, A1, A2, A3 e A4 os determinantes Co-
eíficientes dos diversos factores, 

a b C X x-\-a-\-b-f-c b C X 

b a x C Xj
rU-^bj

rC a X C 

C X a b x-\-a-\-b-\-c X a b 

X C b a X j
r U A b j

r c C b a 

= ( a - f a + 6 + c ) . A1 

a —b — C X x-\-a—b—c —b C X 

b — a X C — x—aJ
rbJ

rc — a X C 

C —X — a —x—a-\-b-\-c — a I1 C —X — a U —x—a-\-b-\-c X — a U 
X — C —b a x-\-u—b—c —C —b a 

— a b —C X xJ
r b—a—c b C X 

—b a X C —x—J-j-a- j -c a X C 

—C X •—a b x^b—a—c X — a b 

X j, a — x — J - p a - f c C h U X U a — x — J - p a - f c C U U 

— a —b C X Xj
rC—a—b —b C X 

—b • — a X C x-\-c—u—b — a X C 

— C — X a b. — X Cj
rUjTb a I1 — C — X a b. — X Cj
rUjTb X a u 

X — C b a — x — c A a A b — C b a 

= (xJ
ra—b—c) . A, 

= (x-\-b—a—c) . A3 

(X j
rC—a—b) . A4 

A inspecção d'este calculo mostra que o determinante proposto é divisível 
pelos factores 

(Xj
rU-^bj

rC), ( a s + f l — b — c ) , (x-\-b—a—c), (x-\-c—a—b), 

e por conseguinte divisível pelo seu producto, que é, como elle, do quarto grau. 
Logo o determinante dado reduz-se a este producto, e a equação proposta a 

(x-\-a-\-b-\-c) ( a r - j - a — b — c ) (x-\-b—a—c) (x-\-c—a —J) = 0, 

cujas raízes são 

x' =—a—b—C, x" = bJ
rc— a, x" = Uj

rC-b, x"' = aJ
rb—c. 



CAPITULO JL 
RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES LINEARES. 

5 5 . Na resolução das equações lineares cumpre distinguir dous casos, se-
gundo o numero dos equações é ou não egual ao das incógnitas; e em cada 
um d'estes as equações podem ser ou não ser homogeneas. 

Consideremos estes differentes casos. 

§ I. — Equações não homogéneas em numero egual ao das incógnitas. 

5 6 . Supponhamos, em geral, dado para resolver o systema de n equações 
lineares não homogeneas a n incógnitas 

r i i ®> i ' a] Xi -f- a\ x2 a] X71 -j-

( i ) 

.. : U \ X11 -u M 

a\2 X1 -j- a\ x2 -j- alx3 -f- . . . -[- u" xn = u.2, 

al Xi + al x2 + X3Ar . . . + a", x„ = u„. 

O determinante d'este systema de equações será 

(2) A = 

«1 
a\ 

al . a, 

. «3 

AH IT 

que primeiramente supporemos differente de zero. 
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Multiplicando estas equações, a partir da primeira, respectivamente pelos de-
terminantes menores 

o ,, — 3 ,, 3 ,, . . . ( - I J - 1 J ,, a j ' o.1,1 a. , ' v > a y 

correspondentes aos coeflicientes a'3, . . . a'„ de x,, teremos 

a,j «i «i 4- JuI «í 4" Jflj «•? + • • • + âj a" - JflI uI , 

• 3 i a!, x, — 3 i ai x, — 3 , a:! x. 3 | «" a v . = — 3 [ «... 

5 , a3 OJ1 4- 3 , alxL4 3 , .X';, 4 . . . 4 - 3 , «3 a;,, = 3 , Mi a , a.. a.. a.> '3, 

(-1)-«3(i, Q1kX1 4 (- 1)" 1V «;>. 4 - - - 4 (-1 r 1 ai; .'',, = ( -1 ) " - 1 3 f l , «„, 

de cuja somma resulta, ordenando segundo as incógnitas ./',, 

(3) 

I ) ¾ ; 3 ^ f l i + V i ~ 

f j 3 a ! a ? - 3 a , « 1 4 ^ « l -

13, 3 , a3 + 3 , a 3 -

. . . 4 ( - 1 ) " - ' ^ « ^ , 

. . . 4 ( - 1 ) - 3 , ^ 1 ¾ 

. . . + (— 1 )"_I Sgt a3Jx3 

4 t 3, aí - 3, «5 4 a:; - . . . + ( - 1 ) " - ' 3, 
( "1 -2 3 " n ) 

= «• - ^ «» + ^ «3 - - . - + ( - 1 ) " - ' 3a, . 

Vè-se que o coefficiente de X1 n'esta expressão é o determinante dos coeíli-
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cientes das equações propostas ordenado em relação aos elementos «J, aif . . . a\ 
(n.° 33), e que os coeíflcientes das outras incógnitas ,r2, x3, . . . x„ são nullos 
(n.° 36), porque se deduzem do coefficiente de isto é, do determinante A, pela 
substituição da columna a\ a\ ... a,' por uma das outras columnas a? a\ . . . a2, 
a* al... al, etc., e constituem assim outros tantos determinantes com duas co-
lumnas idênticas, e por isso nullos. 

Nota-se ainda que o segundo membro é o mesmo coefficiente de X1 ou de-
terminante A, no qual se substituíram pelos elementos a], a\, . . . a', os termos 
conhecidos u„ u.2, . . . u„ das equações propostas. 

Aquella expressão equivale pois á seguinte: 

(4) 

O1 a: 

u, a. 

u„ a t 

d'onde se deduz 
u, a'í . . . a" 

X1 = 

un al . . . a" 

a\ aí . . . a'; 

a, a: 

ou 

(5) X1 = 
2u, alai 
2a\a\a3

3 • • • «» 

Para obter o valor de x.2, multiplicaríamos as n equações respectivamente 
pelos determinantes menores 

a í 1 a:, ' a . , ' » > a 2 ' 1 i O It 

correspondentes aos coefficientes de x.2, e sommariamos os resultados como 
acima: o valor de obter-se-hia analogamente multiplicando as 
equações pelos determinantes correspondentes aos coefficientes de x3, <r4, . . . xn. 
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D'este modo resultaria 

! a \ U 1 a ] . . . a \ I 

Ct „ un a„ . . . cf„ 

aj a ? . . . a\ 
•r. 

ci\ d\ u, . .. a'! 

a'„ al u?.. . «" 

a\ d] . . . Ui 

alcll u„ 

a\ af . i. «í 

a„ a: . . . a" 

a \ ai 

<I , C K • • • ci -

ou 

x. 
2 «| U1 al . 
1 a l Cti

3 

2 «lo» M3 . . . an 

2 « j al O 3 . . . a"„ 1 
x„ 

1 a\ a\ al . . . uu 

2a\ alai . . . 

A inspecção d'este calculo mostra que — ciadas n equações lineares não 
homogeneas a n incógnitas, cujos segundos membros são grandezas conhe-
cidas, o valor de cada incógnita é egual a uma fracção, que tem por deno-
minador o determinante das incógnitas, e por numerador este mesmo de-
terminante depois de substituídos os coefficientes da incógnita pelos termos co-
nhecidos. 

Foi L E I B N I T Z (*) quem pela primeira vez indicou esta solução, cuja im-
portancia e generalidade foram depois assignaladas pelos analystas C R A M E R ( * * ) 

e B E Z O U T ( * * * ) . 

5 7 . Suppozemos em o numero precedente que o determinante A dos co-
efficientes das incógnitas não era nullo. 

Se este determinante se reduzir a zero, as incógnitas terão valores infini-
tos ou indeterminados, segundo o polynomio numerador das formulas (5) e (6) 
for ou não differente de zero, pois que então os valores das incógnitas tomarão 

. A o 
a forma — ou —. 

( •) Lettre à UIIospital du 2S avril 1639. 
(««) Analyse drs courbes algèbriques, 1750. 
(««•) Histoire de VAcctdcmie royale des sciences, 1764. 
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No primeiro caso o systema (3) reduz-se a 

0 .Xl=Iutal . . . a", ou O-X1 = Ialui . . . a", etc., 

isto é, zero egual a uma grandeza finita, o que é impossível. 
O sijstema proposto não tem pois solução. 
Se também o numerador I u l U l . . . a" ou 2 a\ U1 . . . a", . . . é nullo, o sys-

tema (3), equivalente ao systema (1) proposto, reduz-se a 

0 = 0, 

uma identidade; e n'este caso o systema das equações dadas serd satisfeito por 
uma infinidade de valores. 

58- Se apenas uma das equações propostas não é homogenea, isto é, se 
os segundos membros de (1) são todos nullos á excepção de um só, por exem-
plo Ui, as equações (4) e (6) tomam então a fórma 

ou 

Ui 
0 

Wi 

al 
a, 
aí! 

Ax i 

u\ Ui 
0 

.. a; 

.. as 
a', 

AiTn = 

«1 
a. o. 

0 al .. az a' a' 

(7) Axl = <5, Ui, A Xi = ò, ut, A x3 = d,Ui, ••• A xn = ò ux, 
U1 U1 U1 U1 

d'onde 

(8) 
x. x. x3 X11 

D'este resultado conclue-se que — se n'um systema de n equações a n in-
cógnitas os segundos membros são nullos d excepção d'um só, os valores das 
incógnitas são proporcionaes aos determinantes menores formados com relação 
aos coefficientes das incógnitas da equação não homogenea. 
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5 9 . Para elucidação d'esta theoria resolvamos o systema das tres equações 

3x— \y + 6 j = 18, 

\x — 5 y =— 7, 

3y — 2 3 = 1 . 

Calculemos as expressões [n.° 56, formulas (5) e (6)] 

X - . 

Z M1 ar, O3 

2a\a\a% ' 

2 a\ u, «3 
J 2 a\ a\ a^ ' 

2 a] a; Ui 

2 al «1 «3 

Teremos 

3 —i 6 3 5 0 
A = 2 a! al a | = 4 —5 0 = 4 —5 0 = — 2 

0 3 —2 0 3 - 2 

3 5 
4 —5 

= 70. 

2 U 1 A L A L = 

18 — 4 6 

—7 —5 0 
1 3 —2 

2 1 5 0 
—7 —5 0 

1 3 —2 

| 21 5 
i - 7 - 5 

= 140. 

3 21 6 
2 a\ U1 al = 4 —7 0 

0 1 —2 

3 —4 18 
2 a\ al U1 = 4 —5 —7 

0 3 1 

Logo será 

X = 

140 
= 2 

3 21 0 
4 —7 0 
0 1 —2 

= 3 

2 3 21 
4 —7 

70 
210 
70 

210. 

—4 18 
— 4 

3 1 

280 
= 3. — — ^ 

= 48 + 232 = 280. 

70 
: 
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§ II. — Equações homogeneas em numero egual ao das incógnitas. 

6 0 . Para que as equações (1) do n.° 56 se tornem homogéneas, é necessá-
rio que seja 

W1 = O1 Ui = O, . . . u„ = O, 

e n'esse caso o systema tomará a fórma 

/ a ]a , + «?2¼ + . . . + a?®. = O, 

1 a\ X1 4" al Xi 4- ••• + a'l x„ = O, 
(1) 

\ a i 4 - G1
nXi 4- . . . 4- an Xn = 0. 

no qual todas as equações são homogeneas. 
As egualdades (7) do n.° 58, subsistindo para qualquer valor de u,, terão 

logar para u, = O, e n'este caso tornar-se-hão 

Aic1 = O, Aic2==O, . . . A®„ = 0, 

o que exige que seja 
A = O , 

ou 
x, = 0, x.2=0, . . . tf„ = 0. 

Logo :—para que n equações lineares homogeneas, a n incógnitas, sejam 
compatíveis, ê necessário e basta que o determinante das incógnitas seja nullo; 
e, não o sendo, que todas as raízes sejam eguaes a zero. 

A expressão (8) mostra ser n'este caso 
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assim como 
Xi X2 X3 x„ 

ò, 3 . ò3 5„ «i u." a.; 

3-, ^ 3 

3 . <r O „ a 

onde se vé que — os valores das incógnitas são proporcionaes aos determinan-
tes menores, que se formam ordenando o determinante A em relação aos co-
efficientes d'uma qualquer das equações propostas. 

Dos valores acima deduz-se que 

isto é, — quando um determinante A se annulla, os determinantes menores 
correspondentes a duas linhas de elementos parallelas formam duas series de 
grandezas proporcionaes. 

III. —Equações lineares em numero diflcrente do das incógnitas. 

61. Se nas equações (1) suppozermos a ? „ = l , teremos n equações não 
homogeneas a n - 1 incógnitas 

l cr! X1 + a] X2 + . . . + et?-1 x„_t + o j = 0, 

(1) 

( < X1 + al X2J- . . . + a"-1 xn_t a"n = 0, 
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Para restabelecer a homogeneidade, substituamos as incógnitas pelas suas re-

ões 

por 1, 

£C\ OC CC 
lações —, —, . . . — com uma grandeza arbitraria X; teremos, multiplicando 

A A A 

(2) 

I n> a\ X1 + a\ Xi + .. + a""1 xH_t + a'l 1 = 0, 

^ a'„ X1 + al Xi -f- . . . -f a"-1 x„_t + an
n 1 = 0. 

Para que estas equações assim homogeneas, e por tanto as equações (1) 
que lhes equivalem, sejam compatíveis, é necessário e basta (n.° 60) que seja 
o determinante 

a\ 
A = = 0. 

a' a:. 

Logo: —a condição de compatibilidade de n equações lineares não homoge-
neas, a n — 1 incógnitas, consiste em que seja nullo o determinante das mes-
mas equações tornadas homogeneas. 

Os valores das incógnitas serão dados pelas proporções do n.° 60. 



CAPITULO III. 

RESULTANTES S O B A FORMA DE DETERMINANTES. 

| I. — Resultante de duas equações algébricas. 

61. Quando n'um systema de n equações não homogeneas, a n— 1 varia-
veis, se faz por qualquer methodo a eliminação d'estas, resulta por fim uma 
expressão, funcção apenas dos coefíicientes do systema dado, que egualada a 
zero exprime a condição necessária e suffwiente para que aquellas equações 
sejam satisfeitas por um mesmo systema de raizes. 

Áquella expressão, que designaremos por R, chamou BEZOUT resultante ou 
eliminante; e também denominou resultante, equação final (cuqualio fmalis 
genua) a equação 

R = O. 

Foi efTectuando aquella eliminação entre n equações do primeiro grau a 
n — 1 incógnitas, e entre duas equações algébricas a uma incógnita, que LEI-
BNITZ, notando a symetria dos resultados, descobriu os determinantes. 

Eliminando com effeito x entre duas equações lineares a uma incógnita, 

a r 4- 6 = Q, a'x[-f b' = O, 

para o que basta multiplicar a primeira por a', a segunda por a, e subtrahir, 
achou LEFBNITZ 

ab' — a'6 = 0, 
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OU 

resultante em forma de determinante. 

Para obter a resultante das duas equações do segundo grau a uma incógnita 

a.r- + bx + c = O, a'x" + b'x + d = O, 

multiplique-se a primeira por a', a segunda por a, e subtraia-se: virá 

(ab' — a'b) x + (ac1 — a'c) = O; 

e multiplicando a primeira por c', a segunda por c, subtrahindo, e dividindo 
por x, 

(ac' — ac) x + (bc' — b'c) = 0. 

0 problema acha-se reduzido a eliminar x entre estas duas equações linea-
res, e a resultante achada por LEIBNITZ foi 

(ac1 — a'cf - (ab' — a'b) (bc — b'c) = 0, 

ou, em notação abreviada (n.° 9), 

(ac') (bc') 
(ab') (ac') , 

que 6 um determinante. 
E semelhantemente para as equações do terceiro, quarto . .. grau. 

6 2 . 0 methodo de eliminação que acabamos de applicar, e que primeiro 
naturalmente lembra, idêntico na essencia ao do maior divisor commum, tem 
o inconveniente de introduzir raízes estranhas. 

Empregam-se por isso de preferencia outros methodos, que vamos succinta-
mente expor, e que, por meio d'um calculo notavelmente simples, nos dão a re-
sultante sob a forma de determinante. 
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§ II. — Melhodos de eliminação entre duas equações algébricas. 

6 3 . Methodo de Euler. 
Sejam respectivamente 

f (x) = Q, 9 (x) = U 

duas equações simultaneas dos graus m e n. 
Se a. é raiz commum, ambas terão por factor x — a, e será 

f(x) = ( x - a ) (A1-T-' + A,x'n~- + . . . -I- AM), 

? (x) = (x - a) (BliT"-1 + B2J"-2 + .. . + Bb ), 

representando por estes polynomios os quocientes da divisão de f(x) e y(x) 
por x — a. 

Dividindo membro a membro estas identidades, e desembaraçando dos de-
nominadores, vem 

f(x) (B1J-'-1 + Bi x"-- + • • • + Bi,) = 9 (x) (XlXm 1 + A 2 c f * + . .. + Am); 

e esta identidade significa que, se multiplicarmos f(x) por uma funeção arbitra-
ria de x do grau n—1, o que introduz n constantes arbitrarias B1, B2, . . . B11; 
depois 9 (x) por uma funeção arbitraria do grau m—1, o que introduz m arbi-
trarias A1, A2, . . . A11; teremos dous polynomios do grau m — n— 1, que, egua-
lados termo a termo, nos darão m n equações homogeneas do primeiro grau 
com relação ás m + n arbitrarias. 

Para que estas equações, e por tanto as propostas, de que ellas são uma 
combinação, sejam compatíveis, é necessário e basta que o seu determinante 
seja nullo (n.° 60). Teremos assim a resultante em fórma de determinante. 

Achada a resultante, o methodo que adeante exporemos (§ III) dar-nos-ha 
as raizes. 

Procuremos, para exemplo, a resultante das equações do 2.° grau 

f(x) = ax- + bx + c = 0, 9 (x) = a'x2 4 - Vx - f c' = 0. 



8 0 

Applicando o methodo de EULER, vem 

{ax- + b x + c) (Atx + A2) = • (a X1 + Vx + d) (B1X + B2), 

d'onde, eíTeetuando a multiplicação, e egualando, conforme a theoria das funcções 
idênticas, os coefficientes das mesmas potencias de x, resultam as quatro equações 

AtCi — B 1 Ci 1 = 0 , 

A J J + AM — B1J' — B2a' = O, 

A1C + A2J — B,c' — B2J' = O, 

A2O — B2C' = O, 

lineares em A1, A2, B1 e B2. 
Eliminando estas arbitrarias, a resultante das propostas será o determinante 

d'estas quatro equações egualado a zero (n.° 60) 

a 0 a' O 
J a b' a' 
C b c' U 

0 C (1 c' 

(cic1) IJJC') 

! K ) {ao') 

6 4 . Este mesmo methodo fornece as condições para que as equações te-
nham dous factores communs. 

Sejam a. e (3 as raizes communs: será n'este caso 

((X) = (x - «) (x - [3) (A1X""' -J- . . . + AM), 

? (x) = ( X - X ) (x - (3) ( B 1 ^ - 2 + . . . + B11), 

d'onde se deduz 

f (x) (B1Xf-'+ ... + B„) = 9 (x) (A1Xm-- -j- . . . + A m ) . 
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Quer dizer: — s e multiplicarmos f(x) por uma funcção do grau n — 2 contendo 
n— 1 arbitrarias, e ç(a?) por uma funcção do grau m — 2 encerrando m— 1 
arbitrarias, teremos dous polynomios idênticos do grau m - \ - n — 2; egualando 
então os coeflicientes das mesmas potencias de x nos dous membros, resultarão 
m- \ - n— 1 equações; e eliminando depois entre estas as m + n— 2 constan-
tes introduzidas, obteremos a resultante procurada. 

Busquemos as condições necessarias para que as duas equações do 3.° grau 

ax3 + bx1 + cx + d = O, a'Xi + Uxi + c'x + d' = O 

tenham duas raizes communs. 
Será identicamente 

(<ax3 + bx2 + cx + d) (KiX + A2) = (a'x3 + Vx1 + c'x + d') (B,® J- Ba), 

d'onde 

A ta — Bf«' = O, 

A,ò + A.2a — B1J' — %a' = O, 

A1C + A .2b — B1C' — Bsò' = O, 

A,d + A2C — B1J' — B2C' = O, 

+ A2c/ — B 2 c / '=0 . 

Eliminando A1, A2, B1, B2, obtem-se para resultante o determinante múltiplo 

a 0 a' 0 

b a b> a' 
C b cf V 

d C d1 C1 

0 d 0 d' 

6 5 . Methodo de M. Sylvester. 
Este methodo desfaz em certo modo as relações que existem entre as po-

tencias das variaveis, tratando-as como variaveis independentes, pelo que M. SYL-
6 
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V E S T E R o denominou methodo dialytico. É idêntico ao de E U L E R quanto aos re 
sultados, porém mais simples nas applicações. 

Se multiplicarmos successivarnente as duas equações dadas 

ax"' + bx"' 1 -f cx'" '2 4- . . . + kx + l = 0, 

a'x" + b'x"-' + c'x"'2 + . . . + k'x + /' = 0, 

a primeira, de grau m, por 

xT\ af~\ ... x-, x\ x", 

e a segunda, de grau w, por 

cT~\ xm~\ . . . a?2, x\ a:0, 

formaremos m-\-n equações entre as m-\-n— 1 potencias dc x 

„»1+11—1 „m-|-n—2 „2 ,„1 
K/U y tJU ^ • • • U/ ^ lX • 

Eliminando então d'estas m-\-n equações, que podem considerar-se do pri 
meiro grau, aquellas m-^n— 1 potencias, corno se fossem outras tantas va 
riaveis, obter-se-ha a resultante das equações propostas. 

Appliquemos este processo ao systema de equações 

ax2 + bx -f c = 0, Olxi + Ux + d = 0. 

iMultiplicando por Xi e x", resultam as quatro equações 

a Xi -J- bx- -j-cx =0, 

ax' 4~ bx c = 0, 

a'x3 4- b'x- 4- c'x = 0, 

a'a* + Vx + d = 0, 

do primeiro grau em x- e x\ 
Temos pois quatro equações lineares com as incógnitas ar3, x- e x\ cuja con 

dição de compatibilidade é (n.° 61) que o seu determinante seja nullo; a resul 
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tante das equações propostas será pois o determinante d'estas equações egua-
lado a zero 

a b C 0 
0 a b C 
a' V C1 0 
0 a' V C1 

o mesmo que nos deu o methodo de EULER. 

6 6 . Se as equações dadas fossem de differente grau, taes como 

ax3 + bx2 + cx + d = 0, a! Xl + Vx + c' = 0, 

multiplicaríamos a primeira por x1 e e a segunda por Xi e o que nos 
daria cinco equações 

ax4 -J- bx3 -J- cx1 4- dx =0, 

ax3 4" bx2 + cx -J- d = 0, 

U1Xi - f Vx3 + C1X2 = 0, 

a'x3 -J- Vx- + c'x =0, 

a!x? 4- Vx -J- c' = 0, 

do primeiro grau em x\ x3, x1 e x\ 
A resultante das propostas será pois o determinante d'estas equações (n.° 61) 

egualado a zero 

a b C d 0 

0 a b C d 
a1 V C1 

0 0 

0 a' V d 0 

0 0 a' V C 

67. Querendo eliminar x das equações 

ax3 4- + cx 4- d = 0, a'x3 + Vx2 - f c!x + d' = 0, 
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multipliquem-se por ar, Xi e a?°. Teremos as seis equações 

ax' + bxi -f- Cx3 -f- da? = 0, 

Cix1 -f- bx3 -(- cx- -j- dx = 0, 

OX3 4-1)3? + CX -f D = 0, 

a'x5 4- b'xl 4- c'x3 4- d'x~ = 0, 

a'x" + b'x3 4- c'X14- d!x = 0, 

^ 4 - ^ 4 - ^ 4 - ^ = 0 , 

do primeiro grau em x\ x\ x\ a?, x\ cuja condição de compatibilidade, e por 
conseguinte das propostas, é que seja o seu determinante egual a zero; a re-
sultante é pois 

a b C d 0 0 

0 a b C d 0 

0 0 a b C d 
a' b' c' d' 0 0 

0 a' V C1 d! 0 

0 0 a' U c' cl' 

6 8 . Methodo d e Bezout aperfe içoado por Cauchy. 
Este methodo tem sobre os precedentes a vantagem de dar a resultante sob 

a forma d'um determinante mais simples, e por isso mais fácil de calcular. 
Sejam 

( Ci0Orm4-«,a/"1 4- . . . - ( - a m = 0, 
(1) 

( b0 x'" + J1 a;"-1 4 - . . . - f bm = 0, 

as duas equações dadas, suppostas por em quanto cio mesmo grau. 
Passemos em cada uma os termos para o segundo membro, deixando no pri-

meiro só o primeiro termo, depois os dois primeiros termos, depois os tres pri-
meiros, etc., até os m primeiros termos; assim formaremos m pares de equações. 

Dividindo membro a membro, uma pela outra, as duas equações de cada 
par, e supprimindo as potencias communs 

„i)i ™m—1 -.2 „ 
M / , U/ , . . . tC , <<.-, 
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teremos as n equações 

O0 a, aT 1 + Oi Xj"-2 + . . . + ff„_, x + am 

K bt X-' + b, ar-* + • • • + x+bm ' 

A0 a; + "i o.2 x'"~2 + . • • + om , x + o,n : 
I b0X + b,~ Ili X- * + . .. + btn_, x + bm' 

I «0 + O1X + Oi Cl3 X'"~3 + . . . + O^i ® + 0,„ 

(2) ft,®* + ̂ ® + ̂  ~ fc,®"-» + ... +bm^x + bm' 

do Xm-2 + «, x—3 + .. . + «,„_, «,„_, x + am 

b0 Xm-5 + 6, + . . . + a? + ' 

! 
«o ccf"-' + Q1 x1"-2 + . . . + om , j; + om_, cim 

b0 Xm-' + b, x"'-- + .. . + ôra„2 cc + ~~ òm ' 

Desembaraçando estas equações de seus denominadores, resulta, empregando 
a notação abreviada dos determinantes, 

t 

(aA)*"1-' 4- (o0b.2)x"'-a- + (Oob3)XT^ -)-...+ (aA) = 0 , 

(Oobi)X?-1 + + |(o«A) +(<hb3)\ar~3 + . . . +(CiJjm) = 0 , 

(a0b3)xr-1 
+ |(aA) + (OA)Ia-"* + [ (O0W) + (aA) 'x"-3 + . . . + (aA) = 0, 

-

(c'obm-,JaT-1 4-1 (Oobm) + (aA-t)\*r-*+1 (oA) + ( «A- , ) !* '" - 3 + . . . 4 - ( « « - A ) = 0, 

(Oobm)X"-' + (a,bm)x^ + (O-An)X-3 + • • • + («,„_ A) = 0. 
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• Temos assim m equações do primeiro grau ás m — 1 incógnitas 

™>»—1 V" -2 T»2 f 
w ^ «A/ ^ • • • tA/ ^ « / ^ 

e todo o valor que satisfizer ás propostas (1) satisfará também ás equações (2) 
e (3), que são combinações legitimas d'aquellas; e por tanto, se as propostas 
tiverem uma raiz commum, esta raiz satisfará ás equações (3), as quaes serão 
então compatíveis, e o seu determinante nullo (n.° 61). 

A resultante das propostas será pois 

(a0bi) (a0b.2) (a0b3) 

(a0b2) (a0b3) + (a, b.2) (Uobi) - f (a, b3) 

(a0b3) (Uobi) + (a, b3) (a0bj + (a, b,) 

(atibm_,) (a0bm) 

• • (u0bm_2) -f ( a f i ^ ) (Ufim) 

• • (Citbm) + («A,_,) (a2bm) 

(«o&m-i) (a0bm) + (a,«,„_,) («,bm) + (a2bm_t) 

(a0bm) ( a A , ) (Uibm) 

• (Um^ibm) +(am_2bm__{) (am_2bm) 

Obtida assim a resultante das equações propostas, resta achar as raizes pelo 
methodo adeante exposto (§ !II). 

6 9 . Suppozémos em o numero precedente que as equações dadas eram 
do mesmo grau. 

Se as equações 

( a0x"' + OlOcT-' + . . . -fo„=0, 
(4) 

I bo 03" + b i X n - 1 + . . . + 6. = 0 , 

forem de graus differentes m e n, sendo por exemplo m > n, e se multiplicar-
mos a segunda por x"'~'\ ella se tornará na equação do grau m 

b0 cc"' + ^ xm + . . . 4-b„ as'"-" = 0. 
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Applicamlo a esta e á primeira das equações (4) o processo de CAUCHY, até 
se separarem os n primeiros termos, resultarão as n equações 

QQ _ O i X"-1 + a.2 Xfn-1 - L . . . - I - O m 

btor-i + har1* +bnar— ' 

O0 x + O1 O2 xm~2 + . . . + am 

M + 6, = M m -2 I- . . . + M m " ' 

O0OTji + + . • • + o„_, _ Q ^ a r - + . . . + a„, 
An ar-1 + af"2 + . . . + 6""1 _ " b„ xT " ' 

que multiplicadas pelos denominadores se tornarão 

% o.) a?"'"1 + (60 O 2 ) ^ 1 + . . . + M m = 0 , 

(Ms) + | (M3)+ (M5) J * • » - * + . . . + b, am =0, 

(b0 an) x""1 + (b, (J1)X?"-1 + .. . + Mi am = 0. 

D'este modo teremos n equações. 
Multiplicando agora a segunda das equações dadas pelas m — n primeiras 

potencias de x 

ar-1-", ar-2-", Xm-3-", . . . x\ X', a;0, 

obteremos mais m — n equações, que juntaremos áquellas; taes são 

b0 xí"-' + b, Xm-2 + b.2 X"-3 + . . . + b„ X"-1-" = O, 

b0 x"'-* + b{ x"'-3 + . . . + bn x m - = O, 

b0 xm-3 + . . . + b„ x'"-3-" = O, 

M + ^®" - 1 + . . . + 6 , , = 0. 
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Assim, da combinação das propostas formámos m equações do grau m — 1 
em a?, mas do primeiro grau com relação ás m — 1 potencias 

a f x m ~ \ . . . X ) 

e para que estas m equações do primeiro grau a m— 1 incógnitas sejam com-
patíveis, é necessário e basta (n.° 61) que o seu determinante seja nullo, isto é, 
que seja 

(Po a,) (b0 a.2) (bu a3) . . . O0 am 

(b0 ai) (b0 a3) - f (J1 a.2) (b0 a4) - f (b, a3) . . . b> am 

(M„) (M„) (b-2 a 

(5) A = bo br b. 

O b0 b, 

O O b0 

0 0 0 . . . b„ 

Este determinante é do grau m com relação aos coeíDcientes da primeira 
das equações (4), e do grau n com relação aos coefficientes da segunda das 
mesmas equações. 

Constitue pois a resultante das equações propostas. 
A raiz commum calcula-se pelo processo que adeante expomos (§ 111). 

70 . Appliquemos o methodo de BEZOUT e GAUCIIY a alguns exemplos. 
Querendo eliminar x das equações do terceiro grau 

(6) ax3 + bx* + cx + d = O, a'x3 + Vxi + c'x + d1 = O, 

procuremos a resultante. 
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Pelo processo de CAUCHY teremos 

a bx2 4- cx -Y d 

a x 

b'x2 + c'x + d' 

cx 4- d 

i i 

U1X 4" V C-'X • d' ' 

a X2 ~\-bx 4-C d 
V o f + b,x+V = ~tír' 

Desembaraçando do denominador, vem as tres equações 

(ab') X2 4- (ad) x (ad') = 0, 

(?) (ad) x2 + |(cid!)+bd)\x 4- (bd') = 0, 

1 (ad1) x2 + (bd1) x + (cd') = 0, 

do primeiro grau em x2 e x. 
A resultante será pois o determinante symetrico de 3.a ordem 

(8) 

(ab') (ad) (ad') 

(ad) (ad') -!- (bc') (bd') 

(ad') (bd') (cd') 

Em quanto o methodo de M. SYLVESTER nos deu, para resultante de duas 
equações do terceiro grau, um determinante de 6.a ordem (n.° 67), o de 
BEZOUT e CAUCHY dá-nos, como se vé, para resultante um determinante de 
3.a ordem. 

0 mesmo methodo, applicado ás equações do quarto grau 

ax'' 4- bx9 4- cx2 4" dx 4- e = 0, 

U1Xi 4- b'x3 + c'X2 4- d'x + d = 0, 
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entre as quaes se pretende eliminar x, dá separando, 

a bx3 -J- cx1 -j- dx + e 
a' Vx3 + CX- -J- dx + é 

ax + b CX2 -

5D 
+ "53 

-I-

dx + b' C1X1 -J- d!x -J- e' ' 

ax! + bx + C dx + e 
dx1 -J- Vx + C' dx + e' ' 

ax3 + bx- -J- CX -J- d e 
a'x3 -J- Vx- + c'x + d' e' ' 

e reduzindo a inteiros, 

! (ab') x3 + (ac')x2 -J- (ad')x + (Cie1) = O1 

| (ac1) x3 -L|(«d') + (bc') jtc2 + j ( a e ' ) + (W)j® + ibe') = °> 

^ j (ad')x3 + \(ae') -J- (W)Jcc2 -J- j(be1)- -J- (cd')jtc -J- (ce') = O, 

\ (ae') x3 + (be') x2 + (ce') x + (de') = O, 

quatro equações lineares ás tres incógnitas x3, x~ e x\ 
Para que estas equações, e por tanto as propostas, tenham uma raiz com-

mum, é preciso que o seu determinante spja nullo (n.° 61), 

(ab') (ac1) (ad') (ae') 
(ac', (ad') + (bc') (ae>) + (bd>) (be') = 

1 ' (ad') (ae') + (,bd') (be') + (cd') (ce') 
(ae') (be') (ce') (de) 

Assim obtivemos a resultante do systema dado. 
Analogamente se obteria a resultante das duas equações do quinto grau 

ax' -J- bx4 -J- cxJ -J- dx- + ex -j- f = O, 

d'ic3 -j- Vic4 + Vx3 -J- d'x2 + e'x + f = O, 
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que seria o determinante de 5.a ordem 

(ab') (ac') (ad') (ae') (aP) 
(ac') (ad') + (bc') (ae') + (bd') (aP) + (be1) (bP) 
(od) (ae') + (bd') (aP) + (^e') + (cd') (bf) + (ce') (cP) 
(ae') («/') + (be') (bf) + (ce') (cP) + (de') (dP) 

(aP) (bf) (cP) W) (°P) 

71. Exemplifiquemos o caso de serem as duas equações propostas de dif-
ferente grau. 

Sejam 

ax* + bx3 + Cxi + dx 4- e = 0, 

a!Xi + Vx + c' = 0, 

as duas equações cuja resultante se procura. 
Conforme o methodo geral (n.° 69), multipliquemos a segunda equação por 

Xi-, teremos o systema 

UXi 4- bx3 4- CXl 4- dx 4- e = 0, 

a'xl + Vx3 4- C1X1 = 0, 

de duas equações do mesmo grau, que pelo methodo de BEZOUT e CAUCHY dão 

a bx3 4~ cx1 -Ar dx jT e 
~ãí~ Vxi 4- C1Xt ' 

ax 4- b cx1+ tte + e 
a!x 4- V dx1 

as quaes, desembaraçadas dos denominadores, se tornam 

(W)x3+ (Ca1)Xi + da! x + ea'= 0, 

(ca')x3 + j (cV) + (da') j xl + (dV + ea')x + eb' = 0. 
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Juntando a estas a segunda equação proposta, multiplicada seguidamente 
por X1 e Xo, 

a'tc3 + b'x- + c'x = 0, 

a'x* + Vx + c' = 0, 

teremos quatro equações lineares ás tres incógnitas x3, x.2 e X1. 
A resultante d'estas quatro equações, e por tanto das propostas, será pois 

o determinante do quarto grau 

M (ca') (da') (ea) 
(ca') (<cb') + (da1) (db) + (ca') (eb') 

a' b1 d 0 
0 a' b' d 

= 0. 

III. — Calculo das raizes communs. 

7 2 . Achada por qualquer dos methodos expostos a resultante de duas equa-
ções algébricas sob a forma de determinante, segue-se calcular as suas raizes. 

Consideremos ainda as duas equações geraes de grau m 

U0 xm + U1 aT~' + CF2 aT~* + . . . + am_x x - F am = 0 , 

O0 aT + b, aT-' + b.2 aT:* + . . . + bm_, x-\-bm= 0, 

as quaes, como vimos (n.° 68), se têm uma raiz commum, terão para resultante 
o determinante 

(1) 

A1 B1 C1 

A2 B2 C2 

i B m _ i C m _ j 

A R r 

• F1 G1 H1 

. F2 G, H2 

. Fm_, G„,_, Hm l 

• Fm Gm Hm 

= 0, 
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onde, por simplificar, representámos pelos symbolos A1, Bi, C1 . . . os elementos 
(Oobi), (Oob1), (a0b3) . . . do determinante A do n.° 68. 

Admittamos por em quanto que um dos determinantes menores, correspon-
dentes aos elementos da ultima columna II de (1), não seja nullo, por exem-
plo, o que corresponde a Hm. 

No systema de equações (3) do n.° 68 supprima-se a ultima, e tomem-se 
as m — 1 restantes 

j A 1 Xm-1 + B 1 Xm-2 + C1CC'"-3 + . . . + F 1 X - + G 1 x + H 1 = 0 , 

\ A1Xm'1 + Box'"-2 + C.,Xr"-'1 + . . . -F2Str +G.,íc + H 2 = O, 

(2) 

[ Am_, a="'-1 + II,„ , x"'-- + Cm_, + . . . + F,„_! cc2 + Gm_) x + II,,, , = 0. 

Teremos assim m — 1 equações não homogeneas do primeiro grau a m — 1 
incógnitas 

UJ , tÃJ , . . . \Ju , 

que podemos resolver segundo os princípios do n.° 56, notando que ao deter-
minante 1a\a\al... al d'aquelle numero corresponde aqui o determinante 
I A 1 B 2 C 3 . . . HmL1; aos termos conhecidos M1, u,, u3, . . . u„ correspondem aqui 
H1, H2, . . . Hm_,; e ás incógnitas Xi, X1, . . . X11 correspondem x, Xi, ... x 

Será pois 

A1 B1 •• F1 H1 

A2 B2 . . F2 II2 

2 A1 B2 • • • F„,_2 I r,>,—i Am-I B111-, p • • 1
 m-1 

IA1B2 . . . I v o Gm j A1 B1 . . F1 G1 

A2 B2 . . F2 G2 

Am-I Bm-I • • Fm-I G„,_i 
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e bem assim 

(4) 
2 Ai B2 . . . Ilm—a 0„.—i 
2 A1 B2 . . . F„,_2 Gm_4 

A, B1 

A, B3 

A, B1 

A2 B2 

Am-Í B,„_, . . . Fm_j Gm.., 

II, G1 

II2 G2 

F1 

F2 

G, 
G2 

2II, B2 . . . F,„_2 G,„ , 
2 A", B2 . . . F„_a Gm., 

H1 B1 

H2 B2 

IIm—i Bm_í 

A, B1 

A2 B2 

A,„—t Bm_t 

• F1 

• F2 

G1 

G2 

Fm_i Gm., 

• F1 G1 

. F2 G2 

. Fm_, Gm_ 

Suppozemos que um, pelo menos, dos determinantes menores corresponden-
tes aos elementos da ultima columna de A não era nullo. 

Se todos esses determinantes fossem nullos, teriamos em (2) um systema 
de TO—1 equações a m — 1 incógnitas, cujo determinante 2 A1 B2 . . . Gm_, 
seria nullo. 

Haveria n'este caso indeterminação, por isso que o valor (3), tendo o de-

nominador nullo, teria a lórma y, ou , sendo M uma grandeza finita; e esta 
ultima forma, que exprimiria a impossibilidade do problema, fica excluída pela 
consideração de que, sendo A = O, tém efectivamente as duas equações propos-
tas uma raiz commum, que satisfaz ao systema (2), e não ha por tanto im-
possibilidade. 

Suppozémos ainda que as equações propostas eram do mesmo grau. 
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Se fossem de grau differente, as formulas correspondentes a este caso (n.° 69) 
conduziriam aos mesmos resultados, e operar-se-hia de um modo analogo. 

7 3 . Appliquemos este methodo a alguns exemplos. 
Seja proposto para resolver o systema de equações 

ax2 + bx -J- c = O, a'Xi -J- b'x + d = 0. 

0 methodo de CAUCHY dá as equações 

a bx -J- c 

ax - J - b c 
~ct[x + b' = ~d' 

OU 

(ab') x - J - (ac') = 0, 

(ac1) x + (bc1) = 0, 
cujo determinante é 

A = = (aU) K ) ! . 
(ac') (bc') S ' 

e, se este determinante for nullo, as propostas terâo uma raiz commum, que 
será 

_ (ac) _ (bc) 

Para calcular a raiz commum ás equações 

ax3 + bx2 + cx - f d = 0, a'a? - J - b'x2 + c'x + d! = 0, 

temos já as equações (7) e o determinante (8) do n.° 70, e verificado que este 
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é nullo, condição para que as propostas tenham uma raiz commum, as duas pri-
meiras das equações (7) 

(Cib1)Xi + (CW1)X + (ad1) = 0, 

(OCt)Xi + j (ad1) + (bc ')\x + (bd1) = 0, 

e a formula (3) 
IA 1 B 1 . . . Fm_2IIra^1 

^A1B1 .. . Ftil—2 G,„_, 

(ab') (ad') | 

(ad) (bd') 

(ab') (ad) 
(ad) (ad') + (bc') 

e a formula (4) daria 

(ad!) (ac') 

(bd') (ad') + (bc1) 
x2 = . 

I (ah') (ad) \ 
| (ad) (ad') + (bd) | 

Para obter a raiz commum do systema de equações do quarto grau 

ax' + bx3 + Cxi + dx + e = 0, a!xx + b'x3 + c'a? + d!x + d = 0, 

formam-se as equações (9) e o determinante (10) do n.° 70; e verificado que 
este é nullo, haverá raiz commum, que podemos calcular. 

Para isso tomem-se estas equações menos a ultima 

(ab')x? + (ad)x1 -]
r(ad!)x +(¢¢0==0, 

(OC1)X3 + ](ad') + (bd) J®2 + J (ad) + (bd')\x + (bd) = 0, 

(Cid1)X3 + J (ac') + (bd') + J (bd) + (cd) J® + (cd) = 0; 
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e estas equações e a formula (4) nos dão para x o valor 

(ab') (ad) (ad) 
(ad) (ad') + (bd) (bd) 
(ad') (ad) + (bd') (cd) 

(ab') (ad) (ad') 
(ad) (ad') + (bd) (ad) + (bd') 
(ad') (ad) + (bd') (bd) + (cd!) 

para xl o valor 

(ab') (ad) (ad') 
(ad) (bd) (ad) + (bd!) 
(ad') (cd) (bd) + (cd') 

(ab') (ad) (ad') 
(ad) (ad1)+ (bd) (ad) + (bd') 
(ad') (ad) + (bd') (bd) + (cd') 

e analogamente o de x\ substituindo a primeira columna pelos termos conhe-
cidos. 



CAPITULO IY. 
DISCRIMINANTES, TRANSFORMAÇÕES LINEARES, 

INVARIANTES E COVARIANTES. 

-.¢:. <?». 

| I. —Discriminantes. 

7 4 . Entre as numerosas applicações dos determinantes á Analyse, á Geo-
metria e á Trigonometria, é talvez a mais importante a que respeita á investigação 
das funcções que não são alteradas por uma transformação linear das variaveis. 

Como esta transformação corresponde a uma mudança de coordenadas, aquel-
Ias funcções exprimem propriedades completamente independentes da escolha 
dos eixos. D'ahi se infere a importancia geometrica d'estas funcções, cujo estudo 
nos vai occupar n'este capitulo. 

7 5 . Com M. SALMON (*) daremos, em geral, o nome de fórma a qualquer 
funcção homogenea; e pôde esta ser do segundo grau ou quadratica, do ter-
ceiro ou cubica, do quarto, quinto . . . grau; e pôde além d'isso ser binaria, 
ternaria, quaternaria, etc., segundo conlém 2, 3, 4 . . . variaveis. 

Assim por fórma cubica binaria entende-se uma funcção homogenea do 
terceiro grau a duas variaveis, tal como 

a x3 ba?y 4- Cxyi 4- d\f; 

( • ) G . SALMON, Lerons d'Alqèbre supérieure, pag. 7 4 , 1 8 G 8 . 
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por fórma quadratica ternário, uma funcção homogenea do segundo grau a tres 
variaveis, tal como 

ax1 -f- bif 4- Czi 4- 2 fyz 4- Igzx + Ihxy. 

Posto isto, se tivermos uma fórma de n variaveis, e a derivarmos com re-
lação a cada uma d'ellas como independente, o resultante d estas n derivadas 
egualadas a zero é o discriminante d'aquella fórma. 

Se a fórma é do segundo grau, as derivadas serão do primeiro; e estas, egua-
ladas a zero, formarão n equações homogeneas lineares entre as quaes a elimi-
nação das n variaveis dá o seu determinante. D'ahi se conclue que — o discri-
minante d'uma, fóima quadratica a n variaveis è o determinante das suas n 
derivadas, tomadas com relação a essas n variaveis. 

Designaremos por D2, D3, . . . os discriminantes das fórmas de 2, 3, . . . va-
riaveis, e por D'2, D3 . . . os discriminantes do 2.°, 3.°, . . . grau. 

Formemos os discriminantes d algumas fórmas. 

76. I .0 Fórma quadratica binaria. 
Para obter o discriminante da fórma 

9 (x,y) = ax2 4- 2 bxy + cy\ 

derivemos successivamente esta funcção em ordem a x e y. 
Designando por um indice a variavel independente em ordem á qual se faz 

a derivação, teremos 

-i- <f'x = ax + Jy = O, 

- i ç ' v = i a + cj/ = 0; 

c o discriminante da fórma proposta será o resultante d'estas equações, que é 
o determinante (n.° 60) 
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2.° Forma quadratiça ternário. 
0 discriminante da fórma 

çp (a;,?/,:?) = ax2 4- cy2 4- /i2 + 2toy 4- 4- 2eyz 

é o resultante das tres equações derivadas 

i 

Y <f'x = Oxj
rIy -J- dz = O, 

- I ç ' , = to+ CJ/+ CZ = O, 

?/ = dx + cy + fz = O, 

que é o determinante (n.° 60) 

a b d 
b c e 
d e f 

= acf + 2 bde — aJ — cd? — fb\ 

3.° Fórrnci quadratica quaternaria. 
O discriminante da fórma 

çp (x,y,z,v) = ax2 + a!\f + a"z2 + a"'t>2 

+ 2 byz + 2 Vzx + 2 Vxy + 2cxv + 2 c'yv + 2c"zv 

é o resultante das equações derivadas 

-j- = ax + Vy + Vz + cu = 0 , 

— <p'y = Vx + a'y + è,z + c'v = O, 

— çp', = Vx + by + a" z + c!'v = O, 

1 
— = cx + c'y + c"z + a"'v = O, 
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que é o determinante 

D; = 

a b" b' C 

b" a' b c' 
U b a" c" 
C c' C1 a'" 

= d (aa'a" + 2 WW — ab2 — a'!/1 — a"b,n) 

Q2 (// _ a ' a " ) + c'- (bP — aa").+ c"2 (b'n — aa>) 

+ 2c'c" («6 — W ) + 2cc" (aW — + 2cc' ( o W — W). 

4.° Fôrma cubica binaria. 
Para obter o discriminante da fórma 

? ( A V Y ) = + + 3c®»/ + Í / Í / 3 , 

derivemos esta funeção, e multipliquemos as derivadas por ® e por y; teremos 
as quatro equações homogeneas 

— x (f'x = aa;3 4- cIbxhj 4- Cxy1 = 0, 

— y ?'x = ax-y 4 2bxf 4 cif — O, 

Xy1
y = bx3 + 2cx*y + dxif = O, 

1J = teV + 2c®!/2 + = O, 

entre as incógnitas ®3, ®?/2 e y3. 
O discriminante será pois o resultante d'eslas equações (n.° 60), isto é, o 

determinante 

= (ad — bcf — 4 (b* — ac) (c2 — bd). 

a -2b C 0 

0 a 2 b C 

b 2c d 0 

0 b 2c d 
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5.° Fórma binaria do quarto grau. 
0 discriminante da fórma 

9 (x,y) = ax1 -j- 4bx3y + 6cx2if + 4dxy 3 + eif 

obter-se-ha derivando-a, e multiplicando as duas derivadas successivamente por 

vy, y2-
Resultarão as seis equações a seis incógnitas x5, x*y, x3rf, x \ f , Xyi e V 

ax' + Zbxi
y + 3cxV + dx'f = O, 

ax*y + Zbxfxf + Zcxi
i/ + dxy1 = O, 

axY + Zbxy + 3 cxif + dif = O, 

bx' + Zcxi
y + Zdxy + CXy = o, 

bx*y + ZcxY + Zdxy + exif =0, 

bxy -f ZcxSf + Zdxrf + eif = O, 

cujo resultante será o descrirainante da fórma proposta, isto é, o determinante 
(n.° 60) 

a Zb 3c d 0 0 
0 a Zb Zc d 0 
0 0 a Zb 3c d 
b 3c Zd C 0 0 
0 b Zc Zd e 0 
0 0 b 3c Zd e 

= (ae — kbd + 3c2)2 + 27 (ace + Ibcd — a<f — Cbi — e3)3. 
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§ II. -Transformações lineares. 

77. Denomina-se transformação linear de uma fórma de n variaveis o 
resultado que se obtém,[quando n'esta se substituem as variaveis por funeções 
lineares de outras variaveis. 

Sendo 

y, z • • •) 

uma fórma de n variaveis ®, y, z ..., produzir-se-lia uma transformação linear, 
se n'esta expressão substituirmos por x, y, z . . . os valores 

x = «, - f (3, y' + y, z' + . . . 

y = + . . . 

3 = « 3 t f ' + í33Í/' + y 3 z ' + . . . 

M 

e resultará uma fórma transformada 

W , y \ * ' • • • ) • 

Se, por exemplo, na fórma quadratica binaria 

(I) ? K y) = + bxy + cy2, 

fizermos 
®=«i ®' + Pi y' 

y = Xi x' 4- [i, y' 



104 

resultará, desenvolvendo os quadrados, effectuando as multiplicações e orde-
nando, a fórma transformada 

(2) | (x\ y') = Kx"1 + 2 Mx' y'+ Cy"2, 

sendo 

A = a oq -[- 2b «, x, c x.{ 

B = a p, -L b (a, (3, -+ a2 [3,) + c O2 p2 

C = a a2 -J- 26 a, x, -f- o «2 

78 . Calculemos o discriminante D2 da transformada (2) em funcção dos 
coeííicientes da forma primitiva. 

Será o discriminante da transformada (n.° 76) 

AC — B2 = cic x] pf -f- ac xi p? — 2ac a, a, fi, — U1 x\ p2 — V1 «| pí 

= ac (a, p2 — a, p,)2 — b2 (a, P2 — a, p,)2, 
d'onde 

(3) AC — B2 = (cic — b~) (X1 p2 — a, p,)2, 

ou 

d'onde se conclue que—o discriminante da transformada ê egual ao discrimi-
nante cia forma primitiva multiplicado pelo quadrado do determinante das 
formulas de transformação. 

Este determinante chama-se modulo de transformação. 

I I I .—Invar iantes e covariantes. 

79. Dá-se, em geral, o nome de invariante d'uma fórma a uma funcção dos 
seus coeííicientes tal que, se eífectuarmos na fórma uma substituição linear, a 
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funeção semelhante dos coeííicientes da transformada seja egual á funeção primi-
tiva multiplicada por uma potencia do modulo de transformação. 

Assim, sendo em o numero precedente 

AC — B2 = (ac — b(«, (3-, — «.2 {3,),~ 

quando pela substituição linear 

X = X1 ,S1 y\ y = x, x'+ (5, y' 

a fórma 
ax- 2bxy cif 

se muda em 
A®" 4~ 2B.ry -f- CY\ 

é 
ri c — Ir 

o invariante de 
Itxi + 2 bxy 4 cif. 

Se a potencia do modulo é egual á unidade, o invariante diz-se absoluto. 
Um covariante é uma funeção que comprehende não só os coeííicientes d'uma 

fórma, mas ainda as variaveis, e tal que, se eíTectuarmos na fórma uma substi-
tuição linear, a nova funeção dos coeííicientes e variaveis da transformada é 
egual á funeção primitiva multiplicada por uma potencia do modulo de transfor-
mação. 

A theoria dos invariantes e covariantes tem uma importancia notável pelas 
suas applicações geometricas. 

Na geometria das curvas e das superfícies as transformações das coordenadas 
operam-se por substituições lineares. Um invariante d'uma fórma ternaria ou 
quaternaria é uma funeção dos coeííicientes, cuja reducção a zero exprime alguma 
propriedade da curva ou da superfície independente da escolha dos eixos, tal 
como a existencia d'um ponto duplo; um covariante representa uma outra curva 
ou uma outra superfície, cujos pontos têm com a curva ou com a superfície dada 
alguma relação independente da escolha dos eixos. D'ahi resulta a importancia 
geometrica da theoria dos invariantes e covariantes. 

Demonstremos o theorema fundamental d'esta theoria. 
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8 0 . Os discriminantes são invariantes. 
Acabamos de ver como o discriminante de uma fórma quadratica binaria é 

um invariante d'essa forma. 
Mas esta proposição tem logar para qualquer numero de variaveis. 
Vamos ainda demonstral-a para tres variaveis, mas, por sua natureza, o 

raciocínio é geral, e geralípor tanto a proposição. 
Consideremos a fórma quadralica ternaria 

9 (x, y, z) = ax- -f bif + cz~ -f Idyz + Iezx -f 2fxy, 

cujo discriminante (n.° 76) é o determinante 

a f e 
f b d 
e d c 

Façamos na fórma as substituições 

x = Cx1 X1 + (3, y' + y, s', 

IJ = XiX1 + fi.2 y' + y2 z', 

Z=Ki x' + p3 y' + y3 z'; 

resultará a transformada 

<|» (x\ y>, z') = a (oc, X1 + [B1 >/+ y, s )'2 + 6 (o,®1 + P-2 z' + y2 z')2 + c (¾ « ' + f V + W f 

+ 2d (oc.2 X1 + P2 y' + y2 3') («3 + P3 y' + 'h z') 

+ 2e («3 + p3 y' + 73 3') (a, + P, y' + y, «') 

4- 2/' (a, a ' + P. ?/ + 7. + P j + 7-2 
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Busquemos o seu discriminante. 
Derivando em as', será 

4 = o « i ( « I + IW + 71 + & *« (¾¾' +1¾ 2/' + 7-2 3') + c a3 > 3 4 - 1 ¾ y' + 73 3*) 

+ rf Xi (X2 X' -L % j + y2 3') + d X2 (Xi SC' -L P3 y< + y, -') 

-L 0 («, cc' + (3, j 4- 7 l Z') 4 - C a, («3 x> -L |33 ,/ 4 - y3 ; ') 

+ f X2 (a, tf' + P1 y' + 7. 3 ' ) + f «i (¾ + P-2 2/' + 75 A 
ou 

- 1 ^ = (« «, + f«* 4- C «2) + Pi 2/' + 7. 5') 

4 - (/"a, 4 - 6 X2 4 - d a3) (x2 4 - p2 y ' + -/2 z') 

4- (e a, 4- d x , + c x3) («3»' 4" Ps2/' 4" 73 2Oi 

e do mesmo modo se acha o valor de ™ ^V > -y • 

Estas tres derivadas egualadas a zero formam o systema das tres equações 

A (a, d + P1 y' 4- y, z>) + B (s2as' 4- p2y' + y2 z') + G («3®' + P3y' + 73*') = O, 

A1 («,a' + p . y + y, + B1 ( x ^ + p 2y' + y.2z') + C1 («3*' + P3?/' + 73-') = O, 

A1 («,a/ + p l2/' + y,z') + B2 (x, a;' + p2y' + y2z') 4- + & y ' + y3z') = O, 

nas quaes é 

A =CiOii -\-fa2 4- e«3, B =fcti -f- &x> -j- d«3 , C = = e a , 4- d a 2 + c« 3 

A1==Op1 + / P 2 + ep 3 , B1 = Z 1 P 1 + 0 p2 +d p3, C1 = e P1 + d p2 + c p3 

A-2 = a y, + / y2 + e y3, B2 = /7, 4 - 2> y2 + d y3, C3 = e y, + d y2 + c y3 
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Ordenando aquellas equações em ordem a x', y' e z', ellas se tornarão 

(A «, + B X2 + C + ,A p, + B ,S2 + C (33) y' + (A y, + B y4 + C y3) z' = O, 

(A,«, + B1X2 + C1 x3) x> + (A1 p, + B1P2 + C1 p3) y' + ; (A,y, - f B1 y2 + C1 y3) z' = O, 

(A2Cx1 + B2X2 + C2X3) x' + (A2p, + B2p2 + C2p3) yJ + (A27l + B2y3 + C2y3) z' = O, 

cujo determinante será o discriminante da transformada. Designando-o por D1
3, 

será (n.° 44) 

A a, -j- B X2ArC x3 A p , + B p 2 + C p 3 A y, + B y2 + C y3 

A1 «i + B1 a2 + C1 x3 A1 P, + B 1 P 2 + C1P3 A1 y. + B1 y2 + C1 y3 

A2«, + B2 x, + C2 a3 A2 P1 4- B2 p2 + C2 p3 A2 y, + B2 y2 + C2 y3 

A B C 
A1 B1 C1 

A2 B2 C2 

X 

a, X2 X3 

P. P2 Pa 

7« 7-2 73 

e, substituindo por A, B, C . . . os seus valores, resultará 

D ' 

a a, + f x, + c x, fxt + b X2 + d x3 e a, + d a2 

« P1 

oy, 

ca ;. 

- A P . + ^p 3 /•pi + òp 2 + í /p3 c p, + c/p2 + c p3 

- /'7-2 + e 73 />< + 6 7-2 + d 73 e 7' + 7-2 + c 7' 

«1 X2 a:í 

X Pl P-2 P3 
7' 7-2 7 3 

o f e j 

r b d X 
e d C 

a, X2 a3 

Pi P2 P3 

7i 7-2 73 

X C 
Hl 

X2 X, 

P-2 13 

7i 7-2 73 

a f e X1 a2 «3 

f b d X Pl P-2 P3 

e d C 7< 7-2 73 
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OU 

Dr
3 = D 3 X 

a a., oc. 3 

(3. & |33 

7i '/-2 73 

D'esta expressão conclue-se que, ainda no caso de uma fórma quadratica 
tornaria, o discriminante da transformada é egual ao discriminante da primitiva 
multiplicada pelo quadrado do modulo de transformação; e por conseguinte é 
este ultimo discriminante um invariante da fórma proposta. 

Este systema de calculo é, como se vê, independente do numero de variaveis; 
e, qualquer que fosse o numero d'estas, pelo mesmo teor se provaria a pro-
posição. 

É pois geral aquella proposição, fundamento da theoria fecunda dos in-
variantes e covariantes. 

FIM. 
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