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PROLOGO

Aos Geometras verdadeiramente
taes pertence julgar se este meu tra-
balho serd merecedor de alguma
estimagio.

Gargio StorkLER.

O decreto de 22 de agosto de 1865, regulando
0s concursos para o magisterio superior, deter-
mina que os candidatos apresentem para um dos
argumentos dos seus actos uma dissertagfic im-
pressa sobre algum dos ramos de sciencias profes-
sadas na faculdade ou eschola respectiva. A escolha
dos candidatos deixou o legislador, e muito acer-
tadamente, o objecto, a natureza e a extensiio das
suas memorias.

Em observancia do disposto ng lei é, por tanto,
que apresentamos ao acolhimento da IPaculdade de
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Mathematica, e ao dos outros mathematicos nossos
compatriotas, as presentes lucubragdes sobre um
ramo das sciencias mathematicas, o qual, por causas
diversas, podémos cultivar menos perturbada e
mais desenvolvidamente.

Oxald possa o nosso trabalho, satisfazendo ao
espirito da lei, ser ainda util aos estudantes da Fa-
culdade de Mathematica e aos das outras escholas
mathematicas portuguezas, levando-os pelo exem-
plo a applicarem os vastos recursos da analyse,
exercendo assim a sua actividade intellectual sobre
um dos mais bellos ramos dos conhecimentos hu-
manos. Tal foi, por certo, um dos fins do legislador
que decretou a producgiio e a publicagio d'esta es-
pecie de trabalhos, e tal nfio pode deixar de ser o
desejo de nossos respeitaveis mestres, Para quem
a sciencia é um sacerdocio ndio se pode deixar de
suppor um amor firme pela cultura e pelo esplen-
dor das sciencias no nosso paiz.




DETERMINACAO

DE

FUNCCOES ANALYTICAS

1. Quando se chega a exprimir analyticamente
a propriedade caracteristica de uma funcgiio, por
is80 que essa funcgiio fica assim perfeitamente de-
finida, tem-se tudo o que & necessario para chegar
ao conhecimento da sua natureza, Em conformi-
dade com isto, quando nos for dada a equagdo ou
equacdes, caracterisando uma especie de funcgdes
de férma desconhecida ou considerada como tal, é
claro que pelo estudo d’essas equagdes, practicando
sobre ellas transformagdes, hypotheses e operagdes
convenientes, se deve determinar a férma e por
conseguinte a natureza da funcgiio definida. Os re-
cursos analyticos poderiio em casos especiaes nilo
bastar para este intento, porque tal pode ser a pro-
priedade que se queira impdr & funcgio proble-

matica, que, em resultado d'ella, seja o analysta
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conduzido a operacdes inexequiveis, ou a difficul-
dades que o estado da sciencia niio possa ainda ven-
cer; mas nilo é menos certo que, em geral, os pro-
cessos do calculo differencial e do caleulo integral
conseguem o fim que se pretende, como passamos

a ver nos exercicios seguintes.

2. Seja oprimeiro problema achar uma funegiio
z=g9 (z), que goza da propriedade expressa pela
equagiio (a)

e@) ey =c@ky)...... e (D).

Como esta equagiio tem logar para qualquer
valor de z e qualquer de y, derivando em ordem
a @ temos

¢’ (@) = ‘."r (zt ),

por onde se vé que mudando « de valor, ¢’ (x) con-
serva sempre o mesmo ¢ é por isso uma constante a,
pelo que temos

dz
.

Ry e T ¥ Y E e e s

(@) DoramEeL. Cale. Inf, Liv. 4.° cap. 16, n.* 196,




e integrando

(LT € B P e )
Substituindo z=¢(z)==ax + b na equacfio (1),
e determinando b pela condigio de que (1) seja

identicamente satisfeita, a substituicio d4-nos
azt+btaytb=al@ty +d,

d’onde se deduz b=0, ficando @ qualquer. Con-
clue-se d’aqui que das funcgdes representadas por
(2) sbmente 3~ ax satisfaz a (1), e por conseguinte

a funcgio procurada é ¢ (v)==ax, sendo ¢ uma

constante qualquer.

3. Procuremos em segundo logar determinar a
funcgiio caracterisada pela condigiio seguinté (a)

of®@) o) =e(xy)....

Derivando em ordem a z, e derivando tambem

em ordem & y, temos as duas equacdes,

¢ (@) =4¢/(xy). y

o () =14 (zy). z,

(a) Deaamer, logar eitado, n.e 197,




das quaes tiramos

' @)y

ou

que nos indica ter # ¢' () um valor constante; de-

signando por a este valor, e fazendo ¢ (z)=z, serd

dz
T — =0

dax

e pela integragio

Lo

=alz+b..

O valor de z ou ¢ (z) substituido em (1) dd o re-

sultado

ale +b+aly+b=alaxy+b

que exige ser b==0, e deixa a constante a arbitra-

ria; logo a funcgo procurada é ¢ (z)=a.lz, ou

f ] y
pla)==Log. @..corisnsrys S ) R
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sendo @ entio o modulo para passar de systema
neperiano para o de base qualquer.

Se em vez da funeciio caracterisada pela equa-
¢iio (1), se pedisse uma, cuja propriedade caracte-

ristica fosse

e(@)—e@=0e(=})..... Ry~ IO

derivando em oydem a @ e em ordem a ¥, o que dd

) e o i{) 1
?(‘1':]'—. (!'.f -y:

)55

¢ (y)=¢| g

e

y
i W .

e eliminando ¢ K; entre estas duas equagdes, vem

a mesma equagiio (2); logo a funegiio pedida seria
ainda ¢ (z) = Log. z, por que se determinava do
mesmo modo b=0.

4. Procuremos agora achar a func¢iio, cuja pro-
priedade caracteristica ¢ (a)

t@e()=e@+H .co0en-.. (1).

P i a0 0 o P Pl e P i ity

(a) Dunauer, logar citado, n.® 198,
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Derivando esta equagiio em ordem a z, e em or-

dem a y, temos as duas

d@e@)=¢ @+
¢ @ (1) =+ @+
que pela eliminacgio de ¢'(z—+y) dilo

¢ (@) o W)

@ ¢

e por conseguinte sendo @ uma constante, e ¢ (z)=2,

temos

l.g=ax |- lb

*

e



n

e substituindo este valor de z na equagfio (1), temos

be™ %34T =3
o que exige ser b=—1. A funcefio procurada é pois
| g G P

3 (.L:] 4> gt!.r

ficando a arbitraria; e quando esta constante seja
imaginaria da férma a==m+ n!”" "1, a funeciio

¢ («) toma a expressio seguinte

T

p(2)=e (cosnzt+V"lsemnz)... (3).
Sendo a fun ¢flo ¢ () caracterisada pela condi-
¢io

f

T
s PR L SRS ) i
V)

yem

¢(@)
e (v)

¢ (2)¢ (y)

(@ — ¢ I,ytl_i e e?r {.l' = y} ]
S

=
S

Il

.
-

y




L.

e pela eliminagfio de ¢’ (¢ —y), e sendo @ uma con-

stante,

¢'(x) <'(Y)

(@) o

logo a funegio procurada éainda dada por ¢ (z)=
—b e, e determinando b, ¢ (z)=—¢"*.

5. Seja proposta a condigdo (a)

e(@) o (y)=gl(2Y)-c0vev.vnn. 1)
|
.
e tractemos de achar a funcciio z=q¢(z) que ella
caracterisa. |
Derivando (1) em ordem a z e em ordem a y,
temos

¢ (@2 () =7y (2Y) .y
¢(2)¢ (y)=¢ (zy).2,
e pela eliminagiio de ¢' (2y)
re' (@) (¥)=ye(@e (¥);

R e WP P e e e e

(a) Dunamer, logar eitado, n.® 199,




15

scparando as variaveis ¢

ze'(2)  y¢'(y)

¢ (®) ¢ (V)

H

e por conseguinte, sendo @ uma constante,

wy (@
L S RS 2.
g (=)

Ora, por ser z=g (z) e por tanto :;: ==¢'(z), &

equaciio (2) torna-se em

-]

ad
zdx P

que pela separagfio, integraciio e passagem dos lo-
garithmos para os numeros, nos di por fim

@ e ., N L e i (B

Para determinar a constante b da integragio,
substituimos este valor de z== ¢ () em (1) e temos

bzo X byt =b(xy) ;




2

logo seré b=1, e a funcgiio procurada

Como a constante a fica arbitraria, quando
ella for uma quantidade imaginaria com a férma

a=m=n /—1, a funcgio ¢ () terd a férma se-
guinte, da qual a antecedente é um caso particular,

p(@)=am(coen l. @ = ‘__,-' —lsen. nl 2). (4).

Para a munegdao que deva satisizzer a condiGao

?E}:?[E[.........--. lil‘l)
2 () y/

teremos do mesmo modo:

g@ ,z\ 1 o(a)d(y) ,/o2\ @

—=ﬁ7£— Hiiety ] . .;“J?(-.'-'Er
3v) \y/ ¥ o) y/ ¥

2 (@) _ys/0)_

¢ (@) ¢ (¥)

e serd por conseguinte a mesma funcgio ¢ (7)==
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=ba" , ou antes ¢ (z)=a", porque pela condi¢ o

-

f,“r:

y/

bat b(mﬂ

sahe ainda h=—1.

0. Procuremos uma funcgiio tal, que a somma
de duas funcgdes similhantes seja egual ao produ-
cto das mesmas. Serd a equagiio do problema

(@)t e =¢(z)e (¥

que, derivada em ordem a @ e em ordem a y, d4
as equagdes

V(@) =¢'@)s )

'Fj w:} =g(x)q (),

das quaes concluimos

¢ @|1—e@}=0)
¢ (y))1—e (2)| =0)

Tracta-se de achar funcedes que satisfacam 4s
2
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equacdes (2), e ver quaes d’ellas convenham 4 pro-
posta; ora, como as equagdes (2) possam ser satis-
feitas por qualquer d’estes systemas

1,,11—$L‘)’]=0 g s 1—¢ (y)=0
l1—g(@)=0 ¢ (=0

,;n)l_v(-‘ﬂl'—-—vo 4o @=0
L ¥ . ,
¢ (2)=0 l¢' (3)=0

vamos examinar qual d’estes é compativel com (1).

0 1. d4 ¢ (y)==1, ¢ (z)==1, que ndo satisfaz,
pois torna (1) em 2==1, resultado absurdo.

0 2.°d4 ¢ (y)=1 e deixa ¢ (x) arbitraria, mas
s6 satisfaz & proposta, quando for ¢ (z) == o.

O 3.° estd no caso do 2.°

0 4.°, finalmente, dando-nos ¢ (z)=—=a, ¢ (y)=b,
resolve o problema, niio com funcg¢des das varia-
veis e ¥, mas com quantidades commensuraveis
ou incommensuraveis, ligadas entre si pela equa-
¢ilo do segundo grau

e que podem ser representadas pelas coordenadas
da hyperbole, que ¢ o logar geometrico da mesma
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equagdo, Das solu¢des numericas da mesma equa-
gilo (3) uma 86 é inteira, como se reconhece tirando
d’ella o valor de uma das variaveis, por exemplo

e advertindo que o numero 2 ¢ o unico numero
divisivel pelo seu antecedente, tendo logar por con-
seguinte a solucfio inteira com a—b—2,

Se, egualando os primeiros membros das equa-
GOes (2), estabelecermos a equaciio

¢ (@) __ ¢
l—g (@) 1—q(y)

sendo ¢ uma constante e fazendo z=g (z), vird

e integrando

1
T i L. k(1 —z2)=a,

ou

A k {1—2):—6‘2,




e passando para 0s numeros
k (1 —2)m=e—ee;
teremos pois

g=g(x)=1— k=1e—%, t=rg(y)=1—~k=1e-0V.

Estas funecdes, dando-nos na equagiio (1)

1—kte—catl—k1e—ti=1

— k=1 g—cty — f;—1 g—cx - o2 g—clzt+y] ,

1 =k—2 e—tlzt+v)

exigem k== 1,e ouc=0 ou z=—y.

Ora ¢==0, tornando ¢ (z)=¢(y)=1F ¢, d4
os valores numericos zero e 2, que correspondem
ao systema ¢' (2) =0, ¢' (y) =0, discutido jd no
4. caso; x=——y, dando ¢ (¥)=1=x e, ¢ (y)
=1 = ¢t torna identica a equagio (1) mas nio
resolve o problema, porque reduz ¢ (y) a uma
funcgiio de x; indica porém a modificagio que se
deve fazer no enunciado, para que a :111:1]}-'&&: o re-

solva no sentido do mesmo, Com effeito, sendo en-
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tio o problema achar duas funcgdes de uma mesma
variavel, determinadas pela condigiio

¢ (@) +o(—2)=¢(2) ¢ (—a),

fazendo o caleulo, acham-se as funcgdes z=—
+ e—%, =1 =+ ¢+*, que lhe satisfazem.

Se, em vez de ser dada a condigio (1), nos for
pedida uma funcegfio tal, que a differenca de duas
funcgdes similhantes seja egual ao quociente das
mesmas func¢des, teremos

f
. 9 (¥)
?(@) —e(y)="—....... DR
2 ()
e derivando
. o' (@) i o (x) ¢ (¥)
L) P (R 4 y)=— s, 2
@ eiy)
ou
¢ (7) E e(y) —1 1 ¢ ) e —e @) f,
=) o g =0:
¢ (y) : e (y)? 4




na-se em

¢ (Ef}’?(ﬂ’)?fﬂ‘* L’v{m}{ ¢ () }?(m—z]
e (y)e(z) —o(x) T AT SR

e, por conseguinte, temos de procurar as funcgdes,
que, satisfazendo 4s equagdes

¢ @ fem)—1] 5 o () }o () —2
2 () T e)—1

=0.... (2)

convenham a (1), o que se faz examinando os qua-
tro systemas seguintes

I_“l.‘q {jj}—2=ﬂ ‘.njq;{y)—2=0
l¢ (@) =0 lo(y) —1=0
(of (4) ==0 (¢ () =0

3017 @) 49)° :
¢ () —1=0 )?’(-‘G)=0

O 1.° d4 a solugio ¢ (y)==2, ¢ (x)=4; 0 2. ¢
impossivel; 0 3.° dd ¢ (y)==1, ¢ (z)= o} 0 4.°,
dando-nos ¢ (z) = a, ¢ (%) =1b, resolve numerica-
mente o problema pela equagfio do 2.° gréu
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O valor de a tirado d’esta equagiio

52

b—1

a=

nos faz ver que a unica solugio em numeros in-
teiros ¢ a j4 achada pelo primeiro systema a==4,
b=2; o mesmo valor de @ nos dd tambem a= o
quando b==1, como acharamos no 3.°

7. Procuremos tambem, se é possivel existir, as
funccBes definidas pela condigio seguinte

@™ +eW) =e(@+y)"+" ..., (1.
Derivando em ordem a z, teremos
me (@)n—1¢ (#) =(m -| n)p(@+ y)m+*—1e' (@ + ),
derivando em ordem a y

no(y—1e (1) = (m + n) g (x +y)"+*—1q' (@ | y),

e por tanto

me(z)m—1e () =ne()"1¢' (4).
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Em quanto m for differente de », nio péde esta
equagiio ter logar, seniio fazendo

¢ (@)1 ¢! (2) =0,

¢ (=14 (y) =0,

a que 80 podemos satisfazer por qualquer d’estes

quatro systemas

ow(.r]:@ 9 nﬁ@ (#)=0
" e(n)=0 " (¢ () =0

gajt im0 o Gl D
?'(.r)mﬂ |’I?' (;L‘:]:O

Ora o 1.° nilo d4 solugio alguma; o 2.° ou estd
no mesmo caso ou ¢ absurdo, porque dé ¢ (z)=0,
¢(y) = const., e sendo a férma das funcedes a me-
sma; logo que uma ¢ nulla, tambem a outra o é;0
3.° estd no caso do 2.°; o 4.°, dando-nos ¢ (%) =a,
¢ (y)=="b, indica que nfio ha funcgdes, e o problema
86 pbde ser resolvido com os numeros que expri-
mem as coordenadas da curva

am b = (atbmtn ., .., (2).

Logo porém que seja mn=n, teremos

] ’l'l,"’" Fem=y (2 4 y)2m




p(@)m—1¢ (@) =2 (y)"—1¢ (¥) =¢

¢ (x)m—1d ¢ (v) =cde,
integrando
g (z)m=m (cx 1 k),
e da mesma sorte
v(y)m=m(cy 4 k)
glety)m=m(cx | cy | k).

Em virtude d’estes valores a equagfio (1') tor-

na-se em

m (cx + k) 4 m (ey + k)=m? (cx + cy -+ k),

ou, dividindo por m e desenvolvendo,

cx+ey+ 2k=mc*2? | me*y? + 2mc? oy

+ 2 mekx -+ 2meky + mk?,
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equaciio que se tracta de tornar identica, Ora, como
a identidade pdde ter logar, ou egualando entre st
os coefficientes das mesmas potencias das varia-
veis, ou aniquilando os termos variaveis e egua-
lando as constantes que ficam, teremos pelo pri-
meiro modo

met=0, ¢=2ckm, mkr*=2k,

e pelo segundo

mki=2k z=—y,

d’onde resultam os systemas

c=0 m=0
1. I__g, 2ok =
T m ¢ = qualquer quantidade,
p=—1y r=—y
3.0 40, 2,
k= 0 | m

0 1" dd ¢(2)" =9 (y)" —9(2+y)" =2, que
estd no caso dos numeros e satisfaz a (1') porque
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é 2+2=—2% o0 2.° nenhuma solugiio d4; 0 3. e 0
4.° satisfazem a (1'), mas niio resolvem o problema
tal como ¢ proposto, porque fica ¢ (y) uma fune-
¢io de x.

8. Occupemo-nos agora de determinar uma es-
pecie de funcgdes taes, que a somma de tres fune-
¢es similhantes seja egual ao producto das me-
smas funcg¢des, sendo estas sujeitas 4 condigio de
que uma d'ellas tomada com signal contrario é
egual a uma similhante funcgiio da somma das va-
riaveis das outras duas. As equagdes do problema
silo

p(@) +e()+e@ =@ eWe@...... (a)
—p@=e@+Y).s.. Rl e i
que pela eliminagio de ¢ (2) dio

e(@ ey —elrty)=—ve(@)eWe@+y.... ().

Derivando esta equagiio (1) em ordem a z e em
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ordem a y, temos as duas

o' (@) —¢ (@ ) =—7¢ (2)e(¥) e (= +y)

—e(2)e (¢ (z+y)

¢y —ed(2ty)=—0o(z)e'(y)o(z+y)

—e(z)e(y)e (z+y),

que, subtrahidas uma da outra, dio

o (@) —e W) =c(z+y))e(@)dy)—ee¢(@)]... (2);
ora, tirando da equagio (1) o valor de o (z+y)
para o substituir em (2), obtem-se

_t@ tel)
C l—g(z)e(y)

T R e A AR
(1P Y)—el)e (T) |,

desembaragando do denominador, reduzindo, e por

fim separando as variaveis, vird




-

d'onde se conclue

! () '
¢ (7) o' (v)
= (3)

('-, — e s s sas

1fe(@)?® 1+e(y)?

Para integrar estas equagdes, a primeira por
exemplo, faremos ¢ (z)=t e torna-se a equagiio

em

multiplicando por dz e integrando
arc(tg==t)=cx 4 d.
Logo ¢é
p (¢) =t=tg (cx + d),
e tambem
¢ (y)=tg(cy | d).

Ora ¢ (z) deve tambem ter a férma

¢ (z)=tg(cz + d),
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e, como em virtude de (b) ¢ ¢ (2)==— ¢ (x 4y, te-
remos primeiro

tg(cz+d)=—tg(cr+4cy id)...... b els ()
e depois por causa de (a)

tg (cx + d) 4 tg (ey + d)
L —tg(ex +d)tg (cy +d)’

tg(cz +d)=—

isto é

tg(cz +d)y=—1tg(cx +ey + 2 e BT (0);

comparando agora as equagdes (4) e (5), determi-
na-se d==0, e por conseguinte as func¢des pedidas
silo

¢(@)=tg.cx, ¢(y)==tg.cy, ¢(2)=1g.cz.

9. Supponhamos ainda que temos a seguinte
equagiio de definigiio para a funcgio ¢ ()

vllm'\+ ’
oo +y)=t T t1W
1—e¢(2)e(y)

e procuremos essa funcgdio,
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Derivando (1) em ordem a z e em ordem a ¥,
teremos as duas equagdes

L d@l1—s@ )l +e)d(@)le(x) +o0)

g

FA ¥ = “ 12 ’
; 11 —¢(2)e ()]

R, 4 fsf}!i—q:(ﬂ-‘}v{!ﬂi-i-v(m}w' ()}e(2) + ¢ ()1

¢ lety)/= ’

I1—e(a) ey}’
que nos dio
¢ (&) + (@) e(y)=¢ )+ ¢ () e (x)?

e por tanto

?' IFIJ ~ ?. {y) -‘—‘C )
1+e(@)? 1+40)°

Ora estas equagdes (2) sio as mesmas que as
equacdes (3) do paragrapho antecedente, e diio por
conseguinte

o (2)=tg(cx+d), ¢(y)=tg(cy +d),

ou, antes, porque por (1) se determina aindad==0,

v@)=tgex, 2()=tgcy.
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10. Occupemo-nos tambem com as funcgdes de-
finidas pela equaciio

elety)+ele—y)=2¢@)e()..... (1)

Tomando as derivadas da primeira e da segunda
ordem em relagiio a z sémente, e fazendo o mesmo
em relagiio a y, temos

)

¥ (@ 1y +e (eg—y=2¢ (2)e )

¢'(z+y) +d' (2—y)=24¢"(a)e ()

¢ (@+y)—d (2—y)=2¢ ()¢ ()
¢ @ty +o (@e—y=2¢ (2)¢" W),
e da segunda e quarta d’estas equacdes se deduz
() ¢" (@) =20 (a) " (¥),

d'onde

@) M)

' far)
B G g \Y/

sendo C® uma constante.




£l

Como, fazendo z=g¢(r), temos ¢' (z)=21—

dz Iz dz 2'dz’

=, ?H(m:;:zu:r_&; X == = T,tlraremoade(ﬂ}
2 dz'
o ST
zdz :

equagiio que integrada d4

22 C!zi D2
=y +-2—.... ....... (8),

D? .

sendo — @ constante arbitraria da integragfio.

A equagiio (3) dd-nos

e ,‘{ e ..,.'l =0 I}‘!
g = o - \/ C
D
d’onde, fazendo ) o 3,
dz 1 dz
“‘I.l Cl Z’+D: \/.2:-*-3?,
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que pela integraglio (Caleulo de Francoeur, 2.* ed.
de Coimbra, n.® 164) dé

Co=l.p(z + Y2 +0)
on

gCImB(Z'i"v(ﬂ’-l‘a'i) ..... eeeee (4)
Da equagiio (4) tiramos

fo—ﬁzzﬂﬁz“ﬁ-a’;

equagiio que pela elevagiio ao quadrado se torna
€20 — Quz el + p2ad—p2s? + 2%,
transpondo e reduzindo vem

g0z — 37 g — 2pz 6C¥,

i




d’onde
g!{:l‘ i ‘5‘3 ﬁ"

25 elz

e dividindo por e

e da mesma sorte serd

( __eﬂ'b'— 3252 e—Cy
o(y)= T ’
eClo+1) — 32 g2 oClz-+)
sty = 5
eCle—y) — 322 g—Clz—y)
p@—y)= :

28

Para determinar as constantes introduzidas pelas

integragdes, substituamos estas expressdes na equa-
*




36

giio (1), e desembaragando dos denominadores re-
sulta

g eClz+y) — 32 p* ¢—Cle-+y) | eliz—y) — 33! e—Clo—y) =
= gCl-Hy) — 32 g2 eClz—Y) — 31 p* e—Cle—1) 4 3* p* e—Cl5+),
d’onde tiramos as equagdes de condigio

=1, '-'allﬁ'TJ.ﬁ‘: p=—2a"p", *p',=20%g

que se reduzem a duas distinctas sémente. Os va-
lores que satisfazem, e que sio

ﬁ:_'.ll 5‘1:—1’

tornam as funcgdes procuradas nas seguintes

PN s, o (o) eCy + e—Cy
I = — ——
. b b 2 ] ?ly) b i
eClz+y) +B—C:I+y] ; \ ecfl—y] +e——(,'{r._y‘,
¢lxt+y)=— 5 y Sla—y)— = :

ficando a sua natureza dependente da constante C.
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Quando esta constante ¢ uma quantidade imagi-
naria da férma C= = m v/ — 1, entfio temos sem-

pre, com qualquer dos signaes,

gt-lrwf:_i 4 gmz v =1
()=
P 2

== Q08 ML,

¢ do mesmo modo

g(y)=cosmy, ¢(@+y)=cosm(ziy) =@—Y)

=cosm (& — ¥,

e a equagdo (1) vem a ser

-

cosm (z +y) + cosm (2 — y) =2 cos ma X CO8mY,

a qual no caso de m==1 se torna na formula co-
nhecida de trigonometria

cos (@ + y) -+ cos (@ — y) ==2 cos 2 cos y.

11. Tratemos egualmente das funcgdes que sa-
tisfazem 4 seguinte condi¢iio

e(7)? —e(y)=p(@t+ys@—y---... (1).
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Derivando (1) em ordem a z e em ordem a y,
temos as equagdes

2e@e @=0¢@+Nel@—y) tel=+ye—y
Ze@Y W =—¢d@+Pe@—y) +olzt+ye(z—y,
cuja somma e subtracgfio nos dio

e@) e (@) +ee W=0eE+y e (@—y))
2 (@) @) —e ()¢ O)=¢ =+ ye@—y)

derivando estas equa¢des em ordem a z e som-
mando os resultados, derivando tambem em ordem
a y e subtrahindo, teremos estas

20 ()’ +2¢(2)¢" (@) =9¢'(x+Ye(z—y)
+2¢ (e +Yd@—y+e' (@—y)e(z+y
2¢ () +2e W' W=—2"@+Pe(z—y)
+2¢ @+ Y @—y— " (c—y)e(z+y),
cuja somma nos dé
V(@) +o(@)d (@) +¢ W) +o )¢ ()

=2¢ (@ +y)¢' (2—y);
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e porque do producto das equagdes (2) tiramos,
attendendo a (1),

Hz+y) o e er—s () e 0"
? | Yo ( y)= e

serd
¢ @) +e(@)e" (2) ¢ (y) +eolv)e” (v)

2} ()¢ (@)'—e ()¢ (1

o (@) —e(y)

De (3) tiramos successivamente
o (@) (@) +o(2)* o (2) ¢ (2) +oly)e" (¥) 'l
Lo (2)'e (1) —o(9)*¥ ()" — ¢ (1) le(2) ¢ ()

+o(0)e" )] —e )¢ (1) =20 ()¢ (@)




(@)—e ()| le(@)e" @) +o(n)e’ ()]
o (@) le (@)= (1)} + ¢ (1) }o @)*— o' (9)"]
=le(@)'—e ()} lo(@)+" (@) + e®)&" ()}

o (@) +o(y) gl —q(y)*

¢ (@) e’ @ +eo(@)e(y) ¢ (x)—e )"’

¢, applicando uma propriedade conhecida das pro-
porgdes geometricas,

2¢ -'2'?.2
? (@) —d @) te@e (2)Fe@) e @)

9(&')* : %
T O —¢ @ +e(@) o (@) +e (e ()’

J_
¢ (@) —¢(2)¢" (2)

2
Yo

'P (y:} _'F'\'.r -[_

qr ﬂ‘




‘..

Ora teremos necessariamente

g (@)?
= ¢onstante,

o (W) —e(y)e(y) —¢ (@) —¢ ()¢ (2)

e, para o mostrar, demonstraremos primeiro que
¢ tambem

¢ (V)P —o ()¢ (y)=0¢ ()" —¢ ()¢ (#)==constante.

Paraisso, desenvolvendo pelaformula de Taylor
tanto ¢ (z+y) como ¢ (z— y), e multiplicando estes
dois desenvolvimentos, temos

i
v(@ty)e(@—y)=le(@) +ye (=) + 15" ()
1,:‘ 2 !
+s '2.3#" (®) + oo ”w{»ﬂ—yw () '1_—2?'*(-3;
g .
_1 3? Ille".!l-i_ """ :l

attendendo 4 equagio (1) e ordenando em relagio




ds potencias de y

e (@) — ()= @ + o (@) ¢ (1) —e(@)¢ @)}y

jo(z)¢ (=) ,‘,x).,__i_vfa';'v"':*:}iy, e@)e" (@)
g8 ik T AR 6

e

_{@)"@) , $@)e"() _sl@)e
2 2 6

()]
iy' + My,
ou reduzindo e trocando os signaes

¢ (1)'=1¢ @2 —o(2) ¢ (2)|y* + My* - Ny*+.. (B).

Como o primeiro membro d’esta equagdio é fun-
cciio sémente de y, no segundo nido deve entrar z
seniio apparentemente, e por isso os coefficientes
das potencias pares de y, unicas que elle contém,”
devem reduzir-se a constantes: logo serd

Y (@' (@)e! (@) =D", ..... (6)

e do mesmo modo

V) e (=D,
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pelo que, attendendo 4 equagiio (4), se conclue,
cOmo enunciamos,

v (2)? Y
D' — ¢ (@) — e (@9’ (2) b 1% b

Seguindo o espirito do methodo até aqui empre-
gado, teremos de integrar a equagdio (7) para achar
a férma de ¢ (z); 0 mesmo se consegue porém in-
tegrando a equagdio (6), e é o que vamos fazer pri-
meiro.

dz
Pondo z=g(z), e por tanto ' (z) = d—m=2',?'(3)

dZ d ! dz'
=gl d—z X i:%, aequagiio(6) toma a férma
o IS B S
dz

da qual tiramos

dz 2l dz'

z zi—-Dt

e integrando

1 / 2
l.z= :2- I« (Z' f— D?'} —1.a \f} 2/ — B‘,




dz =
onde, pondo por 2 o seu valord—z; , @ multiplicando

por da?, obtemos
2* de* = o* dz'—a* D* dz?,

que nos dé

Integrando esta equagiio (Cale. de Franec. l. ¢),
temos

§=;.ﬂ(;+\/==+u=ﬂi},........ (8)

e portanto

T

ﬁl_ﬁzzﬁ¢z:+alpl’




&5

elevando ao quadrado e reduzindo

2x

e —2p3e” =arp Dy,

i
d’onde tiramos, tendo multiplicado por e
I T
e e 'lBlDIe x
Sy (R et
sendo por conseguinte
J o
} € g_ﬂ’ﬁ’-nle
v (y)= .
2p
z+y z+Yy
-3 a
e —gDe
RHE T T/ L
z—y x—y
2 e 5 — ﬁ‘ D‘ e »
¢ 2—y)= o
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Para determinar as constantes vamos substituir
estas expressdes na equagiio (1), e depois de feita
a multiplicagiio por 4 g* e executada a reducgio
dos termos, fica

2y 2y

— % —-;'B'D"e =

_ 2 2y

—a'p*D?e * —apDe *,

d’onde se tiram estas duas equagdes de condigiio
" ﬂ: D::, 1 . al ﬁt Di =’=Bi H'ﬁ :

das quaes a segunda nflo ¢ distincta da primeira,
e portanto sémente podemos determinar uma das
tres constantes «, §, 2 em funcgfio das outras duas,
que ficam arbitrarias.

Temos pois ¢ (z) com a férma




...

Com os valores particulares das duas arbitrarias

IS e 1 -
=tV 1,2 -1, d'onde-—xm T,

usando de qualquer dos signaes, temos sempre

e —e
g(r)= = $en. m«,

2y —1

e quando m ¢ a unidade, a equagfio (1) é a for-
mula conhecida de trigonometria

sen*z —sen’y  sen (x +y) sen (z — y)
Se nos tivessemos servide da equagdio (7) depois
de ter d’ella eliminado ¢ (z) ¢" (z) por meio de (6),
achariamos

20D ( d:)’
e ]

—20C . dz

d’onde




e integrando

T S

el - O 1
__‘?(}=£ﬁ(=+v‘ JCD 1

!

Vo

que é o mesmo que o integral (8), mudando n’elle
aemV—2C e g em K. E assim se verifica que

qualquer das equacdes (6) e (7) conduz 4 mesma
funcgdo ¢ (z), como necessariamente devia acon-
tecer.

12. Nos problemas que até aqui temos tractado
a condi¢io que servia para determinar uma fun-
ccio era expressa por meio de funcgdes, cada uma
de sua variavel, mas todas similhantes ; ora, quando
houver equagdes entre funcgdes de differente na-
tureza, caracterisando essas func¢des, o methodo
¢ ainda applicavel e determina umas e outras.

Para exemplo d'este caso sejam duas funcgdes
¥ (z) e ¢ (z) ligadas entre si pela equagiio

¢(@)=1F¢().. Sl
e satisfazendo 4 condigfio expressa por

je—y)—t(@ 4 )=%2¢@e1)... (1);
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e

tractemos de determinar as funcgdes que tal con-
dicfio e relaciio caracterisam.
Derivando (1) duas vezes em ordem a z, e da

mesma sorte em ordem a ¥, temos
Y=y —¥(@ty==24¢ (a)
Yla—y)—y'(e+y) = =2 (@)
—{e—y) =@ty ==24()¢0)
Vie—y) —¢ " @+ =224 (r) '),

d’onde se conclue

IJ':l"l '”lﬂ

v@ o O

=constante ..........

equaciio que temos integrado (n.” 10) e nos d4




o0

—_—

1 o' g
mas fazendo ‘;;=A i el 1, daremos a ¢ ()
a férma
ar —ay
¢(@)m=de +Be  ....ii.en (3),

que se presta aqui melhor 4 determinaciio das con-
stantes.
Mudando # em £—y, a equagio (1') nos déd

s@—9=4/1Fe@—y)",

ou attendendo a (3)

y(e—y)= l/l F2AB = A*e?a(e—y) - Ble—2 (s—y),

e dando 4 equagiio (1) a férma

ye—y)=t(@+n+2:@)e @)




.

temos ainda, em virtude de (1) e de (3),

y(@—y)=1/ 1T 2ABTA 20 et | B*e—20 (et
-2 (A eaz 4 Be —os) (Ae® - Be—%);

gerd por tanto

|/1 T2 AB T A? ¢2(z—y) F B? ¢ —2lr—yl =

=‘/1.;. 2 AB T A*eis+y) T B? ¢ —2ala+y]

+2(Aeo®+ Be—t=)(Aet 4 Be—a)
Elevando ao quadrado teremos
1 T 2ABFA*al=—y) T B? e~ 2le—t)—1 T 24B T A* 2sl=ty)
TBYe—20(ety) +4[A*etletY) 4 AB eole—y) - ABe—a(==)

4+ Bre—al=+y]t 4 4 [Aetl=+1) | ABesle—y) +- AB e—ole—1)

+ B B2 ¢=a(z+y) J. "/1 2487 ..-'qa.-'l‘}.l n')ﬂ" 2al=+y),
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transpondo os termos racionaes, desenvolvendo o
quadrado do parenthesis e reduzindo, vem
F A2 eRale—y) = B2 ¢ —Ra(=—y) 4+ A2 ¢ 2le+y) + B2 ¢ —20(e+)
—4 A" e2lsty) — 4 A2 B2 ¢ Ufs—y) — 4 A* B2 o —2al=—y)
—4 B'¢—20lety) — 8 4" Bes — 8 A" Be 2y —

— 1642 P2 — B8 AB* e 2y

— 8 AB'e—%a—- 4[ A2et(#+V) 4 ABeol=—v)4 ABe—al=—V)

+ Ble—alety)| X ‘/ 1324 B F A2 2al=+y) T B? g~2a(=+1),

e por fim, elevando ao quadrado e ordenando os
termos, obtem-se a seguinte equagio

4+ A'yjeal=tn 4 B )e—lal=tn 4+ A |eldl=—y)
+ 16 .4° + 16 B* + 84'H?
el - F 8B + 164" B*




+ B* | ¢ —lal=—y) {64 A*B?

+ 8AB

-:—IGA‘B'

464 4° B | elay 464 4° B

+ 84'B?
T 84 B
+324' B
— 24 B |

+644" B
F1l6A*RB

+16 4 B*
4 64 4* B*
+16.4° B
464 .4* p*
T 16 AB*

+64 AR

23

+ 84 + 8B
+824'B| 1 324°B
— 24 — 2B

T 8A'B| T 84 B

+ 84%B* +164* B

+324*B*
— 24*B*

F 84*B

e s+iay 1 16 A* B

64 4% B

e —la=t2y 4 16 4* B

\ +644' R

¢ 2ae—iay 1 16 AB*

+ 64 AR

¢ —Ras—lay 4 256 4* B*

F 324'p*

¢ los 4 64 A? B | ¢ —lae

@ —hay _‘6.1 A'B g loe4-2ay

e fo=—32ay

¢ —2a=4-lay

a8 —iﬂ"‘gﬂ_f

g 2a(=+y)




+ 266 A* B*

T 324 B

-+ 256 A* B*

+ 324°B*
384 A4* B*
F 164° B
+ 16 4ARB*

+ 384 4* p*
+ 16 .4: p?
:F 16 A3 B!

b4

e—2al=+ty) + 256 A* B

L") RBalz—y)

+ 324'B* |

e—2le—y) 4 384 4* B°

F 164' B
+ 164*B

o=l 1 384 4B
o 16 43 B?
16A:LB3.

é —iﬂj = 5?6 Al E‘

+ 44*B

¢ o=

¢ 20y

_--'-'i"""--

=T 16 4* elale-+) T 16 B* e—~falets) T 32 A* B shas+2y

T 82 AB* e—20s—layT 82 A B* ¢—fna—Ray T 32 A* B ¢2e-+ioy

" lﬁ dlﬁl Hiﬂl'

416 A4*
F B2 A'Rp
644" B

16 A*Bte—lie=]

¢ 2al=+2) + 16 B*
F32AB*

T 64 4° B*

16 A* e iy T16 A* B'e—loy

e ‘—!‘-i[“l'r]



a9

FIBAP B | oMen 4 1641 B ¢ —2ale—)
Fa24' B | F324° B

+824'B ez L 32 AR ¢ —20s

T 64 A*B® F 64 4% B*

F324° B Fa2A P

+824° B ey 4+ 32 AR ¢ —20y
T64 4 B* T 64 A B*

T2 P F324 B

464 A B* T 128 4° B3 T 64 A* B* T 1644 B*,

Comparando os coefficientes das mesmas expo-
nenciaes, obtemos as equagdes de condigio a que
as constantes A e B devem satisfazer:

T16A'=A' +16 A* F 8 A*
T16 B*=B*+16 B* T8 B*
T32A*B=—064A"BT16A*B

T82AB =64 AB" F16 AB*




a6

F16A*B*=96AB* +8A'—2A* T84 B
F16A*°B*=—964*B* +8B*—2B* T8 A* B
F16A'*B*=96A"R"—24*R*
F16A*B* =96 4*B' —24* B*
16 4* T32A4* BT 64 A' B* =256 A* B* Fa24'B*
16 B T 32 AB* T 64 A* B' =256 A* B* T 32 A* B*
16 A* B> 732 A% B* =256 4' B* + 82 4* B*
16 A* B* 32 A3 B' = 256 A* B* + 32 4* B
32A3BT644'B* 7324 =384 A"B* 716 43 3* -16A*B
32487644 B' 1324 B*=384A'B* T 1643 B> + 16 AB*
32A3BT64AB [ 324 B =384 A*1*
32ABT644*B* £ 3243 B°—3844'p*
A +8A'B* +16 A* B* =0
B*+8A4*B* +16 A1 B* =0
+16 A* B4 64 A* B* —

416 AB* | 64 4° B*=0
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116 A* B+ 64 A B* =0

+16 4" B* 4 64 A* B* =0
64A*B*T1284° B 164 B 164" B*=5HT6A"'B"+4 A°B*.
Como nilo p6de servir A=—0, B=0, tiramos das
duas primeiras equagdes

A== BP=T %,

valores que satisfazem a todas as outras, sendo
AB =+ R Separando os dois casos do signal

duplo, temos no primeiro estes dois systemas de
valores para 4 e B

1 T { 1 T
Lt T ey b
\J‘-—-—-z\t 1 ‘.1— 5 :i_.- 1
1 [ 204
) - l\/ 1 (3—1 [
Bamie g L LR 2

e no segundo tambem estes dois systemas

1.2 2.9 4 .
2 2




o8

Pondo por tanto estes valores em ¢ (z)=A e +
+ Be~*, acham-se 1'espz:ctivmnente

W —lete— \/—1¢—0c _purio—ae

2 2\,-’.—1

Resta detérminar § (z), o que € facil com os va-

y I
lores achados A?=B—x — AB—+—,
4 4

Com effeito, por ser

ST YV T




5Y

12 ! 2 eglar g—le
1—‘—;:-'13)' .ﬁ‘\- 1___ | _+__=

4 4 e

24 elow . g—Ri=
i, s -

ou finalmente

Quando a constante a for uma quantidade imagi-

naria a=== ¢ 4/ —1, as funcg¢des tornam-se

l"?(w)=_+scnq~r

4 (a) = cos g




b....

13. Seja pedido ultimamente achar as funcedes
F, definidas pela equacio

F(zt+yx | y) + F(z - y0—y)=2 F(a,y) F(y,7). . (a)
sendo

Fe+y,e+ )=y (e4y) o @+ )

F(o--y,a—y)=4(@—y) ¢ (#—y)

i i S e T i)
F(z,y) =4 (2) ¢ (y) \
Flye)=4¢(y) ¢ () i
e dando-se a relagio
14-¢(x)®
'?k‘r}:"_.'._-,; AR = 't)
“9E)

Da equagiio (a) e das equagdes (b) de defini¢o ti-

ramos

)

¢ (@+y)e(e+y)+yle—y)e(x

Ve D N 2V (2 e Y 1\
y)=24(x)e(y)4(y)e(®) . (1),

e derivando duas vezes em ordem a z e em




ordem a ¥

¥ (@+y) e @+y) + 4 (@ ) o'(@ty) + ¢ (@—y) o (2—Y)
+4(z—pd(e—y)=2¥ (@ (M Welr)+
+ 29 (=)o (¥) ¢ @) ¢ (2),

(@Yot y)+2¢ (a+y)s' @+y) +Hil@+y)e" (@ +y)

+¢'(2—y)ele—y)+2¢/ (@—y)e (x—y)+4(z-y)e (2—Y)
z) o4 (@)e(@) | 4¢ 2o )4 ¥)¢ (@) +
+2¢(2)e @) ¥ ()" (2)
V(@ gl +y) 4@+ (@ry)—¥ (@—y)e(e—y)—
—y(e—y)e(@—y)=24(=)e" ()4 ()e(2) +2¢(2)e (4)¢' (W) 2 (=),

V(21 y)elz4y)+2¢'(@+y)e' (@1 y) + 4(2+y)d (@+y)

+ (@ —y)e(a—y)+2¢ (e—y)¢'(z—y) + $(x—y)e" (@=Y)
=2 4(x) "(y) 4 (W) o (@)+4¢ (@) ¢' (1) ' @) 2(2) +

+2¢@e @ @ e(2);
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egualando os segundos membros da segunda
quarta d’estas equagdes, e dividindo por 2 ¢ (2) ¢
(=)o (y)¢(y), temos

V'@ e (@) +2¢' @4 () +4 @) ¢ (@)

(@)% (@)

o @ e @) +H2Y (1) o 1)+ (1) " (9)
Yylely)

H
e por conseguinte

' (@) o @) +2¢ (2)¢' @) +¢ (2) 9" ()
(@) (@)

Derivando tambem duas vezes a equagdo (¢) teremos

?,{_ﬂ:?\u (@) ' (@) X 2¢ (2)*—4 ¢ (@) ¢ (@)1 +¢ (@)*]
: 44 ()" S

_ @) (@) —44 @)y (@) —4¢ (=)' Y @) _ (@)
44 (a)* A gyt

' (2) 4 (2)° —3 ¢/ ()" ()*

FpY |
Ylez)

SRS nr B S AT
¢ (2) " (#) + 3¢ (2)

¢ (=)’
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e estes valores de ¢ (z), ¢'' () com o de ¢ (z) tor-

nam a equacdo (2) desembaragada dos denomina-

dores na seguinte

14 (=) V' (2)

(@) X ———e 24/ (8) X — — 4§
bl |7 G T b
8¢ (2)* — 4 (2) ¢ (2) 145(2)
¥ : ki =cy (F) X —u—lj‘_,' ’
V@ “4(e)

onde, multiplicando por 2 ¢ (z)°, temos
b (2)§" (@) 1+ 4 () ¥ (@) — 4y (@) +6¢' (0 —
— 24 (@) 4" @) =c (@)’ +cy (@)",
ou reduzindo e fazendo ¢ (x)==2
23 28— = s’ ez*. .00 (B).

Esta equacfio differencial da segunda ordem e do
segundo grau em 2’ deve, integrada, dar a funcgfio
¢ (z) que se procura: occupemo-nos por tanto da
sua integragio.




Fazendo

! : d
e por conseguinte z"'=— g.r-;‘ﬁ y & equagdio (3) torna-
az

se nesta
c(z' )= (3*—2)p ff]-}- L. 2 p"
\ g Lt ’ urf, -

oumultiplicando por dz e transpondo o termo em p?2,
[e (224 2*) — 2 p?*] dz = (2" — 2) pdp,
onde, fazendo
PEUMYsouiian:inainrons ()
e por tanto dp=zdy + ydz, nos vem
[e(zb+ 2*) — 22%y*] dz = yz (2" — 3) (zdy + ydz),

e 1]0!1410 em um menﬂn'ﬂ 08 termos em EIZ e em

outro os termos em dy,

[e(sh 1 3*) =22 y"—3(2'—2) y?| dz = (2" — 2) 2* ydly,
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reduzindo e supprimindo o factor commum 2%

[e(z*+ 1) — (z*+ 1) y*) de=(z'—2) y dy,

(e —y*) (5°4 1) dz = (23— 2) y dy

e finalmente, dividindo por (¢—y* (3*—z), teremos
a equagio

5 +1
- dy s avesie - (B

2} —3 c—y* "

na qual as variaveis se acham separadas e que in-

tegrada déd

u-;—z(c_yw:_-zzﬂ(z+1)+5(=-1}+:H,

ou passando para 08 numeros

& T 1)H
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Elevando ao quadrado ambos os membros d’esta
equagiio, ¢ tirando o valor de y*, temos

y=c—

(P—1y7H*’

2

e como pela equagiio (5) é yim%T teremos

=4

P?:cs’—!m. SO T g

Em virtude de (7) e de (4) serd pois

_F___[_ cH‘(- —1}‘"‘ A
V !fl

Y

H(z*—1)ds

+s3 \/c Hg*—1)"——3z* 3

dx:




e fazendo

e por tanto 2:dz=dt, vem

Ht—1)
25 (t—1)dt

F 2'!\‘-"}: nt— 1)*—4’

onde, dividindo por H ambos os termos da fracgiio
que constitue o segundo membro, e pondo = 4/¢
por factor do radical, ficard

Fagamos ainda

\/(c_l)’——!t=t—u

cH

SRS,
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quadrando a primeira d’estas equagdes, reduzindo
e tirando o valor de ¢, vem, usando das novas con-
stantes,

2w —ua+1)du

f==
’ (2u—a)?

Por meio d’estes valores a equagfio (9) torna-se

r 2|\!12—1—211+¢}|u5—u¢ 1) f"u—,]’du
i a(2u—a) (W'—1) (—* +ue—1) '

(W —1—2u+,)du

e = ———————
+ a(a—2u)(u?—1)




e por conseguinte

(W—1)dut(a—2u)du [ du du )

. T ==1{—= [ 3
+(x—2u) (u?—1) la—2u  ul—1)

ade=

e por tanto, integrando e pondo no primeiro mem-
bro a constante arbitraria,

1
ax+ L=+ —;E. (a — 2uj-—7]-£(tc+l}

1 |
— -—1‘\5—.
+25,u 4

Temos pois os dois integraes

;al—-

(u—1)
BB 2O oy

IiiI-.r
-

w] =

(a=2u)" (u+1)
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ou, passando para os numeros

vV (a—2u) (u41)
O g i ) (ut e R L

vVu—1

e o producto que os representa a ambos

fu—1
gt 4L — 1'7 gtz L' —

Vie—2u) (ud1)

{ A A
Vie—2u) (u41)

vVu—1 -

tambem é integral da proposta. Neste integral vem
z em funcgfio de u; mas como das equagdes (8) e

(11) resulta

ut —1

r; )
2u—a




i

eliminando u entre esta equagiio e (13) ou (14) te-
remos uma equagiio entre z e z, que resolvida em
ordem a z dard a funcgiio ¢ (z) pedida. Por exem-
plo quando for =2, o que tem logar fazendo
H=c0 na 3.* das equagdes (10), serd

ul—1 4 1

2 —_—————

Se—1 4@
e como, quadrando a equagiio (14), vem

/!

&ia:+ﬂ!“ (a—2u) (ut1) —2(u—1)(u 1

u—1 % u-—1
ficando por isso

oetl'=2g /T,

el
——==4, teremos finalmente
2,/—1

fazendo

s=¢(@)=Ade*,,.,,....... (1B).
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Temos pois o integral particular ¢ (z)=— A4e™,
que satisfaz a (3), correspondendo 4 hypothese
de H—w ou a==2; substituindo-o em (c) resulta

1 g AR tetd
e . 3 .

Pondo, para determinar 4, estas expressdes de ¢ (z)
e de ¢ (#) na equagdio (1), teremos

A—2e—2al=41 11

Aeoletyl 5o —— — + A esle—=t) x
—~2 g—(r—; —2 g—Rux
A—2 ¢—alz ﬂ+1=2.¢l"eﬂf"|'ﬂ'lxé—-—‘_—kl-1>’.
2 2
A-2e-2y 41
2 2

ou

A—1 e—tl=t) + A eal=tr) A1 e—al=—7) + 4 etle=r) =

= (elr—a= | A2 gale-ty)) (A2 g~y - 1) =

A-Reulety) 4 gmale—r) | gale—r) + A% ealehol,




Egualando os coeflicientes das mesmas exponen-
claes, serd

A l=A A=A A-1=1,4=1,

logo é A=1 e

— Rt
1', I:.ii’f"l J— _...r!; @ U ) == J— it J
! /, 9

)
e—20y 41
v (y) = e PiLH) =t e

i p el )
Wz ty) = etl=ty)

g—2af=—y) L ]
‘,'II—— )= gtl=—y) gle—y) = —r sk

sendo por tanto as funccdes /'

g g—hay L ]
Fe,y) — etz x -

&)




%

. . i e=20l=+y 4 1
Rz +y,x+y)=—et= X -

e—2a(z—n 41
Fla—y,ax—y)=e0l=21 X 3

FIM.
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