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| MAY PAS

Méme étant faite par moi, cet ouvrage est le tien.»

Duparty.







TH ES E:

IDas vibra¢oes das cordas

La mécanique étudie les phenoménes
naturels, en poussant les abstractions jus-
fu'aux derniers limites possibles: elle eon-
vertit en lignes et en nombres. et resout
ses problémes avee une netteté admirable.

Maven.







Obrigados, pelo Decreto de 11 de Julho de 1871, a compir e
imprimir uma Dissertagdo Inaugural, para obter o griu de Doutor,
e devendo esta ter por objecto qualquer dos pontos sobre que vér-
sam as mathematicas applicadas; escolhemos para argumento d’ella
0 problema das Cordas vibrantes; assumpto notavel pela sua impor-
tancia na Physica-Mathematica, e por ser um dos que deu origem
ao Calculo ds differengas parciaes.

Dividimos este estado em duas partes distinctas; na primeira
expomos alguns principios de analyse mathematica, necessarios
para o desenvolvimento do problema que nos propomos resolver;
na segunda apresentamos a resolugio do problema como a sciencia
hoje o considera.







: PARTE PRIMEIRA

L'analyse mathématique est la véri-
table base rationnelle du systéme entier
de nos connaissances positives, Elle con-
stitue la premiére et la plus parfaite de
toutes les sciences fondamentales.

A. Comrs.







CAPITULO |
Infegracao das equacoes ds diferencas parciaes em (ermos linitos

Tous les problémes de Géométrie on I'on con-
sidére des surfaces, et tous ceux de Mécanigue
ou l'on considére des corps ou flexibles on Hui-
des, dépendent de la Théorie de ces équations.
Les solutions qu'on peut trouver indépenda-
ment de eette Théoriesont nécessairement incom-
plites ou hypothétiques; et, si 'on est souvent
obligé de se contenter de ses solutions limitées,
¢'est faute de pouvoir intégrer les équations aux
différences partielles dans les quelles les solu-
tions rigoureuses et générales sont renfermdées.

Laoraxen.

Um dos ramos mais importantes do Caleulo Integral é o que tem por
objecto a integracdo das equagdes ds differengas parciaes.

Notavel pela sua difficuldade, torna-se muitissimo preciso, visto que os
problemas de Physica-mathematica, os mais curiosus e 0s mais uteis, se
resolvem, ordinariamente, por esta forma de equacdes. Taes sio — o pro-
blema das cordas vibrantes, de que nos vamos occupar — os da propagagdo
do som, do equilibrio e do movimento dos fluidos — o famoso problema
das Tautocronas em um meio resistente, e tantos outros, cada qual mais
vantajoso.

Fontaine, procurando a que condi¢do deve satisfazer a differencial de
uma funcclio de duas variaveis para ser absolutamente integravel, foi con-
duzido a propdr, primeiro que ninguem, a notaclio adoptada para exprimir
as differenciaes parciaes: mas onde, pela primeira vez, se encontra a in-
vestigagdo das relacdes que téem logar entre as differenciaes parciaes d'uma
funcciio de duas variaveis, &, numa memoria de Nicolau Bernnoulli sobre
as trajectorias orthogonaes (a).

Em 1734, integrou Euler uma equacdo d'esta especie (b); porém este

- i, =

(a) Actaeruditorum, anno 1720, ou Osuvres de J. Bernnoulli, lomo 2.°, pag. §43.
(b) Mem. de Pelersbourg, tomo 7.°
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illustre mathematico desprezou completamente o seu novo caleulo, até que
d’Alémbert ez as primeiras applicacdes d'elle 4s sciencias physico-mathe-
matieas.

A gloria das applicacdes d’esta parte preciosa do calculo integral deve
caber inteiramente a d’Alémbert; mas é incontestavel que a sua invengio
pertence exclusivamente a Euler, o qual determinado, pelos trabalhos
d’aquelle insigne geometra, a occupar-se novamente d'este ramo da scien-
cia dos numeros, que tinha totalmente esquecido; teve ainda a vantagem
de apresentar os resultados de uma forma muito mais simples, que tem
sido depois adoptada por todos os mathematicos.

Assim Euler e d'Alémbert deram nascimento a um calculo inteiramente
novo, e que ¢ d'uma tal utilidade nas sciencias physico-mathematicas, que
todos convém que, até entdo, nlio se tinha entrevisto sendio uma pequena
parte da extensio de que, a maior parte das vezes, sdio susceptiveis as
suas solucdes.

2 Chamam-se differencas parciaes as que resultam da differenciagio
d’uma funcglio de muitas variaveis, fazendo variar cada uma das variaveis
i parte.

Sendo =z uma funcclo de z, y, u, ..., serd

dz = pdx + qdy + rdu—+ ...

a differencial total de z, pdx, qdy, rdu, ..., serlio as differencas par-
ciaes de z, de primeira ordem (a).

Costumam-se designar, consoante a notagdo proposta por Fonlaine, os
coeflicientes p, ¢, r, ..., das differencas dx, dy, du, ..., respectivamente

s dzs dz d=
de’ dy' du'’"
de maneira que a expresio completa de ds sera
ds dz ds
—dz 4 —d —du -+ ...
dz dy Y+ 4
Al h differencas parciaes i ressi s :
(a) Algunsauctoreschamam differencas parciaes is expressies—— , L

porém esta denominacio nio é exacta, porque as formulas que se designam assim
nio exprimem a differenca entre duas quantidades : a laes expressoes deve-se dar o
nome de cocfficientes parciaes.
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? Asequacdes em que, além das variaveis @, y, u, ..., e da funcclio 2,
entram todos ou alguns dos coefficientes differenciaes de qualquer ordem,
chamam-se equacdes ds differengas parciaes (a).

Devemos notar que uma funcgio d'uma unica variavel s6 tem um coef-
ficiente differencial de cada ordem, em quanto que uma funccio de duas
variaveis tem dois coefficientes differenciaes de primeira ordem, trez de
segunda e assim successivamente.

A ordem da equagio ¢ a do coefficiente da ordem mais elevada que
nella entra.

8 Consideremos, em primeiro logar, que a equaglo és differencas par-
ciaes que pretendemos resolver niio contem sendio trez variaveis, z, x, H
das quaes a primeira & funcglio das outras duas; isto é, consideremos, em

primeiro logar, a equaclio
Pp+ Qq=R,

em que P, Q e R sio funcgdes dadas de z, y e =.
Multiplicando, membro a membro, esta equagio pela de definigdio,

dz==pdz + qdy,
resulta
(Pp + Qq) dz =R (pdz + qdy),

p (Pds — Rdz) +q (Qdzs — Rdy) =0.. ........(1).

e : T o g
que, dividida por ¢, s6 contem uma unica incognita —.

ou

4 Supponhamos agora que & separadamente
Pdz — Rdz=0)
Qdz — Rdy =0

e que o0s integraes completos d’estas duas equagdes differenciaes de pri-
meira ordem entre trez variaveis sdo

x::.“f,.'.Ziv...... ----(3:]1

(@) Os philosophos do seculo passado substituiam, ordinariamente, a palavra dif-
ferencial por differenga, sub-entendendo a qualificagio de infinitamente pequena.
0 uso prevalecen, e ainda hoje ds differenciaes parciges se di a denominacio de
differengas parciaes, que ¢ menos regular, porém mais euphonica,

\




8

sendo M, N [uncgdes determinadas dos variaveis z, y, 5, € «, 3 as duas
constantes arbitrarias que os integraes completos devem conter,

Differenciando as equagdes (3), na hypothese de « e B serem variaveis,
teremos

dM dam aM .
= ——gX R —_— ]
do o dz + 3 dr 4+ — dy

dy
lllll L - (i‘}!
dN dN dN
= — iz — —
dp ds - y dx 4 dy dy

Ora, como as equacdes (3) sdo os integraes completos de (2), quando
suppunhamos a e  constantes arbitrarias, ¢ claro que, suppondo em (%)

dﬂ.=0|drfi={"

o8 resultados coincidirio com (2); isto &, substituindo em (%), depois de
alli ter [eito aquellas hypotheses, os valores de dx e dy tirados de (2)

Pdz Qd=

dr=— R dy = —

resultario as equagdes identicas

an_ am p o,
z dz R dy R
dN dN P dN
i, o B ldBea.
das quaes se deduzem
dd  dM P dM Q
dsz de” R~ dy R’

dN iN P dN 0
Tt i Sl T




que, substituidas em (4), ddo

dM |

dN i d

d’onde, finalmente,

Rk R (ﬂda—ﬂfd;z)‘

S \dy dy
s i S (5),
R (dM . dN ) ‘
de—Rdy—-—-—'E -a;dlz d;;du
fazendo

dM dN dN dM

dy dz  dy dw

& Substituindo em (1) os valores (5) de
Pds — Rdx, Qdz — Rdy,

a equagdo que se pretende satisfazer tornar-se-i em

AN il ( aM - dM\ .

ou em
qd:lf Pd.-h‘
dy = dy
d —_—df=0.......... 6)
=¥ dNan N ©)
£ dy L

Como nesta equagiio s6 entram as differencas dz, d2, para que ella
subsista, ¢ preciso que o coefficiente de d2 seja uma funcio de « e 3
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quer dizer, ¢ preciso que, quando substituirmos por x e y os seus valores
tirados de (3), a quantidade = desappareca por si mesma.
Attendendo ao que acabamos de expor, serd sempre

dM aM
QE—PE;'H F
AT s
Pd—y"““ﬁ'a

sendo [ («, 3) uma funcgdo qualquer; condigio a que sempre se pode sa-

P

tisfazer, dispondo convenientemente da quantidade arbitraria =.
A equaglo (6) tornar-se-4 por consequencia da forma
da+f(%B8)d3=0,

a qual serd sempre integravel, depois de multiplicada por um factor con-
veniente.
O seu integral serd pois
F(a,3)=0, ! i

sendo F(z,) uma funcglo arbitraria, visto que [(a, ) tambem o é.
Attendendo &s equagdes (3) resultard, finalmente,
¢ (M, N)=0;

equaglio que, sendo resolvida em ordem a z, dara o valor d'esta variavel
em funcgio das outras duas x e y, ficando arbitraria a funcgldo ¢. (a).

(a) Pdde acontecer que a composicio de P, Q e R seja tal, que em Pds— Rde
s6 enlrem as variaveis & e z, de que aquella expressio contém as differenciaes ; e,
do mesmo modo que em (ds — Rdy sb enlrem as variaveis y e =, Nesle caso, cha-
mando u ¢ u' os factores que lornam, respectivamente, differenciaes exactas as
expressoes

Pd: — Rdz, Qds ~ Rdy ,

lercmos

i
Pdzs — Rdy == — dM,
u

1
Odz — Rdy = — dN ;

U




6 0 processo que temos seguido, mostra que, para resolver uma equa-
(3o &s differencas parciaes lineares de primeira ordem da forma

Pp + Qg=R,
ndio lemos mais que integrar as duas equagdes simultaneas a trez variaveis
Pdz — Rdx == 0,
Qdz — Rdy=0;
reduzir os seus integraes completos & férma

EI:—‘H, :: L_-N.

substituindo estes valores em (1), resulla

P l l r
—. —dM4—dN==0,
g .» +ﬂ' ;.
cujo integral é
P W
Ne—w ? —d M.

Ora, para que o segundo membro seja integravel, ¢ preciso que o coelliciente
de d M seja funcgio de M, isto &, que seja
!

p u ¥
— e, =g (M),
i Y (:

sendo ¢' uma funcgiio arbitraria, condigio a que sempre se pode satisfazer, atlen-
dendo 4 quantidade arbilraria—g.

Teremos porlanto,
N=fq’ (M) dM=q M.

Logo, para integrarmos as equacies 4s differencas parciaes neste caso parlicalar,
niio temos mais que integrar separadamente as equacies

Pdz—Rdx=0,0dz—Rdy=0,
¢, designando por M o inlegral da primeira, e por N o da segunda, lomar
N=q (M)

sendo » uma funccio arbitraria,
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em que M e N sio luncgdes de x, y € 3, e a ¢ § as duas constantes ar-
bitrarias introduzidas pelas integragdes; e, finalmente, estabelecer uma
relagdo qualquer entre M e N, isto &, tomar

¢ (M, N)=0,

designando pela caracteristica ¢, uma funcglio qualquer ; esta equagdo sera
o integral completo da proposta.
7 Se a funcgdo dada contiver quatro variaveis, isto é, se for da forma

Pp 4+ Qq+ Rr=23,

em que P, Q, R e S sdo funcgdes dadas de u, z, y e z, raciocinaremos
d’'uma maneira similhante.
Integraremos pelos processos ordinarios as trez equacdes simultaneas a
quatro variaveis
Pdz — Sdz==0,

Qdz — Sdy=10,
Rdz — Sdu=—0;

e reduziremos os seus trez integraes completos 4 forma
a=Mp=N,y=0,

em que M, N e O sio funccdes de u, x, y e 5, e a, B e 7 as trez con-
stantes arbitrarias que os trez integraes completos devem conter.

Finalmente, estabeleceremos uma relagdo qualquer entre M, N e O,
isto ¢, tomaremos

F (M, N, 0)=0,

em que F designa uma funcglio arbitraria: esta equaglo, pelo que disse-
mos anteriormente, é o integral completo de proposta.

8 K facil applicar a theoria precedente s equacdes 4s differencas par-
ciaes lineares de primeira ordem, contendo um numero qualquer de va-
riaveis : d'onde se vé que a integragio d'uma equacio és differengas par-
ciaes lineares de primeira ordem, contendo m - 1 variaveis, se reduz 4 inte-
gragio de m equagdes &s differencas ordinarias de primeira ordem entre m4-1
variaveis. Reduzir o calculo integral és differencas parciaes ao das diffe-
rencas totaes e ordinarias ¢ tudo quanto se pode desejar a este respeito.
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: dz dz bl
® Designando, como do costume, P e ‘E pelas caracteristicas p e g,

a equaglio 4s differengas parciaes de primeira ordem, nio linear, a trez
variayeis, serf
F(z,y, s, p,q)=0,
que, resolvida em ordem a q, dé
g={ (. y, 5, p)
Differenciando totalmente esta equaciio, teremos,

dq = Adp + Bdz + Cdy + Ddz,

ou, suppondo &, y e s independentes e p funcgio d'ellas,

d-'p) dp [ dp)
— —_— d —_— —! } - s~ £.
dq ('B+"Id. x—l—(ﬂ-}-ddy'_dy-l A +Ad: d

T
Neste caso, a equagdio de definigio
ds = pdx + qdy
nio é identica ; e, para que possa ser integravel, é preciso introduzir-lhe

um certo factor (Francoeur, Math. Puras, tomo 4.°, n.° 253) e tem,
além d'isso, de satisfazer & condigdo (Lacroix, n.° 714)

A equaciio niio linear de primeira ordem fica assim reduzida a uma equa-
¢ho linear da mesma ordem, onde ha uma variavel a mais, Nio é, porém,

P




1§

preciso resolver completamente esta equagdo ; basta achar um valor de p
que contenha uma constante arbitraria «, porque, substituindo este valor
na equaciio

iz :—:pd.:‘c + qd'y,
ella fica integravel.

Sﬁjﬂ F: !ﬂ.

o integral d’esta equagio, sendo % uma constante arbitraria. Este integral
completo serd verdadeiro, ainda no caso em que supponhamos « variavel,
comlanto que seja a0 mesmo tempo

dV
da

p=o(a)y—=¢(@)..i....... (8).

Para termos o integral da proposta, ndio temos, pois, mais do que eli-
minar « entre as duas equagdes (8). O integral sera completo, visto que
encerra a constante arbitraria -,

10 Teremos, da mesma maneira, o integral completo da equagio pro-
posta, sem recorrer & equacdo (7), todas as vezes que conhecermos um
valor de z, que contenha duas constantes arbitrarias e .

Com effeito, neste caso teriamos

I= (.r., Y, o, ’_".:]
differenciando este valor, suppondo variaveis « e %, teremos

dz = pdx + qdy + Adx—+ Bd:,

i

Ora, como este valor de dz deve satisfazer & equaclio proposta, tanto
no caso de « e 2 serem constantes arbitrarias, como no caso em que se
suppdem estas quantidades variaveis, é preciso que facamos

sendo A e B os coefficientes differenciaes parciaes em ordem a « e

f=¢a, A+ B¢ a=0.

Para termos o integral completo com a constante arbitraria g, basta

eliminar as quantidades a e B, entre estas duas equagdes, e a funcgio dada
de z, y, 5,ae B.
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A1 Applicando a theoria que expozemos nos numeros 3 a 8, & equaglo
Si). vé-se que ella ficard resolvida quando forem conhecidos os integraes
as trez equacdes simultaneas as differencas ordinarias,

Adp + (B + pD) dx =0,
dp — (B + pD)dy=0,
(pA —q)dp~+ (B—+pD)dz=0.

Conclue-se d'aqui que a resolugio das equacdes as differencas parciaes,
1 ndo lineares, de primeira ordem, se reduz & de trez equacdes és differen-
cas ordinarias a quatro variaveis. Além d'isso, ndo ¢ preciso encontrar os
trez integraes completos a que ®estas equacdes devem conduzir ; basta ter
um unico, segundo o que acima dissemos.

12 O processo de integracdo que acabamos de expdr, e que é devido
a Lagrange (a), aliés muito engenhoso, ndo tem comtudo a generalidade
que devia ter ; visto que apenas se pode applicar &s equagdes a trez va-
riaveis.

Deve-se a M. Cauchy (b) a descoberta de uma formula, da qual se deduz,
& vontade, ou o integral geral d’'uma equagio s derivadas parciaes de
primeira ordem, ou um integral particular, contendo constantes arbitrarias,
em numero igual ao das variaveis independentes. -

Como porém o calculo de M. Cauchy ¢ muito longo, e as equagdes de
que temos de tractar neste trabalho ndo passam de primeira ordem,
abstemo-"nos de o appresentar, enviando os leitores curiosos de estudar
melhor uma materia tdo importante, & obra de M. Cauchy, j& citada, a
paginas 261 e seguintes, ou ao Traité de Caleul Infinitésimal de M. Cour-
not, 2.° vol., onde este calculo se acha transcripto.

O processo de M. Cauchy tem ainda a vantagem de conduzir a resul-
tados que sio d’'uma grande utilidade, tanlo nas questdes de Mechanica,
como nas de Physica-mathematica ; onde a funcglo que se pretende en-
contrar deve nlo s6 satisfazer & equacdo differencial dada, mas ainda
admittir um determinado valor inicial. D'esta maneira, é escusado assignar
4s posicdes primitivas os valores das funcgdes arbitrarias; e o problema
fica resolvido por uma sé vez.

(@) Memoires de I Académie de Berlim, ann. 1772 ¢ 1774,
(b) Exercices d'analyse et de physigue-mathématique, lomo 2.°




16

28 Chamando r, s e ¢ os coefficientes differenciaes de segunda ordem
de uma funcglo de duas variaveis, isto &, fazendo

dz diz e d’z 2

=71 =—, =
s dx dy ds?

as equacdes de definiglo, para a integragio das equacdes ds differencas
parciaes de segunda ordem, serfio

s =pdx + qdy.
dp = rdz - sdy, dq =gsdx 4 tdy,
4%z = rdz? + 2sdx dy + tdy®.

24 Consideremos, em primeiro logar, a equacio linear geral de segunda
ordem 4s differencas parciaes

Ar+Bs+Ct=D.......... (9)

em que A, B, C ¢ D sio funccdes dadas de z, y, 5, p e q. Substituindo
ém (9) os valores de r e ¢, tirados das equagdes de definicdo,

dp — sdy I___d&;-—.sd.:r:
do dy |

resulta
Adpdy + Cdgdz — Ddzdy = s (Ady* — Bdzdy + Cda?) ... .. (10),
equacio em que fica a indeterminada s.

A difficuldade que se encontra em integrar esta equaglio provem de a
niio sabermos reduzir, com facilidade, 4 forma

dN=2¢' (M) dM,
differencial exacta de todo o integral da forma

N=g(M):
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porém Monge em uma memoria apresentada & Academia das Sciencias
de Paris em 1773, propoz, em analogia com o methodo seguido na inte-
gracdo das equagdes de primeira ordem, o processo seguinte, que depois
foi adoptado, sem restricdo, por todos os analystas.

25 Iotegremos, simultaneamente, as duas equacdes

Ady® — Bdxdy + Cdzi:-{)a
Adpdy + Cdqdx — Ddxdy — 0

Como na primeira d’estas equacdes apparecem as differenciaes elevadas
ao segundo gréo, temos de a resolver em ordem a dy: chamando %', 2"
as raizes da equagiio

A2— By 4+ C=0,
seriio dy=)'dz

dy =1"dz,

as raizes da primeira das equagdes (11).

Substituindo, separadamente, estes valores na segunda d'aquellas equa-
¢des, resultam os dois systemas d'equagdes

dy —Nda =0,
i el SEDANE (12)
Adp + Cdq — DVdz =0)

dy —\'dz =0 J

M"dp + Cdg — D\'dz =0
a que devemos juntar a equagiio de delinigdo
dz = pdx + gdy.

Sejam a=ME=N.......... (1%)

os integraes completos de qualquer d'estes systemas de equacdes ; o inte-
gral primitivo da proposta serd

N=g(M))... ... (15)

designando pela caracteristica  uma funccdo arbitraria.
B
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1@ Para demonstrarmos este theorema, differenciemos totalmente as
equagdes (14); teremns, attendendo a que M e N sho funccdes de 2, y,
s,pegq,

M dm dM dM dM

— —ds-E—d — dg=—0,
dx s dy e b dz " dp P + dq ’
dN dN dN dN daN
Edr+ de—f—d ds + d dp+ dq—ﬂ

Substituindo nestas equacdes, por ds, o seu valor,
dz = pdx 4 qdy,

e por dy e dq, os seus valores tirados das equacdes (12), resultardio as
equacdes identicas

dM ,.-M." dM Dy JM) dM AN dM,
(Ir'—w‘—l dy +(p+ 7‘) ?d_g d-’-':+[_$——67 -—E-) dp =0,
N _,dN dN D\ dN ‘dN 4\ dN

(E;+ dy {+q1}—+_ﬂ__ o {p-C dq)dpvhn
que se podem dividir nas quatro

dy  aM . ondM DY aM

B e (P + ) == + — T

l_iJH Ay dM 0

g T Ay

dN+1dN+( ,dN D! E.E_\’_O

dx dy ELd )d +——' R

dN AV dN_ﬂ

& C'dgvy

em virlude da sua identidade.
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Por outra parte, differenciando totelmente & equaglio

-NT= T (J”.

achamos

dN dN dN dN dN

dM dM dM dM dM
I H l! i i e s ;
¢ ( z+dydy+dzdz+dpdp+dqdq
dM dN dN

e, substituindo nesta equaglio, por — dM , 08 valores tirados das

dz’ dp dz’ d
quatro equagdes antecedentes, e, por dz, o seu vulor pdz + qdy, teremos

dN dN 5 f : dN
— | - — dp 4 — Dh'dz) — =
dy gy =N da) 4 = (didp-4-Gilg D' da) >
e e Ao U s AM
g L j(dy Ydz)+ — (A'dp+Cdg—Dy'dw) —= P+
ou
Avdp 4 Cdg— D/'dz = L (dy —\'dz),
fazendo
dN dN ., dM  d
&t ey xM](-&;‘l P ;
1 N dm )
= (——¢'(M)—
v ]dq)
Repondo, por dp e dq, os seus valores
dp ==rdx 4+ sdy

dq = sdx - tdy,
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e, egualando a zero os coefficientes de dx e dy, visto que estas variaveis
sdo independentes, teremos

Ailr 4+ Cs — Dy —— L.
Als+4 Ci=1L,

ou, eliminando L entre estas duas equagdes,

Alr 4+ A% + G+ 0O/t—D\V=0.......... (16).
Finalmente, a equaglo

AR — B+ C=0
da
A= B'—C,

valor que reduz (16) a
2 (Ar+ Bs+ Ct— D) =0,
que & a equacdo primiliva. Logo, como tinhamos annuuciado, &
N=g (M)

o integral primitivo da proposta.

217 Ainda que este processo nlio tenha a generalidade que apresenta
0 que expozemos para a integraclo das equagdes de primeira ordem, é
comtudo muito precioso pelo partido que d’elle se pode tirar, e pelas ana-
logias que apresenta em todas as ordens.

A falta de generalidade d’este processo provém de que a equacio a trez
variaveis, que se encontra depois de ter eliminado duas das cinco variaveis
Z, ¥y, 5, p e q entre qualquer dos systemas de equagdes (12) ou (13); e a
equagio

dz=pdx+qdy,

pode nio satisfazer és condigdes de integrabilidade (Lacroix -~ n.° 714): ndo
devemos, comtudo, concluir d’aqui que, por essas condicdes ndo serem sa-
tisfeitas, a proposta nlio possa provir d’'uma unica equaglio primitiva.




Assim, por exemplo, a equacio

f—l—-ﬂ—e:ﬂ.
x

senio tractada pelo_processo que acabamos de expér, conduz s duas

dyxzdz=0

2pdx
apzdg—223%_,

porém, quer se tomem os signaes superiores, quer os inferiores, as equa-
¢bes que resultam ndo satisfazem &s condigdes de integrabilidade ; e com-
tudo aquella equagdo tem por integral em termos finitos

s—o(y4-2)+$(y—a) —z|¢ (y+2)—{(y —2)|,

como nos poderemos assegurar & posteriori : o integral tem toda a generali-
dade, visto conter as duas funcgdes arbitrarias ¢ e L.

48 O processo que expozemos, para a integraclo das equacdes as dif-
ferengas parciaes de segunda ordem, tem logar para a integragho das
equacdes as diflerencas parciaes de todas as ordens: contentar-nos-hemos
em o applicar as equagdes de terceira ordem a tres variaveis.

Chamando «, B, y e § os coefficientes parciaes de terceira ordem, isto
é, fazendo
d?s diz dis N d3z
dz¥ - datdy’ ey dzdy® " dy

teremos para equacdes de defini¢iio, além das mencionadas no n.” 13, mais
as seguintes

dr=uadzx+Edy,ds=0fdx+ ydy,dt=ydz 4 ddy
@z =a dz’+ B dady + y dze dy?+ 5 dyB.
19 Seja dada para integrar a equaglo

A2 +BB -+Cy+D3 =E,
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em que 4, B, C, D e E sto funcgdes de , v, 5, p, q. r, s, t. Eliminando,

entre esta equacho e as de definiglio, tres das quatro quantidades a, 3,

y ¢ &, as lres ullimas, por exemplo, resultard

Ddidy®+(Cdy*—Ddzdz)ds + (B dy*—C dz dy +D dxz*)dr —E dy’=
=—a (Ady’—Bdy*dz + Cdy dz*—D dz3):

e, como esta equaciio ¢ independente de «, que fica indeterminada, tere-
mos ainda para integrar simultaneamente as duas equacdes

D da*—Cdy dz*+ B dy*dz — A dy’=0
D dtdy*+(Cdy*—Ddxzdy) ds + (Bdy*—Cdzdy+ D dx*)dr — Edy’=
Fazendo
dx == dy,
serh ), raiz da equagho
D3 3—C24+ Bl —A=0:
e as equagdes (z) serlio substituidas pelo seguinte systema de equagdes
dx —idy=10
Ddt+(C—D3)ds+(B—Cu+D% dr —E dy=0.
Sendo
o g Wb
os integraes d'estas duas equacdes, sera
Neg (M)

o integral fimto da equaclio proposta; theorema que se demonstra, se-
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guindo exactamente a mesma marcha que seguimos para demonstrar o
theorema analogo nas equagdes de segunda ordem.

20 A medida que se vai tornando mais elevada a ordem das equacdes
&s differencas parciaes, vai tambem augmentando a difficuldade de as in-
tegrar, principalmente, quando os coefficientes differenciaes que nellas en-
tram passam do primeiro grio. Poucos casos ha, no estado presente de
analyse, em que se possa esperar um resultado satisfactorio, quando os
coefficientes differenciaes passam do primeiro gréo ji nas equagdes de se-
gunda ordem, e muito menos nas ordens mais elevadas que esta.

Legendre, nas memorias da Academia das Sciencias de Paris pera
1787, apresentou, para integrar as equacdes em que ndo entram sendo
os coefficientes differenciaes de segunda ordem, isto ¢, as equacdes da f6rma

(1) e ol o 13 4

um processo, pelo qual as transformava em outras do primeiro gréo, sem
coefficientes differenciaes de primeira ordem.

21 O processo de Legendre é o seguinte.

Integrando por partes as equagoes

dp=rdx + sdy, dq=sdz | tdy,
achamos

p==rx—+sy—f(xdr —t—yd's'j.‘
q==5x - ty— / (ads 4y dt) )

onde zdr + yds e xds + ydt devem ser differenciaes exactas.
Suppondo agora x e y funcgdes de s e ¢, e fazendo

teremos xds + y dt = dv,
_dv
- .
) ERRER Sio 5 as m's wale prlsisie b e es (19).
A 1

Differenciando totalmente a equagdo dada (17), resuita

dr — Sds-- Tdi,
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chamando S e T os coefficientes differenciaes, quando se faz variar separa-
damente s e &; o que reduz
xdr+ yds
a
(Sz + y) ds 4+ Tz dt,

que deve satisfazer 4 condiglio

d(Sz+y) d(Tz)

dt ds

(Francoeur — n.® 252), visto ser uma differencial exacta.
Fazendo as operacdes indicadas, attendendo a que &

ds _dT
dt ds
e substituindo por oo y eus val t
1 et i A — L]
itu p F e e = 08§ § ores, teremos

3 )
d* de Tdu

AT S anes frpy e,

equaciio do primeiro grio em ordem a v; visto que S e T s6 contém s e .
Determinado v d’esta maneira, as equagdes (19) dao-nos = e y expressos
em ¢ e s; e, finalmente, as equagdes (18) dio-nos
§g—38x+ ly—mn,
p=rx -+ sy—f(zdr+ydi);
que conjunctamente com
s=p2+qy—/(edp+ydg)

resolvem o problema.
Devemos notar que as integragdes indicadas ou se podem effectuar
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na realidade, ou, pelo menos, se reduzem & das funcgdes d’'uma unica va-
riavel.

22 No segundo tomo da Correspondencia da Eschola Polytechnica de
Paris, encontra-se um processo devido a Poisson, para obter os integraes
particulares das equagdes da [6rma

P=(rt—s*) 20,

em que P é funcgio de p, ¢, r, 5, e t, homogenea em relagio s tres
ultimas ; « um numero qualquer positivo, ¢ Q uma funcglo tal de =, y, =
e dos coefficientes differenciaes de todas as ordens, que a hypothese

rt —si=10,
nio a torna infinita.
Para a integrar, supponhamos, que é

re— =10
neste caso serd tambem
P=10.

O integral d’aquella equagiio é, applicando o methodo do n.° precedente
g=9 (o)
combiuando esle integral com as equagdes de definigdo, resulta muito facil-

mente
s=rg(p)

t=r{¢' (p)}*
valores que, substituidos em
P=0,
a transformam em uma equaclio entre p, ¢ (p) e ¢ (p); isto &, entre p, ¢

e c?fa' que nos da a relaclio entre estes dois coefficientes parciaes, da qual

se deduz uma equacdo primitiva, contendo uma func¢lio arbitraria, e que
¢ um integral particular da proposta.

e







CAPITULO 11

Da integracio das equacdes is differencas parciaes, por meio de series;
e das [unceies arbitrarias

B'il o'y a pas de méthode générale pour
trouver l'intégrale compléte des équations
aux derivées partielles, exprimé par un
nombre limité de termes, il n’en est plus
de méme de leur intégration au moyen des
séries infinites. La marche suivie pour dé-
montrer 'existence de cette intégrale, indi-
que suffisamment ce qu'il faut faire pour
trouver dans tous les cas cette série.

Tiuuermans.

Desde que se principiou a fazer a applicagio da integracio das equagdes
4s differencas parciaes & resolucdo dos problemas de Physica-Mathematica,
se notou o pouco auxilio que, para fazer estas integragdes, podiam prestar os
processos conhecidos, expostos no Capitulo precedente : visto que, s6 em
casos raros, era possivel obter os integraes primitivos em termos finitos,

Por outro lado, ainda mesmo que fosse possivel achar o integral debaixo
de férma finita, em todos os casos; o problema niio ficaria resolvido, seniio
quando se livessem determinado as funcgdes arbitrarias que entram na sua
composi¢do, segundo as condigdes particulares de cada questio; determi-
nagdo bastante difficil, quando nessa funcgdo s6 entram quantidades reaes,
e quasi impossivel, quando véem complicadas com quantidades imaginarias.

Proveiu d’aqui a necessidade de recorrer a novos methodos, para achar
os integraes das equagdes 4s dilferengas parciaes propostas. Foi Euler o
primeiro que se lembrou de lancar mio do desenvolvimento em serie, pro-
cesso ordinario da analyse, para obter os integraes primitivos.

Porém, servindo-nos d'este meio para fazer a integragio, devemos
attender, em cada um dos casos particulares, &s condigdes a que a serie
escolhida deve satisfazer : assim temos de examinar se ella tem toda a
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extensdo que a equaglo s differencas parciaes dada pede comportar, e
observar se contém um numero sufficiente de funcgdes arbitrarias, para
exprimir um integral completo. Nao ha porém methodo geral a este res-
peito; o numero de funccdes arbitrarias pode ser menor que a ordem da
equaclio e algumas vezes até serem ellas substituidas por um numero infi-
nito de constantes arbitrarias, sem que a serie deixe de ser o integral
completo da proposta; o que torna este processo bem mais difficultoso
do que parece & primeira vista.

Como nlio podemos examinar todos estes casos com a reflexdo que a sua
importancia demanda, visto que o plano d'esta obra o ndio permitte, fare-
mos apenas breves reflexdes, tendentes a fazer comprehender bem o objecto
d’este trabalho.

23 Primeiro que tudo vamos demonstrar que: Uma equaciio diffe-
rencial parcial da ordem m a n variaveis, admille sempre um integral
em serie finita ou infinita, completada em geral, com wm numero m de
funcgdes arbitrarias, comprehendendo cada uma n—2 variaveis.

Para demonstrar este theorema fundamental, supponhamos que ¢ dada
a equagio .

ds dz dm 3z
F{:-’h y- Dy wney al arey E;!' suef d_m;‘rf= ¥

Chamando

B g

aquillo em que se tornam

% dz d% dmnz
Frdrr e
quando se faz

z=0,

teremos, em geral, pelo theorema de Maclaurin

x (j;)ﬁ-}- x? d?z

L A 2 @) tTies \a), T

7
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Ora a equaglo proposta nlio péde determinar nem (z), nem nenhum
dos coefficientes differenciaes

rd3 d?z dmn—1z
sy S b
[ dz.,’ ;.da:*),; 1 (dx“‘“‘)o'

porém, quando estes coefficientes forem conhecidos, poderemos deduzir
d'elles
d" sz oo dmtiz
L_xg;ﬁ i d;r;—-l-l 8

'R

24 Com effeito, resolvendo a equagdo differencial dada em ordem a

d™ z
——, leremos
dx™
dm z
dzm
¢, fazendo neste valor
=0,

: " x
deduziremos | —— | em [unccio de
dxm
o

rdsz \ A2z ¢ dm—1z
[")ur (E_",‘ (&;)g' vaey \.:I:n—”"“ A

]

e dos coefficientes differenciaes de z em ordem &s outras variaveis inde-
pendentes. |
Suppovhamos, em geral, que ¢

dm+tk g

sendo N funcedn de todos os coefficientes differenciaes de = em ordem a z,
infleriores & ordem m,
Fazendo nesta equaciio
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dm-k
resulta (dﬁz;“?:),, em fluncgio de
’ ds  /(d*z g=—13)
\:)o' H fn v | IIE).,' vaney (&}:1}0 ]

e dos coefficientes differenciaes de z em ordem &s outras variaveis inde-
pendentes, differentes de .
Differenciando (1) em ordem a x, teremos

dnHitly AN
P

Fesey ; A dN
por meio d’esta differenciaclio, entrardo em = alguns termos em que sz

se acha differenciado m vezes em ordem a x; porém estes termos podem-se
fazer desapparecer, eliminando-os eutre este valor, a equaglo (1) e as suas
differenciaes em ordem &s outras variaveis independentes. (a)
Fazendo agora neste valor
xX= I:l_

dnti+lz
teremos { o—— ;| em funcclio de
it

jdz . gdPs) s

".:'J]U" ﬂ 'u‘ '.‘Ir_ﬁ 2

; dntkz s
(a) Se por acaso ey se tornar infinito para
-

z=10,

fariamos
=g Th,

designando por ' uma nova variavel, e por h uma constante indeterminada ; des-

envolveriamos depois em ordem a &', e delerminariamos, finalmente, a guanti-
d m+tks 3 e

dade h, de modo que - se nio tornasse infinito para

dx m4-k

g' =0,
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e dos coefficientes differenciaes em ordem 4s outras variaveis indepen-
dentes.

Continuando a raciocinar do mesmo modo, chegaremos a concluir que
a equacio differencial proposta n2o determina as m quantidades

ds: /d%s, sgm=—1ig
(z}ol [d?_'.’ {Ei.—,o. senay I'-_d.:c’“"’)n;

mas indica tdo sémente a maneira como os outros coefficientes differenciaes
se podem deduzir d’estes.

Devemos, por consequencia, considerar estas quantidades como ontros
tantas [unccdes arbitrarias das n—2 variaveis independentes, differentes
de .

25 Tendo demonstrado, d’esta maneira, que toda a equacdo differen-
cial parcial tem o seu integral expresso por meio de um desenvolimento
em serie; podemos lancar mio, consoante os casos que se nos apresenta-
rem, do methodo mais commodo para obter estas series.

Um dos meios, que se tém applicado mais geralmente para obter o desen-
volvimento em serie, consiste no emprego do Methodo dos coefficientes
indeterminados.

Foi Lagrange o primeiro que na sua obra prima, Mécanique Analytique,
usou d'este processo para encontrar a serie, que é o integral geral da
equacdo de segunda ordem a quatro variaveis.

dz  dis d‘z_ﬁ p
F P dy? L e
2@ Sejs, em geral,

L=0,

uma equacdo &s differencas parciaes da ordem m entre a funcedio = e as
variaveis independentes ¢, z, Yorur

Sendo % uma funcglo qualquer de ¢, , y,..., podemos sempre suppor
z desenvolvida segundo as potencias d'aquella quantidade ; isto é, suppor

em que A, B, C,...., a, b, ,..., s30 coefficientes e expoentes indetermi-
nados.
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Substituindo este valor de z em
L=0,

desenvolvendo depois L segundo as potencias de 0, e egualando a zero os
coefficientes de todos os termos d'este desenvolvimento ; chegaremos a obter
os valores geraes de 4, B, C, ..., a, b, ¢,..., que satisfazem a todas estas
equagdes, e ficara assim determinada a serie que satisfaz a

L=0.

Tomando, separadamente, por § cada uma das variaveis independentes
e funccdes differentes d'ellas, teremos para = outros tantos desenvolvimen-
tos differentes, devendo comtudo notar que estes differentes desenvolvi-
mentos se ndo podem aproveitar, quando produzirem series divergentes.

27 Pode, comtudo, acontecer que, quando se suppde § funcciio de tal
ou tal variavel, os coefficientes 4, B, C,... contenham numeros differen-
tes de funcgdes arbitrarias; e até, quando os differentes termos da serie se
determinarem independentemente uns dos outros, e satisfizerem separada-
mente 4 equaciio linear as differengas parciaes dada, as funcgdes arbitrarias
podem desapparecer de todo, sem que, apesar d'isso, a serie deixe de ser
o integral completo da proposta : neste ultimo caso, as [uncgdes arbitrarias
ficardo substituidas por constantes arbitrarias em numero infinito, e o valor
geral de z serd a somma d'um numero infinito de solugdes particulares
d’esta luncclio. :

E exemplo da reducgio das funcgdes arbitrarias a equaglo

d¥z  dz

—

dz2 dy

que, sendo desenvolvida em ordem és potencias de &, apresenta duas fun-
cgdes arbitrarias, em quanto que, sendo desenvolvida em ordem as poten-
cias de y contém uma unica func¢do arbitraria,

Esta equacio ndio pode ser resolvida pelo processo do n.° 14; e foi M.
Paoli o primeiro que, integrando-a, demonstrou que no seu integral devem
apparecer funcgdes arbitrarias.

28 Os processos que acabamos de indicar, para se obterem os desen-
volvimentos em serie dos integraes das equagdes s differencas parciaes,
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faceis e elegantes quando as equagdes propostas sio lineares, conduzem
todavia a caleulos muito laboriosos, quando ellas o ndo sio.

Recorre-se neste caso ao desenvolvimento por meio das quantidades
exponenciaes.
Fagamos f=e",

sendo ¢ a base dos logarithmos neperianos : a serie (2) tornar-se-ha, neste
caso, em .

- ."IE*”—I— REM—!—CG”-F

Para dar um exemplo d'esta theoria, vamos applicar esta serie & equaciio

dz ‘d%s
—_— =g —
di dx?

suppondo, para maior facilidade, que os coefficientes A, B, C,... stio fun-
cgdes de uma unica variavel ¢, e a, b, ¢,... quantidades constantes,
D'aquella serie deduz-se, derivando, separadamente, em ordem a ¢ az,

dz dA dB

d
—==—— M —pbig__gery
dt i #* dt ¥ di 5

:.:: — a2Aetr BERebr - 2pery- ...
ax=

Substituindo estes valores na equagiio dada, e applicando-lhe o methodo
dos coefficientes indeterminados, acharemos

dA

— =—aa-d,
di i
i
‘—*ah!ﬂ.
il

di; '
- =0 =1,
dl

ficando por consequencia vs expoentes a, b, ¢,... arbitrarios,
c
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lutegrando estas equagdes, depois de ter separado as variaveis, termos

A = A'ezat
B— _ﬂf&!b't
= (excr,

designando por A", B, '
integracio.

Finalmente, substituindo na serie (3) por 4, B, C, ... os valores que
acabamos de obter, resultard

, ... os constantes arbitrarias introduzidas pela

(] i b : 1
s Ale s 00 L Plaa PR e O L

para integral completo da equagio proposta ordenado segundo as poten-
cios de e”.

Serve este exemplo, ao mesmo tempo, para mostrar o que dissemos
logo no principio d’este Capitulo; isto €, que muitas vezes os integraes ndo
continham funcgdes arbitrarias, que eram substituidas por um numero
infinito de constantes arbitrarias: na realidade é o que acontece neste
exemplo, em que ndo apparecem [uncgdes arbitrarias explicitas, mas sim
duas series infinitas de constantes arbitrarias A', B', (..., a, b, ¢,....

29 Um outro processo, tambem muito usado pelos analystas, e que se
deduz muito facilmente do antecedente, é o desenvolvimento em serie de
Senos e Cosenos.

Com effeito, as constantes 4, B, C,..., a, b, ¢,... tanto se podem sup-
por quantidades reaes como expressdes imaginarias; e, neste ultimo caso,
passa-se sem difficuldade, pelas formulas conhecidas, das exponenciaes
IMAgZINATias para 08 Senos e COSenos.

B0 Observaremos ainda, que é sempre possivel passar da serie (3) para
os integraes definidos ; o que nos d4 um ultimo modo de integragdo diffe-
rente dos indicados em os numeros anteriores.

Para maior desenvolvimento d’esta materia, que nfio fizemos seniio indi-
car, péde-se ver no Cahier 17 du Journal de I'Ecole Polytechnique uma
exceliente memoria de Poisson.
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34 Uma das grandes difficuldades que o Caleuwlo ds differengas par-
ciaes apresenta é a interpretacio das funccdes arbitrarias que completam
os integraes d’esta especie.

Na integracio das equagdes s differengas ordinarias junta-se uma con-
stante arbitraria ao integral, que se determina depois pelas condigoes par-
ticulares do problema : algumas vezes estas condicdes annullam completa-
mente a constante arbitraria, ¢, em geral, designam-lhe um valor qualquer,

No calculo as differencas parciaes acontece uma cousa analoga. Ja vimos
em o 0.° 23 que um integral geral das equacdes as differencas parciaes
deve conter, em geral, tantas funcedes arbitrarias, quantas sio as unidades
da ordem da equaglio. Quando este calculo se applica é resolucdo dos pro-
blemas de Mechanica ou de Physica-mathematica, as funcgdes arbitrarias
determinam-se do mesmo modo que as constantes arbitrarias, pelas condi-
coes especiaes da questdo. Nos problemas de Physica-mathematica ¢, or-
dinariamente, pela condigio de tomarem um certo valor, quando uma das
variaveis se annulla ou toma um valor determinado.

A determinaglio das funccdes arbitrarias, segundo as condicdes do pro-
blema, occupou, por muito tempo, a attenglio dos geometras, que, final-
mente, observaram que ella se reduzia 4 integragio d'uma equagio as dif-
ferengas ordinarias; de modo que da perfeicdo do calculo &s differencas
ordinarias é que depende a do calculo 4s diflerengas parciaes (a).

32 Uma das questdes mais importantes a que deu origem a resolugio
do problema das cordas vibrantes, e que por isso mesmo o torna mais cu-
rioso, ¢ sem duvida a da continuidade ou descontinuidade das funccdes
arbitrarias.

Depois de D' Alembert ter apresentado (nas Memorias da Academia das
Sciencias de Berlim, para 1747) a resolugio d'este problema, em que
suppunha as funcgdes arbitrarias que nelle entram sujeitas & lei de conti-
nuidade ; appareceu (no tomo seguinte das mesmas Memorias) a resolugio
do mesmo problema, tractado por um methodo analogo, devido a Euler,
e que ¢, com certeza, muito mais geral que o de d’Alémbert; visto que
nllo ¢ preciso sujeitar as funccdes arbitrarias que o resolvem & lei de con-
tinuidade.

Euler affirmava com toda a razdo, segundo nos parece, que para a exa-

(&) Esta conclusio deduz-se das differentes memorias de Condorcet publicadas
nos volumes da Acad. das Sciencias de Paris, de 1770, 1771 e 1772, e dos traba-
lhos sobre tal objecto de Laplace, Monge, elc.
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ctiddo da construcgio du equacdo achada, e que era a mesma, com peque-
nas differencas, pelos dois methodos, ndo ¢ necessario, de maneira alguma,
attender 4 lei de continuidade das luncedes arbitrarias, que dependem da
posicdo inicial da curva.

Continuou por bastante tempo a d