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tais, que tenhamos .. . a* — pd® 4 ¢a" —ra s
=000 B e ph g —rb s =0 . ..
éept g —rcts=0....d" —pd
-{—gm"-—rd—-{-.r:&.

Pelo que cada huma deftas equagdes tera qua-
tro raizes , que [erad os valores das quatro quan-

tidades a , &, ¢, d; € como cada huma daquellas he

a mefma que a propolta Kt -—p.ri - rgxz — ]
4+ s=o0, as quantidades a, &, ¢, d [erad tam-
bem as fuas raizes.

178 Logo em geral : 1. Huma equagac de
qualquer grio que feja , pide confiderar-[e como for-
mada pelo produllo de tantos faflores binomios fim-
ples , tendo todos por termo commum a lelra que re-
prefenta a fﬂragm'm , quantas [a as unidades da mais
altc expoente da mefma incognita,

2.5 Qs fegundss termos dis binomies [ab as rai-
2¢s da mefma equagad , fende cada buma tomada com
Sinal cantraria,

179 Havemos fuppofto , que a equagad ti-
nha alternadamente termos pofitivos e negativos :
porém {eja qual for a ordem dos finais, como na

equacad x* -+ ps — gx* — rx4- s=o0, fempre
fe demonftrara do mefmo modo , que pode efta fer
reprefentada por (x — ﬂ}}.‘r — b) (x — ¢) (x —d)
Zg fendo a , b, ¢, d as fuas raizes.

150 Pois quetemos..a+b4-c+d=p...
dﬁ—]—af—‘-aﬂ—-"— .E:-{-.ﬁrd-l—_'l- iﬂ"; . . l? abe
t“abd 4 acd - bed=1r , . . abed=3s, €
@5, c,&c. fab as raizes da equagad ; fegue-fe ,

qul.‘:
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que na equaqaﬁ xt --pr” -+ gf e . + F=0;
e geralmente em toda a equagad.

1.2 O coefficiente — p do fegunds terms 5 tomads
com final contrario , iflo be ; = p , be igual & joma
de tedus as raizes.

2.2 O coefficiente de lerceire termo he igual d
foma dos produlies das raizes multiplicadas duas a
duas.

1.2 O coefficiente do quarto terms , tomade com
final contrario , be igual @ foma das raizes multiph-
cadas tres a ires ; e allim por diante até que final-
mente o ultimo terms he o produllo de todas as raizes

Eftas conclusbes fad gerais , fejad quais forem
os f{inais dos termos da equacad , com tanto que fe
tome fempre com final contrario o coefficiente de
cada termo de numero par.

Aflim na equagad ¥° -} 25" — 23x — 60 =0
a [oma das tres raizes — — 2 , a foma dos produ-
¢los , duas a duas =—= — 23 , e o producto de md:lf
tres =— - 6o, Com effeito, as tres raizes fad
+s5,—4, 3, porque cada numero d::lh;sn
fendo fubltituido em lugar de x , reduz o primeiro
membro a nada ; e he evidente que § —4—3
——2,—20=—15F12—=—123,¢ 5 X —#
X «— 3 ==bo.

181 Logo: 1.° Teda a equagas , em que faltar
o fegunds terma , terd raizes pofitivas e negalivas » ¢
@ foma de bumas feri igual @ [oma das cufras 5 € T¢
ciprocamente. !

2.° Se alcumas raizes forem o, fﬂfmr{rﬁ o
fros tanfss termos ultimos da rquﬂ;aﬁ' 5y € reciprocds
menie. .0
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3.9 8¢ todas as raizes forem negativas , [ferad
pofitives dsdos o5 termos da equagad 5 e fe todas forem
pofitivas , os termos ferai alternadamente pofitivos e
ﬂfgﬂflﬂﬂf-

Eem huma equacaé, cujas raizes a6 reais,
ha tantas pofitivas , quantas a6 as mudangas dos
finais ; e tantas negativas, quantas {ab as repeticdes
fuccellivas do mefmo final.

Aflim na equagad x% — 19¥ -+ 30 = o0 ; por=
que falta o fegundo termo, concluiremos que a
foma das raizes pofitivas he igual 4 foma das ne-
gativas ; com effeito as tres raizes a6 42, 4+ 3,

C— g

Nsn equacad x5 — x4 —xi 4 3x2—o0, em
que faltad os dous ultimos termos, as raizes (26
e=ls _L- | B 2y O, 0.

Na equa_!;-ag ¥4t 14+ 8=0, em

?ul: fe acha confecutivamente. tres vezes o mefmo
inal 4-, ha tres raizes negativas — 1, — 2, — 4;
Mas a equacad x¥ — 7x° 4- 14x — 8 —o0, em que
ha tres mudancas de final , tem tres raizes pofiti-
vas 4 1 » -+ 2, + 4.

Agora fe pode perceber facilmente a razad , por-
que muitos numeros differentes podem fatisfazer a
huma equagap. Propondo-fe, por exemplo : Achar
Ym numero tal , que fe delle tirarmos 5 , e lhe ajun-
tarmoes  fucceffivamente 3 €4, as duas fomas multi-
plicadas entre Jis e pels reflo, dem nada; teremos ,
fendo x o numero defconhecido , (x4t 4) (x4 3)
(¥—5) =0, iflo he, x* 4 20*— 23¢ — 6o
== 0. Vé-fe pois , que efte produéto pdde fer nada

¢m tres cafos , quando x — — 4 » quando x = —13,

ciquand? ¥=353 e que propondo-fe a equagad

¥ T 2%% — 23% — 6o =0, nad ha coufa que de-
K ter=
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termine a preferir — 4 a2 — 3, ou a-}~ 5, pois que
cada numero delles reduz igualmente o primeiro
membro a nada , e por tanto fatisfaz  igualmente 4
equagad. + btedt

182 As equagbes a cd=p,ab-=n
-+ ad -be - bd+-cd=q , abe -;[—::Erf-—lf aed -_l,hwf
== r, abed =5, conduzem a mefma equacad , tanto
para ter a, como para ter 8, como &c. Arazab he,
porque a b,e,d, eltad dilpoitas da mefma ma-
neira cm cada huma das equacées , e por tanto nad
ha motivo , para que huma dellas feja determinada
por operagdes differentes das que determinad a ou-
tra. Logo em geral : Se bufcando muitas quantida-
des delconhecidas , formos obrigados para cada hu-
ma a fazer ufo dos melmos raciocinios , das mel-
mas operacbes , e das meflmas quantidades conhe-
cidas , todas eltas ferad neceilariamente raizes dc hu-
ma melma equagad , e por confequencia o proble:
ma selpectivo conduzira a huma equagad compoita.

183 Huma equagalb tambem [e pode.confiderar
como formada pelo produflo 'de muitos faltores
compoftos. Aflim, huma equag¢ab do terceiro grao
pade confiderar-fe como formada por hum faclor
do fegundo x* < ax<}- 4, e outro do primeir0
% ¢ ; porque x? 4 ax —- & péde reprefentar o pro-
duflo de outros dous fatores fimples. Do melmo
modo huma equacad do quinto grao pode fer confi-
derada como produéto , ou de cinco faftores fim-
ples, oude dous do fegundo grao ¢ hum do pri-
meiro , ou de hum do terceiro e outro do fegundo,
ou finalmente de hum fa&or do quarto e outro do
primeiro. : 5

184 Como pois huma equacad de qualquer gra¢

pode fer formada pelo concurfo de hum ou de mul-
: tos
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tos faltores do fegundo, e as equagbes defte grio
podem ter raizes imaginarias ; fegue-fe que tam-
bem aquellas as podem ter , ainda que de férmas
muito differentes das do fegundo grio.

185 Do mefmo modo de conliderar as equacBes
fe fegue: 1.° Que huma equagaé do grio m na6 po-
de ter mais que m divifores do primeiro gréo.

186 2.° Que o numero dos divifores , que péde

ter do fegundo grao, fe exprime por m. A I".

2

Com effeito, hum fa&or do fegundo grao he o' pro-
du&ta de dous faétores fimples ; logo como eftes
podem fer divifores, tambem aquelle o podera fer.

Mas (148 ) ham, = ; > modos differentes de mul-

tiplicar m quantidades duas a duas ; logo' havera

mM—1

m.——— divifores differentes do fogurido gt4o.

Por exemplo , a equacas. . .

abx* — abex 4 abed = o
acx® — abdy _

e -d.:fx’ = ﬂrﬂ".’ﬁ

- bex® — bedyx

L by

L edy?

formada pEIanﬂu&ﬂ de(x—a)(x—5) (x=—r¢)
(x—d), pode confiderarfe como formada pelo

Produ@o de dous fa@ores do f; undo ors
eltes feis differentes modos, , eg. .ﬂ ng::‘ '-Puf

K 2 : mul-

Jf
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multiplicando (x—a) (x—B) por (x—c) (x—d)
| (x—a) (x—c) . . (x—b) (x—d)
(x—a) (x—d) .o (x=—B) (x—e¢)

(x—=8) (x—c) + . (2—a) (x—d)

(x—b) (x—d) ' . (x—a) (x—)

(x—c) (x—d) « . (¥—a) (x—b)

Concluames pois , que querendo achar os valo-
res'de ¢ e b tais , que x% - gx | A feja divifor de
huma equagad propofta: do grao m., podemos ter a
certeza, que g € b neceffariamente fe had-de de-
terminar cada hum por huma equagad do grio

me 2_ I, Porque fendo %2 4-gx 4 a exprel-

fa6 geral de hum fa&tor do fegundo grio, A deve

m—1 L
valores differentes , €

fer fufceptivel de m .
o mefmo fe diz de g, que he a foma de todas 2
raizes ; Logo cada huma deltas quantidades ha-de

fer dada por huma equacad do grio m . w2k

Prova-fe do mefmo modo , que no cafo de fe
confiderar huma equacad como formada por fafto-
res do terceiro grao , cada hum delles he fufcepti-

vel de m . 3 valores differentes , d¢

2 3
maneira que fe x* -}- gx? -} bx |- k reprefentar hum
dos factores, & fe determinara por huma equagad 0

T I '.'?il' p— 2 &
— ; . Podem-fe tirar confe-
2 3 quen”

griu m .
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quencias analogas para os faltores do quarto grio,
quinto &c. ,

187 De tudo o que fica dito fe fegue , que ha-
vendo achado huma raiz a , para ter as outras , po-
demos dividir a equagab por x —a. A divifad fe
fari exaftamente , e dara por quociente huma
quantidade, na qual x eftari hum grio menos eleva-
do; e efta, fe a puzermos igual a nada, fera aequa-
cad que devemos refolver para ter as outras raizes.
Se foffem conhecidas duas raizes a e &, dividiriamos
a equacad por (x —a) (x—5), e aflim por diante.

Do miodo de transformar as Equagies.

158 A.Nms de palfarmos 4 refolucad das equa-
cies , he conveniente ‘que tratemos primeiramente
das differentes férmas que ellas podem ter.

189 8¢ em huma equagai mudarmos as finais dos
fermos em que enfrad polencias impares , @s raizes po=
fitivas fe ternaras negativas, ¢ as negativas fe tornara)
pofitivas. Porque fubftituindo — x em lugar de+-x%,
as raizes da equacad mudad de final, como tame
bem os termos, em que entrad potencias impares ,
fem que poriffo haja mudanga nos termos de poten-
cias pares.

190 Para mudar buma equagai affefla de cocffi-
cientes fraccionarios em butra que os nad lenba , fem
embaracar com coefficiente o primeiro termo , fubfti-
tua-fe em lugar da incognita , outra dividida pelo
produllo de todos os denominadores , e multipli=
que-fe depois toda a equacad pelo denominador,
que entad terd o primeiro termo.

BN Por
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J [ d i
Por exempla , {e tivermos x/ —x?
pla, e

=0, faremos ¥ =_Y . , ¢ fubftituindo viri
mup

4 ay* ¢ ey e
Einipi i min3p2 4 mn};;_l_; = o ; multipli-
cando pois por minip? , teremos a transformada
¥ - anpy® =+ mrnpey + miniprd =o.

19t Sem, n,p foflem iguvais, baltaria fazer

x = = , Logo para mudarmos huma equagad , que

em todos os termos tem coeflicientes inteiros , em
outra que tenha o primeiro termo defembaracado,
{fem que entrem fracg&cs nos outros termos , fare.

mosx = = , fendo m o coefficiente do primeiro
m

termo. Com effeita a cquar;aﬁ myt + axs + bx -"[‘
b
¢ =0, fendo dividida por m, da x’ -}—if + —’;5
”

r L]
+ —==0, a qual tem todos os denominadores
m

iguais.,
gu: g2 Para fazer defaparecer o [egunda ferm? d
buma equagao o fubflitua-fe em lugar da 1ncogniia s
eutra augmentada com o coefficiente do [egundp ferm? »
tomade com final contrario, e dividide pelo expoenté
do primetre.

Para o moftrar, feja a equacad geral +

o +ﬂxm~l_l_..{';_1;m—-‘+, e _i-.E'=Ch
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Supponhamos ¥ =—y -}~ 5, fendo s huma inde-
terminada ; teremos a transformada. . . . .

}.m._l_m_.;jm—:_l._m. m: X ﬁ}um-—:—i-&c, .,+£-=u

+ aym—r - (m—1 ) asyr—2 4 &c.
A% byn—2 4 &e.
Confiderando y come incognita , para que nefta

equacad defaparega o fegundo termo , s deve fer tal

que tenhamos ms -~ @ =— o, ifto he, deve fer

Por exemplo , para mudarmos a equacad x7 -}
6x* — 2x -} 4 = 0 em outra que nad tenha fe-
gundo termo , faremos » — y — 2 ; e fubftitnindo,
acharemos y? — 15y -} 26.—=o0, que nad tem y2

Da refoluat das Equacies compofias.

193 R-Ef?fﬂrr geralmente huma equacai orde-
nada de qualquer grao , como & 4 pxm— 1 L
gx" =% == &c * » =} — o0, he achar para a inco-
gnita tantos valores , quantas fa6 as unidades do fen
Ipator expoente , fendo cada hum delles expreffo
em letras p, ¢, &c. # combinadas entre fi de qual-
quer ‘modo 5 mas tal, que fe o fubftituirmos na
equacab em lugar de ¥, rednza o primeiro membro
~a nada, independentemente de qualquer valor parti-

cularde p, g, &ec.
Por exemplo , a regra que demos (100) , refol-
ve geralmente as equaces do fegundo grio ¥® - px

T9=09
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v} g=0, porque da dous valores x= —1p+
4/(1p> —9), € cada hum delles fubftituido na equa-
¢ad reduz tudo a nada, como he facil de ver,

Efta expreflad geral dos differentes valores de 1
he tanto mais difficil de fe achar, quanto mais ele-
vado he o grio da equagad. Para ifto bem fe perce-
ber , moltraremos , que feja qual for a férma dos va-
lores da incognita , a refolucad geral de huma equa-
¢2d de grio determinado deve incluir a refolucat
das equagies gerais de todos os grios inferiores.

Com effeito , a relolucad geral he huma equa-
¢ad do quinto grio. , . x5 4 pxt +gx' 4 ret
st 4t = o deve daraxcinco valores, cada hum
delles expreffo neceffariamente em todas as letrss
Prgsr, s, t. Mas quandot —o0,a equacad f¢
reduz a (24 4 pxf 4 gx2 -+ rx +s)x=o,cdh
190=—0 3 2°x4 4 pi L g1y F s =0

Logo hum dos cinco valores de x deve em tal calo

reduzir-fe a nada, e os outros quatro devem fer a3

raizes da equagad x4 - pxf + gx? 4wy 4-s=o.
E como fendo efta do quarto grao , as fuas raizes
nad podem deixar de ter a férma propria das do

-

quarto gra? 3 feguefe , que comprehendendao-fe el-
e

1as ao melmo tempo nas do quinto, a refoluca
geral delle grio ha-de comprehender a refolugad
geral do quarto. Pelo mefino modo fe provara , que
a refolucad do quarto grao comprehende a do tercel”
10 , ¢ afllim por diante. Logo a refolucat de hum?
equagad de qualquer grio deve comprehender a e
folugad de todos os grios inferiores,

Podemos pois concluir , que na cxprﬂﬁ'ﬂﬁ,de
huma raiz devem entrar ou explicita , ou imphcit-
mente todas as efpecies de radicais defde o feu
grao até o primeiro, Com effeito he facil de ver; qve

: : en
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em qualquer grao devem entrar radicais deflfe mefino
grao, porque no cafo particular de faltarem todos os
termos excepto o primeiro e¢o ultimo, a expref-
fa6 dos valores de x ha-de incluir hum radical fe-
melhante {(171) ; e como a férma geral das raizes
comprehende a forma das raizes de todos os grios
inferiores, fegue-fe que deve incluir todos os radicais
delde o feu grio até o primeiro, :

1904 Feitas eftas reflexfes fobre a forma das
raizes , expliguemos hum methodo de as achar, o
qual confifte em confiderar a equacad propolta co-
mo o refultado de duas equagdes a duas incognitas.

Aflim, fuppondo que a equacabhe . . . .
a4 pym—z L ggm—3 L pygm—s L &e ...} Et=—0,
fem fegundo termo (192) para facilidade do calcu-
lo, tomaremos duas equacdes da férma y»—1 —=o,
CaSiprbga=s Clugmsl i fymafolici n.
4 %¥=o0, das quais eliminando y, vird huma
£quacad em x do grio m da propofta fem fegun-
do termo. Determinando pois a, b, ¢, &ec. pela
comparacad defta com a propofta, e fubltitu-
Indo os feus valores na equagad aym—' - fyn—2
+ o= L dym—t + &c ... +r=—0, como
tambem todas as raizes de y, que der a equacab
y* —\1 == 0, as quais {e achab com facilidade ; te-
Temos todas as raizes, ou valores de x.

Applicacai ao terceiro grio.

195 S Eja x7 4 px — 0 a equacad que
fe P-'E}:teride refn!vﬂlj-P e Lo

omemos y' — 1—o, eay* -+ & X =50,
das quais eliminando y (167) , vem /ad

y ¥
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X — zaby 4 al —o
+ 4

Comparando agora efta com a propofta, para
que fejad as melmas , deve fer — 2ab =p, ¢

a’ 4+ 8 — ¢, das quais fe tira a* — ga’ ::_ !
-
; ,
Logo (173) a =v[ 1+ v(ig+ 501,
ulando de hum (6 valor de «, por nad haver necel-
fidade de mais ; e confeguintemente

5 %a il
b=V —v (i + 59 )]
Refta achar os valores de y por meio da equa-
¢a0 y' — 1 —o.Eftadiy—171 e dividindo (187)

* L] ¥

. — 1 %y —
yl—1por y—r1 ..., J":'-*"—zﬁ-—'—g.

Subltitvindo pois fucceffivamente ‘eftes tres va-
lores dey, eos dea e 4 na equacad ay? -+ by +

X — o0, e advertindo qm:( Y =4 j’ e re-

2
duz a — +-_:'/_ 3

-

» teremos as tres raizes da
cquacad Prnpnﬂa ST REP. 1 o T MY
y=—v [+ v (4 50)]
— V[ — V(i + 50 )]

:

MERRET 0 Ve 5]
— ¥V —a i Bty
B et A [ TR VA T ) B
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LRV PR (Ra* < ') ]
S Y de— v (g + 500)]:

is quais. fe pode dar a forma feguinte. + « &
; 1 1

=y [=ls+v(ie+50)]

+V[—ta—V (1F8+52)]-

o g DL ! Ryt o
r==1EYos Yl — gt v (Gt 1))
N : .
== =S =Fe—v (i 59 )
Se na equagad ¥’ - px -} ¢ = o fuppuzermos
— o0, teremos ( ¥* -+ p ) x=o0, a qual dax =0,

r""-]—i_/—p, X=—=— ¢/ — p{jmcnmﬁ,dw

duz nefte cafo das tres formulas bLI’.-‘lI.S das raizes.

196 A equagab af — ga’ =~—p’ tem feis rai-

zes ; porem , ainda que ufemos de cada hum  dos
leis valores de a, como he licito, nad refultaras por-
iffo 18 valores differentes para x: cada valor de a
da a x os mefmos tres valores , que di outro qual-
quer.

Para o moftrarmos , fmpliﬁquemnt: o calculo ;

fazendo v’r'f+ V(iq +~~P“1:’”-
; "/{"z?—'/( i".'f'l‘EP‘ ) ]=rn; a equacad

@ —1 (142 —]— ) fe mudari neftas doas

at — nt, A pr]mﬂ?m R e

—1—1/_*)_

=
ﬂ'-——m-"ﬂ_m( S —— "
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a==in [ :—"’iui) ; ea fegunda da , . !

E==N ..@=n

(_It""{:‘—ﬁ) A T —

A T s ¥ E

——e 2'{--——-3—) . E como temos o' -} 8 =7,

fera m’ - B} =—=¢,en’ 1} :5;:.?, ito he , fub-

ftituindo os valores demi e ni ., .0 —=1qg—
I | -
R '|......_._ o - i s

ViEe+5nri=n,cbi =4+ Vie¢+5)

= mi. Logo a e b {ab tais, que ab—=mnm; de ma-

neira que os valores que fe correfpondem , {ab o3

leguintes

okl w4 & m'a a8 IJ':J!
TN By _Vf_T_ﬁl) .E;—_:ﬂ(:._:k =3
2 2

LI I T R T 5:”1

a=="n .
n:u(—h-_—-l-;_;—*i:q—) bl — T

Se fubftituirmos agora qualquer deftas feis combi

nacoes em X — — .r;r_j.'; — by , e puzermos fuccelli-
vamente por y os feus tres valores, acharemos {em-
pre eltas’ tres raizes, .'.°J | JJxi=—m—¥>

Rty e =3

4

il Tote V0B Be il lfe LM P30
X m -+ 3

m-—{—l__""{-_'? -

2 :
197 Reparando nos tres valores de

achados , vé-fe claramente que quando 1/(
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- : ) for real , ifto he, quando p for po-
%7

fitivo , ou quando for negativo , fendo ao melmo

tempo N - EI.]TPE , os dous ultimos valo-
res de x ferad imaginarios ; porque fendo entad os
dous radicais cubos quantidades reais , ¢ defiguais,
os feus produltos pelas quantidades ¢/ — 3, €
— / — 3 nab fe deftruirad , e allim le conferva-
rad expretlées imaginarias nos dous valores de x;
pelo que fémente o primeiro ferd real,

I 2 __L a i

198 Porem fe ‘/(T? -+ v P-’) for
quantidade imaginaria , ifto he, fe p for negativo e
tal, que feja — p* 5> L 4%, os tres valores

de x ferad reais, _
Para o provarmos , I‘uppunhn-fe por abbreviar

‘:"‘F:’H;EV‘(-EI}-P; —"i—?“ )::H; a

Quantidade que tem lugar nelte cafo’ & . . L
,3/[ I .k . %

wigrnd + V’(Ti'
V[t i o

fe mudara em f}’{m—'ru Y — 1]

o T “nt e 2t

|1_
m> L ket sl
(I+3‘m‘/ I+9 iz S1 mi

S ﬂ“+ 110 H‘y"—"l'i“&L)

i-“i'_S- mt ' 2045 ms
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Do melmo modo feacharf . sou sty o w v in
3 :

VIH—V e — CP)= (n—ny/—1)=

1 ' ne

! g +_5_,,i I
% (1_5;¢_I+9m= 81 mi k"
10 né 110

Tag e gsw Y FEER)

Mudad-fe pois os tres valores de xem . . « «

I n

1
—m3 .
m 1/3[:3 m 81 ml
2§
% == m3(I+

L Y 5
+m?3 V’S(‘; g

s1 m?

=l

Expreffoens , em que.n;aﬁ ha termos im:ginﬂriﬂi-

A pezar das grandes fadigas dos Algebriftas,
até o prefente nab fe tem achado outro modo e
dar nefte cafo hum valor a]gehricu real is tres rai-
zes : pelo que 6 podemos determinallas por fe-
ries , ou approximadamente. Em razab da difﬁj:u]'
dade , deo-fca efte calo o nome de cafe irreduzivel

1 i ® » I
Se 27 #? for negativo e igual a . g* , todos

03
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0s valores de x ferab reais. Logo : Toda a equa-

¢a0 do terceiro grio tem pelo menos huma rajz
real,

. dAchar as raizes da equacai y*

t+ ¥ =3+ 4=o.
Faca-fe (192) .. y =x — 2, e teremos a
transformada  fem fegundo termo a¥ — 15x -+
20 =o. Efta comparada com a geral %% o4 px -

?z—_g_d;’[f::h 15,4 -——‘Eﬁ;lﬂgﬂ "":—P=_5l
3

A 1 Dbl ek

donde vem 1/('—;_“ ‘?2+“21? Ps) =444 :

4 €quagad propolta tem pois huma raiz real, e duas
Imaginarias,

A primeira he negativa,, . x'=— — .}’{[3 + v44)
=y I3 — /44 ) ; as outras duas {26 « . ¢ .« »

temos p=—-—g, g e==—10, ¢ -:U‘nﬁ.--
gl.l'.l'l—
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I
guintcmcnte/(;— 5'1-—]- Ef) — ¢/ —2; los
go a equacab pertence ao calo irreduzivel, Fazen-

do ufo das feries precedentes , temos m= — s,
15

m> == —1,7009; n== 2=—1, 4142; ¢ pu
5 3 o

conlequencia =9 2628 : logo , fubltituin-

do fomente na primeira ferie , vird . . . . . .+

20

2
Xx=- 11,7099 [2 g.: [n,zBﬁ]*—E‘

(0,2828 }+ 4 &c. ] ; quantidade , na qual fe de-
vem fazer asoperacGes indicadas.

Quando m for menor que n , formaremos [e-
rics proprias para efte cafo ( 159 ). Se me n differ
rem muito pouco entre {i , fera neceflario calcular
grande numero de termos. Adiante veremos outro
modo de achar os valores approximados de x.

199 Concluamos que fe pdde agora relolver
toda aequagad a quatro termos da férma y3= -4 py**
-+ g™+ r=o0; porque , fazendo y* —=x, tc-
mos\ X} - px* 4 gx + r=0, ito he, hums
equagad do terceiro grio. Se fizermos ym —zx — }%P-

deduziremos immediatamente huma equagad @
terceiro grao fem fegundo termo,

Applicacat as quarto grdo.

200 P Ara relolvermos a equacad gcral do
quarto grao fem fegundo termo

M p it r=o,

(o®
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tomaremos as duas equacdes y¢ — I =—= 0, &

o 1 by oyt x=o0.

Eliminando y (167 ), temos
At — gacx* + 4a¥lx —at — o
— 205> - 4b*% — c*
+ ¢
+ zalrﬂ
— 4ab’e
Efta comparada termo por termo com 2 propofla,
para que fejad as mefmas, di .. . —4ae—26" = p
oo 4a’h 4 ght =g .. —at — ¢t 4 b+ | 24°*
— 4ab’e = r,
Para ter &, fubftituiremos na terceira o valor de

a* 4 ¢t tirado da fegunda, e o deac tirado da pri-
meira ; e acharemos a equagad

644° - 32pb* + 4p*8* — gg =0
— 1 Orb*
a qual he do fexto grao, mas refolve-fe ( 199 ) Ama-

n‘r:ir:;. do terceiro, confiderando }* como incognita,
Efta equacad chama-fe a reduzida , porque a fua
refolucad fe reduz a das equagbes do quarto grao,

20I  Por quanto oultimo termo f

tal —, havera ( 180 ) pelo menos
da férma * — n, e conlegnintemente (178) 4* = n,
ftohe, b= = 4/n: logo b terd pelo menos dous
valores reais ; e dos feis que geralmente ha-de dar
a equacgab , tres terab o final 4, e tres o final —.

202 Para determinarmos a e ¢ , recorreremos

as duas cquacbes — 4ac — 28 = p, ¢ 44t

tem o [i-
mn faétor
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-+ 46c* = ¢, as quais dad 1ar=-—--3_p--.!‘,
e

ea® 4+ F = % 3 logo, ajuntando a primeira com

a fegnnda, tirando-a tambem da fegunda, e extrahin-
do a raiz -:imdmda da fomaeda d:rrt.renr;a tereimos

R 1/(;——_2-;.-_5‘)
a—:::/(iﬁ— Lp+#)

Nab deduzimos & e ¢, 0 .que feria facil (67 ),
porque nos bafta ter os valores achados de a +cc
i —

Se {ubftituirmos agora na fegunda equacad hypo-
thetica ¥ = — ay3 — by* — ¢y os valores de y de-
duzidos da primeira y* — 1 =— o, a faber (171,
187)..y==*1,ey= % ¢/ — 1, teremos 05

quatro valores de x , ou as quatro raizes da equa-
¢ab propolta

x=—b—(atc)=—b— 4/ L.—.;_p_p).
==bt(atd=—b+4/ (L —1p—¥)

e s npeii el i ompiib i 1/ ijl_%p.—?)*

=+4b—(a—c) 1,’4:_—';'-%&-—1/(';4%_7}9__1‘-)-

- as
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as quais ferad fempre as mefmas, ou fe tome o
final 4 , ou — nos valoresdea ¢, ca —c.
203 He facil de vér, que as raizes achadas
nab mudad, ou fe fubftitva 4 &, ou — b, Agora
moltraremos , que cada hum dos tres valores de &
que tiverem o final 4, tambem nad dara mais que
as melmas quatro raizes.
Tirando da primeira das tres equagbes — 4ac —

at =p, 4a*b 4 4b* =— g, ¢ — a* — * |- b

+ 2a%c2 — 4ab*c —r,o valorde JrosivIpseqar,
2
¢ [ubftituindo-o na fegunda elevada ao quadrado , e

na terceira, teremos g9 — — 8 (p + 4ac) (a* 4 )%
EFr— e gt — T + TP{:E + 4pac + 14.&1r1' 3 valo=
1es que fendo fubftituidos na reduzida 6455 —-
32pb+ 4 &cc. dad
B4 gl 208 4 (p e ) (& +¢ P =0
4 2c45*
— 8pach®
— 28a%*b"
Efta equacad, pois que he 252 = — p — 4ar, tem

[.'{LE_? ) o divifor 26* 4~ p -} gac. Fazendo a di-
Vila0 , e igualando o quociente a nada , para ter os

Outros dous valores de 2 , acharemos 4% — 8ach?
+ ot + ¢t 4 26%* =— 0 ; donde fe tira 193]
26 = 24¢ - (at¢)(a—¢ )y/ — 1, ou, multi
Plicando por 2, 4% = gar + 2 (a-¢) (@ —¢) y/—%
=[(a+¢) = (a—¢)y—1]*, como fe pide

La ¥C=
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verificar pela multiplicacad; e confeguintemente
i ’ -
b=} (a¢)+1(a—c)4y/—1, tomando fomen-
te o valor pofitivo , pois que o negativo conduz
as melmas conclules: logo os tres valores politi-

?Usdtﬁfaﬁﬁ:+/HP_ + e i b—=1 (a1

2
tie—y—1, eb=1(atc)—i(a—1
iy — 1.

Reprefentando o fegundo por 4, e o terceir
por 5", teremos a -} e = b’ -+ 5", € (a — ¢)y/—T1
== &' —b"; e {ubltitnindo eftes valores nos qua-
tio de %, acharemos ¥ — — b — 51 5, P
+ 5 + B 0l x e b __|__ B _I_E,H_.lﬁﬂl
A== b0 - B — 24", Aquife vé, que fe mu-
darmos , por exemplo , & em &', ferd necellario
mudar 20 melmo tempo 4/ em &, pois que em cada
hum dos valores de % entraé fimultaneamente as tres
1aizes &, b/, 5" ; logo efta mudanga da os mefmos
quatro valores de x, e por confequencia a equagad
do quarto grio nab pode ter mais que quatro raizes.

204 Reparando bem nos valores x — —?
*(ad<¢), ex = bx(a—c)/—1, offe-
recem-le: tres calos: ou as exprefloes a 4 ¢» ©
f_ﬂ"— ¢)y/ — 1, [a0 ambas reajs , o ambas 1ma=
ginarias, ou huma he real , e 3 outra imagimﬁﬂ-
No cafo de ferem ambas imaginarias , podem r¢-
duzir-fe. fempre 2 férma V—m, ou ¢/m.y/— s
fendo m huma quantidade real ; por yuanto hﬂ_‘

ey (L — 1Y e Y=

& Vl(ii" iy %P""i’:) ; e tendo fempre i
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{201 } ao menos hum valor real do qual fe p6-
de fazer ufo, he evidente que as mefmas quan-
tidades {6 poderad fer imaginarias , quando. for
negativa a quantidade que efta debaixo do ra-
dical adual, Nab aconteceria aflim, fe b ndd ti-
velle algum valor real ; porque fendo 4 imaginario
da férma 4/ — k , as quantidades a -+ ¢ ¢
(ea—¢) / — 1 poderiad fer imaginarias da for-

ni 1/(_',_/_;,_‘5)' ‘

205 lftopolto, feat-ce (a—e¢) / —1
forem ambas reais , cafo em que tambem os qua-
tro valores de X {erad reais, os outros dous valores

de 45, a faber [{a+r}:{ﬂ—f} v — 1 ]3,
ferad reais e pofitivos.

206  Se pelo contrario as duas quantidades
atc, efa—c ) v/ — 1 forem ambas imagina-
rias, ou, que vem a ler o melmo, e os quatro valo-
res de x forem imaginarios , 0s outros dous valores
de b ferad reais , mas negativos; porque {uppon=-
rh] :j'»-l—f__—_.{','/,__. g :{ﬂ ..-—.f] 1'/-—-1 :f}f—t
(204), teremos 4.:52 =kl )*s

207 Finalmente fe das mefmas quantidades
fomente huma for real , ou fe dos quatro valores
de ¥ dous forem reais e dous imaginarios , he evi-
dente que os dous valores de 44* ferad imagina-
Ti0s,

208 Logo : 1° Se a reduzida, confiderada co-
mo equacad do terceiro grio , tiver as fuas tres ra.
izes reais e pofitivas , a equacab do quarto grio te-
ra todas as quatro raizes reais.

2° Se tiver todas reais , e [Gmente huma poli-
fiva , a equacalb do quarto grio tera todas as fuas
quatro imaginarias, 3
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70 Finalmente fe tiver fomente huma raiz real ,
das quatro da equagad do quarto grao duas ferad
reais , e duas imaginarias, :

209 Por quanto , em geral, aférmula das raizes
de huma equacad do terceiro grio nad as da em
forma real ( 197 }, fenad quando {6 huma dellas
he real ; concluiremos que nenhuma das raizes do
quarto grio fe deduzira em forma real , fenad no ca-
{o unico de duas ferem reais ; e confeguintemente as
formulas tanto do terceiro, como do quarte grio
fémente tem applicacab nas equagbes, em que ha
duas raizes imaginarias.

210 Exemplo 1. Achar as raizes da equaga

«t -} 3x* — gax 48 — o,

Temos p=13, g=—§2, r=48; logo 2
reduzida fera 54.!1'5 4 gbb4 — T32ﬁ= — 2704 =— 0
ou fazendo  44* — u para fimplificar , #°

i

6u* —183u —2704—n0 ,0u fazendou—z—2,

23 — 1952z — 2322 — o, fem fegundo termo.
Vé-fe (197 ) que z nab tem mais que hum va-

lor real z =— — E/[ — 1161 4 4/ 1073296)

_#3/{—1151—1,/1&?3295} A L
— f/ (— 1161 4 1036 ]—'1/:_'—1161—-!&35]
543:/1’?5'1" 1:;'2'19'?:5—!— 13 — 18 ; ‘e com?

he df* — z — 2, ferd } = 2. Subftituindo pois
nas férmulas (202) efte valorde b, e os dep,7, "
teremos x——2+ ¢ —12, X =+ 2% i
logo os'dous valores reais fabx —13, e X — I
Os numeros defte exemplo forad tais , que ¢3*
da hum dos radicais pode avaliar-fe exaflamente.

Porém eltes cafos [ad rariffimos; o ordinario be
avas
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avaliar por approximagad, quando queremos ter
o valor numerico fem radicais.

Exemplo 1I. Achar as raizes da equagas y* 4 453
+ 9 + 129 -3 =0,

Fazendo (192) y =% — 1, virdat 4 24®
+ 2% — 3 == o, Temos pois p— 3, g=12,
r=—3; logo areduzida ferd 645 4 g65* -
84/ — 4 — 0, ou fazendo ( 199) immediata-
mente 45" — 22, 23 4 gz — 30 = o.

Ella equacad [ 197 ) nadtem mais que huma
raiz real » € por tanto {2[}3 ] a P['EIPD“R nad tem
mais que duas raizes reais. ;

Applicando as férmulas ( 195 ) , teremos

2= /(15— y/252) /(15 + /252) , 8

confeguintemente b =— 1 V(=2 ) =200 i mie

1y [—24- Y5 —y/ 252 )4 /(15 F4/252)],

Logo os dous valores reais de x fe comprehendem
nefta equacad

==y [-at V(15— y/as) Y/ sty )]

l—l[

1/[\?"["1"’ 1,3/{'5- y 252) % -f,f{ls t /252 )]
= V(=) =3 Y o)

Re-
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Reflextes fobre o Methodo precedente e [fobre

a [fua applicacad ds Equactes dos graos
Juperiores ao quario.

211 A. Equagab que no quarto grio deo 4,
nab paffou do fexto; porém fe procuraffemos di-
re&tamente @ ou ¢, chegariamos a huma equacad
do 24° grio. Para nos convencermos dilto, das duas

cquagbes — 8 (p 4 4ac J(a2 2 2 = 97, ©
>
., . il —I—_i 4 4pac + 14a°2 =1,

que achimos ( 203 ) na transformacad da reduzida
multiplique-fe a ultima por 8 (p - 4ac) , e do pro-
du&o tire-fe a primeira; vird a equacad
5128°¢ - 256pa*c* - 4o0p*ac - 2p' —= o
— 32ra¢ — 8pr

+ 47

a qual fendo combinada com a fegunda — at

— A4 & =r, afimde eliminar ¢, dard (168)
huma equagad do 24° grao. Mas independente-
mente defte calculo, podemos moltrar a melmsa
coufa pelo modo feguinte,

A equagad — 8 (p 4 4ac }{'ﬁz - 3l =

" q9 ;
da at + = — E—EF_"_“EJ — 2act. Subﬂttua-fﬂ

’ -
no fegundo membro o valor de ac, tirado da equaga?

do terceiro grio 511ﬂ3c3 - &c. ; teremos a* + ¢
— A4, chamando A4 i totalidade das quantidades €9

ord

nhecidas que formarem o fegundo membro. ﬁg{
¢
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{e reprefentarmos por B o valor achado de a¢, tere-

Bt

mos a* 4+ — — A, 00 a" — Aat — — B4,
at -

Efta equacad dard oito valores de @ ; mas a¢ tem
tres ; logo viraB tres equacbes do oitavo grao ,. €
confeguintemente & tera 24 valores : logo a equa-
cab em g fera do 24° grio.

212 He porém manifefto , que os expoentes
de todas as potencias de a4 que entrarem nefta
equacad , ferad mualtiplos de 4 vifto fer ella
(183 ) o produéto de tres quantidades da forma

a* — Aat -[— B4. Se fizermos pois at=—wu , &~
equagad transformada em u, que feri do 6° grao ,
nad incluird de radicais mais que os quadrados e 0s

cubos ; porque a equagab a® — Aot — — B4 da
e el I 1
at = — 4 = 1/( 7 4 B ), quantidade

na qual 4 e B, que dependem f{Gmente de huma
equacab do terceiro grio , nad podem conltar [e-
nad de radicais quadrados e cubos,

213 Tambem elta claro , que a® no terceiro
grio , onde a reduzida he #® — ga’ = ?I]_r_;ﬁ :
inclue tad [6mente radicais quadrados. Finalmen-
te na equagad do fegundo grao fem [egundo ter-
mo x* 4+ p— o, fazendo conforme o noflo me-
thoda P ey =0, e ay + r —o0, areduzida
@ =p—0o, di para a* hum valor {omente,
ou huin radical do primeiro grao , ilto he, bhu-
ma quantidade fem radical.

Logo concluiremos por analogia, que fe a re-
duzida do quinto grao incluir de expoentes de 4

: tad
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tad [6mente os multiplos de 5 , o valor de a5 in-
cluira tad {émente radicais quartos, cubos, ¢
quadrados. Se demonftrarmos pois que pelo me-
thodo adtual elta reduzida nad péde incluir de po-
tencias de @ , fenad aquellas cujos expoentes fo-
rem multiplos de 5, feguir-fe-ha que o noffo me-
thodo reduz a difficuldade das equacées do quinto
grao 4 dos grios inferiores : iffo he o que vamos
a fazer,

214 Seja ¥ 4 p g2 L x4 s —o0

huma equagad geral do quinto grio. Fazendo

¥ —1=0, af b0+ dy Fx=0,
¢ praticando como .no terceiro e quarto grao,
acharemos

¥ — sade® 4 shd'x’ — ged'x + &
— shex? + sa’ex* — salbx 4 b5
+ 5de — shdx - o5
-+ sab*%* — s5alx 4 O

+ 502’ — sa'cd

+ sbic*x — gabic

— gabedx — 5.::154:1": |

= shd

- sa b’

+ sab'd

+ gﬁzm’:

- 5::53:’4”

Suppondo o cocfficienté de x3 = p t’._-_m.canE-
mos por coefficiente a totalidade das qt:ﬂnlldﬂdﬂ

que multiplicad huma mefma potencia de x ), 0 4¢
j-
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3 — ¢, odex=—r, ea totalidade dos termos
conflantes — s, teremos quatro equacOes , as

quais , fazendo &= ga* , ¢ — ba* , d = ka*,
como he licito , e mudarad em outras gquatro ,
que incluirad g, h, k, elomente 87 200k R0
Logo , eliminando g , b, e &, a equacad final nad
iucluira de g outras potencias mais , que as de ex-
poentes multiplos de 5.

215 De tudo o precedente pois {e fegue , que
em ordem ao primeiro cocficiente 4 da equacad
a3 —1— 5‘} ke + &c. — o, a reduzida no le-
gundo grio he do grio 1.2 3 no terceiro he do
grio 1. 2. 3 ; no quarto , do grao 1. 2. 3. 4 : logo
por induccad , no quinto ferd do grao 1.2.3, 4.5 »
ou do 120° ; do 720° no fexto grio; eallim por
diante.

E advirta-fe, que o achar.fe no quarto grao
huma reduzida que nad palla do fexto , he huma
fimplificagad accidental , a qual provavelmente te-
ra lugar por hum modo 2nalogo nas equacdes , cujo
expoente for numero compofto , mas nad naquellas
em que for numero primo. Porque no quarto ario
ve-fe claramente, que efta fimplificagad proce-
de de & ter em todas as equagbes , em que entra ,
relagbes femelhantes para @ e c; ao mefmo tem-
PO que 2 nad tem para b as melmas , que tem pa-
ra ¢. Mas no gquinto grioa nephuma das quantida-
desa’, b, ¢, d fepide aplicar o mefmo que acaba-
mos de dizer de b no quarto grio, como he facil de

ver pelos coefficientes da equacad x> — 5 (ad + &)
% <+ &c. = o.

216 Como todos os expoentes de a {21+} que
en-




172 ELrLzMENTOS

entrad na reduzida do quinto grio, fad multiples
de 5 , [e fizermos a’ =— u, a equacad do 24’ grie,
que entad teremos, incluird tad {6mente ,f,'f, Vs

e 4/ ; devendo entrar na propolta os ,f/ , que mof-

5
tra a equacad a — Vu.

Bem fe vé agora de que modo devemos difcorrer
fobre os grios fuperiores. Quem dezejar maiores
individuacGes nelta materia , confulte as Mem. ds
Acad. das Scienc. ann. 1762 ¢ 1765 , onde fe acha
rad muitas clalfes de equacies fulceptiveis de hums
refolucad - algebrica facil , e outro methodo deduzi-
do do noflo, o qual fimplifica o trabalho nas equa-
ces , cujo expoente nad for numero primo.

217 Nab péde haver difficuldade em achar
fempre todas as raizes da equacad a dous termos

y* —1 —o, que requer o noflo methodo. Por-
que deduzindo-fe 20 menos huma pela fimples ex-
traccad da raiz do grio n, ifto he, tendo fempre
y =T ,quando n he impar ,ey =1, y——D0
quando n he par, a difficuldade de achar as outr®
reduz-fe, quando muito , a refolver huma equagad
do grio n -— 1, 6 que fe reputa fabido, quand®
fe paa 4 refolucad de huma equagad geral do gr?
n. Mas a difficuldade nem ainda chega a fer deffe

w - n—T1 g |
grio ; he tad {omente do grao , quando

H e

n he impar , e do grio , quando n he par

Porque , dividindo a equagad y* — 1 pela raiz

qnﬂ =
1:"3“
viE

y — 1, quando n he impar , on por y* — T,
do n he par , o quociente , ou a equagad que
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ve dar as outras raizes , feri [empre da férma

p4ph—r b=z L pt—3 L &ec... 41 =0,

fendo & hum numero par ; efta podera fempre re-

folver-fe em i faflores do fegundo grao da forma
2

#* =+ by -+ i ; e a equacad de que e ha-de deduzir

b, nad paffari do grio — . Nad me demoro em
2

demeonftrar a ultima propofi¢ad, a qual fe pdds ver
80 Tom, VI das Mem. de Petersburga.

Dos Divifores commenfuraveis das
Equagaes.

218 Q Uando huma equagad tem raizes com-
menfuraveis , podemos achallas pelo methodo fe-
guinte, com maior facilidade do que pela reflolucad
geral,

Como oultimo termo. ( 180) tem a proprieda-
de de fer'o produéto de todas as raizes , nenhum
numero ferd valor commenfuravel de x, fe nad for
divifor exato do ultimo termo. Poderiamos pois
tomar fuccellivamente todos os divifores do ultimo
termo , e fubftituillos em 4 e em — na equagad
¢m lugar de x , pois que as raizes igualmente po-
dFm fer pofitivas e negativas : o divifor que redu-
zille a €quacad a nada , feria o valor de x.

Porém , para na6 tentar tantas divifoes , vamos

ztﬂ?sr[?u??a&:t' pelo qual fe diftinguem os divifores

o ath;frl“ttﬂlﬂ. cnﬁrla:ndu primeiramente o mo-
ar.todos os divifores de hum numero.

219 Divida-fe fucceffivamente o numero propol-
pelos numeros primos , por que for divifivel,

co-

to
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come¢ando pelos mais fimples , e continuando 2
dividir em quanto puder fer. Efcrevag-fe a parte,
e em linha todos eltes numeros primos, repe-
tidos tantas vezes quantas fervirad de divifores; ¢
multipliquem-fe depeis dous a dous, tres a tres,
quatro a quatro, &c.: eiles productos, os nume-
ros primos que [e acharad , e a unmidade forma-
rad todos os divifores procurados.

Proponha-fe , por exemplo , achar todos os di-
vifores de 6o.

Divido 60 por 2, tenho 303 30 por 2, tenho
15; 15 por 3, tenho 5 ; 5 por 5, tenho 1. Al-
fim os divifores primos fab

2) 2, 3 &
Multiplicandeo-0s 2 a 2, tenho 4, 6, 10, 0, 10,15
Multiplicando-os 3 a 3, tenho 12,20, 30, 30.
Multiplicando-os 4 a 4, tenho 6o. _
Logo , todos os divifores de 60 , entrando a uni-
dade que he divilor de todo o numero, fad

i 20 sy, Gy B0 X250 155 o w30, 0.

220 lfto polto, para termos os divifores com-
menfuraveis de huma equacad ( havendo-os ), Pof
exemplo , da geral do quarto grio

vt grdn =0,

fupponhamos hum delles ignal a x -+ a: a equagad
propoita pode ental confiderar-fe ( 18{} como pro-

duzida pela multiplicacad de x -+ a por hum factordo

2° grao,como x8 - kx* 4 mx 4 . Moultiplicand

pois , teremos

¥t k3w g tan= o
4 ax® 4 akx® L amx

a qual, devendo fer igual & propofta, da

1 =
E+a=p ...m+a&:g...n+ﬂm="".;'
a




Logo para [aber fe hum divifor @ do ultime
termo he admiflivel , divida-fe o ultimo termo da
equacad por elle divifor ; tire-fe o quociente do
coefliciente de x , e divida-fe o reflto pelo mefmo
divifor ; tire-fe efte fegundo quociente do coeffi-
ciente de x?, e divida-fe tambem o refto pelo
melmo divifor ; e continue-fe allim , até que [e
chegue ao coefficiente do fegundo termo da equa-
€30, o qual deve dar 1 por quociente: Se o divi-
for fatishzer a todas eftas divisdes , poderd fegu-
Tamente tomar-fe por @ ; mas para fe conhecer a
inutilidade do numero , bafta que huma das divi-
s0es nad fe polla fazer exa@amente.

ERta claro , que a unidade deve tambem en-
trar nefte exame , tanto em -+, como em — ;

porém he mais commodo fubftituir 4+ 1 ¢ —
N1 equacad em lugar de x : fe de nenhuma deftas
fubflituicbes refultar o » nad pode fera=—1, nem

= = 1.

Exemplo I, . Pergunta-fe  fe a equagas
¥ — ox' 4 23x2 — 20x ~+ 15 — o {fem al-
gum divifor commenfuravel,

Tendo achado os divifores do ultimo termo
15, elcrevo-os por ordem de grandeza, toman-

d -0 em T eem'— . como aqui fe vé na pri-
meira linha dos numeros.
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£ —g-\'! + 235 —aox + 15==0

Divifores 3¢ 154 « 1 15, * 55 T 3o =— 3, — 51—
o B e S TS, I SR L el
—21,—33) = 2§; — 1§y — 17, — 1}

¥ -5

+ 18

- 6

- 3

: pallel |

Divido o ultimo termo 4 15 por cada hum
dos numeros da primeira linha , € efcrevo 0s quo-
cientes em fegunda linha.

Tiro cada termo da fegunda linha do coeffi-
clente — 20 de %, € com os reftos férmo terceir
linha,

Divido cada termo defta pelo corre[pondente
da primeira linha, e vou efcrevendo o0s quocientes
exados, que fe forem achando. Como nefte exem=
plo ha fémente hum , + 5, 2 equacad nab pooe
ter mais que hum divifor commenfuravel. Porem
ou fe ache hum (6 divifor exa&o , ou fe achem
muitos , continue-fe por efta maneira. 2

Tiro cada quociente do coefficiente 23 de 2%
e efcrevo os reftos em quinta linha; aqui he -+ 18.

Divido , como precedentemente, cada refto pelo
termo corre(pondente da primeira linha , e efcrevo
os guocientes por baixo ; aqui he — 6.

Tirando eltes do cocfliciente — g de x* , for-
mo nova linha com os reftos ; -aqui he — 3-

Finalmente , divido eftes reftos pelo term@
correlpondente da primeira linha, No exemplo
achamos -} 1 ; donde conclvo, que 0 termo cor-
refpondente — 3 da primeira linha he a, € qU'°
x—3 divide a equacad: logo x=73 he o “élm
commenfuravel de ¥ na equagad propofta.  >¢
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Se quizermos ter 20 mefmo tempo o quocien-
te da equacad , na colunna que houver fatisfeito,
tomaremos os numeros que fe acharem nas linhas
de numero par , contando defde a primeira ; efles
formarid o ultimo termo , e os coeflicientes fuc-
cellivos de x , x*, xf, &c. no fegundo fator da
equacad, Applicando ao noflo exemplo, temos — 5,
-} g 691 ~+ 1t ; logo concluimos , que o fe-
gundo fator he 1x} —6x* 4 5x— 5, de manei-
Ta que a equagad propofta he igual ao produlto
de x — 3 por &' — 642 -+ 5x — 3.

~ Exemplo II. Achar os divifores commenfura=
veis de ., L% 425 — 1+ 14 =0
D'J'u':l.fl:ll'f.il.‘ll:];.l'. ot.n T Ik $ F,«{- 2y — 2, — Ty—14
+ I+T 2, % 7Ty — Fy3=— By =— [ °*
—34,=—35:—40, — 26, — 31, —32
— 5, =120, t 13
T. 7y +22,— 11
+ 1,1 11

Os divifores 7 e 2 {26 os unicos que [vllen-

tad a préva até a ultima linha ; mas o fegundo na6
fatisfaz , porque da 11 por ultimo quociente , de=
vendo dar 1 : logo o unico divifor commenfuravel
he x 4~ 7.
, 221 Efte methodo f= applica do mefmo modo
5 equaches litterais, Se ellas (ad bomogeneas , ifto
he, fe tem 0 mefmo numero de dimensd:s em ca-
da hum dos feus termos , efcreveremos na primei-
1a linha fSmente os divifores do ultimo termo que
forem de huma dimenfag. Nad fendo porém ho-
_l‘nug:nea.s. y devera fupprir-fe a homogeneidade ,
introduzindo huma letra , cujas potencias comple-
m o numero de dimensdes.

M 222
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222 Se o primeiro termo tiver coefficiente , 0
divifor , em lugar de fer implesmente x 4 a, {era
em geral mx - a, fendo m hum dos fadtores do
dito coefliciente. Querendo praticar nefte calo o
methodo precedente , para cada factor em lugar da
fegunda linha , quarta &c. , ufaremos dellas mul-
tiplicadas por m , e admittiremos tab {omente por
a os termos da primeira , a que correfponder na
ultima o fegundo faftor do primeiro termo da
equagad propofta : porém balla tomar cm - os #,
em que fe fizer a tentativa. Por outra parte elle
cafo pode reduzir-fe ao precedente, fazendo del-
apparecer o coefficiente ( 191 ).

223 Huma equacab pode nab ter divifor com-
menfuravel do primeiro grio , ¢ com tudo tello do
fegundo. Achad-fe eftes por hum methodo analogo
ao expofto , porém como os calculos fad compri-
dos, abbreviaremos defta maneira. O fa&tor tri-
nomio , reprefentado por x* 4 mx -+ » multipl-
que-{e por outro fadtor tal, que produza huma quan-
tidade do grao da equagad propolta , por cxem-
plo, por hum do terceiro , como x% ~- ax* e
-+ ¢, fea equagad propolta for do quinto ; € for-
mando tantas equacdes quantas fad as indetermis
nadas ¢, b,c,m, n, &c. climinaremos 4, by
m , e virdi huma equacad em n , de que fe bulca-
14 os divifores commenfuraveis : affim ficard de-
terminado o faftor x* + mx -+ n.

He manifelto o que devemos fazer , para achar
os factores commenfuraveis dos grios fuperiores-
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Da extraccat das raizes das quantidades parte
commenfuraveis , € parte incommenfuraveis.

224 .A S quantidades da forma 1:’{{1'+ v'D),
2 que nos conduz a refolugad de algumas equagdes
(173 ), podem muitas vezes reduzir-fe a outras
exprelsbes mais fimples , que conltem de quanti-
dades racionais , e fimples radicais quadrados ; ou
fomente de radicais quadrados ; ou deltes multi-
plicados , ou dividides por hum radical fimples do
melmo grao do radical fuperior. Comecemos pela
reduccad das quantidades da férma /(C 4 /D).

Seja /(C4 /D) = y/m 4 /n, fendo m ,
¢ n duas incognitas ; teremos €+ /D=m -}
24/ mn + n. Como podemos determinar huma das
lﬁcﬂgnltastnh condicad que quizermos , vilto ha-
ver tab fomente huma equacad , fupponhamos
2/mn = /D ; feri C=m ~+n, e conleguinte-

= |
mente 02 — D — m2 — opm -I— " = [m —n)?

Logo €2 — D deve fer hum quadrado perﬁ:iti';- ,
Para que m e n fejab commenfuraveis. As duzs

'qj'-_'ﬂ*}ﬁ-ﬂ-“- (m—n)P2=C—D, e m-+tn—=C
WA= Ct T/ — D)y en=5C—
:V(C*—D); logo /(CH+ /D)= . . .
VIC+4y/(C:—D) )4 v/ [3C—3y/(C? — D)].
o f;i%"{‘lplﬂ I. Pede-fe a raiz quadrada de

Temos aqui C=1, D=48, eC*—D
—1 » que he hum quadrado perfeito ; logo a ex-
prelfad péde fimplificar-fe. Fazendo pois as fubfti-

Ma tui=
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tuicbes na formula achada , teremos /(7 -+ /48)

=vE++vE— =2+ v3
Se nos deffem /(11 - 64/2) , reduziriamos
(112) elta expreflad a /(11 4 4/72), e acharn-
mos do mefmeo modo , que a fua raiz he 34 /2.
Exemplo II. Pede-fe o valor de . . . »

Vl4ac 2 (atc) (@ — ) y/—1].

Reduzindo efta expreflaé a /[4ac -} /(—4
(a4¢)* (a—c)? )], temos C= 4ac , D — — 4a*
-+ 84%2 —4¢4 , e confleguintemente /(C* — D)
=—2(a* 4+ ¢2) ; logo o valor pedido ferd
V(0 et o el T a i ¢ 4 (=)
+/— 1, como {uppuzemos (203). Aflim a mefma

formula ferve para extrahir a raiz quadrada das
quantidades parte racionais , e parte imaginarias.

Se em lugar de /(C+4 /D) tivellemos
V/(C — /D), a formula feria /[ 1C +
} y/(C:— D)l — y[1C—(C* — D)l

Pelo mefmo methodo fe achara , que em ge-
ral a quantidade imaginaria monomia 44/ — I »
fendo 4 huma quantidade real , tem a raiz bi-

nomia (1 + 4/ —1)¢/+d. Por exemplo
Vay —1=1-+Fy/—1.

225. Vejamos agora as quantidades da forma

&{CJI" VD). Se C 4 /D tem raiz cubica

exafla, devera efta fer huma quantidade da forma

m -,3,-‘1- - J/iu v/n; porque fe na raiz entraffem
dous radicais quadrados , no cubo tambem entra”

riab dous , como fe pode vér , elevando /¢ -+ /b

ao cubo. Ifto pofto, fupponhamos -f:v"[ﬂ' - v D)
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—mJYk+ VE.yn; teremos C 4+ D
—mi k4 qmin 4 (3 m2k4-kn) /n, e igua-

lando a parte racional & parte racional , e a irra-
cional 4 irracional , deduziremos /D = (3m* &
~+kn)yn, e C=m k4t 3mkn, donde vem
(GG —D)k = (mk—nk) , oum*—n—

V(G2 — D)
k

cional , ou para que C - /D tenha huma raiz
cubica , deve tomar-fe pela quantidade arbitra-
ria & hum numero tal , que faca (C:2— D)k
hum cubo perfeito. Supponhamos por abbreviar

Vk(C*— D)
k
o n = m?* — p; e fubftituindo efte valor na equa-
€10 C=m? k 4 qmkn , vira 4km? — 2pkm — C
=—o. Logo para que m, e n fejad racionais, o
valor de m , que fe deduzir defta equacad , deve fer
racional. Bufcaremos pois os feus divifores com-
menfuraveis (220) , que acharemos todas as vezes
que a quantidade propolta for fufceptivel de huma

raiz cubica da forma m %/‘1- e afe’ k. o/n. Asduas
outras raizes cubicas fe acharad , bufcando todas
4s raizes da equacad 4km’ — &c.

Exemplo 1, Pede-fe o valor de 1'1/{1‘3' + 14 4/2).

Temos nefte cafo ¢ =20, D= 192 ; logo

"— D=8, que he cubo perfeito, e por tanto

Poflo fazer k = 1. Serh pois p =12, ¢ a equacad
4hm’

. Logo para que m* — n feja ra-

=p teremos m*— ng = p,
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4km? —— 2pkm — € — o fe torna em 2m’ — 1m

— 10 =0, ou fazendo (191) m=-—;-,cm_~,-‘ --

6y — 40 — o. Efta equacad tem y — 4 por divi-
for commenluravel (220); ferd pois y=4.,m =2,

e conleguintemente n—2; logo {Ef”[z:} -+ 14 /2]
=24 V2

Exemplo 11. Pede-fe a raiz cubica de 52 +
30 /3.

Como temos € — 52, D =2700, fera(*
— D =— 4, que nad he cubo perfeito. Iagamos
pois k=2, ferh p=1, e 4km’ — 3pkm i
— o fe reduzirh a 8m’ — 6m —§52=0, ou fa-
zendo 2m =y, ay’ — 3y — §2=0, Cujo divifor
commenforavel y —4 di y—4 ,m=—2,n=121

e ultimamente 1,'}7{ 52+ 20 ¥3) =2 1:72 +
1%
V2.3

Do mefmo modo extrahiremos as raizes cubi-
cas das quantidades parte racionais , e parte 1ma
ginarias,

Donde vem , que nad obftante a férma imag'-
naria que tem as raizes do terceiro grao (198) no
cafo irreduzivel , com tudo quando x he numero
inteiro, com facilidade fe acha zxa&tamente 0 feu
valor : nad he neceffario mais do que tomar ©
dobro da parte real da raiz cubica de % ¢

y(19¢ +%~P']- Porque x , ou f:gi}.
Vi—i+ viie+52 13’[*-%?‘;*
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V(i + a:?—p’]] nad podera fer inteiro fe

— 1 4+ V(ig® -1 —;;-p{f] nad for hum cubo

perfeito , cuja raiz confle de huma parte real, que
reprefentaremos por 4 , e de outra imaginaria B.

Serd pois y/[— 4¢ + V(i - 52)]1 =
A + Bt e Eﬂnfcguintemente 13'/[—- g -

Vil ;Tp' )] =4 — B;logox=124.
Por exemplo , na equagad (198) . . . Xi — 0%

— o= o temos Y[ — dg-+ v/( 1¢* + = )]
— if{i+1/-+2]=+—l+ v —2 3 lo-

go ferd ¥ — — 2. Se achaffemos as outras duas
raizes cubicas de 5-+ 4/ —2, teriamos feme-

Ilhantemente as outras duas raizes da equagad,

Na extraccad das raizes mais elevadas difcor-
reremos do mefmo.modo , que havemos feito nos
dous cafos precedentes.

Do modo de acbar as raizes approximadas
das Equactes compoflas.

226 0 Methodo que vamos a expor , fup-
poe que fe conhece hum valor da incognita ap-
Proximado até a foa decima parte. Vejamos pois
como fe acha efte primeiro valor , tomando para
ﬂ{EI].'lPIIJ a ﬂqua[‘:aﬁ. £ L= 5-‘7"'.“ 6 —o.

Sub-




184 E.LEMENTOES

Subftitvad-fe em lugar de x muitos numeras,
tanto poflitivos , como negativos , até que duas
fubltituicoes confecutivas dem dous refuliados de
finais contrarios. Se os dous numeros que fatisfi-
zerem  a elta condicad , tiverem entre fi de diffe-
renca a decima parte de hum delles , ou menos,
qualquer dos dous , ou hum meio entre elles , feri
o valor approximado que {¢ procura. Se a differen-
ca porém for maior, praticaremos da maneira fe-
guinte.

Subftituiremos na equacad x¥ — sx -} 6 —0
0s numeros 0,1 ,2, 3, 4, &c. ; porém reparan-
do que tados elles dad refultados pofitivos , e que
ifto continuaria aflim até o infinito , paffaremos 3
bttittir —=1 ,"— 25 "— 3, &C. , O que nos da
os refultados feguintes.

Subftituictes. Refultados.
P e R T
e L] Ll - L L] 10
secily 2ise . apy jaw 3

w03 ith 2N eol@mteair=rmb .

Concluiremos pois, que a raiz efti entre — 2
e — 3. Mas como a differenca entre eftes nume-
ros he 1, quantidade maior que a decima parte de
cada hum, tomaremos o meio — 2,5 entre ¢l
les , e {ubflituindo-o na equagad em ]'.'IEEII' de %,
acharemos -+ 2,875, ifto he, huma quantidade
politiva ; logo a raiz elta entre — 2,5, ¢ — 3 -

Towmaremos o meip — 2,7 entre — 2,5 1 ©
— 13 , defprezando o que palifar das decimas, e pé-

la fhhﬂltuigaﬁ teremos — 0,183 , ilta he , huma
quan-
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quantidade negativa. Logo o valor de ¥ efla entre
— 2,53 € =—2,7; ¢ como a differen¢a 0,2 en-
tre elles he meunor que a decima parte de cada
hum , tomando ¢ meio , ferd — 2,6 o valor de x
fem erro de huma decima.

Supponha-fe agora % ignal ao numero a2chado
mais huma nova incognita z , ilto he, no nollo
exemplo , ¥ = — 2,6 43, ¢ fubftitva-fe na
equacab , defprezando z?, 2} , &c. como quan-
tidades muito pequenas ; teremos (— 2,6 )}
| y w 4
+1(—2,6)%— 5 (—2,6) —524+6=—0,0u
X, 424
15,28
— 0,09, levando a divifab tad {émente: até o
primeiro algarifmo fignificativo. Em geral , pa-
ra-fe com a divifa0 em tendo tantos Algarifmos
fignificativos , entrando o primeiro que F:: acha ,
quantas fad as cafas que medeiad entre efte , e o
primeiro algarifmo do primeiro valor approxima-
do de x : no noffo exemplo entre g ( primeiro al-
gari{mo fignificativo do quocientz 0,09 ) € 2,
que he o primeiro algarifmo de 2,6 , primeiro
valor approximado de x , ha huma cafa unica, e
por ilfo para.fe na primeira letra fignificativa 9.

——

15,282 11,424 = o ;logo z = —

I.ugn X = _2,6 —_0,00 — — 2,69.
Se quizermos o valor de x mais approximado ,
fupporemos aftualmente ¥ — — 2,69 1, ¢

fubltituindo na equagad , acharemos — o, 015109
*E’-TGB3 t =— o, donde fe tira t — o0,002004,
€ confegnintemente x = =— 2,69 + 0,000904
= '_"" 2 |+ﬁlggﬂgﬁ'.
S¢e quizermos ainda maior exa&idab , faremos
¥ = — 2,689096 -}- v, e continvaremos o cal-
culo do melmo modo. To
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Tomemos por fegundo exemplo a equacad
Xt — 4v7 —3x 4 27 =0,

O valor de » appmximadn até as decimas he
2,3. Faremos pois ¥ = 2,3 -} z, ¢ acharemos z=

0,583 __ 0,03, parando nas centcli-
17, 812

mas pela razad dada ; logo x = 2,27.

Para maior approximagad, faremos x = 2,27
~+ ¢, e [ubftituindo acharemos 1 = — o, 0025}
logo x = 2, 2675.

Reflextes fobre o methodo precedente.

227 N O methodo de Newton , que aca-
bamos de expor , fuppuzemos, que a raiz de hums
equagab fe acha entre aquelles numeros , que
fendo nella fubftituidos dad dous refultados de fi-
nal contrario. Ifto he facil de demonftrar. Por-
que , reprelentando o menor valor de x pora, €90
proximamente maior por 4, de maneira que ¥ —&
¢ ¥ — & {ejad dous fadtores da equacad , he claro,
que fe em lugar de % fubltituirmos hum numer®
pofitivo menor que @ , ¥ — a fe tornard negativo;
¢ fe fubltituirmos outro tambem pofitivo , m#
maior que @, e menor que b, x — a fe tornard
pofitivo , e o produ&o dos outros factores tera ©
mefmo final , que tinha no primeiro cafo: logo
como o fator x — a he o unico que muda de fi-
nal , tambem o produto total mudara, O melmO
fe demonftraria , fe 0 menor fa&or em lugar de
x —a folle x4 a; mas deve entad fazer-fe '_'b'
ftituicad de numeros negativos. Po-
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Péde porém fer, que fe {ubftituad por x todos
os valores reais , tanto pofitivos , como negativos ,
comprehendidos entre o € o ultimo termo , €
nem por iffo venhad dous refultados de [inal con-
trario. Acontece ifto em tres cafos : 1° Quando
as raizes {0 iguais duas a duas , quatro a qua-
tro , &c. ’

29 Quando todas as raizes {a6 imaginarias.

29 Quando fad parte imaginarias , parte iguais
duas a duas.

Por exemplo : a equacab formada pelos qua-
tro fallores x — a4 , x —a,x—b,x — b, ilto
he , a equacad (x — 2 ) (x — b )* — © nad mu-
da nunca de final , feja qual for o numero pofiti-
vo , ou negativo , que fe fubftitua em lugar de X ;
porque ou x — a feja pofitivo, ou negativo , 0
feu quadrado fempre he pofitivo. O melmo acon-
tece a ¥ — B,

Quando as raizes fab imaginarias , 0s (inais
tambem nad podem mudar ; porque le mudafiem ,
o valor de x eltaria entre os dous numeros 1eais ,
que deffem os dous refeltados de final contrario, e
por tanto nad feriad imaginarios.

Finalmente o terceiro cafo fegue-fe dos dous
que havemos examinado,

Vejamos como entad fe pédem achar as rai-
Zes,

Do modo de achar as raizes iguais das Equagies.

228 M Ultiplique-fe cada termo da eguagai
pele expoente que a incognita tiver no mefmo termo

¢ diminuindo effe expoente de huma unidade , [¢ for-
ma=
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mard buma nova equagas 5 o maior divifor commun
entre ella ¢ a propofia fe compara das rarzes iguais,
mas elevadas a buma potencia diminuida de buma
unrdade.,

Exemplo, Pedem-fe as raizes iguais da eque-
cab formada pelo produfto de (x — a ) po
(x —& )2, ilto he , da equagad

x4 — 2ax’ 4 a*® —a2a%bx 4 4?2 =0
— 2057 - 4abx® — 2ab%x
+ é‘lxl
Multiplicando cada termo pelo expoente de ¥,

e diminuindo o feu expoente de humwa unidade,
Leremos

4% — bax® + 2a4%% — 2a%h — o
— 60x* 4 8abx — 2al®
-+ 20%

cujo divifor commum com a propofta he x* — @
— X+ ab—=(x—a)(x—1b), oqual tem o3
mefmos factores que (x — g )2 ( x—4)2, mas
diminuidos de huma unidade, Eis-aqui a demon-
ftracad da regra.

Como ( 149) temos

(x4-0)" ="+ mx"=1p L m.

+m.i"‘:. ""‘—; x" 35 - &e.

fe multiplicarmos cada termo do fegundo mem-
bro pelo expoents de ¥, e diminuirmos efte eX-
pocote de huma unidade , acharemos

"
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m(x"t 4+ (m—1) 2™ 4+ (m—1) m:2
m—3 1 P ) Wi P oo W S0V Y ;
X + (m—1) — . X -{—&c)

=m(x45)"".

Logo, quando affim fe multiplicad os termos de
que {e compde a potencia m do binomio x4 4,
cada hum pelo expoente do feu x , o produ&o he a
Potencia immediatamente inferior , multiplicada
pelo expoente da potencia aGual. Efta pois demon-

flrada a regra no calo de ferem todas as raizes
1guais,

. Seas raizes porém nad forem todas iguais ,
l“f-’* he , {e tivermos (x46)"(x 4 4 ), multi-
p!lcartmus primeiramente os binomios defenvol-
vidos hum pelo outro , e depois cada termo do
produéto pelo expoente do feu x ; o reflultado fera

m( b=t (x4-dpp 4 n (x + B (x )1,
cujo divifor commum com (x + &) (x 4 d)* he
(¥-d)m—1 (x L d)i—1 ; e aflim por diante , qual-

quer que feja o num dos fat b
I-—i-ﬂ',ﬁ.:c“i ero dos faftores x -4 ,

Do modo de achar as raizes imaginarias

das Equagies.

n:-::"EF”::A indz_que as rai?es imaginarias fejad
e F::la els c_dli’ﬁ‘:r:ntes formas , cnnfurm_c o
o _,sf‘f_‘]“m;ﬂi‘ﬂ » com tudo podemos reduzillas

diloma ¥y —ad-by/—1, fendo a ¢ &
quan-

22
fufl
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quantidades reais, pofitivas, ou negativas, Veja-fe
a demonitragad nas Mem. da Acad. de Beriin,
ann. 1746, onde Mr, d’Alembert moftra, que
podendo fempre hum dos valores de x reprelen-
tar-fe por a -+ by/— 1, haverd outro da forma
a — by/— 1. Donde fe fegue :

1 O numero das raizes imaginarias he fem-
pre par. _

2° As equagbes de graos pares fab as unicas,
que pddem ter todas as fuas raizes imaginarias.

20 As raizes imaginarias, que di a refolu-
cat de huma equacad , tem duas a duas a melma
quantidade debaixo do radical.

4 Toda a equacad de grio par, cujo ultimo
termo he negativo , tem 2o menos duas raizcs
reais.

5> Huma equacad , que tem todas as raizes
imaginarias , pode refolver-fe em faltores do fe-
gundo grio da forma (x —a — by/—1) (x —38
- by/— 1), illo he , em factores reais do legun-
do grio a2 — 2ax - aa + bb.

Logo refolvendo huma equacad, que tiver to-
das as raizes imaginarias , em factores do [egun-
do grao (223) daformax®* 4+ gx 4, a ﬂqlli‘}ﬂﬁ'
em b terd feguramente algumas raizes reais, ©
confeguintemente poderemos achallas ao men®
por approximagad. Concluamos pois , que feja
qual for a equagad , poderemos fempre achar as
{uas raizes ou reais, Ou imaginarias , 20 men®
por approximagad.

i ﬁF-.- e
k) - [ I;"'

SEC-
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SECCAOQ IL

Da arrrLicAgADd DA ALGEBRA A’ ARITHME-
TicA E GEOMETRIA,

230 T Ewmos vifto nas applicagtes da Seccad
precedente, que a refolucad de hum problema ,
depois de formada a fua equacad , fe reduz a del-
embaragar a incognita , ou incognitas ; € que as
regras porque ifto fe executa , ainda que fejad
muito differentes as queltbes , e as quantidades
que nellas (e confiderad , a6 as melmas para to-
dos os problemas do mefmo grio.

M:}ﬁrimus em alguns exemplos , que eltas re-
gras difpenfad de multiplicidade de raciocinios,
que neceflariamente e deviad fazer , fenad recor-

reffemos 4s cquacdes , ¢ que independentemente
do _ﬁm numero, muitas vezes pela fua natureza fe-
Tad fuperiores 4s forcas ordinarias da razad. Vi-
Mos tambem , quanto era vantajofo reprelentar por
finais gerais as quantidades que eatrad nos pro-
blemas » € as operacdes que fubre ellas {e prati-

Ca0. Além deftas vantagens a Analyfe tem muitas

Outras de que vamos a tra@ar, confiderando as
CQuacdes em hum ponto de vifta mais extenlo do
qQue temos fejro até aqui.
= !‘.E €quacdes que exprimem de hum modo ge-
Cun:g. :;IS as cundlgues* de qualquer prublEEI'IH , 120
o mllll_rtrnsf tﬂ.v_m_ms livros , em que fe pédem ler
Rk ta facilidade as differentes relagbes, que
mas quantidades com as outras. A razad
aban-
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abandona o problema , e occupa-fe unicamente
com as equagdes , para applicar-lhes as regras que
enfinimos , e dar-lhes novas férmas, que melhor
deixad perceber as relagbes. Em huma palavna,
fab as equaches o depolito das propriedades das
guantidades que nellas entrad, e das refolugies
gerais de hum grande numero de problemas , que
nab lembravad , nem fe fufpeitava que dependel-
fem do problema principal.

Com effeito , como o fim das regras porque
fe achad os valores das incognitas , he reduzir a5
equaches a terem por primeiro membro cada hu-
ma das incognitas , e por fegundo todas as outras
quantidades ; e como eltas regras fad applicaveis 2
qualquer das quantidades que entrad nas equag0es.
elth claro , que podemos fempre chegar a ter qual-
quer dellas no primeiro membro , e todas as ou-
tras no fegundo. Enta6 eftamos reduzidos ao calo,
em que houveflomos de refolver o problema, no
qual fe delflem eftas ultimas , e aquella foment®
foffe a incognita. Logo huma equacad refolve
tantos problemas differentes , quantas fad as quan~
tidades que nelle entrad, Moftremaos ifto 'em al-
guns exemplos.

Propriedades gerais das Progrefstes
Arithmeticas.

231 S Eja o valor numerico do primeiro t"-‘:
mo de huma progreffab arithmetica=—a, 9

ultimo =« , a differenca commua , ou 2 razad
— d , o nuinero total dos termos = n ; o nume

ro dos termos que precedem o termo u ferd n‘l-':_"
o5
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logo ( Arith, 206 ) ... y—a 4 (n—=1)d. Ef-

ta equagad refolve o problema, em que {endo da-
da a razad de huma progreffad , com o numero dos
termos , e o valor do primeiro, fe procura qual
deve fer o ultimo termo. Mas como contém qua-
tro quantidades, refolve quatro problemas gerais,
Porque, :

1° Conliderando @ como incognita , temos
=4 —(n—1)d, a qual enfina, que o pri-
meiro termo de huma progreffad arithmetica cref-
cente fe acha, tirando do ultimo termo a razad
tomada tantas vezes menos huma, quantos {26 os
termos todos, ]

2° Confliderando n como incognita , temos

ek B : & 4+1,a qual moftra , que para achar

0 numero dos termos., dividiremos a differenca
€ntre o primeiro e o ultimo pela razad, e ajun=
taremos huma wnidade ao quociente. Por exem-
plo, feo primeiro termo for 5, oultimo 37, e
@ razad 2 , conftari a progreffad de 17 termos., Se

O quociente naé for numero inteiro , a queftad ferk
abfurda,

3° Confliderando 4 como incognita , temos
o i
— a2 9qual enfina, que para achar a

TaZad , tiraremos o primeiro termo do ultimo , e

dividiremos o refto pelo numero dos termos me-

nos hum ; o que concorda com a regra que demos

( Arith, 00 Frarsi i

2 Aﬂ?macqua;aﬁu=ﬂ—|— (n—1)d déare.
olugad de quatro problemas gerais , que e com=
Prehendem pefle Das guatra coufus , o primeir p

N ler=
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terme , o ultimo , o numers dos termos , € a razoo dt

buma progreflai arithmetica , fende dadas tres, achar
a quarida. .

232 Toda a progreflad arithmetica pode repre
fentar-fe por taetid.axsd atydaryd b
que fendo iguﬂ a~atuydiatzd.atad.at d.a

2 foma s dos termos de huma fera igual 4 ametade &
foma de ambas juntas. Mas a foma de dous term®
correlpondentes nas duas progrefsdes deve fempre
fer a mefma , e igual & do prineiro e ultimo de hu-
ma dellas reunidos; logo a totalidade das duas fe
achara fomando os extremos de huma , e multipli-
cando o refultado pelo numero dos termos. Log°
para acharmos a foma de todos o5 termos de huma
progreflad arithmetica , multiplicarems a foma 82
extremos pela ametade do numers dos termes. Por ex-
emplo , a foma dos cem primeiros termos da gl'ﬂ"
greffad dos numeros impares =—=1.3-5 7 o

100
cujo centefimo termo ==199, he (199 +1)75
= 10000,

A traduccad algebrica defta propriedade, conler-
vando as denominacOes precedentes , da a equacd?

5= a + u) -E , a qual refolve efte problema £

ral’, que comprehende quatro : Das quatro coufss
primeira termo , ultima y a fama , e numero dos terms
de huma pragrqﬁ;:rﬁ arithmetica , ﬁﬂfﬂ dadas 11%%7
achar a quaria, <t oy

Porque 1° conhecendoa,# , en, 2 tqﬂﬁ'?’f'
di o 'valor de 5. 2¢ Conhecendo @, u, € 5y t:ﬂm:‘

ER ¥ &
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25 ‘
m=—r—" 3° ¢ 4° Conhecendoa, s, €n, ou
a-u
25 25
lhr,f:n,tcrcmusu=;——a,uua=;—u.

233 Os oito problemas gerais que acabamos de
refolver por meio das duas equagdes , em que fe
traduzirad duas propriedades das progrefsbes , mof-
trab como a Algebra enfina a deduzir de hum prin-
cipio todas as verdades que delle dependem. Nad
obftante a pouca utilidade de algumas , continuare-
mos a traétar dellas, pois que pela fua fimplicida-
de {ad muito proprias para fervirem de exemplo do
ulo das equacdes.

Até aqui havemos confiderado {omente huma
equacad de huma vez. Porém fe duas, ou mais
equacbes contiverem algumas quantidades com-
muas , poderemos com fumma facilidade derivar
maior numerg de propriedades. Por exemplo, as
duas equacles fundamentais das progrelsdes ari-
th 1 e S — E

meticas 4 =g 4 (n —1)d , e s = (a - u) =
tem tres quantidades commuas a , % , ¢ n. Tome-
mos fuccellivamente em cada huma o valor de qual-
quer das tres quantidades, ¢ igualando os dous valo-
Tes, teremos novas equagbes , as quais exprimirad
a relacad, que tem entre fi as outras quatro quan-
tidades independentemente da eliminada. Aflim,
confliderando 4 como incognita , teremos . . .
2nt —n (n—1) d

pice 9 y 4 qual refolve quatn} pro-

blemas, Se¢ eliminarmos ou # , ou m, teremos ou

N 2 5
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dn? d :
-'-'-'—'—-ﬂ?!+—§—' — —E,ﬂu:_——.ﬂ_lnﬂ

das quais nos ferviremos para refolver oito proble-
mas, conforme forem conhecidas tais, ou tais
quantidades.

Concluamos pois , que as duas equages funda-
mentais contem a refolugad de vinte problemas,
que fe podem propdr fobre as progrefsocs arithme-
ticas , ou enfinad a achar qualquer das cinco quan-
tidades a , u, # yd , s, huma vez que ejad dadas
tres. Para fazermos algumas applicagdes ,

234 Supponhamos que fe pergunta , quantas ba-
las inclue a bafe de hum monte triangular , a qual
tem n balas por lado.

He claro que cada fileira parallela a qualquer
dos lados tem huma bala de menos que a preceden-
te , € que 0 NUMEro das fileiras he igual a n. Re-
duz-fe pois o problema a achar a foma dos termos
de huma progreflad arithmetica , cujo primeiro ter-
mo==1, 0 ultimo = n , e o numero dos termos

M‘; formula dos
2z

= n. Logo a foma fera

numeros triangulares, qiie fempre dara hum numere
inteiro , quer n [eja par, quer impar, Se o lado A
(Fig. 2) conitar de 6 balas , a bafe ABC tera 21
275 O mefmo principio pode fervir para achar
a fuperficie de qualquer frapezio , ou de hum tri
anfzuln, Com effeito, imaginandu a altura .dll'l'
dida em huma infinidade de part:siguais por Jinhas
’yeftas parallelas a bafe , ter=fe-ha o trapezio 108
ABDC ( Fig. 3) dividido em infinitos trapezios

beib | edki infinitamente pequenos. E como s
c
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elles tem a melma altura, tirando ce e &f parallelas a
bk, a differenca entre qualquer delles e o {eu vezinho
fera huma mefma quantidade cefg. Logo para achar-
mos a {ua totalidade , (232) multiplicaremos a foma
dos extremos pela ametade do numero dos termos.
Porém fendo os trapezios infinitamente pequenos,
pode cada hum fuppor-fe igual 4 fua bafe multiplica-
da pela fua altura. Logo fera a fuperficie do trapezio

CD 4 AB
={CD.&+AB.IJJE=( +28) b =
(CD j AH) IH —2a femifoma dos lados paral-

lelos multiplicada pela altura. Donde fe fegue, que
fe AB for nada, ou fe o trapezio fe converter em
triangulo, multiplicaremos a bafe pela ametade da
altura ; o que tndo concorda com o que fe demonf-
tra na Geometria.

.

Da foma das potencias dos termos de qualquer
Progreffas Aritbmelica.

236 A Soma de muitas quantidades que crel-
cem , ou diminuem por huma lei, determina-fe pelo
conhecimento de algumas dellas , do feu numero , e
da lei do augmento, ou diminui¢ad que obfervad.

Sejadba, b, ¢, d, &c. mnitos numeros em
progreflaé arithmetica, cuja differenca feja r. Te-

e i) e oy dem e

iﬁ
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2° Quadrando , teremos

b* —at + 2ar 4 r2
¢ = b 4 2br + r®
d* =2 4 20r 12
2 = d* - 2dr 4 r?

3° Elevando ao cubo , teremos

B —=a' 4+ 3a%r 4 zar? 4 r?
o = B A b Jegbr 4t
d' =) 4 3c*r L 3ert - 17
¢ =dl 4 3dr 4 3dr2 41}

Se fomarmos as equacdes dos quadrados , achs-
remos ¢ = a* + 2r (a+ b+ ¢ +d) & 47
Logo em geral , fe o numero das quantidades

a, b, ¢, d, &c. fe reprefentar pora, a ultimd

or ¥, ¢ a foma por s/, teremos u? —4*
2r (s'— u) 4 (n— 1) r2, donde vem a foma de
todos os termos de huma progreflad arithmeticd

pabim = H g
ar

Do mefmo modo a foma dos cubos dar
f=o Lyt Bt et s) £
(a4 +c+d )+ 4r', e em geral, fendos”

a foma dos quadrados , u! —a’ 4 gr (1=
+ 302 (1) (n—1) £ = 0 37 (1= W)
L At

2
Lo-
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Logo fera a foma dos quadrados ,ou . . .

Fop 2’ —2a 4 3ru* 4-3ra® 4 (n—1) r
3 br

Semelhantemente acharemos a foma das po-
tencias mais elevadas,

237 Se a progreflad for a {erie dos numeros na-
turais1,2,3,&C. feraga=1, r=1, u=a
4+ (n—1)r=n, e confeguintemente s =

w tpttn  a.(nt1) (2n41)
A 6

Supponhamos que fe pertende faber quantas ba-
las inclue hum monte dellas quadrado , fendo co-
nhecido o numero que tem hum lado da bafe. Como
todas as camadas parallelas 4 bafe fa6 quadrados que
vad diminuindo de huma bala por lado defde a bafe,
efta claro que a totalidade fers a foma dos quadra-
dos da ferie natural dos numeros, continuados até o
numero # das balas do lado da bafe, e confeguin-

(n+1) (20 4+ 1)
5 .

Praticaremos pois conforme efta regra . . . Ao nu-
mero das balas de hum lgds da bafe , e ao feu dobro
ajunte-fe a unidade ; multipligue.fe huma [oma pela
outra, ¢ o produéls pels mefms numers de balas do la-
do da bafe 5 ¢ tome- [z a [exta parte defle ultimo produ-
éh. Por exemplo, fe'o monte quadrangular tiver
na bale 6 l_}:das por lado , a efte numero e ao feu

obro 12 djuntaremos 1 , do que refultara 7»C13,
o produ®o g1 multiplicado por 6 dard 546, cu-

Ja fexta parte 91 ferd o numero de balas do mon-
te propollo. :

temcnte tera por exprellad i

Se
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Se o monte (Fig.4.) tiver por bafe hum paralle-
logrammo DFGI, imagine-fe dividido em hum
monte quadrando DEATH que ja fe fabe fomar,¢
em hum prifma CBFEHG, cuja totalidade le acha-
ra ., multiplicando o numero das balas do triangula
FBG (234) pelo nomero das balas de BC , ou de
AB — 1. Aflim , fe AB tiver m balas, o monte terd

n (n - IJ{,{M+ 1) g (n 4 1.]2 (m—1)

=N .

= (m4-n—1)y,
R

238 Suppondo que o numero dos termos he in-

"{”+'Lf1“+ l}ﬁ: by

finito , a formula s =

a :”=f-3f- =n?, —; ; porque fuppbr a infinito,
he fuppdr que # nad pdde fer angmentado por
quantidade alguma finita ; hypothefe que fe ex-
prime no noflo calculo, defprezando 1 em compa-
ragab de ne de 2n. Ifto polto, imagine-fe huma py-
ramide compofta de feccGes parallelas 4 bafe, ea al-
tura ST ( Fig. 5 ) dividida em huma infinidade de
partes iguais. Como conlta da Geometria, que todas
as feccOes faB proporcionais aos quadrados das {uas
diftancias refpedtivas 5¢ ao vertice S , eftas formarad
a progreffad natural , e as fecgbes a dos feus qua®

drados. Logo, pela formula sV = u’-;- » pard

achar a foma das [eccdes , ifto he, a folidez da py-

ramide, deve multiplicar-fe o ultime quadrﬂ_ﬂ'{;r
i
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ito he , a bafe, pela terga parte da altura, como
fe demonitra na Geometria,

239 Em geral: Por quanto temos , , . .

'"=dm'|'ﬂﬂr“-—ll"‘!'ﬂl.'m;;' -Iiw”_zr= 'I'n.izj—[.-—ﬂ:.l d'”-_jrj ¥ Ee,
3

Fad Pt S R et e T i S e B LT B RS
2 o | 3
Pt ¥ ol W g (P GO i B +H.!'I"_:_1 el Lol LU0
3
—_— e L —— - B
Py ™ ’r+u.’f——-a"—‘r’+m.1;—'," 2 N=3.5 4 8
3

fe ajuntarmos eftas quantidades , e reprefentarmos
por st™—"t , gi—2, gm—i  &c., afoma das potencias
Mm—1, m—2, m—3, &c. de todos os termos, e
por u o ultimo, acharemos u™ — a" 4+ . .

thr (sym—1 um;:} i F Vol i

+ &c. da qual fe deduzem formulas da foma de
todas as potencias de huma progreflad , pondo fuc-
ceflivamente m— 1t , m—12 , m==17, &c. ¢ ad-

vertindo que em ]ugar de 519 — u° pﬁdc tomar-le
ﬂl_li 5

240 Agora he facil de achar a foma de muitas
outras ef]

pecies de progefsées. Por exemplo , os
termos da prngral'[‘a[:+3 .7+ 1L.15. 19 &c. fo-
mados fucceflivamente formab a ferie 32 IO,
tﬂa';::'l 3ﬁd. 53, &e. a qual fe péde fomar. Ajun-
h“1m2 &;u t':llgfn;_n modo os termos defta, Eremn‘i

atrlEE.I v34, 70, 125, &XC. que
tambem he fomavel , cgmg iguja’fmentns a qnfq fe

férma pela addicad dos termos da ultima, e affim
Por diante até o infinito,

I rﬂ {Ir"ﬂ'v—i szl Eu.r-—-—i }

Cum
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Com effeito, fendo (233 ) afoma dos ter-

mos de huma progreflab arithmetica s —an +

r r 40,
— n? — —npn, ¢exprimindo s hum termo qual-
2

2
quer da primeira ferie , reduz-fe a queftad a fo-
mar a ferie das quantidades que refultariaé da

cxpreflad an —[——: nt — —;- n, fe fubftituilfemos

fucceflivamente por n todos os termos da pro-
grefad natural 1, 2, 3, &c. K comoaer, fejan
qual for, fa6 fempre as mefmas, para achar 2
foma das quantidades reprefentadas por an, balta
multiplicar @ pela foma das quantidades reprefenta-
das por #, ifto he, pela foma da progreffad dos nu-
meros natarais; logo an ferd a foma das quantidades

.rl ]
PG A ) s . Do mefmo modo a foma das quan-

tidades — n:—: t%.ﬂ.f , ea das quantidades

2
3 y pant a4 n -
ne :E( g o ).Luguafﬂmad”

L r r L]
quantidades an - T - n, ifto he, a fomados

(23 )2
2

termos da primeira ferie fera a .

:<y*+1ﬂ’+ﬂ) o M: I
2 6

2 2

[

M

;_L,? r{”_””"""_-”, Somando

6
tambem as differentes partes defte refultado, P’:

-
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o que nad fe requer mais do que fomar as potens
cias da ferie natural dos numeros , acharemos a fo-
ma dos termos da fegunda ferie ; ¢ aflim até o in-
finito,

Quando a=—1, ¢ r—=—1, ilto he, quando a
progreilad primitiva he a ferie dos numeros natu-
rais , as feries cujos termos [e formad pela addi-
¢ad dos termos da precedente , chamad-fe numerss
figuradass : eltes {ad lriangulares ou da terceira
ordem , pyramidais ou da quarta ordem, confor-
me pertencem 32 primeira , ou 2 fegunda ferie &c.

Se fora—1, e fizermos rigual a1, 2, 3, &c.
reflultarad muitas progrefsies arithmeticas ; as fe-
ries que fe formad pela addicad dos termos con-
fecutivos de cada huma deffas progrefsées , cha-
mad-fe numeros polygomos , os quais ferad frian-
gulares , quadradss , pentagonss , hexagonss , &c.
conforme a differenga da progreffad for 1, 2,
3: 4, &c.

Pela ultima formula pode achar-fe o numero
de balas de hum monte triangular ; porque [uppon-

n 1 n “
ﬂl:hu:l, cEr—1, teremosn. +

—————

2
donde fe deduz huma regra muito {imples, Se for
ﬂladu 0 numero total m das balas , fera # a raiz cu-
bica do maior cubo que fe contiver em Gm,

Do mefmo modo acharemos a foma das feries
que {e formag ajuntando a ferie dos quadrados , a
dos cubos &c. , ‘e em geral daquellas feries , cujos
termos fe exprimem por quaisquer potencias per-

feitas de hum mefmo numero # , multiplicadas por
qualsqucr numeros.,

¥ ¥

Das
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Das propriedades , e ufo das Progrefsies

Geometricas.

241 SEiaﬁ a,b,c,d,, &c, os termos con-
fecutivos de huma progreffad geometrica creflcente,
cuja razab = ¢g. Como pela propriedade deftas pro-
grefsdes (Arith. 211) he b—=ag, ¢ =bg, d=1]»
t=dy, teremos b+ cf+d 4 e=(at+t+
¢ 4+ d) g, ou em geral, fendo s a foma de todos 0
termos , e u o ultimo , s—a = (s—u) ¢, a qual &

s= . Se a progreflad for defcendente, 4

reprefentara o ultimo termo, e # o primeiro.
Logo: A fema de todes os termos de buma pre
greflas  geometrica acha-fe , multiplicande o maiir
terno pela razai , tirande do produéle o menar , ¢ 6"
widinda o reflo pela razas diminuida de huma unidade.
Entendemos em geral pela palavra razas o numcr®
de vezes que cada termo da progrelfab contem ©
immediatamente menor , de maneira que o noffo
enunciado convem tanto s progrefsbes crefcentess
como as decrefcentes. _
Se a progreffab for decrefcente até o infinito,
o ultimo termo ferd infinitamente pequeno , € *

] u 1
formula fe tornara em s = s L . Logo nelte c2

ik
fo o produ@o da razad multiplicada pelo maiof
termo , fendo dividido pela razad diminuida
unidade , dara a foma dos termos da progre:
fad. Aliim a foma dos termos defta Prugrciﬁ?

I 1 1 1 2 ciin
S 1 — * — &¢. continuada atc
Hrlewy 4 8 16 _
ine
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infinito he R mer B geral , toda a progref-

fab geometrica decrefcente até o infinito da forma

e BT ——— &c. fendo s

T ad1 (w1 " (pd) ‘

hum numero qualquer , tem por valor a unidade.
Nab parecera extranha efta conclufad a

quem advertir , que tomando , por exemplo , os

%--:la linha AB (Fig. 6) que fupponho fer de 1 pé,

’ - A
depois Cd , ou ~ do refto CB , depois *3—~ do

refto dB, e aflim por diante até o infinito , como

= ] 2 L] 2’ L] 2 -
exprime a progreffad ==~ — . — [ — &c., 1lto

3. o 27
he, %i :-E & L :—:1— n’z‘éu &c., nad f[e
abforbe E’uaiﬁ :E[u: a ﬁnha %"!B.

242 Seja o primeiro termo de huma progrel-
fab geometrica — a, qualquer termo della = «,
a razab == ¢ , o numero dos termos =n , fera
(Arith. 213) #=ag"— . Efta equagad refolve elte
problema geral : Das quatro coufas, primeiro ter-
mo , ultimo , razad e numero dos termos de qual-
quer progrefiad geometrica , fendo dadas tres,
achar a quarta. Porqueda formula 4 =ag"—', a
qual di immediatamente o valor de w, le deduz

i n—1 i

a4 = = el = — , Note-fe que efta ul-
(]

tima concorda com a regra que demos na Arith-
mectica , para meter muitos meios proporcionais
entre duas quantidades a ¢ . Quanto an , a Algebra
nad da meios dire@os para o achar; mas facilmente [e
relolverd a equacad por meio dos logarithmos ,
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advertindo que fe / reprefentar as palavras ligaris
thmo de, fera ( Arith. 227 ) lab=la 4 Ib, ¢
( Arith. 229 ) la® = nla. Logo na equagad w =
ag"=" teremos Ju = la -+ (n—1 ) lg , donde vem

Para fazermos algumas applicacdes , fupponha-
mos que fe derab 6cooo libras a juro de g por 100
com a condicad de fe reputarem os interelles todos
os annos como hum capital que igualmente ven-
¢e juro : pergunta-fe quantos annos fad neceffarios
para que o capital chegue a 1oococo libras.

) I ;
Como o intereffe he — do cap:ml do anno
20

precedente, reprefentando pora, b, ¢, 41 &
os fundos fucceflivos de cada anno , tercmos

I 21 21
ﬂa—"— —g = —— == E.&,q‘.‘f: E-_ﬂ-.'.‘, =

20 20 20

ar
> d. Lugﬂ os fundos annuos formaé huma pro-
o

greflab geometrica, cujo primeiro termo 4=
6oooo, o ultimo w == 1000000, a razad 4 =

21 "
“, e procura-fe o tempo, ifto he, n—1. Nefte calo

20
Il 1e00000 — ] booo0 1,2218487
#_,—l'-"

e [21 — 20 : +I=ﬂ.ﬂzllﬁ*}3

< 1 pelas Taboas, ou n—1 = 57,7 proximamen=
te. Logo o capital 6oooo lib. chegard a fer de
1000000 lib. no fim de 57 anuos 8 mezes §,cO™

pouca differenca.

A equagad g :#17 2 fe refolye facilmente

T
'FIDI'
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por logarithmos ; porque (Arith. 230, €231) te-

remos lg = I“d:ﬂ Applicando ao cafo prece-
.
,221848
dente , acharemos lg = I—ﬂ;;—;‘?- =0,0211757»

logarithmo a que nas taboas correlponde o numero
1,0500 muito proximamente; donde concluiremos ,

L] I Ll
que o intereffe he o Proximamente.

Supponhamos por fegundo exemplo, que a
populacad n de huma provincia tem de augmento
fucceffivo todos os annos huma fua parte deligna-

1 Ly
da por —; pergunta-fe, em quantos annos vira

a popula¢ad a conftar de m pefloas.

Sendo ¥ o numero de annos que fe procura , e
difcorrendo como no exemplo antecedente, ve-fe
claramente que a ferie da populacad annua forma
huma progre(fas geometrica,, cujo primeiro termo

1t?

, € O NUMCTO

he n, oultimo m, a razab

. I P‘\ x
dos termos x -1 1; logo teremos » ——‘:d—') = My

: Im — In
. © por confeguinte x = -
(rtp)—Jp
5; for p =100 € m =10n, acharemos x ==
10
hor o - el e RS 231. Logo ainda
101 — /io0 43214

qu€ a populagad crefca em cada anno f6mente

huma fua centefima parte, paflados 231 annos cltara
2 vezes maior ; palfados 462 annos, fe fﬂrﬁ cem
Ve
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vezes madior ; ¢ mil vezes , paflados 693 annos

Com igual facilidade fe achara o augmento
annuo da populagad. Se em cada feculo, por ex-
emplo, o numeron de habitantes fe fizer o duplo ,

i 100 :
teremos \- ;'.—p) =— 2, e confeguintemente

1-4p I
i & == i—ﬂ—ﬂfz = 0,0030103 ; logo p=144

poximamente : bafta pois que a populagad crefca
1
em cada anno 4 [ua Tag Parte.

No cafo de n = 6 , como acontecen na propd-
gacad da Terra depois do Diluvio, para que no
fim de 200 anpos houvelle hum milhas de pefloas,

o 1 1 T 000000 .
d'-'.-"ql'lﬂ'. rﬂff +P=__=_-__- Jom—— =G.IDEEI|:'91I
200 6

. Ip tobigh3 g
dﬂndt rﬂ tira T —— i-u_-_u"ﬂﬂc.ﬂﬂ - P — 16 P]’D-

ximamente. Se a progreffad crefcefle defte m?dﬂ
por efpago de 400 annos , o numero de almas che-

garia 4 1000000 . Icﬂgiﬂﬂ == 166666666660,

243 A equacad s = R

g—T :
tro formulas, as quais refolverad efte problema ge-
ral : Das quatro coufas:, foma ; razad, primelro ©
ultimo termo de huma progreflad geometrica, fen-
do dadas tres , achar a quarra.

Finalmente , fe combinarmos entre fi as dvas

—i g
equagles s == FITE ag®—t, refolveremd

—I
’ elle

dara tambem qua<
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toutro problema mais geral : Das cinco coufas,
primeiro ¢ ultimo termo, razad , foma e numero
dos termos de huma progrefiab geometrica, fendo
dadas tres, achar as outras duas.

Da fuma das Series Recurrentes.

244 Dﬁmas o nomeé de récurrentes aquellas
feries, em que hum termo qualquer fe férma de cer-
to numero de termos precedentes, multiplicados ,
ou divididos por numeros determinados , pofiti-
Vos, ou negativos, Por exemplo, a ferie2, 3,
19, 101, 543, &c. he recurrente , porque para
le formar hum termo , recorre-fe aos dous prece-
dentes , multiplicando o primeiro por 2 , o {egun-
do por 5, e fomando os productos ; aflim 543 ==
19.24 101.§, e 101 =3 .2} 19.5.

Somad-fe eftas feries pelo methodo de que aci-
Ma hzemos ufo , como vammos a moltrar, applican-
0.0 fquellas feries, cuja lei depende de duas quan=
tidades fomente , 4 maneira do exemplo propofto,

. Sejad a, b, ¢, d, ¢, f, &c. os termos confecu-
tivos de huma ferie defta efpecie, m e p os nu-
meros determinados de que depende a fua forma-
£20, L“E“ tereimos r=mg—}—p& , d = mb ~2¢»

& = mc + pd, f=md | pe, e confeguinte-
mente €+d+f+fzm{ﬂ+ﬁ+f+tfj+
P{‘f"’l"-l-n'-{— e), ou defignando s a foma de

tr:::ins 0s termos, :-m-—-ﬁ=rn{f—f—f}+
?ls—a—f); B aakidiy el LQENR0 B S0y
¢ Mot mf A pat-pf —a—1b

m-t-p—1

» dependente

dos
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dos dous primeiros termos, dos dous ultimos, @
das quantidades m e p. Se for m==o0, toremos
pf—b - J

5 == v -} a, como deve fer, porque entad 3
ferie torna-fe em progreffad geometrica.

Péde introduzir-fe o numero dos termos , pros
curando a expreffz6 geral de hum termo qualquer
em quantidades a, &, m, p, € no numero dos ter=

mos n.

Da Confirucai Geometrica das Quantidades
Algebricas.

245 A.S linhas , as fuperficies , e 0s folidos s
como {ad quantidades , admitem as .mefmas opers-
cbes , que fe fazem fobre os numeros , € {obre as

quantidades = algebricas. Os refultados porém 0¢
dous modos fccgndcm avaliar , ou em nuMEerosy

ou em linhas. O primeiro modo , que tem lugars
quando as quantidades dadas fe exprimem em Nt
meros , prelentemente nad tem difficuldade : ub-
ftitvem-{e em lugar das letras as quantidades nu=
mericas que ellas reprefentad, e fazem-[e as ope~
racoes indicadas pela dilpoficad dos finais, e das
melmas letras.

O fegundo modo , o qual fe chama eonflruc®
das quantidades algebricas , ou do problema que a8
produzio, depende de fe entender 2 (ignificacad <
certas exprefsdes fundamentals , a que (e refercm
todas as outras. Trataremos das primeiras » € entl=
naremos ao melmo tempo o modo de reportar=

1hes quaisquer outras exprefsoes,
q q P 'LI-&
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246 Para conftruir f;— » he neceflario achar

huma quarta proporcional 4s tres linhas conheci-
das a, b, ¢. 1ito fe faz, formando (Fig. 7) hum
angulo qualquer com duas linhas indefinidas AX ,
AZ, etomando fobre AX a parte AB igual 4 li-
nha reprefentada pore, a parte AD igual a huma
das duas @ e b, a @ por exemplo, e fobre AZ a
Parte AC igual a & ; entab fe tirarmos BC , e con-
duzirmos por D a parallela DE , efta (2. 6. Eucl.)

LE ab »
determinara AE —= 2., O mefmo fe fard para
L

N aa .
conftruir — | com a differenca de tomar a em
c
lugar de
ale ab

Ll t L]
Se tivermos 9°¢ — 22, ¥ —, conftruire-
de d ¢

imos primeiramente f} , que chamaremos m , e de-
. me -
pois T Praticar-fe-ha do mefmo modo para

. a?b 4
conftruir — 2 s

£2 ¥ ,.!]i ¥
A d
Se a expreffag for ﬂfjl__i'tf —— {l:-i-d}ﬁ ’

conflideraremos 4 ~+ d como huma linha m,

£ -
“*+d como outra # y ¢ aflim a expreffas fe re-

& h_m:fr ]
£ Sl Do mefmo modo conftruiremos

f_:}—_f_ _ (a4 ) (a—b)

[
Confifte Pois o artificio em refolver a quanti=
02 dade
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A t '
dade em porgbes da forma fj— s OU -—ﬂ:-— . Alnds

que ifto pareca diflicultofo em algumas exprefsies
que tem numeradores , ou deneminadores €om-
plexos , com tudo facilmente fe confeguira por
meio das transformacdes.

A o a 4 :
Por exemplo , para conftruir e {uppo-

semos b3 — atm , € ¢ =— an; entad a expreflad 2
4 (a m)a ;
transformara em —-j- / s que he facil de con-
a + n

ftruir, havendo determinadom e n pelas duas hy=
pothefes. . |
Quando as exprefsbes nad {26 homogeneas , iflo
he , quando os termos do numerador , ou do des
nominador naé tem o mefmo numero de factores
e
como na expreflad ::-_-:—i:g, parece que fad inu-
teid as transformacGes. Porém como tais refulta-
dos f6mente apparccem , quando o calculador pof
fimplificar fuppde alguma quantidade igual 3 unis
dade ; fe efta fe reflituir em cada termo com €Xe
poente [uihiciente para completar o numerd das
dimen{Ges, a exprefiad {e fara homogeneca, ¢ nad fia-
verd embaraco na fua conftruegad. Affim, par cor=

i j,. 2 :
ftruir H—_l_‘_{_j: § - ﬁrppundﬂ que dhe a linha

que fe tomou por unidade , efcreveremos
@ - bd? 4 *d

ad - 42

e @’ = d*, o que mudara a expreifi& dada em
(p+o+n)d
st+m °

fz ﬁﬁ’l

, e faremos 4% =dm,
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De tudo ifto fe fegue , que a conftrucgad das
quantidades racionais , quando o numero das di-
menfGes do numerador nad exceder as do deno-
minador em mais de huma unidade , fe redvz a
achar huma quarta proporcional a tres linhas dadas.
Paffemos agora is quantidades, em que a differenca
das dimenfGes he de duas, e tres unidades : nun-
ca o excefflo pode fer maior, excepto quando fe
houver tomado alguma linha para unidade , ou
quando alguns faétores reprefentarem numeros.

247 Quando a differenca das dimenfGes he de
duas unidades , a quantidade exprime huma fuper-
ficic, ¢ a fua conftruccad fe pode reduzir a de
hum parallelogrammo , ou & de hum quadrado.

Por exemplo v ftrui s T —
plo ," para conftruir =2 —
a* 4 ab a* - ab

a. T{:r_ s acharemos a linha m— _'.{'_}'_ Y
€ a expreflad fe tornard em a.m , que he a {uper-
ficie de hum parallelogrammo que tem a por bafe ,
¢ m por altura: logo reciprocamente , elta fuperfi-

. al a? b
cie r:prtfmtati g.m, ou -Tl:‘- . Da mefma
£

| 2
forte Z b + &
a-{-¢

an, fe muda em AL A e "ﬂ,
i -l-—- &
m;#ﬁ Se a differenga entre as dimenfbes do nu-
acdor e dodenominador for de tres nnidades , a
Q"?“}“‘I“dﬂ exprimira hum folido e fe conf-
Wulra como hum paralleiepipedo, Por exemplo ,
al

, fazendo be—=am, cd* =
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i a2 3
abb-pors pode confiderar-fe como ahifa Fel)
a-tc a- ¢
== abm , {endo m a linha que der a conftruccad de
a* - ab
a-+c
grammo, fe concebermos hum parallelepipedo , que
tenha @b por bafle e m par altura, a fua folides

. a'lb =+ a*4?
reprefentara o 0w

249 Quanto as quantidades radicais do feguns
do grao , podem conflruir-fe , ou por huma meia
proporcional entre duas linhas dadas , ou pela hy
potenufa, ou por algum dos outros lados de hum
triangulo reétangulo,

Por exemplo , para conftruir 4/ab, tira-fe
( Frg. 8 ) alinha indefinida AB, na qual fe toma
AC igual 4 linhaa, CBigual a 4, e fobre a tos
talidade AB como diametro forma-fe hum femi-
circulo, que cortando em D a perpendicular le-
vantada em C, dara CD (31. 3, e Cor. 8. 6. Eucl.)
por valor de 4/ab.

Donde vem, que para transformar hum paralle-
logrammo em quadrado, tomaremos huma meid
proporcional entre a bale e a altura ; para os tri®
angulﬂs , tomaremos huma meia pmpnr{-inna! Ch=
tre a bafe e ametade da altura ; para os-circulos s
tomaremo$ huma meia proporcional entre o 130
e a femicircomferencia ; e para qualquer figura r¢<
&ilinea , reduzilla-hemos a re@tangulo (45- '
Eucl.), ao qual applicaremos o que acabimos 4
dizer dos parallelogrammos;

Para conflruir ¢/( qab 48 )= V') (qa 4 ":’}s
acharemos huma meia proporcional entre 3ﬂt

. E como ab reprefenta hum parallelo.
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e b, Do mefmo modo, fe tivermos ¢/( a* — 5% )=
V(a4 4) (a—b) , bufcaremos a meia proporcio-
nal entre a <} &4 ¢ a— b. Se a expreffad for
V(a* 4 be), fazendo be — am , teremos
/(a4 m)a, que fe conftruird como temos dito.
Podemos conftruir do mefmo modo a gianti-
dade y/(a? = 42 ) ; porém he mais fimples delcre-
ver hum triangulo re@angulo (Fig.g.), cujos la-
dos AB, AC fejad a e b ; fera (47. 1. Eucl.} a hy-
pothenufa BC = 4/(a*-}-42). A melma con-
ftrucgad pode ter 4/(a? + b¢), fazendo be=m*.

A expreflag y/(a? — b2 | péde conltruir-fe tam-
bem de outra forte ; porque defcrevendo (Fig.11.)
fobre AB =4 como diametro hum femicirculo ,
¢ tirando de A a corda AC = 4, fera (31.3.,¢
47. 1. Eucl.) BC — Vit —b2).

Se a quantidade tiver mais de dous termos de-
baixo do radical , reduziremos a fua conftrucgad a
algum  dos methodos precedentes por meio das
transformagGes. Tendo, por exemplo, /(a® -
be - ef ), faremos be — am , f—=—uan, e con-

ftruiremos a transformada V(at-m-nja; ou
de outra forte , faremos bc — m? , iz ¥ e con=
ftruiremos 4/(a2 + m* 4 n* ), o que fe confe-
gue, pondo /(a2 4 m? )= bh,e /(b 4+ n? ) =i.

U modo porém mais fimples de conftruir os
;.'.aﬂl"mﬁ » que contém huma ferie de quadrados po-
;f”’“ﬁ » como por exemplo 4/(a* :l— b* 4 2 4

= &ec. ), confite em confiderar fucceflivamen-
te cada hypothenufa como hum lado. Affim, to-
ma=-
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ma-fe (Fig. 10.) AB=a, e levantando a perpen«
dicular AC =4, fera BC? = a2 -}- /= ; levantan-
do a perpendicular CD = ¢, teremos BD? — ¢
- 42 4 ¢2 ; na extremidade de BD levantando a
perpendicular DE —4 , teremos BE? = a*+
b? -F'r“ =~ d* ; e continuando aflim por diante, 3
ultima hypothenufa ferd o valor de /(a? + 62+
24+ &ec.)

Se em [emelhantes exprefsdes entrarem qua-
drados negativos , formar-{fe-ha hum quadrado »
igual 4 foma dos quadrados pofitivos , outro » igual
4 foma dos negaiivos , e aflim teremos para cons
ftruir /(m? —a? ),

Finalmente , havendo fraccbes debaixo do 13-

dical , multiplicaremos ambos os termos dellas pes

it
5——; muda-[e cm

lo denominador. Affim &

ay/(b+¢) (d + 4
d=-e

Por cites melmos principios podemos muitas
vezes [implificar as conltruccbes nos calos parti=
culares , artendendo ao que for proprio de -‘::-Ed-'l
problema, Efta materia nad admite regras gerais;
fémente advertiremos, que fem embargo de que
a cenftruccad das quantidades radicais do rcgllr_ti{ﬂ
grio fe reduz a achar quartas proporcionais »
meias proporcionais , e a conftruir triangulos e
flangulos ; com tudo algumas vezes fe confeguem
confirucgbes mais ou menos fimples e elegantes s
conforme o methodo de que ufarmos para achar 23

Kiclas preporcionais; por tanto cnﬁnarﬂmﬂsdmﬂ"
ous

» que he facil de conflruir,
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dous modos de tomar huma meia proporcional en-
tre duas linhas dadas.

Confifte o primeiro em defcrever {obre a maior
AB (Fig. 11.) hum femicirculo , e tomando huma
parte AD igual 4 menor , levanta-fe a perpendicu-
lar DC , e tira-fe AC , que ferd (31.3,¢ Cor. 8.
6. Eucl.) meia proporcional entre AB e AD.

O fegundo confifte em tirar (Fig.12.) huma li-
nha AB igual 4 maior , e tomando nella huma

arte AC igual 2 menor , defcreve-le fobre o relto
C hum femicirculo , cuja tangente AD (36. 3, ¢
17.6. Eucl.) he meia proporcional entre AB e AC,

Concluamos pois , que as quantidades racionais
fe conftroem fempre por linhas rectas , e as radi-
cais do fegundo grao pelo circulo e pela linha re-
£ta juntamente,

Quanto aos radicais de grios fuperiores , a fua
conftruccad depende da combinagad de differentes
Jinhas curvas , das quais havemos de tratar , occu-
pando-nos primeiramente com alguns problemas ,
cuja reflolucad depende de guantidades ou racio-
Rais , ou radicais do fegundo grao.

Problemas de Geometria , e reflextes tanto fobre
0 modo de os pir. em equagai , como fobre as
differentes folucies que dai as equagies.

39 JP Ara por os problemas de Geometria em
€quacad , ferve o melmo principio que havemos
dado (67) . Porém a Analyle pefta’ parte, ou os
Faciocinios que fe fazem para verificar a incogni-
o8 A7 ‘-'J'“du'-fair afiim a equacad , depepdem de f=-
Fem conhecidas algumas propriedades da quantida-

de
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de delconhecida. Nas queltdes numericas ordina-
riamente bafta traduzir em linguagem algebrica o
cnunciado do problema ; mas na applicacaé da
Algebra 4 Geometria he mneceflario fazer ufo de
outros meios , que iremos enfinando potico a pou-
co. Por ora bafta dizer , que para verificar huma
quantidade , nem fempre he neceffario examinar
fe ella fatisfaz immediatamente 4s condicées do
problema ; faz.fe muitas vezes efta verificacad
commodamente , averiguando [e¢ a quantidade tem
certas pmpricdad:'s , que {ad ellencialmente conne-
xas com as ditas condigbes. Paffemos aos exem-
plos , que fe percebem melhor do que os preceitos

gerais.,
251 Probl. 1. Inferever hum guadrads ADCD

(Fig.13.) ma trianguls dads EHI.

Por trianguls dade entendemos hum triangulo,
em que tudo he conhecido , lados , angulos , altu-
1a , &c. .

Examinando o problema, vé-fe que nad fe
trata de mais , que de achar na altura EF hum
ponto G, pelo qual conduzindo AB parallela a
HI! rl:jﬂ AB = GF. :

Supponbamos a altura conhecida EF — a, a
bale Hl=—=14% , ¢ GF = » ; feria EG — a — -
Sendo pois AB parallela a HI , teremos (2.6.Eucl.)
EF I EG ;; FI; GB ;: HI: AB ; ilto he,
a.a—x..5b;AB —ﬁh—h ; e como AB de-

a

ab — bx
[

-—--_r,,d;l

ve fer igual a GF, teremos
ab

qual fe tira x — a_-i:i- .
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Para conftruir efta quantidade (246) , conduza-
fe de F para O huma linha FO = a4 4 —=EF
~ HI , e tire-fe EO ; tomando depois F M — HI
= b , tire-fe parallelamente a EO alinha MG,
a qual encontrando EF no ponto G, determinara
GF, on' % ;Mpuis que os triangulos femelhantes

EFO , GFM da6 FO (a-+4) : FM (8) =:
ab
FE {dj.FG: m"-

252 Probl. 11. Sends dads o comprimento da li-
nha BC (Fig. 14.) com os angulos B ¢ C , gue)ﬁr—
mao cem ella as duas BA ¢ CA , determinar a altura
AD, em que effas ultimas linbas [e bai de encontrar.

Por anguls dads entende-fe dado o valor do feu
feno , tangente , &c. que fad as linhas , por meio
das quais entrad os angulos no calculo algebrico.

Seja BC = a, AD =y, No triangulo rettan-
gulo ADC (Trig. 164.) temos CD : DA (y) ::
1. m, fendo m atangente doangulo ACD, ¢

fupponde o raio igual 4 unidade ; logo CD — -i--
Pela meflma razas BD — ,—f- » fendo a tangente
de ABD=—mn, Mas he BD 4+ DC—=BC=a lo-

¥ y amn
go— -+ — —a, donde vem y — .
" i m-}n

Efta exprellad pode fimplificar-fe , introduzin-
do em lugar das tangentes de C ¢ B as fuas cotan-
gentes , que chamaremos p ¢ ¢, Porque fendo

(Trig.26, 111 Y m == — , e n = —, teremos

4 g
J
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I
— ————, que he muito facil de conltruir.
=t j

253 Se havendo pois revolvido hum problema
com certas quantidades dadas , nad chegarmos a
hum refultado tad fimples como fe delejar , he
efcufado comecar o calculo de novo com outras
quantidades , a fim de tentar a fimplificacad : bal-
ta, como no exemplo precedente , exprimir em
equagbes as relacbes , que tem as quantidades em

ue elta refolvido o problema , com aquellas que
3: novo fe introduzem , e fazer fubftituicdes.

254 Probl. 111, Sendo dadss ¢s tres lades de
bum trianguls ABC (Fig. 15.) , achar a pependicular
BD , ¢ os fegmentos AD , DC,

Se conhecelflfemos eflas linhas , .e as quizefle-
mos verificar , no triangulo rectangulo BDC foma-
riamos os quadrados de BD , DC, e veriamos fe
a foma era igual ao quadrado de BC (47. 1.Eucl.),
O melmo fe praticaria no triangulo ABD.

Seja pois BD =y , CD =« yBC =4, AB

— &, AC—=—c; fera AD =c¢— x. Logo tere-
mos xt—]—}"zcﬁ,er'-'---2r.r+.r’+_}""::5’:
as quais dad 2cx — ¢? —=a* — 2 , e por confeguin-
a* — )24 ¢ 1 (a1 (a-—ﬁ}_l_

e X S =

2c 2 [

I & # -
— ¢ , que he muito facil de conftruir (246) .
-z "

Das muitas conclusdes , que fe podem tirar
deftas equagdes , exporemos algumas para exercis
tar os principiantes a ler em huma equagad o que
ella contém.

255
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Axe 10 A equagad 2cx — ¢ ==a%* — 5, ou
¢ {2x — ¢) = (a1 &) (a— 4) da ( Arith. 180.)
¢ atbila—b ¥x—=(c—ux), ilto he,
AC : BC4 AB:; BC — AB: CD — AD,
como achamos (Trig, 181).

256 29 Se do ponto C com o raio BC defcre-
vermos o arco BO , e tirarmos a corda BO, te-

remos BO* — BD® + DO? , ou , por fer DO =
a—x , E'D::}':—‘-'ﬂ: ___:n_ﬂ_g‘—}-]:': y Inas he
7'+ x* — a? ; logo fera BO® =24 (@ — x) =2a

b — a® — ¢? ]
(ﬂ+ 2¢ )—‘E‘(ﬁ:_—{;"af):
-'%(5—]—:-—::)(5_.;—{—#)_—_ —‘:-(ﬂ-'l-"?-lr'f-"
2) (b e — 26) = AL (s — a) (s — €75

teprefentando por 25 a foma dos tres lados. Tire-
{e de C para OB a perpendicular CI ; no triangr-
lo CIO teremos (Trig. 162.) CO (a): OlI (} BO)

' R: fenOCI , e por confeguinte BO® =
'd"ﬂ:
R (fen OCI )? . Igualando os dous valores de
BO?, acharemos ac (fen OCI ¥ —= R*(s—a
{-‘-f] , ou a * (sg—a) (s—=¢) .. R®
(Jen OCI)? , eomo fe achou ( Trig. 183) .

257 3° Por quanto he y* = (a 4 x) (@ — %)

e

——
—

R e
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(D) (ape—B)\ p Qbbrat—e) (hmitk-d]
._( +" -2;+ )( o ,.),

ferd 4¢%y* = 25 (25 — 28) (25— 24) (25— 2), 3
qual di a fuperficie do triangulo ABC — _¢

]

| 2
= Vs (s —a) (s—b) (s— ¢} ... ( Trig.189. Ca-
fo I11.)

258 4° Da equacad 2ex — o2 — 42 b2 fg
tira b? = a® 4 ¢* — 2¢x 5 porém fe a perpendi-
cular cahir fora , teremos (Fig, 16.) , confervans
do as mefmas denominagges , Y4+ ar2=a,¢

4t 2w 22— b2, das quais fe deduz
b —a? =+ 2cx oueldbtaiib—al
¢+ 2x, iﬂﬂhc,AC:AE+EC::ﬂB—BCI
CD—[—AD...(Trig.IEI}.

259 5° Pelas equaches 4 — 42 42 4+ 2ex
(258) , e b2 = &? ~+ ¢ — 2¢x (254) fe moftra,
que em hum triangulo o quadrado do lade oppolto
a4 hum dos angulos he maior, ou menor que a [o-
ma dos quadrados dos outros dous lados ; confor-
me o angulo he agudo, ou obtufo ; e tambem
como calculando os angulos de hum triangulo

pelos lados , fe vem no conhecimento da efpecie
do angulo que fe procura.

260 6° Eftas mefmas equacdes confirmad o
que havémos dito a refpeito das quantidades ncga-
tivas. O fegmento CD temn fituacBes contrarias
conforme a perpendicular cahe dentro ou fora do
triangulo (Fig. 15. € 16.) ; ¢ com effcito o termo

20%
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2¢¢ acha-fe com finais contrarios nas duas equas
cdes. Logo reciprocamente , {ejab quais forem os
calculos que fe fizerem para hum deftes triangu-
los , teremos os que convém aos calos analogos do
outro , mudando os finais 4s partes , que em huma
mefma linha tiverem fituagbes oppofltas.

261  Ainda que em geral a f}::ciiidzde s € 0S It
curfos , que ha para por em equagad os problemas
de Geometria , cref¢ad & proporgad do numero de
propriedades , que conhecermos das linhas ; com
tudo , como a Algebra di meios para achar eltas
mefmas propriedades , o numero das propoficoes
verdadeiramente necelfarias vem a fer muito limi-
tado : pode dizer-fe , que a 47 do 19, ea 4 do
69 Livro de Euclides , fa6 a bale da applicagad da
Algebra 4 Geowetria. O modo porém , porque fe
deve fazer ufo deftas duas propoligbes , varia mui-
to conforme a natureza dos problemas, ¢ nad lem-
bra de repente. Humas vezes devem produzir-fe
linhas até que fe encontrem ; outras vezes devem
tirar-fe linhas parallelas , ou que fagad hum angulo
dado com outra linha. Em huma palavra, nefta
Parte ;, como em qualquer outra , requer-fe no Ana-
Iyfta hum certo difcernimento para a elcolha ¢ ulo
dos meios, Como elle fe adquire em parte com o
exercicio , he conveniente que appliquemos eltas
obfervacdes a differentes exemplos,

262  Probl, I1V. Pelo ponte A (Fig.17.) dado de
Pficai a refpeito de duas linbas HD , DI , que for-
mas o anguly eonbecids HDIL , tirar buma refia
AEG dr maneira , que o trianguls intercepts EDG
tenha huma fuperficie dada , ifto be , huma Juperficie
'gual @ do guadrads conbecids ¢2 .

Conduzamos per A a linha AB pﬂ.TE"ﬁIﬂ a
DH , _
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DH , e alinha AC perpendicular a DG prodnzié
da ; do ponto E onde AEG deve cortar DH
imaginemos tirada a perpendicular EF. Se DG e
EF foflem conhecidas, ametade do feu produtlo
deveria fer igual a % .

Supponhamos pois DG =« , e vejamos fe
EF pode exprimir-fe em x, e quantidades dadas
do problema.

Como a poficad de A he dada, [erad conhecis
das as linhas BD e AC , que chamaremos @ ¢ §3
e pois que os triangulos femelhantes ABG EDG

daé BG: DG :: AG: EG, e os dous tambem
femelhantes ACG , EFG daé AG : EG :; AC;

EF , fera EF = ke PY % . Devens-

BG ke ¢+x
. ;
do pois fer EDG = ¢2, teremos ok
a + ¥ 2
<=2, donde fe tirad (roo) para x eltes dous

&2 ¢4 2a¢*
valores x = —— % 1/(—-: -—~) « mas o
s¥= 5 e

fegundo he inutil no cafo prefente.

[ ] - - ri
Para confltruir o primeiro , ifto he —

b

- a2 |
1/ L(%— - ‘lﬂ) cﬁ_] , levanto em qualquer ponto
C da linha indefinida PQ a perpendicular AC = b
tomo fobre CA e CP as duas CO ¢ CM , cada
huma igual a ¢, e tito AM ; a fua parallela Ol
2
da CN = -1— , € por confegninte x = CN -
“‘;HCN*{'EG}-CN]-PHH achar VT{CNJ[-EH}.CN].

ot huma meia proporcional, fobre NC pruduzidﬂ
to=-
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tomo CQ_— 24, e com o diametro NQ_ deflcre-

vo hum femicirculo , que encontrari CA em V ;
fazendo entab NP igual & corda NV, feri CP

=CN 4 v’[{CN-{- 2a),CN | = x. Se tomarmos
pois (Fig. 17.) DG = CP, acharemos o ponto
G, pelo qual e por A tirando AG, fera EDG
=,

263 Em quanto i [ignificacad do fegundo valor
2 | z =
de ¥y — -%_.— 1/[(%-—]— 1&).%_1 i hote-fe ,

que os dados da queftad tanto pertencem ao an-
%ufu EDG (Fig.17.); como ao feu igual E‘'DG’,
ormado pelas linhas GD, ED produzidas ; e por
tanto elte valor refolve o problema, em que {¢ pro-
puzelle fazer no angulo E' DG’ 0 melmo que fize-
mos no angulo EDG. Com efieito , chamando x a
DG*, e confervando s outras denominagtes , os
triangulos ABG’, E'DG’'das BG': DG’ AG':
G'E"; e abaixando a perpendicular E'F’ o5 trian-

gulos ACG’, E'F'G'das AG’': G'E':: AC:
FE", logo ferh F'E! = AR5 DS 4

BG' s E

o bx 1 z

€ pelas condigdes . ¥ == ¢?,a qual da
a—x 2

| 3
X 1 + A\/(—Z—:— - iT );vnlﬂrcs iguais
abs do cafo precedente , com a differenga unica dos
finais , como deve fer.
A conftruccad do cafo precedente tem tambem
3qui lugar 3 a unica mudanga que e deve fazer he

Por NK = NV para aparte de Q , e ferda »r =
p E?at Q. CK
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— 2

CK, porque no cafo prefente x = - -+

vV [(5-+ 20)5-]=—CN+NV =—CN

4 NK =— CK. Logo , fazendo DG’ igual a
CK, ctirando por A ¢ G'alinha A G/E", te-

remos o triangulo ' D G’ = ¢2, ifto he , achare-
mos a fegunda folucad do problema.
264 Se o ponto A eftiver por baixo de BG
(Fig. 19.) , alinha AC = & ferd negativa , ¢ 05
. .2
dous primeiros valores de x ferad x &= — —— =

b
1/[(55 — 2a Ji;'] Vé-fe pois que o problema

fera impoffivel (g8) , quando for 2a™> -%—,: que oS

2
dous valores de x ferad negativos, fe for 24 < "i-‘ :
ou por outras palavras, o problema he impoffivel 2

relpeito do angulo HDI , mas a refpeito do igual
E'DG" tem duas folucdes, Para as achar , ou para

conftruir » = — i;— - V[(f;— =1t 2"')"';-' :

havendo determinado ( Fig. 20.) como acima C

|
= -%— , defcreveremos com o diametro NQ_= 24
hum femicirculo NVQ , ao qual tiraremos a tans
gente CV ; e tomando de ambas as partes de
as linhas CP , e CK, cada huma igual a cvV, as

linhas NP ¢ NK ferad os dous valores de x ; por=
que
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fie fendo CP = CK = CV = ¥/(CQ.CN) —

‘VI[. fbi...-.::n T: , teremos NP =-;_=__,
-

YA S a8) s S NK o Bt

£2 1

T
1/[ Lﬁu— 24) ] Como eftas quantidades

fab os valores de ¥ com finais contrarios , devemos
tomallos de D para a parte de G (Fig. 19.) , fa-
zendo DG , e DG’ iguais relpeftivamente a NP,
¢ NK. Feito ifto, E:r.irarmﬂ-s pelo ponto A, e
pelos pontos G e G’ as re@as EG, E'G’, ca-
da hum dos triangulos EDG , E'DG’ [erd igual

acs,

265 Se o ponto A ( Fig.21.) eftiver dentro do an-
gulo HDI, BD cahir4 para a parte oppofta, e os dous
Valores primitivos de x fetornarid em x = —— ..

el

2ac*

b
dando os finais ) que acabamos de conftruir, De-
Vemos pois fazer a melma conltrucgad (Fig. 20.),
tomando porém (Fig. 21.) NP e NK de D pa-

ra |

, 08 quais fab os mefmos (mu-

266 Finalmente , fe o ponto A ( Fig. 22.) efti-

ver por baixo de BD , e deniro do angulo BDE",
: =

@ ¢d ferad negativos , 0 que dard ¥ = — _%_. =

=

4 2002
1'/(:;1' S —T—) » com final contrario dos pri-

meiros valores achados para x. Conftruindo-os pois
P 2 CO=
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como fizemos (Fig.18.) , ferda CK o valor pofitivd
de x , ¢ CP o negative ; pelo que tomaremos DG
{Fig.22.) igual a CK para aparte de B, e DG’
ignal a CP para a parte oppolta.-

Demoramo-nos nefte problema , para moltrar
como huma equacad comprehende todos os calos
de hum problema , como eftes fe deduzem pela
fimples mudanca dos finais , e como as fituagdes
oppofltas das linhas fe defignad por finais contra-
rios , € rtc:pmcamcmc.

267 Para moftrarmos ainda alguns ufos deflas
folucGes , fupponhamos que fe propie efte proble-
ma : Pels porito dade A (Fig. 23.) fira ou denir?
do trianguls dads DHI , tirar buma linha AF , que
divida o trianguls em duas partes DEF , EFIH,
_ a5 quais lenhai entre fi a razas conkecida de m : s
A refolucad delte problema inclue-fe na do pre-
cedente. Com effeito , como he dado o triangu-
lo DHI, faberemos que parte delle deve fer O
triangulo DEF , achando o quarto termo da pro-
porcad m +n: m .. DHI  DEF =%PH—I'-'

Vilto pois poder-fe achar hum quadrado ¢ igual
a etz {fuperficie (249) , reduz-fe a queftad a urar
por A huma linha AEF , que com os lados DH 4
DI forme hum triangulo igual ao quadrado ¢*, que
he o problema precedente.

268 Ao mefino problema fe reduz efte : Diui=
dir em duas partes huma figura refiilinca (Fig. 24.)
pela recla’ tirada por qualquer ponto A, de forte que
tenban entre [i buma razab dada. Com effeito , fen-

do dada a figura BCDHK , fad conhecidos todos

05
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os feus angulos e lados ; logo com facilidade (Trig.
189. Cafo I.) acharemos a fuperficie do triangulo
BLC formado pelos lados KB, DC produzidos,
como tambem 2a por¢ad determinada EBCF da [u-
perficie total.” Pelo que reduz-fe a queltad a tirar
AEF de maneira , que forme com KL e DL hum
triangulo igual a hum yuadrado. Finalmente, péde-
fe por efte modo dividir huma figura em muitas
partes , que tenhad entre i razdes dadas.

269 Se huma equagad naé fe alterar pela mu-
danga , que fizermos nos {inais de algumas quanti=
dades conhecidas que nella entrarem ; ou fe da mu-
danca de poficad na linha, ou linhas prociiradas
da figura nad refultar mudanca , nem de poficad ,
nem de grandeza nas linhas dadas ; entad entre os
differentes valores de # , que der a equacab , havera
fempre hum que refolvera particularmente o calo
indicado pela dita mudanca, Vio-fe por exem-
plo no Problema IV, que hum dos dous valores
de x refolvia direftamente o cafo , em que 2 linha
AEG (Fig. 17.) atraveflaffe o angulo HDI , como
fe havia fuppofto no calculo ; mas vio-fe a0 mel-
mo tempo, que o fegundo valor de x refolvia o
calo , em que fe confideralfe, nab o angulo HDI ,
mas o fea verticalmente cppolto. A razab dilto he,
porque devendo-fe empregar em ¢ada cafo os mel-
mos dados , e fazer os melmos .raciocinios , che-
garemos neceffariamente a ter fempre a melma
¢quacad ; logo a melma equacad deve relolver am-
bos os cafos.

270 Probl. V. Ds ponts dade A (Fig.25.) fira
ds circuls BDC tirar a refia AE | de fsrte que a
parte DE intercepta na circule feja ignal a buma li-
nha dada c,

Pa-
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Para faber de que modo fe deve tirar AF., naf
he neceflario mais do que bufcar, que grandeza

deve ter AD , pﬁra que feja DE =e. Eﬂppﬂndu
pois AD—=x , AB—a , AC=—4, teremos
AE.AD = AC.AB ( Corol. 36, 3. Eucl.}, ou

(¥ +c)x=uab;logo x=—1¢ = 4/(} cctal)

Para cenftruir fem transformagdes o primeiro
valor , que he o que fatisfaz ao problema altual ,
tiraremos do ponto A a tangente AT , e oraw
TO , que fera perpendicular a AT ; entad toman-

do TI =1¢, teremos Al = ¢/(} 24 AT? )=
y/ (% ec+ ab) . . (36. 3. Eucl.). Logo para ter ¢,

tomaremos IR —="TI , e 0 arco RD delcrito do
ponto A com o raio AR determinara o ponto pros

curado D,
O fegundo valor dex = —1 — ¢/} cc+ ab)

cahe para a parte contraria a AD. Para achar a
queltad que elle refolve , noto , que fuppondo a ¢
b negativos , a equacad x® -} cx = ab nab padece
mudanca alguma ; logo efta equacad refolve tambem
o cafo de fer dado o circulo B'D'E/C/, ¢ aelle
pertence o fegundo valor de », Na conltrucgad pre-
cedente pois fe produzirmos Al de maneira, que
feja IR"=1T, o arco deflcrito do ponto A com 0
raio AR’ marcara o ponto E/ tal , que a parte in-
tercepta E/ D' fera igual a c.

Como os dous circulos fag iguais , e eftad fi-
tuados da mefma maneira, ambas as folucbes po-
dem pertencer ao mefmo circulo , de forte que d*:‘f-
crevendo do ponto A com o raio AR' o arco R!E,

a linha AE tambem refolvera o problema. Porém
das
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das duas folugbes que da o calculo, a primeira
cahe da direita de A , e pertence ao ponto D da
circumferencia convexa ;3 a fegunda cahe da el-
querda, e pertence ao ponto E’ da circumferencia
concava.

271 Probl. VI. Achar na direcgai da linha da-
da AB (Fig.26.) bum ponta C tal , que a [ua difian-
¢cia as ponta A [eja meia proparcisnal entre a fua dif-
tancia ao panto B , e a linka toda AB.

Seja AB—a,e AC =x; fera BC=a — x;
ecomo deve fer AB: AC :: AC: CB, tercmos

¥t axr—a*;logox = — L ax /(la*+a*).

Para conftruirmos o primeiro valor de x, le-
vantaremos (249) em B a perpendicular BD =1 a,
e tirando AD , diminuviremos delta a linha BD,
¢ teremos AO — x. Levando pois AO de A para
a parte de B, determinarcmos o ponto procura-
do C.

Se produzirmos AD até O', de forte que feja
DO'— DB, teremos AQ’ por fegundo valor de
x; e levando efta linha fobre AB delde A para a
parte oppofta 4quella para que x tendia por fuppo-
ficad , teremos o ponto C/, que tambem fatisfaz

*

4 queftad.,
Efte problema he o que fe refolveu na Geome-
tria (30. 6. Eucl.) pelo methodo fynthetico.

272 Nos problemas precedentes havemos to-
mado para incognita huma linha, a qual depois
de {er conhecida podeffe determinar todas as ou-
tras pelas condigbes da queftad; e ilte he o que
devemos fempre praticar. Como porém muitas li-
nhas podem ter a dita prerogativa , fem que de to-
das ellas refultem equagbes igualmente fimples,

de-
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deve  preferir-fe huma dellas. Para nos dirigir
mos nefta efcolha ferve a regra feguinte.

273 8e entre as kinhas ou guantidades , cada’
huma das quais fends temada por incognita pide de-
terminar [edas as eulras , Je acharem duas gue con-
duzad m.r_'ﬁn.rl equacap , arnda que efla tenha ﬁﬂ'dr'f
differentes ; efcolberemos para incegnita outra quan-
fidade o que dependa igualmente de ambas ; por exem-
plo , a fua femiloma, ou a fua femidifferenca , on
huma meia proporcional , &c. Affim teremos huma
equagad mais imples , como fe verd no problema
feguinte,

274 Probl. VII. Pela panta D (Fig.27.) fituads
denire do anguls reflo VAKE , ¢ em izual diflancia du
lades YA , AE | tirar buma refla DB , de mancira
que a parte CB comprebendida dentro do anguls EAB
Jeja igual a buma linha dada c.

Tendo abaixado as perpendiculares DE, DI,
qualgquer das linhas CE ou AB, ACou [IB, CD

ou 1B péde fervir indifferentemente para incogni-
ta. Se tomarmos, por exemplo CE , entad fup-
poudo CE—==x, e DE—= DI =—a, fera AC
=—a — x, ¢ pelos triangulos femelhantes DEC ,

i — ax

CAB teremos AB— ————; mas he AB* -}

=1

aa — ax»?

AC*=BC?, ifto he (s — 1) 3} (L=

x
= ¢¢ ; logo vira a equagad do quarto grio x4 —
2ax) + 2qax¥ — ecxx — 2% x = a* — 0.

Se em lugar de CE tomarmos IB por incogni-
ta, teremos a mefma equagad , como fe pode ver
fazendo CE = ¥, e imitando a foulucad prece-

dente. Sc tomarmos AB ou AC , acharemos hv-
maa
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— ¢¢ 5 ito he x4 —

ma mefma equacad , exceptuando os finais ; o
mel{mo acontece , tomando BD ou DC.
Tomemos pois (273) para incognita a foma
das duas linhas BD e DC, a qual feja defignada
por 2x ; fera ( Trig.177.) DB=x 4 1¢  © ]_}‘-:
—y—1¢; ecomo as parallelas DI, CA dad
ac ac
AB —= — e AC =, teremos
X — -;-r X Ir
ﬂ'i": ﬂ':::-
G—1 T i
( : = Ma)x‘*’ Y aace " ¢4 , equa
— £ — —_ a-
2 2 F6 i il
¢ab , que fendo ainda do quarto grao , he com tu-
do mais facil de refolver (173) do que a prece-
dente. Se empregarmos duas incognitas , fupponda
AB4+ AC =2x, e AB— AC =2y, ifto he,
AB—=x4y, e AC — x —y , teremos equagdes
bem fimples , que os principiantes achardé com
facilidade. ;

Y [ 1
A equagad X — ( — £ + ﬂﬂ'l‘l‘) ¥*=— — gace
: 2 2

I 5 I
—— o di ¥ — +\/[--H-—]—na Ry
16 e 4

= a y/(cc 4 aa) _[ ; porém defies quatro valores o

que unicamente pertence ao problema , confidera-
do do modo porque foi propofto , he x — 4

1/L—i— cc 4 aa 4 a ;/;rr+aa}] « O valor

r =1 1/[—:'- cc + aa—a /lec :rr}j_ re-
fol-
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folve o problema, no cafo de fe pedir que a linha
CB (F1g.28.) elteja dentro do mefmo angulo EAI,
em que efti o ponto D ; e nelle calo  reprefenta

a femidifferenca das linhas BD , DC. Com effeito,

{fendo 2x efta differenca , feri DB— — c+%,
2

I ¥ .
e CD = R x 3 logo , continuando como aci-

I I
ma, teremos x4 — (-— o ﬂﬂ.ﬁ) x? — — gatc
2 =

— —I%. ¢4, ifto he, a mefma equacad que acha-

mos para a foma das linhas BD e CD ( Fig.27.).
Como pois a mefma equagad fatisfaz aos dous ca-
fos , huma das fuas raizes deve dar a foma das di-
tas linhas , e outra a differenca ; bem entendido,
que cltas duas raizes fad as mefmas que havemos
indicado , porque as outras duas fab negativas , ¢
por tanto pertencem a cafos inteiramente op-
poltos , que paflamos agora a confiderar.

No problema prefente , ou ao menos na equa-
¢ab , nad fe determina fe o ponto D (Fig.27.) el-
ta por baixo de Al , e & efquerda de AE, como
fe fuppoz primeiramente , ou fe ¢fta pelo contra-
rio por cima da primeira, e & direita da fegunda,
como fe vé relativamentea A’I’e A’El, E porque
nefte ultimo cafo a quantidade @ fe torna negati-
va, teremos 2 folu¢ab competente , pondo — @

I
em lugar de -} 2 na equacgad achada x4 — (.E— e

- 2“‘) x* &c.; mas efta com iffo nad padece

mu-

I s R - T |
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mudanga ; logo a mefma equacad refolve efles dous
calos noves , ¢ por confeguinte dos outros dous
valores de ¥ hum da a foma das linhas DB’, DC/
(Fig.27.), e o outro a fua differenga (Fig.28.) .
Com effeito, cahindo nefta nova poficad os pontos
B ¢ C para partes oppoltas , a relpeito daquellas
para que antecedentemente cahiad , tanto a foma ,
como a differen¢a das linhas DB’ e DC/devem fer
negativas , e aflim as da a equacad.

Para conftruir a equagad x =— /Taa - } cc =
a y/(aa + cc)| , tome-fe nalinha EA produzida
(Fig.27, e 28.) a parte AN = ¢, e tirando IN ,
tome-fe fobre DI produzida a parte IK —=IN,
e fobre DK como diametro delcieva-fe o femicir-
culo KLD , que encontra em L a re&a Al pro-
duzida , fe for neceflario. Pelo meio H de AN
tire-fe IH, e tomando de IK ( Fig. 27.) a parte
IM—1H, ferda LM o primeiro valor de x. Na
Figura 28 porém defcreveremos do ponto L. como
centro, e com o intervallo IH hum arco , o qual
Cortando IK em M, dard IM pelo fegundo valor
de ¥, EcomoBD —=x-41¢,fera BD —=LM -}-
AH (Fig.27.), e BD=1IM + AH ( Fig.28.);
defcrevendo pois do ponto D como centro , e com
0 intervallo BD aflim determinado hum arco , que
corte IA produzida em hum ponto B, a re&ta BD
tera as condicbes dadas.

A conftrucgad do fegundo valor de # fuppde
;]"'-‘: IH ( Fig. 28.) nad he menor que L1 ; fe o
offe, o problema feria impoffivel : ilto mefimo fe

deduz tambem da equacad.
A foma das linhas DB, e DC (Fig.27.), ou
2 [ua differenga deu huma equacad mais fimples |
doque CE , ou AC,ou AB , ou IB. A raza he,
Pu[’-—
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porque a relacad, que DB e DC tem com IB
e AB, he femelhante aquella que as mefmas li-
nhas DB e DC tem com AC e CE; ilto he,
DB e DC podem determinar-fe por operacies
femelhantes, quer fe faca ufo de IB ¢ AB, quer
de AC e CE. Em geral, as equagbes , como in-
cluem todas as relagbes que as incognitas tem com
as quantidades de que dependem , ferad tanto mais
fimples , quanto for menor o numero de relacdes
que a quantidade elcolhida para incognita tiver
com as outras. Eis-aqui hum exemplo na refolu-
¢ab feguinte do mefmo problema.

275 Por quanto o angulo CAB ( Fig. 29.) he
recto, o circulo deflerito fobre CB paﬂi‘srﬁ por Aj
e fe tirarmos DA até encontrar a circumferencia
em M, o angulo BAM — DAI == 45° (5:1.Ev-
cl.) terd por medida ametade de MB (20.3.Eucl.)
e por conleguinte ferd o arco MB de go° ; logo ti-
rando o raio LM , o triangnlo DLM fera redan-

gulo , e confeguintemente abaixando fobre DM 3
perpendicular LN, fera LM { Corol. 8, 6. Eucl)
meia proporcional entre DM e MN, oun (3. 3
Eocl.) entre DM e AN. Tomando pois AN par
incognita , fupponhamos AN = », DA = 4!
fera DM =—d < 2x, e conleguintemente 4 4 2%+

I I | |

L |
— e 22 : logo xx —dp === 3
2 2 IR +1 8

qual '-]i"l-‘fzu-*-;—d‘ * /({Edd-{—%—rr)-

Para conftruirmos efta quantidade , tt:-mﬂﬂ'l“’j'
nos lados AO, Al do angulo re@o TAO as par'®
Am, Aniguais cada huma a } ¢, e acabando o g3~

* | £ -
drado Ampn, iiremos a diagonal Ap que fera Pef
PEI'I"




DE ALGESBSBRA;:

pcntllcular a DA, eigual a 1/

logo tomando na linha AD a parte Ariguala {d,
I I
ou } AD, teremos pr= 1/ (.I—ga"—l-“la ¢ =)

I 3 Lites
% r*) . Para ter pois o primeiro valor de ¥, def-

crever-fe-h4 do ponto r como centro, ecom inters
vallo rp hum arco , o qual cortando DM em N ,

# I - 1 .
dari AN =—1d -+ *\/(;E d* -+ g‘:) ; de
maneira que levantando no ponto N a perpendicu-
lar NL , a qual feja -:m‘tmr:t em L por hum arco
defcrito do ponto A como centro com o intervallo
1 ¢, determinard o ponto L, pelo qual e por D
tirando DCB, teremos refolvido o problema.

Se conduzirmos (Fig. 30) rp de r para N , fera
AN o fegundo valor de x, e executando a refpei-
to de N o melmo que fe fez para o ponto N na
Fig, 29 fe achard o ponto L, o qual juntamente
com D determinari BLD. Com effeito , chamando
2 An x (Fig. 30) , e confervando as outras denomi-
nacdes , fe applicarmos a efta figura o que dife-
mos da 29, teremos 2v—d . L¢ il el x, ¢ ultima-

Mente » =— 1 4 % 1/(%,—;:._1. Iﬁﬁ). Aqui fe

Ve que hum dos valores de ¥ he o mefmo que acima
- R # o E -
achamos , 4 excepcad dos finais , como deve fer.

~ Pdde acontecer que o arco defcrito do ponto
A (fig. 30) na6 encontre a perpendicular NL,
Porque pode fer £ ¢ <C AN ; e iffo nad obftante, a
Algebra nad moftra calo algum de impﬂlilhiﬂda-
s
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de, porque todos os termos debaixo do radical
fab pofitivos. Deve-fe porém advertir, que a Al-
gebra {omente declara a impoffibilidade , quando
ou explicita , ou implicitamente fe exprime tudoo
que o problema fuppde, e iffo he o que nad fe fez
nelte calo; porque fuppondo o problema tacitamen-
te, que os tres pontos DD, A, L nad eftad na melma
linha reGta, f{6mente fe exprimio que LM era
meia proporcional entre DM, e NM, propric-
dade que tambem péde ter lugar , quando os tres
pontos eftad em linha re@a. Com effeito fe fe pro-
puzer elte problema: Achar na direccas DL [ Fig.31)
o intervallo que deve haver entre duas reftas da-
das DA e ML, para qgue ML feja meia propor-
cional entre DM e MN , fends o meto de AM ;
he facil de vér, que acharemos a mefma equacad
de cima, e que eﬂa tem duas foluches , huma para
o calo de eltarem os pontos Ae Mentre De L, ¢
outra para o calo contrario. Nab he pois de admi-
rar , que a Algebra nad declare emr que cafo o pri-
meiro problema he impoffivel, por quanto deve
dar a folucab do fegundo problema, o qual he
fempre poflivel.

276 Pelo que devemos diftinguir duas efpecies
de problemas , a faber : concreses , e abfiraties, Por
problemas concretos entendemos aquelles, nos
quais , COmo no penultimo , a quantidade procu-
rada tem de particular alguma propriedade , con<
dicad , ou conltrucad, que a equacad nad exprime.
Os problemas abliraﬂns pelo contrario fab aquel-
les, em que as quantidades fab confideradas uni-
camente como quantidades, e cuja equacab ecx-
prime quanto nelles fe contem ; defta natureza he

o ultimo problema. Os abltraftos tem tanrasl fo-
=
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lugbes , quantas fad as raizes reais da equacad ;
nos concretos porém o numero das folucdes he
em muitos cafos ainda menor que o numero das
raizes pofitivas da equacab , como fe verd no ex-
emplo E:guin!:e.

277 Probl. VIIL. Refolvends-fe tods o felior
esferico CBAD (Fig. 32) em duas partes , das quais
buma he o Jegmento esferice ABD | ¢ outra a pyra-
mide conica reta CBD ; pergunta-fe em que lugar
Jera o fegmento igual @ pyramide.

Sabemos pela Geometria, que o fefor esferi-
¢ he igual ao produ€to da fuperficie do fegmento
esferico BAD pelo terco do raio AC, e que a [u-
perficie do fegmento fe acha multiplicando a eir-
Cumferencia ABED pela altura AP. Suppondo
Pois a razab do diametro para a circumferencia
=T1:c, AC = a,e AP = x, teremos ABED
= 2ca ; logo fera a fuperficie do fegmento esferi-

- 2
0=2¢a.x, ealolidez do feftor = — ca?.

_Para ter a folidez da pyramide , deve-fe multi-
Plicar a fuperficie do circulo cujo raio he BP pelo
ter¢o da altura CP. Mas BP — /( CB* — CP? )
== {/(2ax — xx) ; logo ferd a folidez da pyrami-
de — 2, v ( 2a0—xx ) . 1 4/(2ax—xx). L(a—x)

[y

—

= — (a—x) (2ax — xx). Para que pois as duas

partes do fector fejad iguais entre fi, he neceffario que
clle feja o dobro de huma daquellas ; por tanto te-

2 2
T'Mos — rqax = -?:-.-:{a—.r] ( 2ax — xx ), ou

ﬂ—garu — a?, da qual fe tira x =

1 (T8 ) B
ard

o
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Para conftruir o fegundo valor, ou X = =d

s
'y M(T aa — aa ) ,» que he o que convem 20
3

problema a&ual, defcreveremos fobre AM =

o femicirculo AOM , e infcrevendo nelle a re-
&a AO =—a, fetirara OM, a qual fendo leva-
da de M até P para a parte de A, determivard
AP = x.

A outra folugad x = % a (3 -} 4/5) da x maior
que 2a, ¢ por tanto nab pertence 3 esfera, mas 3
clle problema abltralto : Sends dividida a linha AN
(Fig. 33 ) em tres paries iguais nos pontes B e D,
achar na fua direccai bum ponta P tal, que a parit
AD feja meia proparcional entre as diflancias AP e

PN. Porque, feja AD =a, AP = x, teremo
PN = 34 —x ; e dando as condigdes x 1a 1. a.
a — x, acharemos x = Ja (3% 4/5); valores que

fe conftruirad como acima, 4 excepgal de qU°
fe levara MO de M até P/ para a parte de N, 3
fim deter AP/=1a (34 ¢/5)=x

Cutras applicagies da  Algebra.

478 S_F,jn ¢ 0 numero 37,1415 &c, ou 2 cir

cumferencia do circulo que ten a unidade por di-

amefro ; a circumferencia do circulo do raio @ ferd
— 2¢a , e a fuperficie == ca®* . Donde [e fegue 11‘:
as {uperficies dos circules cftab entre h com? .

quadrados dos feus diametros ; porque tendo 1““;"
I:']f

[ |

L o ok Bl . % TS
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pre ¢ o mefino valor , ca® fomente crefcera como
crelcer a? .

Suppondo que he b a altura de hum cylindro,
cujo raio da bafe he a, ferd a fua folidez = ca2h.
Segue-fe pois que os cylindros eftad entre i como
os produtos das alturas pelos quadrades dos raios
das bafes. Se as alturas forem proporcionais aos
raios das bafes, on fe for b =ma, fendo m conf-
tante , fera a folidez =¢mai ; ifto he, os cylin-
dros eftarad entre fi como os cubos dos raios das
bafes.

Em geral, fe huma quantidade fe exprimir por
hum numero qualquer n de fa&ores , os quais fejad
Proporcionais huns aos outros, crefcerd a quanti-
dade do mefmo modo que crefcer hom fa&or,
tlevado & potencia #. Seja , por exemplo ,2 quan-
dade 4 == abed ; fe for b =ma, ¢ = pa, e d = 4a,
ferd 4 = mpga+ , ifto he, proporcional a a4 , lfto
melmo tem tambem lugar , quando as quantidades
naj fe exprimem por monomios. Logo: 1° Todas
2 figuras femelhantes , pois que fe podem confi-
derar como compoftas de triangulos femelhantes ,
fad entre fi como os quadrados de qualquer das fuas
duas dimensGes homologas. 29 Os folides feme-
lhantes , pois que fe podem confiderar como com-
Poltos de pyramides femelhantes , {ad entre fi como
s cubos de qualquer das fuas tres dimensdes ho-
mﬂlngas_

N26 pdde agora haver difficuldade em com-
Parar as quantidades expreffas algebricamente, ou
cllas fejag da melma, ou de differente elpecie ,
‘om tanto que fejad da mefma natureza. Por ex-
¢mplo, (endo V ¢ v os volumes de dous corpos fel
Melhantes , S e s as fuas fuperficies, L e/ as li-

Q nhas
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; 7
nhas homologas ; teremos V'V : Voit Lilye

i ;
/82 y/s . L:l;logo fera V3. v/92 75 Siy,
o que moflra que as fuperficies crefcem. em razad
menor do que 0s volumes.

279 Supponhamos a altura de huma P}rramidﬂ
conica truncada = &, a da pyramide inteira =
e a da rp:,-'ramif!u feparada == 5, a fuperficie n!_a
bafe inferior = 5, ¢ a da fuperior ==s’; fera a (oli-

sh s! B I

dez do tronco0 = e— w=———:;mas he b'==} i

3 3 ;
ciﬂf’——b'=ﬁ—ﬁ-1‘/iﬂuuﬁaﬁ ky/s .}
5 ,Pr'l___.vfr]'
k _Lshy/s
logo fera a folidez do tronco = —. ..J_w I,.?":T

o e

k
) (s y/ss'Fs'). Donde fe fegue, QU

toda a pyramide conica trancada fe compde de
tres pyramides igualmente alias , das quais hum?
tem por bafe a bale inferior s, a outra a bafe ﬁl[:"k‘:"i
rior §' , € a terceira huma meia pmpnmiuna] o 5
entre as duas bales.

280 Suppondo o raio de huma esfera ="
fera a fuperficie de hum dos feus circulos max
mos = ca® , a {uperficie da esfera == 4¢a* , €3 fua
fﬂlidcz ==4_,;,¢;1 v _E.-ﬂ=l .1 cal .

: 3 3
Vio-fe (277) que a folidez do fe&or, cujo feg-

c quf.'l

da

. 2
mento tinha a altura x, era == E- ca’x

o
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¢ (2ax—xx) (a—x)

da pyramide conica = ; logo

3

\ 2 e
a folidez do l'::gmr:mﬂ = T (8%%x — E f -, By "'}

3
(2a¥ — xx ) ==¢x* (@ — 2 x ). He pois a foli-
dez do fegmento igual ao circulo , que tem por fe-
midiametro a altura do fegmento, multiplicado
pelo raio menos o terco da dita altura.

Tendo as exprefsdes algebricas das quantida-
des , com*muita facilidade fe refolvem os proble-
mas , que fobre ellas {e podem propér , como mof-
traremos em dous exemplos.

Pertende-fe formar buma pyramide comica que
ftia igual a huma esfera dada , e que tenha por Jf:rzj._r
bum circuls maxima da mefma esfera: pergunta-fe
que altura fe lhe deve dar. Seja x elta altura, ea
o raio da bafe, feri a folidez da pyramide =
ra:

-—-—IF

?

e como deve fer igual 4 esfera do raioa,

LY

teremos -:- acx = -‘-1-'-.{':1* , donde fe deduz x =4a;
3 ; ;
Logo he neceffario que a altura da pyramide feja

odobro do diametro da esfera , como confta tam«
bem pela Geometria. -

281 Achar o raio de huma esfera , cujo pezo be
dado tants no ar , coms na Agua.

Demonftra-fe na Hydroftatica , que todo o cor-
Po merguthado em hum fluido perde huma parte
do feu pezo, igual ao pezo do volume do fluido
deslocado. Ifto fuppofto , feja o pezo de huma pol-
legada cubica de agua == p , o pezo da esfera no ar

= P, 0 pezo da mefma na agua =P, 0 raio ='=:t‘;
Q2 lera
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: 4 :
fers a folidez = ——cx? , € 0 pezo de igual volus

4 L an
Jume de agua == — ¢px? ; logo conforme o princi-

pio expofto P — ks epxi == P', donde [e tira x =

1}; 3 ([P —P!)
Lo
Se o globo no ar pezar § ongas, €Mnaagua2;
pezando hum pé cubico de agua 72 libras, ou fendo
2 2 (5 — 2)

p = — de onga , teremos x:—V e
LV
3

3
25
[ a ]
1/'&. , que pofto em calculo por logarithmof

o

dara
’ CL. g,5028501
. CL. 9,099g100
/ L. 1,47213638
Ix¥ . 0,0311239
Ix % 0,0103740

2

Lr}g;trithnm a que correfponde o numero ¥,0242 5
logd © raio da “esfera fera de 1,0242 P”‘”’*"H"‘dﬂ'

Havemos fuppolto tacitamente que o globo €n-
trava todo na afua cm virtude do ["'1"—‘1“1“ FEE” 3¢
porém for neceffario carregallo com algum pez®s
ara o mcrgulhar inteiramente , entad eile pezo
additivo fera a qalamidad: que devemos romar
por I'', © qual fe fara nﬂg-'li‘-’“ 3 ifto he, teremos

i 3 ]
3 (EA-P') . Com effeito , fendo nefte
4cp (
calo
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cafo o pezo da esfera no ar menor que o pezo

2 ¢px? de hum igual volume de agua, a differen-

¢a, ou ‘- 3 epx3 — P ferd o pefo P’ que fe deve ajun-

tar para a mergulhar totalmente ; logo teremos
Fi : 7 9(P+P)
— pxi—P—P"', da qual {e tira x=— 2y,
3 px aq €t v 4cp

Das Linbas enrvas em geral , e em particular
das Secgies Conicas,

282 D As linhas curvas que a Geometria
confidera , em razad do grande ulo que tem na
conftrucgad - das equacebes , € nas {ciencias. Fifico-
Mathematicas , humas fad tais que cada hum dos
feus pontos fe pode determinar pela mefma ler,
ifto he , por calculos e operagbes femelhantes 5 em
ontras porém cada ponio fe determina por lei
differente 3 ainda que elta mefina differenca he fu-
jeita a huma lei.

As linhas tragadas ao acalo , como , por exem-
plo, os rafgos de huma pena [obie o papel, nad
podem fer obje@o de huma’ Geometria r1igo-
rofa. Sem embargo , a theoria das curvas conduz
a imitar delineamentos rebeldes ; e a arte de achar
approximadamente o nexo entre quantidades , cuja
lei lie® ou defconhecida , ou muito compelta , nad
hhj a applicacad menos util da Algebra a Geome-
tria , como adiante veremos.

Para poder defcrever as curvas de que trata a

edmetria , he necetfario conhecer a lei, a que el-

tad
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tad fujeitos os differentes pontos de feu perimetro,
De muitos modes pdde ella fer dada , ou indi-
cando-fe o meio para defcrever as curvas por mo-
vimento continuo , como v. g. a refpeito do cir-
culo fe faz girar huma linha ao redor de hum
ponto ; ou antes enfinando-fe huma propriedade
que pertenga conftantemente a cada ponto da cur-
va , como por exemplo, fabendo-fe que todo o an-
gulo do femicirculo he re&o (31. 3. Eucl.), po-
demos defcrever o circulo do diametro dado AB
(Fig. 34), tirando da extremidade A huma infini-
dade de linhas AC, AD, AE, &e. , e conduzin-
do pela outra extremidade B as perpendiculares
BC, BD, BE, &c. , entad os pontos C, D, E, &c.
pertencerab ao circulo que tem AB por diame-
1ro.

Finalmente a lei tambem péde fer dada por
huma equagad, e afim o fupporemos fempre,
porque os-dous primeiros modos fervem para achar
a equacab que exprime a lei. Reduz-fe pois clta
theoria a reprefentar a natureza de qualquer cur
va por huma equagad, a qual ferve para defcre-
ver acurva, e moftrar os feus ufos e proprieda-
des. De tudo ifto vamos a dar hum exemplo 10
circulo, que ja conhecemos pela Geometna cle-
mentar. :

283 Supponhamos que da curva AMB (Fig.35)
fabemos tad fémente, que a perpendicular PN
tirada de qualquer ponto M fobre a linha AB he
meia proporcional entre as duas partes AP ¢ PE.

Para exprimir efta propriedade em equaga®:
feja AB=—ua, AP==x, PM=y;¢ teremos
AP (x):PM(y):: PM (y) i PB{a—x), il

he yy — ax — xx.
; Fara
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Para defcrever agora a curva , concecbamos AB
dividida , por exemplo, em I0 partes iguais , €
tiemos por cada ponto de divifad as perpendicu-
lares pm , pm , &c. Efta claro, que fe na equagad
fuppuzermos fucceflivamente ¥ igual a cada huma
das linhas Ap , Ap, &c., ferd y igual a cada huma
das linhas correfpondentes pm , pm , &c. ; porque a
equacad exprime , que para qualquer valor de ¥
he fempre y meia proporcional entre x ea—x,
¢ efta he a propriedade que fuppomos a cada
huma das perpendiculares pm. Logo pela equacad
acharemos fuccellivamente cada ponto da curva,
dando a x muitos valores, e calculando os correl-
pondentes de y. Por exemplo, na hypothelc de
a=— 10, a nofla equagab torna-fe em yy — 10¥
- XX , € 1Cremos

l=|:li 3

1 23 g1 435 8% 83 ¥y '85.49§ ©
J=oi X st BS540 5 T4 230 O

Tomando pois eftes valores de y fobre as perpen-
diculares correfpondentes aos valores 1, 2, 3, &ec.
de ¥, e fazendo o mefmo para a parte debaixo fo-
bre as perpendiculares pm’, pm', &c., determi-
Naremos os pontos m, m, m', m!, &c. pertencentes
@ curva que tem a propriedade dada.

Querendo ter maior numero de pontos , fuppo-
remos AB dividida em maior numero de partes,
em 100, por exemplo , ilto he , poremos a = 100;
ou confervando o mefimo valor de « =— 10, dare-
mos a x os valores intermedios entre 1, 2, 3, &¢. ,
¢ calcularemos os correfpondentes de y.

Os dous valores de y — o moltrad que 2
Curva encontra AB nos dous pontos de A e B, em
hum
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hum dos quais he x —=o0, e no outro he ¥ —=1o.
A equagab tambem moltra o mefmo ; porque nos
lugares em que acontece o dito encontro , he y—o,
e metendo elte valor na equacad , teremos o=
x (a — x): logo como efte produéto he nada, quan-
do x—o/, e quando x —a , fegue-fe que y ferd
nada neftes melmos cafos ; ifto he , a curva encon-
trard a linha AB 1o ponto A em que x—=o0, ¢n
ponto B em que ¥ — 10.

284 Aflim, para exprimir em equacad a natu-
reza de qualquer curva, reporta-fe cada hum dos
feus pontes m , m (Fig. 35) a duas reQas fixas AB,
AOA que facad entre i hum angulo conhecido;
porque he claro, que imaginando conduzidas pelos
pontos m, m as linhas mp, e mp’ parallelas a OAO,
e AB, fera determinada a poficad de cada ponto,
fe forem conhecidos os valores das diltancias mp’e
pm, ifto he, de Ap e pm, ou o valor de huma, e a -
zab entre ella e a outra. A expreffad analytica da
razad que tem entre fi as linhas Ap e pm para cada
hum dos pontos 7t , da a equacad da curva, a qual
que fera mais ou menos compofta conforme o grao
mais ou menos elevado da equacad.

As linhas Ap ou mp’ chamad-fe abfciffas , € 2
linhas mp ov p’ A chamad.fe ordenadas ; humas ¢
outras tem o nome commum de cosrdenadas da cur-
va. E como pertencem indifferentemente a qual-
quer ponto da curva, o feu comprimento varia 3
cada inftante, pelo que tanto ellas, como as le-
tras x, y, %, &C. que as reprefentad « fe chamao
indetermivedas. O ponto A donde fe comegad 2
contar as abfciffas chama (e a origem das abjciffas, ©
o ponto donde fe comecad a contar as ordenadas

Ap! ou pm, origem das erdenadas, Ainda quz cltes
ous

— ], = =

L mmm el

B .
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dous pontos na Fig. 35. nab [ab differentes, com
tudo nad ha outra razad para contar as abiciilas do
melmo ponto, de que fe contad as ordenadas,
mais que a da implicidade. Como as ablcilfas fe
podem tomar de huma e de outra parte da origem,
ferad negativas aquellas que eftiverem na parte do
cixo contraria a que fe confiderar como politiva.
Na policad das ordenadas nada ha de effencial , fe
nad o ferem parallelas entre fi 5 podem fer perpen-
diculares , on obliquas ao eixo das abfciffas. As or-
denadas tambem fe diftinguem em pofitivas e nega
tivas , conforme eftad para huma, ou para outra
parte do eixo das ablciflas.

285 Moltremos agora como por meio da equa-
fab de huma curva fe achab as fuas propriedades,

1° Do meio C de AB tire fe para qualquer
ponto M a reéta CM ; o triangulo CPM fera {em-
pre reftangulo , e por confeguencia teremos CM?

=MF:+PC==}'1—I—EJ=-—HI+I= : € COMmo
W=ax —xx(283), acharemos CM — 14, ifto

he , todos os pontos M, m eftad em igual diftan-
¢ia do ponto C ; propriedade diftin@iva da circum-
ferencia do circulo.

2% Se conduzirmos por qualquer ponto M, e
pelas extremidades A e B do diametro as reftas

MA, MB, teremos AM? — AP* 1 PM?® —
* 4y —ax, e MB* = PM? | BP* = y* -} a*

—2ax' ¥ =_ax ~+ a? . Eftas equacdes foma-
das dap AM® + MB* = a*—= AB*, que he a

Propriedade do triangulo rectangulo ; logo todos

W.\_ﬂngums AMBE fad rectos.

311
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20 A equagad AM? —axdix: AM ;. AM g

logo na curva de que fe trata, todas as cordas AM
fab meias proporcionais entre o diametro AD eo
fegmento correfpondente AP. Semelhantemente fe
acharad as outras propriedades.

Se contalfemos as abiciflas do centro, ifto he
fe tomaffemos CP, Cp, &c. por abfcilfas, efti
claro que reprefentando cada huma por z , teria-

mos x —la —z, e confeguintemente a equagad
do circulo as coordenadas perpendiculares , conta-

das do centro, fera yy— ! aa — zz.

Qutra qualquer propriedade pertencente a todos
os pontos da curva, fendo traduzida algebrica-
mente , daria a mefma equacad s mefmas coorde-
nados. Se houver porém mudanga na origem , 0U
na direccad dellas, ou em ambas as coulas junta-
mente , podera apparecer huma equagad diiferen-

te , ainda que fera fempre do mefmo grio. Have-
mos vifto , que pela mudanca das ablcifias, em

lugar de yy=—=ax — xx tivemos a equagad yy =
1 aa — zz do mefmo grio , a qual, como foi de-

duzida da primeira, tem a mefma propriedade por
bafe. Porém fe traduziflemos a propriedade qU°
tem MC de fer fempre a melma, ¢ igual ata

entad conlervando as melmas denominagdes, '
riamos (47. 1. Kucl.) yy 4 2z = } aa, ilto he yy =
i aa — z% , como deduzimos de outra propricdade.
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Da Ellipfe.

286 Cﬂnﬁdcrcmns agora a curva que tem 2
propricdade de fer a foma MF - Mf.( Fig. 36.}
das diftancias de qualquer dos feus pontos M aos
pontos fixos F e f, igual a huma linha dada a,
Efta curva tem o nome de Eilipfe, as diftancias
MF e Mf chamad-fe raiss weétores , © as pontos

Fefies fiess.

Para deduzir a equagad , tome-fe huma linha
determidada, por exemplo Ff, para eixo das abi-

ciffas, cuja origem feja emr A na diftancia CA =
la do meio C de Ff. Tire-fe a ordenada MP, ¢
faga.fe CB=—=CA : feja AP=x, PM =y,
AF—=¢, FM =z ;feri FP—=2%(x—¢), con-
forme P cahir entre F e B, ou entre Fe A fP =
a— x —¢; e pela propriedade da curva, Mf =
4 -z,

Ifto pofto, os triangulos retangulos FPM,
SMP dag FM? = PM?* - FP*, e Mf* —=PM®
+fP*; ou 22 =y b x> —2cx ¢, € @ —
'1ﬂ‘:+ 22 e ¢ + fi2 — 2ax + x? — 2darc + 2cx

- 2 ax ac — 2cx
+ ¢, das quais {e deduz z —= =+ = 3

logo fubftituindo efte valor na primeira equagad,

L = 408
Fi i 8

287 Por efta equagab podemos defcrever a cur-
¥a por pontes, como havemos feito (283) a rel-
pet

.
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peito do circulo. Alem defte methodo temos o fe-
guinte.

288 Tomando CA=CB =14, doponto f
como centro com o intervallo arbierario Br defcre-
ve-fe hum areo , e executa-fe o mefmo do ponto F
com o intervallo A7 ; os pontos de interfecgad
M e M! dos dous arces pertencerad a elliple.

289 A propriedade fundamental de que dedu-
zimos a equacad da curva, di hum meio muito
fimples para a defcrever por movimento  continuo.
Fixem-fg em dous pontos F e fas extremidades
de hum fio FMf maior que Ff, o qual fe eften-
da por meio de hum penteiro M; entad o ponteiro
movendo-fe ao redor dos focos, de maneira que
o fio fe conferve fempre eftendido , ird marcando
os pontos da ellipfe; porque em todos os pontos
que elle defcrever, a foma das diftancias FM ¢

fM fera a mefma,
2go Donde fe fegue, que tomando o fio FMf

igual a AB, a curva paffard pelos pontos A ¢B;
porque  AF — Bf; logo AF 4 Af— AB, ¢
BF 4 Bf =— AB. "A equagab moitra ifto melmo,
porque , pondo-fe y—oc, dd x(a —x)==0,qu¢
quer dizer que a curva eéncontra a linha Ff
produzida, quando ¥ — o, ou no ponto A,e

quando ¥ — a, -ou no ponto B,
4ac — 4¢ L
291 A equacad y — = »\/ _ﬂfaa’.—-uj
aa
da a cada abfciffa duas ordenadas iguais com li-
nais contrarios , e por tanto moftra que a cur'?
tem dous ramos iguais, hum de huma parte do
eixo AB, e outro da outra parte ; e que a perpen-
dicular DD? (Fig. 27) conduzida por C divide 3

curva em duas partes I gll:tis e {eme¢lhantes.
29%
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2902 A linha AB he o eixa maior da elliple,
DD! o efxoc menor, € o dobro mm' da ordenada
que paffa pelo féco , 0 parametra. Os pontos A , B,
D, D’ fab os wvertices dos eixos, ¢ o ponto C
he o centro da ellipfe.

293 Se fuppuzermos ¥ — AF = ¢, teremos
2 (ac — ¢cc)

e

g

, ¢ por confequencia mm'—=

4 (ac — ec)

. Logo o parametre he menor que o qua-
a

druply da diflancia ¢ do vertice ao fico.

Sr:jn ki L odd — e equagad da ellipfc fe mu-

[

dard entad nefta mais imples yy = —P—[ﬂx—rx].
i i

294 Se fuppuzermos ¥ — AC=—1a, tercmos
$)= CD? = ac — cc= AT x BF ; donde [e tira
AF:CD:: CD* BF. Logo o femieixo menor he
meia proporcional entre as diflancias de hum dos fi.

05 aos dous vertices.

Sr:ja DD!=—14, fera ﬁi — gac — (€ 3 €4 Cqua-

¢20 fe mudari nefta de que fe faz muito ufo . . .
W= i (ax — xx).
aa
Dos valores de p e b fe deduz pa — b2, e
mnﬁ:guintem:ntc P hre oo B P. Lngﬁ o parametra

be huma terceira proporcisnal aos eixos maior ¢ me-
nor,

195
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bb

aa
x (@ — x) .. bb . aa ; logo o5 quadradss das orde

295 A equagad yy — (ax — xx) da gy

nadas ao eixo maior [ao para os productos das [usi
abfeiffas , coms o quadrads do eixo mensr bhe para?
uadrads ds eixs magor ; € confegnintemente
guadradss das ordenadas e¢flag entre fi como a5 pri-

dulos das abfeiffas corvefpondentes.
296 Se fobre AB ( Fig: 38.) deflcrevermos 0
circulo AEBE' teremos PN* — ax — xx; logo

b :

Jﬂ PN? , aqual da y I PN O b*a,
a

ito he PM *PN :: CD * AC ou CE ; logo asor-

denadas da ellipfe fad proparcionais as do circuls def-
crits [obre o eixa maior. Podemos pois defcrever
a cllipfe com muita facilidade por meio do cir
culo. |
Donde fe fegue , que o circulo he Imma_elh-
ple, cujos eixos @ ¢ b fad iguais, ou cuja diflan-
cia do vertice ao foco he igual a ametade do eIx0

maior, ou tambem cuvjo parametro he igual a0

fera yy =

diametro ; porque fuppondo b —a,

p=—a, todas as tres cquagbes da ellipfe {e tornad

na do circulo yy =— ax — x=x.

297 Vé-fe pois claramente, que huma linha
unica , ifto he o diametro, determinma o circulo
mas nad bafta o eixo maior AB ( Fig. 37.) P™
determinar a ellipfe 5 he neceflario alem dillo ¢
nhecer ou o eixo menor &, ou o parametro p
a diftancia ¢ do vertice ao foco. Havemos

como fe delcreve a ellipie no calo de ler dﬂdﬂi o
: -

- ol
yiito
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eixo maior com a diftancia do wvertice ao féco.
Quando porém fe derem os dous eixos, para def-
trever a curva por movimento continuo, he ne-
ceffario determinar os focos. Ifto he facil de fa-
zer , defcrevendo do ponto D como centro com
ointervallo AC =41 a dous arcos, os quais cor-
tarab o eixo maior nos pontos procurados F e f.
S¢ for dado o eixo maior com o parametro’, deter-
minaremos o eixo menor , tomando huma meia
proporcional (294) entre as duas linhas dadas, e
alim reduziremos efte cafo ao precedente.

208 Pdra tirarmos huma tangente a qualquer
ponto M ( Fig. 79. ) da elliple , produziremos o
raio ve@or fM até G , de forte que feja MG =
MF ; e tirando GF, conduziremos {obre ella por
_!"nri a perpendicular MT, a qual fera a tangente,
ito he, encontrari a curva unicamente no pon-

o M,

Porque fe a encontra em outro ponto, por
exemplo em N, entad tirande Nf e NF, pela pro-

priedade fundamental da ellipfe fera FN 4 Nf
=FM 4 Mf, ou (4.e5. 1. Eucl.) NG -4 Nf
= Gf'; masifio he abfurdo (20.1. Eucl.); logo o
Ponto N nad pertence a elliple.

299 O angulo FMO =GMO = fMN. Logo

na n’a’e}:fr 85 raiss vellores j}:rumﬁ angulos iguais com
@ tangente Como fe fabe por experiencia, que hum
110 de luz , quando encontra huma f(uperficie, fe
refle@e fazendo o angulo de reflexad igval ao an-
gulo da incidencia ; 0s raios que partirem do féco
1Eminn[}.:- F, e encontrarem a -::Hipﬁ: s 1rabd reu-
Lir-fe no outro féco f; e reciprocamente.

Se
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Se conduzirmoes por M ( Fig. 40.) fobre a tan.
gente MT a pcrptndlullar MI1 , efta linha que fera
tambem ]'!'E[ptﬂdll:l.ll.!:r a curva , dividira o angulo
FMf em duas partes iguais ; porque fendo IMT =
IMT/, fe tirarmos os angnlos iguais FMT, fMT),
reftara FMI = IM{f.

300 A linha PI chama-fe a Subnsrmal, Mla
Nermal , PT a Subtangente.

Por quanto temos FMI =IMf, fera Mf!
MF :: f1: FI (3. 6. Eucl.) s e conleguintemente
Mf + MF (a) : Mf— MF (a— 2z ) 53 1 +FI
(a—a2¢) : f1 — FI (a—2c—2FI ) da qual feun

8% — 262 07 c—286% == AT x—400X = 400

logo PI =FI —(x—¢)= e 7 1. — (ac—¢c)=

ﬂ:

b
;ﬂ{ a—x) (204).
PM2 . . 4ty
3‘3‘[ J'Si rli-blﬂﬂ"‘rﬂnlﬁ PT == "“Pi"" == m

gx — XX

-
— -

'la—.t‘

As exprefstes de PI e PT podem fervir para ti-
rar huma perpendicular, e huma tangente a quale

quer ponto M da ellipfe.

202 Como PT nab depende de 4, tgdas
tangentes a pontos correlpondentes de tmiﬂﬁ as ¢l
Jipfes , defcritas [obre AB como eixo maior, [e
encontrad no mefmo ponto T do eixo. Pelo qu

a I.EI.I'I‘-TUH.L LS punm N do ur-:uln dE‘-fEIltﬂ I'uhr-: q'-ﬁ
como

. B R Y

e | el R
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tomo diametro ( Fig. 38.) encontrard no mefmo
ponta do eixo T a tangente ao ponto correfponden-
te M da ellipfe.

Porque he CP =} a — x (Fiz.40.), ferda CT

iy iy 5 AP 1) .
=CP 4 PT e Sy 01 ; logo CP:
AC .. AC: CT; proporcad , pela gual fe deter-
mira com fumma facilidade o ponto T' , por one
de palla a tangente MT.

323 O triangulo rfﬁ:angulu IPM di T™M
o ' 2\ €% — xx
—-1/[(“-“4' o e )gr_*x—fl'

304 A elliple tem grande ufo na Archite@ura
Naval. A curvatura ,» por exemplo, da [uperficie
exterior dos maftros , he a de huma porcad de el-
lipfoide , ifto he , de hum folido gerado pela
revolugad da ametade de huma ellipfe a0 redor do
feu eixo maior.

305  Se de qualquer ponto M tirarmos fo-
bre 0 eixo menor a perpendicular ou ordenada

MP/, o fuppuzermos DP' = »’, MP'=y', te-
I{‘rllusj :{nﬁ-—x' p € xziﬂ—j'. Subiti-

Wwindo eftes valores na equagad yy = ad Co
il

aa
— b
“quacad femelhante a que fe deduzio para o eixo

THI0F 5 por tanto tiraremos conclustes analogas
295, 206 .

= xx} , acharemos yy’ (ox'—x'x');

h:-:m*i Para termos as linhas P'1*, P'T!, L1,
IT! perténcentes ao eiX0 menor , imitaremos
Que fizemos a refpeito do eixo maior , ulando

das
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das linhas correfpondentes , e dos triangulos feme-
lhantes , que fe reconhecem na Figura. %cih: modo
acharemos valores em &' femelhantes aos deduzi-
dos em x relativamente ao eixo maior.

Tambem damos hum parametrs ao eixo me-
por , entendendo por elta linha naé o dobro da or-
denada , que paffa pelo foco do eixo menor, por-
que nabd o ha; mas huma terceira prupnrciunn!
aos dous eixos menor e maior (264) .

307 Se quizermos contar as ablciffas do centro
C, poremos CP = =z, e fubflituindo {a — zem

hb
lugar de ¥ na equacal yy == e (ax — xx) , € nos
f

valores de PI , PT , CI ’ft TM , acharemos ¥y
bz 2%

b b
= — (lag—~—zz)y Pl =-— P
ad ik
1aa

€T =

g

X
sy

s
Pl dm

Comeo os valores de =z comecad em C , ¢ act

bad em A, parece que a equagad y = =—

/(taa — zz) di {6mente ametade DAD’ da el-

lipfe. Por{m como devemos dar a z tanto valores
pofitivos , como negativos , elta claro , que f;‘ﬂff
ultimos darab as ordenadas pm , que determinad
a outra ametade DBD’; a qual he igual e feric-

hante & primeira DAD’ , porque a quantidﬂdﬂ

s+ —/(laa — zz) nad muda de valor pela fublt-
a

tuicad de — = cm lugar de -~z . )
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108 ' Da-fe o nome de diametrs a toda a refta
MCM! (Fig. 41.) , que paffa pelo centro da elli-
ple, e termina nos dous pontos oppoftos da cur-
va, Se conduzirmos pelo centro a rea NCN' pa-
rallela a tangente em M, ferab NCN'’ e MCM!
0s diametros conjugadss. As linhas mO parallelas 2
tangente em M (ab ordenadas ao diametro MCM?,
¢as partes MO fab as ab/ciffas. O parametrd de
qualquer diametro he huma terceira proporcional
20 mefmo diametro e ao feu conjugado.

309 Para moltrarmos que as ordenadas a hum
diametro tem propriedades femelhantes &s das or-
denadas aos eixos , tirem-fe as perpendiculares
mp , OQ ao eixo AB, e areta ms perpendicular

2 0Q. St Al =—g ., PM —y, CP==x. 04
=g, CQ = k; teremos AP— Ia—z, PB
=la4-z, Ap=la—k—g, B =1
Th+g.

Os triangulos femelhantes TPM , mSO dad

80 — . 5% ,» ¢ outros dous CPM, COQ

19a — 2z

;
umben femelhantes a6 QO == — ; logo pm

ky £2y
= — SO0 — 4 . Mas pela
QO S0 = % lag — zz i
grﬂpricdade da ellipfe (295) pm® X AP. PB =
M2 Ap. B ; logo fubftituindo , e reduzindo ,

1
teremos ff,ﬂ_ 1|

<5

£42%

— lag — gp.
laa —2z L Sl

Notemos de paffagem , que quando a linha mO

Pafla pelo centro, ifto he , quando-o pento O rE‘_aIu:
R2 - [o-




nbo ELEMENTOS

fobre C , He k=0, ¢ r — CR 3 logo fubftitnins
do eftes valores na equacad achada , vira CR®
= laa — zz = AP. PE.

Fazendo agora CM — 4a4', CN — 1},
mO =y, CO=2z', os triangulos {emelhantes

e

CPM, CQO dat k= —; , ¢ os dous CNR,
PL
jgb’

mSO tambem femelhantes dag CR = ~-; logo

5 1 Yy
CR*—= -~ g‘i’, ; donde , igualando entre fi 08
7

dous valores de CR? , refultard gg —

y'y' (4aa—=2)
1b' b
Subftituindo pois os valores de gg e Ak na equaga®

1 gaks o
4 (1= : :
AT J["" .. s Sl 408 =y teremos
E: -llllr;fra-—zz . gg ¥
byl AN L A Yl P 1l "
FJ"—'H_;H?‘{H“’—- z'z') , femelhante 29

achamos a refpeito dos eixos.
: !
ato Pondo y'=o0 , tercmos z'= = ja .
Logo a curva enconira a linha MM'em dous pow-
tos M e M’ equidiftantes do centro, e por €0
fequencia todos os diametros da clliple fad certd
dos no centro em duas partes 1guais.
! .
P
211 Aequagady=3x— (}a'a’ — 2°% )

i
moftra que qualquer diametro MCM?’ divide em
duas partes igoais as [uas ordenadas mom”, OU #
parallelas & tangente em'M, e confeguintemente
tambem a ellipfe inteira.

212 ‘Donde fe legue, 1° que 3 tangente €™
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N he parallela ao diametro MM’ ; 2°que as or-
denadas Om ao diametro MM {ad as ordenadas
20 circulo do diametro MM’ , diminuidas po-
rem ou augmentadas na razad de 2’ I 5’, e incli-
nadas debaixo de hum angulo igual ao comprehen-
dido pelos diametros conjugados.

Para fabermos em que lugar a'=2~4", ou onde
as ordenadas {ad igunais as do circulo, fubflituire-
mos CP (z) em lugar de CR na equacad CR?

—

=laa —zz , e teremos 2 =1 a ¢/1, quanti-

dade real e independente de &, a-qual moflra , que
cada ellipfe tem dous diametros -conjugados iguais,
¢ que eftes fe determinad do meimo modo em to-
das as elliples que tiverem o me{io eixo, Para os
achar , defcreva-fe {obre o eixo maior como diame-
o (fijg. 38.) o femicirculo ANEB, e dividindo
em duas partes iguais no ponto N o.arco AE de-
terminado pelo eixo menor CD produzido, abai-
Xe-fe NP, que corta a ellipfe em M ¢ M'; ferad
CM e CM' os dous diametros conjugados iguais ,
Pois que o triangulo rectangulo ilofceles PéJN da

CP=CN v/} =fa vi.
313 Se conduzirmos do centro C (Fig. 42.)

2 perpendicular CF fobre a tangente, fera CF
PM.CT TM.CR

a _'_"-I"'M_" » € CN" == P.-I‘

3
EF.(}N.—: IM'E_IT'CR = lab (307, 309);

; loge

o he ( tirando a tangente NI até encontrar
T™ em I ) CMIN == 1a, 1. Logo itodss os
Parallelsgrammos firmados  pelas tamgentes nas. ex-

ire-
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tremidades dos diametrss conjugadss fub iguaes entre
Ji 5 € ao reélanguls formada pelss eixes.

314 Os triangulos femelhantes TPM , CRN

CR.PM bz
dab RN = PT el pelos dous

triangulos reflangulos CRN , CPM temos CR®
+ RN? 4 CP* 4 PM* —= CN7 4 CM?, logo
fubftituindo nefta as exprefsdes algebricas das li-
nhas , fera CN® 4 CM?® = 142 4 142 . Don-

de fe {fegue , que na ellipfe a foma dos quadradss de
dous quaifquer diametros conjugados he igual i foms
dos quadrados 'dos dous eixos.

315 Por quanto temos CN* = CR* 4 RN*
= ja? — 2* 4 s , fera (307) TM? = CN*

ﬂi

( 1a® — 22

=2

)- Porém os triangulos femelhan-

tes TPM, MP'T'da6 MT'’ =

2 s
E;—_i(-:-? » € confeguintemente
™ )(h'IT?m ON ¥ _}Pr W CM {3&3) , fen-
do p’' o parametro do diametro MM’ ; donde e
tira CM:TM :: MT’: 1p’.

O circulo deferito fobre TT! como diametro
(Fig.43.) paffard pelo ponto C, porque © angulo
TCT' he re&o ; fe produzirmos pois CM até en-
contrar a circumferencia em V.t:r:mnﬁfgg.g-EHf'-}
CMITM ;. MT': MV ; logo MV =—}P"-ﬁ

. 31

logo MT'? —
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216 Daqui fe infere , que para defcrever 2 cl-
liple, quando fad dados os dous diametros conju-
gados MM’ , NN', com o angulo que formad en-
tre fi , produziremos CM ate V, de forte que
MV feja igual a ametade do parametro, e do meio
X de CV levantaremos a perpendicular X'’Z , que
encontra em Z a linha T'T’ conduzida por M pa-
rallelamente a NN7; defcrevendo entad do ponto
Z romo centro ¢ com o intervallo ZC hum cir-
culo, que cortarh TT’ em dous pontos T e T',
asre®as TC , T'C conduzidas por elles para o
ceritro ferab as direccbes dos dous eixos, A fua
grandeza fe determinara abazixando as perpendicu-
lares MP, MP’', e tomando CA (302) igual a
huma meia proporcional entre CT e CP ; e CD
ignal a2 huma meia proporcional entre CF’e CP?,
tTanm (e deduz dos triangulos femelhantes TPM ,

) 28

317 Para refolvermos analyticamente elte pro-
blema , feja MM’ = m , NN = n, e o angulo
MCN =, teremos (314) m* 4 #* =a* 4 §*,
¢(313) mn fen « = ab , porque (Trig. 174.)CF
=m fene ( Fig.42.); logo a=1 ¢/(m* 4 n*
4 2 Sfen a) 4= & of(m* 4 0 — 2mn fena)y e
b =1 y/(m* 4 n? 4 2mn fen ) — § /(m* + n*

= 2mn fen «).

Para acharmos a direccad dos eixos , ou o an-
gulo MCT, que reprefentaremos por ¢ , temos no

tliﬂngulﬂ. CMT [Trig.t ';;3.]}}.1 T ou fﬂl [ﬂ—¢} :
CM (4m):: fon TMC (fen &) : CT (-&5 ) s
lo-
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ﬂﬂﬁﬂfu—.p}

2m fen a

Qangulo CMP (Trig. 162) da 14 Im 33 cof 4.

CP ou e e .f'_‘?'
im fen a

==a* (fen s cof o — eof o fen o) (Trig.34), e die

at—m?*

logo CP R

; logo teremos m? fen a cof o

vidindo por cof ¢, vird tang ¢ — tang « ,

-
-

que fe pode exprimir em m ¢ », {ubfituindo por
a o valor achado,

Da Hyperbola.

218 S E a curva ( Fig.44.) tiver a proprieda-
de de que a differenca Mf — MF das diitancias de
cada humn dos feus pontos M a dous fixos F,f,lep
fempre a me[ma, e igual a huma linha dada a ; pa-
ra acharmos a fua equacad , tomaremos huma li-
nha Ff, por exemplo, para eixo das ablcillas,
cuja origem feja vo g. no ponto A em diftancia

CA = la do ponto C meio de Ff , e faremos
CB — CA. Supponhamos AP — », PM — §
AF —=¢, FM —z : ferd FP — + {’r—ij'P
=—=c+atx, e pela propriedade da curva, Mf
— a4z,

Os triangulos reQangulos FPM , £PM dad
€2 — 2rx 4 x? —I—- e W —]— 2ac '+ 4°
+ 2ex A 2ax 22 4y = a7 - 20z 4 2, das

qu.u:i

. Mas o triangulo re.

L o e a o a e pe N e
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2x —I— ae + ax
e

gnais [e tira 2 — 3 logo fubfli.

windo efte valor na primeira equacad, teremos

= 4”"-;];'4” (ax + xx).

319 Efta equacad péde fervir para defcrever a
(urva por pontos, dando a x muitos valores. Tam-
bem fe podem achar fucceflivamente os mefmos
pontos , tomando arbitrariamente huma parte Br
maior que BF , e delcrevendo do ponto f como
tentro , e com o intervallo B» hum arco | o qual
fja cortado em M por outro arco deferito do pon-
o F como centro, e com o intervallo Ar.

Se quizermos porém defcrever a curva por mo-
vimento continuo , fixaremos no ponto f huma
regoa indefinida , que polfa girar ao redor delle ;
tm F, e emhum dos pontos Q_da regoa atare-
05 as extremidades de hum fio FMQ, que feja
igual a fQ — 4. Depois, por meio de hum pon-
keiro applicaremos 4 regoa huma parte MQ do
fo, ¢ movendo o ponteiro de M para A, de jorte
que o fio fe conferve fempre eftendido , a regoa
d abaixando , 2 parte 'M diminuindo , e o pon-
teiro defcrevera a nolfa curva ;. & qual fe da o no-
me de Hyperbola. Com effeito , SM — FM fera
fempre igual a a.

% :;- 3 (ax 4+ xx)

Moftra que a curva tem dous ramos AM , AM’

Iguais e infinitos , hum de huma , e cutro da o=

‘12 parte da linha AB produzida, a qual fe cha-
WA 0 primeira eixs.

320 A equacad yy —

328
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921  Se fizermos x negativo , ou fe fuppu-
germos que P cahe porcima de A , y =

ac ce sokew afla. ¢
+ V/ o I4 (xx — az) feri imaginario em

quanto for ¥ < @ , e por confequencia nad haverd
curva defde A até B ; mas comecando a fer x >4,
as ordenadas tornad a fer reais, e allim comega
em B huma nova porcad de curva mBm’, a qual
tambem tem como a primeira dous ramoes infini-
tos , hum de huma, e outro da outra parte de AB
produzida ; e he perfeitamente igual a hyperbola
pefitiva, pois que tomando Bp —= AP , xx—ar
ou Ap }FS"'E; B vem a ferigual 2 AP 3 PB, logo
PI‘H = L 1¥Lka

322 'Se na equacab puzermos y =0, achare-
mos que a curva encontra o eixo nes dous pontos
AeB,emque x—=o0, ¢ x ——a.

723 Para termos o valor da ordenada Fnm',
que pafia por F (elte’ ponto chama-fe fico, co-
mo tambem o ponto f) faremos x=—«¢ , ¢ V-

A =03 (—f—”—_‘i{—ri) ; logo fera o:dobro delta

ac £

qunntid:udf: youmfm'" — 4 (
1

nha chama-fe o parametrs da hyperbola, Se are-
pre{cntarmos per g, teremos huma equagad mais

fimples dacurva ... yy— 042 (ax =+ xx) »
a

4.r:1::l— dce acal it _;4-{;5 (e

de-

Da equagad p=—
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deduz que o parametro do primeirs eixo da hyperbola

be maior , que o quadruple da diflancia do vertice A
a0 fico F.

324 Sedo ponto C meio de AB fe levantar
aperpendicular DD’ — 2CD , tal que feja CD?
=Af X FA = ac - ¢ec, lera. DD’ o fegunds eixo
da hyperbola, Reprefente-fe efte por &, teremos
bh = 4ac + 4¢cc ; e fubflitvindo na equacad da

U bb
urva, virda . , « yy— — {ax 4 xx) ,
aa
Vé-fe pois que as tres equacbes da hyperbola 6-
mente differem das tres correfpondentes da ellipfe
nos {inais de ¢c e xx.

Da ultima equacad achada fe tira yy (PM?® )

ax < xx (AP ¢ PB):: 4 (DD'2 ) :aa (AB*)

Logo 1 Na byperbsla os quadrades das ordenadas as
Primeire eixo [at para os produites das fuas ubjcif-
Jas , coma o quadrads do fegunds eixe he para o qua-
drads ds primeire 3 e confeguintemente os quadra-
des das ordenadas efias entre fi como  os produétos das

abfeiffas E‘Erl'.;f;bﬂmi?fﬂfﬂ,
Quando @ =4, a curva chama-fe hyperbola
rgur‘a'mm, ea equm;:tﬁ fe torna em Y = ax + Ay

3 qual nag differe da equacab do circulo , fenad no
final de x.

dac - gec
i1

T+ 4ec lerd ap =— bb ,iltohe a4 ;. 4:p. Logo

® parametro do primeiro eixo he huma terceira

Proporcional ao primeiro e ao fegundo cixo.

Por quanto he p — , € bb = 4ac

345
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325 Se tirarmos por D a re&a DA, no trian-
gulo reftangulo DAC teremos DA — /(i 5

+ 31aa) = y/(ec 4+ ac 4 1aa)—=¢ 4 La =— CF.
Logo , para acharmos os fécos quando forem dados
os eixos , tomaremos CF — DA ; e pelo contra-
rio para acharmos o fegundo eixo quando for da-
do ¢ primeiro com os focos, defcreveremos do
ponto A como centro , € com:o intervallo CF
hum arco , que cortara a perpendicular D' no
ponto procurado D).

320 A delcricad da hyperbola depende pois de
duas guantidades , a faber : ou dos dous eixos ; ou
do eixo maior e dos {6cos ; ou do eixo maior ¢
do parametro ; e pelo que havemos dito pode fem-
pre effeituar-fe por algum dos methodos indicados.
Se folle dado , por exemplo , o eixo maior com o
parametro , procurariamos huma meia proporcio-
nal entre eltas linhas , e teriamos o fegundo eixo,
o qual ferviria para achar os fécos.

327 Se fobre Mf ( Fig. 45.) tomarmos a parte
MG = M¥, a perpendicular MT tirada de M
fobre FG fera tangente da hyperbola , ifto he,
nad encontrar a curva fenad em hum (6 ponto M.

Porque fe a encontra em algum outro ponto N de
TM, tirando NF , Nf, e NG, fera NF = NG.
Mas he Nf < NG 4 Gf, logo fera Nf — NF
< Gf, ifto hey, Nf == NF < Mf — MF ; lo-
go o ponto N nab pertence a hyperbola.

Pela ‘conftruccat’ FMO — OMG — NMQ.
Logo fe F for hum ponto luminofo’, os raios gu¢

delle fahirem, & encontrarem a concavidade MAM'
fereflettirad como fe partiffem de £ 328
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228 Por quanto temos ( 3. 6. Eucl. ) fM
(24 a):MF (z) :0 fT (a42c — 'FT).

FT;_ rtl'i FT.___Ef—‘-az: i a . . .
2% -

2ex = ac - ax
(26t a) a 2cx - ac 4 ax 1
2x+a 2x+a i 1089

(2¢ -+ a) z
ax -+ xx
PT=FT —¢c 4 r= —_} valor da fub-

tangente da hyperbola , a qual differe {omente nos
finacs da que fe achou para a elliple,

229 He pois a diftancia do vertice ao ponto
€m que a tangente encontra O €iXo, ou AT —
prv AP Bpustal o8, up e L ¥ 800

e s i

3170 Efta expreffad moftra, que fem embargo
de que os ramos da hyperbola fe eftendem até oin-
finito , com tudo as tangentes a cada hum dos
leus pontos cortad o eixo em pontos T fituados
entre A e C. Porque fe fubftituirmos em lugar de
x todas as quantidades imaginaveis delde o até o
infinito , o valor de AT crefce {6mente delde o
¢ 1a . Logo a tangente na extremidade infinita
de cada hum dos ramos AM , AM' pafa pelo cen-
tra C ; e como os ramos oppoltos Bm , Bm' [20
perfeitamente iguais iquelles, e os pontos A ¢ B
¢ltab em igual diftancia de C, fegue-fe que as di-
tas tangentes tambem o fa6 nas extremidades in-
finitas dos ramos Bm , Bm', como [e reprefenta

(Fig.46.) nas linhas CX , CY.

71
et
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331 Da-fe a eftes tangentes o nome de Afym-
plotas , as quais , como I% vé , f{ad humas linhas,
que partindo do centro fe avezinhad cada vez mais
da hyperbola , fem que poffad encontralla fenad
em huma diftancia infinita , e por tanto [ad os li-
mites das tangentes.
Se pelo vertice A conduzirmos Af parallela 2
PM , os triangulos femelhantes TAr, TPM da
ax 4 xx Lax
—— ) :PM AT (— ‘

; onde fe ve,

AT + ay e 1 b y/(ax 4 xx)
a4 x a4 x

que fazendo x infinito , he At = 1} = CD. Lo-

go , para determinar a poficadb das alymptotas,

conduziremos por A as reftas AL , AL', perpen-

diculares a CA , e iguais cada huma a CD ; &
linhas CL , CL’,conduzidas pelos pontos L, L'

e pelo centro C, ferad as alymptotas da hyper-
bola , as quais fe forem produzidas para a parie
contraria , ferad tambem as alymptotas da hyper-
bola oppofta. Efta claro, que na hyperbola equi-
latera o angulo LCL’ formado pelas alymptotas
be refto.

332 Poisque he CT = CA — AT = {T‘F?
teremos efta proporgad CP : CA @A+ CT,

a qual pode fervir para tirar huma tangente MT.

233 O triangulo reftangulo TPM da MT
= V(PM* 4 PT*) = 4/
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434 Se tirarmos a normal MI (Fig.47.) , tere-

mos TP ""'"”""') PM (y):: PM (y): PI

logo 2 fubnormal PI = Ej- (la4x).

335 Para acharmos agt}ra a equacad as coorde-
nadas do fegundo eixo DD’ , canduzamos a per-
pendicular MP/, e fazendo MP/ = y', DP/=x',

teremos y = 16 — x', e x =y’ — la. Subltituin-

do eftes valores na equagad yy = ij (ax -} xx)
4]

Vi y'y! = }:- (155 — E‘:x’—{- x'x'), a qual nad he

femelhante 4 relativa ao primeiro eixo.
330  Se quizermos ter a equacad em ordem a
AB, contando as oblciffas do centro, fupporemos
P= 2z, ¢ fubftituindo z — %a em lugar de x;

bb
icharemos 7”55 = frz" —_ ‘mﬂ
an

Se referirmos a curva ao fegumlt} tl\ﬂ DD/,
fazendo CP/===’, teremos #' = Ip—z' e ﬁ:b—
lituindo na equacad refpeétiva (335:} y Vi .3y

=2 (272" 1),

33? chnrmmln da mefma forte ao centro as
eXprefsges ‘'de PT, CT, PI, e MT, teremos

PT_E”‘_T"__ or ad9 Lo
Z il

MT 1/ hhzz + zz'— faa 4

= —] [( e L — {'IH -——:‘:' __:l

-
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Se produzirmoes MT até: encontrar o fegundo
eixo em 1/, os triangulos femelhantes TPM,

BOT Ldirat O fymain s X902 156

Ty = a—
CD: +4 !
Cpr

logo' CP= €% CD: CTY.
238 Toda a re@a MCM!' (Fig.48.) que pa

pelo centro , e termina de huma e outra parte n
hyperbola, chama-fe diametrs. As reitas Om pa-
rallelas a tangente em M [ad ordenadas ao diame-
tro 3 MO e OM' fab as fuas abfciffas,

Para moflrarmos que as ordenadas mO tem a3
welinas propriedades que tem as ordenadas MP,
tirem-fe mp , OQ_ perpendiculares ao eixo AB, ¢

conduza-fe ‘mS parallela a AP. Seja PM =,
CP =2z, Qp =g, COQ =k; lerh AP =%
— la, Bl‘:z—i—%a. ﬂp: k —_—g — -i-:i’. B}
=t —g+ la.

Os triangulos femelhantes CPM, CQO dad

QO = ?f—; e os outros dous TPM , mSO dab

L)

SO = — ; logo mp = QO — 50 =

e i
-y — Iﬂﬂ
&5
2% — Lan

= PM" x Ap . ¢B ; logo fubftituindo , € ¢
laakk 1 LER% g

duzindo , teremos — - t
4 ZZ — Laa

No-

. Porém (324) pm? ¥ AP. PB

— i”ﬂi
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© Notemos antes de paffar adiante , que fe tomar-
mos fobre AB a parte CR tal que feja CR2
AP X PB = zz — }aa, ¢ levantando a perpendi-
Cular RN terminada em N’ pela linha NN condu-
zjda pelo centro parallelamente a TM , fe fizermos
CN — CN'; entad NN he o diametro conjugads
de MM’ , e huma terceira proporcional a MM’ e
NN he o parametre do mefmo diametro MM .
Supponhamos agora CM = Ia’, CN = 1J’,
CO=2z", Om=y"; os triangulos femelhantes

|
CPM , CQO dad & = ?EJ » € os outros dous
iﬁl
imbem femelhantes mSO , CN'R dad g? =
Y |+ S
vy = ,b,;fﬂ} ; logo fubftituindo os valores de g2
3
Laakk FL
¢4 na equacad — +zz -+ z:'_ gaa=£g_‘l‘a#’
b b’
teremos ylyl = ca (z'z'— 1a'a’) , equacad

femelhante 4 das coordenadas do primeiro eixo.

339 Fazendo y'=o0 ,acharemos 2’ —= + 14’;
20 a curva encontra a linha MM’ nos dous pon-
‘% oppoftos M e M’ em diilancia do centro igual
134’5 e aflim todos os diametros fe cortad no cen-

o em dyas partes iguais.

lo

340 A equagad y'= = ':;r Viz'z'— 1a'd)

m“qfﬂl ue fe produzirmos mO de maneira que
W =0Um , o ponto m' pertencerd & curva ; por
> tan-




274 ELEMENTOS

tanto cada diametro divide em duas partes ignais
as re@as parallelas 4 tangente que pafla pela ori-
gem do melmo diametro.

b

r
a’a

fe tira y7y! (mO? ) : 2’2" — la'a’ (MO % OM))
B (NN ):a'a" (MM™ )5 logo o quadrads
de buma ordenada a gualguer diametro terminads na
curva efla para o prodults das fuas abfeiffas , come
¢ quadrads do diametro conjugads éfia para o gii-
drads do primeirs diametro.

342 Se do centro C (Fig. 49) abaixarmos (o-
bre TM a p:rp:nt!i::uhr CF, os trinngulns feme-

PM w CT

lhantes CFT , TPM darad CF = M )

e os dous tambem femelhantes CRN', TPM da-

F 'i}'. )
rab CN‘ou CN = I Li{ — ; logo CF % CN

b | -
— L0 ¥ S (‘:}—}-{ 2hi ; e fubftiteindo os valoreé
achados ¢ 236 5 337 » € 338) teremos CF % CN
— iab . Se produzirmos agora M'T até a alym-
piota em 1, fera MI — CN , como abaixo 1€
motrard , e confeguintemente. CIMN fera hum
arallelogrammo , cuja {uperficiec =— CF x M
— CF w CN ; logo o parallelsgramms rsa-f;,.{ff'!-'"‘r'
fobre o: diametros he igual ao reflanguls dos e1x05:

743 Os triangulos {emelhantes TPM , CRN/

PM % CR | bz B
PT — ,__u_ 3 € 06 [If_ﬂ]s. trian
g‘u-

(2! =" — ja'd)

241~ Daequagad y'y' =

dat BN' —

g e p=. Bu i3 T3 10 DR
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gulos re®angulos CPM , CRN’das CM?* — CN 2
=CP* 4 PM? — CR* — RN"?; fubflituindo
pois os valores achados, teremos CM2 — CN=2)
= jaa — }bb . Logo a differenga dos quadradss de
dus diametros conjugadss he fempre a mefma , e igual
a aifferenga dos quadradss dss dsus eixes. Donde fe

legue , que na hyperbula equilatera hum diametro
qualquer he igual a0 feu conjugado.

344 Por quanto temos CN? —= CR2? L. RN#

b gt
=2z — laa 4 iz_:" s fubftituindo no valor de
A fd

P A |
TM (337), acharemos TM = CN / (=22,

z /

Mas (Fig.47) os triangulos MPT ; MP'T/ dag
P'Mx TM CN x=z

TII'L —— : — = log

1 PT T ) ogo

tremos TM X T'M = CN?=1p’ X CM ,

fendo p' o parametro do diametro MM, e confe-

guintemente CM : TM :: T/M : Ip’.

345 Donde fe fegue , que para achar os eixos
1fim de defcrever a hyperbola , quando fa6 dados
U diametros conjugados com o angulo por elles
©mprehendido ; tomaremos fobre MC (Fig.50)
alinha MH — 1¢', eno meio 1 de CH levanta-
'mos huma perpendicular JK , a qual cortard em

3 linha MT'' conduzida por M parallelamente

40 conjugado NN/ . Do ponto K como centro e

tom o intervallo KC defereveremos hum circulo ,

®qual éncontrara MT nos dous pontos T el

€130 as linhas TC, CT” tiradas por elles e pelo
: S 2 cen-
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centro , ferad as direccbes dos eixos ; porque @
angulo T/CT he refto, e temos (Cor.36.3.Eucl)
CM:TM"Y. T/M: MH ou fp'.

A grandeza dos eixos fe determinard abaixan

do de M as perpendiculares MP , MP/, e to-
mando huma meia proporcional CA. ( 337 ) entre

CP eCT, eoutraCD entre CP* ¢ CT".

~ Nab pdde haver difficuldade em achar a felun-
cab analytica defte problema , depois do que have-
mos dito (317) a relpeito da elliple.

Da Hyperbola entre as Afympiotas.

746 A Hyperbola confiderada em ordem as
afymptotas ‘tem  propriedades importantes ,
que exporemos as principais , lembrando-nos
primeiramente do que fica dito { 331 ) fobre o mo-
do de determinar as alymptotas.

Para referirmos cada hum dos pontos E @
curva {ng.Fsl] 4s afymptotas CLO, CL%, t-
remos por E a linha EQ. parallela a huma dellas ;
OFEs parallela ao fegundo eixo DI : ES p:ra.lh:la
2 CLO ; e pelo vertice A a linha AG parallela 3

CL's . S¢jaCA=1a , CD = AL — AL'=
3by BB & BE S5y, AG=m, GL="m
CQ —=1,QE =uw.

Os triangulos femelhantes CPO , CAL dad

= e £ e

T e e .
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B b
=_:z_ -+ 7 ; donde vem EO ¢ Eo = E—ﬁ a0
__ bbaz bb

= e (22— }aa) =166 , ifto he,

EO x Eo —= CD?*=AL? ; propricdade que per-
tence a qualquer ponto E da hyperbola.

347 Os triangulos femelhantes QEO , ESs, ¢
AGL da6 AL : EO ;: AG:EQ ,eAL:Es::
GL : ES ; logo AL®* : EO % Eo:: AG %X GL:
EQ_){ ES ; mas EO ¥ Eo = AL? ; logo

¥ = mn, equacad da hyperbola entre asalymptotas.
Donde fe v& , que para o ponto A teremos

AG ¥ CG=AG % GL ; logo CG = GL.
Mas por caufa do angulo re€to A, o circulo delcrito
fobre CL. ha de pafiar pelo ponto A ; logo CG
=AG —=GL, ifto he , m = n , e conleguinte=~
mente ut =— m* .

Efte quadrado conftante m?, ou CGYNy: om
{{laat- 15), a que o produ&o uf fempre he igual;
thama-fe a potencia da hyperbola.

248 © Se pelo ponto E tirarmos de qualquer ma-
neira huma refta REr terminada nas alymptotas ,
as partes RE , mr, interceptas entre a curva e as
alymptotas , ferad iguais entre fi.

Porque ," tirando por m a linha hmH parallela
a0Es, os triangulos femelhantes REO , RmH
d6 ER : Rm ¢ %G * Hm , e os dous tambem [e-
methantes #hm , #oE dab Er 2 mr 17 Eo > mb ; logo
}-R}(Er * Rms¢mr i) EO X Es (Hm ¢ mi.
Mas (347) EO ¢ Eo = CD?* — Hm ¢ mbh;
logo ER % Er =— Rm % mr , ou ER (Em - mr)
=(ER 4 Em) mr, ¢ reduzindo , ER = mr.

349




278 ELEMENTOS

249 Donde fe fegue , que huma tangente T,
(Fig.52) terminada nas alymptotas , he dividida
em duas partes iguais no ponto do contaéto M.

250 Se por M conduzirmos IM: parallela a
DD, e tirarmos por qualquer ponto E a linha
REr parallela 2 tangente Tt , e OEs parallela 2
DD7; os triangulos femelhantes TMI , REO da.
rab TM * MI :: RE * EO, e o5 outros dous
Mt , Ber darad Mrtou TM : Mi:: Er: Eo; lo-
go TM? . MI % M:i:. RE x Er; EO X ko,
e por confeguinte (347) TM? = RE X Er,

351 Tire-fe pelo centro C o diametro CMV,
o qual dividira em duas partes iguais a linha Rr
parallela a Tr, porque (34¢) palfa pelo meio M
de Tt;efejaCM =1a', TM = 1¢,CV =12/,
VE = y'.. Os triangulos femelhantes CMT ,

f g4
CVR darad VR = Vr =12 ;' logo RE = —f;,-

a’l

it
—y',e Er= ?—u,- -+ ' - Sublftituindo eftes valo-
il

res na equacad RE % Er = TM? = }g¢ , como
tambem o valor de y'y’ (338) , teremos g = £’ ¢
confegnintemente ig = 14! , ou, MT = CN,
fendo CN o femidiametro conjugado de CM ;
logo (Fig.49.) M1 = CN, que he o que promete-
mos (342) demonftrar.

952 Para todas as reftas pois REr {Fr:g-%:}
parallelas ‘ao conjugado CN , temos RE X 7
= CN2.

253 Donde fe moftra, que muito facilment®
podemos defcrever a hyperbola por pontos , quaf

do forem dados os dous femidiametros cunja,fl{'dm
M,
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CM , CN ( Fig.53) com o angulo por clles compre-
hendido. Porque , tirando pela origem M do femi-
diametro CM a linha TM¢ parallela a CN, e to-
mando de huma e outra parte de M as partes M'T',
Mr iguais cada huma a CN ., as linhas CT , C¢
E{:I-Q-. 351) ferad as alymptotas. 1 fe pelo ponto

tirarmos arbitrariamente as reétas EMQ , PMQ_
que quizermos, e em-cada huma fomarmos 'O
== MQ, todos os pontos O aflim achados perten-
cerad (348) 4 hyperbola. Cada hum. dos pontos O
péde depois fervir para acharmos outros como V,
V, &c. , rirando as reftas ROS , 'ROS, &c., ¢
fazendo SV = RO. |

154 Com igual facilidade fe deduz o methodo
de defcrever entre duas linhas dadas para alympto-
tas huma hyperbola , qué pafle por hum ponto da-
do dentro dellas.

155 Finalmente , dividindo tanto o angulo das
alymprotas, como o fev fupplemento , em duas par-
tes iguais , acharemos as. direccoes dos dous ci-
Xos , cuja grandeza [e determinari como {c difle
(345) ; e aflim temos outro meio para relolver a
queltad propofta no melfmo logar,

Da Parabola.

356 C Onfideremos agora a curva , em que
a diftancia FM ({ Fig. 54) de cada hum dos feus
pontos M ao ponto fixo F he igual 2 diltancia
MH do mefmo ponto a huma refta XZ dada de
poficad.

Para acharmos a equacab defta curva, que fe
chama Parabsla , tiremos fobre XZ a perpendicu-
lar FV , ¢ dividindo efla em duas partes 1guais

no
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no ponto A, fera A hum ponto da parabola, por-
que AV = AF. Sirva efte ponto, que fe chama
o vertice , de origem das abfciffas , e feja AV ou
AF = ¢, AP = v, PM ='y ; teremos MF
=MH =PV=c+4x,eFP ==+ (x—)

O triangulo re@angulo FPM da FP? 4 PM*
=MF?, ifto he , sx —2ex - cc + yy =«
-+ 2cx 4 xx ; logo a equacad da curva he
yy = 4cxy a qual nos mofltra o feguinte.

1° Como temos ¥y = V 4cx , feguc—ﬁ: que
a curva tem dous ramos AM , AM’ perfeitamente
iguais e femelhantes , hum de huma, e outro de
outra parte da linha AFP , a qual fe chama o «-

x0 ¢ € que 0s mefmos ramos fe eftendem até o in«
finito , porque crefcendo x , tambem crefce .

2° Fazendo x negativo ytemos y = = ¢/ —i4cty
valor imaginario ; logo a curva na6 paffa para ci-
ma do ponto A,

3° Pondo ¥ =¢, temosy = = 2¢, ifto he, 0
valor da ordenada que paffa pelo féco F, ou Fm
== 2¢ ; logo mm' = 4c: efta linha chama-fe 0
parametre do eixo da fnrabﬂla. Aflipp o parame-

¢ quadruplo da diflanciu A¥

tro do ¢ixe da parabila
do vertice as fico. :
4° Seja p o parametro , teremos 4¢c =—p , ¢ @
equacab da curva fe mudard em ., . . yy = pr.
357 Por meio da equagad facilmente fe del-
creve a parabola por pontos, os quais fe achad
dando {ucceflivamente a x muitos valores, ¢ cal=
culando os correfpondentes de y. g
35
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. ms8 Tambem fe péde_delcrever por pontos
defta maneira. Havendo elcolhido o ponto - A
para vertice , € a linha VP por direcgad do eixo,
tomem-fe as partes AV, AF iguais cada huma
aitp ; fera F o foco. Conduzad-fe por cada
ponto do eixo as perpeundiculares MM', e del-
crevendo do ponto F como centro e com o in-
tervallo VP dous arcos , que cortem as perpen-
diculares em dous pnntnqu e M"™, pertencerad
eltes 4 parabola ; porque fendo VH perpendicular
20 eixo , he FM — VP —=MH." A re@ta XVH
thama-fe a direfiriz.

7359 Ultimamente a parabola pdde defcrever-
fe por movimento continuo , ufando de hum ef-
quadro VHf, e de hum fio FMf — fH , cujas
¢xtremidades e prendem em f, eno foco F. En-
b applicando a fH por meio do ponteiro M hu-
ma parte Mf do fio , fe izermos mover o outro
lado do efquadro fobre a linha ZX , de manecira
que o fio fe conferve fempre eltendido ; o pontei-
1o defcrevera a parabola MA.

360 A equacad yy — px moftra , que para
qualquer ponto M ¢ guadrads da ordenada MP he
igual as produlle da abjeiffa correfpondente pelo pa=
Fametrs 3 ou que o8 quadrades das erdenadas eftad

enire ficomo as _ﬁm: ﬂ{‘ff{ﬁiﬂ.
A equagad da ellipfe yy — o WM (ax

fid
~ xx ), [uppondo & infinito , reduz.fe a yy
= ¢ X ax
LA

bola. Logo « parabsla he buma ellipfe , cujo eixe
Maior he infinito.

= 4cx , que he a equacad da para-

361
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261 Se do ponto M ( Fig.55) conduzirmos fo-
bre FH a perpendicular MOT , efta ferd tangente

da parabola.

Porque fe encontra a curva em algum outro pon-
to N, tirando as linhas NF , NH , e NZ perpen-
dicular a XZ , fera NZ — NF ; mas por ouina
parte he NZ < NH , NH —=NF, e por confe.
guinte NZ < NF; logo o ponto N nad pertence
a curva.

362 O angulo FMO — OMH =— fMN ; lo-
go os raios luminofos que fahirem de I, cen-
contrarem a concavidade M/AM , fe reflettirad
parallelamente ao eixo ; € reciprocamente oS pa-
rallelos ao eixo fe reunirad no foco F.

63 Por quanto HO = OF , os triangulos
HE)M , TOF feraé iguais ; logo FT =— MH
=— PV — x < ¢, e conleguintemente PT = I‘T

FP = 2x. Logo a fubtangente PT da parabils
be dupla da abjeiffa.

364 Se por M tirarmos MI perpendicularmen
te 4 tangente MT , os triangulos femelhantes
PM?=

»
s PMI d — — —1p
TPM , PMI daras PI = — 2 =1

Logo a fubnormal da parabala be a mefma em fodit
es pontos , ¢ igual @ ametade da parametro.

265 As propriedades da parabola tem muit#
applicagles nas Artes e Sciencias. Quem quizer
ver o {en ulo na conltrucgad dos navios, pode cone
fultar o noffo original.,

366 Toda a linha MX ( Fig. 56) parallela 20
cixo QA chama-fe hum drameirs ; o feu parameirt
he
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he em geral o quadruplo da diftancia da oricem M
ao foco'§ as luas ordenadas (ad as reftas mQO paral-
lelas & tangente em M; MO [ad as abfeciffas.

Para achar a equagad as coordenadas do dia-
metro MX , tirem-fe dos pontos m , M, O as li-
nhas mp , MP, OQ_perpendiculares ao eixo AP,
e conduza-fe mS para"f:la ao melmo eixo. Scja
AP=yx, PM =y, Qp=yg, AQ =1 teremos
Ap =k — g,

Os triangulos femelhantes TPM , »SO darad
50 = = s logo pm P?ﬁ‘l o
Mas (360) he pm* % AP = PM* x Ap ; logo %

=k —.

Fazendo agora MO =/, mO =y, ferd x'=#%—

X == £ , on gg = 4xx’', Mas o triangulo retan-

4x
wlo mSO d LY —yly; 1o x!
g §28 oo eminiyls lago{asirtp)
= y'y’, Sendo pois p’' o parametro do diametro
MK, ilto ht.lil'-"ts 4FM =4x+4£=4.t' +P '
teremos y'y' =p’x’; equacab femelhante A rela-
tiva s coordenadas do eixo. Logo o quadrads da
ordenada mo a qualquer diametra MX be igual a»
Producto da abfciffa pels parametra do mefmo diame-
Ira5 e confeguintemente o5 guadradss das ordena-
das fa5 entre i como as abfciffas evrrefpondentes.
367 Do que havemos dito fe fegue, que para
delcrevermos a parabola , quando for dada a linha
ndefinida MX por diametro , com o feu parame-
op',eo angulo que o mefmo diametro faz com
as
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as ordenadas, tiraremos pela origem M huma lis
nha NMT que faga com MX o angulo NMX
igual ao angulo dado, e outra MF que faga com
MT o angulo FMT — NMX ; entad tomando
MF =1p’, oponto F ferd o féco (362, e 366).
Conduzindo pois por F huma linha TFQ paral-
lela a MX até encontrar TM em T, fera TFQ
a direccad do eixo, cujo vertice A fe determinar
abaixando a perpendicular MP , e dividindo FT
em duas partes iguais no ponto A (363 ). Tendo
affim achado o foco e o vertice , a curva fe defcre-
vera com facilidade (3258 , e 259).

Para darmos a folugad analytica defte problems
feja o angulo dado MOm =— MTP =g ; e conler-
vando as outras denominacdes , no triangulo re-
&angulo MTP teremos 1 & fang. a ) PT ( 2x ).

PM ( 4/px ), e conleguintemente ¥ — : n:i;’ =

mas p' — 4x -+ p, logo p — p’ fen®a , e aflim tere
mos o parametro. A origem A do eixo AL fe de-
terminard pelas equagbes x — } p'cof%a, €y =
= 4p' [en 2a.

268 Astres curvas de que havemos tratado,
tem o nome de Seccies Conicas , porque refultad de
huma pyramide conica cortada por hum Ef:mcr-F
Por exemplo, fe a pyramide conica CHI (/457
for cortada pelo plano AMm , de maneira q”ﬁl':'h
encontre os dous lados CH e CI , temos a E!]'F'[“
AMmB : deve exceptuar-fe unicamente o calo €M
que o plano faca com CI hum angulo igual :lquf'j‘:
que o outro lado CH forma com a bale, porq®
entad a leccad fera hym circulo.

Se ao contrario o plano nad encontrar hum dos
1=
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Yados CH (Fig. 58) , fenad no prolongamento defle,

teremos a hyperbola.

Finalmente fe o plano for parallelo a hum dos
lados CH (Fig. 59), teremos a parabola.

Para o demonftrar , concebamos a pyramide co-
nica CHI (Fig. 57, §8) coriada por hum plano
que-pafle pelo eixo j a feccad fera hum triangulo.
Corte-fe tambem a mefma pyramide por tres pla-
nos AMm , FMG, Hml perpendiculares ao tri-
angulo , fendo os dous ultimos parallelos 4'bale da
pyramide 5 as duas feccoes FMG , Hml ferad cir-
culos , os quais encontrad a feccad AMm em M
em, e terad por diametro as interfecgoes FG, HL
dos feus planos com o triangulo ; e as interfeccies
PM, pm dos circulos com o plano MAm (1g.11.
Eucl.) feraé perpendiculares ao plano do trian-
gulo, e conleguintemente ferad ordenadas com-
muas dos circulos , e da feccad AMum,

[{to pofto , os triangulos APG, Apl dab AP 2
Ap PG :pl, eos dous BFP, BHp dac PB .
?B:: FP: Hp ; logo AP % PB | Ap x pB 1.
FP % PG : Hp % pI, ou pela natureza do cir-
culo, AP PB: Ap X pB:. PM": pm2 . Ellad
Pois os quadados das ordenadas da feccad AMm
entre i como os produttos das abfciffas ; e porque
*‘-‘ﬁ:l‘s fe achad de huma e outra parte da ordenada
(-F:’L 57 ), e da mefma parte ( Fig. 58 ), AMm
ferd na Fig.'s7 huma elliple , e na Fig. 58 fera

uma hyperbola.
Na Fig. 59 temos pela propriedade do circulo
PM: — Fp X PG, epm*=Hp % p1 = FP X
: Pl
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p1; logo PM?: pm2 i PG : pl 22 AP : Ap, pes
los triangulos femelhantes APG , Apl. Eftad pois

os quadrados das ordenadas entre fi como as abl-
ciffas, e confeguintemente a curva he huma pa-
rabola,

Reflextes fobre as Equacies das Secgoes Co-

micas.

169 TEm-ﬁ: demonftrado (309) que na elli-
pfe , fendo x a abfciffa CO ( Fig. 41 ) contada do
centro fobre o diametro MM/, e y a ordenada mQ
parallela ao conjugado CN, a equagad as coor-

b

denadas dos diametros he yy = (Jaa — xx), fej2
; a

qual for o angulo comprehendido pelos diametros.

Logo fe por m conduzirmios mO’ parallela a MM/,

a qual ferd huma ordenada ao diametro NN/; fa-

zendo CO'—= »’, mO' = y', teremosy—=x"» °

x = y'y € por confequencia yy =— g: (1 bb — x'x’) -
Donde fe fegue , que contando as ablciffas do cet
tro , a equacad da ellipfe em ordem a qualquer di-
metro tem fempre a mefma forma, em quanto ®
ordenadas fe tomarem parallelas ao diametro cot
jugado.

Se b—a, temos yy — } aa — xx, a qual he
a equacad do circulo (285), no cafo de ferem 25
ordenadas perpendiculares ao diametro ; porque '
forem obliquas , a equacab pertence 4 ellipfe re-
portada aos diametros conjugados iguais.

Quane
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Quianto 2 hyperbola, fendo # aabfcifa CO
(Fig. 48) contada do centro fobre o diametro MM’

terminado na curva , e ya ordenada mO parallela

bb
20 conjugado NN’, teremos (338) yy— —

i
|rx — ! aa) por equagab as coordenadas do primei-
ro diametro, feja qual for o angulo comprehen-
dido pelos diametros conjugados. Mas fe por m'
conduzirmos m/Q" parallela ao diametro CM , a
qual fera huma ordenada ao diametro NN/ ; fa-

Zendo CO/'—=x!, e m’ﬂ’:y’ s teremos x'—y,
¢y'=x , e confeguintemente y’y’ = -ﬂ-g- (%' x! 4
1 bb) . Logo na hyperbola a equagab is coordena-
das do diametro conjugado NN’ nad he femelhan-
te aquella que fe acha para o diametro MM ' termi-
nado ma curva,

Na parabola, contando as ablciffas da origem
de hum diametro fobre elle mefmo, e tomando as
ordenadas parallelas 4 tangente no vertice do melmo
Uiametro , a equacab (366) he fempre yy = px, fen-
do ya ordenada,  a abfciffa, e p o parametro do
Ulametro,

Em fim, na hyperbola entre as alfymptotas, con-
"ando as ablciffas ¥ do centro [obre huma das alym-
Plotas, ¢ tomando as ordenadas y parallelas 4 outra
alymprota , a equacad he xy = aa , [endo @ a po-
'encia da hyperbola.

370 He porém de advertir, que fe huma das in-
determinadas » 9 por exemplo, nad fe contar da
Mefma linha fobre que fe contad os x , poderemos
'r huma equacad femelhante 4s mencionadas , a
9ual nem porifio pertenga aos diametros conjuga=

dos
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dos, no cafo de fer a curva relpe&@iva huma elliple,
ou huma hyperbola ; ou nad exprima a relagad en-
tre as ablciffas e as noffas ordenadas, no calo de
fer huma parabola. Sejaé, por exemplo , CM’,
CN. (Fig. 60) dous femidiametros conjugados da

ellipfe; fuppondo CM'=14, CN =15, CQ =

bi
x, QM =y, aequacad he yy— A (}aa— xx)s
a

Tire-fe pelo centro C huma re&a FCE, e pelo
ponto B, tomado na diftancia conhecida BC =m
conduza-fe BF parallela a QM; fuppondo CE =1z
e CF — », os triangulos femelhantes CBF, CQL

mz bhmm

darad ¥ — —— : lopo teremos —
Al go ¥ Spypme

( L aann
T
ainda que tenha a mefma férma da relativa 208
diametros conjngados , com tudo nab lhes perten-
ce ; porque as abfcilfas z tomab-fe fobre CE, ¢ @
ordenadas y on QM contad-fe do ponto Q_, EH‘-E*:-‘*
a linha QM parallela a CN fe encontra com CM*

271 Segue-fe pois , 1° que huma equacad do
fegundo 'grao a duas indeterminadas , contando-i®
huma dellas da mefma linha fobre que fe conta 3
outra , pﬂrttnr:e:rii a elliple reportada aos L'-inrllclrﬂ‘-'f
conjugados , ou ao circulo, quando mella pad €
trarem outras ‘potencias das indererminadas mai®
que os quadrados, ¢ eltes tiverem differentes (inais
em differentes membros : ‘bem entendido que o t€r”
mo conhecido deve ter o final 4 no membro e™

que eltiver o quadrado da indeterminada cnmﬁ 0

e zz) . Donde fe vé, que efta equagad

. e N el N N P

S G T BT ORI ce——
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final — ; porque a equagad yy = = (— 1 aa—xx)

nad exprime linha poffivel (g8).

372 2° Se os quadrados das indeterminadas ti-
verem o melmo final em differentes membros, e
dellas nad entrarem outras potencias mais que os
quadrados, a equagad pertencerd fempre 2 hyperbola
reportada ou a hum diametro terminado na curva ,
ou a0 feu conjugado , conforme o termo conhecido
tiver o0 mefmo ou differente final do que tiverem
05 quadrados das indeterminadas,

373 3° Se a equagad condtar {omente de dous
termos , dos quais hum feja o quadrado de huma
Indeterminada , e ooutro feja o preduéto da ou-
tra indeterminada por buma quantidade conhecida,
Pertencera 4 parabola reportada a hum dos diame-
tros,, quando os dous termos em differentes mem-
bros tiverem o melmo final ; porque fe o tiverem
differente , a equagad nab exprimira linha poffivel,

374 4° Em fim fe a equagad conftar {6mente
de dous termos, dos quais hum feja o produéto
%as duas indeterminadas , € o cutro feja huma
quantidade conhecida, exprimira a hyperbola re-
Portada 4s alymptrotas.

375 Quando huma equacad a duas indetermi-
Madas tiver as condi¢bes expoftas, com facilidadeg
fe podera conftruir a fecgad conica a que per-
tencer,

Por exemplo , fe tivermos a equagad ncd — gyy
= gxx, efcreveremos primeiramente §y? — ncd —

=g ,.’_T:f_—.rx) o chuig 1 ,E‘

9

£ T (ncd
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] :
( H: — XX ) . Vé-fe pois que a equacad propoll
pr:r:::nc: (309, ¢ 371 ) a huma ellipfe,, na qual:
razab dos quadrados dos dous diametros conjug

bb
dos gu — = £ , € o quadrado do diametro fo-

it .tjl'

bre que fe contad os x oua* = e . Deftas du-

as equagbes fe tirad os valores dos dous diametro

d ocd
conjugados, a I'abcrfzz\/ i) e b— 1/.‘&’"_
g g

E como o angulo por elles comprehendido he igual
ao comprehendido pelas linhas x ¢ y, o qual fe fvp-
pbe conhecido pelo problema de que fe houver d¢-
duzido a equacab ncd — gyy = gxx ; temos as e
couflas (316), com as quais podemos defcrever?
cllipfe.

Ifto mefmo fe praticard nos outros cafos.
geral: Toda a equagad do fegundo grao a duas inde-
terminadas, fe exprime huma linha poflivel, e nad i
refoluvel em dous faflores do primeiro grao da

forma ax =+ by 4+ ¢, e dx 4 fy + g, pertence g

huma feccad conica. Para o demonitrar , enfinare;
mos a reduzir qualquer equacad defta natureid *
forma de alguma das equagbes que havemos 07
fiderado. Antes porém de entrarmos nefta mai®
ria, faremos para maior clareza as reflexdes I¢-
guintes.

276 Por quanto os problemas refolvidos P
Algebra conduzem fempre a huma ou mais €qU#+
¢bes , pedemos confiderar qualquer equagad 2 duas

interminadas u e/, como procedida de hum thfc-
ma;
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ma, em que as melmas indeterminadas reprefen-
talfem duas incognitas. E como dando fuccefliva-
mente a huma das incognitas, a u por exemplo,
muitos valores , e calculando pela equagad os cor-
re[pondentes de #, nad ha embarago para marcar
na linha AR ( Fig. 60, 61, 62) os valores AP,
AP, &c. que fe derem a « , e tirar por P, P, &c.
debaixo de hum angulo determinado as linhas
PM, PM, &c parallelas entre {i, e iguais aos va-
lores calculados de #; vindo defta forte os pontos
M, M , &c.a formar huma curva, cuja natureza
dependerd da razab que houver entre as linhas AP
¢t PM, a qual fe exprime pela equagad de que el-
las fe deduzirad : fegue-fe que a mefma equacad
eiprime a natureza de huma curva, e por tanto
feja qual for o problema , pode confiderar-fe a {ua
tquacad como perteneente a huma curva.

. Imaginemos que a curva he huma feccad co-
nica: elta claro que como fe ignorava, ou podia
ignorar-fe, que detal ufo daequagad refultafle huma
feccad conica, nad fe havia tratado de difpor as li-
nhas. AP ¢ PM de maneira, que tendo huma a fua
direccad fobre o diametro , a outra foffe parallela &
tangente no vertice delle , como era neceflario para
Que a equacad tivelle alguma das férmas acima
¢Xpoltas. Pelo que péde a equacad nad ter nenhu-
ma das mefmas formas , e fem embargo pertencer
2luma das feccOes conicas.

3?? vc'amﬂs :‘lgﬂrﬂ como t{][:l;], a qu]‘ﬂl‘r"ﬂ.ﬁ dﬂ'
fegundo grao a duas indeterminadas pode reduzir-
fe a a}guma das formas que tem as cql.mqﬁﬂﬁ das
leceBes conicas em ordem s linhas , a que as ha-
Vemos reportado [31‘5 g] .

T 2
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378 Para praticarmos pelo methodo que vamo?

a expdr , devemos lembrar-nos (192) de que o fe-

undo termo de huma equacad do fegundo graofe

faz defaparecer , igualando a incognita mais ou

menos a ametade do coefliciente do fegundo termo,

conforme for pofitivo ou negativo, a huma nova

jncognita , havendo antes defembaragado o quadra-
do da incognita.

Aflim na equacad 4x* - 12¢v =9, f'arm%m

1

X+ 3 —2z, eteremos 2 equivalente zz = —,
2 4

em que nad ha fegundo termo. Se tiveflemos x* —
4x = 7, farlamos ¥ —2 =2, e achariamos
az == ATe

279 Podemos tambem igualar a incognita av-
mentada ou diminuida da ametade do coefficiente
do fegundo terimo , a huma nova incognita multi-
plicada ou dividida por huma quantdade arbi-
traria.

Por exemplo na equagad x* — 4x = 7, fazen
kk

dox —2= — z, teremos — 2z = I1, a qual &
n nn

para ¥ 0 mefmo valor da operagad precedente, feja

k e n o que fe quizer ; porque fendo —z = /1%
m

- F
¢ x—2—-— 2z, tefcmos como acima & — °
H

= ¢/ 1L,

e e T A



= o O e

-

LI

DE ALGEEBR KA, 203

Methodo de veduzir as Secgies Conicas toda a
equacad indeterminada do fegundo grao.

180 SUppﬂnhamns que a equacad geral do [fe-
gundo grio a duas indeterminadas dit 4 cut <4
ewn - fdt 4 geu ? hd? — o pertence a huma cur-
va MM (Fig. 6o, 61), cujas coordenadas fcjad AP
¢ PM. Para moftrarmes que efta curva he fempre
huma feccad conica, e enfinarmos o methodo de
a conftruir, fimplifiquemos a equacgad, fazendo

(378) ¢ 4+ If %}: y 3 teremos 4ddyy = ffdd

— 4bd} - (2¢fd — 4ged) u 4 (ec — 4de) un. Sup-
pondo para maior facilidade ffdd — 4hd’ —=r ,
2fd — 4ged =— q, e cc — 4de = m , 2 equacad fe
reduz 4 forma 4ddyy —r -+ gqu 4 mun, na qual
m, g, r podem fer quantidades pofitivas ou ne-
gativas.

Faca-fe agora a mefma operagal em ordem a

# - e r
¢, dando 4 equagad a forma uu -} 1 4 - — =
m

4dd q gx L
.—7 €(379) pondo u- vl A (*); te-
g7xx 49 ro__4dd
rem —-- d 1
"y 4mmuin At + m m K qu?
fc dcd e Gty q9 oL dmrnn :
Uz yy oy ooy (r.r :rm-[--——-_—w )
Como

[ —

(*) Introduzimos a quantidade arhitraria », a fim de reduzir dire-
Amente a equacab aos diametros conjugados. Se igualaffemos ( 378 )

Umplesmente a x, acquagad final eltaria no cafo que havemos exa-
m.l.l.ﬂq {3:,—,;-... -
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Como ¢, n, e d eftab no quadrado , os finais
da equagab fomente mudarad , quando m ou r
fe tornarem de pofitivos em negativos. Poréma
mudanca de final em r nad influe nos finais de xr
eyy; logo della na6é refulta mudanga na curva
79
10minndd

arnn ]
(rm + i xx:? . Logo a curva fera hum

79
hyperbola, quando m for pofitivo (772); € pelo con-

trario ferdi huma ellipfe , quando m ou cc— 44
for negativo (371), jl{’ﬂ he , quando 4de for maior
que ¢c , tanto no cafo de d e ¢ ferem ambos politi-
vos, como no cafo de ferem ambos negativos.

181 Para fabermos psis em que cafos huma equagad
indeterminada do [egunds gras dit -4 cut 4 eut

-+ fdt 4 geu +hdd = o, pertence a ellipfe ou i

byperbola , examinaremss fe o quadrado cc do coeff-
ciente do termo ut menos o quadruplo do produéie de
dos coefficientes de tt e wu da huma quantidade P
fitiva ou negativa j no primeiro cafo a curva ferd fy-
perbola, e na fegunds huma ellipfe , com tanto que n
Jeja d==-¢, porque entav acurva pide fer humcir-
euls , como logo mofiraremos,

Deve exceptuar-fe defta regra o cafo da elli-
ple, em que r for negativo e maior que fj— : por-

4

Amrnun _ 4mrnn
torna-fe em nn ——

99 : 49
-4:’;”-‘) s 4 qual he negativa qunndﬂ
1 for

Quanto a m, fe for negativo, teremos yy =

que entab nn -}

ou nn (I —
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gonr 99 -
for —?E-'} I, on ::} o e confeguintemente.
(371) a curva fera imaginaria.

Refta agora enfinar o modo de conftruir as cur-
vas reconhecidas. Comecemos pella elliple , conf-
truindo as duas equagbes refpedlivas f 4 1f 4

cie q qx .
— ' — ols que m na
2d . amn P a '

fuppoficad a&ual he negativo , e n péde fuppor-fe
indifferentemente politivo ou negativo.

282 Quanto 4 primeira , conduza-fe pela ori-
gem A dos u ¢ ¢ (Fig-6o) a linha AB—}f paraliela
45 linhas PM ou 7, e tire-fe BKI parallelamente &
linha AR fobre que fe conrad os u ; ferk IM == ¢

<+ 1 f. Para termos pois y=1IM + -Z-f;-
{obre BI a linha BK de grandeza arbitraria , € con-
duzindo KL, = i< BE

, tome-[e

parallelamente a AR, e

tirarmos pelos pontos B e L huma linha BLQ, tere-

mos dous triangules femelhantes BK LeB1Q, que dad
L

Q= et logo QM =IM4-1Q =/ 1/ +

(4}

7= Donde fe ve vé& (370) que QLB deve fer

A direccad de hum dos diametros , para que a
“quacad pertenga aos conjugados, Determinemos
@ centro,

A fegunda equacad u — S .2 mofira ,

am amnn

que fe fobre AP tomarmos AG =— 7. , fera GP

am
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f gx = L4 "
— — : logo tirando por a linha
am 2mn y E PO G

NGC parallela a PM , o ponto C fera a origem dos
x , e confeguintemente o centro da ellipfe. Com
effeito , os x devem contar-fe fobre LQ , e pcla
?.T
xmn
x — o0 ; logo os x comecab ao mefmo tempo que
as linhas GP ; mas ifto {6mente péde ter lugar
quando os x comegarem em C ; logo fendo QM os

y» as linhas CQ_ferad os x.
Da equacadé GP = AR G Xn CQ fe t-

Zmn
ra s:—AG XE@:; mas , pela propriedade das

-~ GP
parallelas , BC = AG{;CQ';
ifto he , para que a noffa equacad pertenga aos dia-
metros conjugados, cujas direcgbes (26 QB e CN,
deve introduzir-fe por # o valor de BC , determi-
nado pelas conftruccdes precedentes.

A grandeza dos diametros determina-fe, com-

99
1 Canddnn

equacad GP — » quando GP =— o, tambem

logo n= BC;

parnndn as duas equagbes yy =

(o + 25 N e gy = o (fas— 52);

99 aa
t6mrann
do que refulta a — 1/ 4nn : , el
(4 + ——)

.
— 1/(-:4;‘%{!_-{—;’?). E como n,m, g,

fab quantidades conhecidas, teremos os valores
dos
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dos diametros , com os quais e com o angulo com-
prehendido BCN , que fe [uppbe determinado nas
operachies precedentes , delcreveremos (310) a elli-
ple a que pertence a nolfa equagad.

787 Se @ =/, e 0 angule BCN = go° , a cur-
va [era hum circulo. Para determinarmos quando
illo tem lugar, 1° na nofla equagad fupporemos

4 BES ') g LTI, 3 2,
Yomddaiar da nn i P BC?; 20 fe

oangulo BCD he re&o, temos BC* 4 CD?* ==
BD? _ 19 ol g | B

_—AGI' i 10mdd + ‘1ommdd P 7 2
que os triangulos femelhantes BCD, BLK dad

CD =§E ; logo he neceffario que m -+ ¢c =
i

4dd , ifto he ;, — ec + 4de - ¢cc = 4dd , oud =ze.

384 He pois manifeflo, que para faber [¢ a
turva be circuls , ellipfe , su hyperbsla, he efcufa-
do attender aos tres ultimos termos fdt, geu , e
bdd, da equacad dr? 4 cut -+ ew? 4 fdt 4 geu 4+
hd? == 0: elta averigoacad depende {6mente dos
lres primeiros termos , de maneira que fe d, ¢, e e
forem tais , que cc — 4de feja pofitivo, a curva fera
huma hyperbola ; fe pelo contrario for negativo ,
2 curva fera huma ellipfe, exceptuando fomente o
cafo em que feja a0 melmo tempo d =e, ilto he
¢m que os dous quadrados &7 ¢ #2 tenhad o melmo
Cocfiiciente , porque entad acurva ferd hum cir-
tulo, fe for reco o angulo das novas coordenadas.

385 Tudo o que temos dito , 4 excepcad do
timero 383, fe applica igualmente 4 hyperbola,
! ito
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ilto he, 4 equagad yy it moffies '(rr i
dmran

1 bmnadd
nn -
99

nos finais. Aflim tornando a ler o preceden-
te, ¢ applicando-o 4 Figura 61, nad ha outra
mudanga a fazer mais do que tirar AG paraa
parte oppofta de AP, como indica a equacad

T = 1% (380 i
——— i o t y 1 do he
u + = o (180). Quanto ao mais , tudo

o mefmo , mudando a palavra ellipfe em hyperbola.

Nos cafos particulares as quantidades AG,
BK , AB, KL (Fig, 60,061) podem ter difpoliad
differente da que havemos reprefentado ; porém
tais mudancas ferad fempre indicadas pelos finais
das quantidades d, ¢, f, m , ¢ &c. nas equagoes

i | _11 == —?-r-——— -:f.'«\" ﬁ:
ti 2d Jp® 4o am  2mn ¥
forma®h para fazer defaparecer o fegundo termo.

86 Pallemos a examinar os dous cafos que
reftad: a faber 1° quando cc — 4de = o 2° quan-
do 'd==0, ¢ee=o0.

No primeiro cafo . ifto he quando cc — 4de =2
on r[lmﬂdﬁ os tres termos #f, u!, ¢ ux formad hum
quadrado perfeito, faremos defaparecer o fegundo

). fazendo a devida correcgad

termo en ordem a /, e teremos yy =

Se fuppuzermos pois elte fegundo membro lglh’iI
a huma nova indeterminada x» multiplicada por
hum numero arbitrario # , vira a equacad yy =%

a qual pertence (369) 4 parabola reportada adi:l“'“
1=
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diametro. Para a delcrever , conftruiremos as

Eﬂtlﬂtﬂ-ﬁﬁf—i—{f—l——i— 2dd

Como ja fe mnﬁrum a primeira, applicando ex- -
aftlamente 4 Figura 62 o que fe diffe { 782 ) a efte
relpeito paraa Figura 6o, as linhas QM ferad os v,

e teremos BLLQ_ pela direccad do diametro, fobre
que devem contar-fe os x,

A origem dos x, ¢ cﬂnﬁ:rrumtemr:nte o vertice
do dmuwtru ft: determina recorrendo a fmrunda

dd)
equacad u + T sl » 2 qual moftra que fe
Sl e
tomarmos para a parte contraria de AP a guantida-

dch{;:_. fera GP —u 4 —*—ﬁl.

q q q
Lugn {e por G conduzirmos GCD parailela a PM,
0 ponto de encontro C com Q_LB ferd a origem
5 X,

. GP 7.AG
O parametro n —= —— - =

45* T e X0 S

r
Logo fendo conhecido o parametro

e

4 BC °
dcr dlametm , com a origem C do mef{mo diametro,
€0 angulo MQC das coordenadas, facilmente fe
conftruird a parabola (367).

387 Por quanto a cquacad geral pertence 2
Parabola quando ¢* =— 44, fegue-fe que todas as
Vezes que faltar o produlto wt, (IEH: neceflaria-
Mente faltar hum dos quadrados «* e 2, para que
4 cquacad pertenca a parabola ; porque fendo en-
u“ €==0, acquagad ¢ — 4de moitra, quec dou

-_ gi
288
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388 Se ambos os quadrados fe acharem na2
equagad , e faltar ur, a conftruccad (382) fera mais
fimples ; porque nefte cafoc=—o0; logo KL —=o
(Fig. 6o,61), e confeguintemente BK fera hum dia-
metro, cujas coordenadas ferad parallelas acs «
¢ /. Podemos tambem entad fazer defaparecer o [e-
gundo termo em ordem a # fem ufar de », porque

BD ou AG (ﬁ) — BC (n), e por confequencia

u -+ g e

Donde fe fegue , que no cafo prefente , alem
das condigbes expoftas (384 ), o angulo das co-
ordenadas u e ¢t deve fer recto, para que a curva
feja hum circulo,

389 Se houver ut na equacgad primitiva, e nad apa-
recer outra potencia de « fenad o quadrado depois de
fe fazer delvanecer o fegundo termo em ordem a fy
entad nab he neceffario outra operacaé femelhante em
ordem a u ; mas nem poriffo eftamos difpenfados de

huma transformagad, a qual confifte em fuppor v =

! ,
—{:—,fcndu? huma fraccab, que fe determina-

a2 de hum modo analogo ao que havemos enfi-
nado (382), como abaixo moftraremos.

390 . Se dos tres termos #° , ut, e u? faltar lo-
mente hum dos quadrados, a equacal pertencers
fempre a hyperbola , ou nad exprimira curva al-
guma ; porque fe ford oue=—0o0, a quantidﬂd“ ~
fera fempre pofitiva (284) .

391 - Finalmente fe faltarem ambos os quadr-
dos e »®, illo he, fc a equacad tivera t“m:l

2’"-
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gut +-ht — ku — l — o, pertencera a hyperbola
entre as alymptotas , como f{e vai a ver na conftruc-
¢ab feguinte.

Faca-fe + — — = y; teremos a transformada
4
b bk l )
wy - ; - 3 ¥ = o. Faca-fe u - -g-{-
t Xy J o O
= x j teremos ¥y — — —= —_ equacad que per=-
. 2 - quagad que | I

tence 4 hyperbola , cuja potencia (347 ) he —
&
bk '

H—

L ]

44

Conduzamos pois pela origem A ( Fig. 63 ) dos
ﬂ;f parallelamente a PM ou ¢, a linha AB —
e depois por B a linha CBQ_parallela a AP,

teremos QM — 17— j— =¥;

&
Produza-fe AP para G até que feja AG :—iﬁ—-— ,

¢ tire-fe GS parallela a PM , o ponto C de encon-
ro com BQ fera o centro da hyperbola , cujas
ab[ciffas fa5 as linhas CQ,, e afymptotas as linhas

» CS. Com eftas e com a equacad facilmente
fe defcrevera a curva (354) .

. Se a equagad nad tiver os tres primeiros termos
:"t » uf e y* , pertencerd 4 linha re@®a, cuja con-
ruccad pad tem difficuldade.

392 Affim, recapitulando o que temos dito,
Ptoda a equacad indeterminada do fegundo grio,
[e
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fe naé fe refolve em dous faltores do primeiro , ex-
prime fempre huma fecgab conica, ou nad expri-
me linha alguma pofiivel, 20 A curva he elliple,
hyperbola , ou parabola, conforme for poluivo,
negativo, ou cifra o quadrado do coefficiente do
producto u¢ das duas indeterminadas menos o qua-
druplo do produélo dos coeflicientes dos dous qua-
drados u? e #2 3 e em particular péde fer circulo
no cafo de fer negativo o produclo, quando 0
coeflicientes de 42 e 2 forem iguais entre fi. 3° L
para reduzirmos qualquer equagad, que pertencal
huma fec¢ad conica , as equacdes que havemos
dado quando fe tratou deltas curvas, devemos pra-
ticar pelo modo que fe enfinou ( 380, 386, 385,
289 , e 791 ). Paflemos a moftrar o ufo das noflas
transformacaes.

Applicacat @ refolucad de alguns problemas
indeterminados.

393 PRﬂ'ﬁT- I. Achar a curva DME (Fig.64)

tal que as difiancias de cada bum dos [eus ponts
M a dous fixes A e B tenbai entre fi a razas dads
de g:h.
Tire-fe fobre AB a perpendicular MP, ¢ fejd
AP—u,PM—=1,AB=c¢; fera BP=u«—"F
Iito {uppolto, os triangulos reQangulos APM
BPM da6 AM = y/(uu -t 1), ¢ BM — y/(wt =
2¢cu 4 cc -+ tt). E como deve fer AM :BM .

£ . b, teremos {gz_,;z}ﬂz_}_{g:__‘,r_}:}”.-

ﬂgﬂn‘ﬂ
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28%u 4 g%c* — o ; equacad que pertence 2o cir-
culo (284). \

Para a reduzirmos 4 forma yy — }aa — xx, bal-
ta fuppor primeiramente { =y, € teremos uu —

— g::':

yy. Seja agora u —

: ﬁ’g’f
————— = X 3 teremos yy — e e XN,
,f: — 52 : 7y {gz __{J‘,‘r
Comparando pois as duas equagdes , vird o valor
hee
i

4o raio oula—

—. Quanto a determina-

¢a0 do centro, que eltd nalinha AP, tome-fe AC—

48
3 fera CF m 4 — ——=—=xDel-
= e Y

crevendo pois hum circulo do ponto C como cen-
hege

1o & com o intervallo ___g_.T , cada hum dos
b

feus pontos M terd a propriedade de que fe trata,

Podemos ainda mais facilmente achar o cen-

‘0 ¢ 0 raio. Porque fazendo y = o na equagad

—

R

AR h)

=z @ qual da w =
&~

e
y € t# = —— =— AE ; logo a fe-

g—n
= v - Dl:: ® -
ll‘ndnﬂer{;nga ou — z determinara o centro, ¢ 0 ra-

io CE.
94 Probl. II. Sends dada a linha AR (Fig.65)

-

“ar fira della todos os gontes M, tais que as reclus
MA,

¥y, leremos u=—/—




