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corda eftendida pelo feu proprio pezo. Affim consluire-
mos , que a curvatura, que o vento faz tomar a hama cor-
da, ou a huma vela, he a mefma que ella tomaria em vir-
‘tude da fua gravidade , com a differenga fomente que o
eixo em lugar de fer vertical eftard firuado fegundo & di-
recgad da corrente do fluido. i
{tas primeiras nogdes fobre a refiftencia dos fuidos
erab neceflarias para facilitar a medida dos effeitos , que
refultad no moviwento dos corpos, Mas para a facilitar
sinda mais , confiderab-fe os corpos fimplefmente como pon-
tos , e arefiftencia do meio como huma forga tangenciai,
fempre oppolta 4 direcgad do movimento.
377 Como todos oo fluidos corhecidos refiftem gos mo-
veis na rafab do quadrado da fua velocidade u, feja & a

velocidade com a qual elies experimentariad huma refif-
; ok

tencia igual 4 forga da gravidade g3 e teremos gT:__ por

expreflab geral | e medida sbfoluta da refiftencia. A quan-
tidade b dependerd evidentemente da denfidade do Huidos
e por iffo nab ferd conftante , fe nab no cafo de o fer tam-
bem adenfidade do meio refiftente.

A denfidade do ar , por exemplo , diminue fenfivelmen-
te 4 medida que nos elévamés na atmosfera , fubindo ds
mais altas cordilheiras. A da agua diminge da mefma ma-
neira , § proporgab que fe chega para a fua fuperficie ; por-
que ninguem ignord , quanto (ad denfass as ayuas do mar
em grandes profundiéa es. Deve pois entab fer variavel a

quantidade b, e o coefficiente -ﬁ- qué {é chama expoenie

da refiffencia deve a eada inflante depender da pofigsd
ual do movel.
,378 Se por maior generalidade fe {'us‘poem a refiften-
€iz do meio proporcional 4 potencia m da velocidade w,

0u, que vem a fer o mefmo, igual 4 expreflad %-

nab he porque fe achem nanatureza exemplos defta va-
tiedade. O unico cafo, que ella parece offerecernos he
© de m =3 5 os outros fab (ad mais do que hypotheles
purameate Mathematicas , das quais fe faz mengad em
ordem ds confequencias notaveis , que dellas refulis al-
gumas vezes, - ; 379 Seja




236 TRATADO

379 Seja pois hum corpo movido por huma linha res
&a em virtude de huma impulfad primitiva. Eftd claro,
que a refiftencia do meio péde fim alterar-lhe a welocida~
«de , mas nab a direcGab, Seja x o efpago corrido no tem-
po t , defde o principio do movimento , ¢ fuppondo a re-
fitencia do meio proporcional ao quadrado da velocidade
u=

% , teremos g por expreflab da forga retardatriz. Logo,

b2
fendo uniforme a denfidade do fluido , teremos d& = —
purd:e du ede duv

T3 ,dodcfclnﬂ—;:w,e_ﬂ;—ﬂ
Aﬂdi_‘ rdx
bbb T kb
: : ) 1 giki oL :
Os integrais deflas duas equagbes fad = %C,
eln=0~— f‘f; - Seja ¥ a velocidade inmicial ; entad

t=o;esole iUy C-——--E--lagng—'=
— 3 =t 3 — > —— r'.| bi

it e ;%_.-._ S Teremos pois no fim de qual-

b Taw i b =
quer tempo favelocidade = —— 7 » ¢ © cfpage
- g t -t Ll
L1 gtV ¥
id = — (1% —
€orry o.a' ’ ( + y
Do mefmo modo , tendo o movel corrido o efpago #,
: : —gx:bb
:_:cha.rcmn: ; 02 velocidade s = Ve
e g bbb Bt
po t= v ( € --t) . Seri pois inteirament®
determinado o movimento do corpo; e bem fe v&, qué 3
pezar da refillencia do meio , continuari a moyer-fe lem
Jimais parar. i

L]

s € 0 tem=

: um
380 Supponhamos em geral a refiftencia = %-;—- €2

denfidade eonftante. Serd du:—.ﬂd:; e fubftitu-
bm v inda
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indo "..: ém lugar de d¢ , acharemos que dg — =
u

Y I
‘—";,,—- dx. Serab pois as equagoens do movimento
—m dt oS ol .
U dn=—--§7—,eu du:—gb_ s COjos
integrais tomados de maneira que x e ¢ [e defvaneqal,

T P I=—m
v -1 £t
quando u = ¥ , ferad T—m = i y &
L —m Do W
¥ ] S “.\’
z—m T-gm’

Por eftas equaches péds determinar-fe o efpago corri-
do , e avelocidade do movel , nofim de qualquer tempo
=W 2 —
t. Sem for menor que 2, & equagad 1—:?

& o
= i—”- moftra que s velocidade & ferd nenhuma, ou que
o movimento ceffars, 2fim que o'movel tiver corrido hum

bm  yar—=
elpago 4 = — .

; mas fe m for igual , ou maiocr.

=1
que 2 , efts elpaco ferd infinito; ¢ affim deverd o movimen-
1 durar perpetuamente. :

381 Bufquemos agora qual deve fer o movimento de
hum corpo grave , que defce defde o deflcango em linhz
1efta por hum meio uniformemente denfv, que refille na
rafab direfta do quadrado da velocidade.

Tendo entaé por forga acceleratriz do corpo a gravi-

n® /
dade g, e por forga retardatriz 2 qumidadegp—b- Jlerd du

=, &*¥ iroi o
=e £2) a1, que pela fubflicuigad de == em lugar

de dt, daré udy— (g—-—g:‘:-—-)"-\'i donde fe tira fa-
: o

du_ bFudu
, e gdx

bb
. Tnte=
bbenu

.gilmenre gd = = i_b-:—l:-ﬂ--
grando
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b2 '
e 2gx = b* | ———. Affim scharemos que a hum efpa-

bo—uu
_'zgx

go # compete huma velocidade s =b¥ (1 —¢ ?%),
gx 28 ¥

e hum tempo r:-b-lkcﬁ.-i-lf{r bb -—-t)).
£

Tais a6 as formulas, de que devemos fervirnos para
determinar o movimento dos corpes graves, quando qui-
zermos attender 4 refiffencia do ar,

382 Se o grave for langado de baixo para cima com
huma welocidade V¥ , entad concorre a gravidade com a
refiltencia do Huide a retardar v movimento. Serd pois

ds = —(g-l-%%—x—)dt,eﬂdn:-—(gf g_:-:'_)&;’.

—l2ud :

e feparando , acharemos g dx = -—-—_.'_' egdt=
bbduu

— b2du 3 3 b2+ V2

YT A e % £ S A

t v

¢ g—;— = Arc tang —= — Arc tang

by—bu
IET14

—
]
. Eftas equagGes dab no fim do efpago x & velo=
cidade #:1{ (: kb (ib-i-rwf]-u), e

© tempo c:.'-‘- Arc tang =

4
, O :mg—;=

b
i —:z# s
---—:- Arctasg V(¢ A (M— % - TN
383 Supponde u=o, 0 grave acabari de fubir, ¢ &
alrura a que terd chegado ferd nefle cafo reprefentada por
[}
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b e
:-E i (I + :{) . Por exemplo : fe a velocidade de pro-

jeegab ¥ for igual a b, a altura aque ha de chegar o
Fravé ferd para a altura a que chegaria no vacuo, como o
ogarithmo de 2 para a unidade , ou proximamente como
61 para 82 5 e o tempo que gaftard para chegar a eftz al-
tura ferd para o que galtaria no vacuo como 3,141 &e
Para 4.

dApplicagad da theorica precedente d ex-
pericncia,

384 M confequencia da theorica, que acima ha-
- E vemos expofto &n. 68, ), ptarcce que deve-
fa concluir-fe , que 3 refiftencia de hum fuido 2 hums
fuperficie planz A, que lhe he prefentada diretamente,

i ADuz
tem por medida sbfoluta y fendo M a mafla do

movel , 's a velocidade , ¢ D a denfidade do fuide. Mas
efle refnitado naé he conforme 4 verdade , fenad em
Emnro moflra , que a refitencia he proporcional ao qua-

rade da velocidade. Para ter o walor abfoluto della , fe-
ria neceflario conhecer s natureza dos Huidos muito melhor
do que até agora (e conhece.

385 Newton , tomando a experiencia por guia nefla in-
dagagab, concluio dos feus diverfos refultados, que os fui-
dos refiflem fomente a ametade do que indica 3 formula
precedente. Se a demonftraga, que clle dé ( Princip. Ma-
th. Lib, 1L Sedt. VIL ), nab parece baftantemente dire@a,
40 menos nab pode negar-fe a confermidade da conclufad
€om a5 faas experiencias, Por efla rafad jufgamos , que de-
¥emos encoftarnos 4 fua determinagab, em quanto a Phyfics
Dab der maiores luzes fobre efta materiae He verdade
que por novas experiencias feitas com muito cuidado pas
Teee , que a refiltencia dos fluidos nat fegne exactaments a
rafsh da fua denfidade , nem a das faperficies que encon-
trab. Mas iffo na6 faz , que 8 medida da refiflencia , tal
como Newton a determinou , deixe de fe verificar de hum
Ezm muito fufficiente , nas applicagbes que havemos de

.ﬂ'
. Elas
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Eftas applicagbes (25 todas relativas 4 cahida dos.cor-
pOs graves; e Como as experiencias , que havemos de re-
ferir , forab feitas com corpos esfericos , ferd convenienre
que primeiro calculemos a refiftencia que deve experimen-
tar gualquer globo em hum fHuido.

386 Seja pois o diametro do globo = & , € afua den-

fidade = D'; feri o volume delle = —; at ¢ , 2 fua mafla
= —é-ai ¢.D', e a [uperficie de hum circulo maximo

1 .
= — a%¢; e.confeguintemente a fuperficie plana A que
experimentaria huma refiftencia igual 4 do globo ferd =

-% a4 ¢ (n.370.) . Subftituindo eftss valores na formula
—:- at¢.D.ut
da refiftencia, teremos — ¢ ————
i =aleD

Como tinhamos reprefentado o valor defta formula por
4= toir que &= 2. 52 dondete
b podemos concluir que il prae s L
oo bbb B P LA .
tird —=="w—a- [~ Serd pois meceflario conhecer a ra-

4 ,
a6 que tenf a denfidade do glabo com a do fluide , o que
036 ferd difficultofo , comparando o pezo do primeiro com
o de hum volume ignal do fegundo.

387 Além difto , nab deve entender-fe aqui. L3
forga da gravidade, ou a velocidade 30,196 que ella com=
munica aos corpos graves em hum fegundo. Porque per-
dendo todo o corpo mergulhado em hum fivido huma par=
te do feu pezo, igua! ao pezo do volume do fluido , cujo@

lugar occupa, e fendo efla parte :1% , eftd claro que

D
aelte cafo deve tomar-fe g = ( 1~ ._D'T') 30,T96.

388 Temos achado acima , que cashindo hum corpd
delde o defcango por hum meio uniformemente reﬁﬂ:;-'
»
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te , deve correr o efpago % no tempo

~ 3L
'___‘,_5_‘(!-!-?(1-#'_

2
¢ I=¥F(1=e¢

el ] ¥

tEV(1=¢ bb)
-2
1=y (1~ Hrj
omdgR LY LA 3
e = ot _=1)N
5
(¢ & +1)*
2rr gx 28t

4e¢ b bp_e b A1
NP & A R

18t » t
(e b *-];q 2 -

sdondevem V' (1me 00 )=

5 3 logo ¥ =

- .9
P 5 y? s p sy ¢ —-gt
b ke b E;(#%i’f F')
8 2 1

Efte he o valor do efpsco corrido no fim do tempo .
189 Como nos diéérenra calos, que hkavemos de exa-

fhinar , hﬁfmpm © tempo de alguns fegundos , a quanti-
2 : ; :

—
dade ¢ 4 deve fer hum nomero afflaz confideravel 5 e por
e, fem fecelo de erro algum attendivel , podemos def-
B bapgi - gt 2t
prezar o termoe ¥ | Affim teremos # = '1.—1'1' e b

kb gt b
tado nos moftra 34 4 il o
em paﬂ'mdo‘a! gi:“af'g:;ngui:ﬂvmmto vird a ni
.;'dA quantidade 4 he a msior velocidade , que o grave
Pode. adquiric na ¢ahida , como fe collige t?idﬂll:mnz;c
i da

-
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da equacad s = v ( 1—¢ 1‘3'\' .) * E ainda que
em rigor nab pofla adquirilta, fena6 em hum tempo infini-
to , com tiido he til a convergencia com que fe chega para
ella , que paffados alguns fepundos fsri a diferenga ablo-
lutamente infenfivel. Ifto pofto , eifaqui algumas experien-
cias feitas por Newton , e referidas na Secgab VII. Prop.
XL dos feus Principios. TR

390 Exren. I. Hum globo , que no ar pezava lgﬁ-i-

grios ( libra Romana) , e na agua 77 , cahio em -4
fegundos de tempo de huma alturz de 112 pollegadas
de Londres , em hum vafo cheio de agua da chuva.
Comecemos pela reducgad deftas medidas ds de Paris.
O pé de Londres he para o de Paris , como 811 para 864 ;
e affim aaltura, de que o globo cshie, era de 10§,13 pol-
legadas do pé de Paris. A libra Romana contém 6638 grios
da libra de Paris; e por confeguinte 2 onga da libra Roma=+

na, que he a duodecima pafte della, contém §43 T:' dos

noffos grios , € o'grab da libra Romana, que he a 480™2
parte da_onga, vale o mefmo que 1,15243 " dos noflos.

Feita toda a reducgab , acharemos pois que o pezo do
globo. noar era de 180,07 grios , e na agua de 82,74. A
diflerenca deftes dous pezes , ou 91,33 grios, exprime o
pezo de hum volume de agna igual 2o dc'::Eh 3 € como
a denfidadé do ar he a 8yomA parte da denfidade da agua,
concluiremos que hum volume femelhante de ar tem de

pezo &;ﬁi, ou o,_ﬁ grios. Logo o pezo do globo no
vacuo ferd de 180,18 grios , e o de hum volume igual de

508 : lo 5 o~ 18c18 ?
agua 91,44 graos i logo D oias

391 Agora poderemos determinar o dismetro do globo
de huma maneira muito mais exafta, do que fe podia con-
feguir pelo methodo direfto, Porque, fendo o diametro

avaliado em pés, ferd a folidez do globo i—a’ ¢ pés cubi-
¢os : ora hum volume igual de agua peza 91,44 gr&o;a : e
fabe-
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fabemos por outra parte que hum pé cubico de agua da
chuva peza 7o libras , ou 72.9216 grios ; logo teremos

1
6 4l ¢.90.9216 = 91,44, ou & ¢.1344 = 1,143 5 done

de fe tira af = : 'I;f‘ , que pofto em calculo por lo<
garithmos dard '
£ eamncinem= c]:..y,go:s;ol
144 =- ==~~~ CL.6,871
1,143 - -===-== L.o,0580462
— e
1.48 ---= 6,4324970
g w=r-- 8,8108323.
Affim acharemos o valor de # , que he de 0,06469 pés,
b ! 6006
Relta calcular o valor dﬂ—=£ﬂ.9‘=‘—_aq
D 1143
1143 ===-=-~ - CL.6, 3533
R me e demem- LFB’BI pi
6908 . r Apr 250 L. 397735'353
——————
o | b' 1 ¥
brmsacatieg IR

: D 2874 !
Potém | temos ‘:(l"'i'i-) !'01196;';;:';5- EO.IFS}
logo ;

18018 ¢ - ~ == r = =a-CL.%,7442074

8874 +--mcomaa-= L.3,9481194
30, 196 = = = == = -=~= L,1,4799494
—— e

lg-==== - === I,1723622

Achad:& o logatithmo de g, como It temos calculado
o de_-g—, 2 foma de amboa pos dard Lb2 =0, 7037316,
e conleguintemente /b = o, ;113@65. Ifio poflo , como ©
efpago corrido # — bs=— — ., 0, 6931472 , € cOMO pefte

Q 1,‘ cafo
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cafo # = 4" , a continuagad do caleulo dard
Lb:: -0, 3518668 || L ?---9, §313714
g i o, 6o20600 Lo?ﬁp &c-9, 8408144

0, 9539268 9, 3721968,

O primeiro defles logarithmos correfponde 2 8, 9935 pés,
e o fégunde 2 o, 2356. Logo o efpago corrido pelo globo -
em 4! ferd de 8,7579 pés, que reduzidos a pollegadas
dab 105, 0948. Porcm correu 10§, 13 conforme 3 experien«
cia de Newton; logo a theorica concorda perfeitamen~
te com a experiencia. 3

392 Exeen. II, Hum globo, que pezava no ar 76 ;—
grios (libra Romana) , € na agua § I% grios, cahio em
15" da mefma alturs de 112 pollegadas de Londres.

Multiplicando ©s pezos por 1, 15243, teremos 87,97
grios de Paris por pezo do globo no ary e ¢ %—grios-

na agva. A differenca , ou o pezo de hum volume igual
de agua he 82, 14, do qual a8jo™* parte , on o, o9 he
o pezo de hum volume igual de ar, Logo opezo do glo-
bo no vacuo he de 82,06 grios, ¢ ode !tum volume igual

de 8 5 i B S ——,
agua 82,23 ; e conlegnintement D 8133

1
74 €.70.9216 = 82,33, ou 4t C.3584 =2,7413
2,741
1 f _.z._-_o
0go 4i = t.2184" dmdé teremos
,-..'..-..--.---G_I..p‘;o:.li;o:
_;;a“.--t--'-bbEL.s'“sﬁgm_
2,74F ===-==---- L. o,4379c90
e

6, 53639:1'
5 7954637~
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- bb 8 i LR
Paflando agora acaleular 2 formula -g_ =r§¢. 5 =
: :
==, teremos

CL. g, 6078485
L-. 4, 8478687
- L. 8,79v4637

9, 2511809,

Calculando tambem a formula g =( 1 _:';") 70,1 95-:'";

2
S . 30; 106 , teremos

2806
8806 - ~'- --=~--CL.6,0¢s22r3 "
L+ 2, 7656636
L., 4799494

e —
Lg--===-- . o,3008303

; b
A foma dos logarithmos de fg—e de g daripois i b2 =

—

9, 5520202 , € m&g:iintcm;ntc bb= 9, 7760101. Ora
o efpago corrido # — b ¢ — ?.D,ﬁpjld,ﬂ, € o tempo
#= 15" logo em fim : 5 P
Lb---g 9760101 || L -E-----g,zgnaog
L1g -- 1,1760913 § L.o693 &c - 9, 8408254
— —
0, 9521614 | 9, 091006 3.

O primeiro deftes logsrithmos correfponde a 8, g5 §7 5 €
o fegundn_a 0, 1236 3 logo o efpago currido pelo globo
ferd de 8, 8321 pés, oy de 109,98 polleguﬂls. flim
eftd bem conforme a theorica com s experiencia , porqus
2 altura corrida foi de -10%, 13 pollegadas.

. As duas experiencias , que acabamos de referir , forad
feitas na agua; as feguintes no ar.

393 Exreex. III. Hum glopo de vidro » que tinha's pol-

legadas
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legadas de diametre , ¢ 483 grios de pezo mo ar, gals
tou 8" — em cahir do alto da Igreja de S. Paulo de Lon-

dres , ifto he , da altura de 220 pés de Inglaterra,
Reduzindo rudo 4s noffas medidas , acharemos que o
globo pezava g6, 33 grios mo ar, que tinha o, 39111

pés de dismetro , & que em 8 -:;-cor:r.u o efpago de

206 %'pél Vejamos pois , fe a theorica precedente di

efte efpago por refultado.
Como temgs o diametro 4 — o, 39111, ferd o pezo de

hum volume igual de agua = -;;—- at c.70.9216, cuja

8gom* parte , ou 23, 774 grios dard o pezo de hum vo-
lume igual dear. A!ﬁmnt'ercmusa : pezo do globo no va-
cuo de ¢80 grios, e 5 = %’;’ . Calcalande pois a for-
mula E = -El . E: iﬁﬂ . 0, 39111 , acharemos

4 3 D 71,32

AT R CL-S,IOS.?BE?
4645--.--‘----- L.g,ﬂﬁﬂ;lau

o, 39111 = - ===~ = = L. 9, §922960
L. 1, 4056027,

: : D
Depois ecalcalsndo s formula g:(:-—- 5-,) 30, 196 =

§¢6, 23
580

. 30, 196 , acharemos

~ =< €L.37 2365720
556,23 - - - L.3, 7452544
Pl’pﬁ""“" = L. 1, 4799494

Lg<--=-=-=-- 1,467758.

Tomando 2 smetsde ds foma dos logerithmos de i—f e
de
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de g, teremos !4 = 1, 4336892. - E como o efpago cor-
rido he ¥ =0t E- .0, 6931472, e.t=28" 2, acha-

Iremos

bl
BV o- - nan®iga Lo = o - 1, gojioly
S e - o, 9138138 ! L.o,69 &c - 9, 84oPagy
2, 3475030 1, 2464281,

Ao primeiro logarithmo correfponde 222, 59, e a0 fe-
gundo 17, 63; logo ¥ = 204, 95 pés. Adifferenga he de pe
€ wmeio nefte calo; mas refle@lindo, que dous minutos
terceiros de mais , ou de menos na medida do rempo, de-
viad produzir o erro de hum pé nefta experiencia, po-
de dar-f¢ a theorica por exafla fufficientemente,

394 Exrer. IV. Huma bexiga em férma de globo , que

tinha 5 pollegadas de diametro, ¢ de i)eTm 99 -;-grﬂos)

gaftou 217 -li em cahir do alto da cupula da mefma

Igreja, que tem de elevagab ‘272 pés. Ou | reduzindo 4s
noffas medidas.) ham globo deo, 39111 pés de diametro,

e de 114, 24 grios de pezo,’ cahio'f.nral'?l--; da altura

de 246 .4 pés. :

: iy
Por quanto j4 temos achado que o pezo de hum vo-
lume igual de ar he de 23, 77 grios , fegue~fe que a be-
xiga pezaria no vacuo 138 grios. Logo teremos D o 158
. it s b e e

Dl
— , 0,911 , ¢ finalmente g —

G .'.‘_?313.. 30, 196. Ifto pofto, forma-
TEMOS O ca]quln,ch mangisa (eguinte
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21,77 = === === CL.8, 6230908 -
368 - == - ---.o- L., 5658478

0391 == = === - L. g, 5922960

;A E ------- o, 7821146
Lo,693 &c - -- 98408254
"o, 6135400,
A efte uvltimo logarithmo correfponde o numero 4, 197
valor de t; . 0, 6931472, Depois teremos

138 s e e CL. 7, 801109
114,22 «vvcm=- L. 2, o57786¢
30,;95------- L. 1, 4799494

;....‘._--. ------- 0, 7821146

2 - -wc-- 2, 1799710
b -=-=-u-- ‘l: 68998¢cy¢

bt =--.--1, 3247967

Pbt =-- 2, 4147822 . :

Affim acharemos bt de 249,887 pés; e tirando a par-
te achada 4, 197, ferd o efpago corrido » = 2455 , 69 pés.
Conforme a experiencia foi de 256, 2 ; do qual nad dif-
fere o refultado da theorica mais que meio pé; e bem
fe v&, que a mais leve inexattidab da parte da oblervas
Gab podia ter occafionado efta differenga,

O efpago , que efte movel teria corrido no vacno em
o mefmo tem@o feria de €737 pés; e dahi fe v& 3 que
erros feremos expoftos , o nefls efpecic de movimentos
delprezarmos a refiftencia do ar,

Da trajeitoria dos graves langados por qual-
quer direcgad em bum meio refiftente,

395 Ufquemés agora a trajeftoria, que -devede
crever hum projectil, que fendo lancado por
qualquer direcgad em hum meio de wniforme re ﬂmiié
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be follicitado Eela acGab conftante da gravidade por di-
recgbes entre i parallelas.

Seja 4 o angulo da projecgab, b a altara devida 4
velocidade della, 7 a altura devida 4 velocidade em

v
qualquer ponto da trajeftoria, e-%— a refiltencia do

meio proporcional ao quadrade da velucidade ; e teremos
£ dx

por expreflab da forga retardatriz horizontal & T I ¢

da vertical g-;-iki -‘i" - Donde refultad as duss equp-
ches feguintes

g7 dx ,'dx

Z -&-d 4. =0 .

gdt-{q-k—'"- E—;d:—kd(;—r-):o,

das quais fe deduz facilmente elta terceira dv - dy +
vds :

Como temos g'u._.’i?- —— 4 primeira equagab

. d.r fdx dx
p_édc reduzir-fe 2 efta forma i t2 J\“) 759

£

—_—

1 $ dx dx2 §
cujo int X, —_—=lzpC — =t
} Eg,ralh':k+:_rfl‘t §l; 0u—mie

- f

d x2 o k

F B

25C;, ou v,

3
—

Scja pois agora dy =pd x, e teremos 2e® =
£ ¥
: & wds k
CCripp),dve” 4 e

=2Cpdp, ou
dv
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e ¥
—

wds k :
d.;,._l.-—; =¢ 2Cpdp==—dy/( pela terccira equs-

I

L
Gb)=—pd¥, ou¢ dr42Cdp=o. Muleipli-
')

—

drs
cando por v (14pp) =L teremos d5. ¢ . -+

5

2Cdp )/(1%pp)=o0, cujo integral he k ¢ . +
CrVCitppdtCi(psp(rapr))=er,

¥
—

o'y 2Cdp k
Subflituinde — e lugar de ¢~ , e. feparando,
teremos

dx : —dp

2k ={," b
'E-*PV('+PPJ"‘3(.P+V(1+PP)]

Para determinar as conflantes, recorreremos 4 equagab
= I 3

d x3 k ;
Bl =C. ¢ 5 € no ponto da projeccad teremos
de=ds.cofa, =0, v=b; logo C=hcofa . No

: )

mef{mo ponto teremos pﬁimg.ﬁ; logo a equacas ke
FCpr(14pp)+Ci( P-.i-.V(!-"P?)):c‘daﬂ

c? k fena 14 fen g
— [ . |
C beofar | cofat ( cof a ) g

remos.por equagsd da trajectoria % = .
~df
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k Jena 1% fena v s oty +_'.'
bl{ﬂj‘ll ‘afa3 !( Wfﬂ ) P"’(I P?) (P"‘ (‘ P"))

expreffab, que em geral nad he poffivel integrar por ne~
nhum dos methodos conhecidos.

396 ' Se o meio refifte pouco, como © ar, E feri hu-
ma quantidade muito grande , € fe a0 mefmo tewpo a al-
tura b devida 4 velocidade da projecgad for muito peque-

na , a quantidade bl feri muito grande ; de forte, que
reduzindo o denominador a huma ferie , refultard so me-
nos huma integraga§ approximada. Mas nab he efle o ca-
fo, de que fe trata principalmente na Ballifica, porque
fendo a velocidade dos projeteis quali fempre muito grane
de, a guantidade b vem a fer comparavel a k.

397 Com tudo, fe o angulo de projecgad he pequeno ,
facilmente fe confeguird a approximagad feguinte. 1

Como p he huma quantidade pequena, em lugar de in-
tegrarmos exaflamente a equagad 2CdpV (1 +pp )

¥

Lk ds=o, reduzamos V(1 4 pp) a huma ferie con-
' s
128

1 1 I
VEIgente. & o == P’_—'TP‘*EP‘-’ p&e, e
_ 1 1
teremos S p¥ (1 + pp)=Clih p b o — o’
:r%z?? —&c. Elte integral deve tomar-fe de maneira que
defvaneca , quando p= tamg @ ; ¢ confeguintemente ferd
C'"=—tang g — -%mngcl o .‘TID tang ab — &c, Logo a
- d
equagab da trajefloria ferd k—' =
! 4 J p

k 5  §
Fpfe b s G 4o ) (tmpet-g 00

Sendo pequeno o angulo da projecgab , poderid dcfgii-
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zar-{e as potencias fuperiores de tanga e de #, e pbr-fe
por primeira approximagab
dx

b ok + ¢
————— - rang o —
2 b cof a2 g k
- x |
O integral defta equagab hc-i- +c=1! ( 2 b enf £’+

tanga—p); e porque tamg a=p, quando ¥ = o, fer

% k « ’ 2 brefa L
‘-—-’W,e—;:!‘r&- — Ctanga—p)

*
oue --l:ij.%'iﬂ(mngu—f).hgop:tﬂgl

R‘lig

LN dy -
i 2 ..1)-—.;:_, on dy=( tang a %

*
k T :
: ¢ -~ d#, cujo integral he

o

k ke Tk
2 b cof a2 )a'-- 2 h&af at (e —I)’
¢ efta he 3 equagad da trajedtoria. :
398 Reprefentemo-la pela corva A M B ( Fig. 156. ),
¢ dimingamos as ordenadas da quantidade NP =C A=
k=

L W i T, J e .
2bheofaz / 7 2beof a?

y= (easga By

—, de forte que o ponto C feja a origem dat

2 b .;Jfa
abfciffas, ¢ M N a ordenada. Aflim teremos por equagad
s coordenadas CN (#), e MN (y),

Tl
2'b cof a2 2 bcof g2

Conduza-fe pelo ponto € are@ta CQ, que fag:mlff;'
. o

yzr(mugs-]-
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lﬂlfn angulo G , de maneiraque feja tang C = tanp a--

k G
RN - o bl
ST ogo ferd QN = x (tang a + T ) s

-«
: k* k
e confeguintemente Q M — ¢ : porém x=

2 bcof a2
€CQ.cof G logoentre CQ ¢ OM, que poderemos cha-
mar &' e ' tefemos a equagad

LA
Dl . S o
s
Donde fe fegue, que a curva A M he huma logarithmi-

Ci, que tem por alfymptota € Q) , cujas ordenadas ver-
ticais fazem com a mefma afymptota hum angylo, cuja

Cota — —— )
ngente = fang & - — beofas » feado a {ubtangeste
ko
da curva — —— ,
co
O ponto O mais elevado fe achari, fupronde p —o.
L3
13 Yo
¢ "=Iy =0, ¢ ¥ =
a2 hecojat ( ) 2

b
M(:+-£:Tz._.“_);lggo ¢ maior elevacab OL =—

Entab tang g~

k= bfenza
k‘ e e —————— —
( “’!f-l-' by oy ) I(l+ 5 k tang a.

A amplitde AB fe scha pondo ¥ = 03 e tercmos

L’(M:gl-'i' k ): = (Qi"l),

2bcofas 2hcofa?
k g
[ B gt b
o =122 | nicas, que por maior
k

brevidade efcreveromos defts férma % = 1 & bﬁ: = Mas
Foie “ﬁ
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nab pode refolver-fe , fenad por meio de falfas pofigoens,
como logo veremos. '
399 Eifaqui algumas experiencias, fobre as quais faremos’
agora enfayo da theorica precedente. Todas eilas forab fei=
tas com hum canhab de 24 carregado com g arrateis de pol=
vora.

de projecgad’ Obfervadas
T

| ANGULOS || AMPLITUDES
|

1o 11! 300

4 820
15 1675
20 1740
1 182¢
io 1910
38 2020

' 4o 2050
45 2200
L p— J

M:s he neceffario antes de tudo determinar a quan-
tidade k. Para iffo refletiremos, que temos reprefentado 3

refiffencia por Ei?‘: :ﬁf . Affim k he a ametade do

g ]
que acima temos defignado por f-’!— (0. 386. ) ; ¢ conle-

: D’ "
guintemente k =;—‘-. 5—4', fendo 4! o diametro da bals.
O diametro das balas de 24 he de ¢ :._ pollegadss ;

ou de -5-’-43—:- toefas. A denfidade dn ar he pm-a do fer=
ro fundido, de que eftas balas fe fazem , como 1 pard
6o47. Logo & = -;1.694;.-;49;:' 6oy, 677 toclas; €

coufcguintcnlien:e Ik =2, 7850998.
Determinemos agora a quaatidade b, oua sltura des
vida 4 velocidade da projecgab, Na primeira experiencid
temos




DE MECHANICA. 255

temds o angulo de projecgad @ — 1211/, € 3 ampliru-
de obfervada » — o0 toefas, que he o alcance de pon.
to_em brango , affim chamado , porque a licha de mira
pelo razo dos metais faz com o eixo da peca hum an-
gulo de 1° 11/, Ifto pofto ; todas as quantidades que

- bfena n
entrab  na equagad fundamental = —= 1 + fe de-

X

&

terminarib facilmente. Porque e ¥ he o numero, eu-
jo logarithmo hyperbolico he -;:—, ou cujo logarithmo or-

dinario he — e 0; 434 —
i % O 4343945 = o9 prr My —

&

©,2137006. Logo e k= 1, 6356283, Teremos pois

Lt-e-eean-- o, 1112227

bfenza "

Affim acharemos % = 1, 291882. Logo

k.o, 20188 -
t{,}pl;ﬂaz.,on .b_—_-—ﬁm—-;— 3.8 mt:auand.o o cal-
culo por logarithmos , teremos
fmzoaat oo =« CL. 1, 3841090
020188 = = = = === - - L. 9, 4652073
ko memmemceiea L.2,7850958

Serd pois b = ‘4309 toefas. Hum calculo abiviuta=
mente femelhante da experiencia feita pelo angulo de
4°dard b= 4863 ; e pelo angulo “de 15°, b= §261.
Tomando pois o meio entre eftes tres refultsdos » podemos
fuppor que 3 altwra devida 4 velocidade de projeccab,

era
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era neflas experiencias de 4811 toefas, e que a: forgs
da polvora dava por confeguinte 4 bald huma velocida-
de ‘de 1320 pés, ou de 220 toefas por fegundo.

Szndo affim determinado efte valor ; caleulemos-as am-
plitudes que a theorica.dd para cada hums das inclinagoens
#pontadas na Taboa precedente, e vejamos fe ellas cou~
cordald com a5 obfervadas. :

I Para oalcance de ponto em branco , pelo-acgulode
projecgad 1° 11/, teremos pois 2 equacad % = 1 4

3 Jen 29'22"; e caleulando-z por logarithmos', acharemos
609,677 = == == == = CL, 7, 2149002

4811 L.a, 6831371
L.8, 6158910

9, 5139283,

Efte'ultimo logarithmo I:orrégfpo-ndé a 10532653 5 e con-
feguintemente teremos = — 1, 32653

= 1,649, e u

LA " :
Seja pois § — 055 ¢ teremos ¢ .

1,298 , com o defeito dé o,028.
, -
o, &

§cpa g =0, §I; teremos ¢
1,304, com o defeito dé o,022. Affim diremos: a dif-
fierenga dos dous erros o, 006 he para o ntenor delles
o, a2, <omp a differenga das hypothefés o, 01 he para

hem quarte termo; logo %3:-" 0, §46,

= I,65¢,-8 %=

*

—_—

P - T : % .
Seja P TOsf5s teremos ¢ U= 1, 737263, e %

5, 3332 ,. com o exceflo de o,c067. Fazendo E-

el

0, €45 , teremos e F =1 724608 , ¢ == 13,3295, com
o exceflo de o, co3. Aﬁim teremos 0,0037:0,003; ¥
ety Ojuo i
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-3
®,005:0, 004, que nos dd — = 0,541 ; € como efte va-
lar he affaz exaéto, feri a amplitude que bufcamos » =
k.o, L.]u,: = 330 toefas.
II, No tiro pelo angulo de 4°, havemos de refolver
@ equagad % = I & '-‘*ﬁs 80 ; ¢ praticando do mefmo
modo , teremos
b ' :
P AREAREAE L PR o
JRU0 0o neans 1.9 1433453
— -
0, 0415926,
A elte logarithmo correfponde o mumero 1, 10035 logo
% —3, Icog. Seja ;: -:4; teremos ¢ ® — 3 7936 , e
% =2, 0952, com o defeitode o, 00§53. Scja %:1,3;;
¥ &
teremos ¢ F=;,a;74, e % =12, 1166, com o exceflo
de o, 0161. Affim diremos ©,0214:0,00§3 i : Slo'

6, 00128 5 logo £ = :-+o.oo4ﬂ=== 13375, €W

= 81g toefas.
an Pelo angulo de 14° teremos 2 equagab 2= 1 =

i e Y .
-;fm 30° =1+ 3§ e Seja-i-:'. 5§ 5 tere=
' .
louT:u,:ﬂo,a::“ﬂmcde&imd:oﬂ&h
w

$ejs 2 ®

Wej8 R D6y teremos ¢ T = 13,464, ¢ % =X 4,794 com
0 defeito de 0,160, Diremos pois 0,322 : 0,160 i: o)1
P05 5 ¢ ferd -;- = 3,65

R ;i Seje
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g

: w - !
Seja pois 3= 2,65 3 e acharemos ¢ ~ = 14,15404, &

LR
% = 4,9638 com o exceflo de o,0101. Seja == 12,6458
L

dard e X = 1401320, € %= = 4,9292 com o defeito de
0,0245. Aflim teremos 0,0346: 0,0245 1 : 0,01 : 0,007 3

donde vem % =12,647, e & = 1614 toelas.

: b
IV. Pelo angulo de 20° , fera x5 1 -1--—': Jen 400 ; @
affim teremos :

b
ot el L .0,8980373
Jgpr ~------. L . 9,20806
0,7061042.
A efte logarithmo correfponde o numero 5,0828 5 logo %

o
. supn 8 - ;
= 6,0828, Seja T =35 logo ¢ k = 120,085, e %= 6,36
» . ’ ¥ :

—

eom o exceflo de 6,28, Scja-:-'_."z,g;lngo ek =

18,175 , € %= 5,92 com o defeito de c,16. Affim tere*

mos 0,44 : 0,16 :: 0,1 :0,037 ; donde f:ré—:- = 2,937 4
€ x = 1791 toefas. ; ;

V. Por hum calculo femelhante acharemos para o tird

&

s AL =i

de 25° % = 7,05747. Fazendo pois G o = 3,1 teremos ¢
= 22,198 , ¢ %= 6,839 -com o defeito de 0,218, Efas
-

- el
zendo = 3,25 teremos ¢ k= 24,33 , ¢ %= 7,354

com o €xceflo de 0,297. Pelo que a proporgad o,51§°
i X 0,218 3
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t,r:&::o,t:o,o.qz;-dara% = 3,1423 , ¢ .f = 1916
toeflas,

VI. Do mefmo modo para o tiro de 30° 5 ferd z =
x

— -

7,8481. Suppondo i = 3,3 3 acharemos ¢ k= 27,11, &

: QR L N
%= 7,01 ‘com o exceflo de o,07: Sr:ppondo—k = 1333
L3 . -

acharemos ¢ ¥ = 25,79, € 2= 7,63 com o defeito de
0;22. Donde a proporgab 0,39 : 0,223 : 0,05 : 0,038 dard

x
3= 3,288 , & x'= 200% toefas.

VII. Para o tiro de 35° , teremos % = 8,4306. Porém
o .

k

fuppondo ;-f.-: 2,4 , acharemos ¢ ™ = 29,064, ¢ = =

& y ’ ol &
8,519 com o exceffo de 0,088 ; ¢ fuppondo — = 3,39 »
x

teremos ¢ ¥ = 20,666 , € % == 8,456 com o exceffo de

0,025. Serd pois 0,063 10,025 11 0,0L : 0,004 ; ¢ tirando

k
2064 toefas. ’

VI, Parao tird de 4o° , acharemos z = 8,7873 ;e fup«
~

efte ultimo termo de 3,39 , teremos — = 3,386, € ¥ =

“pondo%: 3,45, ferd ¢ % = 315004, € %= 2,841 com

Ed
@ exceflo de 0,054 5 fuppondo porém— = 3,44 » ferd

&
-

ek

=31,187 , e z = 8,77¢ com o defeito de 0,012. Af-
K
fim 2 proporgal 0,066 : 0,012 1 10,01 10,0018 dard ret
2,418 5 ¢ ¥ 52098 tocfas, :
o B2 iX.
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IX. Em fm pelo angulo de 432, temos %= 8,9075 s #
&
I —
de 0,066 ; porém fuppondo -;:-: 3,46 ; acharemos = =

fuppondo — = 3,45 , acharemos x = €,841 com o defeito

8,9066 , valor fufficientemente exaclo, que dard ¥ = 211
toefas.

Masafim de melhor fe poderem comparar os refulta=
dos da experiencia com os da theorica , ajuntaremos aqui
a Taboa feguinte.

Angulor de | Amplitudes |  Amplirsdes | Diffe-
projecgad obfervadas calenladas rengas
e ) 3007 330 % 30
4 820 gig — 5

7 P 1675 1614 — 61 L
20 1740 wii 1198 g1
25 - 1829 1916 o o1
fi 30 1910 . 200§ + 9y
35 2020 2064 o 44
42 2050 ' 2098 <+ 48
45. . 2200 [ = 2LIQ — 90

Efts Taboa foi calculdda, como fe tem villo, na fuppofigad
de que a forga da polvora imprimia nas balas huma vele-
cidade devida & altura de 4811 toefas , que he hum meio
deduzido das tres primeiras obfervacBes. A pecs era de

24, ¢ 4 carga de 9 arrateis , como ;4 diffemos,
Comparando pois as amplitudes obfervadas com as qne
di a theorica approximada, ‘de que nos remos fervido, he
facil de ver que concordab fafficientemente. Muito mais 4
advertindo que effas experiencias nad podem fazer-fe com
a exaftidad que era neceflaria pafa‘verificar huma theoria.
Por mais caidado que fe ponha’em fazer todas as coufas
jguais nefta effecie deé provas, fuccede muitas vezes que
peio mefmo apgulo, e com 2 mefma carga , differem 28
smplitudes de 5o, eainda de 100 toefss. A major diffe-
renga, que temos achado , he de 95 toelss , que fab prﬂ;l:
. | mamen®
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Wamenre 3 vigefima parte da amplitade 3 e efts erro pa-
Tece antes proceder da experienciz, Porque no calo de
que o angulo do maioralcance foffe realmente de 45,
© que he quando menos duvidefo , 2 diﬂ'cfcngﬂ dos zlcan-
cei de 45° € 42° deveria fer menor que a dos que cor-
refpondem a 40° e 352, .como f{e fabe pela natureza dos
maxinos. Affim deveria fer a amplitude de 45° menor que
3cBo, quando a experiencia a di de 2200 toefas. '

SECCAO IL
- P e AT . 1 - . G
DO MOVIMENTO DE HUM. CORPO SOBRE HUMA
. LINHA DADA,
400 @ ‘Upponhamos 1°, que o movel he hum ponto
S ptfyﬁcu de hum volume’ infinitamente pcq[:r:no.
29 , que a linha fobre'a qual {e move nab lhe permitte o
deflviar-fe della, como por exemplo o faria hum -canal ,
cnjo diametro fofle igual ao do corpo. 3°, que o corpo
fe pide mover livremente por efte canal, fem experimen=
taf fricgad alguma. - : ; ! 3
401 Hom canal defta forma nab poderd pois deftruir,
fenas os movimentos que lhe forem perpendiculares ; e por
confeguinte ; a4 refliftencia que provem defta caufa fe exers
citard toda perpendicularmente 4 linha defcrita pelo movely
de maneita que 1ab refultari dahi forga neshuma tangen~
cial , que lhe altere a velocidade. Logo, fe o corpo fe mo-
ver em virtude de hum impulfo primitive , e o fen movi-
mento nad for alterado forga nenhuma acceleratriz ,
por qualquer carva que feja ubrigado a mover-fe , teri em
10da a parte a me(ma velocidade ;e confeguintemente, def-
Creverd arcos iguais em tempos igaais. '
402 Mas fem recorrer a hum canal izento de fricgab
Péde fazer-fe mover hum corpo em qualquer lioha dada,
conforme o methodo do celebre HuyF ens. Seja AMa li=
nha dada (Fig. 157.) , BN a {ua evoluta, ¢ M N o raio of-
culador no ponto’ M. Tomar-fe-ha pois hum fio inextenfivel
MNC , que por huma ponta fe fixari no ponto € da evo-
luta, de maneira que ﬂd?:ipplicar-l'e fobre alamina CNB;
€ pela outra ponta fultentars o corpo, que no feu movi-
mento ferd forgado a defcrever a curya dada A M. 3.
cm
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- " Bem fevé , que'hum movel nad pode fer defla manel-
ra conftrangido na fua direcgab , fem que refulte huma
preffad continua fobre a linha do feu movimento ,-on (que
vem afer o mefmo ) fem que o fio da evoluta nab experi-
mente huma certa tenfab. Logo , fe em fentido contrario
fe applicaffe 20 movel huma forga igual a elta preflad , he
evidente que defcreveria a mefima curva ; was entad fe-
‘ria 0 movimento livre. Rt .

Supponhamos, que elle fe, move pela curva A M em
virtude de huma impulfas. primitiva , fem fer perturbado
por potencia alguma ,-e .chamemos F a forgs da preflad
gua elle exercita fobre.a curva A M, fegundo a perpen-

icalar N M. Se efta forga, confiderada como' forga scee-
leratriz ; fe imprimifz 'no. movel pela direcgsd oppolta
M N, atrajeftoria A M (eria por elle defcrita com mo-
vimento livre. Porém F nglte cafo hea forga normal 5. lo-
go terd por valor o quidrado da velocidade wu dividido
pelo raio ofcalador MN (n. 280. ). g 4ol .

Eite imefmo_he pois o valor da preflad do movel fobre
ecarva, ou datenfas do fio , chamada commumente For-
¢a centrifuza. Efta denominagad procedeu de-qae tendendo
o movel pzla. fua inercia a mover-fe: uniformemente , €
em linha refta , n16 pade fer conftrangido  a delcrever
haoma linha corva , fem ‘fazer hum. esforgo coatinuo 3 ef-
‘¢apar péla tangente , e afaftar-fc' do centro do fen movi-

mento.

493 Loso & forga comrifuga. be igual ao quadrado da
welocidade dividido pelo vaio aﬁuh&or; ¢ confeguintemente
be para g forga da granidade , como a altura devida d wzloci-

do movel para ametade do mefmo raio ofculador, Mas nab
deve por iffo entender-fe, que aforga centrifuga depende
da 'Frwidadc ; porque o movel fempre exercitaria a {ua
preffas fobre a linha do movimento , sinda que nad exif-
tifle 2 forga da gravidade. : _

404 Quailquer que fejab por outra parte as farﬁl‘. que
follicitab hum corpo na fua trajecoria , fempre podem re=
duzir-fe a duas , huma tangencial T , ¢ a outra normal
A primeira fervird de alterar a velocidade do movel, € te-
remos £dv =T ds § e a fegunda produziri huma nova pref-
fab fobte a curva deforitz, de maneira que obrando para

- melma parte quea forga centrifuga f—}% , @ preflad *'[’:;
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feri % + N, eobrando em direcgab oppofta , @ preflad

ferd tab {Omente % = N.

Nefte ultimd cafo a preflad ferd nenhuma , quando for
uu
-'*F::N ; e entab defcreverd o moyel liyremente 2 curva

propofta. Por iflo efta he a melma equagab , que achamos
para 0s movimentos livres ('n. 280.).

405 Por meio da formula gdv =Tds, e daequigab
eonhecida dd curva, acharemos s velocidade do movel em
ualquer ponto. O tempo feachari, mtegrando a formula

I e N o
o el preflad Tobre atrajeftoria ferd reprefentada por

o% b od Rl :
T * N. Mas efte ultimo elemento nab he meceflario pa-

“ra conhecer o movimento do corpo.

406" Seja BM a linha dada ‘(! Fig. 158.), AP ofen
eixo , X e ¥ asduas forgas acceleratrizes dirigidas , hu-
ma potr M N ' parallelamente 'a AP, e aputra por P M.
Seja P a preffad rotal fobre“a curva , fegundo a perpendicu.
lar OM. Se' elta forga fe applicar por huma direcgad con-
traria MO , o movimento ferd livre. Refolvendo pois a
forga P por MO em duas , huma pela direcgab M N, que

fera = Bax, e 3 outra’ pela direcgad M Q,, que feri =

-

dr ?

Pdy d
(e ATyuma ()
S (I T S -
E fubftituindo df-mlnﬂr,ﬁeldh
.'.I_ﬂ.r-frd,r:‘.id(:;{-)ﬁil‘(:'—:)-!--ldi. %-’-:
FrR Fed Yds
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i o b S ek

Multiplicando a primeira por 4 , e a fegunda por d g
2 foma dos productos dard ( Xdx 4 Ydy) ds—
dx dx dy dy
sede [34(55)+ 374 (55) Jrudnds, o

$du=Xdu=+4Ydy;equagab, que coincide com 3 outra
Edv =Tds. %

Do me(mo modo, havendo multiplicado a primeira
por dy, ¢ afegunda pordx, adifferenga dos preduétos

(i rdy  edx
dardi (Xdy —Yde)ds+Pds2 =uuds {-‘—‘ d(-d—})

d d 24 g2 d L
—_ T:E d ﬁ)]jn“———h# d(ﬁ) Porém o'm
. .

'

ofcalador R = =——7—— logo
—dxrd .‘i{’)

dx

p : — + o A )
Donde fe v&, que nad havendo forca alguma accelers-
triz , a preflaé fobrea curva deve fer —E; e que havendo

potencias acceleratrizes , a preffad da forga centrifuga he
aumentadd ou diminuida da forga normal , conforme a di-
recgab della. E he precifamente o mefmo, que acima aclii-
mos , confiderando o movimento de outra maneira.’ 3
Eifaqui em poucas palavras 0 methodo geral de calcus
lar o movimento de hum corpo fobre hums linha dada.

Applicagad da Theorica precedente a alguns
~ ¢afos particulares,

407 S Upponhamos , que hum movel efti fofpenfo de

: hum fio atado pela outra extremidade a hum
ponto fixo, Se efte movel for impellido por quaiquer: direc-,
Gab , que n3d feja & do mefma fio , delcrevers neceflaria~
megte @ circumicrencia de hum circulo zo redor do pon;'o
e
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dé fufpenfad , e iffo com movimento unifornie, fe nad
houver poténcia que llicaltére o movimenta impr=(lo.

Seja ¥ avelocidade do movel , a qual e acha refolvendo
a velocidade imprefla em outras duas, hama ¥ perpendi-
cularao faio, € a outra pela direcgad delle. Seja F a tenfad
do fio, ou a forga centrifuga, e R o rziodo circulo. Tere-

5 V=
mos pois F = ?T:- , ou para dizer methor F = MH >

. £ i 3 b 4
fendo M a maffla do movel ; porque %n:_ﬁ he outra cou-
fa fena§ huma for¢a accéleratriz , eujo effeito he a velo-
cidade -que 'péde imprimira J‘nr&a centrifuga. .
Para conhecer pois ainten(ad verdadeira defta poten-

cia, he neceflario mltipﬁc;f.%'pda maffa do corpo. Al-

fim achamos , que & forga eentrifuga be para o pezo do cor=
po , como a sltura devida d velocidade para anietade dovaio,
Suppondo, por exemplo , qie a velocidade he devida 4 al-
tura de 40 pés , e que o raio do"circulo he de 10 pés,a
forga centrifuga , ow 3 tenfad do fio ferd para o pezo do
corpo , como & para I. 4 drirrad :

408 Seja T o tentpo periodico do movel ; teremios

2c : M.jc2
L —?E—, e a forga centrifuga F = —fr-'-;—--l-{- * Lo-

go & forpa centrifuga be proporcional ao raio do circulo di-
redlamente, ¢ ao quadrada do tempo periodico veciprocamenie.
409 Como a terra. tem hum-moyimento de rotagad ao
redor do fen eixo, todas as, fuas partes (ab animadas de.
hum certo Prio de forca centrifuga , maior ou menor,
conforme ellas_eftab mais , ou menos diftantes do eixo
da revolugad, Como efta forga debaixo do equader he di-
reltamente oppofta 4 da gravidade , efti claro que deve
nella canfar maior diminuig¢ab. Quanto aos lugares inter-
medios do equador até os polos, a diminuicab da gravida-
de deve fer menos fenfivel 4 medida que fe for caminhan-
do para os mefmos pélos , onde a forga ceatrifuga he nalla.
Y e fe fegue ; que fea terra foi originalmente fiui-
da, em virtude do feu movimento de rotagab mad podia
confervar a forma esferica ; que a gravidade lhe procurava
"Im Porque pezando menos as partes mais vezivhas do
) equa~
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equador , era neceflario maior quantidade dellas, para ef-
tabelecer o equilibrio. Affim devia tomar efta mafla Huide
- huma figura 4 maneira de ellipfoide , mais abatida para os
.polos , e elevada para o equador, tal proximamegte como
a do folido gerado pela revolugad de huma elliple 4 ro-
da do eixo menor, Efte he tambem o refultado , que dab as
mais exaftas medidss dus prios do meridiano , feitas nel-
tes ultimos tempos. Todas eoncordab. em moftrar o abati-
mento do' globo terreftre para a parte dos pélos; e eleva-
Gab para a parte do equador ; ¢ as que pailab por melho-
Tes provab, que o cixo tem de menos que ‘o diametro da

- 1
dor — d
equador e elle.

410 Examinemos agora o movimento de hum corpo,
que delce pelaacgad da gravidade por buma lioha refle
AC inclinada 3o horizonte ( Fig.149. ). Seja 4 a origem
do movimento, A M o efpago x corrido no tempo ¢, ¢ u
a velocidade adquirida no ponto M. Conduzindo pelo pon-
to A a vertical A B, ¢ pelo ponto € a horizontal BC,
poderemos refolver a forga da gravidade g pels direcgad
M P cm ouiras duas, huma pela di 6 MC, que feri
£ fenay ¢ aoutra perpendiculars M C, queferi g cofa,
entendendo por & a inclinagad A€ B-da re¢ta .[AC como
horizonte. A wultima deflas forgas dard a preffab fobre o
plano inclinado , por quanto a forga centrifaga he nulla ne-
fle/cafo; e efta preflad he para o pezo do corpo, come 0
coleno de 4 para o raio. A outra f Ag en a: feryird
de aceelerar o movimento 'pela diuc;:? M. Affim def-
eerd o corpo, como fe Hfollicitado por “huma forga
de gravidade — g fen a pela direcgad A M, ¢ ofeu mo-
winiento ferd uniformemente accelerado. Logo teremos as
duas equagbes feguintes, -

n=gtfima, e x= *f:-t'feus-

donde fe'podem dedazir mniﬁ: confequencias uteis.
I. O tempo empregado em correr A € ( Fig. 159. ) he
| 24AC -v‘ 24C2
s T4 AcC
.'V-“_m“ VY 3 logo he como areta AC,
quando A B he conftante. Por confeguinte os tempos em-

pregados em defcer do ponto A até 3 horizontsl B C fab
; comg@
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eomo as linhas , pelas’ quais defcem os corpos.

II. - Se defcrevermos hum circulo, cujo diametro” A B
Teja vertical ( Fig. 160.) , o movel partindo de A para
M pelacorda A M gaftard o mefmo tempo , que feria ne-
cellario para defcer até B pelo diametro A B, porque no

g .
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circnlo a quantidade % he conftante.

- III. A velocidade do move! chegando do ponto € ( Fig.
159. ) he VagAC fina =y 25 AB. Logo ferd ipual
& que o corpo. teria adquirido eshindo pela vertical A B ;
donde fe {egue , que a velocidade adquirida pelo defeenfo
de hnm movel entre dous planos horizontais , he fempre 2
melma, ou elle defca liviemente pela vertical’, ou por
*hom pfam inclinado , ou dinda por hum arco de cutva,
‘como veremos no artigo feguinte.

Do Mavimenta de Ofcillagas nos meios
nad refifientes.

411 S Eja ACA’ huma curva qualquer (Fig, 167, ),
pela qual’ defce hum corpo em virtude da gra-
vidade , comecando do ponto A.: Referindo a curva a qual-
quer eixo vertical BC , conduzindo as horizontais. AB,
M P, efazendo BP = x,PM=y, feria fora dagra-
widade.g por M G parallela a2 BP; e confegnintemente
X=g,Y=o(n.406.). Logodv=dx, ev=x+a
mc:.ﬁg: de ter o movel no ponto A huma velecidade ini-
cial devida 4 altura 4. Defcendo pois o corpo pelo arco
A M de hyma horizontal . A B até outra M P, adquire pre-
‘cifamente a mefma velocidade , como [e tivefle cahido pe-
1a vercical BP. : e
 Supponhamos , que elle fem welocidade alguma ini-
cizl defce doponto A ; a velocidade em M [era devida
4daltura BP, e a velocidade em € # altura BC. Mas fe
€ he o ponto'mais baixo da curva , ¢ fe 0 ramd C M A" he
huma continuagab della qualquer ; a velocidade em M° fe-
rd fempre devida 4 altura BP , e a velocidade em A’ 4
altura o. Deve pois fabir o movel até A4’ 4 mefma sltura
donde tinha defcido ; e de A" tornard a defcer pelo melfmo
<aminho , e com a velocidade adquirida o ponto ¢ [u b;—;
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1d pelo primeiro ramo até o ponto 4 da origem do movie
mento. Affim ird alternativamente de A para A’ , © de
A’ para A, até que algum ebftaculo eftranho fe opponha
a0 fen movimento. A efte movimento alternativo he que
fe di o nome de Movimeato de Ofcillagas,

412 Para conhecer a duragab de huma ofcillaga in-
teira, ou (que vem a fer o mefmo ) para determinar o
tempo da defcida por A M C, e fubida por € MrAr,

)

d ;
» on defde A até 47,
£ Vagw

413 Exsmrero I. Seja A M D hum arco de circulo def
crito do centro € com o raio CA=a ( Fig. 162.).
Tire-fe a vertical € D3 e fuppondo que he A o ponte
donde o movel comegs a defcer pelo arco AMD, fe-
ja DPP=x,e BD=b, Affim feri y— V(zax—xx),

—ndx
‘J’—-m, -B_ﬂ—uﬁ’;;(b"‘-\-'). 1&0@. ‘t...-
—ada a —dx

¥ig(b—x) (zax— €x) = V3ig(za—x) 'r(bx —xx) o

he neceflario integrar

I
l_Va(l ¥ 5 g I Va —dx
2 Vg a8’ Y(bx—xx)_;'EV{ix—.rx)
1 > E5R T M TN BN e
(I+'_'"ﬂ+:..4'4a’ 1.4.6 8@ *

3
seta 3 Baly coff. & gy ) ;
2.4.6.8
“Para achar pois o tempo da defcida inteira, he necef
fario integrar cada termo defta ferie, de maneira que o
integral I% delvanega quando x =}, e d;rois tomar o va-
lot delle quando # =o. O calculo integral di geralments

f — u'--'f(bar-#x)* . &
Vibx—=xx) s nm s
bCam—1) P o - '

zm V(bx—nx)’ . :

logo , fe cadahum defes integrais fe tomar entre os limie
tes
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Pes x=5, ¢ x =0, como temos dito , teremos
i M1
f - dx Shyamar)p Lyt de T

V(bx—2n) ™ 2 M v’(bx—xx}"
formula, que dard as spplicagbes feguintes :
] d

f —xdx _i —dx :
Viba—sx) ~a) V(br—xx) "
g Wl e LB i el L
¥{bx— xx) V{b0x—xx)" 2.4 ¥{ bxm za) *
—xidn _ﬁ[’—ﬂdr _ 335 ‘"'f —d =
Vib¥ —xx) — 6 y(be—xx) " 2.4.6 Vo —xx)
Ponde fe fegue , que o tempo da defcida pelo arco AMD

1. ¥a 1 LRCIe O CO
__.M..'.____.l:l‘:,__#“’*

Ve > 2%
13%gt o B o L3RR, B &u)/ —d

3% 4262 8 22,4%,62.8° 1644 V{bx— x:j‘

o —da - 2a—b z
Porém ?[—'E:;—;_—]_Jlffmf——b—' ; ¢ cfte intes

gral defvanece, quando # =54, ¢ tem por valor o pume-
ro conhecido ¢ == 37, 141 &c quando » =o. Loge o tem.
po da defcida ferd _ :

O a b S 1,3% b2

e=teV o (b
1.32.¢2 b3 .

e e.E e &) .

€ por confeguinte, chamando T o tempo de huma ofcile

dagab inteira , ferd .

a 1 B 1.3? ]
T w— — — gy — — — = & .‘
=i V! (:+ 3T 3a ae -4 480 c)
Se 0 arco AMD for pequeno a refpeito do raio, o
feno verfo b ferd tag pequeno relativamente a0 arco, co-
mo efte o he em comparagabd do raio. Poder-fe-hab pois
nefle cafo defprezar todos os termos da ferie que contém

# , tomando-fe {Smente T = ¢ V :—-.
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E fe guizermos avaliar o erro que defta ultima formus
la refulta, quando os arcos (ab confideraveis, nad ha mais
que comparar o refultado. della com o da ferie. Por ex=

. a8 /
emplofe AMD= 30°, tercmos—;-".—." 1= ;’r; =0,1345
donde he facil de concluir que o tempo dé huma ofcilla-
G40 inteira, tal como o dé a formula :'V -i, nad dif-

fere da na duragaé real fenad huma !'cxageﬁm; parte pro-
xunamente 3 de mangira, que fe a ofcillagad for de hum
fegundo , ferd o defeito fomente de hum terceiro. Po-

b
réin fe AMD=g°, rcrcmos;:'.o,ocga, € 0 tempo

deduzido ds formula .-:v -E--naﬁ difcrepard da realida=

: g -
de- mais qae Ty de forte que ferd6 neceflarias duss

mil olcillagbes , para fe cometter o erro de hum fegun=
do ; e fe os arcos forem fendo menores, as differengas
cadavez fe fard6 mais infenfiveis,

Em fim, como a formuls T = :\/ 2 ' he indepen~
la g
dente de b, eftd’ claro que as ofcillagées de hum corpo

por arcos muito pequencs de hum mefmo circulo devem
todas fer deigual duragab; ‘e por iffo nefle calo fe
chamabd Ofcillagoes ifochronas.

E por quanto he abfolutamente o mefmo fuppor que
hum corpo, M fe move fobre hum arco de circulo foli-
do AMD, ou que ofciila na extremidade de hum. fio
de fulpenfad € M, concluiremos iguslmente que bum pene
dulo’ ( porque eflte he o mome que entad fe di ao mo-
vel ) que fax as ofcillagies wuito pequenas , as faz todas
#o mefmo. tempo,

415 A expreflad defle tempo he T::]/% , fens
do o comprimento do pendulo reprefentado a. Don-
de fe fegue , que a duragad de buma oﬂmaﬁ’ be directa=

mente proporcional & vaiz quadrada do comprimenia do pen=
dulo , ¢ veciprocamente & vaiz quadrada da forga da .gm




DE MECHANIC A, 7t

dade. Hum pendulo, que tem o comprimento quadruplo
do de outro , deve pois fazer as oflcillaghes duas vezes
mais vagarofas, fendo a gravidade conflante .

416 Seja N o numero das ofcillagbes feitas em hum

' 1 4 a J
certo tempo 15 teremos T:—F =¢‘V-£- 5 € conle=

2

guintemente a4 = ‘: Ng' + Logo of comprimentos d¢ dous
pendulos fad reciprocamente como or quadrados dos mzmeros
das ofcillages feitas em bum tempo dado.

417 Daqui fe tem deduzido hum meio muito fimples
de determinar por experiencia o comprimento do peadu-
lo, que deve E.;cr cada wvibracad em hum fegundo.

Sufpendei hum corpo bem denfo por hum fio de metal
muite delgado , e dai a efe fio tres pcs de comprimen-
to, porque eflle he pouco mais Ou menos ¢ comprimeito
procurado 3 defviai hum pouco” efle pendulo da wvertical
pata o fazer ofcillar, e contai exatamente as vibraghes
que faz em qualquer tempo “detérniinido, em huma hera
par exemplo. ~Entab fareis efa proporgad: Come o quay
drado de 3600 ( numero das ofcillagbes que o peadu's
de fegundos faria no melmo ti:mpaai para o0 quadrado do
numero das ofeillagbes conradas, aMim o comprimento do
pendulo da experiencia, para 0 comprimente procusade do
pendulo de fegundos. ook %

Por efte methodo fe conheceu, que na latitude de Pa-

Tis he o pendulo de fegundos de 3. pés 8 linhds c—-::o

de huma linha. Mas como eftas experiencias fe fazem com
corpos de hum volome finito, he necelfario ter o evida~
do de medic exs®iffimamente os comprimentos dos pens
dulos defde o ponto de fufpenfa6 até outro ponto cha-
g&:;lu Centro de oftillagad’, do qual havemos de faller na

eccad 111,

418 Huma vez que feja conhecido o comprimento do
pendulo , que bate exa@amente os fegundos , - com fum-
ma facilidade fe deduz o comprimento de qualquer outro 4
que deva fazer as ofcillaghes em mais, ou menos tempo.
O pendulo, por exemplo , que em Paris deve fazer cads
efcillagad em meio fegundo, teré evidentements 91pol-

: ¢gaa
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. 1 o

legadas 2 linhas ¢ -ﬁdc huma linha; ¢ o pendulo , que
houvefle de bater minutos , deveria ter 3600 vezes o com=
primeato do penduio de fegundos, iffo he, lmmT:‘ pése

Sohre ifto he que fe funda o modo de regular os relo=
gios ofcillatorios. Quando elles fe retardad , levanta-fe s
rria-larasja da pendula ; e abaixa-fe pelo contrario , quan-
do fe adiantag. Mas para determinar a quantidade, que
fe deve levantar, ou abaixar, feja o comprimento aftual
da pendula = 2, a quantidade que fe lhe deve ajontar
ou dimingir = # #, o numero das vibragbes de que elle
fe retarda, ou adianra em hum tempo dado, por exem-
plo em huma hota=d', ¢ o numero das vibraghes que
devia faizer eftando bem regulado = & . Ifto poflo , tere-
mos (n. 416.) efta propergab a:atx::l2: (bt )%

ad (202 F) ' '
logo x = = -

419 Da mefma theorica fe tem ufado para determingf
com a ukima exaflidad a forca da gravidade ; e além
de que a idéa he muito ingenhofa, o caleulo he de fin-

gular ficilidade. Porque fendo T = ¢ '\/—f—, e fuppot=

do T —1, e.4=ao0o comprimento do pendulo de fegun~
. dos == 440, 57 linhas , teremos g —¢* . 440,57 linhss

& o), 196’ pés , como acima temos fuppofto ; donde fe
conclue que o elpago corrido por qualquer corpo no pri=
meiro fegundo di fia quéda he de 15,008 pes.

420 S¢ a forga da gravidade diminue 4 medida que nos
chegamos para o equador , o comprimento do pendulo de fe~
gundos deve variar em differentes latitudes ; porque 2 equa”

G5 T = c'\/% moftra , que fendo T conflante devem

os comprimentos, dor pendulos de fepundos fer em diffeventer

bavitades na vafad I:‘:raa das fn{ da grﬂ:‘ddfhcoll

cficito, tendo ido M. Richer a Cayena em 1672

aer algamas oblervaghes , refletio que a pendula de fe-
mdos que tinha lévado de Paris retardava fenfivelmente,
¢ forte que foi obrigado a levautar a meia-laranjs huma
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ﬁn]la_c-;—-p:lra a fazer bater novamente os fegundos.

Depois de M. Richer , tem-{e verificado muitas vezes,
€ em muitos lugares o fallo que elle atteflou. Eisaqui
huma parte deflas obfervagdes i

Lygares das Obl‘crnqﬁ:.s* L;:Eén;;ri_mcn:oﬂ;
i ' - des | do pendulo i

No:Equador em 2434 toef.dealt.| o0 o] 438,70 linh, I
= - wwe - em 1466 toefdealt.| 0. ©]438,83
== ==== a0 livel do mar o ©|4319,07
‘Em:Porto-bello = - =ui. == < 9 34439,16"
Na- ilha de S. Domingos ~ - - |18 27(439,13
No Gairg ~======ioo=-l30 2[440,35
Em Roma - --= ==« = s=calgr 44 440,28

Em Paris - - - -=- = =-- .- « =148 501440,57

Em Londres - - - = - = = = - 51 31 440,65
Em Leyda = « = == = = = == {42 9/440,71 |
I ?etﬂ‘sbut o WP Fopet W 59"6 “0'9'? 18

Em Archangel - - ~ ==~ = - ~|64 35|441,13

Em Pello = - = = - - = oo . o= 66 48 | 441,17
e e | dl

Todos eftes refultados, e muitos ottros concordad em
provar a diminuigab da. gravidade dos pélos pars o equa-
dor; e defta diminnigah fe conclue a exiflencia da for-
Ga centrifuga procedida da rotagab da terra, a qual traz
@om figo. a figura ellipfoidal, e o abatiniento da terra pa-
Ia a parte dos pblos , regulado pelo livel das aguas do
foar. 2

421 O tempo, que o movel galta em defcer pela cor-
da' AD, he igual a0 tempo que gaftaria em czhir pelo dia-
metro_ vertical 3 e efte tempo he reprefentado pela formula

tV{-:-- ‘Mas o tempo que élle gafta em defeer pe-
fo srco AMD he -:-;:1[—-‘—- , € -Iz—'é he menor que
3. Logo he menor o lﬂn§ dagd‘u&ida pelo arco AMD,
£
§

@0 que pela cords AD . Nete cafo, ainda que 2 li?;;'
reéta
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reta feja 0 caminho mais brave , nad he com tudes §
qus exige 0 menor tempo, nem tad pouco o mefmo cir<
culo. Ha muito tempo que M. Bernowlli mofitrou pela pri-
meira vez, que a cycloide he 2 que tem cfta notavel
propriedade , como adiante veremos.

422 Exewero II. Sejadb A B, A C duas femicycloides
( Fig. 163.) , defcritas pela rotagad do circulo que tem
por diametro AK, fobre a horizontal G K H . Toman~
do-fe ham fio A R M duplo de AK, on igual no com-
primiento a huma deftas curvas, fufpendendo-fe por hu-
ma das extremidades no ponto A, ‘e (uppondo-fe nzou-
tra extremidsde hum corpo infinitamente pequeno , efte
corpo no feu movimento defereverd a eycloide inteira
BDC, cujo circulo genitér ferd igual ao das duas femi-
cycloides , € cuja bafe ferd a horizontal BK €. Ifto poflo,
pergunta-fe o tempo de huma ofcillagad defle pendulo pelo
srco F D F!, ]

Seja o comprimento do pendulo —a, e confeguintes

. . A 1 .
mente o diametro do circulo gcnnbr:-i- &y © arco

DM=1:, ¢ DP=«, Pecla natureza da cyclbidc tere-
dx

1
mos 2 =24% conleguintemente 4 §f = ———— |
e 8 Viax

mando pois b a altura D E do ponto F, onde comega o
o i y M %e:i
I

movimento , -a velocidade do movel no pontt;
%= r’_z g (b=«); donde refulta d¢ = m:g

—dx ] ] " —dx
I TET R —:E_v-? . Mas o integral de Vim0
tomado entre os limites de =14, e ¥ =0 , fempre f¢
reduz a ¢ logo o tempo da defcida pelo arco F M D fe-

rir= icv_-%-,e o tempo de huma ofcillagab in

teira pelo arco F D F! ferd T:s'\f% . Donde fe v&;
que elle tempo he fempre para o que gaftaria movel
em defcer pelo diametro vertical K D como ¢ para. I'y

ou como a circumferencia para o diametro de hum cir-
culo. Logo todas ar ofciblagies de bum pendulo , que d:fc?';;
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®e_ guaifguer arcos de buma cycloide , [ad de igual duragas,

423 Efta fingular propriedade deu 4 cycloide, € 2 to-
das as outras curvas que tem a melma ventagem , © no=
me de Curvas Tautchbronas. M. Huyghens, homem de
raro ingenho , foi o primeiro, que depois de haver de-
monfirado que rtanto a5 pequenas como as grandes ofcil-
a¢5es de hum mefmo pendulo , fufpendido da férma re-
ferida entre duas laminas cycloidais , fab todas feitas em
tefapos iguais , imaginou que hum pendulo defta efpecie
feria proprio para regulador do movimento dos relogios.
E com effeito ; ainda que as impreflées da roda de en-.
contro fejas defiguais, as ofcillaghes defte pendulo nad
deixardd por iffo de fer iféchronas,

Mas efta invengab, ainda que de fumma belleza na
theorica, nab foi de grande utilidade na pratica. Para fe
confeguir 0 bom effeito della, era neceflario vencer dif-
ficuldades quafi infuperaveis. Confiftem eftas em dar, &
confervar 4s laminas de metal AR, A R’ huma figuracy-
cloidal bem exaéta, e bem igual ; e como podia lizon-
gear-{e alguem de o confeguir, concorrendo tantas caufas
para @ embaragar ? A contracgab inevitavel das Jaminas
no t de frio, ¢ a dilataced no tempo de calor fe
oppunhab fobre tudo 4 uniformidade da fua figura, eif-
to ballava para fazer duvidofo o ifochronifme do novo
pendulo. Por efle, e outros ipconvenientes, determini-
1ad os Artiftas fubflituir o pendulo circular em lugar do
eycloidal de M, Huyghens, depois de fe haver demonf-
trado que as ofcillaghes por arcos pequenos de circulo
erab igualmente ifochronas , quanto baftava para o ufo que
fe procurava. Mas para julgar do merecimento das inven~
¢6es modernas , relativamente 4 eigab do pendulo cir-
Sular , e 4 medida do tempo, ferd neceffario ler as Obras
€os Sabios , que particularmente fe occupirad nefta materia,
¥'424 Seja EMD huma curva qualquer ((Fig. 164. ),
¢ E o ponto donde hum corpo Wincipia a cshir, em
virtude de huma forga centripeta P dirigida para €, e
proporcional a qualquer fungab das diftancias ; deve de-
Ter a velocidade defle corpo em qualquer ponto.

M, e o tempo da fua defcida pelo arco EM . :

. Fazendo CM=z, relolvames a forga P dirigida
For MC em outrgs duas 4 gnma normal , e outra tangen-
W 2 cial.
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, T Py(ds2—dz :
cial. A primeira ferd ( > ¥ ) » que sjuntafy

-

KB
do-fe com a forga centrifuga -R-dard a preflab total fo=

bre a curva. A fegunda ferd h]:f"- , € eftades
veri unicamente accelerar o movimento, 0 FadY —
—Pdz, e gv=gb—fPdz. O tcmpf;o?g d%wnﬁ:
—ds

e —— W
V{2gh—3/Paz)

Exewrro. Supponhamos, que o arco EM D he infini-’
tamente pequeno , que encoatra a angulos reftos o eixo
CD, e que o raio ofculador em D he =a. Nefte cafo
podemos confiderar o arco E M D como hum arco do cir-
culo deferito com o rsio 2, ¢ a potencia P como’ conl~
tan:c € como rcprefcnuda por ug . Teremos pois v =

#(b~z), fendo CE= 53 logo d:rzgn=..—_‘_f_-
(b—z)
Porém pela natureza do clrculo, ponde €D =f, e DP =w,

temos 2 4% —wif(fw) =233 logo ’=%
'-'ff
a+f

as logo zz..,f!-t---_..r.r,'

rd
nard confeguintemente pela formula 4 ¢ =

G-l-l':'-lﬂﬂ'_'

z:f*’%{::’r‘ '

af
Mas quando 2= b, 3 quantidade s devefer = DM E

que chamaremos 3 logo bz = %(mm—-:r] 5 loe

—d
go em fim dt = ! V 8 - Tos

V(mm—ss gn(a+f)
mando pois o m:egrai entre os limites s =m , ¢ s =0

af
teremos l....-;s Vm » € confeguintemente @
- tempo
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fempo de huma ofcillagas inteira pelo areo infinitamente

s e

ueno EDE' feri T = : Ora o
peq £ \/ gn(at f )

fcndu!n, que tem o comprimento !, € queshe animado pe-

a forga da gravidade g, por direcgbes parallelas , faz as

[}

fuas ofcillagbes em hum tempo reprefentado por ¢ ]/—-- %

logo no cafo precedente o cnmpfi_'imento do pendulo fim-
’ @
ples- ifochrono deve fer W-

425 Se EMD foffe huma linha reta, o raio ofcula-
dor a feria infinito , e terfamos entab T =¢ V;{E ; @
fc aforga central fofle a mefma da gravidade , feria nefle
calo T = cV _f -Doade fe fegwe, que hum corpo fobre

hum plano pcrgsita_mcme horizontal , fobre o qual pab ex-
perimentafle fricgab alguma , fendo apartado hum pouco
do ponto D pbr onde pafla a perpendicular condazidz de
ecntro C, faria ofcillaghes , eadahuma das quais teria por

duragad ¢ V = -Teria pois o pendulo ifochrono por com-

primento hnm femidiametro. terreftre e.faria cada ofcilla-
Gad em 42' 13" ; e por confegninte, para fazer 17 of-
Cillagbes , feriab neceffarias quali 12 horss inteiras.

Do Movimento de Ofiillagas nos meios vefif-
tentes,

416 E Xaminemos agora o movimento de hum pen-

dulo cycloidal ( Fig. 163.), nocalo de fer a

refiftencia do meio nara(ad dup‘iica.da da velocidade , que

he , como ji temos dito , 2 hypothefe que fe conforma com
85 experiencias,

Sejs DA—a, DKk= La,DP=x, DM = =

N
V 34% Aforga ds gravidade gaceelerari o corpo dqun
ire-
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#
direcgab da tangente , ¢ efla acceleragad ferd «-gz-;— 3@
a refiflencia do meio , pelo contrario, o retardari com 3

2 d
forga 5—:; > oug—s. Logo dv=—dx ¥ Ekﬂr,,w du

i

vds ds .

™ m—d = - f._“_._ Multiplicando por ¢ *-,‘
R | - e

—— d S, S [— e 1

teremos ¢ K dqp —-rmes ¢ &= LS €ujo intes

k a ’

—— 5 k ——

h‘u:ﬂ-i'—-:--i—t k

gral he ¢ ,on*u:t.'c"-g

2 ke
L.iﬂ{._ . Mas fendo o arco DMF = m, he neceffaria

"

que tenhamos s = mr, quando for v = o; logo C ¢ k +

k2 4 2 k
——:ﬂ.:.-u;e confeguintemente 1:" s

J—m
k24mk x k
“ -
A maior velocidade ferf, quando g% = o. Ental pe-
la equagad differencial teremos %: %; e pela ultima
5 M

equacal ,k —(Ck+m) ¢ ® = o, Doade tirsremos
;:{m-—-k! ( 1+ ’-E—), ¢ confeguintemente = :-'E’. —
" m4 Pl 4 .

ske + a0 &c. Aqui nad he pois o lugar da maior ve-

locidade no ponto mais baixo dacurva D, como no va-
euo, mas hum pojco antes do movel chegar 2 D.
427 A alwra devida 4 velocidade do movel no po?;
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k - T
2

ko D he (e 2 _@’_-}’"_@_e k. Com eta fubiri pelo ar-

! dx
¢0 DF'; mas entad feajuntard a forga da gravidade %}-
com a refiftencia do meio éf a retardar-lhe o movimen-

3 d d
to. Logo teremos dv=—dx~ ek ,oudw 4-1-"—: =
~— dx, BEfta formula feintegrari como a da defcida, ad-

vertindo fémente que k deve romarfe negativamente.
-_ T

Affim teremos v = Cle Kot _kﬁ :.rk_‘ Mas quando 5 =0,

- ‘_'ﬂ
bogmkt kremk TEog oo A aek SE
; a K .
' ke
g " -
¢ por confeguninte 'u;-ti ;”‘E ik k’imk ,——E—__

Seja m’ 0 arco total D F'7, que ocorpo delcreve na
fubida. Acharemos o valor de m', fazendo v=0, € re-
— i —

folvendo a equagab k—m'==(k+m) ¢ s o
m' —m

(k=m')'e' R = (ks m) ¢ K . Reduzindo efa &

i ! m'2 miti mi4
l_;mgaﬁ a duas feries , teremos - 2. + -3-;- + gier

m's _ﬂ-’ m ! m4 s

oY GRS A TR T

lo methodo inverfo das feries , fe tira - Eﬂi*
Aimby 44 m4 ’

5 . T 13_;—&,_’-4- &e.

l‘e&a Efta ultima ferie he de grande ufo, quando 2

encia do meio he pequena ; porque entad he k mui-
te

&ec ; donde pe-
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to grande, Por outrs parte advertiremos, que efla ferie
fe chega muiro para huma progrefMad é%camclrica s, pot
quanto os tres primeiros termos eitad exattamente ém pro-
porgad , ¢ o quarto eftard tambem fe lhe fuppufermos o

B -
coefficiente 252 que differe pouco de -1—341; Somando po-

3km
: 3R g 2m

do pois o arco defcrito na defcida reprefentado por m ,
teremos ij-ik-;-iz-“ por expreffab do arco da fubida; & por-
que efta ultima quantidade he menor que m, gonclui-
femos que os corpos em hum meio refiftente naé tem ,
como no vacuo, a propriedade de fubirem a“alturas ignais -
s donde defcerad ; faflo, que pela experiencia de todos
o3 dias he manifefto, .

4r9 Sendo feita a primeira olcillacab pelo arco m -
m', o movel comegari a fegunda defcendo pelo arco m’,

1
e acaballa-ha fubindo pelo arco m"' = -i—:-:-'.?-. Subf-
. 3
tituindo nefta expreflad o valor de m' = 3—-’;{% , tere-
Kl
mos m' = —g-_k;'f_. Do mefmo modo fari a terceira of-

. 3R+ qm :
cillagab defcenda pelo arca m!’ , e fubindo outro ar-
3 km"! 3R ™
T Logo
: 3 k+ 2m 3ha6m -
em geral , quandokﬁze: a ofcillagad n, defcerd pod
— ; m T St
hom m_m » € fubiré porhum arco =2
2, Sk
3Rk+2mn -
Chamando M efte ultimo arco, teremos M = —3 R ’
Ihe2mn

ou 3.§(m--..l[)=znmlt; donde fe v& , que o nume-
1

is elta ferie de termos, acharemos m' =

co mais pequeno m''' =

o das ofcilageens he proporcional a j;,.-..-;—-. T:—
v m
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Bem fe poderia conhecer por experiencia 2 quantidade &
ue exprime a refiltencia, medinde o primeiro arco de
ﬁcl'cidn m , € o ultimo de fubida M , e contando-fe exafta-
mente o numero das ofcillagoens.

430 - Agora para determinarmos o tempo de huma of-
¢illagab , deveremos recorrer 4 formula que acima acha-

/ . f—m

T3 krgelk
mos,-v:k j.h-— . e K 5 @ qual fendo cons

a a&
vertida em huma ferie dd av = k2 + sk —(k?4+mk)

Csem  (sem)? (s=m)T  (r-m)d
(gt g ot )

m?es2 (amps)(me=s)2  (3myps)(m—s)i
= - :

W T Ny B

4my ) (m— a_
— e 1 .-i- &e. Logo 'r( g )
=:+(W+I)(ﬁ"'f], m2 (n— )2 &c. E
6&(11:::_) 24 k2 (mags )2
—ds

purque ¥ 5] Vacs’ teremos
B = —ds 1 dsCamqps)(mw—rs)

V(e —1) 6k (mas)y(mi-s?)

m2 drfm—71)2 a
iV 7 (_n_-|-.r)=p'1m=-q='j&.'“') V‘E'

Porém FTEngi = Are cof :T’ que fe reduz a
— ds(2m4 s ) (m—s)
(magps) v(md—-s2)

—am2dr % tds
(g 5) V(uA=—s7) V(W
wW—5
m g
fe reduz 2 m. E o terceiro termo

1
.;-equando::-o. O outro termo

péde coverter-fe em

cu”
2)?

— Y m2=-5%),que fendo s =0
—ds(m—s)e

(mes)2y(mis?)
tem

jo integral he amp
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Fipey
'umporintcgral—z.\/::: + ';"- (%-l-_:) e

¥ 2 Arc rngV(-E-:—;:j, o qual fendo s — o fe res

duza— L g %-a. Logo em fim ferd o tempo da defcida

pelo arco FMD determinado pela equagad
o " "2 ¢ _.-‘!... ] a
‘H[;‘+6_k_-+-___"14k2(3 3) ovg.
431 Quanto 3o tempo da fubida, notaremos que end
—f=-m
B—sk Frgmk —J—
— 2T, K ; e que fendo m'
a @
- u'

©arcofotal , he (kkm) e Fx (kmm' ) ek ;
mt' Ly

logo teremos a7 — k2 =5k — (k2 —m'k) e k H
€quagad , que fe deduz da formala a9 —k* sk~ (k2

Feam
——

tab he v—=

+mkye K » que temos achado para adefcida, pondo
m' em lugar de m, e fazendo k negativo. Como pois o
integral , que di o tempo da fubida » deve igualmente to-
mar-fe emtre os limites £ —o0 , e =m", nad he necel-
fario mais do que fazer k megativo 5 € pbr m' em lugar
de m na formula do tempo da defcida ; e afim teremos
por expreflab do tempo da fubida -

£ L. ms ¥y a
"'-_- [ R — | ——— ! —
_""[1 6i+:¢,&=(z 3)] Vg'
Ajuntando effas duas formulas , teremos pois o tempo
T de huma ofcillagas inteira pela €quagab (eguinte
m—m’ m2pma & 4 a
T =|¢ ———— . _—
[+ 6k_+ 24 k= (1 ;)] V.t
432 Sensfta equagab fubllituirmos o valor de m? P ‘IE'-"
c
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-

2 32 me
he m— - 'E—E' &c , ifto he, fe puzermos —. T em

lugsr de m—m', ¢ m? em lugar de m’2 , teremos
m3 a
T o o —ty
(:+ L ): VS

Donde fe v& , que efte tempo nab excede oque ji temos
achado para huma ofcillagad feita no vacuo , fenad em hu-
2
ki = e
A0 RS
iuai! he proporcional a0 quadrado do arco deferito pelo pen-
ulo. .

Quando o pendulo fizer a ofcillagab #, he o arco da

fabida M = .ﬁﬁ_{% , €0 da defcida precedeate =
3km

JEdam(ia1) Logo ferd o tempo defta olcillagab re-

. ; me v [
T - ——
prefentado po (:—!-3(3" +;3n(n-:))-) ¢ 7
Eifaqui todas as circunflancias do movimento de hum
dulo cycloidal , determinadas qualquer ofcillagad
ita¢ em hom meio de pouca reliltencia , como he o ar
por exemplo ; e tudo ifto péde applicar-fe ao pendulo cir-
cular , gquando os arcos das ofcillagbes forem pequenos,
. 433 Quando arefiftencia dos fluidos he em parte con-
flante , e em parte proporcionsl ao quadrado da velocida-
» he neceflario nos movimentos mais vagarofos, ou nas
ofcillaghes muito pequenas , attender 4 primeira parte que
pode vir a fer fenfivel em comparagad da fegunda. Efia
confideragab nab faz o calculo mais complicado , como he
facil de ver pela applicagab feguinte,
- Supponhamos que o ponto F ( Fig.#63. ) he o princi-
pio da delcida pelo arco FMD, e que omovel fe achs
em qualquer ponto M. Fazendo DP—=x, e DM =+,

x : r ol
leﬂ_g—‘—;-'a forga tangencial que refulta da gravidade ; e

.gtcggmndopm R a refiftencia, teremos dv =~ d # +
X ds
-—‘--- Porém pefle: cafo 3 refiftencia R he compolta da

ma quantidade extremamente pequena

parte
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péréeg{- proporcional a0 quadrado da velocidade , e d8

b d 1
huma parte conflante 5-5-; Iogo dv=—du -ahr -+
bds

& 5 equagab , que dard geralmente 3 velocidade do mo=

wel, feja qual for a curva que elle defereva pelo feu mo-
'r:mcnm

Se for huma cycloide , fendo o comprimento do pendulo
sds
s tETEMOS §2 = 24%, e dx = By logo dv —

- F
vds d bd *
T T :“r +-i-i. Multiplicaado por ¢ *

- F -..5
T 2
integrando , ve k:c_le k"‘fk

€porque no calo de r=m , dcvc fer 'n':.'o , teremos
e

S k2 tmbk _‘E' k2 sk

J=mn
2.4 —
-(L-é—mi—'l)r k . Logo, quando s = o, ifto he;
80 ponto mais baixo dacurva D, fers a velocidade do mo-
—m

2 - 4
wel devida 4 altirs i__g._(i;".’fé_.a),
Fids, | a
wd s
Pelo que refpeita 10 afcenflo , fers dv o T—- =

sds b4 \
g -_"QL i Muhip!icmdo por tE e integrando, terée

e

L4
moswk lu + kc"{, e confeguintement®
=
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{
" ke —sk
a

» Mas lendo 5y = o, deve fer »

ke ke - m k P
-t';'—'i-—(—-;—'—i)t . 3 logo €' = ~»

- 1 7
lc'—-:k_‘

k2 +mk 1
( ~ --i) ¢ ", e por confeguinte ¥ =
& - =
3 k ——— §
""( — --b)c . - E porque fendo s =m' , tey

kr —m'k kzg-mh
— (.._..._---
@ a

pos v = o , ferd
_ i m'
..-b)s k you (k2—m'k—ab)ek = (ke g
mk—-nb)e " .
* O methodo inverfo das feries dzri w = —— ( 23!

" m* )-!-kz(—nhm-{- -—-m')&c—-m( .__....

*'3“1? A CENOE ('-'3-“1)

3 m. g4 me jkm—6zah
s
( 3 k kty 9 hi) 3k+2m
Na fegunda ofcillaga ferd pois o arco da fubida mib
- 3km' —6ab - Y
o= 3]‘_!_:; = 1 :’:1‘:;“ ; na terceira ofcillaga§
o — 3km~6ab 3 km—18ab
3k Faml! T ks 6m
ofCillagad #, ferd o arco’ da fabida que chamsmos M =
3

; cem gmlnl
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3km—6nab ; _3;(1’._.“
Y Y Donde fe pédcurarn_;—h—}m Toos?

Daqui fe fegue , que medindo bem exs@amente o arco
da defeida m na primeira ofcillagad , e o arco M da fu-
bida na ultima , havendo-fe tambem contado o numero to-
tal das ofcillagBes , teremos huma equacab entre b ¢ k.
Repetindo fegunda vez a mefma experiencia , teremos ou-
Ua equagsd entre as mefmas quantidades b e k, a qual
combinada com a primeira fervird para determinar o va-
loc de cada huma dellas. Por efte meio pois conheceremos
a reliftencia abfoluta do ar, tanto 2 parte proporcional ao
quadrado da velocidade , como a parte conftante.

Exemplo tirade de algumas experiencias de
Newton fobre a refiftencia do ar.

" 434 E Nitre outras experiencias feitas com muito cp:f-

dado fobre efta materia , !emos nos Principios

de Newton L. II. Sedt. V1. Prop. XXXI a experiencia fe-
guinte. :

‘Hom globo de madeira, que tinha - de diametro 6 pol-

legadas e --;— de Londres , e que pezava ¢7 ongas Roma-

nas ez—:'- ; efava pendurado de hum fio de maneira,

que o centro de ofcillagab ( onde todo o corpo fe confidera
eltar reunido , e oleillar como hum ponto ) diflava do pons

to de fulpenfsd 10 pés e —; , medida de Londres, Tinhas

fe feito no fio hum 06 diftaate do ponto de (ufpenfad 10

pés e huma pollegada. O arco deferito por efte né fervis

para medir o que defcrevia o centro de ofcillagad no mel-

mo tempo 3 ¢ para efte effeito fc multiplicava o primeire
128

Por A s

Poz-fc efte pendulo em movimento , de maneira qﬂ; .
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D arcd deferito pelo né até a vertical foffe de 2 pol!egﬁ-
das, e deixou-fe olcillar até perder a oitava parte do mo-
vimento. Ellé a perdeu no fim de 164 ofcillagbes, co ul-

imo arco de fubida foi de 1 pollegada ¢ iy

Depois afafton-fe 0 né da vertical 4 pollegadas ; e obler=
fervou-fe , que tendo feito 121 ofcillages perdeu a oita=
va parte do movimento, e foi o ultimo arco de fubida 7
pollegadas -:- . Em fim repetindo 3 mefma operagad a

refpeito de outras diftancias , fe achirad os refultados fes
guintes, -

i Primeiro arco Ultimo arco Mumiero das
de defcida de fubida ofcillagdes
¥
3 3 164
4 3= 121
g 7 69
16 14 35 7
33 28 18 -:-
2
L 64 56 9y
L - 2

Appliquemos agora 2 theorica a eftas experiencias Ta
que os refultados (a5 muito intereflantes. £
. Sendo o primeiro arco de defcida=m, no fim de

um mumero # de ofcillagbes teremos o ultimo arco de
ﬁlbidl: 3km—6nab
3k+2am

experieacias he — %n 3 e confeguintemente devercmos

, quantidade que no cafo deftas

f?%k“=’('i-ﬂ+§as).- e
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Seja m' outro arco de defcida, e n' o numero das ofd

eillagoes correfpondentes. Tgualmente tcrcmo:-;-. km' =

u’(;:-mh +6s5);!0@-§-k(-§-—-§)=-§-(u=q

: )
W), ¢ fnslmente k = ?-H-»-
T

Se m for duplo de m', como fuccede tomando duss
obfervagbes confecutivas da Taboa precedente , ferd k =
14m'nat

-1 - Porém he de advertir, que m’ he o arco def

crito pelo centro de ofcillagab , ¢ fe em lngar delle fubfti-
tuirmos o arco delcrito pelo né , refultara por valor de k

:-;—; da fua verdadeira quantidade fomente.
Tomemos pois as duas primeiras obfervagdes , que dab

ln ']
=2, =164,n = 1214 cachumo:l}:——:—=
2684 pollegadas — 223 pés & — = :-:-:,';c Tomando a fe-

gunda e terceira das mefmas obfervagbes, ¢ fizendo m'=
: 121 £

4,n'= 121,68 =69, acharemos l-;-dkzngpés eT ]

E comparando do mefmo modo duas a duas as obfervagbes

feguintes, teremos por :-3;; k em pés de Londres os valo=

1es feguintes

+ 233 : 2a¢ . a8 233 - 244.

j T L 3 LY 1 - .

He verdade que os dous ultimos valores differem fenfi<
velmente dos tres primeiros. Mas deve advertir-fe , que
¢fta theorica caleulada para os pendulos cycloidais , nad
de applicar-fe aos circulares , fenad quando os arcos d

muito pequenos. E por iffo devia neceffariamente achar-fe
huma differenca fenfivel nos dous ultimos valores, por terem
refultado de ofcillagbes feitas por arcos algum tanto
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deraveis , fendo hum de 33 pollegadas, e 0 antro de 64.

Se nos cingirmos pois aos tres primetros valores , como
deve fer , a fua conformidade he quanta f= podia efperar
de experiencias de tal delicadeza; e fe tomarmos o meio

! ; 12
arithmetico , reremos 224 pés por valor real de 1-;.; k. Lo

g0 k=233 nés de Londres; e porque o pé de Londres he
;Arz_ o de Paris como 811 para 864, ferd k = 319 pés de
aris,

Seado pois o globo deftas experiencias animado de hus
ma velocidade devida 4 altura de 219 pés, experimentaria
da parte do ar huma refiftencia igual 4 gravidade ; e con-
feguintemente, em havendo adquirido elta velocidade con-
tinuaria a mover-fe uniformemente , porque a accelersgad
da gravidade feria igual e contraria 4 refiftencia do fuido.

435 Determinada a quantidade k , que mede a parte
principal defta refiltencia, ifto he, a parte proporcional ao
quadrado da velocidade , falta determinar b que mede a

parte conflante. Para-iffo ularemos da equagad -:— .’5-"?:1

-En’-l-ﬁai, quedi Bab=73k. ;-—- 14n*. Orang

primeira deflas oblervaches m = ]—:{ . 3 pollegadas , k =
1
126 " .

A 12. 224, 4% 126, ¢ # = 1643 logo b = 0,00759
¢¢ huma pollegala, ;
Calculando a2 mefina quantidade pela fegunds experien-

- lﬁ -
Gia, ¢ tomando m — = 4, en =121, teremos b =

©,00761 5 refultado muito'conforme ao primeiro , para dei-
xar de infpirar confianga na theorica, que a elle nos con-
duzio. S¢ tomarmos o meio arithmetico , acharemos b —

©,00761 de I.‘tnm:; pollegada. E porque temos fuppoflo , qus

& parte conflante da refiftencia era reprefentada por 55

| - BT

{ubltitnindo o valor de k = 12 +333 pollegadas , ferd —
5= 0,0000027, ;
T Aflim
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Affim achamos , que a refiltencia conftante que o globe
experimenta da parte do ar he proximamente buma qua=
tro-centefima-millefima parte da gravidade. Mas ainda que
fofle mais pequena, fempre della deveria fazer-fe cafo nos
movimentos muito vagarofos , porque péde entad exceder
infinitamente a parte da refiftencia, que he proporcional ae
quadrado da velocidade.

436 Como efta refiftencia conftante tem lugar em todos
os fluidos , pode fucceder que o pendulo figue em equili-
brio , fem que o fio eiteja exatamente vertical. Bafta para
iffo ( Fig. 162.), que a forga tangencial g fem MCD da

gravidade feja igual 4 reﬁﬂencia--g—- ; € por confe-

guinte, que o feno de M C D feja o,0000027 5 donde reful-
ta oangulo MCD de 33", Logo o prumo indicado pelo
pendulo deftas experigncias podia diftar da verdadeira ver-
tical 33" L

437 Daqui fe fegue , que o referido pendulo devia ficar

b
em quietagad, affim que o ultimo arco de fubida fofle = 4:—- -

O numero das ofcillagées neceffarias para chegar a efte ef-

j ab 3km—6uab

tado fe calculard pela formula — = ———u—— ; don~
k jk=+=2mm

gkm—3ab

6+zm
k-

mula 4 primeira experiencia , teremos n = 8g6¢593 ofcil-
lacbes, que devia fazer o pendulo antes de haver perdido
todo o feu movimento,

E porque o comprimento defte pendulo era de 126

21. 811 {
5,0
723 pé! de Pari 3
tempo de cada ofcillagad devia fer de 17,7948, Logo de=
veria o pendulo ofcillar por pouco menos de 178 dias , fa-
zendo abftracgad nad fomente da refiltencia, que o arop~
punha a0 movimento do fio, mas tambem da fricgad of<
cafionada pelo ponto de- fulpenfad. Na pratica porém
he neceffario tanto tempo , porque o movimento brevemen=
te fe faz infenfivel, € entab he como fe jé tiveflc chegd~
do o eflado de quietsgal, La

defetira anb = + E applicando efta for=

pollegadas de Londres , ou de
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Da Linba d) mais breve defceufo.

438 P Ede-fe , que entre dous pontos dados A , B

(Fig. 165.) , fe defcreva em hum plano verti=

cal acurva AM B, de mancira que defcendo hum corpo

por ella, de 4 até B, corra o arco A B no menor tempo
pofiivel,

Efte Problema fe reduz a achar alinha, na qual a ex-
preflad do tempo he hum minimo, Para a determinar, con-
duzamos pelo ponto A huma horizontal A P, e tomemos
na curva dous elementos confecutivos M M’', M’ M", Dos
pontos M , M', M" levantemos M P , M’ P!, M!" P! per-
flendicularcs direfta AP,efeja AP=x, PM—=y

= f.

Ifto polto , quando o corpo chegar ao ponto M deverf
ter a mefma velocidade, como fe houvefle cahido pela ver-
tical PM ; e conleguintemente o tempo empregado em

d
correr 0 arco AM ferd reprefentado mey;;y . He
; _ ¥

logo neceffario que f _d_r_ , ou fimplefmente que f ',

. : rigy vy
l‘e;aphum minimo,

ara exprimir efta condigab , fupponhamos que o ponto

M varia infinitamente pouE: na direcgad horizontal, Efid

¢laro, que fe 0 arco M M!! faz parte da curva procurada,

© tempo nad deve por iffo variar, Por confeguinte , a uni-

€a parte do tempo fufceptivel de variagab , he a que em-

Prega o corpo em correr os dous elementos confecutivos

i
MM', MM, oy ;;- + d—:'. Com effeito , de qualquer
maneira que feja ﬁtu:do 0 gomo M! , fe elle fomente va-

Tiar, a velocidade em M? para correr M’ B fers fem-
Pre a melmg,

s ©

Teremos poisi'-{..'_q.ﬂ"_': o3 e porque ds* =
vy

vV
dx? +dy2 | ncharer:w que ds Jds = 4-"&4;1 .99
Az gan el R L
=éw'ddx’, Logo h”ad:-_:-“,”,d‘

— O

Ta
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=o. Mas fendo_dx <+ dx’ huma qua-ntidazlc conftante ;
& #

temos J de’ = — o' dx; logo =o0,¢€

dstyy! = Ay y
: d
confeguintemente 4 ( E%;) =0 , etquagad da curva

ocurada.
- da=

dsvy
—=ydat 4 ydy®; logo da =

1
Integrando, teremos = = ou ade? —ydst

dv vy
v(a—y)

i moftra , que a curva procurada he a cycloide, como he
_i‘acil de reconhecer , reduzindo-a a ¢fla férma dw =

- Efta equagad

I |
—_——ad i
S yidy ~—=ady T84y

- e —+
V(ay—yy) = ¥(ay-yy) ¥ ay—y3)°
1
-;43;

cujo

integral he .r:(.‘-—-l"(ﬂ}"—”’)*fy(ay—-r!:l'
dyv
439 Daequagab dx = V(fa-.v)

ponto mais baixo da curva D ( Fig. 166.) he 2 ordenads
€D =aj; e feimaginarmos hum femicirculo deferito fo-
bre o dismétro C D, ¢ conduzida a herizontal M Q , vex

fe fegue , que no

f A
remos NQ — ay— eC N2 f —mx—3
2=V (ar—yy), T
logo AP = ¢N — N Q. Pela mefmarafab AC=CN D
logo AC—~ AP, o8 CP,ouMQ =CND—CN «+
NQ=ND+NOQ,ou MN = DN, que he a proprieda-
de mais conhecida da cycloide. Logo 4 cycloide be 4 linb®
do mais breve defeenfo.

440 Como (25 dados os dous pontos A, e B (Fig.167.)»
nab (erd diiheultofo defcrever por elles a curva procurs
Podemos primeiramente defcrever qualquer cyeloide fobre 8
bafe horizontal A L tomada arbitrariameate, Encenfr
efta curva a corda A B no ponto X , pelo ponto B condu-
.itemos a lisha B F parallelp a KL, ¢ ferd AF abau:cd;
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eyzloide procurada, ou ( que vem afer o mefmo) ferd
AF ignal 4 circumferencia do circulo genitér 3 e fendo ef-
te conhecido, a deferigad da cycloide procurada nad tem
mais difficuldade. Fuada-fe efta conftrucgad em que as cj-
cloides f16 curvas femelhantes 3 efe@livamente nab entra
na equagab dellas outra conftants que o diametro do cir-
culo genitdr.

Todos os Geometras da primeira ordem fe occupirad no
iacipio defte feculo fobre o problema da linha do mais
reve defcenflo , e todos achirad por refultado hom arco

de cycloide. Daqui vem o noms de Curvas brachifficbro-
nar , para defignar geralmente todas as que em differentes
caflos tem a propriedade de ferem as linhas do mais breve
defcenfo, Mas para tratarmos efte artigo com mais genera-
lidade , ajuntaremos o problema feguinte,

441 Sendo hum corpo follicitado por quaifquer poten-
¢ias fobre hum plano dado, achar a linha do mais brevs
'd;f::e;nfa de hum poatoaté outro qualquer ponto dadw (Fig-
16¢5.) .

Reduzidas todas as potencias a duas, huma pela diree-
}:6 PM, eaoutra parallela a A P, feja 2 primeira =

» & fepyunda == X, e a altyra devida & velocidade no

ponto M = . Afim teremos por expreflab do tempo da

1 ' £ dr [ ds
defcida pelo arco MM’ M" a quantidade = + .

differenciada deve por-fe — o. Nefta differenciagat , tudo
0 que depende do ponto M’ he variavel ; ¢ affim teremos

di'gn’
av'ye' T

Supponio, que a fluxab do ponto M’ fe faz horizontal-
mente , terpmos dy =0, e confegnintemente &' ds =
dx \ , A d='
I;'J"", e a‘f -~ E-;- J‘l":-‘a—;’, Jdl’. Logﬂ

dv.. . dxt dsle® 2t : :
af{’n_d:;y,’l)é‘d’—mr= O,lﬂohcl

ad drdat_ .
‘(*"f‘)gd:-’- :wlr'ﬂ‘=o.

Sende
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Sendo pois a forga tangencial =

mos pdv = Xde +Ydy,egdo' =X'd="+Y'dy’
Mudando nefta ultimad em &, teremos g 2" = X'd

Yy =X"d"dx; logo 31':% d'dx, e fubftie

d.l' ) Xd:
2LV

) fubftituirmos

tuindo ferd a equagab da curva 4 ( 7
Fro

= 0. Se em lugar da expreflad d ( —

23 dsvo

1 dx xdm - dx
CHATRE & el TR £LE Sl il 1 —

e d:) ruhyw.vucmouter 1-:1(‘“)-{-'
Xdrr—gdadw

gds
d
vilor Xdx+Ydy, ferd 5vd(d—:)+

dx

d —
Ydx— Xd
=o,ou—-——y-=:.g-u :’ - Mas he o raio

ds ¥
4y o Tdxia By . agv’
i dx i loge == ds S
&P

Donde fe fegue , que a linba da mafs brewe defeida be aquel-
Ia, em que a forga cemtrifuga be igual d fora normal ; de
maneira , que & preffad toral fobre a curva feja o dobro de
gualquer dellas.

442 Efta'ultima conclufab he o Theorema que M. Eo-
ler propoem na fua Mechanica, para a indagagab geral
das brachiftochronas. Mas efta propriedade nab (e extende
aos meios refiftentes, porque a velocidade em M’ para
correr o arco M" B na§ he mais a mefma , quando o pon-
to M’ recebe qualquer variagab. He neceffario pois calcu-
lar 0 aumenro do tempo por todo 0 arco M M’ M"'+ M"'B,
© que faz efta indagagab muito mais difficultofa.

D folugab geral , que acabamos de dar, péde facilmen-
te deduzir-fe a do primeiro cafo. Ertabhe X =o, YE'J
»

=o0; e pondo em lugar de gdv o feu

Xdy: =Ydyda

B
gds

ofculador R =
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dx
' Jx___:-'-y_”d(Ts)L
g,‘l—’seleﬂ!ml}!z_ﬂ_——-‘”—'ﬂ"

dy dx dx X 1 dx
ga_;;_:g(z.;.); =3 cml:cgrando-;- fy:lT I-
x2

' §

: dyvy
: : donde fe tira d¥ = V(ﬂ:-;_}'
como tinhamos achado ( n.438.).

SECC A0 IIL

]
DO MOVIMENTO DOS CORPOS QUE OBRAM HUNS
CONTRA OS5 OUTROS DE QUALQUER MANEIRA.,

N AS duas Secgbes precedentes temos fuppofto os

I
-;Ia, ouy =

moveis , como pontos folitarios , que podiad obe-

decer livremente a toda a forte de potencias.
Agora determinaremos o fen movimento , fuppondo que
elles aftuab huns contra os outros, ou por collifab , ou por
meio de quaifquer vinculos, com os quais eftejad ligados,
e unidos entre fi,

ARTIGO L

Do movimento que refilta da collifad dos

443 P Ofto que nab conhecemos corpo algnm perfei-
. tamente duro, nem perfeitamente elaflico , fo-
mos com tudo obrigados a fuppor-lhe a exillencia , para
eftabelecer huma theorica geral das leis do movimento ,
no cafo da collifag. Por iflo na applicagad deftas leis , de-
veremos tomallas como approximagbes maiores , ou me-
nores , conforme os corpos (e chegarem mais ou menos pa-
1 2 dureza , ou para a elaflicidade perfeita.

_Para que elles foffem perfeitamente duros, era necef-
fario que orga nenhuma ¢s pudefle comprimir , nem alterar
¢m nada a fua figura 5 e para que foffem pe.rfcitzmenirle_ ela-

IC08
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fticos , que aelafticidade os reflitnile a0 primeiro eftads
no mefmo inflante em que cefla a compreflad, Mas para,o
dizer outra vez , nad conhecemos corpo slgum de volunie
finito , que tenha perfeitamente qualquer deftas duas pro-
priedades, O diamante he muito duro, o marfim muifo
elaltico ; mas nab pafflab de modclos imperfeitos deftas pro-
priedades,

Sem embargo , depois de havermos pofte o principio
que den M. d* Alembert no {eu Tratado de Dynamica,
para determinar v movimento de muitos corpos , que entre
fi attuab de qualquer mgneira , applicallo-hemos 4 collifz&
dos corpos , ¢ ab movimento do centro d¢ gravidade do
feu {yftema,

444 8ejab A, B, C &c as particulas de qualquer (yfta-
ma , nas quais fe imprimad relpedtivamente os movimen-
tos 4, b ,¢c&c. Como ellas nab (a6 livres, fupponhames

ue mudald os movimentos recebidos em outros a, b ,c

c. Affim podemos imaginar que os movimentos imprcd'os
&,b,c, &c (a6 compoltos , cada hum de ontros dous,
hum a,ou b, ou ¢ &c, que cada particula tomars refpe-
étivamente , e o outro @, on &, ou % &c. Os primeiros
deftes movimentos a , b, ¢ e tem o [ea effeito inteira-
mente , fem que os vinculos do fyftema lhe firva de embara-
Co algnm , porque tal he a fuppofigab. Os outros &, G, %
&c, nad tendo inflnido nada em alterar os primeiros , feraé
mutuamente deftruidos edtre fi. Logo {ad combinados de
Maneira , que deixariad todo o fyltema em equilibrio , fe
as partes delle nad foffem animadas de outros movimen-
105. Daqui refulta o principio feguinte , para achar o mo-~
vimento de muitos corpos, que aftuad entre fi de qualquer
maneira.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL,

S E forem refolvidos or movimentos a , b ¢ &c , impreffor
nar differentes pavies de bum mefmo [yflema | cada bum ent
outros dous a, @i b, €3¢, W< , de maneira que nad
dando ds ditas partes outros movimentos mais que a b ¢
&, ellas os confﬂmﬂem , Jem fe embaragar mutuamente ,
e que mai lber fenas or movimentos &, G , W D,
todo o [yfiema ficafle em quictagad y emtal feras a,b ,c &€
©F movikicnios , que as parees do fyflema tomards em -wirr:'{dt
vs
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Qor movimentos impreffos @ ;b ¢ & , € daacgad reciproca
que exercitad entre fi.

© a4¢ Efe principio igualmente fimples, e fecundo , ex-
tende-fe a todas as theorias, que entramos a explicar,
‘principiando pela collifab dos corpos duros.

Suppomos aqui, que o0s centros de gravidade de dous
corpos , qie fe encontrad , fe movem por huma mefma li-
nha , e que o plano tangente ao ponto do encontro he per-
pendicular 4 direcgad do movimento delles, O coacurfo
deftas duas fuppofigbes traz fempre comfigo huma percuf-
fab directa , e exclue confeguinremente todo o movimento
de rotagab.

446 Sejab pois dous corpos duros M , m, movidos para
a2 mefma parte com as velocidades ¥, v, que pela colli-
fu6 fe mudab em w,w’, Podemos, conforme o principio
fundamental , confiderar no inftante da percuffad os corpos
M, m, como animados das velocidades =, #', que deve-
136 confervar depois della , e das velocidades V%, €
w—u', que ferad deftruidss. Porém as velocidades #, u!
pab devem embaragar-fe reciprocamente , conforme o mel-
mo principio; logo fad iguais, porque o corpo que encontra
nab tem acgab fobre o encontrado , fenad atc o ponto de
ferem as velocidades iguais; logo & = u'.

 Tambem deve haver hum perfeito equilibrio entre o
‘eorpo M animado da velocidade ¥V —# , ¢ o corpo m alti-
mado da velocidade n' —« em fentido contrario. Logo

7 MV+muv
M(V—=u)=m(s—n); donde fe tira ‘"'Tl-'t-_; .

. 447 Efta formula moftra, que a velocidade commua dos
dous moveis depois do encontvo fe acha , dividindo a foma
das quantidades de movimento , que elles vinbad antes do en-
tontro, pela foma das mafas.

Donde fe fegue, que na hypothefle prefente fe con-
ferva a mefma quantidade de movimento antes, e depois
da percuffag. Ganha hum dos moveis pela colli(as o que
b outro perde pela inercia.

. Se os dous moveis caminharem por direcgoens op-
poftas , faremos v negativo na formula precedeate, e1e-
—m

Temos u = '/ ; logo para achar a velocidade com-

Cidlit oy clpnll il . 3 N e s _
w3 depois do encoutro nefte cafo , ferd nézeflario dividir 3
. 1

e e
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differenga das quantidales de movimento, que os corpos
tinhab antes da collif36 , pela foma das maffas,
E fe hum dos dous corpos, m por exemplo, eftiver

em quictagad , faremos v = o, e feri s = M—-——-—-.".FmI . Donde
fe fegue, que fempre havers communicagab de movimen-
to, por muito pequenas que fejab tanto a velocidade co-
mo a maffa do corpo, que fére o outro. Affim pdde a me-
nor forga finita vencer a inercia da maior maffa.

Para darmos hum exemplo deftas formulas, fejag dous
corpos duros, dos quais hum M péza g libras, e o ou-
tro m péza 7 libras , movidos para a mefma parte com as
velncidades refpectivas de 9 pés, e 1 pé por fegundo.

Subfituindo eftes valores , teremos & — -E'_:%LI
¢ diremos, que ambos os corpos depois da collifab te-
rab a velocidade commua de 6 pés por fegundo. Se as

~ .

direcgoens foffem contrarias , teriamos n — § pés i"% ¢

fe o corpo m eftivelle em quietagyb , ¥ = § pés -g-.‘

448 Sendo elafticos porém os dous moveis M,y
primeiramente fe compriniiri® hum ao outro , até que os
feus centros de gravidade , e 0 ponto de conta@o tenhab
huma velocidade ignal , que chamaremos . Mas affim que
ecflar a compreflab , os dous corpos fe ferviri6 mutna-
mente de apoyo, e a elafticidade retornando forgas iguais
ds da compreflab lhes imprimird 2 mefma quantidade de
movimento , com a qual forab comprimidos. Em virtude
defta reacgad tenderi6 os dous moveis a feparar-fe hunt
do outro,

Logo, fe clles fe moverem para a mefma parte, no

MVaema
qual caflo temos u = Ly forga com que o
; +

€orpo incurrente comprime o outro ferd M (V=u),e
efta lhe fers reflituida pela elallicidade em fentido con-
trario. Alfim na6 terd depois da percuffab mais que 3
velocidade  dimingida de ¥ @ » ifto he ,~a welocida-
de 2u~F. ° . ')
0O fe-
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Ofc[%undo corpo pelo contrario , fazendo equilibrio 4
compreflab do primeiro com a forga m (u—7v), € fen-
do-lhe efta refitnida pela elafticidade fegundo a_direcgab
do feu proprio movimento, deverd mover-fe depois do
encontro com 2 velocidade 4 aumentada de u— v, que
fe reduz a 2 u—7. Logo para achar & velocidade de cada
bum dos corpos depois da collifad , be neceffario tirar a fua
welocidade primitiva do dobro da velocidade commsua, que am-
bos teviad fe foffem perfeitamente duvos. :

Se fuppuzermos , que elles fe encontrad por direcgo-
ens contrarias ( tomando fempre M pela maior quan-

. 3 My—mao
tidade de movimento ), teremos ¥ = T . peave

m
locidade do corpo M depois da colli(ad l':tﬁ como d*an-
tes 24— ¥ ; mas a do corpo m feri entad 24 + 7 , CO-
mo timbem fe deduz do cafo precedente , fazendo v ne-
gativo, :
449 Seja V'avelocidade de M, ¢ o' adem depois
da collifad 3 e fuppondo que ambos fe movem para a mel*
ma parte , teremos

AMV $2my _(M'-—m')rf+:-.m-u
 ——— p—

Vv

V=

Mim M ym
11"__1..?i-lli'+'.!s!!llr'=r __'m_(ﬂ--m'u.r.tﬂv__
T Mym o Mym

donde fe tira,que MV’ #m ' =MV 4 m v, ifto he , que
2 foma das quantidades de movimento he a mefma tan-
10 antes, como depois da collifad.

Mas (e os moveis fe encontrarem por direcgoens op-
poltas , teremos entad

yi AMyV—imv (M—m) V—2m7
SR et S I o

My m M4m %

y_ IMV—3mY (M—m)v+ 2 MV

e it Mym g M4m :
donde (e tira efta a6 MV $mo! =MV —=mo, que
nab di as fomas quantidades de Movimento iguais,

¢omo no cafo precedente,
450 Em ambos os cafos porém , teremos fempre =
equa-
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equiGadb MV?* +mev® = MV'24ma'2, Sendo pois &
producto da mafa de hum corpo pelo quadrado da fua ve-
locidade chamado por Leibnitz forga wiva do mefmo cor-
po , podemos dizer nefle fentido , que os corpos perfeird-
wiente clafficos confervad depois da collifad a mefma foma das
Jorgas wivas ; que tinba§ antesr Zella,

Podemos pois confiderar as leis da collifag dos coﬂ:m
r,llaﬂi,cos 5 como incluidas neftas duas equagoens muito fim-

€5
8 MV dma=MV' 4 ma!
MV 3+mu2=MVIz oo’z ’

das quais fe deduz outra ainda mais fimples V74 ¥ =
' * v, tomando-fe o final + quando os corpos fe encon-
tra§ por huma mefma direcgad, ¢ — quando fe encontrad
por direcgoens oppoflas,

Se o corpe ferido m eftiver em quietacab , ¢ for a fue
maffa igual 4 do corpo incurrente M, teremos M =m »
Y =0; e confeguintemente ' =0, ¢ v'—¥. Logo o
corpo incurreate M ficardi em quietagad, ¢ o corpo feri-
do m partird com toda a velocidade, que traziz o corpo M.
Ifto fe experimenta todos os diss no jogo do bilhar ; quan-
do com huma béla fe fere outra em cheio. 4

451 Se fuppuzermos muitos corpos elafticos, iguais ,

contiguos hurs aos outros, e que tenhad todos o feu cen-
tro em huma mefma linha, entab o movimento impreflo
1o primeiro E:ffari pelos intermedios a communicar-fe ao

uliimo’, e efte 6 fe moverdi com a velocidade impreffa,
ficando os outros immoveis, Mas fe fizefemos mover as
dons primeiros juntamente , entad o0s dous ultimos fe def~
facariab da fileira com a mefma velocidade que os primei-
ros tinhab antes da collifab. :

A rafab diflo he, porque ferindo o fegupdo corpo pri-
meiramente o terceiro , logo lhe communica a fua veloci-
dade | que paffla immediatamente 20 u!timo, o qual fe def-
taca confegnintemente dos outros; mss como o fegundo
tran{mittindo 2 fua velocidade a0 ultimo , fe comprime
de ambas a5 parres , fepara-fe hum momento do primeiro.
e vem confcativamente 2 fazer o melmo effeito , dele
Tacando o penultimo, que feguird por confeguinte ao ul-
timo. Em geral , fempre haverd tantos corpos que fe def
‘tacaréb dos precedentes, quantos forem os que juntsmen-
¢ vierem a ferir a fileira dos outros, Se
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Se dous corpos elafticos M, m e encontrarem por di-
tecgoens oppoftss , hum M com a velocidade de 7 pés, e
o out:o m com a de 7 pés por fegundo, e com huma mal-
fa tripla de M teremos m =3 M , V=7, V=33 e fub-
ftitvindo eftes valores na formula do fegundo cafo , acha-
remos ¥'= — 8, e’ =2, Logo os dous moveis torna-
ri6 para traz pelo mefmo caminho , pot onde vierad a en~
contrar-fe, com as velecidades refpeflivas de 8 edez
pes por fegundo. Pédem ver-fe outras applicagoens em Gra~-
vefande Phy/fices Elementa Matbem. L. 11, Cap. VL

Até aqui temos confiderado a collifab entre dous cor=
pos fémeate. Quando forem muitos , pelo problema feguin-
12 poderemos conhecer o meio de determinar o fen movi-
inento.

452 Prosr. Sendo dado bum corpo esferico € ( Fig.168.) ,
movido pela linka C 1 com a welocidade C D —V , ¢ encon-
srando ao mefmo tempo com os dous corpos A, B em quic-
1a¢ad , perguntab-f¢ as velocidades de todos tves, & & din
:rm'mf de C depois da collifad.

Seja € EK a direegab do corpo €, e CE a fua velo=
cidade depois da collifab. Confideremos 3 velocidade pria
mitiva €D refolvida em duas, das quais huma feja CE,
a qual tenha effeito depois dacollifsd , e a outra CF , que
fe deftrua na mefma collifaé. Ora como a velocidade CE
1ab deve embaragar as que hab de tomar os corpos 4, B,
conduzamos E G, E H perpendiculares 20s raios €4, CB 3
& ferd manifefto , que deve € G reprefentar a velocidade do
ponto de contaéto A, e confeguintemente 3 do corpo 4, e
pela mefma rafad C H reprefentard a velocidade do cors
po B. Podemos pois no inftante da percuffab confiderar o
corposC, A, B, como animados refpetivamente das ves
locidades CE, CG,CH, que elles devem confervar,
fem fe embaraarem mutuamente, ¢ das velocidades CF,
bic: C‘? ,— CH , com as quais devem fazer equilibrio ens
e 4. B ik

Seja o angulo ACI, ono arco Al =&, 0 arco
Bl =G, oaco KI=@ ,CD =V, CE =V';
e confegnintemente CG = V' cof (¢ — @), CH=V"
of ( € % @), Como pois as forgas €.CF, 4.CG, ¢
B'. C H, dirigidas por CF , AC , BC , devem eftar em equi~
librio , fe refolvermos a cada huma dellas em outras duas,

«digma por €D, coutrs perpeadicular 3 C P, tanto aﬁ;
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ma das primeiras , como a das ultimas fe reduzirg a nada.
10 [eremos
C.CF.cof FCD — B.CH.cof BCI — A.CG.cof ACI =0
C.CF.fen FCD — B.CH. fen BCI 4 A.CG fen ACI = o,
Porém temos CF.cofFCD=CD~CE. fICK=y—
Vieof@, e CF.[nFCD =CE. fin] CK =V fenQ;
logo fubftituindo eftes valores, teremos
CCV =V cof@)—~BV cof @ cof (G Q) =
AV cof wcof (a —-®) =o
CV'[enQ—BV fen Ccof (C 4 Q)+
AVifenacof(a—P) —o,
Efta ultima equagab dd Cfen M — B fin C Ceof @ cof P —~
Jen 3 fen @) 4 Aﬁng(qucaflp+ﬁs¢f:nq})=o;

€ por conleguinte

TBfm1C~ S Afin1g

- N
tang @ = CoBfenG? pAfenaz °*

Seri pois determinada a direc 6, que o corpo C de-
ve tomar depois da collifaf, Eapara conhecer af{ua ve-
locidade , deduziremos o valor de 7 da primeira equagad,
a qual dd e

cv

S —- -
4 “Ceof Y+ Boof G caf[G-qu.,..Acquwf(a-'cp)
Quanto 4s velocidades dos corpos A, B pelas direccoens
C A, CB igualmente fe¢ determinaris pelas formulys fe-
guintes,

V' oof (e @)= FCrof-:-p-CBfm Clen(xy €)
C(A44+B4C) +A4Bfen( a4 ©)2
CCeofCGyC A o’y
Viof(@eP)= AL, J("M‘rm':M"":");
c(A +B4+C) 4+ AB fen( & 4 €)?
Qualquer que feja o numero dos corpes , fempre o pro=
blema fe poders refolver de hum modo  femelhante 20
que 1emos praticado,
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Do Movimento do Centro de gravidade commum
de muitos corpos.

453 T Emos vilto na Statica , que fe as diverfas par-
tes de hum fyltema f{ab perfeitamente livres ,
os movimentos que fe imprimem em cada huma em par-
ticular fe tranfmetem todos ao centro de gravidade por
direcgoens parallelas , donde fe concluio que deve efte cen~
tro mover-fe , como fe todas as potencias lhe foflem ap-
plicadas immediatamente. Agora mollraremos , que 0 mel-
mo fuccede quando todas as partes do fyRema {ad ligadas
entre fi, com tanto que o (yltema inteiro elteja livre ,
;aﬁ fendo obrigado a mover-fe ao redor de algjum ponto
x0,

Os movimentos a, b, c &c, que as partes do fyflema
devem tomar , podem refolver-fe em dous : a faber, nos mo-
vimentos impreflos @, 4, ¢ &c, e nos movimentos defllrui-
dos — e , — (&, — 7 &c. Mas quanto a elles' ultimos , de-
ve haver equilibrio ; logo o centrode gravidade nad pode
delles receber movimento algum ; e por confeguinte v ca-
minho, que ha de feguir efle centro em virtude dos mo-
vimentos a ;b, ¢ &c , que as partes do fpftema had toma-
do pela fua acgab mutua , ferd precifamente o mefmo que
teria feguido em virtude dos movimentos 4 , b , ¢ &c , que
# mefmas partes teriab , fe foffem livres.

454 Difto fe fegue, que o eftado de movimento , ou de
quictagas do cemtro de gravidade commum de muitor corpos,
nag [z aleira pela acgad mutua dos mefmos corpor eutre fi o
comtanto yue o [yfiema feja livre.

Se qualquer corpo M ( Fig. 169. ) receber hum im-
pulfo pela direcgad da refta A B, que nad pafla pelo [en
centro de gravidade G, efte centro fe moverd, como fe
a potencia A B Ihe fofle applicada por huma dlroc_:gﬁ.ﬁ pa-
rallela GD 3 logo ficaria em quietagad , fe em fentido con=
trario Ihe foffe applicada huma potencia G D' igual a AB.
Como porém as duas potencias G D’ ¢ AB, sinda que iguais
entre fi, nab fab direftamente oppoflas , e confeguinte=
mente nab podem deftrnir-fe mutuamente , € como temos
moftrado que o centro de gravidade G fica em quietagads
© unico movimento que pode tomar o corpo he o movis
mento de rotagab ao-redor do melmo centro.

' 455 Lo-
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+ 455 Logo fe qualquer corpo. for fullicitalo por potens

€ias , cujis direcoens nad paffem pelo feu centro de gra-
vidude , deveremos. concluir : 19, que o cemtru de gravi-
dade fe moyerd ', como fe todas as potengias he folfem ap-
plicadas por divecgoens parallelas ayuellas-, pelas quais obrai
atuslmente, 2° , que as ogivas partes do mefno corg to=
mardy bum movimento de rotagas aovedor do cemro - grA-
vidade ,-como ellas o teriai tomado em virtude das me fmas
poienciaz , fe ocentro de gravidade foffe - bum pamto abfoln~
tamenie  fixo. ~y b L
456 O movimento do centro de gravidade chama-fa
Mosimento progreifivo 3 ¢ como elle he eommum a todss
as partes do corpo, de qualquer maneira que fe mova,
poderd (empre tonfiderar-le o miovimento de'cada parte Py
como compoflto de outros dous , hum progreflivo , que he o
melino em todas as partes, igusl, e parallelo a6 do centro
de gravidade , ¢ o outfo de roracad a0 redor defte centro.
endo pois o movimento progreffivo aquelle, que to-

ma hum ponto follicitado por quaifquer potencias ;
determinar-fe pelos principios,que havemos expofto nas Seor
Goens precedentes. O que falta , para determinar o movi=
mento de hum corpo , he o calcular o movimento de ros
tagad Jz redor do- eentro de gravidade. Loga daremos o
methode, 4 ‘ : ’

Outra anplicagad do Principio gerel aos movis
meiatas que fe fasem nas Maquinas,

457 C Omo a acgad reciproca, que muitos corpod
ligados entre fi exercita6 huns contra osou-

tros, ¢ moltra principalmente nas Maquinas , de que fre-
queatemente nos fervimos nos ufos da vida, he de muitd
importancia conhecer-lhe o5 effeitos , e para itlo fervizdd
os exemplos feguintes.
Proee, I, Determinar o movimento de dous corpos M., 0
atados & bum fio fomgravidade M- Cm , que pafla por. buma
voldana fisa ¢ (Fig. 170, ), C i3 X
Chamando p a forga acceleratriz do corpo M ; advers
tiremos 1° , que efta feria a gravidade g toda inteira &9
qorpo 1 nad actuufe contra M. 2° , que a forga acceleratria
do corpa m he tambsm a quantidade p , (eado porem “:
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fua scGz6 em fentido contrario pela direcgab ma. Affim
podemos confiderar o corpo M , como follicitado pela for=
¢a acceleratriz p, que elle confervard , e pela forga g— g
?ue feri deftruida 3 e do mefmo modo o corpo m, como
ollicitado pela forga &'fcgundn a direcgab ma , que clle
confervard, ¢ pela forga g +p fegundo a direcGad am ,
a qual ferd deftruida.

Devendo pois os dous moveis ficar em equilibrio , fe
folfem fomenre animados das forgas refpeétivas g—9p e
£ 4+ p, pela propriedade da roldana fixa teremos M ( g~ p)

. "
=m( g+ p )3 econfegnintemente p = W"E{h

m
he 2 expreflab da forGa acceleratriz dos dous moveis ; e
ue he conftante , concluiremos que elles deverid ter
um movimento uniformemente accelerado. Logo no fim
de qualquer tempo r, fers a velocidade adquirida =

M—m ? M — 1
— gt o eorrido = ., —~ gt
F g ot b obghon e Mim 2 &

- 458 Pronsi. I1. Suppondo gue o fio M Cm do problems
. be uniformemente pexado ktﬁmowﬂ'
2o dosr corpos M, m. .
Seja AM—#,am=a~4, e 0 pezo efpecifico do
fo=f.0 p:zoda;l:_:rr‘l; AM (eré fx, e o da parte am ferd
f(a~x). Logoa ;!ccelcmjir: dofmrpoﬂ terd pot
g —mEfr=f(a=x
expreflab a qumndade‘“*'*f#_'_”‘h‘)
Mem—fatafn

Y [ Porém pata abbreviar , fupponhamos
M—m—fa af

M+m— o fg el Bty oy

preflad da forga reprefentada por (2 ¥ € #) g, 2 qual
nefte cafo nab fers conftante , nem o movimento unifor-
memente accelerado,
pois a velocidade = u , teremos sdw—gda
(=4 Gx), cujo integral he ss =g (G ow+2ax);
€ porque Dab ajunto conflante, fupponho tacitamente que
& origem dos » fe nab toma ji no ponto A ; mas no pon-
%0 D onde comegon o movimento,
¥y Deter-

£, 00

=G eferi aex-

—
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Determinada defte modo a velocidsde , falta achar @
tempo empregado em correr o elpago x. Para iffo dev ere-
dx

V(brsr2ax)

mos integrar a equagab dt / g = 5 que

dard

T i dhQrapv(Crx2+2.062)

&= . , -

¥iag ( oL L

459 Prost. 1IL. Determivar o movimenio de bum cor=

po M, que por meio da roldana fixa A fax fubir outro cor=

po m j!njjpeufo da roldana mov:l B, fendo os trer covdoens
parallélos entre fi (Fig. 171.) .

Seja p a forga acceleratriz de M ; ¢ confeguintemente

{-p feri a de m. Poderemos -;}oia confiderar os corpos
M ,m, como animados das forgas acceleratrizes p,e —
1 ' : a-iy

3 Pime elles confervad, e das forgas g—=p, g 4 TP

com as quais devem fazer equilibrio entre fi. Logo pela
propriedade das roldanas moveis , teremos 2 M( g—p)
e nlra b e Btniem St
=m(g+ 7 2); donde fetia p=— v g

go o movimento de ambos os corpos {erd uniformemente ac-
celerado § e achada a expreflab da forga acceleratriz, to-
das as mais circumftancias f¢ calculardd, como no deicen=
fo dos graves. g

; I 2M—m
A fi leratriz de 7 — 9 . e 3
qrt;aaoc:cra iz de m, ou ;p, eﬁpgis e £3

2M--m
3 fua velocidade no fim de qualquer tempo ¢ ferd ——— gt
: ; qualque po Mim £ts

¢ afua quantidade de movimento no fim do mefino tem?
o 2 Mm—mm E SF

r -
4M +m g YO
Se quizermos pois achar a relagab , que deve haver en~
tre M e m, para gie a quantidade de movimento com=
municada ao corpo m em hum tempo dado feja a mdior que
he poffivel , ferd neceffario que a expreﬂiﬁ-——-—li-: fe=
4s hum maaimo. Entab differenciando-a , na fuppofigad de
fomen-
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fémente m (er variavel, teremos2Mm —mm = ( 4M 4+ m )
(2M~2m) ,0u 8 M2 =8 Mm — m? = o ; donde fe tira.
a rafab procurada -%— — 4% V24 = ;s’—oproximamen-

s

te. - .
460 Propr, IV. Detevminar o wovimento ds bum pezo M
applicado d voda ABC de buw yarilbo , o qual fax mover
outro pezo m applicado a0 cylindro a be ( Fig. 171.).

* Seja R o raio da roda , € r 0 do cylindro 3 e chaman-

do p a forga acceleratriz do corpo M , lerd %.'-' a do cor-

m. Ifto poflo feguindo fempre o principio geral , con-
deremos os pezos M ,m animados das forGas accelera-

R Y

trizes p, — - » que had de confervar, e das f;m;as - p,‘
£ £ % , que ferab deftruidas. E porque os monientos
deftas devem fer iguais, teremos MR (g—p) = mr

# 20 Y 5 donde refalts P A s g
(! R)’ c. P—MR:_]‘“?: ;-I m

feri o movimento deftes dous corpos uniformemente ace
selerado 3 e confeguintemente. a velocidade do corpo M
po fim do t ‘&i_ﬂft*_-mnr I
no nm cmpo f—m!“,Cﬂcpﬂw
ey MRz —~mRr g 3
- — g, (= 2 .
_co.mld:: S . — Xt Eftd claro , que nab
haveria movimento , fe foffe MR =mr, como por outra
parte conlts da condigad do equilibrios e fe fofle MR <mr,
0 pezo M fubiria em lugar de defcer , como he tambem
por oatra parte evidente. j
- Do mefmo modo acharemos, que a forga acceleratriz
MR —mr :
do corpu m he - —
b MR? +mr2
MRr—mr2
MR 2 4m r2
g d MRv—mrz 1
corrido de baixe img = ———— ., —pt?,
- & porcun.a_ MR®* 4mr2 2 &t
. Va Que

r g ; donde no tempo ¢ feria

velocidade defle corpo = gt, e o elpago
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Querendo achar a rafab, que deve haver entré K e ¥
para que o corpo m feja levantado com a maior prontida
MRr—mr2 Goia b
MR? +~mr2 e,
maximo, Differenciaremos pois efta quantidade , fazendo va-

riar %, ou fimplefmente R, eteremos (MRr—mr2 )

aMR=(MR?*4+mr2) Mr, ou MR? —amrR =
mr2 5 equagad , da qual facilmente (e determinard o valor

R " m2 m .
dgTFE+v‘(E+F). Por exemplo : Se

m: M::144: 25, acharemos R =127, ifto he , para ele-
var o pezo com a maior prontidab poffivel , nefte cafo, he
neceflario que o raio darods feja doze wezes maior que
o do cylindro.

461 Mas fuppondo, que o corpo M deve correr hum el-
pago dado , € querendo determinar a rafab entre R er,
tal que o corpe m corra © maior efpago poffivel , ¢ no
tempo mais breve que he poffivel , ferd :'eﬁcﬂ'um f;ym: efte

- r—m 1
efpago dividido pelo tempo, ou que TR 2t
feja hum maximo, Porém nefta fuppofigab, o efpago cor-

2 —mRr 1
——————— , —gt*he huma
MR2 4 mr? 2 .
quantidade dada; logo concluiremos que ¢ he proporcional 3

2
V(g +:;; , e confeguintemente deveremos tet
e
.MRr-u_ﬂ.)' “/’ MR?3 4mr® il _r:(_qm—m)
g&ﬂiw: ; (MR= —mrR/’ R(MR?+mr*)
— Max. Differenciemos effa ultima expreffad, fazendo
variar R, on r, ou -I-:- , ¢ de qualquer modo fshiri 2

equagab cubica m? v+ +3mMR2r=2M2R?,a qual
©ab tem mais do que huma raiz real , cujo valor he

SAVAERETAC )

poflivel , ferd neceflario fazer que

rido pelo pezo M, ou
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i Bl b - M
+V[$—TV(;?*T;)I-
'Mﬁmporexmplu,icu:M::z:py:m,uufe%:

§, 4925, acharemos ?:3,4;, ou R:r::169:20.

463 Proer. V. Determinar o movimento de bum covpo M,
© qual por meio do fio M Dm, que paffla pela roldana fixa
D, fax mover juntamente o corpo m poflo fobre o plano in-
:h‘m;o AC, que fuppomos pavallelo ao cordas Dm ( Fig.
172.). -

Seja € o angulo ACB, ou a inclinagab do plano
¢om o horizonte, e p a forga acceleratriz do pezo M, a
Eual ferd a mefma que deve ter m. Affim podemos con-

derar os corpos M ,m , como animados das forgas p,
e —p, que deverid fubfiftir , e juntamente das forgas
g~p,c gfm G- p, que ferad deftruidas.

Como eftas ultimas forcas fe exercitab por DM e
Dm ) 38 quantidades de movimento que refultad devem fer
iguais, Affim ur:;os M(g—=p)=m( gfen €+ p),don-

bl " W [
de fe tira p= LA
M b m
dos dous corpos M ,m uniformemente accelerado 4 a ve-

locidade no fim do tempo ¢ fgrd =£:mfen ¢

M—mnfuG AHE
— m fen 1 :
Boet: ;gtl.Epurque 2

2 - Mm —m? fens
quantidade de movimento do corpo m he —ﬁm—g:;

L e M. .
.pafa que ella feja hum maximo , deverd fer - =T

_'i-'V(r-rJ-é-‘f'E);

£. Serd pois o movimento

£t e

ﬁqu corrido =

AR
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Do movimento dos corpos , confiderados como
pontos unides por fios 5 ou varas inflexiveis,

463 Rroer. 1. Sendo dous corpos M, N ligador en-
tre fi por bum fio inextenfrvel M N , ou por bu-
wa vara [em maffa , determinar o few movimento ( Fig. 174.),

Scjab m M, n N os elementos deferitos no inftante l)
pelos corpoi M, N. Se elles foffem livres , no inftante fe-
guinte defcreveriad os elementos Mm', Na' iguais aos
precedentes, e na mefma direcgab. Supponhamos pois , que
em virtude da fua acga & reciproca chegab , hum ao ponto
}, e ooutro a0 ponto ¥ ; € que os movimentos Mm’,
Nn', que elles teriab le foffem lLivres , fe refolvem , ca-
daham em outros dous , a faber M ¥ ¢ N¥ que pela
hypothele deverié comfervar , ¢ Mm, N n que ferad
confeguintemente deftruidos. Para iffo he neceffario , que
as retas Mm e¢ Nn eftejab fituadas na direcgad de MN,
equs feja M. Mm=N.Nn . ;

Agora reportando as duas trajeftorias aoeixo APQ ,
fupponhamos AP=x», PM =y, MN =a,AQ — «,
NQ =y A forga acceleratriz do corpo M por mM ,
que refulta daacgab do: corpo N, fendo chamada @ | 2

orga do corpo N, que refulta da acgad reciproca do

corpo M pela direcgad n.N",_' ferd reprefentada por -:’_!. Q.

Ifto pofto, refolvamos a for¢a '@ em duas, huma pa-

. AL 9[*'—3]
gallela a AP, cujo valor ferd > e’ & oute

Q@ (y-y)
—

pela direcgad MP“, que feri reprelentada por
Teremos pois para 0 corpo M as .4"?5 equagoens [eguin=

(-3 b Lh Y T 3
"—“_'¢ = (:ﬁ):

-~ da
Y Qur=a(3E),
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M .
Do mefmo medo , refolvendo a forga - @ em outras

duas , teremos para O corpo N ssduas equagoens feguin-
1es ,
M(xl—x)

L dx’'
aN par==¢(7)>
MCy'=g)ig ik byl YN
_ T@..d:_-d.( ==
Donde refultad e‘l;tnuzris duax',d_’ :
¥ *
ua(d—‘-)+NJ(-‘¢—,~) o,
Srih gas
(3N gl S5) =
Md\d:)'ﬂu(d:) oy
@8 quais fendo integradas’, dardb

.

Sl e
M.-d'-"’c‘N'E'? =T,
e g T e
AL dt :N._'--J.'t:"c 5

Deftes dous integrais (¢ fegue, que o movimento do
centro de’gravidade® he uniforme , e rectilipeos o que
concorda com o principio ‘scima-demonttrado 5 qpe 0 eita-
do docentro de gravidadeé' nap feialtéra pela. acGad reci-
proea das partes de hum (yftewa,

" Em'quanto o céntro de- gravidade fe" move ‘aniforme-
mente ; € em linha re@a; os corpos M e N defcreve-
16 neceflariamente ao redor delle circumferencias de cir-
culos uniformemente , como he facil de molftrar pelo que
diffemos no calculo das attracgoens. Por outra parte he evi-
dente ; que nad exiftindo no fyfema forga alguma accele-
rarriz perpendiculat @ M N, nab péde fer Ehcnda & ye-
Jocidade angular ao redor do ponto G.

De paffagem notaremos , que das quatro equagoens’ pre-
cedentes refulta eft M"“‘d gs M ‘—"d(ﬂ
O w" 'E‘y‘ T8 74(5)
o 7 -‘gﬂ.z-{.ﬂ' v ol J(‘“)_.o, cujo inte
. gral
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drz drla o . .
gral he M, o+ N. oo = €= My* + NV' 2, chamans

2
de Ve V! 45 Velocidades iniciais de M e de N. Donde
fe fegue, qU€ & fomas das forgas wivar f¢ conferva fem=
pre a mefma.

454 Propr. M. Semdo fuppoflar as mefmas coufar  que
no problema precedente , e [uppondo de mats que or corpos
M e N eft fujeitos d accad de buma fora acceleratriz
conflante , como & gravidadse g, pela direcgas das ordena~
das MP, NQ | determinar o movimento deiles ( Fig.ln.).

Como as forgas acceleratrizes por PM , e NQ {ad di=
minuidas nefte cafo da quantidade g, teremos as quatre
equagoens do movimento defta mancira,

xl—x dx
e eI
y'—2 ' dy

E—;—:. -%‘.tph:-si(;f:_'.)

yuy M <
=g Pliad iy )s
d
Dis quais primeiramente fe péde tirar Md(-.-‘-'-:-’-).p
N‘(g) =03 equagab , que moftra o movimento hos

rizontal do ceatro de gravidade fempre unifom:e. De-
pois tiraremos tambeme MJ(-:—‘—:)% Nd(%) =

—gdt( M+ N) . Porém (M%‘%‘!’H%): ( M+

N') he a velocidade vertical do centro de gravidade §
logo , fazendo efta velocidade =, teremos dwi= — gdt.
Donde fe fegue , que o centro de gravidade fe move pre-
cifamente como hum ponto livre, e que defcreve con=-
feguintemente huma parabola , 20 me?mu tempo que of

dous corpos M, N delcrevem ao redor delle aireumfe-
rencias
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tencias de circulos com movimento uniforme.

465 Prose. I11. Sendo os tres corpos B,C, D ligndos
ao fis BCD, ¢ bavendo recebido quaifyuer impulfos , deter=
minar o few movimento ( Fig. 175. ).

Supponhamos , que “eltes corpos no inflante d ¢ aca-
bab - de defcrever os elementos b B, ¢ €, dD das fuas ref-
peQivas trajectorias. Se elles nefte pontw ficaflem livres,
defereveriad no inflante {eguinte as linhas B b’ ,C ¢", D dt,
ii;::is 4s primeiras , € na mefma_direcgab. i.ogo , fendo
obrigados pela mutua 3cCab , que exercitab entre n, 2
defcrever BG, C N, .‘I?Jci‘ podemos confiderar , conforme
a0 principio geral , as velocidades impreflas B, C ¢',
Dd’', como compoftas das velocidades B G, C %, D a%
que elles confervad realmente , e das velocidades Bb ,
Cc,Dd, com as quais devém confeguintemente fazer
equilibrio entre fi. Para iffo , he pois neceffario. que Bb,
Dd fe achem na direcgab dos cordoens BC,DC ; e que
formando o parallelogrammo’ Gecf, fejaC.Ce=B.Bb,
eC.cf=D.Dd Ll:lgn chamindo @ a forga accelera-
triz de B quesefulta da acgab do corpo € pela direcgab
BC, ¢ o a forgaacceleratriz de D pela direcgab DC,
teremos para o corpo € duas fnrqaij acceleratrizes, huma
%q: pela direcgab CB, eaoutrs » nl peladirecgsb CD.

Referindo pois a0 mefmo eixo AP as tres curvas deferi-
tas , fupponhamos AP'=x, BP =y, AP' =/, CP =¥,
AP"=ux" DP"—y",CB=a,CD=b; e conleguinte-
mente a2 = ( #'—= )2 (p1—p)3 €b2 = (&' —xl)2
S (y"~y’)% . Iopofto, aforgs @ pela direcgad BC

3 :
fe refolve em duoas, huma !_‘_y@ pela direcgaé P B,

i ' ]
¢ outrs === @ parallels 3 A P. Fazendo huma refola-

Gab femelhante das forgas ¢ C ,fC, d D, teremos as feis
€quagoens do movimento da mansira feguinte

B - F ‘-” {
T -'cp‘“'""'j‘(ﬁ) N

ol'—2"' D #'—x B : dse' '

LRy a2 R ousi(§)

- - . gU.—-.ﬂ'
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M ! d xt
Vg Sy

b
bod S gl
."-;-"-’tpdr-l(i?":)

,I"—'y“ D ,,l_y B ‘y'
- R o ‘* — — — ] ————
b C- pur e a C .o ‘( dt
¥y =y 14 dy .
b "l”“""(_d':')‘

Multiplicando a primeira por B, a fegunds por €,
a terceira por—D, e ajuntando os productos ; depois,
maultiplicando a quarta por B, a quinta por— G, a fex~
ta por D, e ajuntaado tambem os produéloes; teremos
eftas duas equagoens

B4(q) o4 (5 ana( 5 =o

dy dy dy!
—_— ‘ —— —_— =1
Bd(g; ) ¥¢ ( a7 ) ¥ i) =o,

as quais moftrad que o movimeuto do centro de gravi-
dade he uniforme € reltilineo, como por outra parte
fabemos que deve fer. Reduz-fe pois a queftab a bufcar
o movimento dos tres corpos ao redor do centro de gra-
vidade , confiderado comefixo, = R

466 Supponhamos , que a linha A P _he a direcgad de
centre de gravidade , ¢ que efle fe acha aflualmente em
G. Reprefentando pot 22 a velocidade delle, féri AG = ¥t
no cafo de fe ter achade no ponto 4 quandp principiou 0
moyiniento, Seja GP =X, GP! = X! , GP'' =XV ¢
teremos pela propriedade do centro de gravidgde , B X
+ CX'—-DX"=0, e By ¥ Cy'4-Dyll=0o f por-
que he neceffario que algoma das diftancias y , g, 2" ft,ri
negativa ). Teremos mais ¥ =2 ¢— X , 0’ =9t~ X/,
#l =t 4« X5 e fubfltituindo eltes valores nas tres pri-
meiras equagoens gerais , refultarid as feguintes , que de-
terminad o movimento dos tres cdrpos. relativamente 80
ceniro de gravidade, ' TR )

v b . -

x-x
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x-Xx X '
Z-X' B X4 XD
X 2ou- T Z L u=a()
x’+ L xn
X 4" ‘_--d(d
J"—.v
@it.._d(d )

J" pi=y! D Al dy’'
e A M)

L ot O Bt
=y ae=a(L).
Multipliguemos as tres primeiras refpeftivamente por

.4 dXx’ dx"

, € as tres ultimas por

d dt’ " dt ; dt
dy dy’ e e Sty ey
‘ 3 =C o0 D T Depois diffo ajuntemos todos

o5 pmdnaos,emr:ndo e as equ ar =Cy ="

""(X’ ')l & b!-—(q:",_,lyl):ﬂf_&cfsxﬂ,l_x'}:gz;

ey (dpfmdy) + (X'=X)(dX'—dX) =0, ¢

(-’"-J')(‘J“-‘!')'l'ix"'l‘x’) l‘x"'“x'.l-—ﬂs
fcri 0 re[n!ni!u J : ‘ :
Xt (ax

) B ) ‘g +*

df v i 1
';(:,)+ = ‘”')-:. o ("’)...,
Illl’egtando efta uqu.uqaﬁ, teremos
dxﬂ-l-d 2 4 e
+n(__.____‘ Sl )= vy

io;i;gi fegue, que a foma das forgas vivas he fempre

Multipli=
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Multipliquemos agora as tres primeiras por —~ Ry 3
Cy'y Dy' refpetivamente, eas tres ultimas por —B X
€X', DX"; ajuntemos os produtos , e reduzindo tere-
mos o l'l.‘-i'nita-:h::i feguinte 3 S
L X f ." K, J I’__'

B["‘(_ﬂ') xd_‘-;-.)]-;-cL: : Vi
—xa! ¥ Vo[ a (XY &y
xhTY]=v(5 ¥ dr
€ujo integral he

B(x Y=ydX)+C(X'dy!' —y"dX') =D ( XV dy™

—y'd X" )=l gy,

467 Mss para darmos a eftas equagbes huma forma
mais fimples, feja oangulo AGEB = @, AGC= @', AGD
Il_:@", € omio GB=%, GC=x', Glﬂ':;.\;.'j_. Tg:

m teremos y=zfen @ ,y' =z'fin @', 3" = 2" fen s
X=zefQ, X'J;z?cafq:', xj:';-z."qu)", d X2
Hdyt = dn 422 d (2, Xdy—yd X =22 d @, Subfti-
tuindo eftes valores nas duss equacbes integrais , que aca-

mos de achar, ferdd reduzidas is fegnintes

Bdz* +z2d P2 )4 C(d' % 4 2= P'2)+D(dz"=

+2"2 dQnYy=C'd s

Ba2dQ 4 ¢22dQ' 4 D24 p"=C"4dt;

em difto teremos as quatro equsghes finitas

B % fen Q+Cx'fen® +Dz"fenD! =0

Bzcoof @+ Calcof @' +Dz"cof P!'=0

225 f (@' —Q ) =% +2/2 =42

2’2l of (@Y @) =22 + %52 j2]

Neflas feis eqaaghes fe contém a folugad do proble-
ma. Porque deduzindo das quatro ultimas os valores de
Pz, P 2 ep Q' e z', para os fubftituir nas duas
©quaghes differenciais , & eliminado d¢, teremos hums
©quagag differencial do primeiro grio entre Q' e %',
= qual dard 2 curva defcriufe!a ponto € ao_redor do
ccntro de gravidade, Tategrando depois o valor de dt,
teremos a poficad defte ponto no fim de qualquer tempo
dado; e fendo efta poficab huma vez determinads » @ dos
outros dous corpos nab tem mais dificuldade,

. Em conclufsd , péde fatisfazerfe 4s aghes prece-
dentes fappondo que z , %', »” [a§ quantidades conftan-
tes, do mefmo modo que @'—P, e @@’ , Logo
péde haver calos, em que cadahum dos corpos dﬁfgr;:

-

)- XD
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huma circomferencia de circulo ao redor de G, com a
mefma velocidade angular,

468 Para chegar 4 folugab geral, he pois neceffario
effeituar o calculo , que havemos indicado. Efte he mui-
to longo, mas nab tem outra difficuldade : sffim fuppri-
miremos as miudezas , que facilmente fe pddem entender,

Primeiramente, das quatro equagbes finitas poédem de-
puzir-fe as duas feguintes

Bz -Cz2 4Dz’ = (B+C+D)a">=Ba2 4D,

Drg'a =(B+C)(Bz24Cz"2 )= Bla*.
Bar(C+DY4D? b

B(BxC+D)"

; € fubftituindo eftes vg-

3|Jppenh|.mns por abbreviar , m =

Db (B4+C)4 B2ar
D(B+CA+ D)

lores nas duas, ultimas equagbes , teremos

- B-4C
— - 12 ")3'_"— z&-‘
%2 =m 5 w2, ex'r D

es=

o pofto , da terceira € quarta equagab teremos

24 22 gt
(4@ (9= @)= (=)

2%%

1z +-;”I -3

(40! —d@ (@ = D= 4 (— i)
Fazendo pois o calculo, eliminaremos %-e %" pormeio
dos feus valores achades ; € fuppondo, a fim de abbreviar ,
P:r{'ma’.ﬂ(mc’ + D)~z (Bt C+ D)
- -%%E‘i—’;é]’], fers o refoltado defle esleulo
AO—d @ = | D2b2— Ba*(C-4-D)]="*+B(@?m —m?)  dzt
‘pl— = ".B_n—l’-”tﬂ*‘(;) ! A ,P‘.
1 a7’ @nzln’.""lﬁ’{ﬂ-l-ﬂ}h'?*"ﬂ’(b" —8%) if:_
E fuzendo pe s T B senp o

‘Pela melma rala '

Dils—Ba2(C+D )]z B (a2m—n)

‘ﬂ"""'-Dﬂ'((B-j- ¢) a2 Dt (12 ama? j,

é0

=
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PPy A AL

m"'szil P.Zf' ] d¢l"=d¢'_ -D-g-?—-zi-:

lz.hl

Agora

- DLg,H:. fiog??é";;rquﬂf}lﬁ geral Bz2d @ + €z d .
moftra que maltipli CI s hasia. SoapMIs 5 gt
creve ao "ﬂdoru dlp icando cada corpo pela ﬂt.e) & qual
duftos he pmpomf:]:sﬂ_:;o de gravidade, a f;:n: 311: del-
22, i@, cd Q" tempo 3 ¢ climinando della 22 ,
fultard » Por meio dos valores D: zn’
achados , re-

[Ba4 DI ~x3(B+C+D)UQ + o, (0~ R) =H d
P . = t,

2!
ou [Eﬂs-ﬁ-p&?_ :'H(B-l-c D i
i B4+C4+D
Depois, a e 4
: , & equagab das fi :
+ Has-{orgag v
Y o R LRI L L L
miﬁﬁf ,, dard ma conftante ), feitas as S iy
. + D Jz zl .5] 4
(B4C)2 izl
~+ C 4 = _z_] r PO 3

‘:+D]Zh+ J ,
=Hd:.

B2 g ad
3 Dz"z"

(QE + L ) dz'

Bz: Dz /P2 g2
c4p)agr 41EZAe
Seia'M_—_-,B.“,_*phﬁzﬂz: (Q—~R)=KH>d .
it Al (BC+D) e ,
de',_”u‘¢;+ % (Q— H tmm”
Jot na equacst j:] ~R ). Suobftirnindo efte va-
, precedente a fim de eliminar
e (B iminar df , teremos
[ B z? +C+ +c)’:¢'zl]
..-E_'\'d-:.ﬂ Dzl
E D =itz jm*}'ﬂdvn* ngligt( R
I[’mgqj‘,'{' s MAMIda : ! :?_,-r- Y
P D <R) 3 e :
£ J-!- 4?’::.‘1 (Q..

~ R)*]. Logo
(8

w[Bar 4D =z B+

dz's + &
Bz
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4o 2Q—RYP'  (Q-R):

'{.K Mz "'M)(d-x” + MP z."dz.F'* M‘*Pizﬂjp znlz

_ (C-+DyP’zli+0Q°  (B+C)P*l44R:  (Q—R)?
1 B %2 D :”: + M

E extrshindo a raiz , acharemos

i " 2 .

A= (R—Q)dz! dz VI. (C+D)*P x40z

MPz' ~ Pzlv(KM*-M) Bm—z12(C+D).

.+(B 4+ C)* P2 zl4 4 R? > (Q—R)2

4
Dn—=z?(B+C) L
€ confeguintemente
b dz! V (C+D )Y P2 zla 4 Q2
4 = TV K Mo M) [ Bui—z:(C=D)
(B+Oy PateRe | (Q-R):]

Da—z3 (B+C) ' M

Eftas duas equagbes finais eab pois feparadas, e e
poficab do ponto € a refpeito do centro de gravidade nab
exipge, para fer conhecida, mais do que integragdes de
differenciais de huma {6 variavel. E fendo determinada a-
pofigad defte pento, a dos corpos B e D fe deteérmina-
ri logo pelos valores de = e z!!, Quanto ds quantida-
des P, Q , R, M, eftas {ab j4 conhecidas pelas fungbes
de =', 4s quais as fuppuzemos iguais.

469 Prosr. 1V. Seudo tres corpes B ;C, D confidera-
dos comoc pontes, ¢ ligados d alavanca an;nfsr BCD in-
fexivel , ¢ fem mafla, ¢ bavendo vecebido quaisquer impul-
Joens primivivas , determinar o few movimento ( Fig. 176. ) .

Refolvames priméirameiite, como no problema prece-
dente’, o movimento que teria ‘eada hum dos corpos no
inflante feguinte, fe viefle 2 fer livre,, em outros dous ,
hum ‘que tenha lugar, e outro que feja defiruido;, © re-
prefentemos os ultimos por Bb, Cc, Dd.

Depois , refolvamos o movimento B b ‘em outros dous
Bb",Bb’ pelas direcgbes de CB, DB e 05 outros
dous femelhantemente. Affim , pata haver equilibrio he
neceflario que feja B, Bbi!=¢C .Cc',B.Bb'=D.Dd",
C.Cc"=D.Dd’'. Sejab (P e M as forgas acceleratri-
zes do corpo B relultantes da acgab dos corpos & ¢ D
; por




320 TRATADO

por BC e BD, e a4 a do corpo D pela direcgad DC.
Etd claro, que o movimento do corpo C fe determina=
ri como no problema precedente, e que o dos corpos

B e D ferd alterado de mais pelas forgas [} eF,u!’ fe-

gundo as direegbes BD, ¢ DB.
Chamando poeis ¢ a diftancia conftante BD, teremos

*’i—
}tporhu-

para 0 corpo B a forga accelmmz

j!
ma direcgad parallelaa A P & forga-—--—..— 1 pels

direcgad de P B. Do mefmo modo para n corpo’ D te-

X'en B
remos as duas forgas acceleratrizes — T p. s 0

-"_”.E.".'.’_-%-M. Aﬂimlformar:ﬁmsals _féisequar;ﬁ:sﬁ'
uintes '
0.5 — par=d(5)
"_';i._l.,_lp‘,_*_“ .E_gpdl._. (
”—-.\"4“ cxe 'B :__,__d( *")
ugdu— X p.d:—d(——- ;
...y D

'y B
B =2 Bou=a(4L)
(417
\ae)

tus primeiras , € d:s tres ultimas ounclw:motdl
mmu que no problema precedente ;

i _" n}ic-!-’ K ——--pd:—--ul

g
mefina
- +ca(—}+nd(-—)=o

)
) 50i(22) +04(&)=es
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mde fe fegie, que o movimento do centro de gravi-
e he uniforme , ¢ rectilineo.

Refletindo tambem , que as equaghes (#'—x )2 4«
Py B2, (WS PE{Yr=y" ="
Ve P o (y =y P =, dab (w = ) (A ~dn
w (¥ —y)(dy' —dy)=o,(*¥"'=x")(dx"—d

H(ymy) (dy'=dyymo, e (@ —x)(d5" ~dx)
n (3" =y)(dy'—dy ) =04 acharentos -

qd¥ edx dy . dy dx' s d s
T FrIRE b ridb riha T &y B
g 4yt 'l!j" et d=" " odp" .
'-‘373(3—;_}+nﬂal‘—‘)+n-j-‘a(ﬂ =0
logo integrando ' :
p(An*dny (dmriyny

< W e V]
dx"2 4 dyina 5
+D('—_—i-‘;ﬁr——)_¢mﬂ.

Efte integral , e os dous que j4 temos para 0 movi-
mento do centro de gravidade , dab a folugaé completa
do problema. Por iffo nab hi neceflidade das ontres tres
equa que fe podiab deduzir, alem de que ellas in-
cluiriab as quantidades defconhecidas @, 4, *, quehe
inytil determingr. - - ;

470 Nab fomente he conflante a foma das forgas vi-
vas, ou dos. produ@tos de cada maffa pelo quadrado da
fua weiocidade abjolura , mas tambem a foma dos produ-
€tos de cada maffa pelo quadrado dafua welogidade de vo-
tagad 4 de mapeira , que fendo qualquer o pumero dos
corpos , a foma das forgas vivas que elles tem girando a0
redor do centro de gravidade , nab ferd fufceptivel de
variagab alguma, Suppenhames que o centro de gravida.
€¢ fe mpve parallelamente a. AP com a velocidade 33
efld claro, que fe a cada parte do fyflema fe imprimir
# velocidade % por direcgad porallelamente contraria 4 do
centro de grayidade , os movimentos refpectivos deflas par-
tes ferdd fempre os mefmos 3 e porque entad feard o cen-
tro de gravidade em quictagad, tercmos o movimento das

partes 20 gedor delle,
e Secndo

S
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» : . dx e B )
Sendo pois a velocidade T do. corpo B parallelamente

a AP diminnid} da quantidade 3+, a for¢a viva delle
rdyr  dx . g
ferd B | in +u_2-;“"'31} J, e a foma das forgas vivas

de todas as partes do [yftema ferd reprefentada pela expreflab

2 2 i
fB ( — :':’ —z?:‘ - +'y*) - Porém fabemos que

dx? dy? '
f B( _isﬁ’«_{—) he a fowa das forgas vivas abfofutas ,

2 qual havemos n;uﬂrado fer conftante ; logo tudo fe reduz
B
a provar que fo— he tambem huma quantidade conf

tante. Mas iffo he evidente , por quanto efle integral ex-
prime a quantidade de movimente do centro de gravida-
de. Donde concluiremos, que & foma dar forgas vivas ab-
folutas be igual d foma das forgas vivas ao vedor do cen-
tro de gravidade ¢ da forga viva do mefma centro.

47v Ifto pofto, fe chamarmos =, z! , ’* as diftancias
do centro de gravidade aos pentos B,C, P ( advertindo
que eftas diftancias fab conflantes, porque 2 shavanca fe
tem fuppolto intlexivel ), e ¢, @', ®" os angalos que
eftes raios veflores formab com a direcgad do cetitro de
gravidade , teremos para exprimir a foma das forgas vie:
vas a0 -cedor delle. &
. 'l ‘ 2 2’3 d ry z”g J s !
B e € St . e B e i ol

dz di? di : -

E o centro de gravidade nad muda de poﬂ§¢6 2
refpeito dos pontos B, €, D, ferab os angulos P*— @
e '~ @' conftantes , ¢ por conleguinte d P = 4 Q!

p A »

=4 QU Logo (Bt +Cx 40w ) S20 = cont
iflo he %E: = conft. Logo o movimento angular do fyfle=
ma zo reder do centro de gravidade he uniforme.. ;

Logo em geral , qualguer que feja o nimevo dos corpor
Juuados mo mefmo plano , ¢ ligadosr entre i par IMI_I';:I‘
6.1 J L)
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inflexiveis | e fem mafa , fe receberem quaifyuer impulfies
pelo mefmoplana 5 1° | o feu centvy commum de gravidade fe
moverd , como fe todas efiar forgas lbe foflem applicadas
por direcgies parallelas , ¢ o few movimento ferd uniforme
& veclilineo s 2° , cada parte do [yflema giravd uniformemen-
£ ao redor do cemtro commum de gravidade.

472 Vejamos agora , como peélas impul(Ges iniciais pd=
de determinar-fe o movimento de todo o fyftema { Fig.
177. ) .

Sejab Bb ,Cc , Dd as velocidades impreflas nos corpos
B,C,D; o centro de gravidade G ( que fe conhecerd
pelas ‘duas pmporqﬁesnb:ED::D:B, e CG:GE::
B+ D:C) fe moveri, como fe todas as forgas B.B b,
€.Cc, D. Dd lhe folfem applicadas.

Reprefentemos por R R* o valor, e a direcgad da re-
fultante deftas forgas; ¢ o centro de gravidade G defc:g.

verd G F parallela a R R? com a velocidade Bi:_ﬁ'ﬁ"
e o {yftema girard ao redor do ponto G, gomo fe elle el
tivefle fixo. Mas para determinar eflte movimento, feja
4 @ o angulo defcrito pelo fyftema no primeiro inftante
dt 3o redor de G para a parte BCD ; e teremos por ex-
preflad dos arcos B o, Cn , Dd defcritos pelos pontos
B,C,Das quantidadas GB.dQ,GC.4Q,GD .4 D.

Imaginemos pois os movimentos Bb.d¢ , Cc.dt, Dd,
dt, que os corpos teriab no inflante 4 ¢, fe foffem livres,
como compoflos de outros movimentos , dos quais huns te-
rad lugar por BG,C% ,Dd', e os outros ferab deftrui-
dos. A foma dos momentos deftes ultimos em ordem ao
ponto G ferd nulla , e confeguintemente a foma dos mo-
mentos das fo por Bé,Cc,Dd, feri igual 4 foma
dos momengos das forgas por BG ,C%,Dd, fendo to-
mados todos em ordem ao ponto G 3 logo o momente
da relultante ferd
RR'.RG. dt = B.GB.GBiQ + C.GC.GC dQ +D.GD.GDdP ;
¢ confeguintemefite

d RR'.RG

d¢ TB.GB2+C.GC:+D.GD*
Donde fe v&, que a velocidade angular do fyftema ao re
dor do centro Tcl gravidade G he ignal ao momento da re-
Auliante dividido pela foma dos prediéles de cada :;zlﬂ'a
Xa °
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pelo quadrado da fua diftancia ao centro de gravidade
Conhecida a velocidade angular, pode determinar=fe a pe-
figab do fyftema a refpeito da reéta GF em qualquer inf-
tante. :
© 473 Prosr. V. Sendo bum fio € M M’ carregado de dous
corpos M e M', determinar- as oftillagies defle pendulo ao
redor do pounto fixo € , na fuppoficas’ de que ellas fejad in-
Jinitamente pequenas [ Fig. 198, ).

Conduza-fe a verrical € P' , da qual os5_corpos nad fe
apartardd fenab a diftancias infinitamente pequenas M P,
MP; elejg MP=a , MP=x', CM=a, MM

=a. . .

A gravidade g pela direccab vertical M'G' fe refolve em
doas forgas, huma pela direcgsd M/ P!, e a outra por
M'H’. Sendo pois re€to o angulo H'M'P’, a primeira de-
flas forgas ferd g femn H'M'G' = g few M’ MK ( condu-

. LS
zindo pelo ponto M a vertical M K) = n" g£. Efta he
a forga acceleratriz do corpo M’ e aflim teremos
#'—x . d’ _

A forga por M’ H', ou pela direcgas do fio , que re-
falta da gravidade g pela direcgab vertical MG’ ; he
igual a g, porque nad differe mais que em huma gnantida-
de infinitamete pequena. da fegunda ordem: Affim tira o
corpo M! pelo corpo M com todo o feu pezo M’y pela
dircegab MM', f“fﬂa dcgad produz no corpo M huma

for leratriz —— +
¢a acce ri i

Efta forga fe refolve em duas , huma pela direcgad MP,
€ aoutra pela direcgab do fio CM H. A primeira tem por

M M .

valor Mg Jen H M M? 2'%{-" fin MCP — fom M'MK)
- Mgrx #—y A rin : :
s S _a"_—) - Além difto, do pezo do mefmo
corpo M, du da gra\ridade £ por MK, refulta huma for-
¢a tangencial por MP, que he reprefentada por g fen MCP

= =g Logo a forga acceleratriz total do corpo M ferd
- 5 . - ‘_'
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gy Mgox Mp at=p -
— e o — - [ 3 -
% . F l'np?nndi_: d ¢ coal.
tante teremos por equagdes do movimento ;

*

--.dd.t’:x _; - gdie
: X/ MY M alex :
-*.dd:r:(-;i\ I+_.'if- S 5 )_;JF..
474 Tomemos hum cafo particular, e fupponhamos que
as malfas M, M’ fa§ iguais, affim como tambem as dil-

tancias 4, a'. Nefte calo as equagbes precedentes fe redu-
%irdd 4 forma fegninte ,

—ddat= (.:i'....;)g—d:l-t—-
gder

—ddx = (;x-—-x'j

4 a |
Multiplicando a primeira por hum coefficiente conftante €,
¢ ajuntando o produdo com afegunda, teremos

ddx+4 Cdde' [ (3~C )ab(C=1)s"] g:F

Supponhamos agoraque (3= C) x4 (€ E- 1) x*he hum
multiplo de ¥ & € #’, o que exige que —,;‘;—: G, ou
que C2~2 G =1, e por confeguinte que & =1+ ¥ 3.
Defignando pois hum deftes dous valores por €, & o outro
'por @*, teremos a equagab ddx+ Cddx' o (3—-C)(~

2 - .

=0

d - ;
+ G:"}é‘—!:o: aqual, fazendo x+ Gx"==x, fe re-

rdi2

duza ddz+4(3—-C)=
Multiplicando per 2 d=, e integrando, teremos d %2

3G-0) w % —cirLop it} £(3-0

X 4 a ; . A :

P, % .

- r———-{ ol Tornando poisa integrar :chm-mgs que

L
_H:'ﬁfﬂff V ( ;'(3-C}),fﬂppondl}queus corpos

pab recebérad impulfab alguma primitiva. Agora reflitu-
indo

=g+
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indo o valor de % , teremos x + C ¥'= b cof't V(f—- (2
-G) ); e do mefmo modo achariamos » + ¢ w =
b! cof ¢ 1/(%(3""))- Logo , fendo m e m’ o8
valores iniciais de » ¢ ¥, teremos as duas equagBes

X4 Qx = (m-i-GM')m_fI‘V(%(J"GJ)
x+ C'al= (m+ C'm')coft \/({(;—-c*;),

a$ quais dardd a conhecer os vzlores de » e »", fubflitu-
indo em lugar de € e 67 os feus valores 1 v2, ¢ ¥
=¥ 23 ¢ aflim ferdi determinada a pofigad dos dous cor-
POs no fim de qualguer tempo t.

"
Se fuppuzcrmos_ﬂ-}- G'm'=o, 0u gr=—1+Va,

‘entad ¥ 4- G’ ¥’ =0 ; e confeguintemente ters fempre
huma mefina rafab com x’. Logo ambos os corpos chega-
1 4 vertical no mefmo inftante, e o tempo que gaftarid
em fazer efta meia ofcillagab fe achard pela primeirs equa-

€ab, da qual fe concluird cof ¢ \/ (-% (3—6G ):: o, ou

e as ofcillagbes do pendulo compofto defies dous H
ferad confeguintemente ifochronas ds de hum pendulo fim-
¢ 4 g a v e
ples que tiver por comprimento ———— , o8 = f pro-
Ximamente. :

Do mefmo modo , fe foppuzermos m - Gm’ =0, on

ot i ’
o= — ¥2, teremos # + & ¥ =0, ¢ 05 dous mo-
veis chegari6 tambem nefte cafo 4 vertical no mefmo tem-

s o I #

po. A duragab defla meia ofcillagad ferd d Vms
- 3 . 4

e o comprimento do pendulo fimples iloohrono 2y’

3

-8 1 tes :
pfﬂm:mfﬂ : 47' @n_

og -
10
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475 %um:!n o fio eltiver carregado de tres corpos

M, M, M, péde feguir-fe o mefmo methodo para de-
terminar ‘o feu movimento ( Fig. 179.).

SejaCM—a, MM'=a' , MIM" =g, MP =

x, M'P' = x', M" P" =x"". Reflolvendo a forga da gra-

vidade por M'"' G" em duas, huma por M' m!/, e aou-

tra por j&" P, efta ultima terd por vaJlar g fenm'M"G",
1 . st ! —

Ton.‘-g-—(i:‘-,f—:‘-, logo —dd="" = = gdee .
A forga por M"" m'" nab differe da que obra por M'G",
e tem por valor .at!”g , donde refulta no corpo M’ a for-

G acceleratriz -..-'!\Fi pela direcgal M’ M'", Refolvendo-a
‘em duas’, !l'llu':na_ por M'm’, ‘e aontra por M P!, eftaul-
; i : Mg x-x x'-a
tima ferd 7 ._fm m' M' M = -A—{rg (-—E.--?.-“*) :
'Por outra parte da gravidade propria do corpo M’ refukta

3 : X
a forga tangencial 5_-!_‘_?_*;’_._ 5 logo teremos —ddx' =

—x. M px'—x 2!
T AT VT . }]gdﬁ.

A outra forgapor M'm’ teri por valor M” g, que jun-
ta com ado corpo M’ pela mefma direcgad da a forga 1o-
tal { M!"+ M) g Pel?: refulta no corpo M a forga ac-
M

celeratriz ————— g pela direcgad M M', a qual pro-

M

-duz peladirecgab M P a forga tangencial reprefentada por

M7 - M r— ' L
; 2 ( - '”.-f:) . A grayidade propria do

i

x
.corpa M produz tambem a forga tangencial g;— ; logo tere-

mos — ddx = [E--}. M{i_‘rdx)]glu.

.M a a .

476 “Em geral , gualquer que [efa o mumero das corpos,
-g0m tgnto eflejas infinitamente powco diffantes da ver-
~tical 5 ¢ bum~fe pide comfidevar como follicitado ~er-
ticalmente pela fun gravidads propria , ¢ pelo peve de todos
" oF
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os corpos inferioves fesundo a direcgal do mair wesinbe,

Efte principio baftard fempre para determinar a forca
acceleratriz de cada corpo, e para formar confeguintemen~
te as equagbes do movimento, ;

ARTIGO IIL

Do Movimento de rotagai de qualquer corpo ae
redor de bun eixo dade.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL

477 S Endo qual corpo fujeito a girav ao vedor de
bum cixo dado , fe buma on muitas poresicias di-
rigidas por planos perpendiculares ao eixo . de vatagad Ibe im-
primirem movinignto ao vedor do mefmo eito | quaifgucr qug
Jejad as forgas com que fo moverem as differentcs” paries.do
[yfiema , fempre a f’m.s dos mamentos dellas ferd “ipual &
Joma dos momentos das potencias , ou no memento da fus
refultante | tomando-fe todas cfier mowmentos em ordem a0
eixo de rotagad, s
~Porque , qualquer que feja o movimento ‘de cada hu-
ma das paries, (e lhes foffe impreflo outro igual , e dire-
&tamente contrario, o fyftema ficaria em equilibrio. He
pois neceflatio que as forgas de cada huma das pastes di-
rigidas em (entido coptrario fagad equilibrio ds potencias
motrizes. Logo , pela condigad do equilibrio no farilho,
a foma dos momentos de humas he igual 4 foma dos mo-
mentos \de outras , tomados relativamente 20 eixo de re-
tagab. :

Mas fem recorrer.4 propriedade do farilhe , podemos
mofirar ifto mefmo pelo principio de M. d* Alembert. Por-
que fopponhamos quaifquer potencias applicadas 4s parres
do {yflema 5 o movimento impreflo em cada huma ferd
compofto do movimento que ella effe@ivamente tomar, &
de outro que chamaremos G. Logo o momento da forga
imprefla , relativamente a0 eixo, ferd igual a0 momento
da forga que a parte tiver tomado mais o momento de €,
e confepuintemente a foma dos momentos de todas as for-
Gas motrizes feri igual 4 foma dos momentos das forgas
que realmente tem as partes do fyllema mais 4 foma dos

momen-
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momentos de todas as forgas €. Mas as fosgas € devem
eltar em equilibrio, e confeguintemente a foma dos feus
momentos he nulla 5 logo a foma dos momentos das poten=
cias he igual 4 foma dos momentos-das forgas que realmen-
te tem as partes do (yftema. :

478 Temos fuppofto ; que as potencias motrizes erad
dirigidas por planos perpendiculares ao eixo de fotiGad.
Se forem obliquas , ferd neceflatio refolver cada huma del-
las em outras duas , huma parallela 2o eixo , que nab po-

-derd produzir movimerito ao redor delle ;. e a outra fitnada
em hum plano perpendicular a0 mefmo e¢ixo, a qual (6
produzird o'movimento-de rotagad. - ' - o ¢

479 Seja pois R arefultante das potencias motrizes , D

a fua diflancia a0 eixe ,: e confeguintemente o _feu -mo=
mento, R D..Seja @ avelocidade angular do {yltema ; ifto
he ;-0 arco: que em huma unidade' de. tempo. defcreve hum
souto- fituado na-diftancia 1 do eixo de rotagad. Defignan-
o por 4 M qualquer particula do:corpo fituada na diftan-
eia 1.5 a fna velocidade ferd r P, & quantidade de movi-
mento r {P.d.M , o moniento relativo 20 eixo 12 Qd M, e
a foma defles momentos fr2@d M , . ou fimplefmente

R.D
QJrrdM. Logo @fr*dM =R, D,Oli.q:':m'

O'iategral [ d M exprimé a foma dos produétos de
cada particula do fyltema pelo quadrado da fua diftancia
a0 cix0, Efta quantidade , que he fempre dada pela natu-
reza do corpo , chama-fe momento de imevcia. :

3 S IEPINY- S SV B G 5
o “Daformula: ) = =———— concluiremos geralmen-
e ons iihind 4~ 3 AR o 1
te ; que fendo applicadas a uer corpo ifjuer poten-
cias | fituadas em ﬂmn:'p:‘rmrufarr: nm{k ra’m;nﬁ',
@ velocidade angular. d rods do mefmo ¢ixa fevd igual d fo-
ma dos: momentor das forgas motvizes , 0% ao momento da
Jua vefultante dividido prio momento de inercia.

Comv efta velocidade angular huma vez impreffa. girard
© corpo. a0 redor da fen eixo perpetuamente, . fe alguma
potencia nab alterar de novo o feu movimento, ¥

481 - Mas fe o.corpo for.fujeitod acgab de qualquer for-
Ga acceleratriz , entab chamando R a refultante  das acgbes.
particulares defta forga fobre todas as partes do. fyftema,
¢ D 2 fua diftancia go cixo 5 ford- R D d¢ 0 momento q:iw
i ella




ella péle produzir no inflante d¢, e o aumento ou di:

gmﬂm ab da velocidade angular do corpo feri 4@ =
[

fram :

Tais (a6, em compendio, 0s principios com os quais
fe pode determinar em todos os cafos o movimento de
qualquer corpo , a0 redor de hum eixo dado. Mas come
he neceflario antes diffo faber determinar o momento de
inercia , primeiro tambem indicaremos o methodo.

Dos Momentos de inercia, e dos tres Eixos
. principais em qualquer corpo,

482 Endo o momento de inercia a foma dos prode-
&os de cada particula de hum corpe multipli-
cada pelo quadrado da fua diftancia a hum eixo dado, ps-
recerd d primeira vifta que para cada eixo em particular he
neceflatio hum calculo novo. Mas agora moftraremos , que
tudo fe reduz a bui;:qar os momentos de iner;:diad em ordem
208 eixos , que pafiab pelo centro de gravidade , e que a
Jindagagab deftes pode rﬁusir-fe i"&mznt?a tres. -
483 Seja A B o eixo de rotagad (Fiﬁ. 180.), G o cen-
tro de gravidale do corpo, M o lugar do elemento d M.
Pelo ponto M eonduza-fe o plano M P Q perpendicular ao
-eixo AB, cnja interfecgad com o plano AGB da figura
feja a refta P Q. Pelo ponto G conduza-fe a linha GH pa-
rallela, e G g perpendicular a0 eixo A B. Em fim feja MQ
‘pe icular a PQ ; e ao plano da figura. F
Ifto pofto, teremos M P: = M H? + PH? 43 PH.HQ.
= MH:4 Gg# 9 2Gg. HQ ; logo fdM.MP2 =
SAM MH: 4 fdM.Gg*+2Gy [dM.HQ, Porem,
pela natureza do centro de gravidade , temos fd M. H Q
=o0; logo '
J‘%M.M PP=fdM MH*+M, Gg?.
Donde concluiremos , que o momento de inerciq velativamen-
te @ qualyuer ¢ixo be igual ao momento de imercia velariva-
mente ao eixo paraliclo , que pafla pelo centro de gravidade ,
¢ mais ao produto da maffa do corpo pelo quadrado da diffan~
#ia defles dous eixos, .
484 Affim vemos, que entre todos os cixos parallelos,
4 L] 8 o @ Q
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© que paffa pelo centro de gravidade he aquelle, 2 cojo ref-
ito o momento de inercia he o mais pequeno ; e que he
acil de achar o momento de inercia relativo a qualquer ei-
%0 , huma vez que fejaé conhecidos os momentos de iner-
. cia relativos aos eixos, que paflab pelo centro de gravidade.

Suppofto porém que por efte centro fe péde conduzic
huma infinidade de eixos differentes, e que o0s momentos
de inercia a elles referidos podem variar infinitamente ,
bem fe v& que nenhum delles péde fer infinito , nem tam-
bem nulo. Logo he neceffario que entre todos elles haja
hum maximo , € hum mimimo, A° indagacad defles fe del-
.tina o calculo feguinte.

485 Seja A ocentro de gravidade do corpo (Fig 181.),
e AX,XY,YZ as tres coordenadas do ponto Z, onde
fe acha o elementod M, as ggaais defignaremos por x,¥,%.
Seja AF o eixo , a refpeito do qual o momento de inerciz
deve fer hum maximo , ou hum minimo. Por A F condu-
ga-fe o plano A E F perpendicular ao dafigura AFX, ¢
do ponto Y para a interfecGab A E deftes dous planos (e
tire a perpendicular ¥ X',

Defignando pois 0 angulo BAE por @, ¢ EAF por G,
teremos AX'= AY of (YAX —a) =xcof at y fen &,
e X'Y = yeof a—= fen a. Completando o re@tangulo
X'Y Z Y" poderemos confiderar AX', X'¥’', ¥ Z co-
mo as tres coordenadas orthogonais do ponto Z ; e fe do
ponto ¥'/, onde Z YV atravelfa o plano AF E 20 qual he
PTendi:ular , conduzirmos a linha ¥/ X' perpendiculac
a AF, teremos por valores de tres novas coordenadas or-
thogonais as reftas AX", X""Y",¥"Z, as quais cha-
maremos x7  y" %! e teremos

1 7 % L -
= AX"cof C+ X'YV feon g =xcof acofC A
yfenacofC¥wfenC .
Y=X'Yef G AX fon C=%cofC~yfenafin G
—#cofe«fin C '

2" =y cof & — x fen o, k
Tho pofto , 0 quadrado da diftancia do ponto Z ao eixo AF
ferd y1"2 4= ' =2 ( fou a2 + cof @ fen C2) 42 (cof &
w fen a2 fen €3 ) w22 cof €2 —3 xy cof & feil & = .
22y fen o cof & fen 2 —2y% fen « fen G cof G=
axzcof «fen G cof G, E fazendo , a fim de abbreviar ,

SR dM=A, [*dM=B, [**dM=C
JxydM=D, [xxdM=E, [yzd M= F ;3
: ' ILte-
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integrais , que devem tomair-fe em toda a extenfaf dn cos+
po , & que aqui [uppomos conhecidos 3 o momento de iner-
€ia arefpeito do eixo A F (erd
A(Jen «* + cof @* fen 52)+ B (cof 22 4 fen 2 fon ©2)
+ C cof C2 —2D fen & cof acef G2 —2E fen G ¢of € ¢of w
—2F feinGeof 6 fin &
Do mefmo modo as formulas integrais [« z"d M , e
J«"y d M , que importari conhecer, teras por valores
S AM = — Afenacof @ cof G + B fen g cof a cof G
& Deofracof €~ E fenet fenie =+ Feof o fen G
Jx"y"d M= — Acofa? en C cof C—B fen azfen € cof G
+ClenGeof C—~2D fen o cof o fon G cof G
A Ecfacof264F fenecol2C.
Agora, por quanto o0 momento de inercia he hum maximo,
ou hum minimo , ferd neceflario differenciar o fen valor,
fazendo primeiro variar @, e depois G, e igualando cada
huma das expreffoens a nada. Teremos pois em primeiro
lugar : )
g; Afeneacofacof G? —2 B fenacof b cof CF
—a3Deof2ecof G2 4 2 E fen o fe0 G eof G
—aFcofafenGeof E=o,
e dividindo por —2 :Ef €, fahird
— A fen @ cofacof G+ Bfen acofacof C+ Deof2a4c0f €
—~Efengfen G+ Feofafen @ =035.. <. (1)
donde fe fegne , que [*"z"d M =o. '
Em fegundo lugar , fazendo, variar G, teremos
2 A fen G eof G enf o2 42 B fen @ vof € fen 62
—2C fen Ccof & 4D fend cof ot fen € cof §
—2 Ecofatenfs ©C—a Ffenacofs & =o;,,...CI1)
donde (e fegue igualmente , que fx''y"d M =o. y
Da equagal , que acima notamos com o final (1), fe ti-

f-‘l"BJﬁ?d cof d—Deof2d . ¢ dg equi-

Feofa—E fend
2Ec¢ofcd+2F fen o

Atof B fen e = C +2 D Jen o cof o

o 2tang &,

Por outra parte fabemos, que tang2 & = S 3

2Ecofa+2Ffena o

. tm:m_osA{qf‘: 4Bjena: —~C 42D frnc mf"t;

L]

12 tang € =

gab (IN), tang 3 G =
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(2Fcofa-1Efena)[(A-B)fenecof«-Dcof3 ] i
(FuJa-Ejine )2 -((A-B)fenacof & -Dcof2a]?
donde finalmente fe concluiré a equagab feguinte :

E2F—-D*F+4+(B~C)DE ] tang a}
+(E'-3EF2+ D2E+(B-24 + C)DF * (A~B)(B-C)E]tang a®
+ [Fi-2FE2 % D*F + (A-2B + C) DE - (A-B)(A-C)F] toug &
+EF—-D*E+(A—-C)DF =o. ;

486  Sendo pois efta huma equagad do terceiro grio, e
devendo ter duas raizes reais , porque ha neceffariamente
dous eixos . dos quais hum di o maximo , € outro o misimo,
ferab as tres, raizes todas teais. Supponhanios, que i fe
sonhece hum eixo , a refpeito do qual feja o momento de
inercia hum maximo , ou hum minimo , e vejamos como en-
1:ad fe podem immediatamente determinar os outros dous.
Digo immediatamente , porque feria difficil o deduzillos da
equagab precedeate.

Scja A o centro de gravidade do corfo, AB o cixa
€onhecido., arelpeito do qual 0 momento de ipercia he
hum maxino , on ham mimino, Sabemos ji que nefte cafo
deve fer fxyd M —o, e fxxd M =o. Afim fazendo
~ —=o0, ¢ E=o nosvalores detang & etang 2 G acima

achados , teremos as duas equagbes

_(A-B)fnecof & > F fen e -
tang C= —icTJ.;—-o tang 2C= Acofa* + Bfen a?-C

A primeira dd rang € = fen g, oucof =0, Po=

rém a formpla tang & = fl—;-'-f'-ﬁ' @ dariatang 26

2F(A=B)fina
F2—~(A—-B) fmng®"’ - ;
precedente conduziria 4 equagab y oo = A=~ C, que

¢ efte valor féndo igualado a0

136 dd nada a conheeer , e ‘que he falfz ; logo nab ha o=

tra goufa que fatisfaga 4 primeira equagad ,Fl'enaﬁ cof &
2

= o, e confeguintemente ferd tang2 G =3¢

* 4y Porquanto he cof ot =0, 03 dous eixos fe acha-

146 no plane perpendicular ‘a4 B. Por' outra pane , daado

: a
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F .
2 equagad tang 2 G = —Lédous valores para G, hem

delles &, ¢ o0 outro go° 4 G, fegue-fe que os dous eixos
fab perpendiculares entre fi. Aifim concluiremos , que e
qualquer corpo ba tres eixos perpendiculares entre fi | a vef-
peito dos quais - or momentos de mercia faxem bum migximo ,
ou bum winimo,

Eftes eixos , dos quais fe ufa muito nefta parte da Dy-
namica, chamab-fe os srer eixor principais de hum cor-
po. Até agora os confideramos entre todos aquelles , que
paflab pelo centro de gravidade ; mas como pa6 ha coufa
no noffo calculo , pela qual fe fupponha que o ponto A he
o centro de gravidade do corpo , deveremos concluir ge-
ralmente, que & refpeito de qualquer ponto de bum corpo Jcsm-
pre ba tres eixos , cuja propriedade be de faxer os momentos
de inercia os maivres , on mais pequenos poffiveis , ¢ que eflcs
fres eixos fad perpendiculares emtre fi,

482 Mas como he mais ordinario , ¢ mais commode
confiderar os eixos principais em ordem ao cectro de gra-
vidade , fejab AB,AC, AD eltes tres eixos ( Fig.181.).
Por quanto elles fab_perpendiculares entre fi , podem con-
fiderar-fe como direéirizes parallelas 4s coordenadas #, ¥, z5.
e pbrﬁuc de huma parte a propriedade do centro de gravi-
dade dd f#dM —o, [ydM=0, fz2dM=0, ¢ da
ottra temos pela natureza dos eixes principais [xyd
=o,f*¥zdM—=o0, |yxdM=o, efti claro que o cal-
culo ferd muito mais fimples. - '

489 He verdade , que nab fe conhecendo nenhum del-
tes eixos , he neceffario para os determinar que fe refolva
huma equagab muito complicada do terceiro gréo. Conhe-
cendo porem hum delles , facilmente fe determinab os ou-
tros dous , tomando o eixo conhecido por huma das dire=
€irizes , ou pela linha dos », e as outras duas direéirizes

rallelas a y , ¢ = arbitrariamente. Entab , fyppondo os

integrais [y dM—=B, [2*°dM=C, fyzdM=F,

teremos o angulo G que faz hum dos outros dous eixo$

priucip;is com a direélriz parsllelaa y pela formula tang 26
2

= §—c » ¢ © momento de’ inercia a refpeito de hum

deftes cixos (eri = A 4 B feon C* + C cof G2 —~F fen26.
4go Dos wes momentos, que dab os tres mpn?u:
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pais , hum deve fer hum macimo , e outro hum minime,
O terceiro , fe nab for igual w hum dos outros, nad péde
fer maximo , nem minimo abfoluto ; mas exceptuando ifto,
no mais terd as mefmas propriedades,

Advirta-fe , que produzindo dous eixos principais mo=
mentos iguais, todos os eixos poffiveis fitvados no fen mef=
mo plano produziri momentos iguais , pois na6 péde ha-
VEr outro maior, nem menor , que o produzido pelos ei<
%05 principais. U mefmo fe eatenda , quando todos os tres
eixos principais dad momentos iguais.

491 Scjab AB, AC, AD os tres eixos principais do
m?o ( Fig.181. ) , efeja AF outro eixo qualquer que
paile pelo ponto A, cuja pofigsb feja dada pelos angulos
BAE=«, EAF = (. Porquanto temos entab D — o,
E=o, F=o0, feri o momento de inercia em ordem 2o
¢ixo A F reprefentado por A ( fen a® + cof «? fin c2)
+ B(cofa® + fen a* fen G2 ) 4 C cof €7, como {e deduz
da formula geral ( n. 485. ).

Chamemos Ma? , M b2 , Mc? os momentos de inercia
em ordem aos eixos A B ,EE, AD; e teremos M a2 —
B+C,MPP-A¥C, Mc*=A+B ; logo A =

—

~ Ml 46 —a), B == M(a e =0), 0

1 ; :
T M (4% b ~c), ¢ conleguintemente 0 momeato de

inercia em ordem 3 ualquer eixo AF ferd réprefentado
Bm-.ﬂ E @ cof a? cof G2 <= b2 fina? cof G 4 ¢2 fem 62 )
Potém he facil de ver, que ¢«ofF AB = cof acfC |,
tfFAC= fimecofC, e cof FAD = fen C 3 logo o mo-
mento de inercia a refpeito de qualquer eixo A F ferd re-
prefentado muito fimplefmente pela formula feguinte

M (6% cof FAB? Ar)2 cof F AC* 4= 2 cof FAD? ) ..
_ Imaginemos agora huma esfera defcrita o redor do cen-
tro de gravidade G ( Fig. 182. ), e fupponhamos em 4,
B, C os pélos dos eixos principais, de mancira que A B,
BC, AC f(ejad quartos de circulo, Sendo pois . Ma3, Mi2,
M 2 0s momentos de inereia relativos aos eixos G A , GB,
G C, teremos por momento de inercia em ordem a qual-
quer ¢ixo G F a expreflad M ( a2 cof A F? + b= cof BF? +
¢ fCF ). Logo, chamando &, G, 05 arcos AF,CEPP.

H
& £
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CF, ovilor defte momento feri M (a? cofg? 3= }4 cof €2
<+ ¢# cof 37 ). Pela propriedade da esfera temos cof o* +
cof G 4+ cof p* =13 e affim ferd facil de determinar o
momento de inercia em ordem a qualquer eixo, huma vez
ue fejab conhecidos os momentos relativos aos eixos prin-
cipais. Alguns exemplos acabarib de illuftrar efta theorica.
Nelles confideraremos fomente os momentos delinercia
relativamente aos eixos, que paffad pelo centro de gravida-
de. Supporemos tambem , que os corpos fab homogencos ,
ifto he , que todas as fuas partes {ab de igual denfidade , a
fim de podermos reprefentar ﬂpelas linhas, fuperficies , e fo-
lidos s fuas relpedtivas maffas. ;

Exemplos da determinagad dos tres eixos prin-
cipais nas linbas , nas fuperficies , € nos
Jolidos,

49 L S Eja AG A hum fio, ou huma alavanca ex-
tremamente delgada , que fe poffa confiderar
como huma linha refta ( Fig. 183.) . Eltando o centro de
gravidade G no ponto do meio , he manifefto que a mef-
ma linha A G A feri hum dos eixo§ principais, porque o
momento de inercia a refpeito de A G A he nullo, & por
confleguinte hum minimo, Os outros dous eixos principais
ferad duas quaifquer ndiculares G B,
Ifto pofto, feja GM =%, e Mm =dx; os elemen-
tos Mm , Mm tomados de huma, € outra parte do pon~
to G darid a refpeito do ¢ixo G B o momento de inercis

2% d x, cujo inegral he -::-av. Defignando peis a linha ins

1 :
teira por 24, fcrl_ia' 5 0u — M 4% 0 momento de iners

3 .
cia relativamente a qualquer eixo G B perpendicular @
GA,

. Logo, fe GF for qualquer eixo obliquo , cuja inclina-
Gab fobre G A feja = ¢, teremos por momento de inercid

a refpcitu delle a quantidade el Ma? fen g, Além duquc
iflo he evidente, pode dcdug:-fc do que acima nﬂ‘!
a2
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fios , obfervando que na formuls geral M (4% cof 2* <ie
#* cof €2 4 ¢* cof Y* ) temos nefle cafo & =0, b? = ¢*

-_:-la*,cafc:ﬁsg,eyzpao;parquaptmcim

€ixo GC fe fuppoem perpendicular ao plano dos eixos
AG, GB.

493 1I. Seja BM A hum anel circular infinitamente
delgido (Fig, 184.) , cujs mafla fsja M. Affim poderd
confiderar-fe , como huma circumferencia de circulo,
ham dos ei%os principais ferd perpendicular em € ao plano
do mefmo circulo, € os outros dous ferad guaifquer dia-
metros B AC.

A refpeito do primeiro ¢ixo, o momento de inercia (le-
ré Ma? , fendo 4 o raio do circulo, e a refpeito do diametro
BCA feri [Mm, MP: —fa .MP.Pp=a X area do
circulp — &' ¢. Quanto 4 circumferencia , pela qual havemos
reprefentado 3 maffa M, ferd 24¢; logo o momeato de in=

. . M
eccia em ordem 3 qualquer diametro ferd —m— ac¢=

%Hr ; de maneira, que.nsé he mais que huma ame-

tade do momento de inercia relativo ao eixo principal per-

pendicular o plano do circulo,
" 494 Em geral , fe ham corpo M pbde fer confiderado
como huma linha , ou como huma fuperficie fituada em
hum mefmo plano , hum dos eixos principais deveri fer
Fnrpcndicu.!ar a0 dito plana, e os outros dous eftarad nel-
¢ fitnados, Porque he neceffario , para que hum eixo feja
rincipal , que tomando-{¢ nelle huma abfciffa ¥ contada
fde ocentro de gravidade , e as ordenadas ¥ , % a hum
jonto qualquer , tenhamos j'sy dM=o,fékzdM=0
n. 48. ). Porém nefle cafo he fempre » =0 em ordem
4 todos 0s pontos do corpo ; logo eftes integrais fe redu-
zem ambos a nada, e confeguintemente 0 eixo perpendica=
Tar_ao plano da figura he hum dos principais ; € 05 outros
dons effarad neceflariamente fitnades no mefmo  plano,

que devem {er perpendiculares so primeiro.
i f LI, $e sgora confiderarmos a fuperficie de hum
eirculo (Pig. 185. ), cujo raio feja =4 , e confeguinte-
meate amalla M =465 uido: 0s digmstros podersd fer-
- s . ‘U'I‘.I.'
P
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vir de eixos principais , ¢ teremos [y2dM = fz2d M,
Logo o momento de inercia. a refpeito do eixo ( P ) per=

endicular ao plano do circulo he o dobro do momento re-
fativo a qualquer diametro. Ora o momento do anel circu=
lar deicrito pelo elemento M m , e tomado em ordem a0
cixo (P)hez¢.CM.Mm.CM =2¢% dx, fuppon-

do € M =z, cujo integral he -i- %4 ¢, e fendo tomado pa-
ra todo o circulo -;*m ¢ logo o momento de inercia a
refpeito do eixo ( P) he -i Ma*, e a refpeito de qual-
quer diametro -i- Maz,

.496 IV. Em qualquer folido de revolugab (Fig. 186.), o
€ixo dafigura he hum dos eixos principais , ¢ os outros
dous {36 quaifquer diametres da fecgab circular feita per-
pendicularmente ao eixo pelo centro de gravidade. Para o
moltrar , he neceffario que vejamos como tomando fobre o
€ixo G P huma abciffla G P = », ¢ no plano perpendicu~
lar as duas coordenadss PQ = y, Q M=x, teremos
JrydM=o,efrzdM=o0.

_ Sepdo pois ¥ conflante em huma mefma fecgab , tere-
mos nella fxyd M=x[ydM; e porque [y d M expri-
me 3 maffa defta fecgab multiplicada pja diflancia do few
centro de gravidade 4 linha perpendicular em P ao plane
GPQ , fendo efta diftancia nulla por fe achar o centro de
gravidade em P, he neceffario que para cada fec per=
Pendicular a G P tenhamos f#yd M = o, e co inte=
mente em toda a_exten(ad do folido ferdi fxyd M=o,
€ [#zd M= o. Logo o eixo do folido GP he hum dos
eixos principais. .

Os outros dous eftard6 neceffariamente fituados na fec-
§ab perpendicular ao eixo no ponto G ; logo ferib quail-
quer diametros defla fecgab, porque ella he circular. Sen-
do afim determinados os eixos principais, falta conhecer
©s momentos de inercia a refpeito delles,

Pela propriedade do circulo temos primeiramente
Jy? d M = [23dM; logo o momento de inercia relati=
vamente a0 cixo G Pfera 2 [y= dM, ¢ a refpeito de qﬁ

9
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er diametro da fecgab circular feita pelo ponto G ferd

x24d M+ [y2d M. Como x he conflante, quando fe tra-
ta do elemento comprehendido, por duas fecgbes infini=
tamente vezinhas , e como por outra parte a malla defle
elemento he ¢ ZP? dx, teremos [x? d M= [¢Z P2x2 dx,

Ainda que efta formula parece negativa , quando ¥ ohe,
nab deve com tudo o momento de inercia,que refulta de hu-
ma parte do centro de gravidade, fubtrahir-fe daquelle que
refulta da outra ; mas he neceffario ajuntallos fempre 4 por-
que o elemento d M da mafla fempre fe ajunta ao reflo do
corpo , e por iffo deve tomar-fe fempre pofitivo , affim co-
mo [#2 4 x. Efte pequeno inconvenieate fe evitaria , con-
tando as abfciflas da extremidade do eixo.

Reprefentando per ¥ a fuperficic da fecgab do folido,
feita perpendicularmente ao plano GP Q , na diftancia y
do eixo , teremos o valor de ¥ em y pela natureza do fo-
lido, e aexpreflab [y2 d M= [y Ydy. Em fim , fendo
amafla do folido M = [¢y? d», multiplicaremos 0s mo=

mentos achados por -1
‘ cfyrdx

497 V. Su}gpmhamos que o folido he hum cylindro
{ Fig.187.) . Entab ZP he conftante , que faremos =4,
€ o comprimento do ciyiindro = 2.4, Affim teremos [x2dM

i a
=cht. -;—- = ¢ b2 . — para huma ametade do cylindro, ¢

al
JsrdM=cl® o para o cylindro inteiro.

uanto 4 fecgab ¥ , he nefte cafo hum reftangulo , que
tem de comprido 2 &2, ¢ de largo 2 ¥ (b2-y2). Logo f)'" ﬂ:‘

=l4ay2dyy (2 —y? ) =44 [i‘_az_myw —~y%)

[
- %y (¥3—y2) 2 |- Devendo efte integral tomar-fe
entre os limites ¥ o,y =¥, teremos fdy ¥ (2 —y?)
I
= b2 ¢, valor de hum quarto de circulo cujo raio he b, &
© integral fe reduzirs a i—&u: » Cujo dubm-;- b4 ac fe
- K3 ir
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ri igual a f¥* d M tomado em toda-a extenfab do folida?
Por outra parte a mafla do cylindro M =2a. ¢d?; logoo
momento de inercia relativamente 2o eixo do cylindro fe=

M 1
réd 2Ty Mac= T M2, eem ordema qualquer dos

outros eixos ferd

2 I
gt (cl-’- 3—.1' +-;- uél) =

M (-—; :mq--i—frb) . Logo os momentos de inercia @
refpeito de todos os eixos, que paflab pelo centro de gravie
dade, ferad iguais entre {i , quando for -i- an -!--:-‘- b=

-;i;-H', ou 44 =3b%,

498 VL. Seo folido for huma esfera | fie evidente que
os momentos de inercia referidos a todos os eixos que paf-
fab pelo centro de gravidade , devem fer iguais. E porque
fendo oraio = a4, feacha [32dM = ¢ x2d x (a*—2*)

a2xf x ;
=='s ( r —--;— » teremos por valor defle integral ,

fazendo ¥ = 4 , a expreflad ; ¢a$ , cujo dobro -1-4; cat =

Jx* dM tomado em toda a exten(ad do folide. Logo o mo-
mento de inercia em ordem a qualquer diametro he [+2dM

8 x
=-—;a’.4M =—Ma,
15 —cal 5

- 3

499 VII. Quando fe trata de huma lentilha ACBD
(Fig. 188. ), compofla de dous r?mcnms esfericos iguais 5
ou produzida pela revolugab de dous arcos iguais, e fe-
melhantes AC ,A D 30 redor da fua frecha CD, entabo
centro de gnvictadc fe acha em G meiode CD; e fas
zendo DG S€CG =4, AG=BG =¥, oraio dos douy

[2 + g2
;e PD=yp, teremos P 2% =3

arp—pp, eGP=x—a—p.
Serd pois [a? ‘M=Ffd!’(“.'-?)’(1!’f—£r)1

arcos DC=r =




-
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:rm‘(—-——z—npi-}— pa)_;:.;-.;.l,?;_

-s- ps ] . Suppondo p =4, e dobrando efte integral ,
- - ;}
temosfﬁlﬂ—"c(lrﬂ-— -I—ﬂ)-—--t- cal (4% 4=

"')-—--;cu!...c(-—-aibh[--—as)_.._{“ -
5i2).
&rﬁtambemfﬁJM—-iaszudp:-icf(zrp

297 - 3
.5 g ‘( 4riyp —-r;p‘-[-P—-)' Fazendo p=
3
a, ednbrandn,acharcmcs JyrdM= -;-c al (i r2 —
3

t 1 1
— 3 — e i — —
ar = 5_.n'l )_;ots (072 —=15ar4 382 )= o
cal it +5a2 b 10bs) . Porém temos a mafla M=

fedpCarp "'P.‘F)Et(l‘p’ — -;—-pi); logo fazendo

¢ =&, edobrando, ferd M= ;_ ac (m4 302),¢e
e

3 07 4 a2
: 1 a o+ 5a b2 10 b4
i M= —M. : det
I e 3 1A Donde teremos

finalmente por- momento de inercia em ordem ao eixo

,;4 Fso2 b+ 10 b4
a3 b2 e

a refpeiro de qualquer dos nntros dous eixos AB a quantida-

b2+ 10 be
o . [9e g 38 =i T8+ 15 a2 .
de fe2dM A [y2dM= zﬁf. Y s
sco VH. Em fim, fe o folido for hum parallelepipe-
do [ Fig. 189. ), a de:crmmaqa& dos- eix0s principais nab
involve difficuldade. Sab tres linhas [GL X GY ,FGT
couduzidas pelo centro de gravidade parailelsmcme 108
tres

eonfeguintemente [x2 d M = ?'—M a . ’
" o

principal €D a quantidade L
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tres lados. Sejad pois eftes lados AB=1a, AC =10,
CH=1f, e x,y,% as tres coordenadas parallelas con=
duzidas pelo centro de pravidade.

Ifto pofto , como todas as fecgoens feitas perpendi~
colarmente a GI fab =44 f, teremos f¥*d M — 4b f

bf x3
: I#‘-‘i#=4 i . Fazendo # =4, e dobrando ( oude

outrs forte , tomando, o integral entre os limites ¥ =+ &,
abf.2al

2= — a ) acharemos [x2 d M =

$ et ELM"’ ’
por quanto M = 8 4J f. Do mefmo modo acharemos [y? dM
= -;-Mb'—‘, efz2d M=~ %-MF.Aﬁimter:mm por

momentos de inercia em ordem aos tres eixos refpedtis
vamente parallelos 3 AB, AC,C H, as quantidades fg=
guiotes.

-;-,u{ss +11)= S M(AC +CH)
-}H(a’ +fe)= f;u(u!-i-sx*)

-;-M(' Bi) S M(ABEAC).

Eftes tres valores fempre (a6 iguais , tanto no cubo, cos
mo 0os outros corpos regulares.

Sendo baftintemente declarado o methodo , que (e de=
ve feguir , para determinar em todos os calos os eixos prin-
eipais , ¢ os momentos de inercia , acabaremos efte artigo
com a diftribuigad dos corpos em clafles relativas aos fous
eixos principais.

got A primsira claffe (erd pois a dos corpos, que tem
todos os tres eixos principais femelhantes, ou, que tem
os momentos de inercia referidos aos mefmos tres eixos
:'Etais entre fi. Efta proprielade compete a huma infini-

de de corpos, além dos finco regulares,

A fegunda claffe fers 4 daquelles , que tem dous ei=
xos principais ignais entre fi, e conlegnintemente os mo=
mentos de inercia refpetivos tambem iguais. Nefle calo
efta rodos os folides de revolugad , e além delles outros
muizos. A
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A tevceira claffe finalmente ferd formada de todos os
€orpos , que ‘tem -0s tres eixos defiguais, affim como os
momentos de inercia tomados a refpeito delles. Efta claffe
he muito mais namerof(a que as precedentes , e para deter=
minar os eixos principais dos corpos nella comprehendidos,
he neceffario refolver huma equagab muito complicada
do terceiro grio; de maneira, que quafi he impoffivel
determinar os leus momentos em geral.
rcl’m Como os eixos principais podem confiderar-fe a

peito de qualquer outro ponto, que nad feja o centro de
gravidade, dahi refultardd novas divifoens femelhantes ds
precedentes. Mas hum corpo, que pertence a huma claffe,
attendidos os eixos principais que paflab pelo centro de
ﬁnvidade, poderd pertencer a huma clafle differente quan-

o {e attender aos eixos principais que paflad por outro
qualquer ponto. Por exemplo, hum corpo da primeira
elaffe relativamente a0s eixos principais do centro de gra-
vidade , fempre pertencerd aclaffe differente relativamen-
tc 20§ eixos principais de qualquer outro ponto,

ARTIGO 1IV.

Do Movimento de Oftillagad de bumcorto grae
ve ao redor de bum eixo horizontal,

§03 S Eja AMB ( Fig. 190, ) huma fecgab vertical
do corpo , feita pelo centro de gravidade G
perpendicularmente ao eixo de rotagab , de forte que efle
cixo feja perpendicular ao plano da figura no ponto €.
Suppoem-fe , que o corpo faz as fuas ofcillagoens na ex-
tremidade de huma wvara € A G inflexivel , e fem maffa.
Se reprefentarmos a mafla do corpo por M , e a gra-
vidade por g, ferd M g a expreflad da forga acceleratriz
e obra em G pela vertical GL., ¢ o momento defta
rGa a refpeito do eixo de rotagab ferd Mg . H G , fen-
do G H huma perpendicular conduzida do ponto G para @
ﬂr:sical c éI it
uppondo pois CG =f, eoangulo GCH=Q, te-
‘remos Mg .f fen @ lPOr_cutpre{faﬁ do momento d-?ror-:;a
acceleratriz. Logo, fendo W a velocidade angular do cor-
po MAB 20 redor do eixo de ofcillagad , teremos d W =
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ffen @ 7
W;h {n. 481.); quantidade, na qeal frod M

¢ o momento de inercia em ordem zo eixo de rotacad.
Seja M b2 o momento de inercia referido a0 eixo,

¢ pafla pelo centro de gravidade paralielamente a0 eixo
ﬂtntagaﬁ seteremos [r2dM=Mb? 4+ Mf* (0.483.).

Logo dW = J-‘{;’-rf_:—;prg dt. Mas (uppondo que o movi=
dd

mento fe faz de G para H, temos d ¢+ = = $ logo
-f
WJW:Wg&QﬁMP. O integral he w2 —u1

+:|-J:g-‘:£? ; e fl:lppulldﬂ que na origem do movimento

@ licha ¢ G fazia com a vertical CH o angulo @, teremog
@ =G, quando W =o logo em geral W2 = 2fe

2+
(0f @ = af G).

§o4 Ora hum pendalo fimples | que tivefle fido a0 mefmo
tempo que o corpo M delviado da vertizal até fazer cont
ella o angulo. €, e que fe achaffe stuslmente n3 diftancia
@ com a velocidade angular W, fende o feu compri=

: [34 b2 e
mento L = =———— , teria igualmente por expreflad

f
do quadrsdo da fua velocidade angular W2 = ?—:%e

(caf P—cofQ ). Logo 50 pendulo fimples , que tiver o
2 2
comprimento L = ————— , deverd mover-fe precifamen~

te como o corpo M ; fard as fuas ufci!laﬁums no mefmao
tempo ; e lhe ferd confeguintemente ifochrono.
so§ Se concebermos na direc}aﬁ de € G hum ponto

2 p2
, elte ponto fe

grave O na diftancia CO =L =

moverd como fe foffe livre, ifto he, fem gue as outras
partes do corpo perturbem o feu movimento, porque en-
tad he C O igual a0 comprimento do pendulo fimples , que
faria as fuas ofcillagoens no mefmo tewpo que o unrtn. .
b, 050
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~ Logo o movimento do corpo fe faz , como fe.toda a
fua mafla eltivefle concentrada em O ; porque entad o
ponto O teria fempre o mefmo movimento , ¢ as outras
pattes feguiriab fem refiftencia o movimento delles & por
iffo fe chama efte ponto Cemtro de Ofcillagad. ;

o6 : Difto fe fegue , que quando hum cerpo he obri-"

o a mover-fe 2o redor de hum eixo fixo , a fuz mafla
nab deve ji confiderar-fe reunida no centro de gravidade,
mas no centro de ofcillagab, o qual he o que fe mov
como fe toda a mafla eftivefie nelle concentrada. )

Segne-fe tambem , que o maior effeito que pide pro-
duzir {obre ontro corpo a percuflad de hom movel , que
gira ao redor de hum eixo fixo , deve ter lugar quando o

olpe he dado pelo centro de ofcillagaG, ou a0 menos par
ﬁnn:' ponto que igualmente diite do eixo. Efta he a rafa6,
porque o centro de ofcillagad fe chama tambem cemtro de
percuffad. '

go7+ Mas para illuftrar , e confirmar-ao0 mefmo tempo
efta verdade , feri conveniente moftrar , que quando hum
corpo gira ao redor de hum eixo fixo , a relultante das
forgas de que as differentes particulas (26 animadas , paffa
pelo centro de ofcillagab , ou a0 mengs por huma diﬁan—
cia igual 4 delle, a refpeito do.eixo.

Seja A € P o eixo de rotagad ( Fig.191. ), G o cen-
tro de gravidade , 4 M huma partculs qualquer do corpo
fitnads em M. Do ponto M tire-fe M Q petpendicular an
plano GCP; e do ponto Q , QP perpendicular a CP.
Affim defi o por W a velocidade angular do corpo,
teremos W ., P M por expreflad da velocidade do elemern-
to dM pela d.irw?& Mm perpendicular a MP, e W.PM.
d M por expreffab da forga do mefmo ¢lemento. Donde
refultard a forga W.QP.dM pela direcgab Q M, ea
forca W.Q M .24 M parallela a Q P. Eftas vitimas forgas
ferib mutvamente deftruidas, por'quanto f[QM.dM=o;
porém fem embargo de fer 3 fua refultante nulla, como
obra & huma diftancia infinita , o momento que produ-
zird a refpeito do €1Xa A P feri finito, e terd por valor
W.[foM2. 4dM.

A refultante das forgas dirigidas por Q M ferd perpen-
dicular ao plano AG €, e o feu valor ferd W [Q Pd M
—W.M.CG, que chamaremos R. O feu momento a
refpeito do eixo ferd =W QP2 . d M, ¢ a (ua dilftans

i ci2
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o e JOP2 . dM
Cif $0 Melmo §ixo 1= s .

Mas em lugar das forgas parallelas a2 Q P, que fem
embargo de terem a refultante nulla produzem o momen-
to WI}OQ,.M 2.4dM, pode fubftituir-[e a forga R na dif=

o WlOM:.dM  [QM?. iM
tancia do eixo R , ou T Logo
em lugar de todas as forgas, de que as particulas a6 ani-
madas, péde fubftituir-fe a forga R refultante das for-
Gas dirigidas por Q M, cujo valor he W . M.C@G, ap-

; . . . JOP.dM [Q M:iM
plicando-fe na diftancia do eixo e s

PM2.dM
.':LATTG—' Logo a forga , que refulta das que ani-

Mab a cada huma das particulas do (yftema , paffa por hu-
ma diftancia do eixo igual 4 do centro de ofcillagad , ©
confeguintemente nefta diftanciz he que a percuffad ferd
mais forte.

508 ER4 claro, pelo que temos demonftrado, que pa-
fa determinar o movimento de ofcillagaé de qualquer cor-
po de volume finito, 2o redor de hum eixo horizontal,
nad he neceffario mais que conhecer bem a diftancia do
~centro de ofcillagab ao ponto fixo , ou ( que vem a fer o
mefmo ) conhecer o comprimento de hum pendulo fimples
ifochrono nas fuas ofcillagoens 4s do mefmo corpo.

Sendo pois r a diftancia de qualquer particula dM do
€orpo a0 eixo de rotagab , fr? d M o momento de iner-
¢ia relativo ao mefmo eixo, e fa diftancia € G do cen-
tro de gravidade ao mefmo eixo, teremos a diftancia do

s .

eentro de ofcillagad L = . Donde fe v&, que

# difiancia do centro de ofcillagad an cixo be ignal ao mo-
Micnto de inercia relativamente ao cixo , dividido pelo produ-
¢ da maffa do corpo multiplicada pela diffancia do centro
de gravidade ao mefmo eixo.

“ Se M b2 reprefentar o momento de inercia, a refpeito do
€ix0 parallelo que paffa pelo centro de gravidade , teremos
JrrAM =Mbz + Mf2; logo a diftancia do cc.ﬂﬁude

I.-
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Mb=2 2 b2
et 4 =f+4 s 5t Donde fe vé

gue efte centro elti fempre mais diftante do eixo que o cen-

bfcillagad L =

2
tro de gravidade a quantidade pofitiva GO = 2 . Affim 5

pelo que acima temos dito dos momentos de inercia , fem
difficuldade fe podem determinar os centros de ofcillagad.

Exemplos.

go9 L Uando fe fazem as experiencias fobre os
pendulos,, ordinariamente fe ufa de hum

lobo AM B (Fig. 192. ), pendurado por

hum fio de metal muito delgado. Defprezando pois a maffa
do fio, e fuppondo o raio do globo = &, e a diftancia
do centro delle ao ponto de fulpenfab = f, teremos b?

= D pa ( n. 498.). Logo adiftancia do ceatro de of-
‘ -

b2
cillagab 20 eixo, ou CO=f -+ & s e feas ofeil
lagoens forem pequenas, ferdi a duragad de cada huma

V()

Quando f =0, e guando f—= €9 , o pendulo fimples
ifochrono fer4 infinitamente longo, Por tanto , entre eftes li-
mites devers -haver hum minimo ; e etz terd lugar , quan-

do for f=bv :'— Entab ferad as ofcillagoens Feitas
com 3 'pmntid:& maior que he poffivel 5 e fendo peque~
2

nas, cada huma terd por duragab ¢y — .

§1o Para que efts pendulo faga cada huma das ofcil-
Yagoens em hum fegundo , he neceflario em geral que

fayZ e
GV(-T—’ ) = 1, ou ( que vem a fer o mefmo )
‘ 2

que f2 4= — b2 -._-.{5 3 e confeguintemente f = JT.
5 62 e
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: g, - 3 I
&V(“; b “)- Donde feve, que ha fempré

dous modos de fufpender hum globo de maneira, que fags
cada ‘ofcillagad em hum fegundo. ;
Se o raio b do globo for pequeno, he neceffario que
a diftancia do centro delle ao ponto de fufpenfad feja re-
. . 2 .
prefentada por hum defles valorss Ei; - Lape c? s on

, 1
2 b .‘-’-. Mas nefle ultimo cafo, bem fe vé que o

5
ponto de %ufpcn!’aﬁ cahiria dentra do globo , e muito perto
do ceatro. Por iffo nab fe ufa, fenab do outro valor, toman=

S o 2% o
dnf_;—r,’ +‘V—(—4—r—" p 52).
§tt Os dous valores de f feriad iguais em geral , fa

. | S AWEEE: o 5 .
nvcﬂ'emos-:‘—‘-_. : bt nui-....-‘T\f 5 Logo ,

como -ﬁ- he o comprimento do pendulo fimples de fe-

gundos, o qual he de 440, ¢7 linh. , feria neceffario que
© raio do globo foe de 348 , 3 linh,, oudea pés, ¢ poik,
0, 3 linh. Entab o intervallo CG (Fig. 194. } entte o

centro' ¢ o ponto de fulpenfab feria ;—':-—:- , 00 a ameta-
de do pendulo fimples de fegundos , iflo he, 1 pé 6 pall, 4
linh. e % Condyzindo CF perpendicular 3 AG, he fa-

: c 2
cil de ver que cof AF = -—f—: Y 5+ ¢ que 0 acca

A F he confeguintemente de §9°46° Sendo affim deter-
minado o diametro do globo, ¢ o ponto de fufpenfab C,
s ofcillagoens delle (e farab em Lum fegundo,

Se fizermos ofcillar o globo ao redor do ponto A,
teremos f=b; logo o comprimento do pendulo fimples

ifochrono fera -;-_é; ¢ querendo que faca huma ofcillas

G5
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€15 por fegundo , deveri fer o raio:& =3, 440,

~

)
47 linhas = 1 pés , 2 poll. 2 linh. e ';' .
s12 1I. Confideremos agora hum pendulo compoflo de

dous pezos A , B ( Fig. 193. ), que [upporemos esfericos,
€ enfiados em huma vara inflexivel , e fem mafla C AB.
$ejab « ¢ G os raios deftes globos, 4 e b as diflanciass
refpefivas dos feus centros so ponto de fufpenfzd €. A dife
tancia do centro de ofeillagab , ou o comprimento do pen=
duolo fimples ifochrono , ferd

2 3
A(&“+-—;¢’J+B(_b’+-—s- )
C0= -
Aa-+Bb
Ifto pofto, qual he a diftancia 4 em que deve por-fe o
corpo menor A, para que as ofcillagbes fejad as mais pron-
tas , que podem refultar defte pendulo ? Entag deve o pen-
dulo fimples ifochrono €O fer hum mimimo ; e confeguin-
temente differenciaremos o feu valor fazendo g variavel

€ teremos A’(n’+%n=)+43(b=+ —:—G’J:

Y 2Bb 3
2 A2 a4 2ABaV, ilto he, a* 4 4:—5-52-5

%(5:4...:; ) 3 donde fe tira:

'é o comprimento do peadulo fimples ifochrono fe achard
=2a. Bem fe v&, que dos dous valores de 4 fomente
o pofitiva pode fatisfazer ao cafo prefente. B et

Se os dous globos forem homogeneos, teremos i)

f cr 2 [ad]
¢ confeguintemente 4 = —“-;-.i,q- V[:-‘— at .1..;.&.. (b
AN a
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g )+E: b2 ] 3 € fe os raios delles forem muito pé
5 - =i

quenos em comparagab de € B, ferd proximamente

B B B2
s=—gb+s )V (F43)-
513 . Se¢ foffem tres globos A.B,C, o3 feus raios
«,C,¥y, e as diftancias a0 ponto de fulpenfad corta-

das do centro 4, b,¢, a diftancia do centro de olcil-
lagad feria

4@+ et )+ B4 = C)4C(a 4 29)

AasgyBb4Ce 2

¢ affim_por diante , qualquer que feja o numero dos corpos.

514 III. Se hum globo A M K (Fig. 195. ), fufpendido

da vara cylindrica F A, ofcillar ao redor do eixo horizon=

tal D € E, determinar-fe-ha o feu centro de ofcillagad €O
da maneira feguinte.

Seja A o pezo_do globo, B o do cylindro, 2 o raio do
globo , 24 o comprimento F A do cylindro, 2 b o fen
diametro, f a diftancia C A, G e O os centros de gravi-
dade e de ofcillagad do fyftema. Como o centro de gra=
vidade do cylindro eftd em I meio de F A, teremos pri-
meiramente (A 4+ B)CG=A.CB+ B.CI=A(a4f)
-+ B (f—=F). Depois acharemos o momento de inercig

do globo em ordem ao eixo DCE=A(f+a)? -l-i--ll#’,
€ do gylindro em ordem a0 eixo horizontal que puj!'a pe=
lo feu centro de gravidade I=B (—; b4 -}b’)(ug?.),'

X 5 Ly 1
¢ em ordem 20 eixo DCE =B — 2 3 — h34.(f —b)*1;
[3 +4 +(f-8)"1s

Logo ferd s diftancia do centro de ofcillagad

! A[i""-(.f.-'l"'ﬂ)’]ﬂ[—l-i*.{- -‘-—5:..,(!._;).]
go=—2 LRRER.

A(fXa)+B(f=b) :
415 Pas
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€15 Para que elte perdulo feja de fegundos, he.ne-

ceffario que O = -% . Com efta condigad fe determi-
¢

nard huma das quantidades que fe achab no feu valor , o
que fempre poderd fazer-fe pela refolugad de huma equa-

6 do f{egundo grio,
ISF.(C.'men:lf::g-:- eixo de rotagab fe acha no alto da vara , te-

mos f=2b, ¢ o valor precedente de € O fe muda no
feguinte
AR
A(%d’ +4ﬂ+45’)+3(-;- Beoit)
co= - .
A(zbya)+Bé

Supponhamos, por exemplo, A4 = 15 libr . B =

f

2
1

CA=2b=3pés,a -4—pé, e que o diametro 2 b

libr.,

de F A he muito pequeno em comparagad do feu compri-
meato , de forte que fe poffa defprezar — 3 ¢ achare-
mos C 0= 3,2528 pés. Se a mafla da vara fe defprezaf~
fe , teriamos € O = 3, 2§77 ; € 0 erro feria de -l%dchu-

ma linha proximamente,

§16 IV. Examinemes em fim o centro de ofcillaga de
hum pendulo compofto de huma lentilha BGDF (Fig.196.),
fulpen(a de huma vara A B de figura parallelepipeda , co-
mo fe ufa de ordinario, Aqui nabd reprefentamos mais que
:fiacn;nﬁ perpendicular a0 plano , em que fe move o pen-

ulo.

"S¢ja FG=2a4,BD=32b,AB=2f,CB=b, a lar-
guradavara ib=m, e aefpeffura =, o pezo dalen=
tilha=L, e o da vara = P. E primeiramente , fendo o
centro de gravidade do pendulo em hum pento G, eada
vara em hum poate I, teremos ( L A—PE?G:L .EC
+P.CI= L(b+b)+P(b~Ff). Depois por momente
de inercia da lentilha em ordem ao cixo FG teremos g

':widndcé " g e +;::;+ i (n.499.) ;¢
: - - l ‘i
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confeguintemente em ordem ao eixo horizontal TCV &

7 a4 e 15 a2 2 4+ 10 b4 _
I +L(bE

b)*. Em fim por momento de inercia da vara relativae
mente ao €ixo que palla pelo centro de gravidade I, te=

I
Temos — P(41* +n*) (n. yo0.) , ¢relativamente 30

quantidade iy ih
20

¢ixo T C ¥V ferd o momento della -1—1; PCafrebnt)-
P(bh—f)*. Logo
-;—UL(;rav{-rs a* b 10 b4
CoO=

(@ #3/) (LG T+ P (b)) T
LCb+bY + —=P(af $02)4 P (bof )e

: L(b+b)+P(b—f)
quantidade,, que’ fe devers igualar a ;2— s querendo que

o tempo de cada ofcillagad feja de hum fegundo.

517 Huyghens foi o primeiro que indagou felizmente |
e que determinou por him methodo direclo os centros
de ofcillagab dos planos e dos folidos ( Horol. Ofcil. Pare,
1V, Prop. XXI &+ XXII) . Todos fabem como efte gran-
de homem pofluia o taleato de conduzir as theorias mais
elevadas aos ufos da maior utilidade , e quanto lhe a6
devedoras todas as partes da Mathematica. As artes nad
Ihe devem menos,” principalmente a da Relogiaria. De-
pois de haver feito nefte genero defcobrimentos immore
tais, teve a ida de os applicar 4 indagagad de huma
medida invariavel , ¢ bem deprefla deduzio do pendulo
fimples ifochrono a exiftencia della. RBisaqui, qual foi ¢
feu raciocinio.

Se hum relogio de fegundos for bem ajuftado com o tem~
po medio por obfervagab das eflrellas ; ou por outra quale
quer que feja propria. para iffo, nab ha coufa mais facil do
que procursr hum pendulo fimples, que faga as (uss of4
&illagoes no mefmo tempo, Bafla alongar , on edcurtaro

: 2
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fio , até caincidirem bem exaftamente por hum quarto , ou
meia-hora quando muito , as olcillagbes dos dous pendulos.
Tendo chegado a efta precifab , nad ha mais que medir
com muita exaltidad a diftancia do ponto de lufpen(ad
m0 centro de ofcillagab no pendulo fimples; porque divi-
dindo efta diftancia em tres partes , cada huma dellas po-
derd fervir de medida invariavel , ¢ univerfal. O mefmo
autor lhe den o nome de pé boravio.

Bem fe vé com effeito, que em quanto a forga da gra-
vidade for 2 mefma no melmo lugar, nab péde haver mu-
danga no comprimento do pendulo fimples. Os feculos
vindouros poderib pois verificar , e determinar as medi-
dss aftuais, comparando-as com efle comprimento inva-
riavel , no cafo de que g:eln decurfo dos tempos ellas fe
glterem , ou fe percad. Baftari, por cxemlglu » que a pofl-
teridade’ faiba que o pendulo fimples de

Paris de 3 pés Elinhue.l-i_:’-,pan concluir que o pé

regio era para o pé horario como 43200 para 44057. Se
os antigos tiveffem affim fixado as fuas medidas, nj;ﬁ ha-

egundos era em

veria tanto que difputar fobre as dos Hebreus , dos Egy- .~

peios , dos Gregos, ¢ dos Romangs.

ARTTG O~V

Das duas efpecies de movimento que pdde to-
mar bum corpo livre , fendo impellido por
buma direcgas , que nai paffa pelo [ew cen-
iro de gravidade,
g18 S Eja M hum corpo qualquer ( Fig. 197.),¢ @

o fen centro de gravidade. Pergunta-fe, qual
feri o moyimento delle, fe qualquer potencia A o folli-
citar por huma direcgadb A F, que nab pafla pelo entro
de gravidade ?

Ja temos vifto, que o centro de gravidade deve mo-

ver-fe , como fe a forga motriz lhe fofle immediatamente
#pplicada pela direcgab parallela G E ; e confeguintemen-

¢ tomard por efta linha a velocidade %' Tambem vi-
a mos
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mios , qué a0 mefmo tempo que o centro de gravidade e
adianta. com o movimento progreflivo, as outras partes
devem girar & roda delle, como-fe eftivefle fixo,

i Supponhamos pois que a rotagab fe faz a refpeito de hum
eixo perpendicular em G ao plano da figura, e feja W
a velocidade angular que tomard o corpo ao redor del=
fe, f a perpendicular GF, A f o momenio da forga mo-
triz , e Mk? 0 momento de anercia em ordem a0 eiXo
de rota¢ab., Aflim teremos por expreflaé da velocidade

inicial de rotagab W = Mas efle eixo de rota=

Mh2
gab, ¢ efta velocidade confervar-fe-had por venturs do

mef{mo modo nos inftantes feguintes ? _

~ g19 Para refolver efte problema , he neceffario bufcar
m geral quais fab em qualquer corpo os eixos , av redor
05 quais fendo huma vez pofto em movimento , deverd

gonfervallo uniformemente, fem variar de eity de rotagab.

Seja A P o eixo procurado ( Fig. 198.), G o centro
de gravidade do corpo, M Q huma perpendicular ao pla<
no GAP conduzida do ponte M , onde fe acha o ele-
mento d M, G A ¢ P Q duas perpendiculares ao eixo con<
duzidas dos pontos G ¢ Q. Supponhamos A P=x,PQ
=y,9M=1=, avelocidade angular do corppo =W ; ¢
teremos W PM dpar expreflab da velgcidade de rota-
¢ab do elemento d M . Donde ferd a forga c?’mifuga del-
- : 2 2 :
le pela direcgab P M reprefentada por ot P MM M
(n.407.) =W*PM dM. _ _

Efta fofca refolve-fe" em duas, huma por Q M= W1,
zd M, e a outra parallela a P O =W3ydM. A refultan-
te de todas as forgas W2 .%d M deve fer nulla, porgue
Jxd M=o, e a refultante de todas as forgas we.yd M
devera fer — W= .M., G A. Mas he neceflario , que 0 ¢ixe
AP (eja tal,, que as forgas centrifugas fe fagcab mutuamen-
te équilibrio, e que nab ‘pofflab confeguintemente alterat
a velocidade lar , nem o mefmo eixo; Logo W2 M.
G A =0, ifto he, deve o ¢ixo de rotagad paflar pelo cen:
ro de gravidade, : 3 .

§20 Mas alem difto ainda he neceflario mais} porque
as forgas W2 [z d M ¢ W? [y d M ainda que npllas em §
melmas , como e devem conceber aftuando €m diftancias
L o infini~
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SJxzd M fxyd M

"Thfinitas

Taam—’ » produziriad mﬂ-
mentos finitos W2 fxzd M, e W2 fxy d M, capazes de
fazer variar tanto o eixo de rotagab, como a velocidade
angular, Logo he tambem neceffario , que feja f¥zdM =o,
€ JeydM=o, para que o effeito das forgas centrifugas fe-
ja abfolutamente deftruido. Porém as formulas [xzdM =o,
Sxyd M=o nab tem lugar, fenab quando A P he hum
dos eixos principais. Logo podemos concluir geralmente,
re em qualquer corpo lwre os wixos principair do centvo
de pravidade (a0 or umicos, ao redor dos quais fe perpetua
uniformemente qualyuer movimento primitive de votagad. !
por coafepuinte 5 a folugad do Problema fuppoem , que
© eixo perpendicular em G -ao plang da figura ke hum dos
€105 principais,
$21 No movimento, de que tratamos aqui , caminhan-
do o gentro de gravidade G uniformemente pela linha G E
(Fig. 199. ) , e girando as outras partes so redor de G (g-
gundo K L, deve haver neceflariamente na refta FG K
-perpendicular a G E hum ponto €, coja velocidade de ro-
tagab perpendicular a € G feja igual 4 velocidade do cen-
tro de gravidade, e que fique confeguintemente em def-
lc?ncio por hum inftante. Efte ponto he o que M. Bernoul-
li chama centro efpontanco de rotagad.

" Para o determinarmos, reflectiremos que j—': exprime a
velocidade do centro de gravidade commua a todas as par-
tes do fyltema, e ey

roda do centro de gravidade , e confeguintemente que

A
—f--c G he a velocidade de rotagab do ponto €. Logo
2

a velocidade angular do corpo &

- Af A . kt
te:cmosﬁ-cc_.-ﬁ,eca_.-—. Donde fesfe-

ue, que o ceatro efpontanco de rotagad mas be coufa dif-
fe_ru:r_dq centro de ofcillagaé do corpo , fuppondo que clle ?’-
cilla ao vedor de bum ¢ixo perpendicular em F ao plano da
Jigura 5 e confeguintemente fe determinard pelos melmos
principios.
39. Daqui fe pide facilmente entender a origem .do
. Z 3 movi-
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movimento de rotagad dos planetas. Huma fimples forq(l
de projeccab applicada por huma direcgab , que nab pal-
faffe pelo centro de gravidade, baftava para produzir fi-
multaneamente 0s movimentos periodicos, com que elles
defcrevem as fuas trsjeftorias, e o8 movimentos de ro-
u%lﬁ, com que girab ao redor dos feus proprios centros 3
e bem facilmente fe pode determinar a diftancia do cen-
tro, onde devia fer applicada efta forge, para produzir
os movimentos que conflab das obfervagbes.

Seja o corpo M huma esfera (Fig. 197.), e o feu

riio =R e teremos Mk*:-—?_—MR*-i-MP,W:
Af '

-

— MRS+ M2

A 5
— e -l—.—. ==
, on f2 va SR o, e

A A A2 2
conleguintemente f— = ——Rz
" ) o f MWV “44“"" )
Para applicarmos ifto a0 movimento da terra , reflecti-
remos que fazendo ella s revolugad diurna em hum dia
¢ a periodica em hum snno , ferd a velocidade angular

a0 redor do fol reprefentada por -g%pmximaménu ; €

fappondo que o raio da orbita annua he de 22070 fe-
midiametros terreftres , ferd a velocidade de Imjecgaﬁ re-

prefentada por PR =4 e = — - E fubfli-

: 3
tﬂlndgt efle valor na equagab precedente, teremos f=—
2100 = E3 |
—-.._.___V[(:zm.n ...iR’]= —-Rproxima’
73 3 73- / 150
mente , eomo M. Bernoulli achon por outro methodo,
Achado o valor de f, podemos determinar o centro

efpontaneo de rotagad (Fig. 199.), € teremos CG =
R4 .
= 6o R proximamente ; refultado muito no-
tavel , por dar efte centro coincidents com a diftancia
da Lua. He difficil de crer, que ifto faccedefle aflim por

ecsf0, mas mais difficil ferd aflignar a connexad phyfica,
que
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que tem 3 Lua com o movimento diurno da terra. §5.
. 522 Prosv. I. Vindo hum corpo duro m ( Fig. 200.)
com a velocidade ¥ encontrar outro corpo tambem du-
ro M perpendicularmente 4 fuperficie delle, mas por ha-
ma direcgad 1K , que nab paffa pelo feu centrode gravi-
dade G: pergunta-fe, qual ha de fer o movimento de
ambos elles , fuppondo M livre, ¢ em deflcango.

. Seja @ a velocidade do corpo m depois da percuffad,
deforté que m (¥ — ) exprima a quantidade de movi-
mento por elle communicada ao corpo M fegundo a di-
recgab I K . Sabemos ji que o centrode gravidade G-fe
ha de mover, como fe efta forga lhe foffe immediata-
mente impreffa por huma *direcgad parallels G E 5 e affim

.terd. por G E a velocidade =

bemos , que as mais partes do corpo deverdd girar ao re-
. mf(¥V —v)
dor do ponto G com a velocidade angnlar W D57 o

reprefentando f 2 refta G K perpendicular a T K, e MA2
o momento de inercia a refpeito do eixo perpendicular em
G a0 plano da figura , eixo a0 redor do qual o corpofe
'fuTotm girar,

gora he neceflario, que a velocidade do ponto de con-
tacto I fegundo a direcgab IK feja igual 4 velocidade »,
que refta a0 corpo m, a fim de que efte 026 poffa mais
aftuar fobre o corpo M. Ora em virtude do movimento de
rotagab ao redor de G, a velocidade do ponto I perpen-

- Por outra parte fa-

dicularmente a GI he mf(;:-n) . GI, donde re-
fulta por IK a velocidade m(_l;:-:)ﬁ 5 ¢ efta junta-

mente com a velocidade progreffiva do centro de gravi-
dade deve fer igual a w. Logo teremos a equagad
m(V—ao)fz m(V—27)

=, da qual fe tira
M H q v

m(ftkdV :
— - ‘ :
SH(ErR)FME Logo feré  velocidade do cen

3 m(V=2) mk:V
. eIy
c
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e a velocidade angu}n;' de rotagab so redor do poato G
m

ferds W= 3 com o que {e tem re-
R L T U bt st
folvido o problema propofto,- -

. 8¢ fofle f =0, teriamos a velocidade v —

s do centro de pravidade = M’:z; =%, ¢ a velocida-
de angular W = o. Com effeito , fendo entad direfta a
percuflab, e determinando-fe o movimento pelas formulas
ordinarias { n. 447. ), fe achatia 0 mefmo refaltado.

523 Prosn. II. Dous corpos duros e esfericos 4,48

( Fig. 201. ), fulpendidos dos pontos fixos C , ¢ pelas va-
ras mflexiveis € A, ¢ 4 vem a encontrar-fe com as velo-
cidades angulares ¥, v: qual ferd o feu movimento de-
pois da ﬁlifaﬁ? - -
. Sejad V!, ' as velocidades angulares , que elles teris
depois do encontro. Pelo principio geral feri pois necef-
fario, que as velocidades ¥, v' nab fe embaraffem mu-
tuamente, € que 0s corpos A, # animados das welocida-
des lares ¥ — ¥ , v~ 2’ fagab equilibrio entre i, Con-
duzindo CB=F, ¢ ¢b =/, perpendiculares 4 linha A&
que pafla pelos centros e pelo ponto do contatto , efti cla-
10 que a primeira condigab exige que as velocidades dos
pontos B,; feiad iguais , e confeguintemente teremos
r F:.'l' .

Em fegundo lugar, cada icula d M do corpo A fi-
toada nug.diﬂam:inaﬂ'f do cixrrgfendo animada da wvelogi-
dade (¥ —F’)r, que ella ha de perder, di relativamen-
te a0 mefmo eixo o momento (¥ —V¥')r2dM; logoa
foma dos momentos ferd (VF—¥/) rdM=(¥V-¥")A.
K2 , chamando A .K* o momento de inercia do corpo 4
a ‘relpeito. da eixo C. !

Donde fe fegue, que o corpo A4 animado da velocidade
(v ~vHAK2
. F
applicada em B pela direcadb A B. Do mefmo modo o
corpo 4 animado da velocidade angular »—2" he equivs-
(v—2')alk2 ;
~———— applicada em & pela

‘ direc-

angular ¥~ ¥ he equivalente 3 huma forca

leate 3 huma forga
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direcgab A B. Logo, pela fegunda condigab, he necefla-
(V=V')AK2 (2—2')als
F + 7 =0y
Efta equagab juntamente coma outra ¥'F=2'f , deter-
minard as velocidades angulares ¥, o', cojos valores fab
. fCAK¥f1ak*oF)  _ F(AK¥Wf4+akiaF)
V= Ak e vale B AR 4 an e
§24 Até aqui temos fuppoflo os corpos duros; mas (2
glles follem elafticos, as formulas achadas carecerisb das
modificagBes, que a elafticidade requer. Porque éentab rel-
ftituindo efta forga ae corpo A em fentido contrario a ves
locidade ¥ —¥’, que ell¢ tinha perdido pela compreflzb
nab lhe reftard mais ‘que a velocidade 2 ¥ —¥ . Do me
mo modo o corpo # tendo ganhado pa compre![z& a velo-
cidade v'—w, pela fua elalticidade ganharia outro tanto,
€ depois da percuflab teria a velocidade 2 o' —. Subfli-
tuindo pois em lugar de ¥', %' os valores que acabamos
de achar, teremos as velocidades anpulares
B e AffR2V4z2afFkto —aFjey
gy AR Tl
akr o4 AfFK2V—Af2 K2y
NP5 AR it oo e
Antes da collifab huma particula d M do corpo 4
fituada na diftancia r do eixo de rotagab . tinha a velo-
cidade r ¥, e a forga viva v2 ¥2 d M ; logo a forca viva
do corpo A era V2 frrdM=VF*.AK?, e zfomadss
forgas wivas dos dous corpos F2.AR? <4 22, a4 k2 Efl; fo-
ma veio a fer depois da collifab AK=( 2V —p)2 ¥4
(20'—2)2, ou V2. AR2 422212 X 4 AR (Y —p)
=~ 4 ak? v’ (v'— 7). Porém he facil de ver, que os dous
ultimos termos fe reduzem a ::nda; porque as ‘duas equa-
2 —_— 2 i
ghes V'IF=a"f, ¢ AN (; L) + - (;’ v) =
0,das V' (V=V)AK? + 9/ (vl—2)ak® =o. Logo s
foma das forgas vivas he fempre a mefma antes e depois
da collifab , quando os dous corpos fab perfeitamente
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