











O EHRD i /
RESOLUGAO ANALYTICA
| PROBLEMAS GEOMETRICOS»

INDAGAGAO DA VERDADEIRA ORIGEM
DAS QUANTIDADES NEGATIVAS.

POR

JOSE JOAQUIM RIVARA,

. SEXTO LENTE NA FACULDADE DE MATHEMATICA
I DA UNIVIRSIDADE DE COIMERA,

- -
COIMBRA:

KEALBREAL IMPRENSA DA UNAVERSIDANDE.G

r81h,







eI (3 N ———,

ADVERTENCIA.

OS problemas, de que damos ao Publico a Re-
solucdo analytica , sio tirados do tome VIIL. dos
Opuse. Math, de & Alembert , da Algebra de
Bezout, e da de Simpson. Por ella se veri , que
os embaracos e paradoxos, que se encontrio na
posicio das linhas , que as raizes h'egaﬁiai das equa-
cdes dos mencionados problemas representio, pro-
cedem daquelles Geometras se terem desviado da
lei da continuidade geometrica, a qual nas nossas
solucoes observamos e rigorosamente seguimos ; e
pov onde vimos no conhecimento da verdadeira
origem das quantidades negativas, e que ellas nada
tem de arbitrarias e hypotheticas. E porque a theo=
rica luminosa das referidas quantidades he de um
grande soccorro no progresso da Analyse, julgamos
conveniente expor e publicar as solugdes seguintes.
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RESOLUGAQ ANALYTICA

DOS

PROBLEMAS GEOMETRICOS.

"PROBLEMA L

i

X Cﬂndrshdm uma recta , que corfe a ecir-
ewnferencia de um circulo dado , por um ponto tomeado
dentro_ ou fira deﬂa s de posicdo determinada , isto he a
que ,}3"#9 com o diametro um angulo dado, achar as
partes da mesma récte comprefiendidas entre o ponio
€ @& elrcumferencia.

Seja (Fig. 1) o circulo EBFE, o ponto A, € a rects
Bd. Abaixe-se a perpendicular BP. Denote-se EC por -,
I.A.pora, EP por 2, PB por v, AB porz, e por m
a tangente do angulo EAB, medido no circulo proposto.
He hluﬂa que a equ.aciin

-

y=-— En‘.—-;r]

tpu por lugar a recta AB, utn he, determina_a sua po=

sigio ; ¢ que o seu valor he dewrmmadu pela equagip,
2= (a~—2) 4"

Substituindo’ pois nesta o valor de y tirado da primeira,

umm“ . r!=1
g (8—a2) =z b
Bto he ,

=g e map TR,




valores, que substituidos na equacao

. ’ BTAR Y AT ’
N " i J'_'?‘{a—:.)I‘ AW iad
dario . m's
A — B e
> r=t=-m*

Como porem s interseccies da regta e do circnlo cor-
respondem as mesmas coordenadas ; se na equagio do
cireulo y°' = arr — &, introduzirmos os valores achados
dex ¢ y, leremos. a. equagio

ar{r—an
A i L_._l__:za{zr-—ﬂ).

Ve m

cujas raizes seriio as expressoes de AB. Assim @ primeira

z

—rfr—a) 4 '\/ e :—.‘m‘-a_{_z._r'—_a}

\/ ;‘ -+ m"
essencialmente positiva serd a de AB, e a segunda
_——i(f'-—a)—v,r‘+m’¢(ar—ﬂ}

-
-

L

Il

negativa, a de Ad. 'Jr e

2 Para virmos no conhecimento das linhas pertena
centes ds raizes , que correspondem 8 x', reflectiremos ,
que nu passagem por go' do angulo EAB, se faz ne-

gativa a expressio da serante :,/ r' = m’, e conseguintes
mente a esie caso p'emncér’ﬁ o valor »'. Pelo que , fa-
zenido o angulo FAD = FAB; esubstituindo os valores’
dex' ey na equacio y' — arr —'x', teremos

FTE zJ_'l[r—_d

J:zza(ar—a:},

\X r m

donde se tirfio as raizes

?‘!:"—'ﬂ)-{- Jr'-l—rq‘n{nr-—-ﬂ]

V’r’ -t




|

Ce)

rir—a)— 'Jr‘-r-m’u(arf_aj
3= == ;
\f r == m’
a primeira das qnaes essencialmente positiva mostra o

valorde AD, ‘e a segunda negativa o de A b, Finalmeiite
. depois do que fica declarado concluiremos as quairo rais

es seguintes
_-—r(r—-,a)+\/r‘+m alxe—=—n) B
S SR —— = AB,
G ¢ g
— .r[r—n]-l-_\/ r'+m‘a(::r--u)-“__l_.ﬁn’_
V‘ rAdm?

=——l‘l.’r—ﬂj'—‘)‘.“+m u{l‘zr—a'} A

VAT

sr—= rr—a)—y 7 + m'a(2r—a)

———— = — A&

e

r‘+m

3 Agora somando as raizes z e z', e designando por
! 2c esta sc!u:na s lemos

e e,
n‘/r ilice (s 4) =ac=AB+ AD,

rl '1- ml
e pondo & em vez de ar—a, teremos
5 A —=r"c
m =

e'—ab
W ) R N
J:'—cﬁ

sy V¥ Ail)
Vh-l-m —=——
e o 1!’(.--1:5

Assim substituindo estes valores mas expressdes das rai=

- .
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zes , acharemos
i c—\/c——ab_AE = c+‘fr—u!l—AD

f;:vd—-VIF'——ﬂé=M z"'..‘—..—-ﬂ-l-\.l'c --m’.r—.l.ﬁ. -
Donde no caso’ dé ser. @ = o, ou exisiic opmtonn!.;
isto he, pa eircomfereneia, nmnluu-m

==u,:=—-n-rl——-—'3c, F=2l ""*—ﬁt',ﬂ*"h"’
: s 1 \/r +ll'r'

a pﬁuieira z = o mos mostra, que & ¢ z tem a Thesma

origem ; € a segunda s'= 2¢ a prop. 1. G« Euncl.

4 Por quanio acabamos de Itel-", q;&e:zo,#s'l:u
e:"—=o0; he manifesto, que estas doas raizes mudario
de signal , se for @ negativo. Assim jeremos
= r(r+a) +\/ A a(ar )

r’—rﬂ.n'-,_-

L 31—

r[‘r+n} +\/.ﬂ‘-—-—-ma{:r+ﬂ)

Vi

';_}(r-l:a] - V_!"—m‘a,{:ll'-t—ﬂj g

——

" »v'r'-ln-m‘- ) s
e rir r-[—-a]-—Jr'—ma{ir'f-“l q o

on

rtr+rr1+v’r—m=a-::4r+ﬂ1

AID!
129 ..‘fnl"!vkllkz.: chatoiiizdys miteh

¥
- -.u:sJ
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=_—r{r+n) - \;r--*—m’ﬂl:ﬂl‘_"l:ﬂ = A
\/_r‘-ﬁ-m‘

e e

Mas como neste easo ADB 4+ AD setorna em A'D'—A'BY
serd

"

aVr*'-._;uzf(Ir-l-fl) =2::_:A;Dp._4r-ﬂl.
rl+ml

Pelo que, feitds a5 substitiicdes do mesmo modo;, que ans
tecedentemente se praticou, ¢ advertindo que 2r4-a=b,
acharemos as raizes seguintes -

.z"::--'n-—Jc‘-q- ab=A'd, :":c-'-‘jc‘ + ab= Alb

5 As expressdes das raizes 3 que vimos de achar para
o caso deestar o ponto féra do circulo, forio deduzidas
da lei da continuidadte, por owde se abserva, que as
expressies das quantidades lineares mudio de signal
13 passagem por o; ou . 'Mas 'para eitd@o conliecermos
as rdizes independentemente desta consideracio, notares
mos, que a equacio .
ab )’=_’;_'(a+'t]
determina g posicio da vecta A'B'; e 4 lﬁl'&l‘il’-ﬂlm.l"
conhecida pela equicio g A BT R MR o

r=Ia #§ e
das quaes se tira ('+&].+J 2o
4

e —, e L nin g

VP R o

T =

Y, | o TR MPEES
valores , qiie substituidos ; ?:p.de_r’ = w0 Mo equa-
B

A e |
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cio do circulo y* == are — a2’ dio as equacdes
S =rt-_.|-.i)_.z=—ﬂ(l‘r+a]'
V7w

ar(r=+a)
Vram
€ por conseguinte as raizes
rrta) = A —ma(ar +a)
N :
.-—r[r+n:}j-_v{,"_-—_;’_;_(-;‘r +a)
- ¢m s

2l z=—alar4-a),

como se achou.

6 Se reportarmos as coordenadas ao centro C, de-
signando CA por a, CP por , esubstituindo nas raizes
achadas r — a em lugar de & , teremos

—er+ o FEm (P —a)
3=

= AB,

r' <4 m*
z""'_-‘ -—ﬁr—-Jr'+m"(r‘—-n’)

; Viim
valores de Laeroix (App. delAlg. & la Géom. n.88.%
Mas nio basta nestes suppér «>r para termos os de

A'B ==A'.D',_pnrque substitnindo 6 = r €m VeI de a nas
Faizes , que (4) representio estas linhas, teremos

R ke V!F""m'{:'_—_::!' :—1-#'!"[

_.Ld.

| B

: -
¥'= "*““”—“F“"’—;w
v rea®
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differentes das que resultio da supposicio de a>r nas
primeiras, Por outra parte, fazendo uso das equacies
m r:z
r=—(t—a)) et == —v-—,
o= m®
de que Lacroix se serve, he evidente, que sendoa>r,
ou existindo o ponto féra do circulo, na passagem de

A por E, onde temos

FE - F.0
I} g = T r
\/ e J =4 m*
tornando-se negalivo —_*—____ ¢ considerando-se o
r -+ m*

£ nmegativo, se restitue positivo , entio -as sobreditas
equacoes 50 nos podem dar as rajzes negativas

--zr-}..d remm® (o' —r")

’!F= ..._,A'&"
#r"ﬁ-m'

"=—¢r-— y( r'—m’(c‘-—p‘) — A
V’r’-!—m'

7 Tsto supposto, para construirmos as raizes achadas
pelo panto 4 e o centro do circulo tire-se o diametrp EF |
inscreva-se arecta EK =ac, ¢ conduza-se CH parallela
a EK. Descreva-se tambem o circulp CRA#, tendo AC
por diametro, e inscrevendo nelle as rectas CR e Criguaes
cada uma a HK , conduziio-se finalmente pelo ponto A , e
porR erasrectas AR e Ar, que de uma eoutra parte
encontrem a circumferencia. Deste modo fieario determi=
nadas as posicoes das rectas D& e Bd iguaes cadauma a
2¢. Porque, tirando-se CD, o triangnlo rectangulo CRD
di RD*=CD*—CR’, mas he CR*=HK’= FK=r—¢c,
logo RD*=7* ="+ ¢", isto he, RD == ¢ ; ¢ 0 triangula




(8)
rectangulo ACR di tambem AR’ = A€ —CR", isto he,

CAR'=(r—a)’ to—r=c—ab, ou ﬁ.n_-f-‘/’c—ab'
logo

AR c_‘,.-r’—(l-;'! AD= ¢ h.a-‘—-:\"“

J\.d’_—q—‘\xc—m‘), Ab=—c+ V¥ ¢ —alu

8 He facil de ver pela construcciio antecedente, que se

o ponto K ajustasse em I, teriamos G = g/;-‘_—:;‘-_—“ o,

% atangente m = Lv—-_r—l__ 2
&' —=ab

F. porque reflectindo na expressio \/ P —c", se coa

nliece a impossibilidade c]e__;.>r, entio seria 2¢ 2 maxi-

ma. Segue-se mais , que ajustando-se R em A, teriamos

=0, fquenos dariac=-+r.

.ﬁIl:\/:.-‘—ab:::n, istohe, ¢ =ab, ouaicicil,

Y o e
e m=141 — e=. Por tanto no caso de ser.c me=

Ve —ab
dia proporcional entre ae b, serin perpendicular ao dia=
metro no ponto A , donde se infere a, prop. 13. 6. Eucl.

Bem o vé, advertindo na eéxpressio 4/ ' —ab, qué

nio he possivel 6< O/.a_b-, ¢ conseguintemente viria a seg
2¢ a minima.

9 Ignalmente podemos conhecer esie maximp., € mis
nrimo por meio do calculo differencial. Com effeilo se d‘-

uprﬂsﬁn g!rale _."_::F"‘nl‘:b,m.ﬁcumln 0 an=

gulo EAB, derlunrmns a seguinte c=— -Q\/ cot.'¢ tab,



I
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a propriedade sabida do maximo, ou mihimo nos dard
a eqnacio
cos.' — rlcos. =0,
donde resulta
COS. @ =r, cOs. ¢ =—r, € COR. )10,
isto he,
=0, 6 =180 ¢¢=qgo*,
Assim subslituindo estes valores na expressio de ¢, te=
remos -
'1 E==r C==w==ry € :_v, abya’c=r,e=—ryec=4/ —ab.

Mas como o valor ¢ = \f— ab pertence an caso do ponto
estur fora do cirenlo , segue-se que ahi unicamente terd
ligar @ maximo. ‘

16 Quando o ponto dado existe dentro do circulo,
multiplicando as raizes

5= — \/c‘ —al, 8=+ J & eal,

gtmos z3' =ab, isto he, BA.AD =EA,AF y e po’
consegointe BA JEALIAF £ AD. Os rectangulos positivos
BA.AD, e EA.AF nos mostrio, que a propriedade do
circulo, que acabamos de achar, he em rigor a prop. 35. 3.
Fucl., que se estabeléce na prop. 5. 2., em que os referi=
dos rectangnlos sio positivos. Assim querendo servir-nos
ﬂel!a, como d'Alembert, (Opusc. math. tom. 8. pag. 274,
1. g.) pelas equaches z3'=ab, ¢ =+ ' =2c nada mais
se pode obler, do que as raizes pomwns

z*_"c—-vrc —ab=AB, s'_.,l+¢c'-—-m5=.ID.

1t Em quanto 4slinhas, que se exprimem pelas ou-
lru rm.zes igualmente - positivas

l=¢+‘\{ ¢ —ab, = _c—\/c -—-ab
que resultio das mesmas equagies , advirtasse, que.se
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tomarmos o b primitivo igual a a, isto he, (fig.2) «sF=e,
serd -
= 2P e 1 -

=EP%
V{ r <+ m'
e feita a substituicio na equacio do circulo y* = arz—=z7,
teremos ity P
== m*
que, pondo b em vez de a primitive, ou ar — a, nos di

2t — s=a(ar—a),

3 _—.c-{—v,c‘—ab*_—u&:.lﬂ, fM=—c \/H—a&:uﬁ:ﬁi-
Semelhantemente achariamos

2 —E'—\/c *—ab=—ag=—AB, ¢ -_v—a-\/:'-—abzlﬁ_.M

12 No caso de existir fora de circulo o ponto dldﬂ,
se multiplicarmos as raizes

I:..‘.E--c-b--‘/c wab, a:c-}-J;'-ﬂ-ab

tambem resulta 27’ = ab, ou #(: 4+ 2¢) =ab, ponda
-+ 2¢ em lugar dc E, dnnds se deriva

= = \/C'+ ab, z=—c— 1/ c" 4 ab.
Com effeito da prop. 5. 2, Fucl. consta (ﬁg. 3}
EA.AF4CA'=EC, ou EA.AF=EC' —CA".
Assim se for CA=EC, cabird 2 emH, e seri EA.AF=o.
E porque na passagem de a para A', o rcclangulo positive
«f se torna em o negativo A'f, entio serd
EA.AF=CA"—-EC.
Semelhantemente (fig. 2)
BA.Ac+e§'=AS'=EC'—CA" + a§",
isto he,
BA.Aa=EC'—CA%,
mas na passagem de A para A' he negaliva BA ; logo os
rectangulos EA.AF, ¢ BA.Aa passario para negativos
em A'. Por onde se vé, que em A" ¢ o', ps Taizes




s R, - |
()

BA::—Q/: —ab, Ae=c-} \/c'_n'
s¢ converlerio em

B'A'=¢— e pab, &'u‘:c-{-Jc'-ha.ﬁ,
Agora considerando positiva a linha B'A’, isto he,

AB =—c ‘\/ ¢' - ab, como di o calculo, he visivel ,

r e ——
que A'a’ se deverd converter ém a'8'=—¢ — \/ o' ab,
para se restituir negativo o rectangulo BA. Aa.

13 Se fir b=r, teremos

.=1/"-m‘-=€=r+-v) — )

r' < m' @+ m
® por conseguinte

A'R'=+ Jc'+d(2r+d)=o , CE':iJr’—c':o.

- 3 P
Assim em os mais casos J ¢ -+ ab exprimird as linhas
AR 'S ¢ — ::1 ab' as oppostas «'s', A'Y, Semes

Thantemente 1/ r*—c* dard as linhas CR',CS% o—‘V’ r=c
s oppostas Cs',Cr's F daqui se v¢ tambem, que «'5*
representada pela raiz negativa s tem posicio contraria
de A'D' representada pela positiva 2'; assim como A'd"
atem contraria de a'A'. Porisso era razio , que d’Alema
Bert primeiro que advertisse na posicio de A'D' a rese
peito de A'B', mostrasse o que enuncia (Opuse. math.
tom. 8, pag. 292.) la racine positive est donaée par 4'B*;

et ld négative par A'D'; porque a raiz

; l'-‘=+nﬂ—c+1{c +¢5_J'I-'D'
lh be a megativa

St _c—‘y{e"-iml“l‘!".
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14, Bezout( Alg. 2707 procurando descobric a linha
respecliva @ raiz megativa &'y considéra &' origem de
AFE' onlro par:ulum y fjue facilmente se deriva das sod
lugoes precedentes. Porque eliminando @ da expressao

;:ﬂ%'.ﬁ-v/:nt.“(_’—-n(nr-{-n),

temos
rJr - - —r r.ct ol
i W - o ~T=AK, a5 ) b ba 5o el
l"J?"-—c‘ oY g
b=r+ ___iiEi"n —=A'F, b=r— T o i =a'F}
e como e

Cs:'b/"-—-c'{simq:, Cs:’\/r’—c'=n'1r.c_-¢

CS'= \/r* — ¢ >sin, & , seri a segunda expressio dev
b negativa.. Mas como aos valores megativos de a e b

corresponde — \f r' —c¢*, que representa Cs', he evi-
dente , que fazendo=se negalivos & e b mna equacio
£ 28 == g b, nesse CAso as raizes respectivas & questia
serdo as negativas

g'""—c—4/ ¢ —|—a£5'_.u. :l":--c—N/c’.-Fab:u'E',

15 Pela disposicio symetrica_de z¢=' nas cquacoes
sba'os ac, ¢ 23x'—ab, se v&, que unicamente Po:[em
consegmt-u as ]mllu perlrncemes d circumferencia sup=
posta positiva ; porque mudapdo-se zem 3' , e umpm-
camente, resultie 3s mesmas fum.ocs F o g S8
consequentemente tem : -z’ © s6 valor ac, Mas expri-
mindo 2¢ a differenca entre z' e z, feita huma seme-
Ihante mlﬂ!a‘nqa z'in 2 pecele o valor —2é, e por
conseguinle z e s' nio serio as raizes de huma :iemil

equagio. Sendo, (fig. 4 ) pnm;ramnu ¢ posilivo, te=
remos
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5F£g+‘v‘lu’+ﬂﬁ —s A'D', == \/l'.:’-'l—_t'z}:-z.:'d’;
depoisc—=o, __ by
= ab=A'T, z‘:-'—‘\/n.".a:-_s’T'j

€ em terceit® lugar ¢ negalivo ,

t=—o+ V’;._'-;z-b: A'B'; ::—c—\/c' ~4- ab= a's’

5 " T
Note-se tambeni, que no caso de e—=o, sendo m —— —

— 7
isto he, RN A ‘\/"&
y ab= =L AT
serd A'T =eot CA'T =/A'E. A F,

prop. 36. 3. Euel.

16 Em fim temos visto (n.3), giic a =0 df
L

i— —_”—:EP;. R 24 =do=FK:
‘/.-u.m' 1/i-'+m'

- I -'.-_-__ 5, i’. *
entio separanda \/r <= m® , teremos & =i isto hey
= Q/ arx’' =ac=ERKj

Igualmente (Og.2) aF=a=0 dd {fig: 4)

z::r——-———-—__-—_::EP’ = ar =§'K.'l|

2 ar 5 e
logo g Sy riso he , 5= ar{ar—zx), ou to-

mando PPR=EP=1a,— 3 5 ::1/;:.'=M:]3K"4

Pelo que respeita a FL', semelliantemente temns

sl R e o
P r ot

- 20 ol
dondé se collige 5—:_3:, isto he, :":—J:r;:—sc:Fk‘.

——

Do mesmo modd se achiaria ——y/27% — 20 — Lk,
Eisaqui pois a solucio da difficuldade proposta | Oprase,
math, tom. 8, pag. 274. n. 10.)

C
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PROBLEMA IL

17 A(’oﬁar as curvas, nas quacs a distancia

(figh e 6) MF de un qualguer M dos seus portos
ao._ponto fire I', tomado na recta HF , teaha uma
razdao constante para a distancia 31 Q do mesmo ponto
M d recta HZ , que forma com a prineira o angulo
recto ZHE,  °

Abaixe=se a perpendicular MP. Seja HF=d, MQ=3s,

MF
AP=x,PM=y, FM =r, cangunlo AFM=u; e—r_’zs

MQ
No triangulo rectangulo ¥ MP, temos
F=(d—3z)~+1";
e introduzindo a ontra condigio do problema , isto he

substituindo ¢z’ em lugar de r°, resulta a equacio das
curvas procuradas

Yy =(c'—1)s"+adzs—d.
Donde , sendo y =0, se Llira
¢ d o

f=——=HA, 0 5=

- ’_g...—.Hm.

18 Em primeiro lugar supponha-se r<s, oue<r,

ambos os valoves de HA e Ha (lig. 5) serdo posilivos ,
€ leremos

d d _ ade
1—e 1o = v
Pelo que fazendo “"’, =da, gk d= ﬂftte') 4
L —

Como pois he z = -1—_':_ - =z, substitnindo este valor,

eo de dna equm,m do numero precederite, vird a equagio
y=(1—¢€)(2ax=2")
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pertencente i ellipse. E porque he 1 —e¢' a razio de
quadrado do semieixo menor ao do maior, segue-se que
a excentricidade serd para o semicixo maior, como e * 1,
on MF : M(). Bem se vé ,. que sendo e =0, ond=12,
a curva he o circulo do raio a. Agora seja r—z,0ue=r,
deverd tambem ser @ = oo, para que represente o a quan-
aft—e')

tidade finita - = =®.0= % 3 inassignavel por
esta expressao, Mas designando ¢ a distancia AT do verti=
ce ao foco, como lemos a =—I-f_—e , Serd d—=c+ —:»:: ac.
Na mesma supposicio a equacio y'=(¢'—1) & 4 2d— "
se muda em y' = adz—d’, e pondo :£ -+ x em lugar
de z, em y' = adziony'=1§cx;

equacio da parabola. Em fim , sendo r>z, one>1, serd

ade
T Ou2a,
ou Aa(fig. G}, e a curva teri por equario
yi=(e'=1) (2ax 4},

que pertence 4 hyperbola, na qual a excentricidade tem
para o semieixo maior a ragio de e: 1, ou MI": MQ.
Neste ultimo caso, passando a directriz HZ pelo foco F,
ou farendo d=o na equagiio y’' =('—1) " 2adz—d,
teremos a equacao

_}':,‘5\(’ e —1 ,ouy:.:‘}/r‘-—:
da recta I'u, porque no triangulo rectangulo Fug, te=

" {
negativa © ., on Ha, como tambem
—

mos Y o4a'=r=¢", isto he, y=wq/ ¢ —1.
¥ 3 afl o —1)
Alem disso, reparando na expressio d = ————,
esti claro, que, sendo ¢ >1, a=o0di d = o, enesse caso
a equacio y' = (¢’ =1) (2ax-2") se couverle em

FJ=zy =1,

19 Isto supposto, significando & o semicixo conjus
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gado, e p o parametro, na ellipse, teremos
o 2er e — gl
g — ——F P ¢
a a' 20

relagies , que se aniguilardo, se fér a=2 ¢ e= T,

deste modo satisfazende na parsbola. E porque na hy-

perbola @ se torna em —a, eh em b VI — 1, as 50=
breditas relagies se mudario em
- — gt — P

e =1—c'
_ ' 2a 1
isto he
r » 2ac-4c* P *
sm— = =1
@ a aa

20 He tambem facil de vér, que as seccdes conicas
e comprehendem entre os limites de e=o0 até e =,
¢ de d= até d=-¢. Com effeilo na ellipse d= EE-:—Q s
flue no caso do circulo, isto e, de e =0, vem d =z,
Depois, he evidente, que 4 medida que vai e crescendoy
diminue o até ¢ = 1, onde sendo a = =, em tal caso na
parabola serd d =2e. B na hyperbola passando a ser

ate'=1)
e 1

e>1, en do infinito para negalive, temos d=
conlinua pois  a diminuir alé ¢ = ==, onde sendo a = 0,
entio sahe indeterminada a expressio

s a(e —1)

- =0.0 = —
e o

Mas pondo —"— em lugar de a, vird
0 ¥

que na hypothese de que setrata di & =¢, e a hyper-
bola se converte (fig. 6) na perpendmular AKX, que passa
Iltlo verlice,

a1 Agora se quizermos as expressies do raio vector
*, por meio do numeroe, do angulo #, ¢ do gemieixe
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maior @. No triangulo rectangulo (fig. 5) FPM, temos
r=l(e—zxjigny, err=(c—z) 4y,
logo (¢ — a)’ = r'cos.’n, isto e,
X" FCOS. N y E— T =—rCos. N,

ou
= = rCOS. 1y, X == =} rcos. i

Como pois na ellipse achimos
= (1—¢') (28 —x"),
substituindo o primeivo valor de « , ¢ pondo a(1 — €) em
lugar de ¢, resultard a equacio
pPop e =rc)ows . simenit)
1 =g CO8. & 1 =—& COoS, &
Cujas raizes seriio
= oo

r=

4 yw__—a{1—e")
Lercomat EM, 7= oy -E-ncm-u: Em.
Substituindo tambem o segnndo valor de  na mencionada
equacio da ellipse , sahird
s__ 2ac(r—e )cos.u e a*(1— )
1 — e'cos e 1 — e'cos.’'n
da qual se tirio as raizes

r

_—“(I _e. ) =F“'o

af1—e')
' o MR LT N - T ll=
1 — ¢ COS. i FM, . ¥ 1~¢ cos.n

Assim dividindo a corda M'm' em duas partes iguaes no
2a(1—e')
1—&'cos, "

ponto R, como temos r+ 7' = .
serd i
AMr=_20—=¢) _ pp—2e(1—c)cosn
T 1 —c'cos.'m ! T pe—g'coliN
Semelhantemente no outro fdco £ da ellipse , substituindo
2a—¢—rcos.u em lugar de » na equacio
r=(1—¢) (2az—2),
teremos
s Aaefi—eNeosn @ (1=e")
T ~ 1—ec'cos.n’
que nos da as raizes
al1— & m__—aft—a)
= =N e =Sl e

r
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az Naparabola em que aconlece sera == ee=1,

as expressoes do raio vector antecedentemente achadas
o

apparecem em forma indeterminada. Mas pondo .
lugar de @, teremos
= c(r 4 &)
s 14 ecos. n ?
que na referida hypothese se muda em
- e
A e el e |
: 1 == Cos, & cos' s
Assim conclniremos
]
[ 5 bt —_ ¥ a2
= oA = r".i W e P = _'E'. _|*"_-"_r'-:'_' c_l
cos.ln SeIL S sen.n cos. =i a T senSk

23 Refllectinde nas formnlas do raio vector da el-
lipse, se vé claramente , que para descobrir-se por meio
den=atl=2) _paiy expressio de Fm', nio

1 =8 05 N

basta (Opuse. math. ton. 8. pag. 27 1. n. 2) introduzir s6-
mente — cos. i em lngar de cos, 1, porque sem embargo
de ser cos, (u 180" ) = —cus.ut,
he tambem

cos. ( 1807 — it ) = — cos. it 4
e por isso com esta mudanca nio se determina necessaria=
mente a posicio do raio veclor respectivo a u - 180"

22 Examinando particularmente as sobreditas formu=
las, he evidente, 1° que se for « = 0, isto he, cos. u =1a
teremos

r= dfi=eY=TFA, =" shie)=FfA,

F=—a(14-e)= Fa, M=—a(t—e¢)=fa,
a2’ u—qu’, istohe, cos.u—o,
ry= ala—e)= p=FD,/= a(i—e)= 5p=FD,
r'=—a(i—e)=—=p=Fd, rr=—al(i—e'j)=—ip=Fd;
e finalmente que o cixo maior serd @ maxima das linhas.
que passio pelo féco , ¢ terminiio ma ellipse , ¢ 0 para=
melro a minima, porque sendo u==0, serd
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+r'—-?-¢('_r ). =3a==AR;:
1 — e'cos."n

e n=—=0qo°,
r4+r=2a(1—e)=p=Dd.

ab Para acharmos na hyperbala as expressies der,
observando gque o semicixo maior a he negaiivo, e e
excede a unidade, nio ha mais que mudar g em —a,
e 1—e" em— (¢’ — 1), nas expressies do raio veclor
da cllipse. Pelo que feita a referida mudanca, leremos

(fig. 6)

L p _ alet—1) '
<o iWcoe::'—FM‘ i ey el
r= =l Lpp A oale=D) gy,

U= 0, i |+r|_,rn I

Onde se vé, que o valor de FM sempre he positivo.
Mas se o angulo AFM passar de go®, a expressio de
a (o' —1)

rl= "=, que vem positiva em quanto for

1>¢cos. u, infinita sendo 1 = e cos. u , e negaliva quanda
3< ¢ cos. &y vepresentard no1’ caso o raio FM', no 2" FO
Parallelo & asymptota €S, e no 3% o negativo FP. Par=
que, designando « o angulo ACL, que forma a asym-
Pplota com o semi¢ixo maior, a propriedade sabida da
byperbola di CL. = ae; e pelo triangulo rectangulo CAL
temos 1 ;cos.al:CL:CA:zae:a, isto he, 1= ¢ cos. a.
Assim se for w=a, on o raio ¥ M' tomar a posicio FO
parallela 4 asymplota , serd 1= ecos.u, ¢ se oangulo
M'FR se fizer menor quec, serd 1< ¢ cos, u, entio o raio
encontrard o outro ramo da hyperbola , tomando a posigia
contraria FP.

a6 Tgualmente se vé na expressio
—a(e'—1) a(e'—1)
r= = —- "
L 1 = & COS. i € Ccos, h—1
negativa em quanto fOr 1>>¢ cos. u, infinita sendo 1=¢cos.¥,
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e positiva no caso de 1< e cos. u, que exprimird no 1" case
o raio negativo Fmr, no 2” o infinito Fo, € no3* o po=
sitivo Fp. Em fim mudando na sobredita expressio o
sinal de cos. u, temos

—a (e —1)

T =+ ¢cos. i
valor deFm', e com a mesma posicio do raio negativo
Fm, porque a mudanca no signal de cos. u nio deter<
mina a do raio correspondente a u - 180%

3

PROBLEMA IIL

a7 D Tvidir um arco de circulo dado em tres
partes jeuacs,

Seja (fig. 7) EBF oarco, tie-se a corda EF ; e do
centro do cireulo A abaixe-se a perpendicular AB, que
seja directriz de uma hyperbola deseripta com foco E,
e arazio dee :1a dea ;1 Pela interseecio della P com
o arco conduzasse PO parallela a EF, os pontos P e O
determinardo a terca parte do arco proposto. Com effeitn
a torda EP =aPD ="PF0, e por eonseguinte o arco
PO = PE = OF. Designando pois A o arco EBF , serd

PO = ¢ord. (—; )

28 Agora corte-se AC em duas partes iguaes pela
eorida p P!, tire-se O p , e conduza=se a parallela Po, Como
pois he facil mostrar, que a corda pP' he o lado do trian=
gulo equilatero inscripto no circulo, significando « a cir-

T

eumferencia, serd o arco PP'=Pp = pP:-:,; y € por=
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que. 0 arco po=TP0,; teremos

A 3 A
- ‘Po_mrd-(? e o -5-}. .
Emfini tonduza-se por p a cirda pO' parallela a EF,

que delerminara

PO = rord (n: Y- 1_,:- -+ -",;-).

ag Por quanto a corda nulla subtende os arcos zero,
a1y 47y 08 ramos da hiyperbola encontrario d cirenld
nos pontos P, p, P’ determinando a terca parte de cada
um 3 e porqué a cordd de qualquer arco Le o dobro dd
seno da sua metade, teremos

Po= cord, ( i-st-i- %} = n.sirq.(.;f. e :IT)'

e % - :
P()r:mrd.(n+g+;) ::liin.(z-l-l:-!-%):—'-uin. (EJF%J =—-_cnrd,(1;+';:)
Daqui se'vé, que sem embargo de cord, (11.'+ k. ahadE | )

colpeidir com cord. ( - -3.) ol '|1r'|mﬂra he nega'uva

Com effeitd supposta em B e P a origem do seno DO,
€ da corda PO, sendo DO e PO posilivas ; serio DF e
OP rnegativas , assim na passagem de cord, (PO) por

366%, convertendo-se em negaliva, se ha-de entender na
'unhdo de OP lagn

cord. (1‘:-—{-— +—-):—cort! (:+—;);0'
Euaqm pois resolvido o emhbarago, que se encontra
{'ﬂpu&c math. tom, 8. pag. -:lgb n. lﬁ.}

30 Alem disso propesto o arco BF para se dmdnr em

tres partes iguaes ; he sabido, que chamando b o sen.‘ﬁF

on sen., —h to sen.?-—-& e r o raip doelrculo,

mﬂl-ﬁt{ikiu ek dEnpl med o e
48 = Eretbrieo
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dariio os senos das tercas partes dos arcos que résolvem
a questdo. Sendo pois ¢, ¢, ¥ as mencionadas raizes :
A A A
e attendendo aos arros Tttt 5+ que tem
o mesmo seno , leremos
an

I=Mn.2 s '=sen, (;-}.E), e"..—_;m.( 1 +g)=—nn. (E+EJ 5

3: Agtll’l. !-eil CIJI.'(].(A.} =a,e cord. (L’\_) =%} serd

5
A
curd.[.&}:uen.’—:nb.-..—a, isto he , b= i}.
¢ 3 7 A i 2
cor -('ET m'l.'ﬂ!lln-a =2f=2, lsluhe, 1= -ﬂ-i

e a equacio dos senos se muda em
2 =3rsqar=o,
cujas raizes serio

a-=hap g :kn.—fi:- o -~ mrﬂ.(_'%'-),

ot oA e R -'5-‘ +.f;f'—)= l:ord.(—?“ + -;—)p '

£ Al =--:ien.(—g- + ﬂ—) =-.fm|*(_‘!"i “+ ';J.

Por onde desapparecem os émbaracos expostos ( Opuse,
math. tom. 8. pag. 275, n. 13); e se vé, que na equagio
dos senos corresponde metade do arco da equacio das

cordas, assim ao arco da primeira -51_ he respectivo
na segunda o arco -:—. Como porém d'Alembert consie
dera o mesmo arco nas duas sobreditas equacdes, em=
pregando na dos senos o arco ; , suppoe na das cordas
a raiz L b :

: ‘"m(‘ﬁJF bordn(—n-).

conclue=se ndo terem lugar as difficnldades giropostas
(Opuse, math. wow. 8, phg. ago. m: 1. ).
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32 Em fim supponhamos, que se pedia o valor da
corda do arco de 20°. Neste caso sendo A — : 3
he, a=r, teriamos ' —=3rz4+ ¥ =0, ou tomando
r=1, 3=3z41 =o0, e nos daria as rajzes

£ = o0,347a= cord. (20*) ,
2'= 1,5320 = cord.(abo%),
8" =—1,8793 =—cord. (140°).

isto

No caso de A=, isto he, de a— 1, teriamos a

equagio 3' — 33 - 2==0, € a5 raizes
¥ = 1= "cord. (Ba*),
= 1=" card.(Ja0"),
£ =—13 =—cord. (190%).
Sefira A=mw, istohe, e =0 eb =0, calculando pela
equacio das cordas ¥'—=3r=0o, virido as raizes
_‘\/3: cord. (1207} ,
o= cord.(3io%) ,
P \/5 =—Lcord. (240%);
e pelas dos senos 4¢' — 3:= o, as raizes

\fa-- sem. (Ba*)

= o= sen (180°),
=1 'st —==sen. (120%).

=,
E finalmente no caso de A= n+—, isto he, de a==a,

R

da equacio =’ —~JFs—3=0 wesultariip as raizes
g= a= cord. (180",
s'=—1= cord. (§20°)=—cord.(6o*) ,
& ==—1=——cord. (300°).
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PROBLEMA 1V,

33 DG vertice (fiz. 8) do angulo D no qua-
drada dado DEAT tirar a recta DR , de maneira
que a purtc CB comprefendida no angulo reecto EAB
tenkha uma grand’;:a determinada ¢,

Seja o ladg do quadrado A =—=a, AR=u, e AGC= &
Os triangulos semelbantes IDB ¢ ACD dio

IB:ID::AB:AC, isto he, apu:aiiu:e,
donde. se tira a equagio da posicio da recta, de que
se tl'a!al, At =l-ut=anm.
Alemy disto para determinar a grandeza della, temos o
triangulo rectangule ACB, que di AB' 4 AC* = CB’,
isto be, #’+£=¢" Pelo que eliminando ¢ da prin
meira equacio , e substituindo na seguuda , lercmos a
equagio _ :

#' 420w’ + (10’ — ') W’ —2ac’u—a'c =9,
que nos mostra, que pode haver até quatro valores
de 4B, ' ;

34 Para conseguirmos as rpizes da equacio prece=
dente, supponha-se u =y + =, e t— ¥ —, 45 eqiacoes
atput=au, e & 4t =c¢*

se mudnrip em

Y=tar 4t ey = —a
a primeira das quaes tem por lugar uma hyperbola
equilatera, que tem 24 por eixo ; e a segunda um cir-

culo, cujo raio he te \/ 2. Descreva-se pois com este
raio o circulo MM'mm'’; e semelhantemente se construa,
tomando A por origem , ¢ 2AL para eixo , a byperbola
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equilatera MA M'mam'. Os pontos de interseccio das
duas curvas M, M', m, m' determinacio PM, PM',
pm, pu'y e AP, ap; valores de y e r, que resolverio
o problema. Bem se vé por esta construccio, que se fora

CB:Q;’LI‘\/: y on. CBgaAl \f; , © vertice a existi=
Tia em O, ou ramo opposlte mam' nio encontraria o
circulo. )
35 . Por quanto fizemos u =y 4 x , {=y =z, he

mamﬁ-qta, que no ponla M, sendo = ey ambos posi=
Tivos , ‘seril

AB=AP 4+ PM, e AC=PM'—AP;
no ponto M', sendo = jiositivo, e Y ncgn'nvo, isto he,
—_—=y—x, —i=y+t=, seri

AB'=RM'— AP, & AC'=PM'+ AP;
no ponto m , sendo x negativo, e y posilivo, i isto he
L= -y By R serd '

AB'= Ap—pm,c AC=Ap~+pm;
no ponto m', senda x e y ambos nrgalwm, isto he,
—p=y T I= =y, serd

AB"=Ap+ pm'y e AC"= Ap = pm's

36 A solucio do problema, de que tratamos , pode
facilitar-se por meio das interseccdes di rectd e do cir
culo , porque eliminando y das equacoes

2 c
— ' 3
._za.z-f-_.:, 9" = —.r‘,

teremos - ¢

TRy = —
4 »

B por conseguinte

' ;a'ﬂ:\/a'+c'. e /c’—:a'tu‘/_u‘-‘-c"
P 1 - o

x—

Por tanto teremos =« . -
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— T
-.-ai‘/a‘+c‘i r‘-—na':zﬂJn‘-{—c'
= b

g;;;Jp’ "=+ 1/:’ —aa' 4 ze 5/_-;’;-;-_.::'

- ——
2

Idunde se lira

ati—t=o=4 a’4-c*, u-}-r.—.._-l:‘/c-'—!ta’_-'_-:‘m \/a'+e'.
E aqui cumpre notar, que tirando BG perpendicular
a BD, que encontre DE produzida , e abaixando a per=
pendicular BE , temos
g KG=FEC=a—:,
‘e por cobhseguinte
EG=atu—t= ﬁ(n' <+ c*

37 Tsio iupj:oato, he evidente, que se « e rnrnl.au:l
forem pesilivas , teremos

'i?-l-fl-t:‘/a’-{.c':ﬂ} y M-l J:’-:ﬂ'w 1/!!'“!‘{.
se ambog ‘megalivas

ﬂ-i“-tf:“n‘-]-_c‘:lG'—. -u~£:=-1/¢'-=ﬂ'+m\/ﬂ"|'¢-"-
E adyertindo neste segundo caso , que v =a dd

¥ g
= 1/¢’+a', —_—l= -.1/;'-.:.;‘+ na\/-;:_'-;h‘ H
valores , que 86 poderiio ter lugar a0 mesmo tempo ,
quando féra c==os, isto he, wt= — o, segue-se, que
u>a e negativo , fard mo sobredito caso ¢ positivo. Assim
teremaos
p-n-t=_\/ @ =1G", tp—n:“/c-’--u‘—da_vf a’+4-c%y
donde observandosse, que x = ¢ dd

=2a"=23q 1/:'_--1- =0, istohe, c= wa/u.
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finalmente no caso de u>¢, concluiremos

s e —— e
I-ﬂ°1=-‘Ja*+c'=EG", [ :-u:—“/s’-m‘am'\/ a'fa's
38 Agora para obtermos os unicos valores de u e

¢, ajunlem-se as primeiras das equacies do numero pre=
cedente s segundas , e subtrahfo-se aquellas destas, e

teremos

a+tau=a--2AB = J B R \/e f—ma +m\/, e,
a=—an=—a+4-2ADB" = n a'c —'\/: 24’ png \/a‘+c
a—an=a-+4-2AB" ..‘—_-Ja‘--‘l-:'_-l-‘/ c’—nn'_uv/a_l_'__:-:
e—auz—a+-2AB" =/ ;7:5-1/ 'm0’ may/ arper,
ca-tar=-atahC =-y 4" +‘/c'_m “Haay/ ater,
sa—satz=-a4aAC = ﬂ‘-H:’— 1/ clemngoaa ‘/ Ei}
sa-pait-a4aACl = “ '+C‘+ 1/& ‘424’ —aa “u e,

m+n.=«-+nnc"- V’ alteg? _.1/c'—:ta’-—-2n “ “"H"

isto he,
Md+\/i=‘+c'+ \.v/ YUY rprapey

L1

. ='-_.¢+Ja-+:-__. V’c._u.,i_,“/;::_—‘.'
=T

L]

ol —ﬂ-:_Ja'-l-t"i- 1/.-,-‘_ uu‘-—-:a\/a*d—c‘,‘
a

ﬂ-l-—-“ e c’—-nd‘—lﬂJn‘ﬁ-:‘
= "

%
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o _a-—-v(m:{- 1/1:'—:1::’-1-111 1/.-:‘-&—5‘

d—\.fa‘-[-;.—-"/:‘-—-—nﬂ +s.a v,u +c'

IH Gu

ACH = g+\/ja e e 1/&—2:: -—da sfu -|-4:

ACT = +VJ“ +¢"— € —za«uaa\/a ti,

Donde se co]l:ge, que no caso de ¢ = 2a \/:, serit

:+\/ \/3

—‘t‘f e ,Ac-=_""‘/ .

a, AB"=AB"=—a2a,

AC=

&y ACT22 AC" "= . 28

e que no de ccaa \f 2, nio serd possivel tirar no
angulo [AE a tereeira linha B'C', nem a quarta B*C",
o que tambem fica declarado pela construecio geometries

3g TIgualmente pode servir-nos de incognita alinha
DB, que chamaremos a, Sendo AC : AH:DC ; DB, isto

1 L3 n a =
he, — —~———, ¢ como temos — — y Seri
¢ a—g ¢
aa
[ o ui—
0 =

Pelo que substitnindo este valor de a4 » na equacio
a'+ (a4 u)=a, que vem do triangulo rectangulo
DIB, teremos

e —aca'4(c*=2a’)a’ 424 ca—a'c'=o.

Agora fazendo o =z -+ -, ou denotando-se DH por =,
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sendo o ponto I o meio dalinka CB, e pondo z + —
em vez de « na equacio achada, teremos

A

c a’c* o
2t (-—._+ ga‘) =
3

% i6

donde resultio as raizes seguintes
] & i 1/“‘”"“";"“‘“‘/‘_"”" —DH,
o=V T Vre
a
1/c'+ a* — 4a o ta’
= 4 4 J =DH"_'
.....1/: “42a*44a f:’+l"
4 ~/ = DH"
¢ conseguintemente os 'valores de DB seriio
c+1/c'+4a' +4n Vaote
= =DBy
e C—V;-+4"‘“'4" ' at =Dpew,
i ¢+1/c'+ a*— ja 1:_-_4--:
| L -3__’ 4 “ i DM,

i _‘—\/r‘-i" 4“'+ﬁi¢ \/ﬂ'+c'

—_ D B!
Semelhantemente se c]eglmmm para incognita a linka DG,
que denolaremos por 6, teriamos
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- 1/c'+4a=+4¢\/a-+c'

3 — =DC;

—_—c— ‘\/ '+4u .._4.: o a

rl'_ — D B"t

i 1/:‘4-4-4 —-4d e +¢'

[

—_—— VC*+4£I1'+4E “u’ .;._cl

g s s i
| 1 — = =pC

= DB",

fio He facil de vér, reparando nas expressocs das
raizes &, o'’y o'y a', que as tres primeiras sio positi=
vas, e a ullifia negativa; e nas das raizes 6, 6", 6", 6'
que a primeica he positiva, e as oulras tres megativas.
Com effeilo para descobrirmos as linhas , qne as men=
cionadas rajzés representio, vellectiremos, que se fora
DB Purallela a AB, seria ¢ = o, € tonsequenlemente

¢+ 1/c +4a + da v’r +a

s¢ convertéria em

¢4 v!g:-{.qac-lv 4a®

= DB

3T

-_— = 1/: +4u‘+4a v"c‘-i—a

=DC

o oRy e - quc +asa-=+4a‘ _=—cdodaa_

Sendo entio tamhem
EG= ‘JB‘+¢' ==,
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€ 1‘/ ——

r’+.’.a'+«$fr‘b/s'+a' \/c'-i—-'iﬂc-i—s.a‘ c_o»

2

DH= R e SELEY

a a a

41 Donde se segue, que na passagem da referida
posicao -_}= HEB

se muda em
¢
i ? i Hﬁﬂniﬂi
-~ S —=HC
3
- £ g,
3 |

1/1:‘-}-:1’ =EG

o -..‘;c'-l-ﬂ‘—_‘EG";
. 1/
e+ 4a' 4 4a .-:‘+_¢:_DH
a
- /. ' . 5
—_ '~ 4a —qn\{c ~+ a — DH".

Assim tomando DB a posicio contraria DB, e perma=
necendo DC na mesma DC", teremos

- 1/e’+l.a’—4f$-\,/:' —l—ﬂ_"

DB"=DH"+H"B"'= - 2 =",

L M

])C"':H"C".DH'P= O e 4..'1'_ 4 Jr_" +‘-ﬂl-=“".
3

ihl como neste caso , sendo ¢ — 2a ‘/a a expressia.

- : -r-Vc-}-.ﬁa'-—qﬂ\/c +a

Lh—-.—.—.




(32)

se imiquila , por isso na passagem de DH™ por este valor
de ¢ se lornard na positiva

-
—

: +«‘m‘—4n1/ P
2

—+1/c+4n'—4a\f tar 3% ‘

—-..DHV

€ leremos

DB'=H'B'—DH"=—

e
o b P
DO'=D H'--H'C'= Siw—iey/ ot o

Em fim quando DB' tomar a posicio parallela a Ace,

as expressoes
1/::'4—4::‘ —4a \["f'+d' w

—\/c'-‘-u‘:lﬁr", @ - =DM

na passagem do infinito se mudario em
A\/m=lG'. e _Vc'+4n=+4’a Ja +==DH’-,

e semtll;anr.emcn!.c se converlerdo
'_': =H"B" em -—— H'B', e -:—:H"'C’ em f— =H'C

Assim guirdnndn DB’ na passagem por

'—¢+$/c‘»—4ﬂc+4¢' _—¢t+c—2a =
S 5 — ¥

& mesma posiciio DB, e recebendo DC” na passagem por
€= c—2aa
—
R contraria DC', teremos

L JE*H“"H‘. J"."":' ol

DB '—DH '—HB“:_’ . = =y

& T e
- c'+.dﬂ'+48’¢ a'-c ¢
=0

DC'=DH'4+-H'C= z

=c=,
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ha Newton (Arith. unév. resolutio qiaestionum geo=
metricarum probl. 25 ) entre as differentes soluctes da
questio , que mos occupa , elege a precedente para
mostrar, quanto uma feliz escolha de incognitas faci-
lita a resolugiio do problema , attendendo meramente &
elegancia della para se obter o valor de DB, Mas niio
he aquella soluciio , onde mais facilmente se descobre
a lei da continuidade , para o conhecimento da posi-
¢io das linhas , que exprimem as raizes da equacio,
de sorte que Bezout (dlg. 274) servindo-se da solu~
gio Newloniana na determinacio das raizes ', z¥, 2
procede paralogisticamente. Porque a intreducgio de
— @ em lugar de a na equacio o problema , isto
he, do quadrado de lado negativo DE'A'L' muda a raiz

——

€ 4 4a’+ 4a \f;:T-f—c'

i - =DH

em \/T' o
— & il — e &

a’= = - +-—:Dl'l";
e semelhantemente a raiz

&= — c‘+4ﬂ;+4ﬂv{}_+c]=nﬂ'
X 7 —

2= — c‘+4ﬂ;—4“ lfq.a,:ﬁllfi"’.

Assim as duas raizes », »' correspondem ao quadrado
de lado positivo DEAT, e as duas =™, 2" ao de lado
negativo DE'A'L',

43 Finalmente advertindo na solucdo da questio mais
geral de Bezout (Alg. 405), que he o problema lemma-
tico de Newton (Arith. univ. acquationum constructio li=
nearis) , tambem se conclue o que acabamos de mostrar..
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Porqne, fazendo au==z, ¢ a—t=y, as duss
equacies
att-ut=an, e u'-4 ' =¢"

se mudio em

gy—a', e z* + -—-nu..--—:ln_r-[-zu —gt M
das qu:es resulta a equaciio

z —:a;!+’na‘ ¢') 5" — 24’z 4 a' = o.

Agora para acharmos as raizes desta equaciio , que serio
os valores de IB, junte-se em ambos os membros 'z,
€ leremos

st 2as’ 4 Fa's  — 2a's - at = (o' + ") 2%,
isto lie ,
s’—ns-{-a‘:i:‘/ﬂ' 4,
donde se derivio as duas equacies scguintes

:'—(a-i— ﬂ'-{(—r.')._"_—ﬂ', @ z’—(n'— a‘+¢a)x=—a',
que dio

n+¢d‘+: +\/_—aa'+nn‘\/a +¢

B B,
d‘-!-‘\/d: ~+c* —t/c —3a‘+:u\/¢ “+c*
P— =18
a--'\/c +a'+1/c -:m—nn'\/ 4 at
= =1B%
’“,=a— c'+u‘—1/¢‘—a¢‘-—:a \/¢'+ﬂ’=mwi
2

as duas primeiras positivas , e as daas ultimas negativass
Bem se vé, que s raizes negalivas z', 3, que correspon=
dem ao quadrado de lado negativo DE'A'T’, pertencem,
as linhas DH" ¢ DH".
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B ) G —
PROBLEMA vV,

11 Cﬂnkecc'rfa (Jig- 9) a posicdo do ponto A no
angulo dado HDI, achar no lado DI um ponto G,
tal que conduzindo-se por elle a rectn GAE, seforme
o triangulo EDG de uma superficle determinada,

Tire-se a perpendicular AC; e imagine-se tirada a perpen.
dicular EF, e a parallela AK., Seja AC=#, DC=d, ¢ towana
do o raio igual 4 unidade, 13. HDI =m , o tg. CAG

O triangulo rectangulo AEK di EK — -ﬁ, € por conse=

x / A —_ P
guinte seri EF — § - —-:IE =b d——:E, mas no trian=

gulo EDF temos EF = mDF, logo mDF=b+J_“.DF

. ~__ A bz .
donde se tira DF = - ms 2 © por conseguinte a al

d
tura EF =m., - —T}--—b—a—. Como pois temos a base
1~4msz

DG =d 44z, denotando ¢ a su
o triangulo EDG, serd

(J+b::l' ST
F A G Fmay=C»
donde se concluem os valores de = segnintes

fe*—bd =+ ¢ 1‘/ c‘—:bd+—=—5-—
il nt

5= ye

perficie que deve ter

45 Agora conduza-se A B parallela a DH, designan=
do-se DB por a, e abase DG por @, serd arecta AB

© lugar da equagio d = a 4 S+ € teremos

. b &
: ﬂ'—aﬁ—'—-l-'cf/:‘—:ﬂ!:
r : LT a

i I "= ﬁl

L RS R R |
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Pelo que substituindo estes valores de s na expressio da

i
base x — a + —":— + b3, acharemos

gt il ‘\/c' —nab

b :
valores que igualmente dependem de &, d ¢ m. Bem
se vé, que o problema nio serd possivel, quando for
c¢'<aab; e que sio positivos os dois valores de =

€T =

46 Se o ponto A existir no eixo DI, on férb=o0,
chamando x e x' 08 valores de x, leremos

]
1]

¥
= ®, 8T =—
o

r=

Para nesse caso assignarmos a'y differenceie-se, snppondo
& vaviavel , 0 numerador e denominador da expressao

g'—cvtc'—-:mﬁ
—_—, € leremos

b

ac

'Jr’ —2ab
que sendo b=o0, di »'=a. Agora o ponto A passe
para A', isto he, seja negativo b, teremos

--c‘--c‘\/c.'-i—za&
= Z =DG';

expressio negativa , como deve ser , porque vem do in=
finito. Semelhantemente, mudando o signal de &, teremos

—c'4-c c*+1ﬂb__ b ab  a’h

Tl et e et
= b O ‘:I.I. cl

—ete.=Dg

positiva , € menor que 4.

" 47 Se oreferido ponto A' estiver em a sobre o lado

DH', sendo a =0, teremos )
ac

F=—

ﬁ ¥
Entio tomando Dy == %C—:-, sémente o triangulo « Dy

ea'=o0.
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resolve o problema. Mas existindo em A", em tal case
sendo a negalivo , leremos

'—'C"—C‘J ﬁ'—:m; —c - \/c'--!ab
. r =DG L ez’ ———’—-————-—:.Dg".

Onde convem notar, que permanece negaliva a expressio

de x; e que ha passagem por nada se converleo em ne=
q p ] I

gutiva a de »', que era positiva.

48  Se existir o ponto A" na directriz DI, entio sende
b=o0, teremos
2! 5
E A e =i ] e, 8 =
(1]

Mas se passar a A"y como muda & de signal , teremos

c’--cv,c‘-ﬁaa&

e =DG"
e i b
Al ¢4 anh b ab ih
x'= = = -;—r‘r"—;: 8 .:EF+#|=DS.'.

Onde s¢ vé, que na passagem do infinito negativo se
converteo em positiva a expressio de x; eque perma=
pece negativa a de '

g Finalmente, reparando nas expressbes das linhas
DG, DG, DG', DG, e nas posicies dellas, he visivel, que
DG na passagem do infinite tomou a direcciio contraria
DG', e que DG" recebeo na passagem outra vez do infinite
a primeira direecio DG". Geralmente concluiremos, que
as cxpressocs das raizes das equacoes, que resolvem os
problemas geometricos , tornando-se negativas nas passa=
gens por nada, ou pelo infinito um pumero impar de
vezes , entio as grandezas que ellas fepreseniio tomio
direccies contrarias, E daqui tambem se collige , que uma
vez estabelecida a regicio das positivas, as quantidades nes
gativas pio se originio de alguma supposigio’ arbitraria

F
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& hypothetica; e que observada a lei da continuidade ,
niio pide achar-se embaraco na direcciio dellas, como
vimos na solugio das questies de que havemos tratado.

b——_{——_—}_———-ﬁ-
PROBLEMA VI

Ko Endo dado o perimetro, e hypothenusa de

um triangulo rectangulo, achar os ontros doéis lados.
Seja a hypothenusa (fig. 10) AC = a, 0s lados AB==,
BC=3, e tomando o raio igual & unidade, ig.ACB=a,
ng triangulo rec:nnguln ABC teremos
T & y B8 B= U,
donde se derivio os valores seguintes
[N ¢ a

':"_--!-—-—- —y @ 3= —
\j 1 + a’ 1/ T—T— at
.&ssmt denotando & a differenca entre o perimetro e

a hypol.llenuu , serd
=B

=16, isto he, S R

. gy - A"==1],
1= a®
ue di o o —
q ﬂ’ib«:ﬂ'—b’ (&iJﬂﬂ"’“b.)
b P s ey e MR
e (b-l'J."ﬂ'H--ﬁ }
o R o I O
Substituinda pois estes valores nos dex ez, teremos
AT (5'2 J:m‘—-ﬁ’) =-i (I'-"" aat—§ A




bt 20— PSSR ey
5 i ]

3 :
b A S b )20 ="
-1.‘:'—"'———:II "'l' y §.= " 9
—b—y/ 20— L B sty
e -_-___2. """"" » = pe ]
_—6+1/IF:I-' —b—\/’i:t'——-fi'
= g e s Fy -

1
5 'Para o reconhecimento da sitnaciio, que devemnos
dar dis linhas nes valotes de.ce = s advertindo na primeira
fq:r:rntrlg pLEY’ \/; A

"= i i

se collige, que sendo -
b=a, b>a n{de,.!:u J:,

==, a2l &= 1,
¢ o8 respecivos valores de x e = serio

: ﬁ'FI\/:a'—ﬁ' a A
T_a, ¥ = o — AR, 2= = A8,

teremos

X
a 2
5 *"“na‘—b'_ a*{a

20, s:-————;—-:BG. ey

= §C.

Bem se v¢ no caso de b—a 1/2, que he & um maximo,
Pois que differenciada a expressio
LR 200

Vire

€ pondo-se igual a niada , vem a==1. Assim concordando
Jjustamente com g impussibilidade de & >a \/ 2, deduzida

do radical \/ 2a'— b Igualmente na passagem de
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bea \J‘:__e >a

b—a\/n,

—hfrv":lﬁ —b‘

=g

pari

a segunda formula

ﬂ_._

nos indica a<1, e serd

.

i ——— =AB, z=

b4 o) 20 —p
\X: — =B'C,

Em fim, quando for b=a, seri

E=0, 0 £ =8,
E porque neste ullimo caso a tangeale o sahe, em forma
indeterminada %, busque-se 0 seu valor, suppondo b va=

viavel , pela differenciacio do numerador e denominador

da fraccio , que a exprime , ¢ acharemos
b —a*

1] v’;ﬂ' -— i
que sendo b= a, nos descobre & =o, como deve ser.

52 Donde se v&, que prapondo-se b<a, serio ne-
gativos « & =, € pmitimz. Assim b=o0 di a=—~13;
e serd !

—a 4/ 2 _BJ:
a

x..—.-—-—a -—Aﬂ'.’ = =5l

Depois na passagem de b para negativo , € menor que
—a,nexpressio ) T

trocando-se em ../'_——h. v

bt l‘l_'_' 1

nos mostra a>—1, € seri

I o —b+y 20— B"
3

=ARY B =Ci"

- —
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E 'passando dahi a Ser —b=—a , temos «——u, e uri
=", 2= 0

Assim =53 —a,-8 <4d ﬁ/’n nos dd a>1, e serk

i PR L ,,;_:‘:_i'i‘.}_i.?_'ﬂ:.&' =Be

E em ultimo lugafﬂc-—b:-— a \/: concluimos a =1,

€ serd
-—n\fa — ¢:.

.:*""-‘—F—-—""‘A.ﬂ", = Py = gC"

'8

53 Semelhantemente vimos, que de.b—a resullara
tambem a=2,ex=—da, =0 ;j € conseguiniemente
senda b a, serdo negalivos a € 3, € pasitivo . Por isso
sendo b negativo, e nenor que — a, entio pela expressio

a’ —151/2.': Py

"=

5 -
temos a< —1 , € serd
—b b —berf 20’
AT S =__.\_/_ﬁ e,

E finalmente por nm andamenio semelhante ao prece-
dente se vé, que sendo —b = —a, serd
a=0,;, eXx=0, 3=—da;

sendd — pS5ma, & C=—a \/1, serd
—-&-p\,/m‘ -—b—\/:m'-ﬁ'
a

el e x= =A'B, =

sendo —b==a q’a, serd

Zevh —ids_ o

-""t,!t""-— S - R —— S,
Por opde se mnelue, que a puulb:]ndnr.le do prﬁblﬂﬂ' ;
lueompubend.l.da ﬂ:&:a\/a até b==a “‘l- !
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ﬁj A mlﬂ;ﬁn 1 que acabamos de_expdr -dopresente,
prnlllemﬁ que he o 1. da .\]gehra de Simpson ( 4 treatise
of dig. the appl. to geam, probl.), pode accommodar-se
a0 XIXNs da mencionada, Senda dada a hypothenusa de-
wi trinnguio rectangulo , e o lado do gua-dmdg inscripto ,
detepuiinar as dutfas dois lados. Como pois (n. 37) temos.

cf“"l‘"} —ﬂ+ v‘c +ﬂ. 5

e {/l"f-ﬁ

seri e (______..E'_....._,_)._a'=—:;

a -+ 1/:'—-;_;;‘

hla he , 4 2Tl
- e
bty 1 3 \/ e a-l—\.r r'—i-rz-J

..—!"— 3
au(n-}-vlc +rt)

Y O e Yo PR

e 2a l(¢-+- v{f::l:-_ﬂ— ) :

(a-l-v’- ?—4-\/’ 'n.-mﬂ:mvf 1+cl'

aun il
4.(54—“&-}-&" 1
- —-fu-}-ft"-'l-p*-‘- v/c —2a’ilag Vﬁc- -f—_n;
T R —2 T bhuse
Fan 3

¢ par mﬂnmh - » B

e W emdoiiad)

ik o e e
aa’ (a-]-— V’G -l-a )

l(“'l‘"‘j a' c"—-za :-;:\_/ ‘+a’) ‘

4 (a-}-y’él}‘;:)w_ Sl ,.:
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h:.he 1/-—_~" e '**1/*""“"""( "‘""“)
na(a+§/r +¢) e

Por tanio feita a m'hsutuu;iio destes valares nos dex e 39

mm“ (e-n/c +..-+1/ ¢'-20 *M/ ’*“)

. AL — e

Vit

e e __h.__-.,_ ao yrdyat ]

el e

isto he , e ——

= a+1/c_4:i-:’_1; ‘—-u'-—-mqfc Yapent
— "__‘—‘——————__.__._.— B

— 1

ﬂ+\/c a’-—-1-/ -—:a‘-—-ani/c‘

b

.......,._ 1‘/:'*4 — 1/,-'-.2;:'—-20\/ +n
’-————--——_..__________u___‘

—
i _‘\/e’+d1+ 1/:1-..'112*--24:‘\/‘:14..&*

atyepaml 1/.-.4-.:1.41-:4 \f:"-i-rﬂ‘

a4 1/15*-{- a1+ 1/c1_na1_ aa \/Pc=+ai

L}

m -—l—-ﬁ/ﬂ-f-a‘-p 1/:1-.- m*-— ia \/c*+n1

=N T
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Crste Y .
—n-—-b’r‘+ a — 1/;*’--:«* —savorm

: =

l.’.om se vit, que o pruhlema tem lugar de ¢=2a \/a
alé €= —2a V"’-

55 Agora applicando a mesma analyse an problema
segninte ; fendo dada a soma BA 4 AC, que chamas
vemos b, da .'lli'paﬁemtm e wm dos lados do -“ﬂ'ﬂﬂgrr.l'o
veciangnlo C04, e 0 oulro tado C8, achar o primeiro I 4
Designando CB por ¢, AC por y , e conservando as vu=-
tras denominagiies , teremos

Etart=y e r—=ac,

donde se tira
y=¢ “Xl + a®
e por conseguinte

x4y =ac+ﬁ \{l + a2 = by,
ista he, T T
o A7
Suhstituindo pois este valor de « nos de.r e y , achares
mos b —e b g

e LT R Sy v

56 He evidente, que propondo-se os valores

b =8,
b:—,(t-i—\/z)c, .
b=.cy
Ihes serdo vespectivos os de a, z € ¥ seguintes
" = E R a1 X

E—= 1y —a=c=Ba; _y:cJ::uC,
=0, &= Oy y=¢=CB.
Daqui pois se collige,, que sendo b< ¢ , Serdo negalivos
@€z, e positivo y. Assimn =




a W s X
E==1j x=—c=DBhBad', j:c\/:chr',
@= —, T=—00, y=mu=

Bem se vé, que no caso de b=r¢ he y um minimo,

s By !
como também mostra a expressdo — —-— differenciada ,
suppondo & variavel , e pondo-se igual a nada, E porque,
se for & negativo, pela natureza o tria ngule rectangulo
nio podendo ter-se x>y, deverd y tambhem ser negativos
Assim aos valores negalivos

el

5;(_—:--\/:|)c,

corresponderfio

a=1, ==¢=Ba, y:—-cJ::C'u,

y==—=c=CH,

B=0, Z=0,
a—=—1, x=—c=Ba", y =—c 4/ a=0a'C,
G5, T ==, y=—0o

Por onde se v&, que he possivel o preblema de b=
‘gté b——2. E finalmente por esta solucio, e a do
n. 50, se entenderiio bem, ¢ resolveriio facilmente as du=
wvidas de Simpson ( 4 Treatise of Alg. Sehol. of .tm.r!.f:_',u.];
a respeito da intelligencia dos limites da possibilidade dos

problemas.

F I I,

G
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