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A D V E R T E N C I A . 

O S problemas, de que damos ao Publico a Re-

solução analytica , são tirados do tomo VIII. dos 

Opusc. Math. de d1 Alemberl , da Álgebra de 

Bezout, e da de Simpson. Por ella se verá , que 

os embaraços e paradoxos , que se encontrão na 

posição das linbas , que as raizes negativas das equa-

ções dos mencionados problemas representâo, pro-

cedem daquelles Geómetras se terem desviado da 

lei da continuidade geomelrica, a qual nas nossas 

soluções observamos e rigorosamente seguimos ; e 

por onde vimos no conhecimento da verdadeira 

origem das quantidades negativas, e que ellas nada 

tem de arbitrarias e hypotheticas. E porque a theo-

rica luminosa das referidas quantidades he de um 

grande soccorro no progresso da Analyse, julgamos 

conveniente expor e publicar as soluções seguintes. 
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RESOLUÇÃO ANALYTICA 

D O S 

PROBLEMAS GEOMETRICOS. 

c V J r 

P R O B L E M A I . 

< Onduzindo*se uma recta , que corte a cir-

cwnferencia de Um circulo dado , por um ponto tomado 

dentro ou fóra delia , de posição determinada , isto he . 

que forme com o diâmetro um angulo dado , achar as 

partes da mesma recta compre/tendidas entre o ponto 

e a eircumferencia. 

Seja (Fig. i) o circulo E B F E , o ponto A , e a rccta 

B<7. Abaixe-se a perpendicular BP. Denote-seEC por r, 

E A por a, E P por x , PB por y, AB por z , e por m 

a tangente do angulo E A B , medido no circulo proposto. 

He sabido, que a equação 

m 

t?ra por lugar a recta A B, isto lie , determina a sua po-

sição ; e que o seu valor lie determinado pela equação 

z1 r~ (a — -f- r \ 
Substituindo pois nesta o valor de y tirado da pr imeira , 
teremos r'- z* 

(a — xY —•—r , 
i s t o b e , V ' r + " 1 ' 



valores, que substituídos na equação 

y — -"-- í a — 

darão 
•r r m* 

Como porem ás intersecções da rcçtá e do circulo co r -
respondem as mesmas coordenadas ; se na equação do 
circulo y =z i r t ,T\ introduzirmos os valores adiados 

de .v e y , leremos a equação 

j 7. r( r — n) , \ 
z + -— L j — a [ir — a), 

yj r' -f- m1 

cujas raizes serão as expressões de AR. Assim a primeira 
— r(r— n)-\- \/ r'' -f- m%a(lr — n) 

\ / r1 -(- m * 

essencialmente positiva será a de A B , e a segunda 

— r(r — a)— <J r*-{-in'a{2r — a) 

i . . V r1 -4- m' 
negativa a de A<í, v 

2 Para virmos no conliecimento das linlias perten-

centes ás raizes, que correspondem a . r ' , reflectiremos, 

que na passagem por 90° do angulo EA.B , se faz ne-

gativa a expressão da secante + e conscguinte-

mente a este caso pertencerá o valor .r'. Pelo que , f a -

zendo o angulo F A D — EA.B, c substituindo os valores 

dc x' ey na equação y' '— irx — x', teremos 

1 2 rir — a) , z _J> L- z — a[2r — a), 

y/ r' + m' 
donde se tirão as raizes 



( 3 ) 

r(r — a)— \/r
4 -h m'/i (2 r ~ a) 

z— ~~ —-—•— ; 
' \/ r* - f - m' 

a primeira das quacs essencialmente positiva moslra o 

valor de A D , ea segunda negativa o de A b. Finalmente 

depois do que fica declarado concluiremos as qualro raí-

zes seguintes 

— r ( r — >«):+•<J r' + r/>'a(sr—a) 
= A B , 

_ r(r— a)+ yj /•«-f. a ( 2 r _ « ) _ 
Z — ——— A 1) , 

^ r * -4- m' 
/ — ,1 —— 

„_ — r(r — ")—V r< + m*a(ir — a) 
Z — —— — •• — 3 — ~T A. cl y 

y j r> + m* 

r(r — a)— V r*-t-rn'a (2 r—a") 
t'v— — - L — A b. 

•y/ 

/ 

3 Agora somando as raiies z e z', e designando por 
2 c esta soma , temos 

« 

a / r t + » i ' o ( s r — a) , _ . _ 2 v r — — '- = ic= AB -+- A D , 
* r - + - m1 

e pondo & em vez de ir — a, teremos 
r < _ / V 

m — — 
c — a b 

V—, ;—7-= c r C r — a) 
r* + m'a(ar—a] = v • , 

•y/ e ' — " 6 

/ ; r r ( r —<i) 
y + « = — - - - - • 

, õ ' • . y/ C — ab 

Assim substituindo estes valore* nas expressões das rai» 
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ws , adiaremos 

z — c ~ \ <F—~ãb— A B , z' — c+^f c '—áh = A D f 

c — \ / c ! — a h — Ari, z!"=—c+y/ c1 — ab = A.k .. 

Donde no caso de ser a = o, ou existir o ponto-em E. j 

isto h c , na circumferencia, concluiremos 

r 3 r ' ii — 2 r ' s z = o , z —— — 2C, Z — — jc, 

a primeira z — o nos mostra , que » e z tem a riiesíma 

origem ; e a segunda z' = ic a prop. i. 4- Eucl. 

4 Por q u a n t o acabamos de v e r , q u e a — f t , <Bz fc o 

e z " ' = o ; lie manifesto, que estas duas raizes mudarão 

de s igna l , se íòr a negativo. Assim teremos 

- r ( ' + « ) + y ' r ' — / « ' « ( a r - h a ) 

V '•'+™1 

r ( r + fl)-f-\/ r 4 — m * a (2 r -f- à) 

t j r
1 -f- /n' 

• • < • ' . ' / > — < — 1 

— r ( r + n) — y r4—m'<z(3r + «) 

^ r2 -{- rn' 

• (r -+- a ) — y ' r> — ( 3 f + «). 

"-Hm:* 

r£r-+-<*) — V1 1 - — "l'a (2 r + ") 
s = !— ' " ' ' ; ~ = A 13 , 

** ~ • y 7> + m ' 

r( r + <f) + ; 1 7 » ' á ' ( 2> + « ) , 
g' — - — — — — A U i 

i . l i 3.ò:íoi ; c-j í s ^ ( r t i j i R ^ t ] » c'-::if;..' a i i u A 
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— r ( r 4 - " ) — V r> — ura ( a r - f <0 

r' -1- iit* 

— r(r + a) + \] r'— m'a ( 2 r + a ) 

— k' d', 

V '' + m' 
IVIas como neste caso AB -f- AD se torna em A1 D' — A'B', 

será 
m ' a ( l H - « ) 

— — a c — A' D' — A' B'. 
r' H- m ' 

Pelo q u e , féitis ás substituições dó mesmo modo, que a n -

tecedentemente se prat icou, e advertindo que i r - \ - a zz:bp 

acharemos as raízes seguintes 

z = r _ c - f - - v / c * + a 6 = A , B ' , z ' = c + y/ c'+nb — A'D', 

z"~—c—y/c"H- ab — A'd'i i"'=c—yjc' + àb= A'b*. 

5 As expressões das raizes, que vimos de achor para 
ocaso de estar o ponto fora do circulo, forão deduzida» 
da lei da continuidade, por onde se observa , que as 
expressões das quantidades lineares mudão de signal 
na passagem p o r o ; ou ee. Más pára então cunbecermo» 
as raizes independentemente desta consideração, notare-
mos , que a equação 

y = — ( a + x ) 

determina à posição da recta A 'B ' ; e à sua grandeza lie 
conhecida pela equação " . < 1 l 

* * = ( * + ' * ) ' + * ' » 
das quaes se tira 

• á, e i 1 - — 

\J' ' -)- m* 

•valores? q[úc substituídos, e o d e / ' — » na «<l«a" 
í . - "T* 

B 
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cão do circulo y o. rx— a;1 dão as equações 
a ^r(r-i-a) , . 

Z — -—v •-z = — a{ir+-a), 

, 2 r ( r + f l ) , v 
. ^ v t i = - a ( a r + a ) , 

\ / r ' + hi1 

c por conseguinte as raízes 

r ( r - ( - f l ) r ' — m ' a ( 2 r - f - « ) 

— r ( r + « ) ± y / — m , a ( 2 r + n ) 

' : ' 
y m* 

como se achou. 

6 Se reportarmos as coordenadas ao centro C, de-

signando CA p o r a , CP p o r á , e substituindo nas raizes 

achadas r— a em lugar de a , teremos 

- « / • - + - \ / r 4 + , B ' ( r ' —o*) 
3 ^Z — — — A B , 

^ r' + m' 

V r'-i-7ti' 

valores de Lacroix ( A p p . dctAlg. a la Gcom. n. 88 . ) . 

Mas não basta nestes auppôr a>r para termos os de 

A 'B ' e A 'D ' , porque substituindo t» — r em vez de a n»S 

rawes , que (/,) representão estas l inhas , teremos 

I _ " * V * "»' ( — r ' , ) — A ^ 1 ' , 

V r' + m' » t 

V r,±'al 



( 7 ) 

difOrentes das que resultno da supposição dc a> r nas 

primeiras. Por outra parte , fazendo uso das equações 

m . . rz 
/ = — — a ) , e u — « == - , 

y -f- m* 

de que Lacroix se serve , lie evidente, que s e n d o a > r f 

ou existindo o ponto fora do circulo, na passagem de 
A Tífír F nnna tomAc A por E , onde temos 

u — u.— 
r . o 

\J r' m> r' + ire* 

tornando-se negativo — e considerando-se o 

r' -+- m* 

z negat ivo, se restitue positivo , então as sobredita* 
equações só nos podem dar as raizes negativas 

— ar + J (a' ~ r ) 

y r' -+- >"' 

— ar— \J r*—m* (a 1 — r> ) 

V r> + 
= A' 

m* 

7 Isto supposto, para construirmos as raizes achadas, 

pelo ponto J eo centro do circulo tire-se o diâmetro E F f 

inscreva-se a recta EK — a c , e conduza-se C1I parallela 

a £ K . Descrcva-se também o circulo C R A r , tendo AC 

por diâmetro, e inscrevendo r.elle as rectas CR eCr iguaeS 

cada uma a H K , conduzão-se finalmente pelo ponto A, e 

p o r R e r as rectas AR e A r , que de uma e outra parte 

encontrem a circumferencia. Deste modo ficarão determi-

nadas as posições das rectas Dl e B í i iguaes cada uma a 

í c . Porque , tirando-se C D , o triangulo rectângulo C RD 

dá R D ' = C D ' — C R ' , mas lie C R 3 r r . H K ' = j F K = r r ' — c ' t 

logo R D ' = r ' - y c ' } Uto h e , RD = ; ± c ; c o triangula 
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rectângulo ACR dá também A R ' = A C •—CR' is ío l ie , 

AR"~ — {r—ay+c—r=c'—ab, ou A R — ±y/c~ã~b'. 
logo 

AC— c — y / c — a b , AD — c -1- , 

A d — — ç — > J ç'~-a/>, Ab ——C-+- V c—ab. 

8 He fácil de ver pela construcção antecedente, que se 

o ponto K. ajustasse em F, teríamos CR = ^r' — c' == o, 

ryj r' —<r 

Ç a tangente m — ^ - — o , que nos daria c — ± r . 

y/ c' — ab 

E porque reflectindo na expressão \J r*—e"', se ço-

liliece a impossibilidade de c>r, então seria u a maxi-

>na. Segue-se mais , que ajustando-se R em A , feriamos 

A R — y / c ' — ob — o , isto h e , e* = ab , ou a : c::c : b; 

r j — 
t m—- -—- — cc. Por tanto no caso de ser c me-

V c'—<7b 

«lia proporcional entre a e b , seria perpendicular ao diâ-
metro no ponto A , donde se infere a prop. i3 . 6. Eucl. 

Bem s» v ê , advertindo na expressão yj c' — abi qué 

não lie possivel c< jj ab , e conscguintemente viria a sec 

2 c a miniraa. 

9 Igualmente podemos conhecer este máximo, e mí-

nimo por meio do calculo differençial. Com effeito se da, 

expressão geral e — J L j r . / " a K , significando <[> o a n -

gulo EAB, deduzirmos a seguinte c— — - c o t , ' ç ± a b , 
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s propriedade sabida do máximo , ou minimo nos dará 
a equação 

cos. 'v — / 'cos. ( i r o , 
donde resulta 

cos. Q — r , cos. <J» == — /•, e cos. <i> =r o , 

isto hc , 
O = o , d> — i8o°, c go". 

Assim substituindo estes valores na expressão de c, te-
remos 

V c r r r , —r, e c~\jali-, -iSczzr, c — —r, C c r ^ — a b . 

Mas como o valor c — «J— ab pertence ao caso do ponto 

estar fora do circulo , seguc-sc que ahi unicamente terá 

lugar o máximo. 

10 Quando o ponto dado existe dentro do circulo , 
multiplicando as raizes 

z — c — \Zç* — «6 , a' = c+ y c' — ab , 

temos isfo l i e , B A . AD = E A. A F , e p o r 

conseguinte B A : E A:: A F : A D. Os rectângulos positivo» 

B A . A D, e E A . A F nos mostrão , que a propriedade do 

circulo, que acabamos de achar , he em rigor a prop. 35. 3. 

Eucl . , que se estabelece na prop. 5. 2 . , em que os referi-

dos rectângulos são positivos. Assim querendo servir-nos 

delia, como d 'Alcmbert , ( V p u s c . math. tom. 8. pag. 27/1. 

Xi. g . ) pelas equações zz' = ab , e : + ; ' r J C nada mais 

se pode obtet-, do que as raizes positivas 

z = c— -y/ c1 — ab = AB , s1 — t + c' — ab=z A D. 

n Em quanio ás linhas , que se exprimem pelas ou-
tras raizes igualmente positivas 

z — c + ^ c —ab, z'— c— *<] c'. — ab , 

que resulião das mesmas equações , advi r ta -se , que se 
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«ornarmos o bprimitivo igual a a, isto h e , (fijj.7.) a F = « , 

»«rá 
1 = 3 r a - rZ — E P ' , 

aJ r' + m* 

e feita a substituição na equação do circulo y' — irx—x'f 
teremos 

S r ( r — « ) 
Z r í = « ( 2 r — « ) , 

V r* -f- m' 

q u e , pondo A era vez de a primitivo , ou 3 r a , nos dá 

3 — c - t - \ / c ~ - a b = a t i = h T > , c'—aí=aC=\í. 

Semelhantemente acharíamos 

Z=c—y/c'—ab—«e—AB, z"=—c—^c'—ab—aS=Ad-

ta No caso de existir fora do circulo o ponto d a d o , 
se multiplicarmos as raizes 

= c-t- y/ c* - ( - « 4 , s1 = c 4- \/ c' + < i i , 

t ambcm resulta a : ' A, ou i ( z - 1 - 2 e ) = p o n d o 

í + 2 » e m lugar d e z', donde s e deriva 

— c -h \/ c> ab , z — — c — c' -h aí. 

Com effeito da p rop . 5. 2. Eucl . consta ( í i g . 3 ) 

E A . A F + C A ' = : E C \ o u E A . A F = E C — C A " . 

Assim se fòr CA = E C , cahirá u e m H , e será E A . A F = o. 

JE porque na passagem de a pa ra A ' , o rectângulo positiv» 

se torna em o negativo A / , então será 

E A , . A ' F = C A " - E C : . 

Semelhantemente (f íg. 2 ) 

B A . A« + o S ' = i S ' = E C ' - C A * + aS" , 

»«io h e , 

BA . A« = E C ' - C A » , 

mas na passagem de A para A' he negativa B \ ; logo os 

rectângulos E A . A F , e B A . A a passarão para negativos 

em A'. Por onde m vê , que em A' e «', as raize» 
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BA = c — \ / c 1 — ab , A « 2 = c - t - V c -—ab, 

SC converterão em 

B ' A ' - c — y / e + a b , 4V-C+ \ ] 

Agora considerando positiva a linha B'A', isto h e , 

A'B' rr — c + V ' + a b , como dá o calculo, he visível , 

ipie A'a' se deverá converter em — c — ^ c' -i-ab, 

para se restituir negativo o rectângulo B A . A a. 

i3 Se fór b =; r , teremos 

e = s a / — (»<• + « ) ' _ / « ' + • » ? _ V r' -+- ^ V a' + m' — ~ ' 

• por conseguinte 

A ' R ' = ± \ J c ' + í i ( j r + f l * ) - o , e C í t + ^ - í - z o . 

Assim em os mais casos c* -+- ai exprimirá as linhas 

A rR', «*'S', « — \ J -ab as oppoStas « V , AV. Seme-

lhantemente -y/r* c* dará as l inhasCR' ,CS ' ; s]r*—c* 

as oppostas ( V , C r ' . E daqui se vé t ambém, que a ' S , ; 

representada pela raiz negativa z" tem posição contraria 

d e A ' D ' representada pela positiva 2 ' ; assim como K 'd ' 

a tem contraria d« a ' A ' . Por isso era razão , que d'Alem» 

bert primeiro que advertisse na posição d e A ' D ' a res-

peito de A ' B ' , mostrasse o que enuncia (Opuse. math. 

tom. S .pag. 272.) la raclnepositive est donnéepar A'B', 

«t la négative par A'D'; porque a raiz 

z'= ; + a c = c + y ' c " - t - « £ = A'D'< 

• • 0 1)0 a negativa 
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i / | . Eezout ( J l g . 270 ) procurando descobrir a linha 

respectiva á raiz negativa z", considera A' origem de 

A ' i i ; outro paradoxo , (pie facilmente se deriva das so-

luções precedentes. Porque eliminando a da expressão 

sin. <j> / 
- —— y cot." cj — n ( í f + « ) , 

temos 

r - y / — __ — r ^ / r ' — c 
— A ' E , a — - •.— — rz=a'E, 6111. Ç ' S111. <J> 

rJ r'— c' t-J r' — cJ 

b ~ r-i —-.—-- —A' F, b = r — j—— - a'F ; 
sin. 6 — * sm. ç 

e como lie 

CS — ^ r2 — c ' < s i n . ô, Ca — ^ r* — c* — sin. 6 < 

CS'— \ j r - — c*>sin. <j>, será a segunda expressão dei 

l negativa. Mas como aos valores negativos de a e b 

corresponde — \/ r'— c*, que representa Cs', hc evi-

dente , que fazendo-se negativos a c b na equação 

z* -{- icz — ab, nesse caso as raizes respectivas á questão 

serão as negativas 

z"'=c— \/ c% z"= — c — \/ cl + ab = a'S'4 

l5 Pela disposição symetrica de z c z' nas equações 
z H - z ' = 2 c , e zz'~ab, se vó , que unicamente podem 
eonseguir-se as linlias pertencentes á circumferencia s u p -
posta posit iva; porque mudando-se z e m z ' , e recipro-
camente , resultão as mesmas funções s ' + z , z 'z , o 
consequentemente tem s + z' o só valor 2c. Mas expr i -
mindo 2c a differenca entre z' e z, feita huma seme-
lhante múdánça , z , j— z recebe o valor —2<-, e por 
conseguinte z e z' não serão as raizes de huma mesma 
equação. Sendo (fig. 4 ) primeiramente c positivo, te-
remos 
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i ^ c + y j c + a b — A D ' , z ' = c—\/c^ab — x'61-

depois c — o , . , 

í ' = V S i = A ' T , z ' — x a/j — a'T'; 

è em terceiro lugar c negativo , 

z — — c + \ / A'B' , —c — y' c' -+- a b — n'S'; 

Note-se lambem, que no caso de c—ò, sendo m=— 

isto h e : /—- r* Jali 
' J a b - = = c o t . C A ' T , v 

» m ' 

s e r á A'T = cot. C A'T A^eTÃT i 

prop. 36. 3. Éucl. 

16 Em fim temos visto ( n . 3 ) , qiie a — o dá 

= — E P j e j ' = — - a e - E K ; 

então separando y//•' -+- m* , teremos jsto he j 

z — \J irx = ;íc = E K . 

Igualmente (fig. 2) aF = o = o dá (íig; / , ] 

«, = ar rJ. e z -

V r' + V r' + iil' 

l o g ~ V ' ! i e ' V 3 / ' ( 2 , ' — > o u to-

mando P'F = EP=.2 / - — i z U x ' , zz= 

Pelo que respeita a Fk ' , semelhantemente terrina 

= F P ' , e i" - _ F f , 
^ J r' -+- m' J 

donde se collige isto he, z"~—sj 2rx--sc=Tk\ 

Do mesmo modo se acharia z"—— \J 2 r x — — 2 c = Ék. 
Eisaqui pois a solução da difficiildade proposta [ O/fuic, 
tnalh. tom. 8. pag, 3 7 n . 10.) 
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P R O B L E M A I I . 

17 » C/«7r <w curvas, nas quacs a distancia 

(fig. I) <? c; A? /'' í/í; qualquer Hl ilos seus pontos 

ao ponto fixo F, tomado na ca ta 11F, tenha uma. 

razão constante para a distancia MO do mesmo ponto 

M á recta HZ, que forma com a primeira o angulo 

recto'/. HF. ' 

Abaixe-se a perpendicular MP. Seja HF = </i M Q z r s , 
MF r 

AP = ^ , P M = j ' , F M = r, o angulo AVM — u, e ^^—-—e. 

No triangulo rectângulo I : M P , teinos 

r* =(d — zy + r'; 

c introduzindo a outra condição do p rob lema , isto lie f 

substituindo e'z' ein lugar de r', resulta a equação das 

curvas procuradas 

y2 = ( c* — i ) z ' + 2Í/Z — d'. 

Donde , sendo y =. o, se lira 

z — = : HA , c z — ——— — Ha. 
1 + e 1 — e 

18 Em primeiro lugar supponlia-se r< z , ou <?< r , 
ambos os valores de HA e H a ( í i g . 5) serão positivos, 
e teremos 

d tl zdc 

1 -+- c 1 — e* 
: A a. 

Pelo que fazendo — 1 a , será d — ; 
1 — c* e 

Como pois lie 2 — , — -+- & , substituindo este valor , 1 I -+- e ' 
e o de d na equação do numero precedente, virá a equação 

y = ( I — é 1 ) (2r t . r — x* ) 
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pertencente á cllip.se. F. porque lie i — c ~ a razão do 
quadrado do semieixo menor ao do maior , scgue-se que 

a excentricidade será para o semieixo maior , c o m o e - i » 

ou 31F : MQ. Beni se \ê , que sendo c — o , ou d— za , 

a curva he o circulo <lo raio a. Agora seja ou c — i, 
deverá também ser a—z,o , para que represente d a quan-
. , , , , . « ( i — e') o . . 

tidade imita =r oo . o — ; inassignavel por 
<-• o 

esta expressão. Mas designando c a distancia AF do verti-
c. , , c. 

ce ao loco, como temos a — , sera d — t -l — 2c. 
1 —e e 

Na mesma supposiçãoa equação y*—(e'—1) z~'~'r id—dr 

sc muda em y* — idz — d', e pondo í + x em lugar 
de c , em r * = 2 dx , ou y' — (t cx , 

equação da pai abola. Em íim , sendo ryz , ou c> 1 , será 
d , 2 de 

negativo - , ou I I a , como também , ou i a , 
1 — e 1 — e 

ou A a ( f i g , 6 ) , e a curva terá por equação 

r
2=-{e — 0 ( 2 a x + x'), 

que pertence á hyperbola , na qual a excentricidade tem 

para o semieixo maior a razão de e : 1, ou MF : M Q . 

Neste ultimo caso , passando a directriz IIZ pelo foco F, 

ou fazendo d— o na equaçãoy~ — z' -(- 2 d z — d'f 
teremos a equação 

y zz. 3 e* — 1 , ou y ~ x \J e~ — 1 

da recta F » , porque no triangulo rectângulo F»-q , te-

mos y' H- X* — r' = c x1, isto he , y = x e' — 1. 
«((•> — 1) 

Alem disso , reparando na expressão d— 

está claro, que , sendo e >i , a— o dá d—r o, e nesse caso 

a equação y ' = ( c ' — x ) ( 2 « x s e converte cm 

y=zx\/ e* — 

19 Isto s u p p o j t o , significando b o semieixo coaju» 
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g a d o , e p o pa ramet ro , na ellipse, teremos 

]£_ o.a c- — e1 p _ a 

«2 a' — 2 a ' 

relações, que se aniqui larão, se fór n — zo e c — i, 

deste modo satisfazendo na parabola. E porque na Iiy-

perbola a se torna em — a , e A em h yj — i , as so-
breditas relações se mudarão em 

— /'* — nnc — c" p '— : ' r . /•' 

isto l ie , , , 
• o~ 2 a c - f - r.~ p , 

(i* a* 2 a 

2o He também fácil de vêr , que as secções cónicas 

Se comprehendem entre os limites d e e = o até e = c o , 

ç de d~ co até â—c. Com effeito na ellipse dz= ° ^, 

que no caso do circulo, isto lie , de c — o, -vem d — 

Depois, he evidente, que á medida que vai e crescendo» 

diminue d alé e i , onde sendo a — c o , em tal caso na 

parabola será d—ic. tí na liyperbola passando a ser 

<?>i , e n do infinito para negativo, lemos d — —~e—— , 

continua pois d a diminuir até c rr cc , onde sendo a =z q; 

então sahe indeterminada a expressão 
a (e* — i •) o 

d— —- ~o-k — —. 
e o 

Mas pondo — - — em lugar de a , virá 
e — I 

c(a— i ) e 

que na liypotliese de que se trata d á < - / = c , ea byper^ 
bola se converte (fig. 6) na perpendicular À K , que passa 
pelo vertice. 

ai Agora se quizermos as expressões do raio vector 

*, por meio do numero e, do angulo u f ç da semieixa 
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maior a. No triangulo rectângulo (fig. 5) F P M , temos 
y — ( c — x ) tg. u , e r' = ( c — x )' -\-y* , 

logo (c — x)'' — j'cos.!m , isto he , 
c — x — r cos. // , c — x m — r cos. u , 

ou 

x — c. — r cos. u , x = c -f- rcos. «. 

Como pois 11a ellipse achámos 
y' = ( i — c' ) (2 ax—x'), 

substituindo o primeiro valor de x , e pondo a ( i — e) cm 
lugar de c, resultará a equação 

, 2/;c(i — c ' ) cos. u a'( i — e*)' 
r + ; _— r — — —, 

i — e cos. u i — e cos. « 
cujas raizes serão 

, = « ( I U F M , = - " ( > . - _ ! > = F m . 

i -f- c cos.« i — e cos. « 
Substituindo também o segundo valor de x na mencionada 
equação da ellipse , saliirá 

, 2 í í ( i — e ' ) cos. u a' (i — e')' 
T—e !cos.*« i—«'cos.2 /! ' 

da qual se tirão as raizes 

i—ecos . / / i+ccos . / / 
Assim dividindo a corda MW em duas partes iguaes no 

t> . i 2/i ( i — e') 
ponto K. como lemos r + r r 

i — e cos. « 
será 

R M ' = g ( ' 7 e , > e F R — 

i —c cos.a/x i — e'cos.*« 
Semelhantemente no outro foco/" da ellipse, substituindo 
2 a — c — rcos. « em lugar de x na equação 

y' = (i — e') ( 2 a x — x ' ) , 
teremos , 2 « e f i — e') cos. // — 

r : — r— —- f—, 
i — e cos. u I — e cos. « 

que nos dá as raizes 

/ • '= H S ± = J l l = s / j X ' e r ' = - a ( , ~ e ' l = f n < . 
i — ecos.w J 7 e cos./t 
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22 Pia parabola cm que acontece ser a — * t e r i , 

as expressões do raio v e d o r antecedentemente achadas 

apparecem em forma indeterminada. Mas pondo —-— em 
i — c 

l uga r de a , teremos 
c ( . + e ) 

I e cos. li ' 
que na referida liypothese se muda em 

i -(- cos. u tos.2 - u 

Assim concluiremos 

r—
 c _ r . _ c

 rv- ~c
 rw_ — c

r + r ' _ 2 e . 
cos.'j/í ' scn."j«' sen."-»' cos.^í í ' 2 sen,*«° 

23 Reflectindo nas formulas do raio vector da el-
Jipse, se vê claramente , que para descobrir-se por meio 

de - - l = I ' M ' a expressão de Tm1, n ã a 
í —e e cos. ti 

basta [Opusc. mat/i. toin. 8. pag. 27 1. n. 2) introduzir so-

mente — cos. it em lugar de cos. « , porque sem embargo 

de ser c o s . ^ „ t g 0 ° ) — — c o s . „ j 

lie também 

cos. ( 180" — " ) — — c o s ' " > 

e por isso com esta mudança não se determina necessaria-

mente a posição do raio vector respectivo a « + 1 8 0 ° . 

22 Examinando part icularmente as sobreditas f o r m u -

las , lie evidente , 1° que se for u — o, isto h e , cos. u — 1* 

teremos 
r = í i ( i - e ) - F A , a(i+e)=/A, 

r " = — « ( ! + « ) = F « , r " ' = — o ( 1 —«) = f a , 
2" « — 90°, isto he , cos. u — o , 

r — 0(1 — ^ = F D , r ' = « ( 1 — i / . = FD» 

r"—— a (1 — c*)— — -J> =Fd, r'"=z— a (1 — c' )z=—{-p = Fel 

e finalmente que o eixo maior será a maxima das linhas, 

que passão pelo fóco , c terminão na ellipse , e o p a r a " 

met ro a roinima , porque sendo u = o, será 
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a a (i — e* ) 

r -f- r' — — = 2 « = A a ; 
i — e*cos.*« 

e n — go", 
r + r ' = 2 a (i — e* ) rr p = D rf. 

Para acharmos ria hyperbola as expressões d e r , 

observando que o semieixo maior a hc negativo , e e 

excede a u n i d a d e , não ha mais que mudar a em — a, 

e i — c1 ein — ( c' — i ) , nas expressões do raio vector 

da ellipse. Pelo que feita a referida mudança , teremos 

( f i g . O ) 

, = - F M , r ' = r r F M \ 
i-f-ecos.» í—ecos.» 

1 ,,,„ , = Fm'. 

1 — ecos. ií i + c c o s . » 
Onde se v ê , que o valor de FM sempre he positivo. 
Mas se o angulo A FM passar de 90°, a expressão de 

a (e ! — 1 ) . . = j e co—u ' V e m P o s l t l v a e r a l i 3 " ' 0 l o r 

1><? cos. u , inlinita sendo 1 = e cos .u , e negativa quando 
i < e cos. 11 , representará no i° caso o raio FM', no 0° FO 
parallelo á asymptota C S , e no 3° o negativo F P . Por-
q u e , designando a o angulo A C L , que forma a asym-
ptota com o seniieixo m a i o r , a propriedade sabida da 
hyperbola dá CL = « e ; c pelo triangulo rectângulo C A L 
temos 1 cos. a;; CL ; C A : :a e : a , isto he , 1 — e cos. a. 

Assim se fòr u — a , ou o raio F M' tomar a posição FO 
parallela á a sympto ta , será 1 =r e cos. u , e se o angulo 
M ' F R se fizer menor que a , será 1 <e cos. u, então o raio 
encontrará o outro ramo da hyperbola , tomando a posição 
contraria F P . 

a6 Igualmente se vê na expressão 

r„ _ - a ( e ' ~ 1 ) _ a ( — t ) 
1 — e cos. 11 e cos. 11 — 1 ' 

negativa em quanto fòr 1 >e COS.K, infinita sendo i—ecos.u, 
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e positiva no caso ile i < í c o s . u , que exprimirá no i" caso 

o raio negativo Fm , no 2° o infinito F o , e nò 3o o p o -

sitivo F p . Em fim m u d a n d o 11a sobredita expressão o 

sinal de cos. u , temos 

— a ( e> — 1 ) _ 

1 4 - cos. u ' 

•valor dei177»', e com a mesma posição do raio negativo 

F m , porque a mudança no signal de cos. u não de te r -

mina a do raio correspondente a 4 - 1 8 0 ° . 

P R O B L E M A I I I . 

27 Ividir um arco cie circulo dado em Irei 

partes iguaes. 

Seja ( fig. 7 ) E BF o arco , t irc-se a corda EF , e do 

centro do circulo A abaixe-sc a perpendicular AB , que 

seja directriz de uma hypcrbola descripta com foco E , 

e a razão de e : 1 a de a : 1. Pela interseccão delia P com 

o arco conduza-sc PO parallcla a EF , os pontos P cO 

determinarão a terça parte do arco proposto. Com effeito 

a eorda E P = a PD = PO , e por conseguinte o arco 

PO = P E = O F . Designando pois A o arco E B F , será 

P O = c o r d . ^ j . 

28 Agora corte-se AC cm duas par tes iguães pela 

eorda p P' , t ire-se O p, e conduza-se a parallela Po , Como 

pois he fácil m o s t r a r , que a corda pP' he o lado do t r i an -

gulo equilátero inscripto 110 circulo , significando n a cir-

cuinferencia, será o arco PP' = P> = pP — , e por-
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que o arco/» o — P O , teremos 

P o = c o r d : ( ^ + A ) . 

Emfini éonduza-sè por p a corda jiO' parallela a E F j 
que determinará 

P O r r Sord. (n H- - + 

á;) Por quanto a corda nulla subtende os arcos zero^ 
fl«j /| n , os ramos da bypèrbola encontrarão ó cirfculò 
lios pontos P, p, P' determinando a terça parte de cádà 
um ; e porque a corda de qualquer arco lie o dobrO dò 
serio dá sua meiade , teremos 

, / 1 a A \ f n A \ 
P o — c o r d - ( — + t ) = , s i n - ( 3 " + «ri> 

Daqui se \ t : , que sem embargo de cord, ^ « + -y- -f- A ^ 

coincidir com cord. •+• - g - j , a primeira lie negativa.' 

Com rffeitò supposta em B e P a origem do seno D O , 
c da corda P O , sendo DO e PO positivas, serão DP e 

OP negat ivas, assim na passagem de cord. ( P O ) por 

3(lo°, cOnvertendo-sè em negativa, se Iia-de entender no 

sentido de O P ; logo 

cord. (« + ~ + ~) = - cord. + A) = 0 ' P . 

Eisaqui pois resolvido o embaraço , que se encontra 
{Opusc. math. tom. 8. pâg, 290. n. 16.). 

3o Alem disso proposto o arco BF para se dividir em 
tres partes iguaes , lie sabido, que chamando b o sen .BF, 

ou sen. — A, / o sen. ' A , e r o raio do circulo , as 
2 3 . 2 ' ' 

ráizes da equação «« •>•• &•<•:•:< - •>•: 
4f3 — 5 r't~i- br' <= o 

D 
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darão os senos das terças partes dos arcos , que resolvem 

a questão. Sendo pois t, t', as mencionadas raizes 

A A A 
e attendendo aos arcos — , n 4- — f que tem 

o mesmo seno , teremos 

3 i Agora seja cord.(A) = a , e c o r d s e r á 

cord. ( A ) = a sen. a , isto he , b = — , 

c o r t 1 ' ( ? ) ~ 2 S e n ' 4 = 2 t = z > isto h e , tz=? 

c a equação dos senos sc muda em 

z* — 3 rz -+- ar' = o, 
cujas raizes serão 

2 sen, — cord 
0 

c 

z — 21 = 

s ' — 2 l'XZ 

11 z — ic"—-

( 4 ) . 

• < i + 4 ) = - - ( " + Í ) . 

iPor onde desapparecem os embaraços expostos (Opusc , 

tnath. tom. 8. pag. 275. n. l i ) ; e se vê , que na equação 

dos senos corresponde metade do arco da equação das 

c o r d a s , assim ao arco da primeira he respectivo 

na segunda o arco Como porém d'Alembert consi-

dera o mesmo arco nas duas sobreditas equações , em-

pregando na dos senos o arco — , suppõe na das cordas 

conclue-se não terem lugar as diflicnldadet |lrop®»UÍ 

{Opusc. math. tom. 8, p i g . agro. a. iSk). 
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3a Em fim supponliainos , que se pedia o valor da 

corda do arco de 20°. Neste caso sendo A — -n- , isto 

l ie , a — r , teriainos — 3 r z - + - = o , ou tomando 

' - l i z3 — 3 3 4 - 1 ~ o , e nos daria as raízes 
z 0,3473 = cord. (20*) , 
z' — 1,5320 = cord.(260»), 
z " — 1 , 8 7 9 3 =—cord . (140"). 

No caso de A =r ~ , isio he , de a — a , teriamos X 

equação z3 — 3z 4- 2 = o , e as raizes 
z =r 1 = cord. ( 60o ) , 
t ' = 1 — cord. (3oo"), 
z" —— 2 s r— cord. (180°). 

Se fóra A = isto lie , a — o e b — o , calculando, pela 
equação das cordas a1 — 3 z =; o , virião as raízes 

z = cord. (130°) , 

= o cr cord. (3(>o°) , 
/ 

z" —— \/ 3 =— cord. (240*) ; 

e pelas dos senos 4— 3 í = : o , as raizes 

1 — i 3 = sen. ( 60o) , 

/•' — o := sen. (180o) , 

1"—— i ——.sen. (120o). 

E finalmente no caso de Ar= 11 + -^ , isto lie, de a — — a , 

da equação z3 — 3 z — 2 = 0 re&ultarião as raizes 

z= 1— cord. (180°) , 
z'——1— cord. (420°)=—cord. (Co*) , 

—1=—cord. (3oo°). 
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P R O B L E M A IV. 

33 O vertice (ftg, 8J do angulo D no qua-
drado dado DE AI tirar a recta DI!, de maneira 
que a parte CM compre/tendida no angulo recto EA R 
tenha unia grandeza determinada ç. 

Seja o lado do quadrado IA a, A R — u, e AC — & 
Os triângulos semelhantes IDI ! e A CU dào 

1B : ID :: AB : A C , isto h e , a -j- u : a :: u : c, 
donde se tira a equação da posição da recta , de que 
se ' ra ta , nc + ut — au. 
Alen» disto para determinar a grandeza delia , temos o 
triangulo rectângulo ACB , que dá AB* + AC* = CB1 , 
isto h ç , « ' + í* = c \ Pelo que eliminando i d a p r i -
meira equação , e substituindo na segunda , teremos a 
equação 

u' -+- 2auz •+- (2a' — c*) u — 2 a c ' u — a'c' = o , 
que nos mostra , que pôde haver até quatro valores 
de A B . 

34 Para conseguirmos as raizes da equação pre.ee-? 
dente, supponha-se u — y + x, e t =z y — x, as equações 

a t -+- u t — a u , e 

se mudarão em 

y'z=2ax + x% x'; 

a primeira das quaes tem por lugar uma hyperbola 

equilatera , que tem 2a por eixo ; e a segunda um cir-

culo , cujo raio he j c ^ 2 . Descreva-se pois com este 

raio o circulo M M ' i / i m ' | e semelhantemente se construa, 

tomando A por origem ? e a AI para eixo , a hyperbola 
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equilatera M A M ' m a m ' . Os pontos de intersecção das 

duas curvas M, M ' , m , ni determinarão P M , P M ' , 

pm, p m\ c A P , ap ; valores de y e x , que resolverão 

o problema. Bem se vê por esta construcção , que se fora 

CB = a A I i / a , ou C B < 2 A I V 2 , o vertice a existi-

ria em O, ou ramo opposto mam' não encontraria o 

circulo. 

35 Por quanto finemos u — y + x , t ~ y — x » he 

manifes to , que no ponto M, sendo x ey ambos posi-

tivos , será 
AB = AP + P M , e A C = P M — AP ; 

no ponto M1, sendo x positivo , e y negat ivo, isto he , 
u — y — x , — c —y -f- x , será 

A B ' = : P M ' — A P , e AG'=r P M ' + A P ; 
no ponto m, sendo x negativo, e y positivo, isto he f ., . rv < t 
— u — x — y i t ±r y •+• x , sera 

A B " n A p — p m , c AC" = A p + pm ; 
no ponto m}, sendo x e y ambos negativos , isto he , 
— u =y •+- x , i — x —y , será 

AB"'=r A p + p m\ e AC" '= Ap — pm'. 

36 A solução do problema , de que tratamos , pode 

facilitar-se por meio das intersecções da rectà e do cir-

culo , porque eliminando y das equações 

y2 =z 2 a x + x', y* — JL — x', 

teremos 

e por conseguinte 

x' + a x = » 

— y _ ± : _ ; .1 

Por tanto teremos 
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-"•ÚZ\J + c* ±" X^c' — ia* yj + 
- i 

« ' + « ' + V ^ c ' — a o ' -4- ia \J « ' - f - c ' 

donde se lira 

a r + K — Í = d r V y / o ' - f - c ' . 

E aqui .cumpre notar , que tirando BO perpendicular 

a B I ) , que encontre DE produzida , e abaixando a per-

pendicular BK., temos 

K G = E C = o — t , 
« por conseguinte 

E G = • « + « — í = X a' -f- c\ 

37 Isto supposto , lie evidente , que se « e í ambos 
forem positivos , teremos 

<1+11-1— y/«'-f-c^EG , «'-t-c'-; 

se ambos negativos 

a*-l-u—\Ja'4-í"—IG; -u-l=-y c-i.n,-\-ia\j 

E advertindo neste segundo caso , que u zs. a dá 

+ —1— a — \/ c*— 2.a'+za\J c 

valores , qòe só poderião ter lugar ao mesmo tempo , 
quando fóra c = 00, isto h e , — 0 0 , segue-se, que 
u > a c negativo , fará no sobredito caso t positivo. Assinai 

teremos / — ; 

a~ií-t=~y á*+c'==lG\ tt-u=\/ c - a t f ' - M , V 

donde observando-se , que u =r t dá 

e' — ia'— ia\J «' + c' = 0, isto h e , ;.«.?r \/ a . ; 



( ) 
finalmente no caso de u > t , conclui remos 

a-u-t=-\J~ã>+?=V.G"', e t-uzm-\/ e'.2a'.2aij»'-f-eV 

38 Agora para obtermos os únicos valores de u e 
t , ajuntem-se as primeiras das equações dò numero p r e -

cedente ás segundas , e subtrahão-se aquellas destas, e 

teremos . / 

o+2«rrrt-f-2AB = V «*+c*- t -V ^ — z á + o . a ^ J ^ T ^ ^ 

a— 2//=rrt+2AB'^: «H-c2— 2a'+2a 

a^uzza+z AB" a 2 - f -c 2 + \ / e—lá1—a'+c\ 

a—2«^a+2AB'"=r--\/ «'-f-c2—^ , 

-a+2 i= : -a+2AC S = - \ / «'-t-C-f- V ^ c " — z a + z a y j 

-a—2tór-<»+2AC' « ' + c J — c2—2rt"-f.2a ^ â ^ + ^ T 

AC" — -y/ « ' + 0 ' + * / c '+2a*—2a ^ 

- c + f i t e - a + a A C " ' ^ - y / í + p — V ^ c 2 — M ' — 2 < i 
isto lie , , 

+ V V c ' _ 2 a ' - f - 2 a ' y / a 7 - + - V 
Ali iii. , • f ..v s 1—, r - • - •, -- — 

2 ' 

, _ — a-f - \ ] « ' - f - c ' — \ / ' c ' — 2 à ' + 2 a \ / a 2 4-c* 

^ — a — \ f a + c + V ^ c * — a » ' — 2 « \ / a2-f-c* 
~ " I ' 11 

_ — a— c' — — a'+ c* 

AB 

AB"=r 



( ), 

A C = 

'AC' = 

O + é* + C* 2 rt2 + 2 <7 y ' « ' - ( - . c* 
- . , 

a — ^ a' 4. c' — (' — 2«' + 3« V a' + c' 

a 4 - ' J <i' + 4- • » - 2 — 2 « V 
AC" = — — " — 

_,„_ " + V + C 1 — V C* — 2 0" — 2o a*-hc' 
AC — —— . j 

2 

Donde se collige , que no caso de c — 2« \/ a, será 

i + V 3 a / v 
A B = I « , A B ' - AB"=r A B " ' = — l á T 

2 2 

—í + V 5 — I — v 5 
AC s= a , A C ' = * — a , A C " = A C " ' = 2<7; 

2 2 

e que no de c < i a \ ] 2 , não Será possivel t irar no 

angulo IA.E a terceira linlia B"C", nem a quar ta B"'C"', 

o que também fica declarado pela construCção geometric». 

39 Igualmente pode servir-nos de incógnita a l inha 

D B , que chamaremos a. Sendo AC ; AB: :DC ; D B , isto 
, 11 a u a 4 - u , 
h e , — — , e como temos — — , scra 

' t a — c t a ' 
na 

a 4- íl — — —.. 
a — c 

t e l o que subst i tuindo este valor de a -f u na equação 
+ + <lue y e t A do tr iangulo rectângulo 

T ) I B , teremos 
a 4 —2 c a3-f- (c1 '— 2 à1) a5 4- 2 a2 ca — a'c' = o. 

Agora fazendo a = * 4- — , ou denotando-se DII por x9 
3 
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sendo o ponto II o meio da linha C B , e pondo x + — 

era vez de a na equação acliada , teremos 
< í c ' . . a ' c ' °4 

* 1 6 * 
donde resultão as raizes seguintes 

c' + / ,«' -4- 4» <Ja' 
* = I — " ' T" ' " Y + C = D H , 

A a' —4 a \ j c' + a' 
• D I I " , 

l / C -+- Aa' — 4« \/c24- a1 

» — 15 H", 

— \ / c ' - h 2 a' 4 v / c ' 
— 

2 
DII» 

« conseguintemente os valores de DB serão 

+ H- 4« > / + c* 
« - = DB i 

2 ' 

c+V^c' + 4aa— 4« \/cJ -ha' 
a" = 2 Z — I — J3 C", 

2 7 

C— V ^ c * 4 - 4 a* -+- 4 a J a ' 4 - c» 
„• - D B,# 

Semelhantemente se elegeramos para incógnita a linha DC> 
que denotaremos por 6, teríamos 
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— c + \/c*-h4a'-i-4 aJ a'-\-c* 
G = — D G i 2 ' 

— c — \ / c'+Áa' — 4 a \ J c -f- d 1 

í'"— = D B " , 
2 

6» — + \ / + c* + a* _ D 

— c — V c 1 4 - 4 « , + 4« V « ' 4 - e * 
— D C ' . 

= D B 

/jo Hc fácil de v i r , reparando nas expressões das 
raizes a , a'", a", que as três primeiras são positi-
v a s , e a ultima negativa ; e nas das raizes 6 , 6"', 6", 6', 
que a primeira lie positiva, e as outras tres negativas. 
Com effeito para descobrirmos as linhas , que as m e n -
cionadas raizes representão, reflectiremos, que se fòra 
DB parallela a A B , seria c =z <x , e consequentemente 

c + \ / C1 + 4 o2 + 4 a \ / c* + 

2 

se converteria em 

c + \ / c * + 4 « c - | - 4 a í 

— r r c — oo ; 
2 

— D C 
2 

Cm — C + \J c + 4 « c - f - / , a ' — c + c + i a 
— — Oi a a 

Sendo então também 

E G = y ' e + a ' s ; c s= eo , 
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T\TJ r'-\- \a'+/t,i \/ R + A ' \]Ç*+4NC+4A'_ c CO 
1) ri — - - — — — . 

2 2 2 2 

4i Donde se segue , que na passagem da referida 
posição j j g 

2 

se muda cm 

— — = H"'B"'; 

em 

cm 

— — = H C 
2 

— = H'"C" 
2 

em 

•y/c1 + « ' = E G 

1/C 3 + 4 + 4 « -y/c1 + a \ _ D 

2 

_ c* + 4 a ' — 4 a s/c' + 

H 

DH'" . 

Assim tomando DB a posição contraria DB ", e perma-

necendo DC na mesma DC'", teremos 

—c— y r ' - | - 4« -—Aa\ / c ' - \ - a ' 
DB ' "=D H '"+H' "B"'— — — — — ~ — 6 " > , 

2 7 

DC I"=H"'C'"-DH1"— _ Hl 1 1 — Z — — « 

Mas coma neste caso , sendo c — 2 a 2 , a expressão 
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passage 
Itiva 

a / - I - A"" — 4 « V£ 

se aniquila , por isso na passagem de DH1" por este -valor 
de c se tornará na positiva 

c- + a' 
— = DH", 

e teremos 
—c-f V c 

DB"=r H"B"—D II"—- 4« V7 ' • ' + « ' 
= 6 " , 

e 

DC."— D H"4-H"C"= 
2 

Em fim quando DB" tomar a posição parallela a AC 
as expressões «is expressões y 

/ V e ' - 4 - 4 < i * — 4" v c * + a * 
— V c' + « I = IG", e — — V- - D H " 

pa passagem do infinito se mudarão em 

c semelhantemente se converterão 

= H"B" em — — H'B' , e 1 = H"C" em ~ C- — H ' C . 
2 2 2 2 

'Assim guardando DB" na passagem por 

— c - f " \ / c 2 - — 4 « c + 4« a _ c + c — 2 a 
2 

a mesma posição DB', e recebendo DC" na passagem por 
c -t~ c — 2 a 
• — c — Ca 

2 

a contraria DC', teremos 

D B ' = r D H ' — H B " = ° 

D C ' = D H 4 - H ' C ' = ; , = « ' « 
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jj2 Newton (Ari th . univ. resolutio quaestionum geo-

metrícarmn probl. 24 ) entre as differentes soluções da 

questão , que nos occupa , elege a precedente para 

mos t ra r , quanto uma feliz escolha de incógnitas faci-

lita a resolução do problema , atlendendo meramente tt 

elegancia delia para se obter o valor de DB. Mas não 

he aquella solução , onde mais facilmente se descobre 

a lei da continuidade, para o conhecimento da posi-

ção das linhas , que exprimem as raizes da equação , 

de sorte que Bezout {A/g. z-jtt) servindo-se da solu-

ção Newtoniana na determinação das raizes x' , x", x'" 

procede paralogisticamente. Porque a introducção de 

— a em lugar de a na equação do problema , isto 

he , do quadrado de lado negativo DE'A '1 ' muda a raiz 

a / c* H- 4 «" + /,« V a* + c ' 
— — - = D l i 

— V e ' + 4 a' — 4 n \f c' 

e semelhantemente a raiz 

— \ / c 1 -f- 4 + 4 a \Ja* 

em 
V ^ c 2 -+- 4 a ' — 4 a \ / c ' -t- d 

D H " ' ; 

D H ' 

- = D H". 
2 

Assim as duas raizes x, x' correspondem ao quadrado 
de lado positivo DE AI , e as duas x'", x" ao de lado 
negativo DE'A'1 ' . 

43 Finalmente advertindo na solução da questão mais 

geral de Bezout (A/g. 4o5), que he o problema lemma-

tico de Newton { Arilh. univ. acquationum constructio li-

neares}} também se conclue o que acabamos de mostrar.: 
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P o r q u e , fazendo a-f-u z= z , e a—• t—y t as d u a í 
equações 

a i + a f — au , e ti' -f- i' — c~ 
se mudão em 

z y = a \ e ! ' + / - j í i ; - j s / + 2 S ' = ç ' ) 

d a s quaes resulta a equação 

z — 2 + (2 a' — c ) í ' — 2a ! z n4 — o. 

'Agora pa ra acharmos as raizes desta equação , que serão 

os valores de IB , junte-se em ambos os membros a*z*, 

e teremos 

z4 — 2 a z 3 + 3a'z' — 2 a ' z + a4 (a* c1) 

isto he , 

z* — (!! + í i ! = : + : y a' + c* , 

donde se derivão as duas equações seguintes 

z ' — ( n + V e s'— ( a a — y / a ' + c > ) z = : — a 1 , 

q u e dão 

a - \ - \ f s ! + c ' - f - V ^ c " — 2a1 z a \ l a * •+- c * 

s _ I = I B , 

a-f-

z'"= 

• a5 -f-c3 — c* — 2 a2 -f- 2 a \ / a ' + c1 

2 

a~~\Jc' + a ' + \ / — 2a 1 — 2 a y ^ + a * 

' 2 

a — c ^ - f - a 3 — \ / e 2 — 2 a ' — 2 a c ' + a * 
: IB"'; 

as duas primeiras positivas , e as duas ult imas negativas.7 

Bem se vê , que ás raizes negativas z", z'", que correspon-. 

dem ao quad rado de lado negativo D E ' à T , per tencem 

as l inhas D H " e DH" ' . 
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P R O B L E M A V . 

r 
44 VZ Onhecida (fig. gj a posição do ponto A no 

angulo dado Ff DI, achar no lado DT um ponto G , 

tal que conduzindo-se por elle a recta G J E, se forme 

o triangulo EDG de uma superjicie determinada. 

Tire-se a perpendicular AC; e imagine-se tirada a perpen-
dicular EP, e a parallela AK. Seja , DC—d, e toman-
do o raio igual á un idade , tg. H D I — m, e t g . C A G = z. 

A K O triangulo rectângulo AEIÍ. dá EIC = ,c por conse-

, , A K , d— D F 
guinte sera E F = b + -— = b , mas no t r i an -

z z 

g u l o E D F temos E F = ™ D F , logo m T ) V = b + ' 1 ~ ^ > ~ „ 

donde se tira D F z r r ^ J - ^ - L , e por conseguinte a a l -

tura EF = m . ^ . Como pois temos a base i -+- m z 
DG = (/ + í i , denotando c' a superfície que deve ter 
o triangulo E D G , será 

2 ( i -+- m z ) ' 
donde *e concluem os valores de z seguintes 

b d -V- c \ / c" — 2 bd — 
m 

45 Agora conduza-seAB parallela a D H , designan-

ão-se DB por a , e a base DG por x, será a recla AB 

O lugar da equação d = a - , e teremos 
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Pelo que substituindo estes valores de z na expressão da 

Lase x — a H 1- bz , acharemos m 

c' ±c yjc' — zab 

b . ' 

•valores que igualmente dependem dc b, d e m. Bem 

se v ê , que o problema não será possivel, quando for 

c'<iab\ e que são positivos os dois valores dc .r. 

46 Se o ponto A existir no eixo D I , ou fòr b o , 

chamando x c x' os valores de x, teremos 
2 C 1 i O 

x ~ — cc , e x — — 
o o 

Para nesse caso assignarinos x', differenceie-se, suppondo 
b var iavel , o numerador e denominador da expressão 

c* — c X c' — 2ab 
- — , e teremos 

c3 — 2 ab 

que sendo b — o, dá x' = a. Agora o ponto A passe 

para A' , isto he , seja negativo b , teremos 

— c' — c y c* + ?.ab 
• r — i = 

expressão negativa , como deve ser , porque vem do i n -
finito. Semelhantemente, mudando o signal de b, teremos 

, — c*+c\ c'+zab „*b ab a'b _ , 
v = a — — 7 . i , — etc. — D g ; 
b * c* c' * c 

positiva , e menor que a. 

/i7 Se o referido ponto Ar estiver em a sobre o lado 
D IP, sendo a> — o , teremos 

2 c' , 
x — , e x — o. 

2 C2 r i 
Então tomando Dy somente o triangulo « D j 
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fesolve o problema. Mas existindo em A", era tal easo 
tendo a negativo , teremos 

—c'-—«V c3—2.-/4 — c'+cl/ c2— 
7-vrL" '— v 
DG", e • 

2 ab 

n*b ab a'b , 
. « 4 . 1 i 4 -e tc .=D 1 ?

, \ 

b , , — ^ — • 

Onde convém no ta r , que permanece negativa a expressão 

de .j: ; e que iia passagem por nada se converteo em ne-

gutiva a de x', que era positiva. 

/)8 Se existir o ponto A" na directriz DI 1 , então sendo 
b — o , teremos 

2 C' , O 
. — . . . . ^ 

Mas se passar a A"'j como muda b de s igna l , teremos 

c* — c \1 c* iab 
, r 2 - — — DG"' ; 

e b 

c" — c<J c*-i-iab 
X~ 

b ' c* c- • c 
Onde se vê , que na passagem do infinito negativo sfl 
converteo em positiva a expressão de x; e que pe rma-
nece negativa a de .?•'• 

Finalmente , reparando nas expressões das linliaS 
D ó , DG', DG", DG'", e nas posições delias, he Visivel, que 
DG na passagem do iníinito tomou a direcção contraria 
D G ' , e quq DG" reeebeo na passagem outra vez do infinito 
a primeira direcção DG'". Geralmente concluiremos, que 
as expressões das raizes das equações, que resolvem os 
problemas geométricos, tornando-se negativas nas passa-
gens por nada , ou pelo iníinito um numero impar de 
vezes , então as grandezas que cilas representão tomão 
direcções contrarias. E daqui também se collige , que u m a 
•*ez estabelecida a região das positivas, as quantidades n e -
gativas aio se origiaào de algum» supposição arbitraria 

V 



( 38 ) 

$ hypothet ica; e que observada a lei da continuidade, 

não pôde achar-se embaraço na direcção delias , como 

vimos na solução das questões de que havemos t ratado. 

ai —i ii ihí <-

P R O B L E M A VI. 

r 
5o L^J Endo dado o perímetro , e hypothenusa de 

um triangulo rectângulo, achar os outros dois lados. 

Seja a hypothenusa (íig. 10) AC — a, os lados A B = ^ > 

BC = z, e tomando o raio igual á unidade, t g . A C B = o, 

no triangulo rectângulo A B C teremos 
x2 -+- z' — a* , e x — az , 

donde se derivão os valores seguintes 
^ a a ^ a 

V1-+-«* V' 
Ass im, denotando b a differença entre o perimetro e 
a hypothenusa , será 

„ , a(a •+- i ) . ia 
x z.~ —-- ^ í. — b , isto he , a' +• — a = — i , 

/ a' — b 
V i + «' 

que dá / — / / V 
_ «' ±b y/ia2— b' [b ± \J -za'— b> ) 

° — P —Te' ~ " ã') " * 

e / - « ( i + V a ^ - í v i + — . 

Substituindo pois estes valores nos de x e z , teremos 

(b±\Zia'— / , ' ) (b± \/ 2„'— b') 
os nz — rzz —-—— y 

±: \Jicf — y j 
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isto h e , 

b + \/ ia' — b' b— <J — h* 
x _ -- i s — ~ ~~ ã 

b — \ 2 a' — b' b 4 - -y/ 2 « * — 7 7 

a 

\J ia* — i1 — - y / a e 1 — A* 

— /•>+ \/ 2 a' — b' —b—y/2n'—b' 

5i Para o reconhecimento da si tuação, que devemos 

dar ás linhas nos valores de x e z , advertindo na primeira 

forrn",a a* +6 J T ^ T t f 
« = ' Ã ^ T ^ ' 

se collige , que sendo 

b — a , b> a e < « *y/ 2 , 1< a ^ 2 , 
teremos « — _ « — 00, o > 1 , « = 1 ; 
e o s respectivos valores d e i e ; serão 

A + \/za' b' a yj2 
i = a: =r _ = AB , x r r — = A3 , 

2 ' 2 

A — V 2a'—b* <1 V 2 
í = o , , — Z - ± — — B C , J - — = S C . 

2 2 

Bem se vè no caso de b= a •y/ 2, que he í» um máximo , 

Pois que differenciada a expressão 

- — 

y i + « ' 

e pondo-se igual a nada , vem « s i . Assim concordando 

justamente com a impossibilidade d e b > a \ J 2 , deduzida 

do radical ^ a a ' — 6\ Igualmente na passagem de 
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b < a v a e >a 
para v 

b — a^ a , 
a segunda formula 

a>— i y za' —b' 
" ~ br—a> 

nos indica o< i , e será 

' b-\r y/ 2(l' 
— = A B ' , z = - —B'C. 

2 2 

Em fim , quando fòr b = a , será 
X zzz. o , e z — a, 

E porque neste ultimo caso a tangente a sahe em forma 

indeterminada-^ , busque-se o seu valor, suppondo b va -

riável , pela differenciação do numerador e denominador 

da fracção , que a exprime , e acharemos 
b' — ax 

- • 

b y/ 2 a* — b* 

que sendo b — a , nos descobre a = o , como deve ser. 

5a Donde se v ê , que propondorse £<<?, serão n e -
gativos a e x , e positivo z. Assim b — o dá a= — IJ 

e será / J 
— a y 2 t c V 2 

x : — A 6 ' , ^ = — — — CB'. , 

Depois na passagem dc b para negat ivo, e menor q u e 

a expressão a> _ b j 

b 

t rocando-se cm 
a' b \J 2 a ' — b' 

—a* 

nos mostra a> —i , e será 
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E passando dali! a Ser ~ - b — — a , temos a — — to , e Será 
x — — a , j r o . 

Assim — ã > — a, e <— a •y/2 nos dá a > t , e será 

E em ullimo lugar de — í> =— « \ / a conclnimos a — t t 

c sera 
— rt V 2 — rt V 2 

X — — — =r A "a", a = B"C\ 

53 Semelhantemente v imos , que de b — a resultara 

também a = z ? , e x — a , z = r o ; e conseguintemente 

sendo b<~ a , serão negativos « e i , e positivo r. Por isso > 

sendo b negativo, e menor que — a , então pela expressão 

a~ —b 'J ?.n'—/>' 
« - ' 

temos i t< — 1 , e será 

—Í-+-V -?.a'—b' —b—J 2a*—// 
1 , — B"'A, 2 = — = l i"C. 

2 2 

E finalmente por um andamenlo semelhante ao prece-

dente se vê , que sendo — b — — a , será 

, o. x — o , z — — 
sendo — b >— a , e < — a 2 , será 

-A-fV W-i' -b-\Jia>*b> 
o < i , e i = —r=A B . 2= —B ; 

2 2 

sendo — b — — a sj 1 , s sera 

— a \ / a ,„.,„ 2 „ 
• = i , e i = ~ — = A z =r — = é C . 2 2 

P o r onde se Conclue , que a possibilidade do problema 

he comprehendida de 6 = a \/ 2 até >J 



. ( 4 * )-. 

5') A solução, que acabamos de expor do^presente 
problema, que lie o H. da Álgebra de Simpson (A treatise 

(\f Alg, the appl. to gcam. prohl.), pode accommodar-se 
ao X I X . da mencionada. Senda dada a hypothenusa de 

um triangulo rectângulo , e o lado do quadrado inscripto , 

dderuUiuir as outras dois lados. Como pois (n. 3?) temo» 

, i — d eofliinlarfaa t 2 —~ A — ob •;•.. 
V J + « 

i«r« . c* 

« (« + \/ c' + a' ) 
lito ho , , 

— __c'± V « • « — C + a t f « ; 

OU 

OU 

ou 

a « (a - f - \ / c ' - + « ' j 

« j c ^ + o 1 ) V ^ í ' - —2" c ' -H»') 

S« (« •+ \ / c' -t- a 1 ). 

V^f' ."— 

—« + V V-t-s1 ± c'~ za'~ ia \J c'+a' 

. 

© por conseguinte 

c 
ou 

, _ c 2 ( c ' H h f < i + v / e ' 4 - a 1 ) V ^ c ' — — 2 a V c ' -M" J 

(a-f- yj c'-t-a> ) 

(«+• V c 



isto 
/ e V 

he , V i- t -a '=r-

ca 
« = 4 - _ — - 4 -

lestes valores nos 

U v 

2 fl ^ 

Por tanto feita a substituição destes valores nos de .r e 3» 

teremos 

c 

y/ i+n 1 . 

isto he , / — 

a 4 - v / c ' 4 - 4 - V ^ ca — 2 a1 — í a \ / c ' rt4 

a; — 

a: ~ 

" 4- V c' 4- a* — V c ' — 2 a' — a a y ' c » 4- tt1 

2 ' • 

• g — y/c> 4. a* _ c* — ia> — Za y/ 
- , 

— a — \ / c^4- q i 4 . V c M ^ ã í 

2 

" + \ / c 1 -j- a * — çi—* a n 1 - \ / C 2 4 - U 1 

-— —-— — 1 
2 

® + V > , 4 - « 1 4 - V ^ C ^ S B Í -

L 
— g — V - c ^ n * 4 - / a a * — V c r - + ã i 
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_ a — \ ! r> 4 - <? — y / C1 — ia1 — 7a v c1-f. (7i 

Bem se vê , qtie o problema tem lugar de 

at<5 c — — ">.a 

55 Agora applieando a mesma analvse ao problema 
seguin te ; fenda daria a torna Tt/i -f- JC, que chama-

remos 1> , <la hypothenuta e um dos lados do triangulo 

rectângulo CU d, e o outro lado CB, achar o primeiro BA' 

Designando CB por c , AC por r , e conservando as ou-
tras denominações , teremos 

c- + x- — y-, f r — ac, 

donde se tira / 
y — c y i 4- «- ; 

C por conseguinte 

• r 4 - / — «c + c V l 4- a- — b , 
isto he , — c' 

a — - — 
ibc 

Substituindo pois este valor dc « nos de x e y , achare i 

pios Ir — c> b* c 

56 He evidente, que propondo-se os valores 
b —r w , 

b— ( i 4- \ Z a ) c , • 
b — c, 

lhes serão respectivos os de a, x e y seguinte» 
« = r o o , x—os, y — o?, 

a — i , x = c — B a , y — c \ j 2 =r a C , 

a — o , x — o , y — c — CB. 

Daqui pois se collige, que sendo & < f , « r à o negativo» 

a e x , e positivo y. Assiui 
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}>=(— i •+ V z)c» 
b — o , 

a i , 
a = — ® — — c = B«' , y = c Y s r C a ' , 
a = — 00, X~ — oo , = 00. 

Bem se v ê , cjtie no caso de i r e bc y um mínimo , 

/ b1- -j- c2 

como também mostra a expressão — differenciada , 

suppondo b variavel, e pondo-se igual a nada. E porque , 

se for b negativo , pela natureza do triangulo rectângulo 

não podendo ter-se x>y, deverá y também ser negativo-

Assiin aos valores negativos 

b— (í — \ / 2 ) c ' 

b — — c , 

b — (— I — , 

b — — tx , 
corresponderão 

a — i , x ==c — B «, y — — e ^ / a r r C a , 

k = o , x — o , y — ~~ c — C'B , 

a = — i, x = — c = B a ' , y ~ — c^y/ 2 = rt'C', 

a — — oo, x —- — oo, .7 — — 

Por onde se vê , que lie possivel o prcblema de b — & 

até b — — ce. E finalmente por esta solução, e a do 

n. 5o , se entenderão bera, e resolverão facilmente as d u -

vidas de Simpson ( A Trentise of A lg. Schol. (,f multip.) , 

a respeito da intelligencia dos limites da possibilidade dos 

problemas. 

F I M. 

G 
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