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SOLUZIONE TROVATA COL METODO DELLE EQUIPOLLENZE

DAL

Pror. G. BELLAVITIS

A pog. 142 del Jornal de Sciencias Mathematicas, Coimbra,
1877, I, la questione 8.° (che io pure ho risolta brevemente)
& esposta dal Sig. Monteiro sotto questo aspetlo:

«Trovare un circolo tangente ad un circolo dato (B), che passi
per un punto dato A, e il cui centro sia situato sopra una retta
egualmente data CD.»

Il mio metodo suggerisce la seguente soluzione: Sia B A o= ¢*
(fig. 1) (ciod BA—a, CBA=a), la BC==¢ sia perpendicolare
alla data CD, detta § I'inclinazione (sopra la B C) della cercata BX,

ed X dovendo trovarsi sulla CD sara B Xﬂé-' |£, ed il raggio
BT=r :E; le due rette X Aae — .i_ XT ,-__':__E),E
cosE

cos
dovranno esser uguali, percid XA.cj XA XT.cjXT ossia

a c E) — ¢ — ¢ \2
ag ———¢ ag — —¢ o f P e i
( COS E ( €os E) ( cosE)

da cui

ac [t—a —f+d 2er
e + e ot
Cos £ CoOs Z

(r‘—a‘-}- ac :_“) aE—-'-r.:r + (r’-—-a’+ Eaclu)a_gﬁ 0,
]
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che divisa per 4 ¢ e paragonata termine colla identica
BV—BU+VU=0

si costruird nel seguente modo:

fr+a)(r—a) Haus

sk e f Q“'—_ﬂ"
(ciod QR=—% BA, UQA=ABC), sopra il raggio BU=xr si
descriva il trisngolo BUV coi lati BV=UV=:BR, e si faccia

UBT=RBYV;

nel raggio BT cadra il cercato punto X centro del circolo che
passa per A e tocca in T il circolo (B). .

Nel N. 10 del Jornal de Sciencias Mathematicas, pag. 160
& proposta la questione:

Tracciare un arco di circolo che faccia angoli dati con due
cireoli concentrici conosciuti.

Per rendere determinato il problema io fisso il punto (fig. 2) A
del circolo minore, e mi propongo di trovare sulla data retta AB
il centro Y di un circolo A X, che passi per A e tagli sotto dato
angolo il circolo di raggio O H. Scelgo la AB per origine delle
inclinazioni, e tiro ad essa parallelo il diametro KO H; posto

AY=y.0H, O0X=e.0H

la XY devra formare colla prolungazione della O X un angolo 3,
ed avere la lunghezza =—y.0H, percid la condizione del pro-
blema & espressa dall'equipollenza

0A+y.0H=(14ye)d.0H
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(che risulta dall'identica O Y= 0 A 4 A Y-"'- 0X + XY, essendo

AY=y.0H, 0X2d,0H, XYoye’ 0X); insieme con essa
sussiste la sua conjugata

¢jOA +y.OHa (1 +ye %) F.OH

(giacche ¢j O H == O H) eliminando I'incognita y se ottiene

f.OH— —f OH—¢j
y.UHﬁ‘ .OH Dﬁﬁa GJOA.
ol N

(Se per togliere le frazioni si momphcasse pei due denominatori
g'introdurrebbe un fattore inutile & —¢™ *, @ quulpcllenn in &
si eleverebbe al 2.° grado). Moltiplicando par 1 —e¢ 3+ abbiamo

FOH—0A=—. 00+ cj0A
de cui
¢ _0A—¢.OH

8 .= 3
0H—¢.cj0A

Per facilitare alcun poco la costruzione poniamo O D=e’.OH,

il prodetto numeratore dwenl.arb OA—OD==DA, la cui con-

DA
jugalaécjnﬁﬁcjﬂﬂ—s OH percid ‘Eﬁ__ﬁ__’
e

sia OE=—¢ .OH=e"°.0K, sard

¢t DA OE AD
c;DA OoH’ OK_GJ'AD'

che testo s'interpreta (rammentando che AB & l'origine delle
inclinazioni) ponendo

angEOX=2angBAD:
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prolungato il roggio OX si fara
ang VXY =angHOD oppure —angKOD,
ed il circolo desiderato avra il centro Y ed il raggio YA=YX.

Permutando tra loro i punti D E si ottiene una seconda solu-
zione del problema, e cid facendo

angDOXg=2,angBAE, angV3XsYy;—angHOE.

Se si muta § in — §, e percid alle OD O E si sostituiscono le
loro conjugate OD' OE' si ottengono nello stesso modo i punti
X' X', che sono le seconde intersezioni del circolo dato coi circoli
trovati aventi i raggi YA Yy A.

Padova 2% maggio 1878,

QUESTAO PROPOSTA

Resolver com os unicos recursos da Geometria elementar o
problema seguinte :

Sendo dados dois cireulos (A) e (B), tendo uma corda real com-
mum 1J, e um tereeiro eireulo qualquer (C), conduzir por um dos
extremos | d'esta corda uma transversal IXZY de modo que corte
os tres circulos (A), (B) e (C) respectivamente em pontos X, Y, Z,

taes que os segmentos X Z e X Y estejam n’uma razio dada —T— (#).

A. Scaiarra MoNTEIRO.

(%) Os illustres geometras Fergola, Steiner, Clausen, Bellavitis (empre-
gando o seu methodo das equipollencias), e Laisant resolyeram este pro-
blema, mas no caso particular de os tres circulos se corlarem n’um mesmo
ponto I: parecendo-nos comtudo pio lerem ainda assim segnido, nas suas
solugoes, o caminho mais curto.

N. B. Ainda se nlo recebeu a solugdo da questdio proposta
no n.° 11 do vol. L.
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ESTUDO SOBRE O PROBLEMA PROPOSTO NO N.° 10

rom

F. pa PonTE HomrTA
(Contianagio)

SEGUNDA PARTE

Logares geometricos dos centros dos circulos
que corlam dois circulos dados debaixo de angulos dados

Tomando para origem de dois eixos orthogonaes o centro C
de um dos circulos dados (fig. 3); por eixo dos z a linha dos
centros CC/, e designando a distancia d’estes por a; os raios dos
circulos dados e secante por r, ' e R; as coordenadas do centro
d’este por z e y; e continuando a designar por a e «’ 0s angulos

dos que [6rma o raio do mesmo secante com cada um dos raios
dos circulos dados nos respectivos pontos de secglio, teremos:

24+ yt=r?4+R*=2Rr cou.g
2?4 yt—=rt4 R2=2Rr cosal.

em que se reunem quatro equagdes.

Subtrahindo a primeira da segunda, na qual 2'=a—a; dedu-
zindo o valor de R da equaclio resultante, e substituindo emfim
esse valor na primeira, obtém-se as equagdes

b*y‘+(b’—-ni-a'}z‘+mm=p1 @
2).
b2y 4 (b2 — A a¥)a? + mz=p
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O logar procurado ¢ pois constituido por duas conicas, as quaes
podem ser representadas por uma sé das equacdes anteriores ;
mas em quanto para uma d'ellas as constantes tém os valores b,
p e m, tém na outra os valores ¥/, p' e m/, consignados no

seguinte quadro:
b=2(r cos a—r’ cosa’),
p=0b%24(a+r2—r?2—2rb cosa(ad+r—r?),
m=4a(a®+r—r?—rb cosa),
}(3).
b'=2(rcosa + r' cos '),

P=0" (@t — 20— 2 rcos a (a4 r2—r?),

m'—A4a(a®+ r2—r?—rb cosa) I

Ora, como ¥> b, conclue-se que as duas conicas sfio:
1.° ambas circulares quando a=o; isto &, no caso em que os
circulos dados sdio concentricos ;

2.° duas ellpses s0 3> a;

3.° uma ellipse e uma parabola se %=a;
4.° uma parabola e uma hyperbole se %==a;

5.° duas hyperboles se % <a.

Deriva d'estas conclusdes, que, s6 podem haver ellipses ou para-
bolas entre estes logares, quando um dos circulos dados entrar no
outro. Logo que os circulos nlio tenham parte alguma commum,
ambas as curvas siio hyperboles.

Tomaremos actualmente para origem os centros das conicas.
Para isso, faremos na primeira das equagdes (1)

m=x+§_(-al':z_?:ﬁj ........... *'(*}
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de que resulta a transformada
m?
biy‘+{b&__,4 a‘)x=p+m ..... lﬁ)-

As distancias dos centros das conicas ao centro do circulo de
raio r séo

m m'

i L B e i | J—
D“%(aai-bi)"’n

_m-lctl (ﬁ).

Designando os semi-eixos por A e B, teremos

1, /ip(b*—4ad?)+m*

A=E (—4a??

1. /ip(0®—4a?) + m®

B=ﬂ 2 —4at

e visto que d'estes valores se deduz

segue-se que as equagdes das asymptotas, no caso das hyperboles,
scrio

xVhat—Db2
y=iT_ ........... . (8).

No caso d’'uma das conicas ser parabola, a sua equaglio serd

a qual corta o eixo dos & distancia a:=a;%.
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Se os circulos dados C e (' se intersectam, tambem nos mesmos
pontos se intersectariio ambas as conicas, visto que suas equagdes
slio verificadas com as coordenadas

a4r—r2 Via'r— (el A 2R
2a g 2a

Estas curvas podem ser descriptas por pontos. Para isso tira-
remos dois raios quaesquer nas circumferencias C e C/, e por seus
extremos D e D' rectas que formem com elles, respectivamente, os
angulos « ¢ o'; e tomando sobre estas reclas as grandezas eguaes
Dz=1D'a/, os arcos descriptos dos centros C e C' com os raios
Cz e Co/ interceptar-se-hio em dois pontos, que serdo centros
de dois circulos secantes. O problema da intercepgio dos dois
circulos dados por um terceiro debaixo dos angulos « e o, fica
assim determinado quando se da a grandeza Daz—1a' do raio
do circulo secante. Os circulos obtidos voltam a convexidade para
os centros C e C.

Se ao contrario da precedente construcgio, tomarmos os dois
segmentos eguaes nos prolongamentos dos primeiros; a saber
Dz,=D'a/, os circulos secantes voltardo a concavidade para os
centros C e C'; e finalmente, se um dos segmentos fdr tomado
para féra da circumferencia e outro para dentro, os circulos se-
cantes voltario a concavidade parn um dos centros e a convexidade
para o outro.

Os theoremas estabelecidos na primeira parte d'este artigo
deduzem-se das equagdes (2) e (3), fazendo r ou v =o.

Appliquemos estas [6rmulas a alguns casos particulares:

1.° Sejam 2 =o' =0.

Este caso ¢ o dos circulos pedidos serem langentes aos circulos
dados. Das formulas (3) deduz-se

b=2(r—r'), p=[a'—(r—r)*]}, m=4a[a?—(r—r)}:

e substituindo estes valores nos de A e B, [6rmula (7), obtém-se
08 seguintes valores dos semi-eixos d’'uma das conicas

A=5lr—r), B=s/E= (7=,
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Acharemos de modo similhante para a outra conica

A'=%(r+f4j, B’=%V‘a'—(r+r’]‘.

Substituindo os valores de m e b, ou m' e I/ nas [6rmulas (6)
acharemos

As distancias dos centros aos respectivos [6cos siio
AP =, VATIBi=—.

Logo os centros dos circulos dados sio f6cos communs de
ambas as conicas. No caso de duas hyperboles, as equagdes de
suas asymptotes serdo respectivamente

zVat—(r—r)? +mP’a“+(r+r‘]‘

r—r i1 r+r

y==

As primeiras sio tambem as equagdes dos raios da circumfe-
rencia C, que se dirigem aos seus pontos de contacto com as tan-
gentes exteriores communs a C e C’: emquanto que as segundas siio
as dos raios que se dirigem aos pontos de contacto com as tangentes
interiores, como & facil verificar. As duas tangentes exteriores sdo
pois os limites dos circulos tangentes que voltam a concavidade ou
a convexidade para ambes os centros dos circulos dados, ao passo
que as tangentes interiores slio os limites dos circulos tangentes
que voltam a concavidade para um e a convexidade para o outro.

Deve notar-se que n'este caso dos circulos pedidos serem tan-
gentes aos dados, o logar dos centros nfio péde constituir parabolas
por quanto, suppondo b*=2%a?, e por conseguinte b=2a,
tem-se a0 mesmo tempo m==0 e p=0, e por conseguinte y*=0;
e em logar da parabola, acha-se o eixo dos , como deveria ser,
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por que os dois circulos dados sio entlio tangentes entre si inte~
rior ou exteriormente num ponto d’este eixo; e todos os circulos
passando por este ponto com o centro no eixo dos x, slo langentes
a esses dois circulos.

2.° Seja a==a'==90 (circulos orthogonaes).

As férmulas (3) ddo entdo

b=0, b'=0, p=p'=(a®+r2—r?)}, m=m'=>4a (a®4r2—r?);

e logo

D=D,=a‘+r’—r" 0

H =A== = l'=—,
§3 ; A=A'=0, B=B 3

Os dois logares geometricos fundem-se pois n'uma s6 recta,
perpendicular 4 linha dos centros, e a uma distancia do centro do
circulo de raio r tendo por valor

=

a4 rt—o"
i

Esta recta é o eixo radical dos circulos dados.
3.° Seja rcosa=r'cosa’.
Recorrendo 4s formulas (3) obtem-se

b0, p==(a®+ 1t —r2), m=Aha(d?+r*—r"),
e por conseguinte [6rmula (6)]

Y A
D=Eﬂ_£, A0 Wbt

2a (1]

Logo uma das conicas reduz-se ao eixo radical dos circulos dados.
Péde verificar-se este resultado muito simplesmente como se
et
Seja M (fig. 3) o centro d'um dos circulos secantes que voltam
a concavidade ou convexidade para ambos os centros C e C/, cujo
raio designaremos por R ; baixemos a perpendicular M P sobre a
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linha C €/, e designemos as distancias CM, C'M e CP por p, ¢’ e ¢,
respectivamente teremos

p=p? +a®—2aq,
d’onde
mas 2a

p2=(R 4 rcosa)®+ risenta; p*=(R+r'cosa’)+ risena

d'onde
Pt — =1t
logo
a4+ rt—r"2
2a p

o=

4.° Sejam a =0, o/ =90.
Deduz-se das [6rmulas (3), (6) e (7)

b=0=2r, m'=m=4a(a®4rt—r?);

i
P’=p=(¢’—f‘—ﬁ)i D=Dj=“(;(a!—_r$i
A=Ar=(d’—r‘—rﬂ1_-’ BB — a‘—r‘—.r".

2(r—a) 2yVri_gt

Estes logares constituem, pois, uma s6 ellipse, se for r > a;
uma hyperbole, se for r <a; e finalmente uma parabola no caso
de r=a. Ambas estas curvas tém um de seus [6cos no centro
do circulo de raio r, pois que, para a ellipse e hyperbole se obtem

VAT — Bf=—=+ D;
e como relativamente & parabola seja

m=—~4ar? e p=ri,
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a equaglio (9) mudar-se-ha em

. r2 r'd

¥ s s ol
; r'® r'2
d’onde se deduz para z=0 (y}:i)_r, e para y =0 (x)=_ﬁ'

e por conseguinte (y)=2(z), o que confirma a asser¢lio emittida.

Podem explicar-se os papeis d’estas duas conicas, no caso de
duas hyperboles, do seguinte modo:

Descrevam-se duas circumferencias C e C', das quaes o raio r
da primeira (fig. 4) seja maior que duas vezes o raio ' da segunda.
Tirem-se a tangente commum exterior TT', os raios CT e C'T,
a recta T"T, tangente ao circulo C' no ponto T, opposto a T,
cortando o raio CT no ponto T,; a recta C'Ty parallela 4s duas
primeiras, e finalmente descrevam-se as circumferencias CT,.

A tangente exterior T T’ representa o limite dos circulos tan-
gentes a C e C’ que voltam a concavidade ou a convexidade para
os dois pontos C e C', tendo 0s centros na hyperbole, cujo eixo
real é egual a r—¢’; isto é, CT—C'T'—=CT,. Se os raios CT
e C'T" diminuirem simultaneamente da mesma grandeza, a hyper-
bole manter-se-ha invariavel de f6rma e posi¢iio ; mas esta dimi-
nuigdo dos raios péde representar-se pelo deslocamento d’aquella
tangente, ou circulo limite, parallelamente a si mesma, com o cor-
respondente retrahimento dos circulos dados. Logo, porém, que
ella tiver chegado ao ponto C', o proseguimento da diminuicdo
dos raios faré que o raio de C' se torne negativo, e a mesma hyper-
bole, cujo eixo real é dado pela differenca r — (—r)=r4 7,
que se traduz no mesmo valor CT,+ T, Ty=CT, (suppondo
que o circulo em €’ retomou a mesma grandeza), di entdo os
centros dos circulos tangentes, cujo circulo limite & a recta T 1",
tangente interior, isto é, dos circulos que voltam a concavidade
para um dos centros CC' e a convexidade para o outro. Se o des-
locamento de TT' continuar ainda, até que o ponto T, haja pas-
sado ao outro ladoe de C, teremos a mesma hyperbole a dar outra
vez os centros dos circulos tangentes que valtam a concavidade
ou a convexidade para ambos os centros C e C/, e ainda outra vez
o seu eixo real, expresso nos raios dos circulos dados, terd por
valor —r—(—r)=r'—r,
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E pois evidente, que, para dois circulos invariaveis de raios r
e r, a hyperbole de eixo real r—r’ ou r—r contém os centros
dos circulos tangentes que voltam a concavidade ou a convexidade
para ambos os circulos dados, emquanto que a hyperbole de eixo
real egual a r 4/, contém os centros dos circulos tangentes que
voltam a concavidade para um e a convexidade para o outro.

Nio seria difficil o chegar a conclusdes analogas no caso dos
logares serem constituidos por duas ellipses.

D'estas consideragdes concluiremos relativamente ao caso
a==oa'=0:

Se tragarmios circumferencias tangentes a um circulo dado,
cujos centros existam n'uma hyperbole de que o centro do circulo
dado seja um dos f6cos, todas essas circumlerencias tangentes
terdo ainda um novo circulo involucro, cujo centro serd o outro
foco da mesma hyperbole e raio egual a r—2A ou r 4+ 2A;
com tanto que se tomarmos um dos ramos para centros dos cir-
culos que voltam a concavidade para o centro do circulo dado,
seja o outro para os circulos que lhe voltam a convexidade.

A mesma proposigio se applica 4 ellipse, mas sendo esta curva
constituida por um sé ramo, os circulos tragados ou hiio de todos
voltar a concavidade ou todos a convexidade para o centro do
circulo dado.

Estes resultados generalisam-se para o espago a tres dimensdes,
imaginando que a figura toda, composta dos dois circulos focaes e
respectivas hyperboles ou ellipses, gira em tdrno da linha dos fécos.
Entiio os circulos tornam-se. espheras, e as hyperboles ou ellipses
mudam-se em hyperboloides ou ellipsoides de revoluglo.

Estabelecendo o parallelo entre o caso geral dos circulos focaes
cortados pelos angulos « e a', e o caso dos circulos tangentes,
diremos: que uma das duas conicas reune os centros dos circulos
secantes que voltam a concavidade ou convexidade para ambos os
centros dos circulos dados; emquanto que a outra offerece os
centros dos circulos secantes que voltam a concavidade para um
d’aquelles centros e a convexidade para o outro.

Quando entre as duas conicas que constituem os logares dos
centros dos circulos secantes hajam hyperboles ou parabolas, podem
os circulos dados ser cortados simultaneamente por linhas rectas
debaixo dos angulos dados « e a':

Por uma s6 recta, se os logares forem constituidos por uma
ellipse e uma parabola.

Por duas, se forem constituidos por uma hyperbole e uma ellipse,

T T e
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Por tres, se formados por uma hyperbole e uma parabola.

Por quatro, se constituidos por duas hyperboles.

No caso das hyperboles, poderemos obter simultaneamente a
direcclio das asymptotas e rectas secantes do seguinte modo:

Tire-se um raio na circumlerencia C (fig. 5), que [6rme o an-
gulo « com a recta CC', e descreva-se uma circumlerencia con-
centrica com C, e cujo raio seja a projecgdo d’aquelle na recta CC/.
Faga-se o mesmo na circumferencia C': as tangentes 4s duas novas
circumferencias concentricas com C e C', respectivamente, serdo
as secantes pedidas.

Querendo porém verificar que os raios CT e ¢/T' dirigidos
aos pontos de contacto tém a direcglio das asymptotas, abaixe-se
a perpendicular T P sobre CC/, e do ponto de contacto T tire-se
a recta T'Q parallela a CC'. As coordenadas = e y do ponto T
da recta CT sao CP e T P, cuja relaglo se deduzird, comparando
os triangulos similhantes CTP e QT'T. Com effeito: d'este tri-
angulo, em que é -

TQ=CT-—C'T‘=rcos¢—r’mau’=—g-:

2
s habmadin 7
TT—=VTQP—TQ— at_T____;. ry T

deduz-se

TP:CP::TT:TQ,
isto &

yaoViat—bb
d’onde

e hat—p?
Ton Al

que & exactamente a equaglio (8).

Este methodo de obter as rectas secantes & geral; elle convém
egualmente ao caso da parabola, mas como a sua direc¢lio no caso
actual & normal & linha dos centros CC/, segue-se que as duas
circumferencias CT e C'T' a que ella deve ser langente commum,
serdo tangentes entre si no mesmo ponto da recta CC'.

(Contindia).
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dr'"_

: VB b Bl P ens AL M AN A
ESTUDO SOBRE ﬂ. PROBLEMA PROPOSTO NO N.° 10

| i -
S oM—VN
POR

F. pa PoNTE Hom®a
b=V M

P
(Continuagio)
side i M :-:m l;|.;-1|13;:,; n -:.t.l];u"'i- fue

Logares dos ceniros dos circulos que cortam uma recla dada
pelo angulo &', e um circulo, tambem dado, webtauguﬁo a.
[ l LSt D == %3

Tome-se para eixo dos z'a recta Cz, tirada pelo centro do
circulo dado, perpendicularmente & recta dada DIV; e para eixo
dos y a perpendicular ao eixo dos &, tirdda pelo mesma centrol

Designemos por a, b e d os tres lados do triangulo rectangulo
CBG (fig. 6), tendo um vertice no centrd do Eirculs, um lado
segundo o eixo dos @, desde o centro do circulo até 4 recta dada,
outre sobre esta recta, e finalmente o terceiro parallelo a um‘dos
raios do circule secanté que se dirigem 4s suas inlérsecgdes com
a dicta recta. Chamar-lhe-hemos o triangulo metpicoy « »om 1o

As curvas dos centros podem obter-se do seguinte modo:

Tire-se pelo ponto L da circumferencia dada d recta L, formando
o angulo = com o eixo dos x; sobre esta e sobre o lado GC do
triangulo metrico, marcaremos as grandezas arbitrarias ‘G E==Lu,
e pelo ponto E tiraremos- uma recta parallela & rectaidada D D', a
qual interceptaremos por um.arce de cireulo-descripto do centro.G.
com o raio Cu. O ponto de intercepgio M, serd um ponto da curva.

Do centro M do cirgulo secanté; titem-se ‘os seus dois raios MN
e MQ para os dois pontos onde elle intercepta o circulo e a réeta
dada; e sejam P e R os pontos onde a ordenada de M e o raio MQ
cortam os eixos dos & e dos y, respectivamente; téremos

‘ o S3ig
w’=HC _y’l % DEL

" Ll byt

D

e ——————

B e TR B R Sy

L

ot AT~
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oot gt —3
MC=CN +IIN +2MN.GNnm¢——-—r‘+MN +2r.MN .cosa;

MN—MQ=MR +d ﬂmi;

a

T i
MN—a*t?
8 a

Substituindo na primeird”euiagio, obteii-se
x'=r’+§;(a+z}’+ ?(ﬂ + z)cosa —y*

d'onde, por ser dt=— a4 b?,
atyt— bt —2ad(d 4 reosa)z=ar?+ a*d? + 2a¥rdeosa.

Relativamente ao circulo secante que corta o circulo dado no
outro -ponto N/, em que a mesma recla MN corta esse circulo,

teremos a equaglio
c'g'--i‘s‘-ﬁtd(d—rcmn}z-:a’r’-i-a‘d‘——ﬁ!q‘rdema,-

a qual se obtem da anterior mudando « em 180 —a.
Ha pois duas conicas a constituirem os logares procurados, as

quaes wﬂ por uma s6 equagio
4 .l’l!"—'aé—"”ﬂ'o-toolnd--- {A)!

sende .

p=2ad(d + rtosa), e g=—ar¥ 4 a¥d® + 2a¥rdcosa;

transitando-se d'uma pm a outra pela mnplu mudanga de
¢m 180 —a.
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Estas duas conicas ou sdo duas hyperboles ou duas parabolas;
por que, ou nenhum dos coefficientes a e b é zero, ¢ haverd duas
hyperboles, ou &&==0, e teremos duas parabolas; ouserdo bea
simultancamente eguaes a zero, visto que a hypothese de a =0,
involve o ser tambem b=0, e teremos outra vez duas hyperboles
2reosa .
ey =—=rt 8 qual
se obtem dividindo a equagdo (A) por a2, e detormmando os limites
de a_I: e -uq—. notando que ]m.-i—mtgu’ (+).

Estas duas conicas interceptam-se com a recta dada nos mesmos
dois pontos da circumferencia dada; visto que ambas as suas qul-
¢Oes sho verificadas com as coordepddas ey

r=—a, e':_#-:'l"r'_..,.!, :
Os semi-eixos A e B, tém os valores :

caracterisadas pela equnclo yt—at tgta'

A—-g—ﬂv‘ wq. B=—-—-—$’—m

As equlwes du uymptotu

' i= -+ i. RS ol

3 Z iy :
sio communs 4s duas conicas; ellas tm poi ll}mplollldl mesma
direcglio, uma das qu tk aes & parallell ao lado d do triangulo netnm.
e por conseguinte ha'sé dulg rectas que cortam o circulo ¢ a recta

dada pelos. angulos « e o'

Ha um caso em que o centro d'uma das, conicas coincide com’
o centro do circulo dado, é quando n--g.';—,=n. isto é p=0;

0 que s6 tem logar sendo d==r cosa.
Quando =0 e b==0, os circulos deixam de ser secantes
para se tornarem tangentes 4 recta e ao circulo dado; e succede,

(") Naiig. Go:nsﬂa.*méﬂﬁc.mmm.mhll:ﬁ.
*
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em ' captraposigio. com' o' caso dos dois circulos dados, em que os
logares.dosi centros nao podiam constituir parabolas, que as duas
conicas; e £aso. presente, sio sempre parabolas,
anh-alul equacdes; como se deduz da (A) sdo
+J1f Ebit Y s duo ol 19 U A forad
=2 et (a4t

nup n 1 8
fienil 20 obasni nyﬂ:gk‘_ﬂ?"'l{q_r}’

Estas duas parabolas4ém o sou Sdob no; centro do circulo dadoe.
As suas direclrizes, ambas pa‘l‘allehs il recta dada, esthu d'um
& Buto’ m&wﬁﬁhﬁéﬁ i distaein .
“UAhypoUiest Sl P Feduz” ama” das’ i'mrahb‘fad ) rer:tn y-—ﬂ
isto &, ao eixo dos , corho era évidente,
Se [or «=90° £ b==0, os circulos pedldus serlo tangentes
4 recta dada, e corfurdo Bl‘lhonunﬂlﬁeﬂle o circulo dado.
As duas conicas i'undrr-se-hﬁo n umuisd,i tfn o Por equaclio

TiMsid » il

y‘;;-ﬂaz—}-a‘-]-r‘....l, ....... (B).

Bo il w540 Y H ok Ea :
Esta pal*bol; ofﬁgredmde nol;\rél o ser tangente &o circulo dado
nos pontos D e I, em que este é cortado pela recta dada.
Com effeito, designando por B a interseogdo do eixo dos z-com
a recta dada, por O o verlice da parabola, e por T o ponto onde
a langenle ao circulo no punto D’ corta o eixo dos z, ter-se-ha

r’—axGT, ,

ew sb eslo rq:ru piOG M) 261 W0 2a0h B LIl
: oortam alugasial ob b obiol . 1p 2ih s
8091 8 9 lil.'I'J‘tlj ] .l.ll L tﬂ” "-‘" I LTI G 1
a b e B i,-_'.. #
I i1g P OSIT fma oEna N 1‘
ﬂﬂ “ﬁﬁ“&omnﬂed‘uz-se
qs AR & d"-l-'“f‘ b olbm oborin
Eo-—
| 2' yirll
| TR IR ,' i h anl 20 ol 0
ﬂg'b e o rﬁf &l =5 -_'. r'i ' nal
+r ri—q?

OB CO CB=
f-1|1:|-,-.|r I "
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Designando por T’ o ponto onde 4 Mangente " &' no
Pon[n.])" corla o uimdmw,MJ s oF ® fﬁlll_‘:[ﬂh
Bilh="s*

e '
o'rf=on='¥"'“': #5m

O =">n2a
logo ool
T )2 } 'y o K _F‘-'l o

CT’-CB+20B=:1+" SRR (3 b

X | i l1s 'fl. Gl L i _?“"I:‘l:'.' & #ah ne
e wr'tanm d ! i _"]"Iu: T BN TY

c‘]"-zc‘l'}ﬁ.rr!- Jemotr olugus m Eaais
164 OF JRRIOJT ren i '-'-'E"EI"-‘I'-q mujoe okpoor
0 seu féco estd a uma distancia do réspeetivo ir]erheeegna]:n%
As ordenadas: correspondentes &s' duas intersec¢des do circulo
dado com o eixo das z, sio @< re‘a~—r) ¢ome tra evidente.
A serie dos cireulos que’ cortam ‘uma ¢ircamferencia’é uma
recta em angulos dados a e a' respectivamente, cujos centros se
acham na mesma hyperbole, fendo o Fespectivo eixo real na per-
pendicular baixada do centro do circulo sobre a recta, sdo envol-
vidos por duas eircumferencias de: cireulo; cujos “eelitros sd0 os
fécos da mesma hyperbole. L 7oy
A fig. 7 representa as duas hyperholes dos centros dos circulos
que cortam o circulo C D pelo angulo « e a reéta D D' pelo an-
gulo &’. Sémente representamos o ramo DAM da hyperbolay que

tem o eixo real segundo CB, perpendicular a D I, yisto ficar o
outro um pouco distante. it AT g '
Seja F um dos f6cos d'esta hyperbole, tire-se o:rdio.FD'; & na
direccdo das distancias obliquas 4 directriz, marque-se D"E.TIF D,
e pelo ‘ponto G tire-se 'a récti m'.*pvnﬁfdrc 14F"a F X a "qual
ﬂér* Edimﬁ!. STl i 2 '-': i et li bedlire 'lili- .'l:_’ L]
Seja M um dos circulos secantes, tirem-g¢ MF & MQ"gte

prolongaremos até P, seré . +.,
MP s ME,icnatsh 10ler ales mon
 MS=MQ,
F $1mQ P F D/t constante.

= o e Bt A ——

R
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Se sugmentassemos M d'uma grandeza Q P'=F'D’ (distancia
do outro féco ao pento D') obteriamos a segunda directriz, e ter-
se-hia
- . MF=MP,
Same . .

logo

{

MS'=M(Q,
F'§'= QP =F' D' — constante.

Se dos differentes pontos d'uma hyperbole, como centros, des-
crevermos circumferencias que corlem uma recta parallela fs dire-
cirizes em angulo constante, de modo que os raios dos pontos de
secglio sejam parallelos 4s asymptotas, todas essas circumferencias
poderdio ser cortadas debaixo d’ym angulo constante por uma nova
circumferencia, tendo o respectivo centro em ponto escolhido
arbitrariamente sobre o eixo real da mesma hyperbole.

Com efleito, referindo a equaglio da hyperbole ao centro C,
escolhido arbitrariamente, tomado por origem (fig. 6) teremos

V¥ —80t _dir—u?;
e identificando esta com a equagdo (A) teremos

S"—l%:-, ll—%(d—!-fmu}; w=rt P4 2rdcosa... (C).

Mas iogo que se deu o ponto C, deu-se o valor de a—CB,
e por conseguinte deram-se implicitamente os valores de b=BG

e d==CG; bem como o da relaglio -3-, que designaremos por n:
logo pela segunda das Tm anteriores obteremos o valor de
epois

rcosa, que substituido na ultima equagdo, permiltir de-
terminar o valor de

r=Vul 4+ d*—2ntd,

e com este valor determinaremos

nt—d
Vut 1 d—2ntd

coSg==
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Reciprocamente se for dada a hyperbole dos ceatros, bem como
o circulo C, tendo o centro no eixo real da mesma hyperbole,
que é cortado pela serie dos circulos secantes, segundo o angulo «,
serd determinada a recta parallela & directriz, que é cortada pelos
circulos secantes em angulo constante.

Por quanto suppondo a hyperbole referida ao centro C, dando
& equagio d'esta curva a forma y® —S¥z%——2tz=u?; e obser-
ra:;?lu que das equagdes (C) se deduz

ar

d’onde
dy i

V148
2at=—2d" 4 2drcosa,

¢ eliminando a entre estas duas equagdes, teremos, para determinar
a posigiio da recta secante, as equagdes

d : —rcosa, = S .eim!

CVits V14 St
0 angulo o' serd determinado pela equaglio tg:’-:-—!-.

a

Toda a serie dos circulos que cortam dois circulos dados pelos
angulos « e o, cujos centros estio na mesma hyperbole, tendo o eixo
real na recta que une os centros d'estes circulos, & involvida por
outros dois circulos, cujos centros sio os fécos da mesma hyperbole.

Com effeito, considerando a circumferencia C e a hyperbole
dos centros dos circulos secantes ; como todos estes circulos podem
ser cortados por uma recta parallela & directriz em angulo cons-
tante, recahe-se assim no caso primeiramente tratado, para.o qual
a proposigdo se acha demonstrada.

Esta propriedade do involvimento dos circulos secantes por dois
circulos determinados, & geral, ella tem sempre logar, quaesquer
que sejom as conicas constituidas pelos centros dos circulos da
serie, e deriva do seguinte theorema:

Os cireulos que cortam dois circulos dados C e C' debaixo de
angulos constantes, corlam egualmente por um angulo constante
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o mésmo eixo radical que estes tém exitre si, -
¢ odpgne o obnagss 2olonsta goloar i i
‘Com effeito, substituindo o cireulo €/ a0 cireulo C/, cujo centro
supporemos 4 distancia a' do centro C; seréd a equagdo-do logar
dos centros 'dos circulos que: cortam o circulo C pelo. mesmo
angulo «, &.C" pelo angulo s’ v il e

b’*y‘+(b“-—li-al"}z‘+ ma=—yp

todo . o.citculo ', que tenha com qualquer dos dois primeiros

LR

sendo L :
b'=2(rcosa—r' cosa’),

Pf=b'l,-jl+_4a!lc‘—‘i-_u'b'¢”““s

m’=4;’"{2¢5d—rb’m=);
e em que aos b8

ﬂ!_}_r!_rfi a”+r‘_r”‘
qg.r_||-‘r-|'-. }\._.c.‘__-\.‘l 5 ga i Y ¥ gal Y

é a distancia do eixo radical commum ao centro immovel C.
Identifica-seesta equagao com a que & relativa aos circulos C e C,
a saber i

e o ALt LA LL o

sendo, 05 mesmos, s cireulos secantes, fazendo,

St 24
'y i g Lot
'-lh"i‘r! BIMESGL Sl 2] a
todysged o F riaoalio i b ! li

O ‘theorema -esta pois demonstrado. Accrescentaremos ainda
como corollario d’esta proposicio, que: § whadion. 1
' vA ‘serie;dos cireulos que cortam dois circulos dados por angulos
constantes, & involvida por doisnovos cireulos; eujos centros estio
na recta que une 08 centros dos circulos dados.

. Com effeito, tragando- um circulo tangente a um qualquer dos
circulos da serie, tendo o centro ma recta €C' e cujo eixo radical
com Crau C'iseja’o-mesmo de € e €/, esse circulo seré tangente
o todos 0s outros da mesmarserie. '
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Determinagéio dos ciroulos involucros

Da condigio sias Wl She
b

b=—d
a

deduz-se
ﬂF
rcosu—r”cusu”=: (reosa —r'cosa)

donder ' . ' ;
ar’cosa’=(a— a')rcosa+a'r cosa'

¢ tambem _
rt—a? 4?24

Se arbitrarmos o valor de a/, determinaremos r” por esta ultima
uaglio, ¢ a anterior dard o valor de 2",
~ Eliminando r" entre as duas ultimas equagdes teremos

wl b

aeos? e (a4 r*—20a' ¢)=[(a —a)reosa + a’ r Ebs'ﬂf.: :
Se o circulo C" for tangente aos circulos da serie, teremos

oll— 0'
e logo

- . A2
a‘{a"+r‘—2a'c}:(¢:rmﬂu—? -

Resolvendo esta equacio em ordem a a' obtem-se
a?(ka®— 0% +2(2abreosa—hate)a'=—Hhatrisenla

d'onde

(ba¥c—2a brcos:u')-_f-'-"(#n'c—ﬁa breosa)+(b*—4%a?) §a¥risenta

b2 — 4a?
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m=2(4atc—2abrcos .);
p=br'4+ hat —Lhabercosa=0btrisenta

, = 2

+ (2ac—brcosa)?=0b*r¥sen?a + . A

: 16 a?
d’onde

m® =16 a® (p — b r?sent a);
e emfim

4a'r‘sen‘¢(b‘—$a‘}=-—-$+:’—‘[ip (6‘-—-15’}-}.—:&'].-

Substituindo no valor de &' teremos

mb==2aVip (L2 —4a?) 4+ m?

g T2b (B —hat)

Os centros dos dois circulos involucros sao pois os fécos da
comica que reune os centros dos circulos da serie, visto que as
distancias do centro da conica aos focos tém por valor

aVip(b*—4a?) + m?

WrFrmiy (*—4a?)

e como » distancia do centro do circulo C ao centro da conica
seja

=30 at —p¥)’

serio as distancias do ponto G aos dois fécos

mb=2aVip(b*— 4§ a?) 4+ m?

CFou CFl=— _ﬂb{b‘—#u‘] 2

valores identicos com os que achamos para a',




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS ; 27

Poderemos demonstrar d’outro mode a notavel propriedade do
involvimento dos circulos secantes.

Provaremos primeiramente que no caso dos circulos dados se
ndo cortarem, as duas hyperboles que constituem os logares dos
centros, (ém os eixos focaes respectivos sobre o eixo coordenado
dos x, e que os dois ramos de cada uma se acham de lados
differentes do eixo radical.

Ji vimos que as duas conicas cram duas hyperboles, por ser
2a>b >b.
Fazendo na equaglo (2, 2. P.) y==0 obteremos
(da?—tY)a —ma+p=0......... (D).
As raizes d'esta equaéau serdo reaes se for
md> p(8at—0Y).
O que se verifica na hypothese admittida, porque sendo

mt=16ap —16ab2risenta,

ter-se-ha
16a2p—16a2b2r2senta>16atp— 5 0%p,
d’onde :
p>darisena;
mas
p=(br—2accosa)® + ha?csena,
logo

(br —2accosa)? > 4a®(r?—c?) senta,
desigualdade evidente, visto que o segundo membro & negativo.
Estas duas raizes acham-se comprchendidas, uma entre 0 e ¢,
e outra enlre ¢ ¢ oo,
Por quanto para 2==0, o primeiro membro da equacdo (D)
reduz-se a p, quantidade positiva; e para x =¢ deduz-se
(a2 —bY 2 —4hac(2ac—rbcosa)
+ 02 —hat?—4abercosa=——b2(ct—r?)

quantidade negativa; emquanto que para x = o, se obtem 4 .
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- Se os circulos € e C/ se cortarem, as duas raizes da equagdo (2)
poderdio ser imaginarias (), e n’esse caso o eixo real da respectiva
conicaterf a direcgdo do eixo dos y. ¢ 1916 197

Os valores dos raios dos cireulos secantes ' - wieiNe ) v
. o3 o . ol 35 1 0 lnan

2a

=

R Ple—2) o R o) i

mostram, por serem estes valores essencialmente positivos, ‘que
o signal + que os affecta, corresponde aos centros' que s¢ acham
& esquerda do eixo radical, emquanto que o signal — se refere
#os centros que se acham do lado direito.

i ¥ 3 ¥ f iy fides Fwint &l
(+) Pbde reconhecer-se a possibilidade das raizes imaginarias do seguinte
modo :
Supponha-se ' =) (4
recosad-rcose’ =¢
leremos i

L S (e O

Ora, se no circiilo 'C tirarmos um raio que forme com CC' o angulo «,
e designarmos por d' a differenca entre este raio e a projeccio de/CC/==4a
sobre elle; por'd’ = a sen 2 a perpendicular baixada de C' sobre o mesmo ;
e finalmente por d a melade da corda commum ds duas circumferencias G e C'

leremos - i
s grant

€ f_..' T T
T o1

d'onde

et | R MR 1 X anX k "
desigualdade que pdde deixar de verificar-se, porque se fizermos variar o raio
da circu:q[eret_mfn.. €, conservando a corda commum, variardg d' e d', cuja
relacio pide crescer sem limite, emquanio que &-;- se conservard conslante.

Notaremos ainda que nem a ellipse nem a parabola potiem 'ter'os seus
eixos focaes segundo o eixo coordenado dos'y, por ser R
o iw by

A—B  4a
‘42 LB o' g

_A>B,

e logo

" incluindo A — o se for
§a*
-?ﬁﬁfi:-l
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~ Passando . a -origem das mondamin aos centros’ d- m,

e nouuda que o - 2
2’“‘ 1 A‘_B‘. : .-'i:-l‘- :' AR
Uy ey —5—= 1 —l-i-‘..—l.-g#g ¥ |
le:r‘gtholl

1 o --B,==n=+1{c-——D—-m), H"=tu’{e-—-—l}’——¢) {E’].

| H;aslgnandn por M e M’ os pontos onde um raio vector da
hyperhole conduzido do féeo esquerdo Fy encontra o prmwn'h e
o:segundo rama; e por F' o segundo féco, tuamos B 5

FM==.—-—{¢.-1:+A] Ffllu—-{ur—-—ﬂ)
43 FM’—M:-{-A eF' —-—ea:—-—A....f.r [il?)

' z K adn U TTER Y

Da combinagio das férmulas (E) a(F}. dedu:—se, relativamente
aos circulos secantes que voltam a concavidade ou a convexidade
para ambos o5 €entres'C e €/, -

ramo esquerdo  R—FM=—=ee—eD 4+ A = constante,
— F'M=e¢c— ¢ D—A = constante,
ramo direito FM —R=ec—eD + A,
it -...F’l-l' l-l==cc—-eD--A
Esles cnrculos serantes sio pms mvulndos por dms novos mreulds '
cujos, centros 'sho os focos ¥ ¢ F'da hyperbole correspondente.
Seus raios sio ec—eD 4+ A e ec—eD— A, respectivamente.
A differencaldes raios/dos cireulos involucrosié egual a 2 A, eixo
transverso da hyperbole.
Com respeito aos circulos que yoltam a concavidade para um
dos centros G. C/, e a convexidade para o outto, teremos
[ ||' AW =T} i
—FM= s’r:—-e-‘l)'-]-ﬂ’
oftfs oo :F"H-—-R‘=-G—-¢fh[- ¢ D 4 A
sin o e o BMls— Cde—e D A
R—FM’m—u’c+JD’+A’

Reeullado similhante a0 que obtivemos mtenumente, o em qnm
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tambem a differcnca entre os raios dos circulos involucros, ¢é egual
ao eixo transverso da hyperbole. s

Quando os circulos dados se cortam entre si, as duas coni
interceptam-se com elles nos mesmos pontos do cixo radical; e
nolaremos que se o eixo focal da conica considerada existir sobre
0 eixo dos 2, 0 mesmo ramo de curva passaré por essas duas
interseccdes, € deveremos dar signaes differentes ao valor de R,
conforme a parte considerada esteja de um ou de outro lado do
eixo radical, bl -

Supponhamos, por exemplo, que uma das conicas ¢ uma para-
bola e a outra uma hyperbole (fig. 8), sendo :por conseguinte
b<2a e b =2a. : :

Na parte da parabola que se acha & esquerda do eixo radical,
teremos R==c—uz; e na parte direita, cuja corda é o eixo radical,
seri R=x —¢. - : bi s

Tirando a directriz EE/, ver-se-ha que no ponto M, situado &
esquerda do eixo radical, tem-se

Re—¢—2-—=CG—CP—PG=MT.
E no ponto M/, 4 direita do-mesmo eixo
Re—z—¢=CP—CG=GP—=MT
logo os circulos secantes, cujos centros estdo n'uma parabola, sdo
tangentes ao eixo radical. E um dos cireulos involucros que se
tornou infinito, i 39 o
-Nos centros que estdo 4 esquerda do eixo radical tem-se ainda
p—~R=FM—MS=ME—MT=—ET. "

Nos centros que estdio & direita

p+R=FS=FM 4+ MT—=ME+MT=ET.

Logo os circulos secantes tém ainda um circulo involucro, cujo
centro & o f6co da parabola e raio egual & distancia entre o eixo
radical e a directriz. Este eirculo-volta a concavidade para os
secantes que tém os centros na parte da parabola sustentada pelo
¢ixo radical, e a concavidade. para todos os outros.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 31

Suppouha-se actualmente que uma das conicas dos centros dos
circulos secantes & a ellipse, e que os circulos dados se cortam.

Para os raios vectores que partem do [éco F tem-se FM=A+ex;
e para os que partem do f6co ¥, F'M=~=A —ex:

Logo: 4 esquerda do eixo radical ~ FM 4 R=A + ec—eD
o FM—R=—A—ec+eD

& diveita do dickodixo FM—R—A Hog-—noD
- il 5 FM 4 R=A—ec+eD.

Ha pois dois circulos involucros, cujos centros sio'os fSeos.
Seus raios A4 e¢c—eD e A —ec + eD, dio uma somma egual
a0 eixo maior da ellipse.

Notaremos ainda a circumstancia da mudanga entre a concavi-
dade e a convexidade, quando se passa’ d’'um lado ao outro do
eixo radical. '

Quando os circulos dados se cortarem poderd acontecer, como
ja provimos, que uma das curvas dos centros seja uma hyperbole,
tendo o respeclivo eixo transverso na direcglo do eixo coordenado
dos y. N'este caso os circulos secantes, cujos centros ella repre~
senta, ndio poderdo ser involvidos,

Com effeito, os dois rames d'esta hyperbole passam cada um
por uma s6 das intersecgdes dos circulos dados, e, como sabemos,
os raios dos circulos secantes crescerdo conlinuamente a partir
do eixo radical, tanto para um como para o outro lade. 1

Ora, considerando dois d’estes circulos infinitamente proximos,
de raios finitos, e designando por dR o accrescimo do raio na
passagem d'um ao outre, e por d 8 a distancia dos centros; ha de
necessariamente dar-se (considerando os valores absolutos d’estes
accrescimos) algum dos tres casos seguintes:

dS<dR, dS=dR e dS>dR.

No primeiro, o circulo; maior invelverd o menor. No segundo,
tocar-se-hao ambos do lado do centro do circulo menor. No ter-
ceiro, emfim, hdo de cortar-se tambem do lado do centro do
menor d'elles. A condigio do imvolvimento des circulos secantes,

¢, pois

48>dR.
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SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES

FAR
F. Gomes TEIXEIRA

(Fim)

®. Les formules (6) (page 11— vol. I) doonent I'expression
algebrique des numérateurs des fractions simples en lesquelles on
peut décomposer une [raction rationnelle, en fonction immédiate
des quantités données. On peut aussi trouver I'expression algebrique
de ces numérateurs en fonction des dérivées d’une certaine fonction,
comme a [ait Mr. Serret dans son Cours d Algébre supérieure.
Nous allons exposer ces formules.

Nous avons

Filz) _ M M M, 91 ()

F@ o—a @—ap  Te—arts @

oil
y(@)=(e—ar)® (z—ay)". .. (@ —an)"

En posant x=—ay + h, il vient

Fi(ai+h) My M, M. 91 (a1+h)

Flath)  h T ot T te G
el, multipliant par A%,
Fy(ay + h) hg1(a1+h)
___—=M H —_ h LI — h! s M h“_l e e ——y

3
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Nous avons déja dit que :L{:%:—:g ne contient pas des puis-

sances négatives de h, donc la formule précédente représente le
F1 {111 -+ h)
! ¢ (a1+h)
sances entidres et positives de h. Par conséquent cette formule
doit étre identique & celle de Maclaurin, qui est

développement de en série ordonnée suivant les puis-

1
T 4 B =)+ )+ 5 ¥ (o)
hx—1 (a=1)
+---+m'|' (@) 4. ..
élant
Fy () 151
¢ ix)_“m)'
Celte identité donne
— ¢ (@), My = (o) Mas =410,
SN, ol R . Lol AW Y

1.2.3' 1.2...(—2

(e —1) (ay)
Wiria ..(1—11]

Nous avons done

File) _ $(@) Vi)
F(2) (z—a))* (z—ay)* "

¢~ () %1 (7)

R - pereee 1w g i
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On trouve de la méme maniére les numérateurs des autres fra-
ctions dans lesquelles on décompose la fraction donnée. Nous avons
done

P b, W)
F@ (z—a)* 1.(x—ay)*~!

N e —1) (ay) 7 b (as) 3 Iil'[ag)ﬂ
1.2.. . (a—1)(z—ay) (v—ag)® 1.(z—as)f !
ﬂ{ﬁ'—n{ﬂg}
R AN g v
S e S
PR L L SR a* =1 (as)
(@—an) 1.(z—a)* ! 1.2...0—1)(z—a,)
élant FI("’)

oooooooooooooooooo

F; (2)
F (a)

& (%) = (z—an)

10. En comparant les formules (10) aux formules (6) de la
page 11 du vol. I, remarquant que, lorsque Fy (@)==1, les M;
coincident avec les A, nous obtenons I'expression algebrique de

la dérivée d'ordre n d'une [raction -—!—
Fla)

*
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En effet, cette comparaison donne

e ISP 8 i o o el
1.2, .(ﬂ —1') (th—ﬂg)ﬁri”r (ﬂi_a3]T+ 8

ou (R =) =)
. (ﬂl _u“)i.'l"}t‘n_”

élant
¥ 43 +.. 3 —N=a—i,

ou, faisant @ — i =m, et substituant a; par z,

i 1

(x—ug}ﬁ (@—ag)T ... (:::—a,.)aL
1.2...mda"

[(8-+¥—1)C3] [r+3'—1)Cd)

ﬁ(—ijﬂz - o
_aﬂﬂ'l'* (s__ﬂs)""l"’

(=

(4 38 —1— 1)C 36 —1]
(::—-ﬂn]"""":n_l}

X ..X{

étant
¥+ 4. 43 —l=m.

A4. Nous avons dans les numéros précédents trouvé I'expression
algebrique des numérateurs des fractions simples dans lesquelles
on peut décomposer une fraction rationnelle. Les formules trouvées
ont beaucoup d’applications importantes, dont nous nous occupe-
rons plus tard.

Fy (z)

F ()
plicntiou des formules précédents donne beaucoup de peine, et par

Quand on veut décomposer une [raction numérique

#
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conséquent il est préférable employer des autres méthodes, qui

sont bien connus. Nous en allons exposer les plus simples, quand

les racines de F (z) =0 sont réelles, et quand sont imaginaires.
Soit proposée la fraction

Fy (4?‘12 Fy (2) g
F () (z—ay)" {x—ag}a. L(z—ag)

Nous avons prémiérement

F:-g {ﬂ:] Lk v A ™ (z':'
e—ae@ I te—atem

élant
¢ (1) =(@—as) (2 —ay)"...(z—an)",

oit A, et gy () sont donnés par les formules

— Az 9 ()

Fy (ay)

e —b (@) ¢ (2)

A=

,?U#

dont la premidre vient de (6) et (7), et dont la deuxiéme vient de
la formule supérieure.
En divisant par & — ay, il vient

Fifs) ba) | As o (2)
F—ee@m Ot et a—ap T @)

En décomposant de la méme maniére la derniére [raction, on
obtient

Pife) A (e
E—w)ol@) z—a ¢ @

oit A e pg(x) sont trouyés comme précédemment.
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Done
Fy (=) lafa b(a)4+A A 2 (%)
e—a)teg(@) z—ay . (z—a)? ¢ (@
=i e PR S

z—ay  (z—a)? ¢ (2)

En divisant par £ — ay, il vient

Fi(®) (o) 81000) o Ay Ay
{-"“-"s)'?(*)_ﬂi(H w—ay " (@=—ai)! ' (z—a))?

92 ()
(z—ay)% (@)

La derniére fraction donne

nE _ A el
(e—a)e(@) xz—a ¢ (2)

done

Fy (ﬂ'..'] e bl By (ﬂ]}-!'ﬂl Ax—1 A, 73 (2)
oy T P e K

gl Aen i) A g3 ()
=&,{x}+ z—ay {ﬂ:—ﬂj)i (m—aj)a' m.

En continuant de la méme maniére on obtient la formule

Fi (x) - - F1 [:.‘.c} A| Ag

F @ (w—ay)?

(@—ay)p(x) F (2) a—a

A a (@)
e—ar e @

+...4
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F
Ainsi la décomposition de la fraction Fale) reste dépendante

F(2)
de la décomposition de la fraction {;@ que ne contient pas dans

le dénominateur (z— ay)*. Cette fraction donne de la méme
maniére

9=(2) By By Bj s (@)
s 14 AT e +
¢ (@ z—a (z—a} (x—ag)® ¥ (@

oit ¢ () ne contient pas (z — aa)®.

En continuant de la méme maniére on décompose completement
la fraction proposée.

Nous allons appliquer cette doctrine a I'exemple déja considéré

a2 —3x 45
(e—1) (z—2)=

Nous avons

Fi(z)=2'—3z+B et ¢(2)=(z—2)z
donc
Ap=—3 et g (2)=42—b5

el par conséquent

a?—3x+ b R 3 i fx—>5
e—)e—2z z—1 (@E—2)x
Ensuite
2 —3r46, 3 bx—>5
=2 @—1p a1 (z—9az

3 | 4+ 8—x
(e—1) " o—1  z(z—2)
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Continuant de la méme maniére, on obtient

23245 3 1 §—x

(—1p8z—2)z (z— 1)3+(?— 1)‘+(x—1):1:{m—2)

3 % i 4 +4a:—!5
(2—13 (z—12 z—1 =z(z—2)

—_—

et ensuite

a*—-3z+45 X 3 i. & " b—a
D T P e e e e
L L. |

3 ! 4 Poe e

T @ ety 3 Ta—g

On voit par le n° & qu'on peut aussi faire la décomposition

Fla+h
? E:; divisant F, (ay+ h) par (h: )

de

42. Nous allons considérer maintenant le cas de le denomi-
nateur de la fraction proposée contenir des facteurs imaginaires
du premier degré. La méthode de décomposition précédente est
encore applicable, mais on peut éviter les imaginsires décomposant
la fraction proposée de la manidre suivante:

Fifz) __Az+B F, Agz + By
F () (a*+pa+q)* (@*+pa+g’

Ut patg ¢ (2)

o+

étant 2* 4+ px+ ¢ le produit de deux facteurs imaginaires conju-
gués & — 0 —0'1'—1 et 2— 0+ 6'1"—1, et ¢ () le produit
de tous les autres facteurs de F (z).
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Pour trouver Ay, By, Ag, Bs, ete., on procede tomme daos le
cas précédent, partant de a==1. Nous avons, en effet,

Fi (2)
(@—0—01"—1)(z—04+ 01" —1) ¢ (@)

e A 4 B +?1 (x)
z—b0—0V—1 a—i401—1 9 (a)
étant
-
Y 0401r—1) -
_ Fy (00" —=1) iy
donc
Fy (z) S K4 K't'—1 K—EK'V—1. ¢ (=)

(#*+pz+q)ole) a—u—b1—1 +x—ﬁ+ﬂ’l/h-1 ¢ (=)

_2K(z—0)—2K'Y ¢ ()
L e—0+ 0T T g (2)

Procédant comme dans le cas des facteurs réels, c'est-a-dire
faisant des multiplications successives par 224 pz <+ ¢, on dé-
compose la fraction proposée.
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SOBRE UM PROBLEMA DE MECANICA APPLICADA

POR

L. F. MArrECAS FERREIRA

L

. .
Construir uma arcada n'um determinado vio, dadas as seguintes
condigdes :

a) arcos iguaes e ellipticos;

b) extradorso parallelo ao intradorso;

¢) largura de secclo nas impostas, igual & differenca entre os
eixos das duas ellipses de cada arco;

d) a pressio, que se descarrega em cada centimetro quadrado
da superficie das impostas, igual a uma quantidade determinada;
¢) suppde-se conhecida a flecha dos extradorsos.

Sejam: &, 0 numero de viios dos arcos; vy, a espessura no fecho
de cada arco; z, o comprimento de cada vdo; ¢, o comprimento
do vao total e supponha-se: largura do peglo, ou pé direito
c—x3

z

a, flecha commum aos extradorsos ;

P, peso d’'um centimetro cubico do material empregado ;

g, pressdo, sob a qual trabalham os materiaes nas secgdes das
impostas, referida ao centimetro quadrado,

Os eixos d’'uma ellipse de extradorso serdo: a (semi-eixo menor),
5+ w (eixo maior); os do intradorso: a — y (semi-eixo menor),
z (eixo maior).

A area comprehendida entre ellas e as impostas é representada

por:
®/ 34w 3\
?(""2—_(“_3’)7{)'

=1w;
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o peso do arco, sob 1™ de espessura:

(az+w—[a—y)—3—);< 1"
wa % - 3
E 10:!: :

a area que, sob aquella espessura, apresenta a secgdo d'um pé

direito, juncto 4s impostas, serd: w x 1™ e o numero de

fee
centimelros quadrados que n’ella se contém.

O peso que se descarrega sobre um pé direito é pois dado pela

formula:
Pz/ z4w z G
—2—(:1 5 —(a—y)jf)xt

{ree
wx 1™ i
fee

fazendo :-—F % 1¢=m, vem a formula igualmente homogenea :
™

a(z4w)—a—y)z=muw,
e substituindo w pelo seu valor:
ac c—zz

;-——-(a—-—y}z=m e (1).

Sendo homotheticas as duas ellipses de cada arco, resulta:

1 1
a:(a—y)::(s4w)x 55X 5

ou
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A relagdo entre o fecho e abertura do arco, ou entre y e 3, é
dada pela formula de Léveillé, applicavel a este caso:

em que p representa uma fracglo do metro, e ¢ é um numero
abstracto, menor que ‘a unidade: -
As equagdes (1)e(2) dao:

— )2 e
P BH iapt (ol SO S B
x a z z a x
ou
(@—y)—m{a—y)=(a—m)a
d’onde
_m'_'_h m? )_m+< m)
R Tl s T P i e

resultando para (@a—y) os valores a e (m —a); de sorte que
R ’2 4 © D80 podendo admittir-se o primeiro valor, teremos

portanto o seguinte systema:

y==2a—m
2a—m—p
o e LA Nk Kt 3
q (3)
gc(m—a)
i (2.:_”"_?] ----------- [:2).

Sendo y < a pelas condigdes do problema, tem-se: 2a—m < a,

| m4p
ou a <m, e pelos valores de 3 e 2: 2a>m<4p ou ¢>—o—
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d’onde resulta:
p<m

m4p
9

<a<m;

taes sdo as relagdes que devem existir entre os dados.
x, devendo ser inteiro, escolheremos o maior inteiro contido
no seu valor, e repreaentando esle por z', serh:

c—ax' (34 w)

a parte do viio que se deve junctar & occupada pelos encontros.
z deve ser maior que y, como realmente indica a formula,
visto que p e g sdo [racgdes das respectivas unidades.
Os pegdes, ou pés direitos, niio podem funccionar como encontros.
Havendo uma sobrecarga de peso constante P', uniformemente
!

distribuido, serd — O peso correspondente a cada arco e obtem-se:

Prfa(z+w) (a—y)s= &
?( ARG )“_I_E

{ cee x
wx 1*
i 1::

soffre apenas uma ligeira modificagdo a cquagdo (1), ficando in-
alteraveis as outras e o problema resolve-se por um modo analogo
ao anlerior.
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RESOLUGAO DA QUESTAO PROPOSTA NO N.° |

PFOR
C. H. CravEIRO LOPES

PROBLEMA (+)

Dadas tres circumleréncias de centros A, B, C, das quaes as
primeiras t¢m uma corda commum 1J, tracar por I uma trans-
versal que as encontre respectivamente nos pontos X, Y e Z, por
tal forma que seja X Z para XY em uma razio dada m:n. :

SOLUCAO

Seja 1Y uma transversal passando por I, e seja Z o ponto que
divide o segmento X Y na propor¢iio dada m:n::XZ:X Y,

Tiro os diametros IAD e IBE; os pontos D, J e E estarfio
em linha recta. Por X, por Y e por Z levanto perpendiculares
a 1Y, das quaes a primeira passa necessariamente em D), a segunda
em E, e a terceira determina sobre DE um ponto F, tal que
DF:DE::XZ:XY::m:n; isto 6, que divide a recta DE pa
razio dada.

Seja qual for a direcgiio d'uma transversal X'Y’ passando por I,
sendo X' e Y' os pontos em que corta as circumferencias A e B,
se pelos pontos X', Y/ lhe levantarmos perpendiculares, passardio
estas necessariamente em D) ¢ E, e a perpendicular 4 transversal
levantada no ponto Z', que divide X'Y' na razio dada, ird em
virtude do parallelismo das tres, dividir DE na mesma razio,
isto &, passard em F.

Entao I'F é a hypothenusa commum a uma infinidade de tri-
angulos rectangulos, cujos vertices de angulo recto sio os pontos
que dividem os segmenlos considerados como m:n; um destes

e S s o e A et PP

(+) Pede-se aos leitores que ;rio tragando a figara como vae sendo indicado.
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triangulos & 1JF. O logar geometrico dos pontos Z é pois uma
circumferencia de circulo passando por I e por J; entdo o seu
centro estard sobre AB, e como tambem deve estar sobre o dia-
metro [ F, estars no ponto N encontro d'estas rectas.

O porallelismo de AB ¢ DE mostra logo que o ponto N
divide A B pa razdo dada.

O que fice dito auctorisa a estabelecer o seguinte

THEOREMA

Dadas duas circumferencias que se corlam, se tirarmos rectas
para um dos seus ponlos de encontro, o logar geometrico dos
pontos que dividem em uma razio constante os segmentos n’estas
determinados pelas circumferencias, ¢ uma outra circumferencia
que tambem passa nos pontos onde as primeiras se cortam, e cujo
centro divide na mesma razdo a distancia dos centros dados.

Como consequencia d’este principio resolve-se o problema pro-
posto pela seguinte

CONSTRUCGAO

Tira-se A B; sobre esta marca-se N, por forma que secja
AN:AB::m:n; com centro em N e raio NI cérta-se a circum-
ferencia C nos pontos Z ¢ Z'; as rectas dirigidas segundo I1Z e 1Z'
respondem & questdo.

DISCUSSAO

Se as circumferencias N e C ndo se cortam, o problema é im-
possivel ; cortando-se ha duas solugdes, como no caso da figura;
sendo tangentes estas duas solugdes reduzem-se a uma 86, que é
a linha recta determinada por I e pelo ponto de contaclo de N e C.

Se a circumferencia C passa em I, uma das solugdes estd na
corda commum a € e N. A outra seré a tangente a N tirada em I,
porquanto considerando que o ponto Z se foi deslocando sobre a
circumferencia N até chegar a confundir-se com I, as successivas
posigbes da transversal 1 Z seriam as secantes a N, que girassem
sobre I, e quando Z cahir sobre I, a secante tomaré a posiclio da
tangente a N em I. Passando C em I e sendo tangente a N, as
duas solugdes confundir-se-ho sobre a tangente commum a N e C,
isto €, a que passa em L

Quando C passar em I e J uma das solugdes, como acabamos
de ver, serd a tangente em I & circumlerencia N, ¢ a outra seguindo
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a corda commum &s duas, serd 1J. E bom, porém, advertir que
esta solu¢hio 1J convém entio, qualquer que seja a razio dada m:n;
visto como estando entdio confundidos em J os pontos X, Y, Z,
" XZ _al
T
Se por acaso as circumferencias C e N se confundem, ha uma
infinidade de solugdes, visto que qualquer ponto de N & commum
a C; € o caso de indeterminagiio do problema.

OBSERVAGAO

Tudo quanto fica dito com referencia & circumferencia N sub-
intende-se tambem para uma circumferencia N', de raio N'I, e cujo
centro N’ esti tambem sobre a recta AB e é symetrico de N com
relagio a A; d'onde se péde concluir que o problema proposto
tem quatro solugdes, duas determinadas por N e duas por N'.

Esta soluglio ¢ geral, e convém ainda ao caso em que a circum-
ferencia C & substituida por qualquer linha, sendo entdo tantas as
solugdes, quantos os pontos de encontro das circumferencias N e N’
com a linha dada em substituigio de C.

QUESTAO PROPOSTA N. 11

Provar geometricamente que os logares H, H' dos pontos do
espago, cujas distancias a duas rectas fixas M, N, ndo situadas no

mesmo plano, estdo n'uma razio constante -%-, sio hyperboloides

escalenas ou ndo de revolugio (s).
A. Scuiarpa MonTERO,

(*) Foi M. Ferry quem primeiro determinou analylicamente a natureza
das superficies H, H', no seu Ensaio sobre as machinas, publicado em Melz
em 1806. Sobre esta questdo (que ndo nos consta ter sido ainda tractada
geometricamente) diz o illustre geometra T. Olivier o seguinte:

«Je n'ai pu encore parvenir i déterminer la nalure géométrique da lien H
au moyen des considérations de la géométrie descriptive; j'ai done di recourir
it I'analyse de Descartes.

Mais pour lLous les cas ol I'on suppose gue E--———l, j'ai pu parvenir au
résultal par des considérations géométriques assez simples. s
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EXTRACTO DE UMA CARTA DO PROFESSOR G. BELLAVITIS
A F. GOMES TEIXEIRA

Nel n.° 3 del vol. II del Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas trovo un bel teorema del sig. Craveiro Lopes, che
rende facile la soluzione richiesta (pag. 47). Se per un punto J
sono tirate tre rette fisse JX, JY, JZ, e da un punto I parte
una recta qualiavoglia IXZY, @ ben noto che rapporto duplice
IY.XZ:1Z.XY==m & constante. Col mezzo dell’inversione
rispetto al punto I ne risulta todo che tre circoli IJX, 1JZ, 7Y,
tagliano ogni retta IXZ'Y in modo che XZ—=m.XY. lo pure
al risolvere il problema (Spozione del metodo delle equipollenze (+)
n.” 88) devevo accorgermi che se il centro C coincide col punto L
dato da AL=mAC, la LC si annulla, pereio la cercata IXY
pord avere qualunque direzione. Queste posteriori considerazioni
non diminuiscone 1l merito d'invenzione del sig. Craveiro Lopes.

Padova, 32—7—79.

QUESTAO PROPOSTA N.° 12

Dados dois pontos, determinar com o compasso ordinario o
ponto medio da distancia que os separa.

L. F. MaRRecAS FERREMA.

(*) Esta Memoria do professor Bellavilis, publicada em Modena em 1854,
foi fraduzida em francez por Mr. Laisant.

4




SOBRE A QUESTAD PROPOSTA N. Ii

POR

L. F. ManrEcAS FERREIRA

Provar geometricamente que os logares H, H" dos pontos do
espago, cujus distancias a duas rectas fixas M N ndo situadas no

mesmo plano, estdo n'uma razlo conslante —. mh]rperbnlmdaa
escalenos ou niio de revolugdo.

Tire-se por M um plano parallelo a N, e seja N’ a projecgio
d’esta recta sobre elle, cortando M n’um ponto V (fig. 1., est. 3.").
Hj represente o logar geomelrico dos pontos do espago, cujas dis-
tancias a M guardem com as respectivas distancias a N’ a relagdo

1
s =k; H'| o logar correspondente & relagdo T Para deter-

minar Hy imaginem-se cylindros rectos de base circular, tendo por
eixos M e N’, guardando os raios dos primeiros a relaglio & com
os correspondentes de eixo N'. Hy é o logar das intersecgdes dos
dois systemas.

A fig. 2. representa a interseccio de dois cylindros correspon-
dentes feita pelo plano M N/, escolhido para a projeclo; os dia-
metros estdo relacionados por: -E%=_k; a recta e [ fazendo com
as geratrizes angulos: aeb, d fec iguaes entre si, perpendicular 4
bissetriz do angulo PV (), determinaré segmentos eb e cf, laes

gy e
e : =

Escolhamos planos secantes auxiliares, perpendiculares ao de
projecciio, tendo por tragos sobre este as rectas AQ, A'(QY...,
perpendiculares 4 bissetriz de PV Q. Cada systema de cylindros sera
interceptado segundo ellipses homotheticas; mas os eixos maiores
n'um systema (como ¢ /) sdo proporcionaes aos maiores (como eb)
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no outro, guardando entre si a relagio k; os menores sdo os raios
dos respectivos cylindros, que mantém igualmente a mesma relagio;
portanto as ellipses d’'um systema, além de serem homotheticas
entre si, sero tumbem homotheticas com as do outro systema.

O logar dos pontos d’um plano, cujas distancias a dois pontos
d'elle tém entre si a relaglio k, é uma circomferencia, representando
esta o logar das intersecgdes de dois systemas de circumferencias,
tendo cada um por centro um dos dois pontos dados.

Pela transformagio. homologica, ou projecgio sobre um plano
parallelo 4 linha dos centros, as ci:cuul';r.encin convertem-se em
ellipses, sendo as de cada grupo homotheticas entre si e com as
do outro.

Cada plano secante auxiliar contem dois systemas de ellipses,
produzindo pelas interseegdes uma ellipse ¢, similhante &s pro-
postas. Assim no plano AQ ¢ A C o eixo maior de &, dando-se:
AQ CQ
AP PC
No plano A'QY sera A'C’ o eixo maior de ¢/, determinado segundo
relagdes analogas.

A, A", A”. .. estario em linha recta; B, B’, B... n'outra
e finalmente C, C', C". .. n'uma terceira, todas dirigidas para V.

Os eixos menores das ellipses &, ¢'..., perpendiculares ao
plano de projeccio, erguendo-se sobre B, B'. . ., ardando uma
relacio constante com o0s eixos maiores correspondentes, terdo 0s
seus extremos situados sobre duas rectas que se cortam em V.
Hy é pois um cone e da mesma sorte H'y.

Para determinar H e H', imagine-se que N' soffre uma translagiio
perpendicular ao plano, até occupar a posiglio N; considerem-se
ainda os dois systemas de cylindros e 0s mesmos planos auxiliares.

Sujeitando os dois systemas de circumferencias, precedentemente
considerados, 4 transformagdo homelogica segundo um eixo oblique
& linha dos centros, os eixos maiores de todas as ellipses obtidas
serdo parallelos ae eixo de transformaclio, e ellas ainda homotheticas
entre si, guardando-se a relagdo k.

3, ¥'. .., ellipses resultantes das novas intersecgdes, sio igual-
mente homotheticas. !

Seja P'p (fig. 3.") a altura a que se elevou N', P’ e Q' s20
centros de dois systemas de circumferencias g:imitius de que
resultou ¢, de eixo maior A'C’ e centro B'. Se p e Q' fossem
os centros, a circumferencia resultante teria o centro b sobre a

L

=k; e B, ponto medio de AC, serd o centro.
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perpendicular B'b, sendo a e ¢ extremos do diametro ac¢, dados

_ / .
por: %:%%-_—k; estando aquelles pontos nas perpendiculares
A’ aeCe

* Da transformagao homologica remile uma ellipse 3, de eixo u1 €1,
parallelo a"A’C’, sendo a b==ay b.

Os centros das novas ellipses resultantes projectam-se uohre a
recta VB (fig. 1.%) e existem sobre uma outra recta, como se péde
demonstrar até elementarmente (%), portanto os eixos maiores
de 3, ¥'.. . existem n'um plano parailelo ao de projecgao.

No plano auxiliar tirado por V obtem-se uma outra ellipse,
ainda homothetica das precedentes, CUJU centro est acima de V,
na reécta que juncta os pontos b, /.

A fig. 3.* mostra que a dniferem;u ‘entre ayeq e A" G’ ou a
semi-differenca A"Ay, depende da distancia P'Q' ou do angulo
em (', o seu yalor augmenta & medida que o ponto Q' sé aproxima
de V, correspondendo a este ponto o seu valor' maximo, e de-
crescendo depois: para o lado opposto de Vi © .

H admitte, pois, dois planos diametraes: o de projecgio e o pEI'H-
pendicular a este tirado-por VB as suas secgdes paralielas feitas
pelos planos A Q, A'Q'. .., serdo ellipses homotheticas entre si
e com as do cove H;; mas pela conclusio anterior vé-se que H
ndo péde ser um cone, aproximando-se Aq e C; de A’ e €/, quando
Q' se afasta de V, afastando-se no caso conlrario.

Se em logar dos planos secantes, auxiliares: AQ, A'Q..
empregarmos outros planos igualmente perpendiculares ao de pro-
jecgdo, tendo os seus tragos sobre este parallelos entre si, mas
com uma direcglio diversa da dos precedentes, os cones Iy e H';
serlio cortados segundo um novo systema de ellipses: ey, 5. . .3
por conseguinte das superficies H e H' resulta:um outro systema
de conieas: 3y, 3'y.. 5 como a relagio projectiva A’y A'=C' Gy
se mantem.invariavel nas novas conicas, segue-se que o logar dos
pontos Ay e Cy é uma byperbole, que tem por assymptotas as
rectas VA e VC, qua definem o contorno apparente do cone Hy.

(*) A. ﬁg i represent: om paraholmde hyperbolico, ¢cnja lnlu de stric-
gio, perpendicular ao plano M N’, estd projectada em V, concorrendo n'este
pontu as geratrizes d’'um systema, e sendo as do outro reprucnladus por
A0 AY,.0 plann de projeccio serd o plano central da geratriz M.

'Os pontos b b'. .., segundo a relagio de , existem n'uma das geratrizes

gue passam em V.




MATHEMATICAS B ASTHONOMICAS 53

Seréi, pois, H um hyperboloide que admitte um cone director
parallelo a Hy, tendo o vertice na recta prejectada em V; H' serd
igualmente um outro hyperboloide.

Como os planos auxiliares determinam curvas ellipticas e, " T

segue-se que H & H" nao' podem contér nenhum systema de eir-

cumferencias, e serfio. portanto. hyperboloides escalenos. Ainda
mesmo no caso em que os planos fossem perpendiculares a um
dos eixos M ou N, seriam obliquos a0 outro; os cylindros produ-
ziam um systema de circumferencias a interceptar por um outro
de ellipses, resultando da mesma sorte curvas ellipticas.

A intersecgio dos cylindros sers um arrancamento entre os
limites da tangencia interna e externa.

Em V existem os pontos mais altos e baixos da curva 3, que
em cada superficie encoptra aquella perpendicular; bem como os
da secclio feita pelo plano perpendicular VB, que é o diametral
para as cordas parallelas a A Q. N'esses pontos, que pertencem
i linha de stricgao, serh o plano tangeite parallelo as réctas M N ;
obtendo-se as linhas de stricclio ou ellipse de'gola em cada super-
ficie, tirando por V um plano perpendicular ao respeetivo eixo, sendo
este uma recta parallela & bissetriz do angulo AV € na superficie H.

A hypothese %:1 corresponde a tangencia dos dois, logares

} n

geometricos n'um ponto da recta V. L

Entre dois eixos nio situados no mesmo I;Inna'péde_ pois rea-
lisar-se por meio d"uma engrenagem hyperbolica'a transmissto de
moyimento, com as rotagdes e escorregamentos écesgaﬁpc,' para
que os pontos centraes das geratrizes em coincidencia se viio ‘ajus-
tando, bem como os planos cenfraes. Alguns escriptores modernos
da Mecanica tém [eito sobre este assumpto interessantes estudos,
nomeadamente Bour, e entre nds o ex.™ sr. Francisco da Ponte
Horta ; Rankine tambem sé occupa d'este hyst&lzmn. cuja introducgdo
na pratica, pelas difficuldades que apresenta, se torna quasi in-
exequivel, restringindo-se apenas a alguns modelos de gabinete,
e é certamente por tal motivo, que n'uma obra importantissima —
Traité de mécanique générale, pelo dr. H. Resal, distincto enge-
nheiro francez, o systema nlio tem cabimento.

¥y -

B

cam—




RECHERCHES SYNTHETIQUES ET ANALYTIQUES SUR LE CERCLE VARIABLE
ASSUJETI A COUPER CONTINUELLEMENT DEUX CERCLES DONNES
SOUS DES ANGLES EGALEMENT DONNES

ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

Avertissement

- 4. Lorsque nous avons présenté¢ dans ce Journal la solution
purement géoméirique et élémentaire du probléme, qui a pour
objet de trouver un cercle (x), qui coupe deux cercles donnés (E)
et (1) sous des angles également donnés e et i (»): probléme pro-
posé par Mr. Pedro Amorim Vianna, dans ce méme Journal (en
supposant le cas tout particulier oii les cercles donnés sont con-
centriques) (++): nous y avons dit, que, plus tard, nous étudierions
les diverses propriétés remarquables, qui se déduisaient de la figure,
soit dans le cas particulier, soit dans le cas général: ce que nous
passons maintenant & faire.

2. Nous pourrions naturellement faire notre étude tant synthé-
tique que analytique en partant du cas général, pour en dériver
ensuite tous les différents cas, qui peuvent se présenter; mais
comme ['étude purement géométrique, ou syathétique est, sans
doute, plus importante que I'analytique, et elle devient ici plus-
simple et plus élémentaire, en partant du cas des cercles concen-
triques, nous considérerons d'abord ce cas et ensuite le cas général.

(«) Voy. p. 174 et suiv. du vol. I.
(+s) Yoy. p. 160 du vol. L




I

Cas des cercles concentriques

_ . ’
ETUDE SYNTHETIQUE

3. Soint R et r la grandeur des rayons des cercles (E) et (I);
et tragons sur ces cercles respectivement les cordes ba et by d'y,
qui les coupent sous les angles ¢ et i, et dont les points milieux
seront représentés par my et m'y. .

Comme le probléme est indéterminé, si nous prenons le point
arbitraire b du cercle (E), et voulons obtenir I'un (z) des cercles,
qui, passant par ce point, coupe les deux cercles donnés, sous les
angles 6galement donnés, nous savons (+) que nous avons & prendre
sur la corde ba un segment bmy égal @ la moitié de la corde b'yd'y,
lui élever au point my la perpendiculaire cimycs, en marquant
Modk-cihugwmemc.dgalaﬂmymt‘duumh[l'),m
loppe de la corde by d'y du cercle (I); puis unir le point ¢; avec
le centre C de ce méme cercle (1), et alors la corde ba'y, perpen-
diewlaire en b a la corde b a, sera coupée par la perpendiculaire
ongt, élevée sur le milieu ng de Ccg) au point o, cenire de I'un (x)

Quand nous considérerons, sur la perpendiculaire ¢;mae;, le
segment m, c;==¢;mq, la perpendiculaire o'nit, sur le milieu n;
de Ce¢;, coupera ba'y au point o, qui sera le centre du second
cercle demandé (). '

4. Si nous marquons sur la corde ba le segment bm,==mgb,
et en m, lui élevons la perpendiculaire ¢;m,¢';, en prenant sur
celle-ci les segments m, ¢/, et ¢;m,, égaux au rayon r', nous tro-
verons les mémes cercles (a) et (#/): car il est facile de reconnaitre
que les perpendiculaires on'st et o/ n';t'; élevées aux points mi-
lieux n', et n; de C¢, et Ce; coupent ba'y respectivement aux
mémes points o et o, ol cette droite est rencontrée par les per-
pendiculaire o n,t et o' n;t. _

(+) Voy. notre solution générale, déja citée.
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5. En considérant I'autre extrémité a'y de la corde ba'y, si
I'on trace la corde a'y by, paralléle & ba et I'on fait des construc-
tions analogues aux précédentes, nous trouverons deux points o,
et o'y, qui représenteront les centres de deux cercles (zy) et (x'y)
respectivement éguax & (z) et («), et symétriquement placés a
I'égard de ceux-ci. i '

@. Si nous voulons déterminer les cercles () et (#c), qui
coupent les cercles (E) et (I) sous les angles complémentaires des
angles donnés, leurs centres correspondants ¢ et ¢ seront déter-
minés respectivement par les droites on;t et on',t, ou o it et
o' n’s ¢, que nous avons considérées antérieurement : ce qu’on re-
connaitra aisément, en npp!'uiuant les constructions précédentes a
la corde complémentaire ba'y de la corde bas -

7. En considérant aussi la corde a by, paralléle & ba'y, et en

.y employant les constructions précédentes, nous trouverons des
cercles égaux aux cereles (), (@); (@), (1) (@) (&), et symé-
triques de ceux-ci. f

‘8. Comme nous avons dit (dans notre solution) la seconde
corde bay, qui coupe le cercle (E) au point b, sous I'angle e,
donnera aussi deux cercles (23) et (2'y) égaux aux cercles () et (@),
el symétriment placés par rapport a ceux-ci.

®. Etant ' et b's les points oi le cerele (2) coupe le cercle (1),
et b et b’y leurs points de rcncontre avec le cercle (a): Jes
tangentes &'t et b'gt, au cercle (x), aux points &' et by, coupent
évidemment ba sur les points ¢ et '; et les tangentes b/t et by
au cercle (/) anx points " et "y, passeront respectivement par
ces points-la: loutes ces droites élant également tangentes au
cercle: (I). Semblablement les tangentes &' et & o’ au cercle (x)
coupent ba'y, aux points o et o', par lesquels passent respectivement
aussi les tangenles b'g 0 et 0"y o' aux points 'y et 4"y du cerele (2 ):
toutes ces droites étant évidemment aussi tangentes au cercle (I"),
enveloppe de la corde b'y d' perpendiculaire i la corde by d'y; et
dont le rayon nous représenterons par r'.

I en résulte que le cercle (z.) passera par les points b’ et b’;
et le cercle (z';) par les points by et b'y. !

40. On reconnait immédiatement que les lieux géoméiriques
des centres o, o04,..., de la suite des cercles (@) (@g)ssieres et des
centres o, o'y,,..; de la suile (@), (#1),...; sont deux cercles
complétement déterminés, et que nous représenterons respective-
ment par (X) et (X).
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A4. Observation. — Comme on le verra ces deux cercles se
transformeront en dewr autres coniques (%) et (), lorsque les
cercles (E) et (I) laisseront d'étre concentriques, et lesquelles
représenteront alors les lieux géométriques des deuz nouvelles
suites de cereles, qui' résolvent le probléme dans ce cas. . _

De méme, les cercles enveloppes des cordes d'intersection des
cercles (E) et (I) avec les cercles (z) et ('), ainsi que les cercles,
qui représentent les lieux géométriques des poles de ces cordes,
se transformeront en d’'autres coniques.

Au contraire, les cercles enceloppes des cercles (z) et (o),
aprés la transformation de la figure, continueront encore a Etre
des cercles, mais ‘qui pourront alors &tre réels ou imaginaires;
et dont I'étude, combinée avee la méthode de Roberval, constitue
la base principale de nous humblus recherches synthéliques.
42, On reconnaitra immédiatement par les constructions faites,
que les cenires des cercles (a,) et (z's), qui passeront par C ct par
les extrémités des cotés e, &', et & ¢’ du reclangle auziliaire e ci ¢’y €',
auronl pour lieua géométriques les cercles (X) et (X). Il en sera
de méme des lieux géométriques des centres des cercles (z. ) et ('c),
et de ceux qui passeront par C et par les extrémilés des cOlés c56;
et ¢y’ i

43. Plusieurs autres propriélés se trouveront imwédiatement,
par la simple inspection de la figure, et que nous n'énumérons
pas, parceque nous les jugeons de peu de valeur, dans le cas parti-
culier, que nous considérons maintenant. -

24. Discussion. — Représentons par (E') et (E”) les cercles
enveloppes des cordes complémentaires ou orthogonales ba el ba'y
du cercle (E); et par R’ et R” la grandeur de leurs rayous; et
considérons, soit les cercles auxiliaires (y) et,(y') (#)y qui tou-
chent (I') aux points m’ et-m’, et la corde ba au point mg; soit
le rectangle auxilisire ¢;¢/ycs 62 ce qui nous conduira aisément
a I'étude de la figure relative aux différents cas, qui se présente-
ront; en supposant Loujours que nous prenons arbitrairement les
points de la circonférence (E), par lesquels passent les circonférences
demandées.

Ainsi:

1.° Quand il sera R'> r nous voyons tout de suite que I'un (y)

(*) Voy. notre solution.
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des cercles auxiliaires étant touché extérieurement, I'autre (y') le
sera intérieurement ; et alors les cercles (z) et (z') se trouveront
du méme coté de ba.

2.° 8i 'on a R' < v, les cercles (y) et (y') seront touchés
extérieurement par (I'), d’or il résulte que les cercles (z) et (o)
se trouveront de cotés différents de ba.

3.° Etant R'=="+" le rayon de I'un (y') des cercles auxiliaires
deviendra infini, et par suite il se réduira & la droite ba et & I'une
paralléle & celle-ci, située & I'infini; d'oit il suit qu'il en sera de méme
du cercle demandé correspondant (2'): le cercle (X') passant i I'infini.

4.° Si I'on a R"==0, ou R"==R, ou bien e==90" les cercles
(y) et (y") (touchant (I') extéricurement) seront égaux, ainsi que
les cercles (z) et ('), qui se trouveront situés de cotés différents
de ba: les cercles (X) et (X) se confondant en un cercle unique.

8. Quand nous avons r'=o, ou r'=r, ou bien i =90°,
ou encore r==o, les cercles (z) et (z') se confondront, et il en
sera de méme des cercles (X) et (X').

6.° Si I'on a en méme temps R'=o0 et r' =0, ou R"=R
et r’==r, non-seulement les cercles (z) et (2') se confondront,
mais ils auront aussi les rayons infinis; et par conséquent se ré-
duiront & I'un des diamétres des cercles donnés et & I'une droite
paralléle & celui-ci située & 'infini. 1l en est de méme pour R'=o
et r==o0, ou R"=R et r==0. Les cercles (X) et (X') passeront
évidemment & l'infini. :

D'aprés cela, nous voyons, donc, que dans les trois premiers
cas, pour chaque point arbitraire b,. .., du cercle (E), il y aura
toujours quatre solutions égales et symétriques deux & deux.

Dans le quatrime et cinquiéme cas il y aura seulement deux
solutions égales et symétriques.

Pour le sixidme cas nous n'aurons qu’une solution.

Obs. — Nous fairons remarquer que quand il sera e==1{, nous
aurons évidemment

45. Si les centres des cercles demandés devaient se trouver
sur une ligne donnée (L) le probléme laisserait d’étre indéterminé,
et les centres des cercles demandés seraient les points d'intersection
(réels ou imaginaires) de (X) et (X') avec (L)
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§ I

ETUDE ANALYTIQUE

4@. Voyons maintenant comme nous pourrons trouver I'ex-
pression du rayon d'un quelconque des cercles demandés.

En considérant le cercle (z), soit m's le point milieu de la
corde &' b’ du cercle (I), mené par o, et tangente a (1"); et soit
aussi mg le point milieu de ba'y, qui contient ce méme point o.

Les triangles rectangles Cmg o et Cm's 0 donnent.

E’—Cmg baeglig0 #0VU NIV, 0L (1
et
Co— Cm'g=mlgo ............. (2)
d’on
Cimg = Gar'g 'y d — g 0 s b vida Ui (3)

Cela élant, si nous faisons tourier la droile m'so autour de o,
jusqua ce que le point b’ coincide avec b, et ‘prenons ce point
pour origine des segments, que nous considérons positifs, quand
ils seront comptés de b vers mg, la formule (3) dounera

Cmy — Cinig — (Mo — U/ m's)*— (bo —bmg)t. .. (#)

donc
R Tt T
. TR 1 T
i ] 2
ba=£-_i£}— R S R S (6).
2 (bmg— U/ m'y)

En tenant compte du signe du segment ¥ m'y, et en représen-
tant par r; les rayons bo et bo' des cercles (z) el (&), I'expression
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générale, qui donne ces rayons en grandeur et en direction, sera

R2?—¢2 L R 2

reg= 2 {HF AL r,) ........... {7)
ou
s RE—p? , :
r5=2—'('ﬁ}'-;';,j ................... {8).

Autrement, — Nous pouvons déduire I'expression de ry, en
considérant dans le cercle (E) la corde ba'y, et la corde B' B,
déterminée par le prolongement de la corde &' 5" du cercle (.
Pour cela, nous avons d’abord !

d’ol
bo(ba' —bo}=(b'u-—b'ﬂ’] ¥B"—bo)... (10).

Ensuite, si, comme précédemment, nous faisons tourner la corde
B'B" autour de o, jusqu'a ce ‘que le point ¥ coincide avec b,
nous aurons

. EBr'bjBlH . .. e
bo_—__ba’l—b"ﬂ'—b’ﬂ"' .................. (11)

ou

(ﬂl;g Br el mr! br) {m’g B!.fr e m!’ br) }
it : \ g
b 0 ba';——(m'g Br_'_mr! br]__{m!! Bm_ m'gb’] (i )

et comme il est

my B — — m's B', et b a'y=2bmg
on aura

o
m's B —m'y b

’“’“2{& ma— b m'y)
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mais il est
W B —BC -—Coiy —bC —Cy
et ;
ol =V C — Can'y
d'ou

bC—bC

ShLd TR pox

B v A bt A48

done, elc., etc.
13, D'ailleurs, étant évidemment

R =R.cose, el r'=r.cosi

la_formule (8) devient
fe ™3 (R.cose *=r.cosi) """

o g oo

Telle est la formule qui donne r; en fonction de R et r, eetd;
et & laquelle nous arriverons directement en considérant les tri-
angles 0bC et ob' C.

8. Si nous représentons par rz_les rayons bt et bt' des cer-
cles () et (2'.), complémentaires de (z) et (z'), ou qui les cou-
pent orthogonalement, nous trouverons facilement, d’une maniére
analogue & la précédente, les expressions

R® — r2
f:t.:m ................. “5)
o R2 2
Ve rduil e i (16).

¢ 2(R.sene5r.seni)

19. Comme nous savons, la construction de ces expressions
générales se réduit 4 la détermination d'une troisiéme, ou quatriéme
proportionelle.

Considérons, done,’ les' formules (8) et (1%). Pour trouver r,
comme une troisiéme proportionelle (par exemple), menons par b
une tangente b3 au cercle (I), et marquons sur ba le segment b 3/
égal au longueur b3 de cette tangente; puis il ne s'agira plus
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que de prendre sur ba'y les segments ba et ba' éguax & R/ 4 ¢
et R"—r', ou R.cose+ r.cosi et R.cose—r.cosi (pris dans
la direction due), joindre le point B’ & « et o/, et élever les per

diculaires 3'0 et 3’0" 4 '« et B’/ au point 3/ lesquelles détermi-
neront sur ba'y les centres o et o' des cercles demandés (z) te (o).

Cette construction générale se simplifie beaucoup dans certains
cas particuliers. Ainsi, pour R” ='ﬁ les valeurs de r, seront a
peine la demi-somme et la demi-différence des rayons R’ et »/
[form. (7)]; ete., ete.

D’une maniére analogue nous construirons les expressions (16)
et (16).

20. La discussion de ces formules est tellement facile qu'il
sera inutile de s'en occuper: surtant aprés la discussion purement
géométrique que nous venons de faire.

21. tion.— En faisant varier la grandeur de I'angle e,
autour du point b, le lieu géométrique décrit par le point o, centre
du cercle (z), sera une conique E:g:l dont ce point fixe (b) est un
des foyers: car, la formule (14) peut prendre la forme générale

équation polaire d'une conique, rapporiée aux foyers.

Il en sera de méme par rapport aux points ¢ et ¢, centres des
cercles (x.) et (z;). ¥

22. La relation entre les rayons des cercles complémentaires
considérés, sera évidlemment

re Ryl
o o g mmdedes i (18)
ou » d
+
AL WS oo R N (19).

rs, R.cose==r.cosi

23. Maintenant passons a délerminer |'équation polaire des
lieux géométriques (X) et (X') des centres o, 04,. ..; et 0/, 0'y,. . .3
des. cercles (z) et ().

{*) Voy. la seconde partie de ce mémoire.
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Pour cela nous pouvons, ou recourir directement aux formules
(1) et (2), ou substituer, dans une quelconque de celles-ci, la valeur
du rayon des cercles (z) et (/).

En suivant un quelconque de ces moyens nous trouverons aisé-
ment les formules

—a —1

-3 Cmg —Cm/y 1 2 ]‘
Co —=Cmg -+ m—iibhg—b mg) {29}
ou
—s — t?n;’ﬁ-c_m.’ 1 5 2

e L -, N k.. 15T 2R T PN 1

i Tt +[2(ﬁmg—b’m’g}+ Thdwreits m’)] 1)
ou
o (E;g!—ﬂm'g )2 Q(ﬁ_:+ﬂ_m’g') +(bmg—b'm's)?

A(bmg— b ma)? % (3).

En faisant C o —p,, nous aurons respectivement

p.,'=n”'+[%*—-;—(“’ :r*):r. ... (23)

oun
1 S S| 2
pot = ’Jﬂ+[w - —ﬂ-(ﬂ*iﬁ)] <. .. (28)
g L (RA—PR 2(RM e 4 (R=r)?
R T i

(25).

Si nous voulons tenir p, en fonction de R et r, R’ et r/, ces
exprossions deviennent

: s o RE— 2 ¥ 2

pot=RE—R24 [ﬂ(ﬂ—’i;'_]'_a-l ----- (26)
RE— s {

Fo'="_'n+[2{[{4fj-_7}i r’] ...... (27)

CrR— 1 T (R — (R
?ﬂ‘—[ﬂlﬂiﬂf")_dﬁ_(ﬂ 'l'r'.)] + § {28)'
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En remplacant R’ et r', par les valeurs R.cose et r.cos i, nous
aurons encore
- R2—,2 1
1 RY.con? sl &,
WSS Wi | 2(R.cose+r.cosi) " m”_ (29)

e 3
[ 2 (R.coser.cosi) r.cosi| .. (30)

po2=r? sen?i 4

(31).

!_I:R‘. sente—r¥,senti |2 Q{R‘ér‘}—{ﬂ.mu_—..r.cmi}‘
inie 2(R.cose=tr.cosi) 4

24. D'une manitre analogue nous trouverons les équations des
lieux géométriques des points ¢ et (', centres des cercles (x.) et (2';).

De méme que pour les cercles complémentaires (n.” 22), nous
pourrons obtenir la relation entre les rayons de leurs lieux géomé-
triques. :

25. Comme nous savons, la construction des deux valeurs de ¢,
est une conséquence de celle de ry; wais si nous voulons faire
directement les constructions, en partant des expressions respectives,
nous pouvons considérer p, comme I'hypoténuse de triangles, dont
la grandeur des cathétes sera la racine carrée de chacun des deux
termes du seconde membre de ces mémes expressions, et dont la
construction sera trés-simple.

La discussion de telles expressions sera aussi extrémement facile.

26. Obs.— Nous n'ajoutons riea de plus, parce que ce serait,
sans doute, non-seulement rendre cette élude trop latigante, mais
encore présenter inutilement des propriétés qui se déduisent tout de
suite de I'étude du cas général, dont nous passons & nous occuper.

(d suivre).
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SUR L'INTEGRALE /,'f(sin=, cos)dz

PAR

M. Ca. HErMITE

Je supposerai que [(sinx, cosz) soit une fonction rationnelle
des ‘quantités sinz et cosz, de sorle qu'on ait en décomposant
en éléments simples, I'expression suivante:

f(sinz, cosz)=11(z) + & (z)
ot [1 () représente la partie entiére, et  (z) une somme de termes
de la forme D", mtE (@ — ). Cette formule donnée dans mon
Cours d’ Analyse, page 321, fait dépendre I'intégrale proposée de
celle-ci: f:'mt 5 (#—a)da, et en recourant & une construction

géométrique, j'ai montré qu'elle a pour valeur == 2ix; c'est ce
résultat que je vais établir en suivant une méthode différente
qu’est entidrement élémentaire. Je parts a cet effet de la relation:

(n—1) :) _

n'mtnx:mtz-{-cut(&:-{» %)d— .+mt(:c+

oil n désigne un nombre entier et qu'on tire des premiers principes
de la trigonométrie. Changeons d’abord z en £ — a, ou aura:

ncotn(:n—u)=cnt(a-—u)+cut(z—¢~{-%)+...

Bstiy)

+l:'.0l‘.(m—u+
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soit ensuite %r-d z, et elle prendra cette nouvelle forme:

weotn(z—a)=dz[cot (z—a)+ cot(z—a+da)+...
+ cot(z—a+ (n—1)d 2)].

Or la limite du second membre, en supposant le nombre entier n
infini est précisement |'intégrale f:' cot(z—a)da; le premier
membre dans cette hypothése est une quantité indéterminée, si

I'on suppose la constante « réelle, mais si I'on fait: a==a + 15,
nous avons:

2n(z—a—ib)i |
e +1
)i’

cotn (2 —a) =i > i
e ——

qui donne sur le champ + 1 ou —1 pour limite, suivant que b

est positil ou végatif. En désignant denc par (b) une quantité egale

a I'unité en valeur absolue, et du signe de &, on a:
Jyeot(z—a—it)da=i(B),

a+ib

et il suffit de remplacer = par %, puis @ i b par , pour

en conclure le résultat cherché a savoir:
f“ 1 L &
% cuti(a:-—a—ab)da:=2t(b) %.

Je remarquerai enfin que I'expression de cot nz dont jai fait
usage, résulte de la décomposition de cette quantité en éléments
simples. En effet, cette fonction ayant pour période %, et devenant
infinie pour les valeurs

a=szl,

2n (n—1)=
] . P

JE]
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on peut faire:

—1 i
cot n 2= const 4 Z; R cot (x— T‘-)
0

Or on a
k= ‘
R=hcotn(—n-+h) pour h=0
c'est-a-dire R=l; quant & la constant c'est la demi-somme
3
les valeurs de cot nm=izg—’t—:, en laisant z=¢'%, pour =0
gt

et z==oo, qu'est nulle. L'équation ainsi obtenue:
k=
ncotnz=2cot x—?

donne celle que. j'ai employé en y changeant z en — .
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SOBRE A AREA LATERAL E VOLUME D'UMA CUNHA CONICA

ALFREDO ScuraprpAa MoONTEIRO

Calcular elementarmente a area lateral ¢ o volume d'uma cunha
conica determinada pela intersecgio d'um cone de revolugdo com
dois planos, sendo um d'estes perpendicular ao eizo de revolugio (*).

Advertencia

f. Tencionavamos, mais tarde, dizer algumas palavras sobre
esta questdo, por nés proposta, quando publicassemos as nossas
observacdes e estudos sobre as quesides propostas u'este jornal,
bem como sobre as suas generalisagdes; mas visto termos i apre-
sentar a sua soluglo, aproveitaremos a occasido para nos occupar=
mos tambem d’algumas questdes, que tém intima relagio com a
proposta, e cujo estudo julgamos d’algum valor, estabelecendo para
iss:;.dd'um modo geral, os principios, que servem de base 4 solugiio
pedida.

Representando, pois, por S o vertice do cone, e por (C) e (E)
respectivamente as sec¢des recta e obliqua, produzidas n'este pelos
planos dados = e =,, ¢ claro que segundo a intersecgho I d’estes
dois planos for uma corda real ou ideal de (C) ou de (E), assim
teremos uma cunha ou um (ronco conico, cuja area e volume tra-
ctaremos de calcular, por meio de f6rmulas geraes, ou que expri-
mam nldo s6 as relagies de grandesa, mas tambem as relagdes de
posigdo, que existem entre os elementos da figura considerada.

(*) Questio proposta na pag. 176 do vol. I deste Jornal.
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I

Determinagio da area lateral da cunha
e do tronco conico

2. Para chegarmos a obter esta area, consideraremos em pri-
meiro logar uma pyramide regular inseripta no cone dado: por-

anto sabemos que a superficie total do cone, sendo o limite da
superficie total da pyramide inscripta, a superficie total da cunha
ou do tronco conico serd o limite da superficie total da cunha ou
do tronco pyramidal inscripto. _

Seja xyypy« uma das faces da cunha ou do tronco pyramidal,
representando 292 um dos lados da base ou seccdo recta (P;) da
pyramide inscripta, e yoy o lado correspondente da sua secgdo (P, ),
produzida pelo plano secante =,.

Projectando cylindricamente a pyramide S (P.) sobre o plano =,
da sua base, tomando para projectante o eixo SC, e representando
por (P,) e y'oy as projecgdes da secglio (P,) e do seu lado yyy,
teremos evidentemente

AynSy=ﬁm.ﬁm ()
Byl Cy - BECAT 1 WA ;

Designando por i o ponto medio do lado a,2 de (P.) as rectas
Sw e Cp serfo as aituras dos triangulos isosceles x,Sx e z,Cz,
ou os apothemas da pyramide e da sua base, e portanto seré

-
aynsy=ti-;xay'.,cyf ............ )

e por conseguinte

= . (3).

quadril. z,y,y x=

Representando, pois, por q qualquer face da cunha ou do tronco
pyramidal, por f a face correspondente da pyramide S (P.), e por j
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a projecglio da parte g d’esta face, pertencente & pyramide S (P, );
e fazendo Sp.=h, Cp. =N, teremos a expressio geral

W.f—h
9= fﬁ, SR (%)
ou
o e o BRSOV MR (8)

logo, designando por Q, a somma das areas das superficies, taes
como ¢, ou a area da superficie lateral da cunha ou do tronco
pyramidal, e por F;, e J, respectivamente as sommas das areas
das superficies, taes como f e j, teremos finalmente

onde G, é a somma das areas das superficies taes como g.

Sejam agora as rectas S Ag e S A as geratrizes rectas do cone
dado situadas no plano =, conduzido pelo eixo SC, perpendicular-
mente ao plano =, da secglo (E), e Boe B os pontos em que esta
curva & encontrada respectivamente por aquellas rectas, Entdo re-
presentando por Q;, F;, J; e G; os limites das superficies Q,, Fy,
J; e Gy, e fazendo SA=L, CA=R, teremos '

ou
0¢=FC_Gc-l-roo --------- (9).

Taes slio as expressdes geraes da area da superficie lateral ou
convexa (. da cunha ou do tronco conico.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 71

§1
CUNHA CONICA

3. Agora tractaremos de apglicar esta formula & questdo pro-
posta.

N'este caso, a corda I sendo real, representemos por igeios
seus extremos, ou os pontos de intersecgio da base (C) do cone
dado com a secglo obliqua (E); e por m o ponto medio d'esta
corda, ou o seu ponto de intersecgdo com o diametro AgA.

Caso da secgdio elliptica

4. Sendo uma ellipse a secgdo (E), esta terd ByB para eixo
focal, e a projecgio n'esta curva serd a ellipse (E'), cujo centro
representaremos por Cy, sendo um'dos seus fdcos o centro C da
base do cone dado, e tendo para eixo focal a recta B'yB', projecglio
de By B.

Assim (suppondo, por exemplo, que os pontos m & B/ se acham
entre C e A), se a grandeza Q. representar a area da superficie
lateral da cunha igAiB (tendo por bases o segmento circular 1pAd
e o segmento elliptico ig B i), as grandezas F. e J. representardo
respectivamente a parte S (igA i) da superficie conica S (C), e a
projecglio CigB'i da parte 5(ioB 1)==0 da superficie conica S (E).

Passemos a exprimir F, e J; ou G, em funcglio das grandezas
dadas ou conhecidas, e supponhamos que estas sio: o raio CA=R
da base (C) do cone S(C), a grandeza da geratriz SA=L;eas
grandezas das geratrizes $ Bo=12 € SB=2 do cone S (E) (sup-
pondo ser 39>2).

Se sobre B'yB', como diametro, descrevermos um semi-circulo
B'ogB', e prolongarmos a corda igi até cortar este em g, sabemos
que as areas do semi-segmento elliptico mB'i e do semi-segmento
circular mB'g estdio entre si como as semi-cordas mi e mg, d’onde

s cpilhd ®iap
,=2.CB'i E.MQXC.Bg ....... (10).
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As areas do semi-sector circular C;B'g e do triangulo C;Cg, tendo
por expressdes
1

?.ngxﬁ;ﬁ e —L.Glﬂxmg

2
o expressio (10) da area da superficie CB/g péde tomar a forma
1 B
<5 (C19xBg—CiCx myg)

ou
-;-[(:1 B'xBg—(C;B'—CB)myg]

e por conseguinte teremos
mi =
Jﬂ:ﬁ [C1B'xBg—(C,; B'—CB)mg]. ... (11).

Pelo ponto B tire-se a recta BBy parallela a AgA, e sejam
Co. By e B") 0s pontos em que esta recta encontra as rectas SC,
SA e ByB'y: entdo a comparago dos triangulos CA¢S e B'gA(By;
e dos triangulos CAS e CyB S, dara as relagdes

BoC_SBy CB__SB
AcC SA) ~ CA~ SA

d’onde
BYC+CB' 1 CA
C nf=—“~§_=?s—&- (BoS +SB). ... (12)
e portanto
R R
B’&Czr. sesrsalss (13], GBF=T‘--1 ........ (14}'
e
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Pela comparagio dos triangulos By Agm e By B4 B, teremos

SBy—SAp
=—————XxBB.......... 16
vy U | Robeh (19)
ou
R 3—L
Apmm=—2. —.———— A ssceacaciss 17
om i P (17)
e por conseguinte
R L—
=ApA— =2.—. Dgeeeee (18)
m A 0 Aom L 10*1 'M] [ )
Ora é
—mi =mAxAgm, ou mi=VmA xmAg
logo
; R —
mi—2.—. Vag.2 (o—L) (L—2).... (19).
A—A

Similhantemente, pela comparagio dos triangulos BoB'm e
ByB"B; e dos triangulos ByB'gAg e BoB"9By, acharemos

SBi—S Ay
/ L — — { oy T 0
Bom SBQ—SBt B B {2)
ou
R 2+2
fommm =—y——— (M=K s ¥easasens 21
B'ym L % 1(10 L) (21)
d’onde
R Jo+2
BB —Blam = —. Ao, i (22
mB =BoB —Bom=1-. " (L—2).... (22)
e logo
R 247
mg=—— o+-mﬂ_L)(L-1) ...... (23).

B el
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Representando por %B o arco do circulo B'g, e por @ o

angulo B'C, g, ou a inclinagiio de Cqg a respeito de C; B/, teremos

w +2
T st | et W s I s W e RN bR m'
S T i A @4

Para calcular w podemos recorrer & funcgdo trigonometrica

o Vo—L)(L—2)
e e (25)

ou

2
seno=——V—L)L—1)....... (26).

Em virtude das expressdes achadas, a férmula (11) tornar-se-4

2

J.,.=% Vag.n ;l — ——--V;(lg-—l.,] (L—).)J ...... (27)
ou

Jc-—%;.ml-am . (o +2) —V(—L)( L—).]] (28)
e portanto

G¢=E Vag- 1[1‘ i o v’(m-—-L}{L—m)f ...... (29)
ou

G¢=-:f- V- 1[350 w.(10+1)—~v’(1ﬂ—L)(L—1)] (30).
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Designando por A o arco de circulo ig A i, e por ¢ angulo ACi,
ou a inclinagio de Ci a respeito de C A, seré

sendo o valor de ¢ dado pela funcgio trignometrica

Vien Po—L) (L—2)

tge=—=0. ——————————— ses s 32
< il 2202 —LM+2) ( )
ou
V0.2 (o—L) (L—2)
gen .o =2, Ry o (33).
Assim teremos
1 7
F;=-E .L A':l__ﬁ L-tR ........ {3"')

: e g el sy
TR ['fs_n"'l“_ Vioa (3@1:{:04.;)_ VL) (L—).}) (36).

Taes sio as [ormulas que exprimem a area lateral da cunha ipAiB
situada acima da secgdo recta (C), ou da cunha ipAgiBo situada
abaixo d'esta sec¢do, segundo for F.> ou < G,.

Se em relagdio 4 segunda cunha conica contarmos as inclinacdes
de Cyg e Ci, a partir dos segmentos C;B'g e CAg, no sentido op-
posto ao das inclinagdes relativas 4 primeira, as grandezas F e G,
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virdo affectas do signil —, de modo que tornando os signaes expli-
citos nas f6rmulas geraes (38) e (36), teremos

i . R[iL..B ;
Qc=:~—2-.L.A¢f[i.—2-¢ VRe—L) L= |.. (37)
e
R 5 — e
Q=% s~ L= Va0 (ﬁﬂ (o + 2=V (ho—L)[L— )) :{33)

ou form. (33)]

L(xo—2)
2V 2

a
180

sen.-) 5[39).

R il
Qc:i_l‘:{ n.L’—'r’{).g.).(im:),u E)se

360

(Contintia).

QUESTAO PROPOSTA N.° 13

Determinar o vertice commum de dois triangulos symetrica-
mente similhantes, de bases dadas AD ¢ B C.

A. Scaiarpa MoNTERO.
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SOBRE A EQUAGAD DE SEGUNDO GRAU

L. F. MArrECcAS FERREIRA

A equaglo geral de segundo grau péde-se escrever:

+wi=xpwig;
ou:

1

il-l—
w

.
e
Esta equaglio comprehendida na f6rmula:

-«

on. &

1 7

I

o

¢ a d’'uma recta, que passa por um does pontos (== p, ==¢), tendo
os tracos sobre os dois eixos coordenados a distancias w e w? da
origem.

E claro que podemos abstrahir n’estas consideragdes da unidade
linear, indispensavel na construcglo geometrica.

Fozendo ¢'=t* e desdobrando aquclla [érmula nas duas seguintes:
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derivem-se estas em ordem a ¢, para determinar os envolucros das
rectas que representam ; obtem-se:

=2

&

2y

sendo em (a) o signal de 25 contrario ao de TE e em (b) os dois

signaes iguaes.

O envolucro de (a) é uma parabola de segundo grau, tendo o
eixo dirigido no sentido dos Y'Y negativos, dada por a?==—4y;
o de (b) é uma curva identica, de eixo dirigido segundo os Y Y
positives, dada por 2¥= + &y.

Os dois logares geometricos sio tangentes ao eixo dos X X na
origem das coordenadas, podendo ser estas obliquas ou orthogo-
naes, coincidindo os eixos das parabolas com o dos Y Y no caso
de coordenadas orthogonaes, tendo direcgdes parallelas e symetricas
com a d’aquelle eixo no outro caso.

Resolver uma equagio de segundo grau, corresponde portanto
a tirar por um ponto exterior a uma parabola as duas tangentes;
as distancias & origem dos seus tragos sobre um dos eixos repre-
sentam as duas raizes; no outro eixo obtem-se os quadrados d’estas.
A resoluglio é um problema geometrico, que requer apemas o
emprego da regra e compasso.

Reciprocamente, tirar uma tangente a uma parabola corres-
ponde a resolver uma equacdo de segundo grau, em que os para-
metros exprimem as coordenadas do ponto dado, em relacio a
um systema de eixos, formado por uma tangente e diametro con-
jugado, tomando-se por unidade linear o quarto do parametro da
parabola.

Supponhamos que as coordenadas do ponto de passagem das
tangentes sdo ambas positivas: (+ p, + q), applicando-se um racio-
cinio identico a qualquer variaglio de signaes, ha a considerar n’esta
situagiio do ponto tres posigdes distinctas para as tangentes, sendo
em todas ellas as distancias & origem dos tragos sobre o eixo dos YY
os quadrados das respectivas raizes,

Vé-se assim, que os signaes dos termos nos segundos membros
podem provir, ndo s6 da posicio do ponto de passagein, como
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tambem de ¢ e ¢2; assim para a posi¢ho de M e numeraglo indi-
cada pela fig. 4.% est. 3.", teremos :

1.* tangente
.i.! + :?-_:B= 1
-+ t

2.* tangente
i ! + 4_3_. —1
—it + ¢

3." tangente
3 R
+ —t

A 1.* e 3.* correspondem & parabola de eixo dirigido segundo
08 YY negalivos; a 2.* & outra. Trocando y em @ nas f6rmulas,
obteriamos os quadrados das raizes sobre o eixo dos X X.

A todos os pontos da tangente & parabola corresponde uma
raiz commum, variando a segunda raiz d’um ponto para outro,
resultado que se obtem directamente pela analyse da equagdo de
segundo grau; os parametros correspondentes a uma raiz commum
variam segundo as coordenadas d’uma recta. Os coefficientes da
equagdo ficam definidas logo que sejam dadas duas raizes, porque
o ponto (p, q) corresponde & interseccho de duas rectas.

Duas parabolas, que admittem a mesma tangente, de eixos
parallelos, admittem igualmente um diametro commum, e sendo
os paramelros iguaes, as coordenadas d'um ponto comprehendido
entre as duas curvas, ém relagiio & tangente e diametros communs,
constituem os coefficientes d’uma equago de segundo grau, cujas
raizes podem ser fornecidas por qualquer das parabolas; segue-se
portanto que as quatro tangentes, que do ponto se podem tirar,
determinardo tragos sobre os eixos situados, dois a dois, a distancias
iguaes da origem, que ¢ o ponto de langencia das curvas.

Dado o ponto sobre a tangente commum, se por elle tirarmos
as duas tangentes restantes 4s parabolas, devem ellas produzir
sobre o diametro conjugado tragos situados a iguaes distancias da
orig m.
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Varios outros processos geometricos levam ainda & construcgio
das raizes:

a) x(x==p)==+ g corresponde & intersecio da hyperbole xy=—¢q
com a recta y—=—ax = p.

b) Conhecida a somma ou differenca das quantidades x e z-tp,
bem como o seu producto, podemos determinal-as, interceptando
uma hyperbole por uma ellipse, ou hyperbole.

¢) Podemos fazer a determinaglio, baseados na propriedade da
ordenada d’um ponto da circumferencia em relagio a um dos dia-
metros, quando for dada a somma, e no valor d’'um catheto do
triangulo rectangulo, expresso na hypothenusa e sua projecgiio
sobre ella, sendo conhecida a differenga.

d) A equagio escripta d'este modo: a® = pxr=—qu, sendo u
a unidade linear, exprime uma equivalencia de areas, e reduz-se
a sua resolugdo a interceplar uma hyperbole por uma recta,
como indica a fig. 5.%, em que se tomou A B=p, perpendicular

a AC=""; sendo z (4 p)=q devemos ter: 2y x a C=

p
=DCxDB=qu.
Construa-se AT, lado do quadrado equivalente a BC; At=—AT;

1
levante-se l0=§ﬁ B, perpendicular a A B, tire-se A0, tere-

mos finalmente: Ar—AC—=a ; As—Ay=aC e as co-
ordenadas de « serdo as raizes.

Bz & perpendicular & bissetriz dos eixos orthogonaes, assym-
ptotas da hyperbole, que ella intercepta em 2 e no ponto symetrico
d’este em relagdo ao eixo imaginario.

A interpretagio (d) da logar a varias construcgdes, reduzindo-se
todas 4 intersecgiio d'aquelles dois logares geometricos.

¢) A equaco sob a forma: 2%u -~ pr==4q, corresponde 4 somma
ou differenca de duas rectas. :
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SOBRE A AREA LATERAL E VOLUME D'UMA CUNHA CONICA

POR
ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

(Continnachio)

5. Discussao.— Quando o plano =, passar pelo centro C da
base do cone dado, ou for ¢ = == 90°, a [érmula (32) da

P VOTG  WP v JAR oy O (40)
d’onde
LA Lt
N i i el

Substituindo g, por exemplo, pelo seu valor, nas expressdes
dB iy B' J" Gg, A| F; 8 Qg' t&r&mﬁs

tg e __——”‘f'_’:” ............ (25)
sosi bl _F—W:_” ..... A (26)
SILL BT s SRR (24)

=%0'LE —L

P T
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R? L L W \/ L ,
e & 2.1—1,[?'?_( - 2.1—[.]@7)

, ou
2 V e 9 —
FEN. PR A Y . L 2. Y SRR Y .- (28
Lt 2.a—LLl1so Va,—L 4

R V"L T .2 L

6= —.1. ; —(L—)VL|.. (30y

L 2a—rnl180 vaa—L ¥
Wl By s oipssunaastisd (31)
F’,—_—-—;—L.nﬂ .............. (3%

e por conseguinte

R :.L‘ V L x5 o ]
f —(L—)VL 36)'
: L[ 2 21—L(IBO Vea—L =) ) %)

ou (tornando explicitos os signaes de <’ ¢ &)

Qr‘=tE|:n.L’ VoL ( “_}___+\'C—1}Vﬁ)] )
LL 2 “T25-L\i80 VoL

- Consideremos ainda o caso de ser o plano =, tangente & secglo
recta (C) n'um dos extremos do diametro Ag A.

Quando o plane =, [or tangente em Ag, serh 6—w=—+180°
ou =L, d'onde

FWORN S i (24 fr

2B -
oo W i o 27)!
T “\/L 2 &7
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ou
J*g:i%u. :,)\/ % ot Ty (28)"
Gurm E (L + }.) \/-I"— ™ R ........ (3“‘ )t
AT B B Heih o en ks 8 (31)"
] R sy o] (347
e logo

Se o plano =, & tangente em A, seré s=w=—180°, our=L,

d’onde
P i M: L: i TR R | . (28"
nr
' ——R .’EL.';—. .......... 27"
ou
i R
J”"c=-—u §-1_LM+L)\/%.E.H nnnnn (28}”;
|
G — _;_ (0 +L)\/-_—E—.r:.ﬂ ...... (30)"
Alle=— 2. mR.vecaiaannss 31)”
4 Fllieme=L.®R.cciovenanan (38)"
e logo

Qe=— [L - -;— (o + L)\/%]«:.n. .+ (36)".
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Caso da seccio parabolica

@. Sendo o plano secante =, parallelo a alguma das duas gera-
trizes SAg e SA, sabemos que a secgdo (E) e a sua projecclio (E'),
que agora representaremos por (E_) e (E',), sdo parabolas, tendo
esta ultima para [6co o centro C da base do cone dado.

Para mais clareza nas relerencias, que fizermos a eslas figuras,
que vamos considerando, representaremos por (f}) a figura que se
refere ao caso geral (n.” 2), e por (f3) e (f3) as que se referem &
cunha no caso da secgho elliptica (n.® 4), ¢ a este caso que passamos
a considerar, etc,

Supponhamos, pois, que o plano =, é parallelo & geratriz S Ay,
ou que & % ==oo. N'este caso os pontos By, B'y, Cq e g (fig. [3),
passardo a achar-se a distzncia infinita, e os pontos B e B’ (fig. f3)

serdio os vertices das parabolas (E,, ) e (E',, ) sendo agora mB'=émﬂ.
por ser isosceles o triangulo m B A,

Consideremos o lado y'oy' do polygono P, inseripto na para-
bola (E',), & qual tiraremos nos vertices yp e y' d’este, as tan-
gentes y'o fo e y't, que se cortam em by, encontrando o eixo B'm
em fy e . Parallelamente a este eixo conduziremos pelo ponto o
a recta Oy, que passari pelo meio p'y da corda y'oy (0 que,
como sabemos, tambem se demonstra elementarmente). Emfim,
dos pontos y'g, y' e u'y baixemos sobre este eixo as .perpen licu-
lares ;;’.n y', y'y" e plo "9, que respectivamente o encontram em
v'o, ¥ e p"o. Agora comparemos o trapezio y'oy"oy" y' com o
triangulo correspondente g ty . Ora lemos que é

B I'o-———y"a B e B':=y" B’
d'onde
thy=y"oy";

e sendo a recta 'g u”'y, que une os meios dos lados ndo parallelos
do trapezio, egual & altura do triangulo, serf a 4rea do trapezio
o dobro da do triangulo. Para os outros lados da parte do poly-
gono P, inscripto no semi-segmento parabolico m B'i, teremos
oulros lantos lrapezil}s. com o8 seus triangulos cﬂrrespondenlﬁ.
e como se pode repetir o mesmo raciocinio, que fizemos anterior-
mente, teremos que a somma das reas dos trapezios fica sempre
egual ao dobro da somma das éreas dos triangulos.
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Em vista d'isto, a tangente i T, no ponto i cortando o eixo B'm
em T, teremos que o limite da primeira somma seré a érea do
semi-segmento m B'i, e o limite da segunda a area Tiy'oy'. ..B'":
d’onde resulta ser a frea mB'i egual a dois tergos da érea do
triangulo lotal i T m, logo

3 mB’t‘=%.mixmB’
.ou
iuB'i=%,mixmB' ........... (41)
e portanto
CioB'i=-—;-.m£xmB’+mix Cm
ou
J,,=.;—.mi(4.mn*+3.cm) ........ (82)

devendo attender-se aos signaes dos segmentos m B’ e Cm.
Fazendo-se 7= oo, nas formulas relativas & seccdio elliptica
(n.* &) (que ndo se tornam infinitas para este valor de %), teremos

R . R
CBF=‘r')‘""" (i‘i'}.” ﬁum:ﬂ.r.l ------ (17):&:1
R

mA=2-L—(L*—>L:] .......... (Is)“’

mi=2.%v’1(L—-1}.. (19)0 mB':%(L-—l).. 22)..

e : AL—2
An='§'ﬁ:.[‘.--o [31},.,. tgﬂu:QE‘}‘——[T."' (32')“’
VaL—
sen 5ﬁ=2_ ...1—[:!;‘——1} ........... (33}w.
1 i gl
F%=—2—.L.A‘=ﬁ6 oLlﬂR ooooo (3")mi

e |
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e portanto

Gt o Bovg o0 oo (43)

ou Gan

Cm:-CA—mA=CB'—mB’=%(ﬂ.1—L)... (38).

Substituindo na férmula (42) os valores de mi, mB' e Cm,
teremos

J%=%.E—:(2.}.+L)m ....... (45)
e acharemos egualmente
G,_,.:—s-.%(i.u B} A ER). o oeees (46)
logo
Qf,=—;.l..a,_§:-.%(s.m+ L) VA[L—2). . .. (#7)
ou

Qra,=[“—’°.n ,s_% 2. +L) v’ﬂL-_n]. .. (48).

Observagao. — Como sabemos, estas formulas podem-se obter
directamente partindo da fig. /3.

9. Caso particular. — Quando o plano secante =, passar pelo
centro C da base do cone, ou for ¢,,= + 90°, a f6rmula (32),, d&

d’onde 2
EB’:mB’:—;—.R, Ayom=mA=mi=R, Cm=0,

1

2
AJ«::‘RR‘ F‘-‘aa=E‘L'“R’ chn=-§—,Rl, rcw=[“ﬂ
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e por conseguinte

8. Observagdo. — Nao trataremos do caso de ser A = 3, ou
de ser o plano secante =, parallelo 4 geratriz SA, por chegarmos
a resultados perfeitamente identicos.

Caso da secciio hyperbolica

®. Consideremos o caso da secclio (E) e da sua projecco (E)
(ig. fs) serem hyperboles, que agora designaremos por (“E,)
e (“E',) (fig. fi), e é claro que um dos focos d’esta ultima hyper-
bole sera o centro C:da base (C) do cone dado.

O plano =, encontrard entdo ou o prolongamento da geratriz
S Ao, ou o da geratriz SA: o que corresponde a suppor respe-
ctivamente negativo o valor de g ou de 3.

Supponhamos, pois, que o plano secante corta o prolongamento
de SAg. Entio (como no caso da secclo parabolica) considerando
a fig. fg como a transformada da fig. f3, relativa ao caso da sec¢do
elliptica, para esta noval posigio do plano =,, é evidente que o

nto B ficard entre S ¢ A, e o ponto By no prolongamento de
SAg, ou serh SBy——12% e SB=1+12; e os pontos By e B
da curva (*E,), e os pontos B'y e B’ da curva \*E',) serlio os
seus vertices. '

Assim se pozermos —)g em logar de 4% nas férmulas rela-
tivas & secglo elliptica (n.® %) (que ndo se tornam imaginarias para
este valor de %) teremos

BoC=— 1 aeern “(18)s; CB=F 2. (18,
1R
() L SR HEE P =(15).,
' +L
PO o L s AP =(17)s,

R Ty L Ty S
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o

MA=2. T =(18),,
mi=2.—%.h:_1v'1ul{h+L}{Lfl}. es o190
B’um=—-:{—‘-.:'-;—:l__—:(h+L) ...... *(21)..,

- mB'-——-lE-::—-_:[L—l} ....... *(22),.,
mg=-§—.::::$"(h+ DL—=%....%(23).,
"A,=%.nn. ........ e ® (30,

g e —2. ";1' 1:{:':_' :g}i"__l;). cer =(32).,
:en”c,—z.‘/;“'lg*zl':_t}lgL—l) Bt
”F.:,=—;-.L."’Am=;-;%.l..=l{.... = (3H)...

Achando-se o ponto medio m da corda I ou igi entre C e A,
é claro que segundo o anguio A m By, comprehendido entre os
angulos AAgS e AmS, [ér menor, egual ou maior do que 90°,
assim leremos respectivamenle 29 maior, egual ou menor do que 3.

Quando o referido angulo Am By, que designaremos por 0,
variar entre o angulo AgmS e o angulo AgA S, o segmento A
serd sempre maior do que )y e tornar-se-4 negativo.
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Em vista, pois, das variagbes da inclinagio 8 do plano =, a
respeito do plano =, da base (C) do cone dado, os segmentos,
angulos e linhas trigonometricas tomar@io os devidos signaes, e as
formulas que acabamos de obter,. e que poderiamos tambem de-
duzir directamente da fig. [, confirmario mais uma vez a gene-
ralidade das formulas que deduzimos para nos servirem de base
em todo este nosso estudo.

Agora passaremos a occuparmo-nos sémente do caso particular
de ser §—90°, para ndo deixarmos de tractar sempre elementar-
mente todos os pontos d'este estudo.

Com effeito, para determinar a érea da superficie lateral da
cunha (analogamente ao que fizemos no caso da secglo elliptica),
teriamos de descrever sobre B' By, como eizo focal uma hyperbole

ilatera, que corlaria a corda I ou ipi nos ponlos g' e g, €
calcular a drea do sector hyperbolico Cq ¢’ B'g. Depois de conhe-
cida esta area, é que poderiamos obter a érea do sector hyper-
bolico CyigB'i da hyperbole (“E',), d’onde deduziriamos a érea
de CigB'i ou ®J._, e portanto a rea “G, da parte SigBi
da sufverﬁcie conica S(C); e assim chegariamos & expressio da
grea lateral pedida Q..

10. Caso particular.—Sendo, pois, § =90°, *J_ represen-
tard simplesmente a drea do triangulo ip Ci, e teremos

ou

Ora se nas [6rmulas onteriormente obtidas fizermos %=1,
acharemos
R R

R
B'[.C=-—-T.1. CB’=-1—‘.'A. CyB'=0, Aom=I-(L+}.}.

ll&:%[l--—l}. mi-_—%'k L2—% Bym=0, mB' =0,

Vii—2

74 ¥
il b "

A

, sen®q

mg=0, 1< =
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logo
Qg (LA A VIS (49)
ou ,
il R[% e, P '
Qrw='r mI-L’— ? L‘—l‘]....- (Eﬂ].

§n

TRONCO CONICO

ff. Para determinar a érea pedida empregaremos tanto o
methodo directo como o indirecto, por nos parecerem ambos dignos
de se estudarem em especial.

Methodo directo. — Se suppozermos que o plano secante =,,
relativo ao caso da secglio elliptica (n.° &) (fig. f3), se desloca de
modo que a sua intersec¢io I com o plano =, se torua corda ou
secante ideal da seccdo recta (C), ou da seeciio obliqua (E), tere-
mos a fig. f; relaliva ao caso do tronco conico, de que nos vamos
occupar.

Representemos por Dy D o diametro da base ou secglio recta (C)
do cone dado, conduzido perpendicularmente ao diametro Ag A ;
por EqE e E4E os eixos menores da secclo elliptica (E) e da
sua projecgio (E'); por My o centro de (E), e por M o ponto de
interseccio de By B com o eixo SC do cone.

Em vista d'isto teremos evidentemente

L=wC R G, . SV Al (51).

Para caleular Cy E' imaginaremos a secgio recta (C"I) deter-
minada pelo plano %m,» conduzido pelo eixo menor (Eo E) da

secglio (E), e que corta as geratrizes rectas SAg, SA e o eixo SC
do cone nos pontos Ny, N e M.
A projecgiio da secco recta (Cy, 1) serd, pois, o circulo N'oE/(N'E/,

que designaremos por (C'm,) que teré tambem para corda o eixo
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menor E'y E' d’esta ellipse: por quanto B’y C e CB' slio as pro-
jecgdes, em verdadeira grandeza, dos raios das secdes rectas (Cy o)

e (Cy) conduzidas pelas vertices By e B da ellipse (E); e a somma
d’estes raios é evidentemente egual ao diametro Ng N=N'g N’
da secgio recta (Cm,) equidistante das duas outras (Coy) € (Co)-

Assim teremos

—CE' =Ny G xCN.......... (69
e como &
N'Cy=CB e C;N' =B, C
serd

CE'=VCB) < CH
e portanto

J,==xC;BVCByxCH..

Ora as expressdes d'estes segmentos sendo evidentemente dados
tambem pelas [6rmulas (13), (14) e (15), que deduzimos para a
cunha conica no caso da secglo elliptica (n.° 4), teremos

i R" o ——
J =?.ﬁtlﬂ +)L:]'D)«0. [:*}.- e (55‘}

e A

(#) Ainda podemos calcular a drea J; da superficie da ellipse (E) (fig. 1)
empregando o mesmo meio de que nos servimos para a cunha conica [nn
caso da secgio elliptica n.® 4), isto &, recorrendo & relagio entre as semi-
cordas miemg {I]g ,"z} relativas a esla ellipse (E') e ao circulo descripto
sobre o seu eixo B’y B’ como diametro ; muito embora sejam agora ideaes
estas semi-cordas: pcr serem 0s segmentos A, € A menores ou maiores do
que L, ou negativos.

Assim leremos

b 3. ﬂ“'c'l—ﬁu!
mg

mas [n.° 4, formulas (15), (19) e (23)] &

1 R mi Viea
C B =, — — =92
. 2 L[:l“-n} ®mg ? Ao+ 14
logo

= R?
Jp= i.ﬁ{loﬂ-i}plo.l
g.e d.
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ou
i R Wi
=5 L "2 VIR U3 | SR (56)
G¢=l1°:1\f}. TR P S (8T
BTN s 1 s (88)
e portanto
Qc.:[L-_;_.“_“f_"»’ﬁ]m ....... (59)

ou, tornande explicitos os signaes de F, e G,

Q== [L—5 2 5er. L 00)

153
por quanto os factores =.R e 5 ke

=R de F; e G, obtém-se

fazendo 6 = w====90°, nas f6rmulas (24) e (31), relativas &
cunha conica (no caso da secgdo elliptica), e por conseguinte
adoptar-se-2 o signal superior ou inferior, segundo forem os
segmentos 9 e & menores ou maiores do que o segmento L,
isto é, conforme a seccle elliptica (E) ficar acima ou abaixo do
plano =, da base (C) do cone dado.

Quando o plano =, cortar a segunda folha do cone, ou a secgio
elliptica (E) estiver acima do vertice S d'este cone, ainda a férmula
geral (59) satisflaz: porque enldo os segmenios ) ¢ ) serdo nega-
tivos, e tornando os signaes explicitos em relagio a todos s casos,
teremos

Methodo indirecto. — Se ne férmula (39) [correspondente ao
caso da secgdo elliptica (n.° 4)] fizermos 6 —w=—::180", teremos
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immediatamente a formula (60) relativa ao tronco conico, consi-
derado como caso particular da cunha conica (): por quanto esta
transformagdo da formula (39) equivale a suppor que o plano
secante =,, depois de ser tangente em Ag ou em A & base (C)
do cone dado S (C) (fig- f2) (n." 6), determinando uma das cunhas,
cujas 4reas designamos por Q" e Q"., se desloca, tornando os
segmenlos Xy e ) menores ou maiores do que o segmento L, ou
negativos ; d'onde resulla ser entdo a area 6. do tronco considerado
egual & somma d'uma d'estas dreas e da drea d'um Lronco deter-
minado pelas duas sec¢des reclas que representam respectivamente
a base do referido cone e a d'uma d'estas cunhas.

22 Consideremos agora um tronco de cone de revolugio de-
terminado pelas duas secgdes obliquas (E) e (Eq) (fig. o), tendo

para eixos focaes ou maiores 1Bo By e By Bs, e tractemos de
obter a expressdo da érea Qc' da sua superficie convexa.

Fazendo, pois, S 'By—=+ Lo, SB{— 4L, 8" By==2y'e
§Bg—-:=1., as rcas lateraes dos troncos determinados pela seccdo
recta (C) (correspondente ao segmento L) e por cada uma das
duas seccdes obliquas consideradss, terdo respeclivomente para
expressdes

g o +3) jorm
{L—E.——L V’).o.'.\.]uﬂ
e
UG Yy el
[-2—. ': VL.,.L—L]uﬂ

I

(#) Considerando a férmula (38), & evidenle que no caso de ser 3, <L,
ou A > L. ou serem negativos os segmentos i, e i; isto ¢, quando a cunha
se transformar em lronco, esta expressdo tomard a forma

M+ NyY=i=0

e simplesmente em virtnde da theoria das expressoes imaginarias acharemos
ainda a formula (60).

Como sabemos, poderiamos tambem estudar a questio proposta na parle
que envolve a consideragdo das guantidades imaginarias sob o ponto de vista
da sua representacio nas constriucghes geomelricas; mas nao nos occupamos
agora d'esse estudo, por alterar a direc¢io elementar, que lemos seguido,
e por lencionarmos mais tarde tractar d'estas guanlidades, ou, em geral,
das guantidades complexas.
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d’onde
Q%:g—fz (Lo + L)VLo.L 3 (% + %) V20.2] =R... (62).

No caso das bases (E) e (Es) serem parallelas, teremos

20 s Ly
Y Wl 41
e logo
(Lo + L) (L2x2%), ;‘
ch 2 Lt sl oben (63)

ou (considerando separadamente os dois troncos)

Q.= L“H‘] 1‘}\/ ... [‘+ e (0, (64)
e
Lo+L /Ly L2422
e b R < ikl o
S Pk i L EREER (65)

A3. Discussio, — Fazendo successivamente %=L e A=L
na formula (60), teremos, como casos particulsres, ss [érmulas
(36)" e (36)" (relativas 4 cunha conica na hypothese da secgiio (E)
ser uma ellipse).

Quando for %=1, as férmulas (59) e (63) dao

c—Q.-,—( ):R_ L"'nﬂ.... (66)

ou (considerando separadamente os dois troncos)
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L I
Q=0 == "—_}_ TR NN (68).

Sdo estas, pois, as expressoes que correspondem a serem rectas
as sec¢des que limitam os troncos das duas especies.
Sendo r o raio da segunda base ou secglio recta (C;), teremos

A r
J Aot 8
e portanto [formula (66)]
L

Q=0 = i * (Bl is (66)

ou
L=x2
Q=0 = TR (R! X f!:] ....... (ﬁﬁ}"

Considerando separadamente os troncos conicos de primeira e
de segunda especie, leremos

= Q= (LN R +1) ... (69)
ou

Q=0 =L+ ) B—r) . .cunen. (70)
e

Q"’¢=Q’"cs=;;i::[ﬂ‘+r’) ........ (71)
ou

' i L—
Qe =T R R L (72)

€ se representarmos por § e ¢ respectivamente os apothemas (L —3)
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e (L +2) dos dois troncos considerados, ler-se-do as formulas

ordinarias
V=38R +7)cccceiceasas (69)
e
R2 4 o2
L e L EEER R 7 d
0 c—8x% R+r . ( '}
Se for dada a semi-abertura AgSC==a do cune S (C) serd
tambem
Qi==(R*-sena....c.e00s (66)".
(Continila).

RESOLUGAO DA QUESTAD PROPOSTA N. 12 ()

Per dimezzire la BA, si costruisca la BE2-2 . BA (il che si fa des-
crivendo col centro A il semicircolo BCDE, BA=BC=CD=DE),
por sia BA=BP=BP=E(Q, BE=BQ=EP=EP', BA=PM,
PQ=EM, sarda BM=MA. Se come sopra si costruisce PR2-2PB,

& anche BP"=%BA=BM=MA.

Padova, 25—11—79.
G, BELLAVITIS.

(#) Recebemos lambem uma solucdo do sr. Alfredo Schiappa Mooleiro,
que serd publicada n'outro numero.
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soLucho oa QUESTAO PROPOSTA NO N.° 1 DO VOL. Il
EMPREGANDO 0 METHODO DAS EQUIPOLLENCIAS
E SUA COMPARACAO COM A SOLUCAD GEOMETRICA ELEMENTAR

POR

ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

Advertencia

. Este problema, por nés proposto, foi elegantemente resolvido
pelo sr. Craveiro Lopes, na pag. 46 do vol. II d'este Jornal, em-
pregando um processo similhante ao nosso: em vista do que, como
ja dissemos tambem a pag. 68 d’este volume, s6 mais tarde tencio-
navamos fazer algumas observagdes e apresentar os nossos estudos
geraes sobre esta questdo e sobre outras publicadas n’este mesmo
Jornal.

Dando-se, porém, o caso do sabio professor Bellavitis publicar
na pag. 49 d'este mesmo volume algumas observagdes sobre a
solugdo do sr. Craveiro Lopes, ndio podemos deixar de dizer agora
algumas palavras sobre esta questio em especial, comegando por
tomar a liberdade de resolver o problema proposto, empregando
o methodo das equipollencias, ou a theoria geometrica das quanti-
dades complexas, visto reconhecermos que este notavel mathema-
tico ndo tenciona oceupar-se da respectiva solugdo, recorrendo,
como de costume, a este fecundissimo methodo, do qual, melhor
do que ninguem, sabe tirar o maior partido possivel.

Para mais uma vez estabelecermos a comparagao entre o methodo
das equipollencias e o methodo synthetico elementar em questdes
d’esta ordem, tractaremos tambem da solugdo synthetica do pro-
blema proposto, e acompanharemos este estudo com as observagdes
que julgamos indispensaveis. -

1
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Questio proposta

Sendo dados dois circulos (A) e (B), tendo uma corda real
commum 1J, e um terceiro circulo qualquer (C), condusir por
um dos exiremos | d'esta corda uma transversal | X ZY, de modo
que cdrie os tres circulos (A), (B) e (C) respectivamente em ponlos
X, Y e Z, taes, que os segmentos XZ e XY eslejam n'uma raszdo

dada E-.
n

Solugdo empregando as equipollencias

2. Primeira solugdo.— A condigdo do problema sera expressa
pela equipollencia

KZ_%IXY&DOOQIOIO!'EOQOQ(2)

e tomando o ponto fixo I para origem dos segmentos XZ ¢ XY,
teremos

m m
I IX IV —IX 20, oo (3).

Pelo centro C do circulo (C), tire-se a secante IV C1", que o
corta nos pontos I’ e I'; e pelos centros A e B dos circulos (A)
e (B) tire-se a recta A B.

Representando por z e ¢* a grandeza e a inclinagio d'uma das
secantes procuradas 1Z do circulo (C), sera

CZolZ—1C=s3.—IC.......... L)
e pondo
CZﬁﬁt-IFC-Q --------- S —— (5)

teremos
.0 —IC2e I'Cuouuvninvan il {ﬁ).
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Para eliminarmos ¢ multiplicaremos a equipollencia (6) pela
sua conjugada
p .0 —¢ICoet.glC..c.occcnee (7)
e virh
2=z(*.¢jIC+ e . 1C) = (ICE—(C?. ... (8)
ou g
2z IC+ e IC) 2= —11. A1 oiannt (9)
por ser .
(FC—IQ(VC+1C)=~—IT.Il...... (10)
d’onde se tira

1r.ar

g0 lZ o ¢ 1C—e".

i8S 0

Podemos ainda ter a expressio de IZ em funcglio de IC e da
relagio k entre I'C e 1C: porquanto serh

CZok. . IC....oovvvennnss (5)
d’onde
2.0 —JCok.of. IC....cccvuvne (6)
e portanto
k2—1

s 2o v ¢ 104 ¥, (1CE+1IC.. (11).

Representando por « a grandeza da corda IX do circulo (A),
Lleremos

AXolX—JAoz.e*—I1A........ (12)
e pondo 1
1. 9. C-"TL U R (13)
vird
gt —TAx JA . oniinnen, (14).
Multiplicando esta equipollencia pela sua conjugada
za—v—cjlAeV jIA........L (15)
obtem-se
z.otaIXadv gIA+TA........ (16).

De modo analogo acharemos
 1¥adwIB4+IB......... .. (17).
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Suﬁstituindo, pois, na equipollencia (3) os valores de 1Z, I X
elY, vem

.

2. 1 __E : Ll
-4 (cjAC n.c]AB) e

+AC—%'AB¢0...(I8}.

Tomando sobre A B um ponto L tal, que seja

teremos

e a equipollencia (18) tornar-se-A

1. by
4. jLC— e I’“ dLC20....... (21)
ou
J 1—42
a4 jLC—e". -(IC2+LC=0..... (21)
d’onde t
! W
a".chC+r-“.LCﬂ“;u ........ (22)
ou
i 12
e“.chC+r“.LCﬁT{IC)' ..... (23).

Se tomarmos a recta L C para origem das inclinagdes, teremos
finalmente

.
S ——— L. (2%)
L
ou
.

Z.008 U 3.LG

..... s bk LR
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Da equipollencia (2%) ou da (25) resulta a seguinte construcgfio :
.
2.LC
ao segmento L C e dirigida no mesmo sentido ou no sentido con-

trario d'este segmento, segundo os segmentos I1' e 11" tiverem
ou nlio o mesmo signal, e serd entdo

Tire-se, pelo ponto 1, a recta 1 Zy = . que serh parallela

I1Zjy=z.cosu.

Por conseguinte a perpendicular ZoZ'Z a 1Z, no ponto Z,
cortard, em geral, o circulo (C) em dois pontos Z e Z', taes, que
as rectas 1Z e [Z' serlio os dois valores de 3., e representardo,
portanto, a direcgdo de duas transversaes, que resolvem o problema.
Os segundos valores de z e u, correspondentes a IZ' represen-
tal-os-emos por z' e u'.

3. Segunda solugdo.— Se na equipollencia (11) substituirmos
IC pelo seu valor equipollente 1L + L C, teremos

.1

1Z2e2¥, 1L+ 2, ¢ LC—ev, +LC+IL=0. . . (26)

e em virtude da equipollencia (21) serd

IZo:d . IL+ILs. % 0 ivaaans (27)

d’onde
I1Z—ILLZoetv gIL......... (28)

e sendo
intLZ=2.u—incIL........... (29)

teremos
incLZ4inclL=2.u=2.inclZ....... (30)

e portanto na equipollencia trinomia identica

TS N A oS SRR 31
ter-se-4

sendo, por conseguinte, isosceles o triangulo IZI, bem como o
triangulo IZ' L, no qual serd similbantemente

grLZ/==gtll....civ0asvss. (33).
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Podemos ainda chegar a0 mesmo resultado sem recorrer s
inclinagbes. Com effeito, multiplicando a equipollencia (28) pela
sua conjugada

2 ILcjLZssinshonnes (34)

(Lpe L2
grlL=¢grLZ

e logo

Assim, os pontos Z ¢ Z' achar-se-dio sobre uma circumferencia
de circulo (L), com o centro em L e de raio IL=IJL, e por-
tanto esta circumferencia e as circumferencias (A) e (B) terdo o

segmento 1J para corda commum. al
Logo, se no ponto L que divide A B na rezdo dada 2 fizermos

centro e com o raio L1 descrevermos uma circumferencia de cir-
culo, esta cortard, em geral, a circumferencia (C) em dois pontos
Z e Z', que unidos com | dardio duas transversaes IXZY e X'IZ'Y',

que resolvem o problema.
4. Os triangulos isosceles ZL1 e Z'L1 ddo, como sabemos,

incLZ +inelL=2.inc1Z
e
incLZ'4 inclL=2.inc1Z'
d’onde
9.inclZ 4 incLZ—incLZ' =2.inc1Z=2.u. .. (36).

Tomando L C para origem das inclinagdes, serd

LZ=cLZ
e portanio
inc1Z —incLZ =anglZ'L=wu....... (36)
d’onde
angL1Z'=—u.

Similhanlemente teremos
inc}bZ—incLZ=anglZL=v'\..,... (37)

d’onde
ang L1 Z—=—u/.
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Logo, se as duas iransversaes 1Z e 1 Z' cortarem L.C nos ponlos i
e G, sob os angulos u e v/, os seus angulos respectivos com L1
serdo —u' ¢ —u. :

Estas transversaes serdo, pois, anti-parallelas a respeito do
angulo 1L C, e, portanto, serd

gr (LT ==gr(Li.LG). . 'iuuuns. (38)

o que prova que os pontos i e G determinam sobre L C uma
divisio homographica em involugdo, tendo para ponto central o
ponto L, e para pontos duplos os pontos e e f, em que aquella
- recta é cortada pela circumferencia (L).

Reconhece-se egualmente que os quadrilateros L1Z'i e LIGZ
slio inscriptivdis em circulos correspondentes aos segmentos des~
criptos sobre a recta L1, capazes dos angulos u e w'.

&. Discussao.— Quando a recta Zy Z ou o circulo (L) tocarem
o circulo (C), teremos u==u', e as duas solugdes reduzem-se
a uma, \

Se o circulo (C) ndo for encontrado por estas linhas auxiliares,
ndo havera solugho.

Consideremos agora cada um dos casos particulares que se

em dar.

Supponhamos em primeiro logar o caso do circulo (C) passar
pelo ponto I, e que foi resolvido pelo sr. Bellavitis (Sposione del
metodo delle equipolleze, n.° 88).

Entdo teremos .
V=0 ou 1—i¥=0

e as equipollencias (21) e (21)' darfio
v jLCx—LC......... o4 (30)

Tal & a equipollencia deduzida pelo imminente mathematico,
e da qual tira
2.4 —incL.C=inc L C—180°
ou
u=incL C—90°

e que lhe mostra que a secante 1Z deve ser perpendiculara LC:
deixando, por conseguinte, de considerar a segunda secanle.
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Depois indica ser esta solugdo extensiva ao problema analogo
relativo a quatro espheras, tendo um ponto commum (x).

Na pag. 49 do vol. Il d'este Jornal considera ainda o caso de
se annullar o segmento L C: o que corresponde a ser satisfeito o
problema. para qualquer direcglo da secante, ou a sua indetermi-
naglio ; e por esta circumstancia conclue indirectamente, que o
logar geometrico do ponto Z & um circulo, passando por I e J,
mas de cuja exislencia nos parece ndo tinha conhecimento até entdo.

Depois d'estas observa¢des passaremos a fazer as nossas investi-
gagdes sobre este ponto. :

Sendo, pois, II'=10 a equipollencia (24), da

(et +eW20.,..... o (24)
soosnan0..1 Jslowt oo e (28)

ou

© que corresponde a ser cosu==0 ou z==0; e, portanto, serd
u==90" ou u'=incIL—90°. Assim as transversses pedidas
IXZY e X'IY' cortardo as rectas LG e LI respectivamente sob
os angulos 90° e —90° (n.* 4), e logo serdo perpendiculares a
eslas rectas.

Se as referidas rectas LC e LI coincidirem, entdo seré u=u'=90°,
e as duas transversses confundem-se com a perpendicular a L1
no ponto I, ou com a tangente commum aos dois circiilos (C) e (L)
n'este ponto.

Suppondo Jue o circulo (C) passa por I e J, uma das solugdes
serd ainda duda pela secante X1'Y perpendicular a L1 no ponto I,
e a outra pela corda commum IJ, com a qual vem confundir-se
a transversal IXZY, ;

No caso do circulo (C) se confundir com o circulo (L), seré I1'=0
e LC=0, ¢ a equipollencia (24) dara

r'y (g“' 4+ ") L] -g— ............ (E‘i')"
ou

(#) Mais tarde tractaremos d'esta questdo, de que o sr. Laisant jd se
occupou.
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d'onde se conclue que o problema sera indeterminado, ou salis-
feito para qualquer direccio das secantes.

Imaginando agora que nio se annulla o segmento IV e que LC
vem confundir-se com A B: o problema poderé ter duas, uma ou
nenhuma solugio, como no caso geral, segundo a recta auxiliar
ZyZ, ou o circulo (L) cortarem, tocarem ou nio encontrarem o
circulo (C).

Quando for finalmente II'> ou <0, e LC==0, a equipollen-
cia (24) da .

(e W)= iiieiinanes (28)

e o problema ndo terd soluglio: achando-se entio a distancia
infinita a recta auxiliar Zy Z, com a qua] se confundird tambem
o eixo radical dos circulos (C) e (L), isto &, as suas duas cordas
communs conflundir-se-30, tendo estes circulos um duplo contacto
imaginario a distancia infinita.

5. Se na equipollencia (20) considerarmos explicitos os signes
dos segmentos, teremos dois pontos L e L', taes, que serd

AL'=—AL=LA............ (20}

e representando por zy e t os valores correspondentes das inco-
guitas 5 e u, feremos anmalogameute a eqaipollencia

1.

5 {.n + E—n) % AT 2. L'C

bu o BRTRaA0ED)

tomando agora L' C para origem das inclinagdes,

Fazendo, pois, as respectivas construcgdes, acharemos sobre o
circulo (C) dois outros pontos (reaes on imaginarios), taes, que
dardo duas outras transversaes, que resolvem o problema.

Comtudo o sr. Bellavitis, na referida pag. 49 do vol. II d’este
Jornal, imaginando tres rectas fixas JX, JY e JZ concorrendo
n'um mesmo ponto J, cortadas por uma transversal qualquer IXZY,
conduzida por um ponto I, obtem a razio anharmonica

XZI1Z_ m
XYY o
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por meio da qual conclue que s6 ha tres circulos, 1JX, 1JY
e 1JZ, que possam ser cortados pela transversal IXZY de modo

que seja 12&%.!&1’.

Se, na equipollencia (1), X se torna em Y e vice-versa, teremos

YZ m
"'—_ﬂ"_t oW - R R R .l' /
_ XXt )
e entiio serh
ALa®—BA........... . (19

d’onde resulta haver, em geral, mais quatro solugdes para o pro-
blema proposto. ,

Logo, a equipollencia (20) ¢ geral, como se devia esperar; e
portanto o problema poderé ter oito solugdes, um numero infinito
d’ellas, ou podera ser ympossivel.

Solugiio synthetica elementar

6. Consideremos a transversal IXZ Y, que resolve ¢ problema,
e pelo ponto J tirem-se as rectas JX, JY e JZ.

Como sabemos, se a transversal girar em torno de I, as cordas
JX e JY dos circulos (A) e (B) serfio cortadas por esta transversal,
sempre sob angulos constantes: por conseguinte o (riangulo va-
riavel X JY serd, em todas as suas posicdes, directamente simi-
lhante a si mesmo ().

e

(#) Por meio d'esta propriedade se resolvem facilmente alguns problemas,
figurando eotre esses vs dois seguintes:

1.* Sendo dados dois circulos (A) e (B), que se cortam em I, condusir por
este ponfo uma secanle lal, que a somma ou differenga das duas cordas seja
egual a uma recta dada m,

2.° Achar o vertice commum V de dois triangulos direclamente similhantes,
de bases dadas AD ¢ BC.

O illustre mathematico, o sr. Francisco Horta, baseando-se n'esle princi-
pio, resolveu o segundo problema no Jornal da Academia Real das Sciencigs
de Lisboa, publicado em 1867.
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Ora sendo constantemente

XE Bk Ko ok SN

XY n

segue-se que qualquer dos triangulos variaveis XJZ e ZJ Y, em
que fica dividido o triangulo X J Y, se conservard directamente
similhante a si mesmo: e, portanto, sendo constante o angulo XZJ,
o vertice Z descrevers uma circumferencia de circulo (L) passando
por I el.

Quando a transversal for perpendicular & cordalJ, é claro que
os lados JX, JY e JZ dos triangulos XJY e XJZ, serio dia-
metros dos circulos (A), (B) e (L), e o centro deste ultimo serh
o ponto L, que divide na razio dada a recta AB, que une os
centros dos dois primeiros circulos, sendo L1 a grandeza do raio.

Como ja vimos (n.° 3) os pontos de intersec¢do (reaes ou ima-

ginarios) dos circulos (C) e (L) dardio as direcgdes das transversaes

pedidas.
Podemos ainda, do modo seguinte, demonstrar que o logar
geometrico descripto pelo ponto Z é uma circumferencia de circulo:

A

0O sr. Bellavitis tambem resolven este mesmo problema, empregando o
methodo das equipollencias, no n.® 40 da sua Ezposicio do methodo das
equipollencias, publicada em 1254,  qual ji nos referimos. No n * 47 d'esta
sua memoria resolve egualmente pelas equipollencias o problema no caso
dos triangulos pedidos serem symetricamente similbanles; mas seguindo
processo differente do primeiro (recorrendo ds rectas conjugadas). Comtudo,
como n'outra occasido veremos detalhadamente, ha um processo geral, mui
elementar, e essencialmente synthetico, que di immediatamente, pela inter-
secgiio de circulos auxiliares, os verlices communs dos triangulos similhantes,
correspondentes aos dois casos; e a0 mesmo lempo, prova-nes, que a wm
guadrilatero, nio parallelogrammo, correspondem dois pontos notaveis, que
representam respectivamenle 0s vertices communs de friangulos direcla ¢
symetricamente similhantes, tendo para bases dois lados oppostos do referido
quadrilatero.

Quando os triangulos pedidos nio estiverem situados no mesmo plamo,
entio aos circulos auxiliares corresponderio espheras, e os verlices d'esles
triangulos achar-se-do sobre o parallelo commum a estas espheras. N'este
caso reconhece-se que, em geral, @ wm guadrilatero plano ou empenada
corresponde um circulo notavel, que contém os vertices communs de triangulog
similhantes, tendo para bases dois lados oppostos do quadrilalero.

Pl e .
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Se sobre a transversal 1 X Z'Y tomarmos os pontos medios «,
3 e y dos segmentos I X, [Y e IZ, teremos evidentemente

Tirando as rectas a A e & B, que passam pelos centros A e B
dos circulos (A) e (B); e pelo ponto y tirando, parallelamente a
estas, a recta yL, esta cortard o segmento AB n'um ponto L,
de modo que seré

5|
w]r-
l
® 8
T f=t
I
=3
&
e

Ora as rectas a A e 3 B passando pelo meio das cordas IX
_ e 1Y dos circulos (A) e (B), segue-se que I Z serd tambem corda
d’'um circulo (L), cujo centro divide A B na razio duda, sendo LI
seu raio, :

Observagdo. — Quando o circulo (C) passar por I, podemos
naturalmente derivar d'este processo synthetico, 0 que seguiu o
sr. Laisant: porque entdio. as cordas Z'Z e IZ d'aquelle circulo e
do circulo (L) confundindo-se, a recta yL passaré por C, e por
conseguinte 1Z seré perpendicular a L C.

3. E facil de ver que, a qualquer posicio da transversal IX Y,
corresponde sempre outra, tal que os dois triangulos correspon-
dentes sdo tambem directamente eguaes; e sé teremos um tri-
angulo, que é de grandeza maxima, quando a transversal for per-
pendicular & corda 1J.

Se_designarmos por 1X Yy, Xy Vs, ..., diversas posigdes
da referida transversal IX Y, e fizermos girar todos os triangulos
JXY, JX; Yy, JX5Vs, ..., em torno do vertice commum J,
até que os dois lados homologos correspondentes fiquem na mesma
direcgio, o ponto I, considerado sobre cada um des lados X Y,
XYy, XeYs, ..., achar-se-4 entdo sobre um circulo, tendo
para centro o referido vertice commum J, e cujo raio seré egual
& corda 1J, que representa a altura do triangulo de grandeza
maxima.

Agora iremos tambem demonstrar syntheticamente que as trans-
versaes I Z e 1Z' sho anti-parallelas a respeito do angulo IL G.
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Sendo, pois, eguaes os angulos ZLe e ZIZ', por terem como
medida metade do arco ZeZ', reconhecer-se-4 immediatamente,
no quadrilatero LZ G I, ser

angL1G=ongL1Z + angZ1 G=—angLil

“angLIZ=—angLZI—=—angLGI

logo, ete.

8. Observagio.—Torna-se inutil entrarmos na discussfio d’esta
soluglio, em vista da discussdio da soluclio dada pelas equipollencias,
e que agora ¢ analogamente applicavel.

P

- R T
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SOBRE A AREA LATERAL E VOLUME D'UMA CUNHA CONICA

POR
ALFREDO Scuiarra MONTEIRO

(Continuagio)

II

Determinagio do volume da cunha
e do tromco conico

A4, Para resolver esla questio comegaremos tambem, como
no n.° 1, por deduzir as respectivas formulas com toda a genera-
lidade: para o que podemos seguir dois processos.

1.° Consideremos, em vez da cunha ou tronco conico, a cunha
ou tronco pyramidal regular inscripto (n.” 3}; e seja M o ponto
de intersec¢lio do eixo S C da pyramide com o plano %, da secgio
obliqua.

];Iesignando, pois, por Ve, \’..P e Wy o0s volumes da cunha

ou tronco pyramidal, da pyramide que tem o ponto M por vertice
e por base a base recta d'esta cunha ou tronco, e do corpo limi-
tado pelas superficies lateraes d'esta pyramide e da mesma cunha
ou tronco, e pela sua respectiva base obliqua, teremos

V¢F=“rn'_vlpv (I R S (73)0

O volume W, oblem-se facilmente: por quanto é egual &

somma dos volumes das pyramides que tém por verlice commum
o ponto M e por bases as faces da superficie lateral da cunha ou
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tronco pyramidal, cujas éreas designamos por Q, (n.° 2); de modo
que, representando por )y, a altura d’estas pyramides componentes,
ter-se-4 evidentemente

4 1
““P ="3_-1MF.QP ........... (7*-).

Se designarmos por V;, Vi, n ¢ Wy, 0s volumes da cunha
ou tronco conico, da pyramide que tem o vertice em M e por base
a base recla ou circular d’esta cunha ou tronco, a grandeza das
geratrizes rectilineas d’esta pyramide e o volume do corpo limitado
pelas superficies lateraes d'esta pyramide e da mesma cunha ou
tronco, cuja drea representimos por Q. (n.° 2), e pela sua base
obliqua; ou entdo se por estas grandezas designarmos os limites
respectivos das grandezas V,,F, V.?. )...P e W..p. serh

2.° Sejam agora V, e W, os volumes das pyramides que tém
o mesmo vertice S que a superficie conica S(C), que férma a
superficie lateral ou convexa da cunha ou tronco conico, e cujas
bases sdio respectivamente a base recta e a base obliqua d'esta
cunha ou tronco. Entdo teremos evidentemente

Taes sio, pois, as duas expressdes geraes, por meio das quaes

podemos calcular o volume pedido V..

§1

CUNHA CONICA

15. Estabelecidos estas férmulas geraes (75) e (77), comeca-
remos por as applicar & cubalura da cunha conica, considerando
tambem separadamente cada um dos casos que se podem apre-
sentar, como fizemos a respeito da quadratura da superficie d'esta
cunha (n.° 3).

Rl
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Caso da secgio elliplica

16. As grandezas V., Vi, Wi, Vi ¢ W, representam agora
respectivamente os volumes da cunha igA iB, da pyramide M (ip A 1),
do corpo M (ig AiB), e das pyramides S (ip A ¢) e S (ip Bi).

1.° Seja My o ponto em que a perpendicular MM’y baixada
de M sobre a geratriz rectilinea S A do cone S (C) (fig. f3), en-
contra esta recta, e tractemos de exprimir a grandeza d’esta per-
pendicular ou geratris rectilinea do cone supplementar d’aquelle
cone, e a grandeza da altura MC da pyramide M (ig A1), em
funcgdo dos segmentos dados.

A comparagio dos triangulos m CM e m B'B, e dos triangulos
ABB e ASC, da

BB SC

e i g e ¢ B
Cll__mB,me. e BB cﬁxﬂh

d'onde SC PBA

CM=HXWXCm.....-'nQ- (78).

Para calcular M'yM, thmpararemos 08 iriangulos SM'MeSCA,
e teremos ;

CA :
I M=———%8M... . ci.eess 79
MM SAxSH (79)
ou
: CA
M{|H=S—A'(SC-"'MC) ----- R {30}.

Ainda podemos calcular M'4M pelo modo seguinte:

Baixemos de Ay e By sobre a recta SA as perpendiculares Ag o
e By2¢, que a cortam nos pontos ay e 29, € enldo comparando 08
triangulos rectangulos B M’y M e B By 3, teremos
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Mas a comparagdo dos triangulos rectangulos SA.ug e SBy3
dando

S By
B'3°=S—hx &oﬂo

e como é

Apxg < SA=A9A < SC
serd finalmente

_ Y
My M — oA,«cSBo,-:CB <8C

SA* < BoB'
on
|
MM =2, Eﬁf’-ﬂ“ <CB B i i (81)
SA" <GB
Sendo
W =%M M xsupigAiB......... (82)

e
V.=%CM:<:H|1£.,A£=%EM(CAxigﬂ—i.meml}. .. (83)
teremos |
.o 1. _GA PA o . o2
\ [ =-§[2.ﬁ{SC+CH] supioAiB—CM(CAXigAi—2.Cmx mi)] (84)

ou
CA < SBox CB’

-[2 A S Cx supipATB—CM(CA x #9Ai—2.Cm xmi)] (85)

SA xclﬂ'
ou, tornando explicitos os signaes dos segmentos Cm e CM,

v, -%[a.g%(sc:cm,-c supisAiBCM(CA » ipAiCmxmi)] (86)

ou
CA <SBy < CB’

Loty £014
T

8

«8Cx supigAiB 3 CM(CAxX A= Cmxmi)] (87
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adoptando<se o signal superior ou ‘o inferior segando for + ¢ <
ou > + 90° on —c > ou <—90° (*).

Ora é (n.° &) L&
R-2.%.5—L(x+1)

Cm=GA—mA=r. i (88)
R .
B'A=CA—CB'=—L—{L—1) ........ (89)
a vt Y :
mB =r.1-;([‘—)) .......... [:22}
1R
F.B“:-—.—L—{M-{-l} ........... {15)

e se reprcsentafmns por Ha altura § C=VL2—R* do cone S(C),
teremos

292 —L0y+2)

v

- —_— ll. -al‘tnii- go\l
Ly Lo+ Hyes - (
e
R %) :
MJ M=2-"""--"'_'_-|H ccccc e W aa 9‘
0 K {1“+1) \ ]
e logo
1 fl { ] 1
g —ap i I A i e = DR . 30 . 2 =L (%5 42
: ﬁ.l.‘(‘.\u+1}[ v 439

D s -
(Loﬁ—i.zi-ln 1 ' [\nilu}
R LLM]I-'?-J"

2 e 1) RL—:L})J RH (92)

]
.

s L i s 1 e e

(#) Como ji dissemos (n.° §), o angulo o serd posilivo ou pe,Flli'.-p (e por
conseguinte Ve serd implicitamente affecto do signal + ou —J, segundo se
considerar a cunha iy A i B situada acima do plano =,, ou a cubha iy AiB
situada abaixo d’este plano. ;
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ou
1 . 7 - i
V¢=mm i.h.)--ol:""n[2-1{[.1—1:(1.,"'1]]
5 2,%.2—L(g+2) )]
(.661:1.— o Rusens ) JRHU. .00 . (93).

2.° Baixando do vertice 8 do cone S(C) a perpendicular S %
sobre o plano =, da secgdo obliqua (E), sendo 3 0 pé d'esta perpen-
dicular (fig. f3), a expressio do volume W, da pyramide S (ip B1i)
serd
1 by A
ESI@){ supigBi
que tractaremos de exprimir em funcclo das grandezas dadas.
Sendo ewdentemeule e ok
Szux BoB=8SB <« By 2o

e os triangulos S Ag 2y e SBy 3¢ dando ' 1095 -

BoRo= S—I-B—o x Apag

serd
SBy SB
Szﬂ'—"_-xii'ﬂ'—BXﬁgag
e comg 6 .
A“’“KSA=A§4>§$C
ler-se-d Ui
sz‘,;*w\ %« SByxSB Sk i
v 'SA" % By B
¢ sendo

"
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teremos

|
3 SA  xB\yB I (A 0h) .9

e o0volume Y, _darpjra-:mide S(ipAx) fendo por expressia
: { oe

-'-;—f.-SGstmp!inAl'm—;-.SC[Cﬁwiuﬂw—ﬁxﬁmxm-ﬂu.u. (96)

ter-se-4, tornando explicilos os signaes dos segmentos,

i

I ”

V——[CAxmAl.,.i Cmxmi

CAxSByxSB

vy gt @ ssidacncios. <o a
SAl xBGB 1

xsume'E]SC

e por conseguinte p

s 2. 0% — L (Mo + 2)
Ve=— [(90 N _,,Lﬂo—-'l]‘ E.ﬁenr.r)]{‘

Ap- 2.%,2— L3 +1) ;
‘Lhe+ 9 Je—, .|L:L1“’,_2‘} - . R%.sen )]H (98]

Se nas férmulas (93) e (98) pozermos os valores dé Q; ¢ J
(n.° &), acharemos ‘a Tormula geral

M) 'ﬁ-_i-[i.;).u-.l‘*lh.l_u
6 1190 L "90

A —2)2 4 [(2.%. 1-L(19+1)]*

- LT (% =3 i m:ﬁ]'m"ﬂ %)
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1 [qi.’.—lu.lo;1V1o._5
6.L? 9018

o

L (L2020 +2) =4 LoJa 2_ _,_],,,B- H (100)

(R deH Al =1

adoptando-se, como sabemos, o signal superior ou o inferior,

segitido ¢ e 'w foreiti positivos ou negativos, isto'é; ségundo ton-

siderarmos a cunha situada acima ou abaixo do plano =.
Deduzidas, pois, as expressoes geraes de Ve, passaremos a con-

siderar dlguas €asos particulares. (), © v
13. Discussio. — Quando for ¢ = == 90” (h‘ 5} temos
o
2 Mo }—'L(m-i-!) ........... (39)
0R) .p 5. \

d’onde [fﬁrmulas (93 ), (98) e '(99)]

uo

(\ & R
Vee).;..H, 4 ':v;’ﬁifwﬁﬂ*" (93)

ou

jdsdopemsyn L. .. 98)

QHH-E & malusrez paslg o spp olgmore 10q, 0bnogao? @8R
05 19¢ gomev oo\ [ ok s VB b & vinmhon

V¢=“'_'I— 1. ﬁ_

: -:ﬂ : L’ig 1—14)" 20—k b

- ML -\!-_I ]

% L_l ! o 4
T O e ‘. » J
+S!.1-—L':-.-L] R (00

i
Se considefarmos ‘o caso de'ser ‘df-ﬁﬁ +1807, ou X=L,

teremos

Mae b Bt + 7 APORG /
; :.ﬂ.\{ﬂc._“.m‘[m-i‘-mm—m— L) RIR)IT. . (93)"
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(gg)rr_

Qunioﬁnnlmnle for g=w -—r—lsﬂ‘, pu'i.==-ll-'-, acharemos

1
P T L

J'”

Q'” -u-(?o--—[.:}ﬂ n}n i (93)”'

) i 1
V= ; R —2, L:-“u y7).H... .. (98)"

i
Vil L .,;{1 = _LE\/%] = RLH..: (99)".

Caso da ‘secglio _par:hlua _

8. Suppondo, por exemplo, que o plano secante =, é paral-
lelo & geratriz 8 Ay, 6u que dg—= o (fig| [3), vamos ver como
podemos obter mui facilmente as respectivas férmulss, partindo
das que deduzimos para o caso da secgdo elllptlcu (n.° 17).

1.° Fazendo 2ap= 0, Q;=0Q;_ e 6==0_ (n.° 6) na [érmula
(93) (0., 17), teremos

i V,m.=t I'-loO:w—H(gul—L)

1
6.L*

-(%&.L-(m—l,)e._genw,,) li,H. el J(93)
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2,% Se pa formula (98) (n.° 17) fizermos Jo=00; =04
e J;=1J., (n. 6), acharemos, . 41 \ .5l

s lnome 'I : r.r . 2.3 =L ¥ B l y
WV ] [ e et L9 ]
| fiw%-ﬁ.[(goﬁ - l-1|f . 2 iﬂa,-,)ﬂ. . : -
et kaloq, aRiiel g e 0 {1,472 8
" "'*"&-—'—{Jc —_— 1 ;R‘--Iﬁﬁﬁ‘,}]ﬂ- . " [93}‘”-
i L. illayae (A1 off)

=1 .20 ODbNoe ol
Quando n’estas formulas pozermos os valores de Q. © 3
(n.° 6), acharemos a férmula geral |

[0 B0 L ook qus WM. b JW

fce  SAVNBLEAL . E
er‘=_§[ﬁ=+ 3.12 .?..senr.w]ﬂ'.li. .. (99)2
ou . f i '. : w 3 - : ;

{[s. 8.04(3.L—14.2)L i
vV, =--[__ .2, :m] JREH( .
= akoe, ! WL T e W)

Taes sdo as formulas que nos dio o volume pedido. | s
Com a mesma facilidade achariamos as formulas correspondentes
a0 ¢aso 'de ser k== . = B sttt {
Observagio. — E claro que estas férmulas’tambem se podem

deduzir simplesmente e directamente, partindo da fig. fs-
. A, Caso. particular.— Quando for s L=+ 90°%.serd (m"7)
2Aa=L Q¢ == Qe de y=dc 4y e entdo; leremos:

D 2 snoy ob sdlo]l ghnuios & 1vivien | fi

zomr1el

t I I 1y
€01 sloamdl &8  sbm » §ripge - RY ol 0.
1.8 - satvidasand vf:‘i:gi(?jp—-——é—)R’t.“.-upau-g-.:{9‘3}*.

anf

g 8 oboeul)

i 14)

I 3 mirnod
§ I
"' wmoxco coxico

20. Analogamente 30 que fizemos com respeito & quadratura
da saperficie lateral do tronco conico (n.° 11); exporemos tambem
os dois methodos alli seguidos, por meio dos quaes tractaremos
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dé determinar o volume V, do 'tronco conico ﬁn[}nADBg E.BE
(fig. f5), quer seja de primeira quer de sequnda especie. '

Hetho directo. — Devemos observar que, para determinar o
valor de V,, somos dispensades de calcular novamente a grandeza
da perpendicular M'gM, baixada de M sobre a geratriz reétilinea S A,
e as grandezas das alturas M CeS 3 das pyramides M (Ao Dy A D)
e S(ByEgBE), por serem;egualmente dadas pelas respectivas
formulas qué deduzimos para a cunha cohica, na hypothese da
sec¢lio (E) ser elliptica (n." 16).

1> Sendo (fig. o)

. 1 I

1 1 i 10l & 200 o
W.u?.ﬂfuﬂxsupAnDaADBoEuBE
L(: [.E)450. 8 |

M '1 : =
\T,=?.ﬁstupAoDuAD

0013 1.4, 5 : 3 ' /
V,=-::—[M'uﬂxsupAnDﬂADBquBE—EMxsupAJJ@AD] (tot1)

teremos

e logo
o
- L(h+13[

Vo= c—lie.una—ﬁL(:wi) .‘tR]H 400
ndaptando-se o signal superior ou o mfermr, mgundo a mﬂo
elliptica (E) estiver acima ou abaixo da secglio vecta!(C))  * ©

Quando a secclio (E) estiver na segunda folha do cone S(C].
teremos o tronco de segunda especie; e ginda a férmula (102)
satisfaz: porque o8 segmentos g e X sendo entdé negativos, a sua
somma (\g + ) sera affecta do mgnnl —_

Assim, tornando explicitos os signaes em todos os casos, teremos

do- X
Yo Tﬁ*‘i'.“m[' G %t
lonk .O%

i '__ 1200 2 — = (0 + 1]]1 ® "]‘,“l*.-‘.- T L
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2.9 Ovolume W, da pyramide S(Bo EoB E) tendo por expressio
vl l i Y R i i # il

?1 -
: _ —:i—SonsupBgE.}BE 2. a2
¢,8e0do, - : Lok :
. !-IIIJ Eu EoBE:%'i}% X ﬂJp H’n E B" E'
0

teremos [formula, (94)) . . T

“?':i'ﬁnﬂXSBn '\:SBASC)(BUPBFDEIOB,E’

3 51‘ = Bo B

e o volume V, da pyramide S (C) tendo por expressdo

LSGKSUPAQD{]AD

ter-se-a e 3 :
) g 8 : AgA% SByxSB '/
Ve=—[supAg Dy AD — '.{?: e TR
. _ SA"x By B
X supBoEgBE]SC........... (10%)
e por conseguinte :
| | \
vc=:-§[=m_2.;_f;m.1,]ﬂ.... (105).

by
alts

Se nas formulas {1'03} e (105) puzermﬁs os valores de Q. e J.,
relativos ao tronco conico (n.* 11), teremos'a expressao geral

V,:ﬁ%—(i-ﬁ{#)iﬂ’.ﬂ. ... (106).

Methodo indirecto. — Se na formula (99) relativa ao caso da
séegdo elliptica-(n.? 16) fizermos o= w == =='180°, teremos im-
mediatamente a formula (106), correspondente o tronco conico.
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" “@1." Consideremos agora o caso do lqroucmbbninn'mhmihdo
pelas seccdes (El} e (Eg) (fig. f5) (n.° 12). sendo SBo— + Ly,
SBy=+L, SB.u—H'-'-)q] e SBy—=41..

Entao os volumes dos troncos determinados pela secglio recta (C)

(correspondentes ao segmento L) e por cada uma das outras seégdes
obliquas consideradas, terdo respectivamente por expressio

- v'__
_;_[ 101 1J

4 L&\/%_-f];.n_f.-ﬁ

logo, representando por V. o volume pedldn teremos

RE.H

1IL n Mnl-f:ugl - RE.H (10#}[

Se as bases (E ,3] e (Eg) forem parallelas, teremos

e portanto

"’\f(

Lo
¥

L
i P

o 2L L4 Y = REH (109}
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22. Discussio. — Quando fizermos successivamente hp= L
e \=L, a férmula (106) transforma-se nas férmulas (99)" e (99)”
(relativas 4 cunha conica na hypothese da sec¢do (E) ser uma ellipse).
Se for n==2, as formulas (106) e (109) dao,

{1 L3303
VisVeo =371

ou
1 L=

- L.“{Llir..u-mnm.ﬂ... (111)

l‘ﬂl: =‘”c' S—

ou (considerando separadamente os dois troncos de.primeirn e
segunda especie)

i L—)
V"'-:=V”cz=':3--—i‘3—([a'+ L.a+23) =R H. . (112)
e
P 1 L+
V=V, =5 .—5- (L =LAt ) =R H. . (113).

Taes siio as duas [6rmulas que correspondem a serem rectas as
secgdes que limitam estes dois troncos. !

Sendo, pois, r o raio da segunda base ou secdo recta (Cy), serh

.'-El"!-

e portanto [formula (111)]

1 == |
\ﬂc-_,—v'c‘=§-nm‘iﬂ.r+r*)l—'l‘—.ﬂ... (11%)

vlc'..___‘i""=_;_g([{‘ +R.r+4r?) R—FH .+ (118).
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Cousiderando separadamente os dois troncos conicos, teremos

)

VH¢=W",;‘1-.—'“—::—I(“‘+ R.r4 f’)R_r

L (116)

-#,Hc-_—_w,-c‘= w{ﬂ'—ﬂ.r'.fr!;,n;:r.ﬁ..- (117)
o

. =
Ny . MIER LT T i - .
e se represenlarmos por hy e hg as alturas . "He s "H

dos troncos, ler-se-io us [ormulas ordinarias R R
1
- 3;

" " i '
ancbsisgaz: oboptsbizans) po

v'” C=

T PO ‘
H i S

. arqen shaumas
= (R4 R.Ir-il- )1 PRI lsl}f
. 2

'
V"’c=%w(ﬂi~ﬂ:r +1%) hy (117).
ARYINE | L P 'I', L Lz Wyl g
Como se vé, estas expressdes de;_:emlen-do s6 de R, r, hy e hq,
8o, egualmente ppplicayeis aos troncos conicos obliquos de bases
parallelas. ; 3 WY 1] i Sy gt
Quanda n'estas frmulas (116} e (117) ﬁ;crih.'agﬂ;;rf,f teremos

Vi == Rk

1
V'E.:-‘T-i- ﬂ.B‘.ﬁi}- cmleisme . e U’!n”‘

R a}zpr’imefﬁa'i'upmﬁnﬂ. come s!ahemu.s./ representard o
volume d'um cylindro recto ou obliquo ¢om a altura hy e bases
de raio R: e a segunda ainda representard o volume d’um trongo
conico de segunda, especie de bases eguaes, ou o volume d'um
conie) da mesma. altura kg doritronen, ¢ tendo a/base de raio R
egual &s bases d'éste tronco. -
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Observagdo geral

23. Devemos notar que, se niio entrdmos em mais detalhes
n'este estudo, foi para nlio o tornarmos demasiadamente extenso
sem utilidade, visto julgarmos ter estabelecido os pontos capitaes
da questdo proposta, de modo que, com extrema facilidade, os
nossos illustres leitores chegardo a esses detalhes.

Como ji dissemos (0. 1), mais tarde havemos de publicar o
nosso rapido estudo sobre as questdes propostas, etc., e entio
tractaremos d’outros ponlos que agora omitlimos, por ndo serem
completamente: elementares, e diremos tambem algumas: palayras
acerca da determinacho da'brea da superficie lateral & do volume
da cunha cylindrica, bem como sobre a sua relagdo com a deter-
minagio 'da superficie e da capacidade das abobadas 'de barrete
de clerigo e de aresta.’ : ) [ ; o4l

| | ;

i
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SOBRE A QUESTAO PROPOSTA N. 13

L. F. MARRECAS FERREIRA

Determinar o vertice commum de dois Hmﬂm lqu'ml-
mente similhantes, de bases dadas AD ¢ BC.

Supponha-se que os pontos A e B estdo situados d'um mesmo
lado do vertice; D e C do outro; seja V este vertice commum
que se deseja determinar; Vp e Vg as alturas respectivas dos dois
triangulos similhantes, pertencendo a primeira ao triangulo VA D,
a segunda a VB C. Da condigio de symetria resulta:

Vé-se evidentemente que o ponto V existe em dois logares
geomelricos distinctos: na circumferencia, logar des pontos, cujas
distancias a A e B guardam a relaglio k, e na outra circumferencia
correspondente aos pontos D e C, existindo o centro da primeira
no prolongamento de AB, o da segunda no prolongamento de DG,
e ambos d'um mesmo lado em relagdo & menor das bases dos
triangulos.

Haveré portanto duas solugdes, quando os logares geometricos
se interceptarem; uma no caso de tangencia; nenhuma, se as
curvas forem exteriores, ou existir uma no interior da outra.

Quando houver duas solugdes, devem ser estas symetricamente
dispostas em relagio & linha dos centros das circumferencias,
como esla é exterior ao quadrilatero, ¢ facil o suppor-se que as
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solugdes podem ficar egualmente no exterior, o que ndo succede,
porque existe qualquer d'ellas n’'uma recta, passando pelo vertice
do angulo formado por A D e BC, e satislazendo & condigdo de
ser o logar geometrico dos pontos, cujas distancias a AD e BC
tém entre si a relagio k; ora, como é claro, s6 duns rectas satis-
fazem a esta condigio: umaexiste no interior do angulo, a outra
no exterior ; portanto, havendo duas solugdes, cabe a uma d'estas
a posigdo sobre a primeira rectd, 4 outra sobre a segunda.
_Apesar da propriedade reconhecida para estas linhas, ndo podem
ellas servir para a resolugho do problema; mas sim como veri-
ficagio das construcgdes para esse fim realisadas; vé-se bem que
ellas produzem sempre ‘duas interseccdes com qualquer das cir-
cumferencias, e podem estas nlio estar situadas sobre a outra.

No caso de tangencia, devendo havér um unico ponto commum
sobre a linha dos centros, estard o vertice obtido féra do quadri-
latero e do lado correspondente & menor das bases, sobre a recta
exterior, tornando-se por conseguinte a dutra parasita.

As reflexdes expendidas applicam-se egualmente, quando pelo
parallelismo de dois lados oppostos do quadrilatero se converta'este
n'um trapesio, ndo sendo os dois casos dignos de mengdo especial.

Se os pontos A e B, por exemplo, se confundissem, islo &, se
AD e BC fossem segmentos dos lados d'um angulo, tomados a
partir do vertice, confundiam-se VA e VB, e pela condigio de

A A

symetria: VAD=VBC, segue-se que o ponto V devia estar
situado sobre a bissectriz do angulo, e como as distancias d"um
ponto d'esta aos lados s3o eguaes, o problema s6 ¢ possivel, quando
os scgmentos AD e BC forem tambem eguaes; n'este caso parti-
cular os pontos da bissectriz, situados tanto d’um como do outro
lado do vertice, resolvem o problema, determinando qualquer d’elles
dois triangulos eguaes; ha uma infinidade de solugdes, e & im-
possivel qualquer no exterior da bissectriz.

Excluindo este caso, podemes, pois, dizer que da condicio de
symetria resuitam duas solucbes, uma, ou nenbuma, como demons-
trarei ainda por outro modo.

Seguindo-se o processo anterior péde-se resolver o caso de dis-
symetria, caracterisado pelas seguintes condigdes :

A A A A A A
AVD=BVC; VAD=VCB; VBC=VDA
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= ——

Um dos centros fiea situado no prolongamento da diagonal AC do
quadrilatero, o segundo no prolongsmento da diagonal BD, e ambos
do lado correspondente & menor das bases dos triangulos.

As duas rectas passando pelo vertice do angulo, formado por
A D e BC, desempenham o mesmo papel que anteriormente, e
sobre a posigo das solugdes tem ainda logar a analyse apresentada,

Se n’esta hypothese os pontos A e B, por exemplo, se confun-
direm, o numero de soluches, ao contrario do caso precedente,
& limitado; faciimente se reconhece que as duas circumferencias
subsistem, tendo uma d’ellas v centro sobre um dos lados do angulo
formado e a outra sobre o prolongamento do segundo, podendo
haver duas solugdes; uma apenas no interior ou no exterior do
angulo, segundo que o ponto de tangencia dos curvas existe no
interior ou no exterior; nenhuma solugdo, quando se ndo interce-
ptarem ou estiver uma d’ellas no interior da outra, — ha aqui a

notar a importante equivalencia de areas: VA'=VDxVCe se
for recto o sngulo DA €, as linhas DV e V C confundir-se-3o
n'uma unica, incidindo perpendicularmente sobre esta a recta VA.

Se AD e BC forem parallelas 4 soluglo interna ao quadrilatero,
existe no cruzamento das diagonaes interiores.

Péde-se ainda resolver o problema proposto por um processo
diverso que vou succintamente descrever.
Supponhamos que V existe dentro do quadrilatero

A A
VAD—=VBC=x;
serd

A N i A
VAB=DAB—2a; VBA=CBA—«;

logo .
Pl iy A A

VAB—VBA=DAB—CB A= constante.

Da mesma sorte A A
Y D C — V C D==constante.
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O vertice d'um triangulo, cuja base é dada em grandeza e
posigdo, sendo constante a differenga dos angulos na base, acha-se
n’'um ramo de hyperbole, que passa pelo extremo da base, vertice
do maior dos dois angulos; o segundo ramo da curva, n’este caso
|parasita, que passa pelo outro extremo, s6 é util, quando a diffe-
renga, subsistir a favor do angulo, cujo_ yertice n’elle existe,

Tinhamos portanto para a determinagio do ponto interior dois
ramos de hyperboles distinctas, e como’ elles nd6 ‘podem ter mais
d’'um cruzamento sobre a recta, que passa pelo vertice do angulo
e no interior d’este, com a propriedade j& designada, segue-se que
s6 pode haver uma unica solugdo dentro do quadrilatero.

Para determinar a solugdo externa teremos:

A A A A
VAB+VBA=DAB 4 CB A = constante,

logo o angulo AVB é tambem constante e determina-se a posi¢io
do vertice, copstruindo sobre AB o segmento capaz d’aquelle
angulo; da mesma sorte se determina a grandeza do.angulo DYC
e se construe sobre D C o segmento que o deve conter; da inter-
secqlio dos dois arcos podem resultar dois pontos, um 86, ou nenhum
e como aquelle, que resolve o problema n’estas circumstancias,
deve estar na recla, que passa ‘pelo vertice do angulo formado
por AD e BC, situada exteriormente a elle, segue-se que sb
resultard uma unica solugho externa, ou nemhuma. © 1 .55
/s dois pontos de intersecgdo podem ser simultaneamente solu-
gdes, uma no exterior do quadrilatero, outra no interior, quando
n’estas duas posi¢des ndio variarem os angulos AVB e DVC.

A penhum dos cinco casos de dissymetria convém este processo
e aos quatro que do primeiro ilruceuu foram excluidos, nlio péde
convir, segundo supponho, nenhum que seja elementar.
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RECHERCHES SYNTHETIQUES ET ANALYTIQUES SUR LE CERCLE VARIABLE
_ ASSUJETTI A COUPER CONTINUELLEMENT DEUX CERCLES DONNES
SOUS DES ANGLES EGALEMENT DONNES

PAR

ALFREDO SCHIAPPA MONTEIRO
(St
11

Cas des oercles non concentriques

§1
ETUDE SYNTHETIQUE

27. En considérant, dans le cas précédent (fig. 1), les con=
stractions relatives i chaque point &, &y, ..., du cercle (E), il est
évident que, quand nous doonerons & l'autre cercle (I) un mou-
vement de translation quelconque, le premier cercle restant fixe,
tous les poinis el lous les lignes de la figure prendront lewrs posi-
tions relatives correspondantes 4 la solulion du probléme dans le
cas général; que mous allons étudier. . . . _ :

Désignons, done, par C, la position finale du centre du cercle
(T) (fig. 2), et considérons les deux points b et a'y du cercle (E)
correspondants & sa corde ba'y.

Cela posé, il est évident que, pendant le mouvemente du cer-
cle (T) les rayons C,¢; et Coc'; tourneront autour des sommets ¢,
et ¢; du rectangle auxiliaire ¢;¢';¢;¢’;, et les perpendiculaires n, 0
et n';0, élevées sur les points milieux n, et n'; de ces rayons se
coupant constamment sur la corde b a'y, leur point d'intersection o
sera le centre du cercle (z) ou (0), qui passe par b; et il en sera
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de méme quand nous considérerons le déplacement des rayons,
qui déterminent le centre oy du cercle (1) ou (0y), lequel passe
par l'autre extrémité a'y de la corde considérée. :

D'aprés cela le cercle (X) (fig. 1) se transformera en une
courbe (3) (fig. 2), qui continuera & couper la droite b 'y en deux
points o et oy, et par suile celle courbe sera une conique.

On reconnaitra de méme que la transformée du cercle (X')
sera une autre conique (3'). oy i

_Si, dans la fig. 1, le cercle (I) se réduit au centre C,, nous
avons ‘déja va (0.° 14§ 8°) que les cercles (X) et (X') se confon-
daient: par suite les coniques (3} et (¥') de la figure transformée
se confondront aussi en une seule et méme conique (o).

On arrive ainsi & ce théoréme:

Tukorime 1. — Une section conique quelconque (3) peut éire
congidérée. comme. la courbe parcourue par le centre o d'un cer-
cle (x) variable de grandeur, assujetti a couper continuellement,
sous des angles donnés e et i, deux cercles également donnés (E)
et (I); ou & passer par un point donné C, et G couper, sous un
angle donné e, un cercle également donné (E). :
- En considérant le centre o du cercle variable (z) comme le
point de rencontre des cordes ba'y et b b" des cercles (E) et (I),
coupés par celles-ci, sous les angles constants (90°-—e) et, (90°—i),
que mous représenterons par ¢ et ¥, le théoréme précédent se
transformera_dans le suivant: :

TutoriMe Il — Une section conique quelconque () peut étre
considérée comme la courbe parcourue par le point & intersection 0
de deux cordes ba'y et b'b", appartenant respectivement & deux
cercles donnés (E) et (1), et les coupant continuellement sous des
angles également donnés ¢ et V', de maniére que le point d’inter-
section considérd se trouve équidistant de deux des extrémités b
et b' de ces cordes; ou celte conigue peut étre considérée comme
la courbe parcourue par le point o de la corde ba'y d'un cercle
donné (E), coupé par celle-ci sous. un angle également donné ¢
de maniére que ce point se trouve équidistant d'un point donné C,,
el d'une des extrémités b de cette corde,

- ®8. Si-nous considérons les circonférences enveloppes (E”)
et (I) de ces cordes, le point o sera aussi le point de concours
des langentes o mg et o m'y & ces circonférences, el la somme algé-
brique de ces tangentes sera conslante, ou égale @ la somme ou
d la différence des segments bma et b w's ou des demi-cordes

E ]
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des cercles (E) et (1), égales auz rayons R’ et 1/ des cercles enve-
loppes (E') ‘et () ‘des cordes ba et b/ d' (perpendiculaires & ces
demi-cordes), en tenant toujours compte du signe des segments
respectifs. :

" En effet, on a (fig. 2)

omeg—ob4bmy... L. 0000 (32)

et
om*,=ob’+b'm’,... sasssine (33}

et en prenant toujours les segments o b et 0’ avec le méme signe
(n.° 16) on aura:

.o“‘—omjl=bml“y-‘lﬂ.'.atoo-n {3“]

oF, en représentant par My et M'y les points milieux des cotés ¢, ¢’
et ¢;¢; du rectangle auxiliaire, le segment b m's étant égal & bM/;
ou b M, sera constamment positif ou constamment négatif, selon
que le point o décrit I'une ou I'autre des coniques (3) et (3):
donc, si nous représentons par < el </ les segments var.ables omg
et o m's, nous aurons pour I'une des coniques (2):

v = of s RV EPAHE B, 40 P . (35)
et pour l'autre conique (')

B ® o B s i o e o SR
Ainsi, par une conique quelconque, nous aurons, en général,

g % o< olus conbbid? LW e (31}«
*Donc:

Tukontme L. — Etant donnés deux’ cercles (E") et (I"), si
deux tangentes a ceux-ci se déplacent de maniére que la somme
algébrique des distances « et <’ des points de contact auz points
d'intersection o de ces tangents soil ume grandeur constante, les
lieux géométriques décrits par ce point d'intersection seront deuz
coniques (Z) et (3) données de forme et de position.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 133

'Si le cercle directeur () se réduit & son centre Cy, on aura
r*_o, et la tangente se confondra avec le “rayon vecteur G,m:-p
d'oin il résulte la relation

[ r'

1iP’=Rj-!iiiI—ld‘i-.II.i {33)

et les deux coniques se confondront en une seule conique (s), agant
pour un des foyers le point C,.

+Donc:

Tukoreme 1V. — Etanit donné un cercle (E") et un potnl &,
si Tune langente @ ce cercle et un rayon vecteur, pariant de ce
point, se déplacent de mamiére que la somme algébrique des dis-
tances © el p', du point de contact ef du point donné a celui de
Uintersection o de ces droiles variables, soit une grandeur cons-
tante, le liew géomdirique décrit par ce point d'intersection sera
une conique (a) donnée de forme et de position. 3

29. D'aprés cela, nous pouvons donner aux cercles enre[oppu
(E") et (I") le nom de cercles focauz ou foyers tangentiels, et &
leurs tangentes t et 7' le nom de vecteurs tangentiels ou roulants:

Dans le cas ol ces cercles se réduisent & leurs centres ils peu-
vent recevoir le nom de points focaux ou foyers rayonnmm et
les vecteurs correspondants le nom de veeteurs pwoumu ou rayon-
nants: en réservant la depomination ordinaire de foyers et de
vecteurs pour. exprimer les foyers et les vecteurs, quels qu'ils
soient.

Si plusieurs coniques ont un méme cercle focal, nous les lppe-
lons monocyclomofocales ou monocycloconfocales.

Quand les coniques auront un méme point fm! elles seront
nommées mmosugmnmnfnrales

Les coniques ayant les deux mémes cercles focauz, nous les
uppel!erom cyclomofocales ou cycloconfocales; et nous donnerons
aux coniques le nom de stigmoconfocales, quand elles auront les
deux mémes points focaus.

Eofin ces courbes seront dites monemofocales ou momdon*
focales et homofocales ou confocales suivant qu’elles aient un ou
deux mémes foyers, quels qu'ils soient.

80. Tracé de la tangente en un point_quelconque, — Vo]'nnl
maintenaut comme la méthode de Roberval, appliquée aux coni-
ques ainsi engendrées, nous donne trés-facilement la tangente en
un quelconque de leurs points. ,
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Considérons, donc, la conique (), et proposons  mous ‘de lul
mener 'la tangente au point o (fig. 2).

Soit o un point du lieu (3) infiniment voisin du- pomt 0, el
abaissons de ce point-la Ies perpendwulalres 0" 0" et o" 0" sur
les rayons C,0 et Co.

Si nous représentons par dt le temps infiniment peut que le

éomt met & aller du point o au Poml: a’, le rnpport —d-— sera ll

U uH
seront les compmantes

vitesse du point. Les rapports 0 et

dt
de cette vitesse suivant 0 C, et In perpendwu]alre o'"o". De méme,
00" oV
oTI - et —— T seront les composantes de la vitesse absolue du point

suivant 0 C et la perpendiculaire o' o'

Si nous considérons le point mobile o sur les cordes ba’g
b'b" des cercles (E) et (I), les espaces parcourus sur ces cordes,
comptés A partir des points b et b, seront égaux, et alors les

oo

oo™
grandeurs des vitesses composantes — - T et o du point, suivant

0C, et 0 C, ne seront plus que les projections des vitesses égales
entre elles, dont le point se trouve animé sur ces mémes cordes,

En prenant, donc, pour grandeur de ces vitesses égales les
rayons ob et o' du cercle (o), les cordes bb, et b/ b'y, communes
a ce cercle et  chacun des cercles donnés (E) et (I), représente-
ront les directions des vitesses composantes perpendiculaires aux
rayons Co et C,0: de maniére que, en unissant leur pmnt de
concours [ au poml. 0, nous aurons la vitesse absolue correspon-
dante de ce point, en grandeur et en direction, et par conséquent
la tangente o [ dans le point donné.

Autrement.— En vertu de la rotation des cordes ba'y et b' b/,
la vitesse absolue du point générateur o peut 8tre considérée
comme la résultante d'une vitesse de translation ou de glissement
le long de ces cordes, et d'une vitesse de rotation autour de C
et C,, ou d'entrainement. -

Puisque le point o se trouve toujours équidistant de b et &/ les
vitesses de glissement ou relatives seront égales: d'oi il s'ensuit

que, en représentant ces vitesses par ob et ob/, les vitesses de
" rotation ou d'entraincment correspondantes seront représentées
par les perpendiculaires bby f et &' V' f abaissées de b et &' sur les
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rayons Co et C,0, qui les coupent en ¢ et ¢/, et la dngoml&of
du quadrilatére 0 b/ sera la tangente demandée. -

Al résulte de la que, si, sur les deux couples de vecteurs tan
gqmals mgo, m"g0 et m's0, m'""'g0, nous marquons respectivement
les deux couples de segments éganx ab, oby et o/, o¥ly; les
segments bby 2=bo —byo (=) et é’b'g-"—b"o-—-r-b;o. 8¢ oeupunt
en f, nous donneront la tangente o f.

34. Nous pouvons aussi arriver directement, A oath cohalﬂm-
tion en regardant le point o comme appartenant succéssivement
& chacun des vecteurs tangentiels m's o, nf'g o et n"go. n"’g 0.

‘En effet, la somme "

mgo + my0 =+ (mgo-i—m”'go)mi(mﬂ* ll";n}

restant constante (n 28), il en r&sulte néwualremepl qup lel
vitesses du point suivant ces vecteurs sont égllu-

Ainsi les segments ob et o by représentant les vitesses éghlu
du point, sur les vecteurs mgo et m"go, nous aurons la vitesse

de translation 0 ¢ =~ —- . (o b + oby), dont !e segment b b, se trouve

animé; et, si nous cunmnmom la vitesse de'rotation du point
autour de C, ou sa vitesse de glissement ‘sur ce’ segment, il nutrt
suffirait de la porter sur celui-ci, & partir de son Eo:nt miliey g,
puis de joindre son extrémité f au point o, et la ‘of; winsi
obtenue, serait la vitesse absolue de ce point.
De méme les segments ob et ob'y, & gaux aux précédents, re-
présentant les vitesses sur les recteurs 20 et m"3 0, nous aurons

la vitesse de translation nq::n—(nb‘ 4 obs) du segment. b b,

et en portant sur ce segment, A partir de son pmut milieu 9, Ja
vitesse de rotation” autour de C,, et joignant son extrémité au
int 0, nous aurions encore la vitesse absolue de ce point.
“L'extrémité de la ligne qui représente la vitesse absolue du
int o, devant se trouver aqln fois sur b by et b'b'y, sera donc Ie
mt f ol ces Ilgnes se rencontrent; et par conléquent of sera
oette vitesse ou la tangente dans le point considéré.

[. Celte nolation de la somme géomélrique des segmenis est celle que
Ilavitis adopte dans sa mélllnde des équipollences, dont les priwpal
larom quelquefois employés dans cette élude.
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 Dans le cas particulier o les cercles focaux se réduisent
leurs centres C et Cy, ou deviennent les points focaux de la conique
transformée () des coniques () et ('), nous aurons ob==0bj==0¢
et ob' 2 o0bg-0g, cest-d-dire les vectears de chaque couple
tangentiel, étant équipollents, se confondront avec les rayons Co
et Cyo, gm seront ‘alors les vecteurs plvotants ou ordinaires, et
nous arriverons au procédé connu pour tirer la tangente en un
point d'une conique au moyen des rayons vecteurs respectifs.

82. Le point My, situé sur le vecteur mg o, étant symétrique
des extrémités 'y et m"'y des vecteurs m'zo et m''g0, par rap-
port aux hissectrices des angles m's 0o My et m'“s0 M,, décrit évi-
demment un cercle (CM,) ayant le centre en C el le rnyon égal
au segment C My =2 € mg —Mjmq.

I]e méme si nous nmrquouu sur le vecleur mgo le aegmeni.

m,ll égn! A m,M; ou a la somme o mg — om's, le po:ntHaar.p
l]mélnquq - mg et m”g, par, rapport_aux_bissectrices  des

angles mg ﬂf et m*;oH ‘et décrira un cercle’ dont le centre

sera 'C, et le rayon C.,M = CM;.

+En considérant. semblablement les vecteurs relatifs 2 l'autre
conique (2'), décrite par le point o', nous arrivons & des résultats
tout a fait. analogues,

Nous_pouvons, donner au cercle (C M) le RO de cercle darq--
cleur relatif au foyer (I"),

La conique (2) a deux cercles dnmcteun égau: eormpondlnu
a ses deux foyers; et 1l en est de méme de sa confocale (), -

33. 1l est évident que, lorsque (fig. 2) la corde bay mnme
autour de C, entrainant le rectangle auxiliaire e;¢/;¢s ¢;, les rayons
C.,c. et C,cs tourneront autour de C, et leurs points milieux n,
et ', décriront deux cercles {g,n) et (g,n',), dont le_centre g,
sera le point milieu du segment CC,; dou il résulte' que les en-
veloppes des Ke ndiculaires n,o et n'yo seront deux coniques
stigmaconfocales l‘ﬁ et (¢), ayant pour points focaux les points C
et C,: car on sait que le lieu géomeltrique des projections des points
focauz d’une conique sur ses !angmm est un cercle décrit sur I'axe
focal comme diamétre.

Les points N, et N'; oil les rayons Ce, et Cc/; des cercles (Ce,)

et (Cely) rﬁncnntrent les perpendiculaires n;o et n';0 sont les
points de contact de celles-ci-avec leurs ~enveloppes (e) et (¢):
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attendu que ces points sont les centres des cercles (N, C,) et (N'; C,),
:l"i passent par C, et touchent ces cercles-la, ou alors parce que
on a évidemment 4

230711 (6 Nows NeGommm Gonrmconsbs - - -+ (39)

)

BILE AUNUU3C Ay X Ml Seel CaAldnat cAUR ."-‘.-1' \
oy ONA AN, B, = C Y, = const.. .. ... (40).

D'aprés cela nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Takorime V. — Une section conique quelconque () peut dtre
considérée comme la courbe porcourue par le point de renconire 0
de deuzx tangentes N,o et N';0 d deum coniques stigmoconfocales (¢)
et (¢), -dont les points de conitact N, et Ny soient vus de l'unides
foyers G sous un angle vecteur constani N;GN';:l les points fo-
caux € ot C, des coniques directrices étant! les centres des cereles
focasiz de la conique engendrée. |- i1 | oton ol "
-84, Le point o se trouvant, par construction, équidistant des
points Cy; ¢, et 0'g, il Tésulte de cette propriéié de la figure la
proposition suivante: - luami= ofa .mabyo sriemitg vh
'Takonime VL — Uné conique quelconque ((3) peut dire consi-
dérée commie la: courbe parcourue par le centre o d'un cercle (0 Co)
assujelti @ passer conlinuellemenl par un point donné Gy el par
dewz autres point c; et c'; de deux cercles concentriques (Ce;) et
(C¢y) également donnés, la distance o, c'; entre ces derniers points
étant constante. Awrutiedengs ubind o sip
85. Quand, sans la distance ¢;c's== 2.r" dtre nulle, les cercles
(Cc;) et (€¢;) se confondront, il en sera de méme des coniques
(2) et (3'), et nous aurons les deux théorémes suivants, comme

des cas particuliers des théorémes Vet V1, o0 o 4
Tatonkme VII. — Si, autour de [un des points focauax d'une
conigue (e,), on fait tourner un angle vecteur de grandeur cons-
tante, et que par, les points ol ses clds renconirent la conique
on méne déux tangentes & la courbe, le point d'intersection o de
ces deux tangentes aura pour liew géométrique une seconde coni~
que (&), donnée de:forme et de position ()1, .t
- | s 1 . D n_(ﬂ'.'ﬂvl.m}n\

§
A LV TS

{ldeur. Traité des propriétés projectives des figures, par Mr. Poncelet,
2.° édition, t. 1, ni® 4800 0 0 woul ofe (1 0 @l N pbaw o
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"~ "SOBRE A INTEGRACAO DAS EQUACOES :
As DERIVADAS PARCIAES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

F. Gomes TEIXEIRA

E bem conhecido o methodo de Monge para integrar as equa-
odes &s derivadas parciaes lineares de segunda ordem, quando estas
equagdes tem integral intermedio. No presente artigo vou dar um
methodo novo para integrar estas equagdes no caso particular-de
a funccdo arbitraria do integral intermedio conter 86 z e y. Fago
depender esta integraglo da de duas equagdes 4s derivadas parciaes
de primeira ordem, ndo simultaneas e independentes, que sdo

m lineares. Dou tambem as condigdes necessarias ¢ suffi-
cientes para haver integral intermedio com uma funcgdo arbitraria
dezey. "o 0 B i

0 mgthudu que apresento ndo é preferivel ao de Monge, mas
serve de base a investigagdes mais importantes sobre esta doutrina,
que mais tarde apresentarei. VRO Sty 8

= s

Seja propusﬁ a equagdo &s derivadas parciaes de segunda ordem
com duas variaveis independentes I

F=Ar+4+Bs+Ci4+D=0.,....... . (1)
onde é
dz ds diz diz diz

EE’;! q=a—y| r=m’ l=m| ‘=E-Ei_ :

e oﬁde A,IB, C, D sao funcgdes de x, y, 3, p, q.' i
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Notemos primeiro que s6 as equagdes és derivadas parciaes da
férma (1) é que podem ter integral intermedio com uma funcglio
arbitraria de z e y. E o que se vé derivando telativamente a =
ey o integral vy = ¢ (vs), sendo vg funcgho de » e y, ¢ eliminando
entre as equagdes resultantes ¢’ (va), pois que se, chega assim a
uma equacho da forma (1). ol — -

Procuremos as condigdes necessarias e sufficientes para que a
equagdo (1) tenha um integral intermedio com uma funcgdo arbi-
traria de z e y, isto &, da férma

usq(z, y]ﬂf(-‘a"u Ys 5 Ps ‘I)

Derivando esta equagio, o'que dé . >

(=404 (6D (D

L

. 3)

=80+ (00: (D ()]

e, eliminando em (1) tres das seis quantidades 3, p, q, r, s, t por
meio de (2) e (3), deve vir um resullado tal que, se a func¢do ¢
fosse conhecida, substituindo-a n'esse resultado, deveria elle tor-
nar-se identicamente nullo, o que ndio. péde acontécer em quanto
tiver alguma das quantidades z, p, g, r, s, {, visto que ¢ & s6
funcgio de = e y. Logo quando se eliminam tres das quantidades

ntes, devem desapparecer as outras tres e vir um resultado

| ‘I‘[“" ¥ (ﬁ)- (j—;)]=o ........ (#).

As condi¢des necessarias e sufficientes para que desapparecam
tres das quantidades 3, p, g, r, 5, ¢ quando se eliminam as outras
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Lres sdo, em virtude de um theorema de Jacobi sobre os ddth

nanles lunocmuea

(@)

(@)

o)
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/dF

(

—

dr

) ()

0. (i)

G (&)

T

&)
@
()

df-

E)
dz’’

(422
(d

Ap

dp

(dF'

77)

(@)

af

dz

af
dy

)

)

dp

ﬂﬂoo-u (7)

logo estes tres determinantes representam as condigdes necessarias
e sufficientes para que a equagiio (1) tenha um integral intermedio
com uma funcglio arbitraria de z e y. _

A equaglio de condigio (5) da

A

() (G
A

B , C |
Pt

)

(df)=0 deve-se eliminar ¢ em logar de p em (1) por

meio da equagdo (2), o que dé o mesmo determinante multiplicado

(:—2) ndio péde ser nullo a0 mesmo tempo que (J_D'




142 ~. ' JORNAL DE SCIENCIAS

logo deve o determinante ser sempre nullo. Este determinante

da . (o=
c (gfé)!+ A (j—’;)f—ﬂ(:—’;) (:—D—_jo. ..... 8)
({h)=a(th), E—o(D)..

chamando Q e ﬂ’ as raizes da equaglo

W vy g SRV B (10).

Cada uma das' equacdes (9)'é uma equaclio 4s derivadas par-
ciaes lineares de primeira ordem com duas variaveis independentes,
e portanto a sua inlegragdo ¢ sempre possivel. Temos assim dois
Valores para o segundo membro da [6rmula (2). Substituamos nas
equacdes de condiglio (6) e (7) as derivadas tiradas do segundo
membro de (2), que ji é conhecido, e eliminemos depois n'ellas
P ou g pela mesma e?uacﬁu (2) para o que nfio é necessario co-
nhecer a formula da funcglio g, que entra no primeiro membro.
Se o resultado que assim se obtem é identicamente nullo para
ambas as [6rmas da funcglio [ dadas por (9), a proposta tem dois
integraes intermedios; se é identicamente nullo para uma s6 d'estas
formas, a proposta tem um s6 integral intermedio da [6rma con-
siderada; se ndo é identicamente pullo para nephuma das f6rmas
da funcgdo f, a proposta ndo tem integral inlermedio da f6rma
considerada.

Vejamos como se ‘acaba de determinar o integral (2) quando
as equagdes da condige (6) E.é'i’,) sio satisleitas. N'este caso a
eliminagdo de tres das quantidades p, q, r, s, ¢ entre as equagdes
(1), (2), (3), leva, como ja vimos, a uma equacio da [6rma (4),
que por ser, 4s derivadas parciaes de primeira ordem com duas
variaveis independentes se integra, e da a [6rma da funccio ¢,
isto &, 0 primeiro membro de (2}, e temos assim o integral inter-
medio da proposta com uma funcgdo arbitraria introduzida ou

por (9) ou por (4).
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A vantagem de proceder 4 verificagio das equagdes de condigio
sﬁj (7) antes da eliminagdo, estd em que assim comegamos por
ormar dovs termos da equaclo final s njuelles que devem des-
apparecer, e s6 depois de se verificar que desapparecem, ¢ que se
acham os outros.

De resto, quando se queira fazer a verificagdo, & conveniente,
visto que os determinantes (6) e (7) differem s6 na terceira columna,

dar-lhes a f6rma
(S bl hateken

SC CHAY
EANEAETEANES! )

dg dp

“"_ G‘D‘ (ﬁ%)
"dd—'{
Lty oy ()

@ @)

(. ¢
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@) &)

G G

0, ((Tp),

e
CNEY

@ Gl

Appliquemos esta doutrina & integn#o da equaglio

raty 25yl+yilﬁﬂ.-
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A equagio (10) da n'este caso

T

Q=—

y

GE)=+GD)

que integrada, para o que se deverd empregar as equagdes

o que reduz (9) a

df=0, dq{-—:rdpzﬂ.
dé o segundo membro de (2), isto &
&
[ 9 5 py ‘?)-i'l"!;‘P'

As equagdes de condigdo (6) e (7) slo satisfeitas, pois que os
determinantes

at, 2y, 0, O 2%, 2=zy, 0, 0
Oyl siiyg el o imeigrioh g v

y y
SIS RE TN TR s S LG
y y ¥y y

X &
0! ?1 01_—‘;‘1 n! _y-l or_?

:llu nullos. Logo haverd um integral com uma [uncgdo arbitraria
exey.

10
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Vem pois

w ol
p(@y)=9+p

de\ 'p x
(E;:)_"__t}"'- you b

()=—F 2
y y Y

e, substituindo na proposta os valores de r e ¢ tirados d'estas
ultimas equagdes e o valor de ¢ tirado da primeira,

“(z2)

¢z, sr]=]v(%)n :

que da

logo o integral intermedio da_proposta é

P ool L

sendo ¢ a funcglo arbitraria.

Passando 4 doutrina geral faremos ainda duas observaghes:

1.* Por ser a equagdo proposta do primeiro grau relativamente
ar,sel, aequagio (4) serd tambem do primeiro grau relativa-
mente a (:;E) e (g{). pois que as I'éimu[ab de transformagfio (3)
sio do 'primeiro grau relativamente a todas estas quantidades.

2.* Se, antes de fazer a eliminagio de tres das quantidades
P, ¢, ¥y § € na proposta por meio de (2) e (3), verificarmos que
as equagdes de condigdo (6) e (7) tém logar, podemos nas [6r-
mulas (1), (2), (8) annullar as duas das quantidades p, q, 1, s e ¢,
que devem desapparecer pela eliminado, e proceder depois &
eliminagdo que fica assim mais simples,
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Discutamos agora a equagao (10). '
1. Se A, B, C forem s6 funcgdes de = e y, virs, integrando (9)

u==q 4 pQ

e as equagdes de condigio (6) e (7) reduzir-se-do @is seguintes:
'l L

A,

0,

i1,

0,

ou

B,

0,

Q,

) G
1.} — 9

0., g3)

’=0 -I. ‘_I J
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Logo para haver no caso que estamos considerando um integral
intermedio com uma funcgiio arbitraria de z e y, é necessario que
a proposta ndio contenha 3z, e que tenha logar a equagio de con-
digo precedente, sendo {2 uma das raizes de (10).

Haveré dois integraes intermedios, quando a equagdo de con-
digdo precedente for satisfeita por ambas as raizes da equagdo de
condigdo (10).

Passemos outra vez ao caso de A, B, C serem [unc¢des de
Ty Yy %y P! .

g.‘ Se for Q== 1)/, para o que é necessaria a condi¢do

B! —4AC=0,

os dois integraes intermedios, se os houver, reduzir-se-do a um
s6, e os argumentos das func¢des arbitrarias do integral primitivo
serdo eguaes,

3.° Se for A=0, sera

B
ﬂ=ﬂ, ﬂ':--E

G- @@

logo uma das férmas da funcgdo [ nlio conteré p.
4.° Se [or C=0, seri

e portanto

Q=:no, ﬂ'=-£-

B

o= @-5G

e portanio uma das férmas da funcglio f nio conterd g.
5.° Se for a0 mesmo tempo A ==0, C=0, vira

logo

N=0, Q=«
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df dfy
isto &, uma das f6rmas da funcclio f nlio conteré p e a outra ndo
conterd q.

6.° Se for a0 mesmo tempo A==0 e B==0, vir4

NQ=0¢e Q=0

()~

isto &, as duas [6rmas da funccdo [ ndo conterdo p.
7.° Se for B=0 e C=0, vird

e portanto sempre

Q=—0w, Q=

)

isto ¢, as duas [ormas de [ ndo conterdo q.

e serd sempre

O estudo d'estes diversos casos & importante, pois a elles se
reduzem muitas vezes os casos mais complicados. Yamos, pois,
occupar-nos delles.

I. Caso de ser C==0.— Consideremos a equagdo is derivadas
parciaes
F=Ar4Bs+ D=0

onde B e D siio funcgdes de z, y, z, p, q.
Ja vimos que n'este caso a equaglo (5) reduz-se ds duas

seguintes :
o= AGp—2Go)
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A segunda solugiio ndo leva o resultado notavel.
Considerando, pois, s6 a soluglio, (g-g): 0, vem

Tnowss fayy, 8 p) . svvi shoven (1)
(= 40 (4 81
5) =G+ GE)o+ Gp):

A segunda equaclio de condi¢o (6) da

que dé

l

[

dF dF
Al B! ‘J‘i} a
af
L] ] Bv A3 o

0, 0 ip .

iRy EI =ﬁ ‘J
df dz
30 ] Or e
dp - dp
a8l
o, 4 ar “dy
"l s ds oldp
ou y
A i LT L) RS (13).

dz dqdp
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A funcgdo f deve pois ser dada por esta equagio, e como ella
ndo_deve conter, g, é necessario e basta que a proposta scja da

forma

F_F——A;'+B1+Hq+ﬁl=ﬂ

sendo A, B, H e G uncgdes de z, y, 3, p.
A equaglo (13) reduzir-se-ha entido & forma

pdf_uil_o
d.ﬁ dz dp
que i 5
u=/A(Bdp+Hdz)........... (14),

chamando ). o factor que torna integravel 4 expressio com duas

variaveis Bdp + Hds.

A terceira equagio de condigio (7) dé
h

dA L el

05,0,

iB, U,

ou

ds dp d -
dF dF]

— B H —
[[ dp d s |

dF dF
ol |
AH, B

df . .df

£L gt _o
dx da

dz' . dp

d_f dd_f|
Bt it

dz’ _'d!:—' [ A w Y '_!
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Se esta equaglio for satisfeita identicamente quando se elimina
n'ella quatro das quantidades r, s, p, ¢, z, por meio da equagio
proposta e das equacdes (12) e (14}, a proposta terid um integral
intermedio da férma (11). N'este caso vamos achar u.

Para isso derivando (14) vem

du df
Ty— 7y tAHg+ B,

e, substituindo na proposta o valor de Hq+ B s tirado d'esta e r
tirado de (12), resulta

A+ 8L (02) a3 21 4

af af

Eliminando n'esta equagio uma das quantidades p ou z por
meio de (14), deve desapparecer a outra, por ter logar a equagdo
de condigdo (15), e virh uma equacio da férma

s 2

e & 4s derivadas parciaes de primeira ordem com duas variaveis
independentes, e que, integrada, dars u com uma funcgao arbitraria
de z e y. Substituindo depois este valor de u em (14), teremos
o integral intermedio da proposta.

IL. Caso de ser A=0.—Tudo o que dissémos no caso ante-
rior, tem logar n'este, mudando z em y, pem q, rem¢, C em A
e vice-versa.

III. Caso de ser A—10 e C=0.— J4 vimos que n'este caso
a equaclo (5) reduz-se a
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Resolve-se pois a quesido ou pelo caso I fazendo nas férmulas
A=0, ou pelo caso Il fazendo nas férmulas C=0. Se ambos
os casos forem applicaveis, obtém-se assim dois integraes de pri-
meira ordem da proposta.

IV. Caso de ser B—0 ¢ C=0.—A equacio (8) da n'este

caso
df\2
(d—q) =0
logo ser& sempre
u=f(ay,%7p)
que dé
du df df  df
Ta da ds’ T ap"

N’este caso a equaclio proposta &
F=Ar4+ D=0

e para que desapparega ¢ quando n'ella se elimina r e p por meio
das precedentes, é necessario que seja (formula 6)

af
d—Pﬂ

logo u nlio poders conter p, o que ndo péde ser, logo a proposta
nio péde conter n'este caso um integral intermedio com uma
funcghio arbitraria de = e y.

Exceptua-se o caso de a proposta niio conler g, pois entdo a
equagdo de condigio (6) tem logar, sem ser necessario que a
funcgdo [ ndo contenha p, mas n'este caso a equaglo integra-se
como se fosse s derivadas ordinarias, junctando ao integral em
logar de uma constante arbitraria, uma funcgio arbitraria de y.

V. Caso de ser B—0 e A = 0. — Applica-se a este caso tudo
o que se disse no anterior, mudando z em y, p em ¢, rem ¢, e
vice-versa.
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TROIS THEOREMES RELATIFS A LA T.HEIJH-IE DES NOMBRES

PAR

M. BirgEr HavsTED

1

La fraction irréductible % pe conténant & son dénominateur

que des facteurs prémiers différants de 2 et 5, soit convertie en
fraction décimale purement périodique  k chiffres dans la période.
Les restes partiels de la division, diis & cette conversion, soient

EII, bg, vaw b.—_h br. b,-+1, bk b;‘.

Tukortme.—A chaque valeur de N corresponde un nombre p,

indépendant de M et de v, pour lequel on a

br = M p* =7 {mod. N).

On a en premier lien
M 105—7 = by, (mod. N),

qui multipliée par la congruence

Mpk—".= b, (mod. N),
donne

M2 (10 p)F—" = b; by —, (mod. N);

mais

b by —r = M2 (mod. N)

reduit la congruence ci-dessus &

(10 p)k—r = 1 (mod. N);
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ainsi 'on a que la congruence
b, = M p*—" (mod. N)
est satisfaite quand p est racine de la congruence linéaire

10 p = 1 (mod. N).

Cé théoréme donne occasion A la régle de multiplication assez
curiense ci-dessous nommée : :

Un nombre arbitraire a, ayant un chiffre, soit mulliplié par
un autre nombre p parfaitement arbitraire, et le nombre b des
unités du produit ap soit écrit’'@ gauche de a. Ce soit multiplié
par p, leur produit bp additionné a les dizaines deap, et les unités c
de celte somme soient éerites a gauche de b, Ce soit multiplié
par p; le produit c p additionné a les dizaines de bp, et les unités
de la somme placées a la gauche de ¢, et ajnsi de suile jusqu'an
moment ot une lelle somme dévient égale au nombre a, et le nombre

.cha

peut étre multiplié par k nombres entiers ou [ractions par chan-
gement cyclique des chiffres, dont'le riombre est aussi k.
Soit

P =t 1014 5. 1024, .  +¢c. 10+ b, 10+ @a

el
Pp=a. 10—+ . 105=2 4. . 4¢c. 10 + b,
I'on aura
P—a
—a. 101 g
pP=a. 101+ )
qui donne

[l it P
10p—1  10F—1"
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Ainsi P est le nombre composé par les k chifires dans la
riode de la fraction décimale, en laquelle est convertie la fraction
irréductible

M a
N  10p—1t’

Exemple

P=0689655172413793103448275862
3

2068965517241379310344827586

P cst ici le période de la fraction décimale en laquelle est con-

vertie la fraction %, qui sera multiplié par changement cyclique
!

des chiffres par 28 nombres de la forme 5@ substituant par M/

_chacun des nombres 1, 2, 3, ... 28.

Il

Destination du nombre de termes d'un déterminant ne conlenant
pas des éléments de la série diagonale.

Je suppose donné un déterminant de n? éléments. 3, désigne
le nombre des termes qui ne contiennent pas des éléments de la
série diagonale. Maintenant je decompose le déterminant en ses
sous-déterminants, dont le nombre est n. Seulement un de ceux-ci
serd multiplié par un élément de la série diagonale du déterminant
donné. Dans chacun de tous les autres sous-déterminants de (n—1)2
¢léments ils se trouvent n— 2 éléments de la série diagonale du
déterminant donué en des lignes paralléles & la diagonale du sous-
déterminant. En changeant successivement les piles (séries verti-
cales) et les séries (séries horizontales) ces n—2 ¢éléments vien-
nent entrer dans la diagonale dans laquelle encore se trouve unm
¢lément étranger & la série diagonale du déterminant donné.
Nous l'appelerons ag. Le nombre des termes du sous-déterminant
qui ne contiennent pas des éléments de la séric diagonale est 3,_4.
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Parmi les termes restants a, se trouve la seule et tous les termes
de la série diagonale dans 3,3 lermes. L'élément a, ne faisant
pas partie de la série diagonale du déterminant donné, I'on aura

2y =(n—1)(Zn—1+ Za—12)
On a aussi

(n—2) Z—s=Z2a—1—(n—2) a2

laquelle équation est déduite de la prémiére en y substituant n— 1
par n, et par conséquent

o — 0 Za—1=Za—2— (0 —2) Za—s=(—1)"

qui, pour n pair, devient

I —nG—1=3—23=+1,
et, pour n impair, devient

I— N3 =33—3 H=—1.

Donc
Ip=nx—1 4+ {—1]“1
Yot =(n—1)Zn—a+ (—1)*1,
33=33—1,
Za=0+ 1,

lequel algorithme donne

1 | 1 i (—1)»
= (gt - )

el B sl (1"
[ Gt - R [n].)'
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Maintenant on sait que

g g R, L Rl L

¢ 3T TR o
(i (=il tpgt
[n] [n+1] ° [n42] TCC

donc

["]___ of 1 ! =y
T e FF ) ) (ut 1) (k) (149) )
Mais la quantité

1 1 i
nH (D) (042) (041) (15 2) (14 9)

: . . 1 L
est toujours numériquement moindre ques v ainsi I'on aura
pour tous les valeurs positives de n.que pumériquement

z.—[%};:—;

et par conséquent 3, est I'entier le plus approché de %ﬂ.

Déu!oppm de \/.a + th_m fraaioﬁ continue de la forme

ﬂe+ﬂul";+—_. {
ﬂ.:-!-pjv‘c‘l' ] __'+r|-
ag + BgVe
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Les lettres désignent des nombres entiers réels positifs ou
negatifs, ¢ est positif et constant, a et b sont indépendants I'un de
I'autre et peuvent avoir tous les valeurs entiers de — o & 4 .

Le systeme de la forme a + bVc a tous ses propriétés essentielles
- communes & le systeme ordinaire de nombres entiers. Par exemple,
deux nombres de cet systeme sont inégales, car I'équation

a+b|/c_=u+5t/;

conduira & I'équation impossible

Ve

0=

Au contraire on peut toujours, quand a + b Vfc_soil. donné, trou-

ver un autre nombre dans le méme systeme « + BV ¢ dont la dif-
ference de celui-la est moindre qu'une quantité finie donnée quel-
conque. Il en résulte que les nombres de le systeme de la forme

a+ bVe ne se rangent pas comme les nombres entiers de le sys-
teme ordinaire.

Tous. les -caleuls  faits -avec les nombres de la forme a 4 bVc
donnent des nombres de la méme forme. Par exemple,

(1) do -t BoV/e = (a1 4 by Ve )=ao=ay  (boby) Vo A+ BV

(2) (a0 +boV/< ) (ay+ by Ve ) =ay ay + by by ¢ = (ag by + ay bo) Ve

= A+ Bye
®) atdoVe .y Ve
ag+by1Ve
ol
ag 651 1_01 llllu.
A o bu a | e bi Eq}
LN PPN ay oby |
by a4 b ay|
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L'on aura de méme

- Vaot hVema sy Ve
81

(8 ag=at 4y,

© =22y,

On voit par les équations (5) et (6) que V ay 4 by Ve devient

imaginaire dans le systeme de la forme a + bVe¢ pour agy negatif,
que z et y ont les mémes signes ou les signes contraires suivant
et que b est positif ou negatif.

Si on résout les équations (5) et (6), I'on aura

(7 m;—_i\/ﬂni’*‘a'o-—-b‘oc
2

8 ==\/ % FVah—bY¢

(8) y +\/ o

Si ag+byVe n'est pas nombre carré dans le systeme de la

forme a 4+ bVec, \/ao + byVe deviendra nombre irrationel.

Les explications ci-dessus données constatent I'impossibilité de
trouver deux nombres entiers consecutifs dans le notre systeme
entre lesquels la quantité irrationelle soit placée. D'abord il faut
donner nécessairement une définition de la valeur approgimative de

\/ﬂn + by Ve. Je dis done que ap + Po tlc_lerl la valeur approxi-

mative de \/a. + by Ve si @y et 2y sont les nombres entiers les
plus prochains aux valeurs de x et y trouvées par les équations (5)

et (6) et a4 B¢ V¢ est au méme temps moindre que\/ﬂ. + by Ve.
Le nombre irrationel V a0+ by Ve peut étre développé en une

fraction continue dont les dénominateurs sont des nnmtms entiers
dans le notre systeme. La méthode pour faire, cella est en tous ses
points essentiels analogue & celui qu’on suive dans le systeme des

nombres ordinajres.

\
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Or, l'on a

LV x \/n+b'r"'_— 4 Bo Ve
\/uuq-bul"' = (g + BoVe) + 9% 10 l (a0 + Bo Ve)

|
=uay+ 2o Ve +—,
a

oll ap + %0 Ve est la valear approximative de \/ao + by Ve, et

5 \Xﬂu 4 fJu 1-'(;-]- ag + ,q..n ";c____ ‘/ﬂ0+bﬁ "/;'!‘ @y + ﬁﬂ vlc_
b S e pe——g O e
ag + boVe— 2o+ 30 Ve )? my 4 ng Ve

\/au +bgVe+mp+nVe

mo+ng Ve

1
=+ 81 Vet =+ B V?+:-E;’

oil est
mo + ng Ve ==ag + by Vo — (zg + Bo Vo )2

et
P o - <
my+n Ve=ag+BoVe—(mp+ng Ve)(xg 434 Ve),

et enfin 2y et 3; sout les nombres entiers qui sont les valeurs
approximatives des délerminants

Qi o ﬂ‘nC‘ my i
| Bo my bt e, .
my  Ngc i img  nge t
ng my | ‘ g my

en méme temps que (mg + ny \’"t:_) {2y + By Vfc—} est moindre que

\/du+ by Ve 4 ag+ 8o Ve.

Ici comme dans tous les opérations suivantes ol I'on opére

avee V ag + by Ve, la valeur approximative ag + B Ve la remplace,
11




162 JORNAL DE SCIENCIAS

Ensuite I'on aura

__(mn+ﬂn1’ﬂ)(\/ﬂo+50\/;—(m|+n1 V‘,])
Irg=—
ma+ng Ve

=\/a¢. + by Ve— (my +ny Ve)

Mg-lvﬂ;\";
oil
Ve a +bu1-";—(m1+n| V'r:_)'
+ Vi—___m:+ﬂs 14 g
Sehderdl lln-]-ﬂu'/; !Hg'l'"ﬂ"/c_
et
w’=“+ﬂ!ﬁ+\/nu+b.ﬁ+m+mﬁ.
m;+ngv"e_

ag + B3 Ve étant la valeur approximative de x3.
En continuant ce développement I'on aura

Vo + by Ve=ay+ Bo Ve +

1
ug-l-ﬁg'l"f;-l-...

a+B1Ve +

L'application de la methode aux exemples VE+2V’§ et

Ve +5v2 peut servir & la faire mieux comprendre.
1. Je mets

542VEma+80 V3§ o
1
oll «y et By sont les nombres entiers plus prochaines & faire iden-
tiques les rélations:
5> ag® 4 23¢°

2= 2a9 B0,
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En posant ag=1 et By=1, la rélation

{4+ @q\/aq-g_@

sera satisfaite, 1+ V2 sera la valeur approximative de \/5+ 2V2

et dans les opérations suivantes \/5 + 2V2 doit dtre remplacée
par 1+ V2,
Ainsi I'on a

\/5 I 2@=1+P/§+VE+21’2-!—(1+ V’§)=1+ l”i-j—l
&y

et
Vs4+2vV2414v2

|
xry=— =';1+ﬁ1 ﬁ.}-.—v
2 T3

ou aq el 3y sont les nombres entiers les plus approximatifs aux
valeurs des déterminants

1, 0 2, 1
ﬂl:, 2[ B 7 1|
3, ﬂl’ 3, 0]
o, o 0, 2

c'est & dire ay=1, By =1, ce qui donne

zi=1+ﬁ+\/5+2¢2_(1+ ‘/2}=1+v"§+i

2 EN
et

aci=2(\/5~:—21v'§+1+ V§)=V5+2|/§+1+v’§
2 1

\/5+2|-"§—(1 + V3)
1

=2+2V2+ =2+2 V'E+_'_.
Xy

L]
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Ainsi 'on aura

\/5+2v’2—=_-| V24 - &l

O B
212V p—.
xy
1. De la méme maniére on trouve
\/2 + 5 V2
o V=]
M
¥.24-—4%
TV 2 ——
Civar—
{4V
{4y——
ik 2+3V2+
\/2 +5V2
.
-V — - {
24—
24V24- 1
LS it
Var—
24-V24

Nous voyons ici quil-y-a souvent plusieurs maniéres de déve-

lopper une quantité irrationnelle du systéme de la forme a 4 b Ve
en fraction continue de le méme systéme.

e
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SOBRE UM PROBLEMA

rOR

L. F. MArRrECAS FERREIRA

Determinar o numero de anneis de dois cadeados, salisfazendo
estes s seguintes condigdes :

a) o numero de anneis d'um é egual ao das lettras, que o outro
conlém em cada annel ;

b) os anneis de cada um tém egual numero de lettras;

¢) o numero de arranjos das lettras ¢ o mesmo para os dois
cadeados.

SOLUCAO

Se n'um cadeado forem x ¢ y respectivamente os numeros de
anneis ¢ de letlras, serd 2¥ o numero de arranjos que u'clle
admitlem as lettras, '

Para o outro cadeado o numero de arranjos é representado’
por y=.

Serd por hypothese 2V ==y*; equagdo que deve ser resolvida
em numeros inteiros.

Teremos : oo y

e sendo m um coefficiente arbitrario podemos fazer :
Z=m.y

Log.z=m.Log.y
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d’onde se deduz:

Log. z==Log.m 4 Log.y=m.Log.y
o8
iR
=)

Os valores de y e z resultando d’aquelles que forem arbitrados
a m, lemos portanto que fazer todas as hypotheses possiveis a
respeito d'esta quantidade, para se determinarem as solugdes do
problema.

ou:

I=—m

m negativo.
N'esta bypothese

e (expoente do valor de y) deve ser nu-

mero inteiro positivo e par ; mas sendo m negativo, o expoente
torna-se egualmente negativo, concluindo-se que a hypothese é
inadmissivel.

m positivo e [raccionario.
Esta hypothese é inadmissivel, porque qualquer que seja o
expoente de m, o resultadoe nunca serd inteiro.

m inteiro e positivo.
" I [ t ayw
N'este caso —— deve ser inteiro e positivo; mas logo que

m—1
(m—1) seja maior que a unidade, serd

g ks 4
m——l':" para m

vem y==0o, x==00 ¢ para m=2 vem y=2, r=4.

Excluindo portanto as solugdes oblidas para o caso de m==1,
impossiveis de realisar, resultam como solu¢des unicas para o
problema :

y=2 z=A4
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SOBRE UMA FORMULA INTEGRAL

FOR

J. A. MARTINS DA SILVA

Alferes alumno de Artilheria

Vamos dar a deduc¢do de uma formula, que suppomos nova,
applicavel a todas as expressdes F (2 + «) susceptiveis de se des-
envolverem segundo as potencias de e—* e propria para servir na
determinagdo de varios integraes definidos.

Seja :

F(z+a)

a funccio desenvolvida segundo as potencias de e—=; por con-
seguinte : '

F(m+u)=A+Bir'+Bgrh+...+B.e—“-]-...

A, By, By, ... By, ... sio independentes de a e dependentes

de x.
Suppondo agora o desenvolyimento applicado aos valores ima-

ginarios, temos :
Flz4at V’-—l]=A+B,g—lly’—l+B,¢—i¢:v’-l
+...+Borreiv—ig, .
F(z—aty—1)==A+Bje!v—14 Byeteiv-i

4ot Baerstv-ig,
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d’onde :
F(z4aty/—1)—F (z—aty—1) = —Bjfe *V—1—e— sty —1)
— By(etaty/ —1—g—2aly/—1)
__Bn{el'l':!p"—d_e—ﬂafy’—l)
mas :
e "olV—l—cos.nat+ /—1.sen.nat
etV —cos.nat—/—1 .sen. nat
e:

etV =l __gnalv—1—=9,/—1 sen.naf
portanto :
i
;-’:i [F[:x+xlﬂ—l}—F(E—qu—l:]]:-EB]-SEH- ol

— 2Bg.sen. 2at

ou:
{ [.m(F[:x-{—alv,f—l)—!F{:r-—al;f—i})
VJ_E " {4 ool pass
~oosen, al w/sen. 2 a
e s Mol
p 1+12 t— @ ~ ﬂdl_'"

m(:mn. no .!)
—':Elij anh chmd

XYY Ebier
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e como :
m(sen.nas)
[} ®
j; ey B ] dl=—2‘._[1—e—" )
resulta : o
¥ 1 fu(F(“ aty—1)—F(z—at Vf_—_”)
W G {
V{_i . l-[-l‘ di==
—Bjﬂ.(i—e_ “}
—Bg_:.(l—e—*“)
—Byw.(1—e"?)
=“'[B1r=+BQE_E“-}-.-.-l-Bnt’_“'{—...
—Bj—Bs—...—B,—...]
==.[F (2 +a)—(A+B)]
sendo :

];=BI+BQ+.. -+]iﬂ+---
Para a =0, é:

F(z)=A+B
logo:
{ » F[_z+al|,*'-—l:]—F{z—zlp’«?I})
— t
V—1 Wiz P e dt

=n.."F(m+a]—F(:ﬂ}.

A hypothese a==0 ¢ permiitida e a formula ultima & por con-
sequencia applicavel a todas as expressdes F (z + a), susceptiveis
de se desenvolverem segundo as potencias de ¢,
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Fagamos duas applicagdes da formula :

. Fz)= — § temos entdo:

Flz+at V’—l}-F[a:—ul;/—l]=—¥_—i
al 4 x?
F(z + ) —F(z) =—?(x_‘_‘~“_)
logo :
5 dt =

0 a‘+$g)(1+‘g)=2;z.[$+u)

resultado egual ao que obteriamos, se fizessemos a mesma hypo-

these F[a:)=-; na formula :

”dt=x.F(z+q)

**Flz4aty—1)+F(z—at y—
Jn 140

de Abel (vide Tratado de caleulo differencial e integral do sr.
Bertrand, tomo 1, pag. 171).

Fazendo:

51“ a==zzZ(
a==0

l2.s
z 20

vem :
Vi pe  di T
i Ju 1+ &

|

20 » 98 dl ™
; Jg 14 2
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IL. F(a:)=-;7. A hypothese :

zt=23.8en. ¢

T==5.008. ¢

da:
2y/—1
F(a:-]-ut‘f—i)—-»F[x—aip’—l}=-——"f;n—.scn.mp
==~i;}.l+aﬁ
al
p==4arc (lang =—)
logo :

P

TEYh =

Sendo « =z, resulta:

“sen. [narc. (tang. =1)] t“___ﬂ"—l -
f " T T
0 (1 + 22

para n=1, é:

“sen. [ are. (tang.=1)] , =
f e
0 t(1+ )?
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Se tomassemos agora p para variavel em logar de ¢, teriamos :

1= o tan
= g9
d!:i.—(!?—
z cos.g
dt axdo

14+ atcoste i at sen.2g

4 nchs."qa
mN.
logo:
-
f“'! cos."g.sen.ngdy NN - x* :
Jo (acos.y + a¥senp)tang.g ?u‘[i:r +a)" ;
para & ==z, liramos:
o
{‘!cos."ep.sen. say -1 =
Jo  tang. ¢ LS W By

no caso de ser n=1, vem:

=

i ™

tlode——
J"m pdg=7

integral definido j conhecido.
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QUESTOES PROPOSTAS N.* 14 E 15

Do sr. Birger Hansted, de Copenhague, recebemos as seguintes
questdes para propdr n'este Jornal:

Sendo p um numero primo maior que 41, e r 0 menor numero
primo, exceptuando a unidade, que satisfaz d congruencia

p = == r (mod. 40),
demonstrar que a congruencia

p=1
10 * = 1 (mod. p)
¢ verdadeira, quando

r—1

10 * = 1 (mod. r).

Dada uma figura plana composta de um hexagono regular,
sobre os lados da qual est@o seis oulros hexagonos requlares
congruentes ao primeiro, quer-se saber como se pdde cortar esta
figura por tres linhas rectas que a dividam em partes congruentes

ou ndo congruentes, de modo que com estas partes se possa formar
um hexagono regular,
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RECHERCHES SYNTHETIQUES ET ANALYTIQUES SUR LE CERCLE VARIABLE
ASSUJETTI A COUPER CONTINUELLEMENT DEUX CERCLES DONNES
SOUS DES ANGLES EGALEMENT DONNES ()

PAR
ALFREDO Scuiarra MONTEIRO
(Buite)

Tukoniwe VIIL.—Une conique quelconque (s) peut étre consi-
dérée comme la courbe parcourue par le centre o d'un cercle (0Cy)
assujelli d passer continuellement par un point donné C, et &
couper un cercle également donné suivant une corde ¢, ', de gran-
deur constante.

3@. Les cercles (z) et («/), et leurs cercles complémentaires
(@) et (2c), passant par un méme point b du cercle (E), se cou-
pent deux & deux sur le cercle (I) aux points ¥, b7, b, by
(comme il avait lieu dans la fig. 13, étant maintenant de méme
applicable au cas général ou a la figure transformée (fig. 2) ce
qui nous avons dit au n.” 9 sur les tangentes a ces cercles dans
leurs points d'intersection.

Il est clair que, analoguement & ce que I'on a noté au n.° 6,
dans la figure transformée les droites on;, et o'n, concourent encore

(+) ¥orrata:—Page 132, Theor. Ill — Au lieu de auz points, lisez
au point; el au lieu de les liews ete., lisez le liew gdometrigue décrit par ce
point d'intersection sera une conigue (3) donnée,

Page 133, ligne 36 — Au lien de comme, lisez comment.

Page 135, ligne 25 — Substiluez = par 2=,

Page 136, ligne 2 — Supprimez =on deviennent. . cu!—&-dtn

Page 136, ligne 18 — Au lieu de C, M =C, M, lisez C, M.

Page 136, ligne 24 — Au lieu de direcleurs égaux correspondanis, lisez
direcleurs correspondants,
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dans un méme point ¢ de la corde b a, et les droites on'; et o' ',
dans le point ¢, ces points étant les intersections des tangentes &/'t,
bt et by, b'at’ aux cercles (z) et (/) dans les points b/, b et
by, b's, ou les centres des cercles (z.) et ('), et qui décrivent
deux autres coniques (3) et (¥'.), en géuéral, distinguéces des
coniques (%) et (¥/) decrites par les ceutres de deux premiers
cercles.

Nous pouvons donner aux coniques () et (2’) le nom de com-
plémentaires des coniques (2) et (3), attendu la dénomination
adoptée pour leurs cercles générateurs.

89. Soient (zy) et (z's) (fig. 3) les deux cercles générateurs
des coniques (2) et (¥') tangents a I'extrémité a de la corde ba
du cercle (E), et désignons par og et o's, leurs centres évidemment
situés sur la corde a by de ce méme cercle, équipollente a la corde
ba'y, sur laquelle se trouvent les centres o et o’ des cercles géné-
rateurs correspondants (z) et (z').

Tirons les droites ooy et o' 0'3, qui unissent les centres des
deux couples de cercles correspondants (), (z3) et (@), (zg), et
qui couperont évidemment la corde ba en un méme point T; et
par le point milieu my de cette corde abaissons sur les droites
Toog et T o' o' les perpendiculaires my P E et my P' E', qui ren-
contrent ces droites aux points P ct P/, et la droite CC, aux
points E et E.

Comme nous savons, ces perpendiculaires sont les cordes ou
sécantes (réelles ou idéales) communes aux deux couples de cercles
généraleurs correspondants (), (x3) et (&), (zs), ou leurs axes
radicauz.

Considérons maintenant le rectangle auxiliaire ¢, ¢, ¢"';¢";,
relatif aux points oy et o's, les cotés ¢, m’, ¢; et ¢, m'y ¢'; étant
respectivement ;jmétriques des cotés ¢/, m, ¢'; et ¢; my ¢; du rectangle
auxiliaire ¢, ¢';¢’;; par rapport & Cm;y.

Représentons par n”; et n"; les points milieux des vecteurs Coc”’y
et Coc’;; et par M et M ceux des droites o og et o’ 03, ou leurs
points de rencontre avec le rayon Cmy du cercle (E'); et finale-
ment soient M, Mg les points d'intersection de la droite ¢;¢”’;
avec ce rayon et la corde a by du cercle (E), et M’, M'q les points
d'intersection de ces deux dernidres droites avec la droite ¢;¢'; .

Si dans le cercle (') nous tirons le diamétre n; C,n; , paralidle

au diam@tre my C mq du cercle (E'), les droites mqnyn, et mynin; ,
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menées par les poinis milieux mg, n, et n; du coté coc; ¢f des ve-
cleurs Coc, et Cyci, passeront par les extrémités ng et ni, du

premier diamétre n, G n; i ce quon reconnaitra immédiatement
en considérant les triangles égaux n, C, N5, + Mg Cs M, MG C’"‘o' n; ¢; my
ou les parallélogrammes ng mqe; Gy et Coeomy ni_y au moyen des-

quels on reconnaitra aussi que les droiles ton, et t o' n; coupent
orthogonalement en pi et p; les droites my fsping et ma p;nin; .

1l est évident que ces deux propriétés auront encore lieu quand,
dans les rectangles auxiliaires ¢, ¢/s¢je; et ¢’ ¢” ¢";c";, nous
ferons varier la grandeur de leurs cotés paralleles & la corde ab
du cercle (E), ou égaux au rayon + du cercle (I"); et quand
celte corde tournera autour de C,

&8. Si nous considérons les points C,, 0, 03, o' et 0’3 comme
fixes, et faisons coincider les cotés constants ¢;c’; et ¢;c’; des
rectangles auxiliaires, les vecteurs C,¢'; et C,¢”, ainsi que leurs
rf_-rpendiculaires on'y et ogn”; se confondront respectivement avec
e vecteur C,M et avec la droite Toog, qui umit les centres o el og
des cercles correspondants (z) et (ag), et par suite ces deux droites
se couperont orthogonalement.

De méme on reconnaitra que le vecteur C,M' sera aussi coupé
orthogonalement par la droite T o’ o/3, qui unit les centres o et o'
des deux aulres cercles correspondants (z') et (2').

On arrive au méme résultat en considérant chacun des couples
de cercles générateurs C,e, ¢y ry, Coe”y ¢’y et Co i cs 1o,
Coc"s¢"s 'y, qui, éant circonserits aux triangles Cye,¢'s, Coe'l'se”;
et Coeic's, C,c""ze’; (Théor. VI), ont évidemment pour sécantes
réelles commuries les vecteurs C,r,M et C,r',M'.

Donc, les cordes miPE et my P' B/ communes auz deux cou-
ples de cercles générateurs correspondants (z), (xg) et (z'), ('3)
passent par les extrémilés ny, el ni, du diamélre n,oﬂ,, ni, du cer-

cle (I), perpendiculaire a la corde ab dic cercle (E) (tangente
commune a ces cercles-ld).

Le vectefir C,rr,M sera aussi la sécante réelle commune des
deux cercles Con,on'yr et Cyo3n" 0" r décrits sur Cyo et Cyo3
comme diamétres; et le vecteur C,r' r/yM’ la sécante réelle com-
mune des cercles C,n;o'n';r' et C;o'gnsn’; ¢ décrits sur C, 0
et Co0'y comme diamétres,
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Quand la corde ba du cercle (E) tournera autour de C simul-
tanément avec les lignes qui lui sont invariablement relides, les
droites myE ni el m,'n.oE' tourneront aussi autour des poinis E

et E', qui, comme nous savons, divisent harmoniquement la dis-
tance CC,, entre les centres des cercles donnés, el représentent les
points: de concours des tangentes (réelles ou imaginaires) communes
auz cercles enveloppes (E') et (1), ou'leurs centres dhomothétie.
En effet, puisque pendant la rotation des diamétres i, Em,
et n,OG., e des cercles (E') et ('), les triangles' CC,M ‘et CC,M’'
sont respectivement semblables aux triangles C, E ni et Co E' fy s
il s'ensuit que les cotés CM, CM', CC; et &n,ﬂ::-mac, étant

constants, il en sera de méme des colés EC, et C,E: donc, etc. (#).

En désignant par (zg) et (2'y) les cercles générateurs, qui, ayant
pour centres les points o; et oy de la corde abg du cercle (E),
touchent & Pextrémité by la corde bga’y de ce cercle, El{uipoﬂehtﬂe
a sa corde ab, les cordes ou sécantes (re¢lles ou iﬂéales] com-
munes aux deux couples de cercles générateurs correspondants
(1), (ad) et ('), ém'i), ou tangents aux exirémilés de' cette
corde-la, seront les droites muEn,c_ et m,m"’E', qui, avec les deux
autres cordes considérées my En,-ﬂ et myn, E', détermineront le
quadrilatére complet E'n, En; ; mym,. |

Si nous considérons maintenant deux quelconques des couples
de cercles (z), (23), et (#y), (¢4), appartenant i la premiére suite
de cercles, qui coupent les cercles fixes (E) et (I) sous les angles
constants ¢ et i, nous reconnaitrons immédiatement que les axes
radicaux de ces qualre cercles, pris deux a deus, se coupent aussi
au point fize By et, par suite, ce point sera le centre radical de
trois cercles quelconques de la suile considérée. '

Nous reconpaitrons de méme que les azes radmaulm de la se-
conde suite de cercles (z'), (z'y), (2's), (z'g), . . ., pris deuz a deux,
passent par le point fize E', qui séra donc le centre radical de
trois cercles quelconques de celle suile. , o '

f ¢

(«) Nous pouvons aussi prouver immédialement que les points E et E/
restent fixes, pendant la rotation de ad, en considérant respeclivement ces
points, les cercles enveloppes (E) ef ('), ot les cdtés du quadrilatére complet
E'n, En;, mym, comme les projections des sommets, des sections circulaires

paraliéles of des géndratrices de deus cines, '~ "
12




178 JORNAL DE SCIENCIAS 5

L]

D’aprés cela nous avons ce théordme:

Tutonime IX.—Elant donnés deux cercles (E) et (1), chacune
des deuz suites des cercles (), (xy), (a3), (xq). . . ., et (@), (&'}),
(2'3)s (#/g)s « =+« qui les coupent sous des angles constauts e et 4,
élant pris trois par trois, ont respectivement pour centres radicaux
les centres d’homothétie E et B des cereles donnés. :

Observation. — 1l est évident que lorsque le centre radical des
deux suites de cercles est inlérieur @ l'un d'cux il 'est aussi a
tous les autres. De méme lorsq’il est extérieur & 'un d’eux, il est
extérieur & tous les autres; c'est alors le seul point du plan d'oi
I'on puisse mener & tous les cercles de chaque suite des tanzentes
égales, et c'est aussi le centre du seul cercle qui puisse couper
tous ces cercles orthogonalement.

39. Supposons encore que nous faisons varier les reclangles
auxiliaires considérés de maniére que les eotés ', cs et ¢’ res-
tant constants viennenl coincider avec le segment M M', ou qua
les rayons R” et r”’ des cercles {E”) et (I") sont égaux (n.° 87);
et représentons par M,M’, et *Al°M’ les cdtés c,e; et ¢”y¢"; dans
leur position correspondante.

Alors les vecteurs Coc'; et Coc”s, ainsi que les perpendiculaires
n';0 et n';03 élévées dans leurs points milieux n, et n”; se con-
fondrons respectivement avec le vecteur C,M et sa perpendiculaire
@ wa = p" wg, menée par son milieu 5, laquelle coupe les-droites
abb, ba'y, Emy, Cm; et ady aux points 6, w, =, p" el wy.
De méme les vecteurs C,¢; et Coc’; et leurs perpendiculaires n'; o'
et n";0' sux points milieux n'; et n”; se confondront respective-
ment avec le vecteur C,M’ et sa perpendiculaire b w' =’ " @'y,
€lévees dans son milieu &', laquelle coupe les droites abt, ba'y,
E'my, Cmy et abg aux points 0, o/, =', & et 3.

Au moyen d'une telle variation des rectangles auxiliaires, ou
des cercles (I) et (I), les coniques cycloconfocales (3), (3/) et les
stigmoconfocales (¢;), {'y), engendrées par les points o, o, et par
les points d'intersection N';, N'; des vecteurs C ¢y, C¢; avec les
droites on'y, o'n';, perpendiculaires aux points milieux n’,, n';
des vecteurs C,¢';, Co¢s, seront respectivement remplacées par
les cycloconfocales (£2), (€'), et les stigmoconfocales (Q,), ((2),
décrites par les points , w' et par les points p”, o

Ainsi Sﬂg 4) les droites f wwg et fw'w'y, qui unissent les cen-
tres des deux couples des cercles générateurs correspondants (w),
(wg) et (w), (w'g) des coniques (), () toucheront les comiques
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(£2,), (4',) aux points ", ", lesquelles seront aussi les trans-
formées des premiéres, qulnd on aura R=R' et r=r/, et par
suite ces transformées auront pour cercles générateurs les cercles
doubles (u"), (="'), tangents au cercle (E') au point my el au
cercle (I') auz points n'; et n';, évidemment situés sur les azes
radicaux my E et my E', ou cordes communes @ ces deuzx couples
de cercles générateurs.

Considérons aussi les deux couples de cercles générateurs-(fig. &)
(w1), (wg) €t (a'y), (w'y), des coniques (Q) et (€), ayant leurs
centres wy, wy et o'y, 'q sur les cordes bay et aby du cercle (SE).
et par sécontes communes les droites myn',E et m, E"n"',o, bnt

les points d'intersection avec les lignes des centres wj wy et »'y w'y
nous désignons par =y et ='y.

Si nous prenons sur m, Cmy les points N et N', symétriques
de M et M’ par rapport & C, les lignes des centres 0, wy &y 71 g
et B, 0’1 &'y %'y w; des deux couples de cercles considérés seront
les perpcnd:culalres aux vecteurs C,N et C, N’ dans leurs points
milieux &y et &'y, et couperont la corde ay b3 de (E) au méme
point 6,, et m,Cmy aux points p”y et p'y, ou elles toucheront
les coniques (£2,) et ({)',), ou qui représenteront les centres des
cercles doubles (."4) et ("), tangents au cercle (E’) au point m,
et au cercle (I) aux points #'; et n; , par lesquels passent les
axes radicaux mon',E et m,E'n", des deux couples de cercles
considérés (wg), (wg) et (o'y), (w'y).

rsque nous considérons les deux tangentes 08, n',-au, et
bar, “""u a', communes aux deux couples de cercles (w), (ws) et

(w), (@) qui concourent dans le point 6, étant respectivement
Bos @ et 3y, o', les. points de contact de ces cercles avec les
tangentes, les points milieux n'; et n', des segments a, n's Bo

el -.,n",o 'y, ou cordes du cercle (l}. seront évidemment les points

de contact entre les cercles doubles 9;” ) et (u"), et le cercle {I?.
ou les points de ce cercle anii-homologues du point my du cercle
(E'), par rapport aux centres d’homothétie E et E’. Le point
sera, 3:11::, le centre d'un cercle (3my), qui coupera orthogonale-
ment les cercles (E’) et (I'); et par suite ce point, pendant la ro-
tation de la corde a b, décrire I'aze radical Bn. de ces cercles,

ou leur corde commune située a disiance finie,
[ ]
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De méme si nous considérons les deux tangentes 0, oy ?'.nﬁ|
et 0,a'yn"; 3'y communes aux deux couples de cercles (), (wg)

et (5’1]. (w's), concourant dans le point 6,, étant respectivement
ay, 31 et &'y, B’y les points de contact de ces cercles avec les tan-
gentes, les points milieux n’.u et n”;o des segments gy By et a'y By

ou cordes du cercle (I) seront évidemment les points de contact
entre les cercles doubles (i2"y), ("), et le cercle (I'), ou les points
anti-homologues du point m, du cercle (E’), par rapport aux cen-
tres d’homothétie E et E'; et par conséquent le point 6,, étant
le ‘centre d'un cercle (5,m,), coupant orthogonalement les cercles
(E’) et (I'), se trouvera aussi sur Vaxe radical § {2y, 8, de ces cercles.

Maintenant par le point de concours 6y des droites 6w 61wy
et b0’y "'y 04 w'y, menons les trois droites %afiy 1.9, %a, 849773,
et %'y 9./ by 05"y respectivement paralldles aux droites amy b,
u,n';aB., et a'y u",ﬂﬁ’... Représentons par %a, 12", %h les points
d'intersection de la premitre droite avec les droites wga, v my, wb;
par %,, %', 93, ceux de la deuxitme avec les droites w3 a,,
' n';a_, w3o; et par %'y, 'y, 0% ceux de la troisiéme avec les

droites o'y o'y, /'y n”io' w'§B'y; puis décrivons les deux couples

de cercles (E;), (E/;) et (I.). (), ayant respectivement les seg-
ments Coa, Cly'' et Cy%,, C,°" pour rayons et les points C
el C, pour centres, .

Il en résulte que le point 6; sera évidemment le centre d'un
cercle (8; 1), qui coupe orthogonalement le cercle (I';) au point
1,7, et le cercle (E';) aux points °u” et °p";, anti-homologues
du premier, par rapport aux centres d’homothétie °E et °E’;
et alors le point by décrira l'axe radical (4 (), de ces mémes cercles.

Sans qu'il soit besoin de nouvelles considérations, si nous re-
présentons par %", °u’"' et 1p"; les points d'intersection des vec-
teurs C, 'y, Cop' et Cp''y avee leurs perpendiculaires fg°."y,
032" et O3'" abaissées du point de concours g des droites
bo'p' w'yly et 0,0 1"y 0f 0, nous voyons immédiatement que
ce point sera le centre d’'un cercle (62'x"), que coupe orthogons-
lement le cercle (I,) au point ", et le cercle (E';) aux points
u!'y et 94" anti-homologues du premier, par rapport aux cen-
tres d’homothétie °E et °E’, et par suite il s¢ trouvera de méme
sur I'axe radical 04 £y 93 de ces cercles,
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Les triangles isocdles semblables myp' n'; et 1u” %/, donnent
GF" “J‘u=nl 1!"""’ d’oh e e

1 I"" T Cpn’ a=r"’ Coop" = Cmy=R'

et
Ca=C,2,=r, Cy%a,=Ca==R

et donc les cercles (E;), (Ef) et (L), (I';) seront respectivement
égaux aux cercles (1), (I') et (E), (E'), et symétriques de ceux-ci,
par rapport au point milieu o, de CC,. '

D’aprés cela il est évident que les centres o, wg, ..., et w't,
w'i, . . ., des cercles (w®b), (w3"a), .. ., et (o'y 'y), (@i 2'y)y . o -y
coupant alors les cercles (E;) et (I.) sous les angles i et e engen-
dreront encore les coniques (£2) et (€2'); et de méme les centres
w’ ..., et g™, .., des cercles doubles (u1u"). ..., et
("3 0, ..., engendreront les coniques (Q,) et ().

Tirons dans le cercle focal (E") des coniques (£2) et (1) le dia-
métre de contact mg Comg (fig. 4) des vecteurs tangenticls mg o
et “msws, el dans F'autre cercle focal (I”), égal au premier, le diamétre
de contact m'yC,?m"y des vecteurs langentiels m¥aw el ‘ms wg.

Le premier diamétre de contact, étant équidistant des tangen-
tes: 1p/18y et 1p'’y b3 au cercle (E';) aux extrémités de son dia-
mitre 1’ G 1.y, passera par le point miliet iy du segment § by
de I'axe radical By 03, et par le point de concours 6, des cor-
des w " w3 et oy p"og de la conique (©2), ou tangentes de la
conique (()), duquel nous abaissons la perpendiculaire 6. M, M. M.

sur les droites a, w3, n’;ﬂ " et 8,0, étant H.,!. M, et M‘: leurs
points d'intersection, et la perpendiculaire B¢N¢!N¢N,1. sur les
droites 34 g, "",., w'y et oq 0, élant Nr‘,, N, et N,gi leurs points

d'intersection. Ce point “; sera donc le centre d'un cercle (M)
qui coupe orthogonalement le cercle (C;M,) aux points M, et N,
ainsi_que le cercle limite G, et alors il décrira I'axe radical 6.€),
de ces cercles.

Les triangles isoctles C, " M et C p" M donnant C,M,=CM,
nous aurons C, M,!=CM,, et par conséquent les cercles (C,M. ),

(GoM.,) seront égaux aux cercles (CM), (CMs), et symétriques
de ceux-ci par rapport au point o,, centre du segment C,C.
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Il en résulte évidemment que la conique (12), qui était engen-
drée par les centres des cercles (wM,), (wgMg), . . ., coupant sous
un angle constant ey le cercle (C M), et orthogonalement le cer-
cle (Com"s) ou (I”), égal au cercle (E"), sera aussi engendrée par
les centres des cercles (w M‘1)' (wg M,,]. % .., coupant sous le

méme angle ¢y le cercle (C mg) ou (E”). De méme la conique (02,),
qui était déterminée par le centre du cercle double (" C,), pas-
sant par le point focal C, et touchant le cercle (CM), sera égale-
ment engendrée par le centre du cercle double Ep” C) passent par
Fautre point focal C et touchant le cercle (C,M,).

Le diamétre mg C°mq du cercle focal (I”), passe aussi par le point
de concours §'; des cordes 'w'; et w'jw’y de la conique (€2), ou
tangentes de la transformée (£,): car ce diamétre, passant par le
sommet O, du quadrilatére 6.0, 6.8, 4 0,, et par le point milien §
de la diagonale 6, 03, sera lui-méme la diagonale 0.4, . La démons-
tration directe serait tout a fait analogue  celle relative au point f,.

Du point ', abaissons la perpendiculaire hl',! o.M .M,  Sur les
droites o',u'y, n", u" et 3’0/, les points ll'ci. M, et H',! étant
leurs intersections, et la perpendiculaire N’eiN'.;E"N',' sur les
droites ' N";j, ﬂ";op.mg et B’y wy, étant N"g" N'. et N’ﬂl leurs
points d'intersection. Ce point (', étant alors le centre d’un cercle
(0. M'c), coupant orthogonalement le cercie (CoM’;) aux points M’,
et N, et le cercle limite C, se trouvera continuellement sur I'axe
radical 6/;CY; de ces cercles.

Comme précédemment on reconnaltra que les cercles (C,M';),
(CoM')) seront égaux aux cercles (CM'), (CM'g), et symétriques

de ceux-ci, par rapport au point ,, et que la conique (©'), qui
était engendrée par les centres des cercles (w' M), (o' M's), .. .,
coupant sous un angle constant ¢y le cercle (CM'y), et orthogonale-
ment le cercle (C,m") ou (I"), égal au cercle (E"), sera aussi
engendrée par les centres des cercles (o M), (s Me) <o
coupant sous le méme angle ¢ le cercle (C,,Bl',’j. et orthogonale-

ment le cercle (Cms) ou (E"). La conique ('), qui était engen-
drée par le centre du cerclo double (1"’ C,), passant par le point
focal C, et touchant le cercle (CM'), sera de méme determinée
par le eentre du cercle double (" C), passant par I'autre point
focal C et touchant le cercle (C,M’). © O (d suivre).
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QUELQUES TRANSFORMATIONS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE
LINERIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS
PAR SUBSTITUTION D'UNE NOUVELLE VARIABLE

FAR

M. BircER HANSTED
Soit proposée I'équation

dvy dn—1y dn—2
1) —=+t—1—= prpt B T 3 e s

7 P +ﬂl +a.y-—0

; i WAL y
En considérant le signe de différentiation 5 Somme coefficient
de y, et les indices de différentation comme des exposants des

puissances de ﬁ on peut écrire (1) sous la forme symbolique :

) 4 ) () e (k) (32 e ()=

si st

B) e =r"4a_1r—14a,_er"—24...4ar+a

¥

=(r—a)(r—3)...r— K r—1)...—)

Substituons donc en (2)

M omyla—a) () (5o —H)
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et nous aurons

(5) A %—v)mﬂ,

sans regarder si (3) a des racines égales ou non.
Nous avons donc :
Si I'intégral général de I'équation différentielle linéaire

y(é._ )(ﬁf@---(é—k}:o

de I'ordre p est un intégral particulier de I'équation différentielle
linéaire d'ordre n (2), on peut par la substitution (%), trans-
former (2) en une équation différentielle linéaire 55] d’ordre n—p,
el l'on aura que chaque intégral particulier de (5) sera aussi
intégral particulier de (2).

De cette théordme on déduit un autre de plus grand intéret,
savoir : .

L'équation différentielle linéaire d’ordre p

S (S W (i R

peut &tre transformée dans ume équation différentielle linéaire
sans second membre d'ordre m + p et A coefficients constants

YY) s

quand f(z) est I'intégral complet v d’une équation différentielle
linéaire & coefficients constants d’ordre ' m beihi
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Substituons en (1)
(6) y=e'?.3

et nous aurons

sz 1 d—1z

p Pt PR e
(7) =0
R O BT #(r).s

[n—2] dgn—2" " ;
ou
d d

d(f==p) (L epan)

(8) =0.

;o .(é—(ﬁ—r}) (E%—(}.-r)). ¥ (d—d;—(v-—r))

Pour a=r et E=1|:r, (8) se transforme en

dz
v(ﬁ-—-(ﬁ—r}). ; .({%—{k—r}) (d%_@_r))
(9) =0

qui, & cause de ¢ (r)==(r—a) ¢ (r), dévient

dn—1yp | dr—12p

e o P ) gz
(10) 0.

i dn—3yp
el Che= BTLTOR




ou

elr)ew(rmafisalr):

(8) se transforme par la substitution

as_.
dzp
en
d d
11 i i e R
1) “w(Gm o) G —h =)o
on
d"*'?w+ 1 il )d"—?—w
R=P=llg (&
do=r " [n—p—1)" 2 &) i S0
(12)

4.4 ¢y (a).w

Les équations (11) et (12) proviennent aussi de la substitution
BEs \[d Nl WS
w=:(&—5—(¢—r)i| (d—mﬂ(ﬂ—r‘)i. ; (E—Uﬁ—r})

quand a, B, ...k sont tous inégales. Dans (12) « peut étre
changé a cl'mque une des autres quantités B, y, . . . k, et ainsi p—1
nouvelles équations différentielles -sont trouvécs Tous ceux sont
lies I'une & 'autre & une rélation certaine. En prenant, par exemple,
pour r la valeur §, (11) donne

d'_flﬂl ’ | d’_F_'ﬂH
fn—p—1) B0 0 o B 01l
dazn—P '{'[n—p—*ij‘P ; !{B) dar—p—1 0.

13
s +...+ﬁ(B].w1_
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(12) et (13) résultent ici des substitutions
ds/d d
0 =E(E—@—u})...(a_(k_¢))
o= () s (o — (k)

d’oit il résulte
0 ==elB—%)egp,
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QUESTOES PROPOSTAS N.* 16 E 17 ()

Sendo dadas n quantidades positivas ay, ag, ag, . . . 8y, & for-
mando com ellas as expressies

Zayag I

ag+ag+...+ad, —_—
il

. : \/:;n )

2

\vl/ Zajagag
n(u-—i*.lg}-(i;—?‘}' e Vagey. .0

demonstrar que

Saja ' 381030
ai+ﬂr‘"“-‘E'“';\/a(nl—:).“\/“("_h("f_e}
n 2 1.2.8

:’...}.I'd-[ﬂ'...ﬂ;.

J. PEROTT.

Sendo dado um quadrado magico formado por n® numerns
distinclos, pergunta-se de quantos modos € possivel permutar
estes n® numeros, sem que o quadrado magico cesse de exislir.

" BircER HANSTED.

(¥) Errata: — Na primeira das quesldes propostas no numero
anlerior em logar de k deve ser 2.
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NOTICIA SOBRE 6. BELLAVITIS

POR

F. Goues TEIXEmRA

Por participagio da esposa e do filho do professor Bellavitis,
vimos de saber a triste noticia de que falleceu em Padua este
illustre mathematico, que ainda ha pouco havia collaborado n’este
Jornal, resolvendo algumas questdes de Geometria, usando do seu
bello methodo das equipollencias.

Dotado de uma vastissima erudiclio, escreveu sobre todos os
ramos da mathematica, deixando uma grande e valiosa collecgio
de memorias, que Ihe abriram as portas de todas as academias e
sociedades scientificas de Italia.

Era, com effeito, socio effectivo do Instituto de Veneza, da
Academia dos Lynces de Roma, um dos quarenta da Sociedade
Italiana, socio correspondente das academias ou sociedades scienti-
ficas de Veneza, Padua, Bolonha, Bassano, Udine, Napoles, Treviso,
Palermo, Urbino, Modena, Torim, Bordeaux, etc.

Era tambem senador do reino de Italia. .

Nao fallarei n'esta breve noticia de todos os trabalhes scienti-
ficos de Bellavitis, dirci s6 algumas palavras sobre o seu trabalho
capital — o methodo das equipollencias —, pelo qual é principal-
mente conhecido na Europa.

Depois de algumas tentalivas da parte de Kohn e Buée, Argand,
em 1808, chegou a representar geometricomente as quantidades
imaginarias por meio de rectas tomadas em grandeza e direegdo.
Depois extendeu as definicdes de somma e producto de linhas,
usadas na Geomelria, &s linhas dadas em grandeza e direcgdo, e
viu que se chegava a0s mesmos resultados que sommando e multi=
plicando imaginarios. : ja

Substituiu, pois, 8s demonstragdes algebricas feitas com imagi=
narios, que nada significavam por construcedes geometricas com
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um sentido bem determinado. O fim de Argand era dar demons-
tragdes rigorosas dos theoremas a que se chegava na Algebra com
0s imaginarios, e deu apenas uma ligeira indicagio do uso que a
sua theoria poderia ter em Geometria.

Esta theoria de Argand, que & a base dos trabalhos mais im-
portantes dos tempos modernos, ficou por muilos annos esquecida,
até que Bellavitis e Gauss se occuparam d’ella sem ter conhecimento
dos trabalhos da Argand.

Bellavitis, depois de chegar a extender as defini¢des de somma
e multiplicagho 4s linhas consideradas em grandeza e direcgo,
lembrou-se de considerar esta generalisagio das operagdes como
meio de resolver questdes geometricas. Aqui se separam Argand
e Bellavitis. Aquelle openas toca na Geometria e presccupado s6
com os imaginarios, vae dar demonstragdes rigorosas dos resultados
a que se chegava na Algebra, usando d'essas expressdes sem sen-
tido; este tracta de aproveitar esla generalisagio das operagdes
como meio de resolver questdes de Geomelria plana. Este nove
methodo de Geometria, que elle desenvolveu com tanto successo,
foi chamado methodo das equipollencias, e publicado pela primeira
vez em 1832 nos Annaes do Instituto Lombardo-Veneziano.

Depois em 1833 publicou no Poligrafo de Verona algumas
applicagdes ao triangulo e &s curvas. i

Bellavitis quando publicou a sua primeira Memoris, ndo ima-
ginava, como elle diz, a generalidade que podia dar-se a0 nove
methodo, e as vantagens que elle tinha na resolugdo de muitas
questdes de Geometria analytica plana. Considerava-o apenas
como um meio de derivar de propricdades de pontos collocados
sobre uma linha recta propriedades de pontos collocados sobre
um plano. Em breve, porém, lhe reconheceu a importancia tanto
nas questdes de Geometria elementar, como nas questdes mais
elevadas da theoria das curvas, notando que por elle se simpli-
ficavam as solugdes graphicas dos problemas geometricos elemen-
tares e os calculos das questdes relativas 4s linhas curvas, por
introduzir no calculo os pontos em logar das suas coordenadas,
realisando assim o desejo manifestado por Carnot.

Publicou, pois, nos Annaes do Instituto Lombardo- Venesiano
uma segunda Memoria cm 1837, desenvolvendo mais o methodo
e a applicagdo & theoria das curvas, e uma terceira em 1843
em que o applica & solugdo graphica de alguns problemas geo=
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Emfim, na collecgho das Memorias da Sociedade italiana das °
sciencias de Modena publicou uma Memoria intitulada —Spozione
del Metodo delle equipollenze, onde di 40 novo methodo geome-
trico uma (6rma definitiva. Esta Memoria importante foi traduzida
em francez ¢ em bohemio.

Depois fez innumeraveis applicagdes do methodo das equipollen-
cias s questdes de Geometria elementar e & theoria das curvas,
ou deduzindo propriedades conhecidas por meios mais simples,
do que os empregados anleriormente, ou descobrindo propriedades
novas.  As Memorias em que se occupa d'estas appheagdes estio
espalhadas pelas collecgdes das sociedades scientificas de Italia;
ndo daremos aqui a sua lista por ser muito extensa.

Publicou uma Revista dos Jornaes que chegou ao volume XV,
onde resume alguns trabalhos publicados nas Revistas de sciencias
malhematicas dos diversos paizes, em que mostrou que possuia
em alto grau a quolidade de condensar em pequeno espago, sem
Ihe fazer perder a clareza, as doutrinas de que se ia occupando.
Esta Revista & tambem preciosa pelas indicagdes bibliographicas
que da relativamenle &s questdes de que tracta.

Revelou ainda a qnalijade que tinha de resumir muito bem as
doutrinas nos seus livros para ensino, taes como nos Resumos das
Ligdes de Algebra e das Lipdes de Geometria Descriptiva, que
dava pna Universidade de Padua. Lh >0

Terminamos aqui esta breve noticia, O nosso fim foi s6 chamar
a attencdo dos mathematicos portuguezes para os trabalhos d’este
sabio, e principalmente para o seu importante methodo das equi-
pollencias. : -

Coimbra, novembro de 1880,
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