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P R E F A C I O 

Com perto de cem annos de existencia a Theoria dos 
erros das observações ó um assumpto âcerca do qual 
restam ainda muitas duvidas. 

Reduzida ao principio a simples regras empíricas ou 
aconselhadas pelo bom senso, é um facto digno de no-
tar-se que estas regras têem permanecido quasi sem 
modificação, porque se é verdade que a sua demonstra-
ção tem escapado ás investigações tenazes dos espiritos 
mais luminosos, também não é menos verdade que 
nunca se conseguiu substituil-as por outras melhores. 

Desde Grauss, Lagrange e Laplace nos princípios 
d'este século até Bertrand e Poincaré nos últimos tem-
pos, as questões de que esta Theoria se occupa e cuja 
alta importancia em diversas sciencias, especialmente 
na Astronomia, na Geodesia e na Physica, é de sobejo 
conhecida, têem sido dissecadas pela analyse mais va-



riada, partindo dos pontos de vista mais differentes, em 
busca de deduzir de um pequeno numero de princípios 
de caracter axiomatico, por um encadeamento logico de 
raciocínios, essas enigmaticas regras, cuja verdade é 
mais fácil de presentir do que de basear solidamente. 

Assumindo a liypothese de que é possível assignar 
uma probabilidade numérica a cada grandeza dos erros 
das observações, a deducção d.i lei que segue essa pro-
babilidade tem sido uma das maiores difficuldades. 

Gauss chegou por uma via indirecta a assignar-lhe 
uma fórmula, mas elle proprio não depositava, ao que 
parece, confiança na sua demonstração. 

Yarios outros caminhos tem sido seguidos para a 
descoberta d'essa lei; acceitaveis ou não, têem todos 
conduzido á mesma fórmula — á lei de Gauss —. 

Ora emquanto Bertrand no seu Calcid des lyrobàbi-



Iitfs, apparecido em 1889, ataca esta lei, Poincaré, num 
livro com o mesmo titulo que veio á luz em 1896, de-
fende-a e toma-a como base do methodo dos menores 
quadrados, notando todavia que aquella lei e portanto 
este methodo só são scientificamente legítimos em certas 
e determinadas circumstancias, que elle tracta de pre-
cisar. 

«II ne faudrait pas avoir une sorte de superstition 
pour la métliode des moindres carrés, à laquelle va nous 
conduire la Ioi de Gauss. Nous avons vu que l'on avait 
parfois des raisons de ne pas adopter cette Ioi» (*). 

Mas se não é permittido crêr cegamente na lei de 
Gauss, parece exaggerado banil-a, porque admittindo 

(#) Poincaré, Calcul des probabilités, pag. 196, 



que ella não seja rigorosa, a verdadeira lei não será 
muito differente. 

/ 
E o que mostra a analvse e a experiencia confirma. 

S-' 

Por outro lado as tentativas feitas para estabelecer 
a Theoria dos erros independentemente da lei da pro-
babilidade do erro não têem talvez sido mais felizes. 

A determinação dos valores mais convenientes das 
incógnitas parecia accessivel no caso mais simples das 
observações directas de egual precisão. Apesar d'essa 
simplicidade ainda se não conseguiu uma solução que 
se imponha. A prova d'esta aífirmação fornece-a o ap-
parecimento em 1890 de uma memoria de Estienne em 
que este auctor, influenciado pela leitura da critica de 



Bertrand, pretende substituir a media arithmetica pelo 
valor mediano das observações. 

Se no caso simples a que nos referimos fosse possível 
determinar satisfactoriamente o valor mais vantajoso da 
incógnita, ter-se-ia ahi a chave de toda a Theoria, pro-
curando reduzir os outros casos mais complicados áquelle 
de que se tracta. 

A esta marcha do particular para o geral seria pre-
ferível, porém, dar uma demonstração geral do principio 
dos menores quadrados. Fez-se essa demonstração; in-
felizmente ella implica a restricção de que as equações 
finaes sejam lineares. 

# 

Tudo isto prova o que dissemos no principio d'este 



prefacio. Não se disse a ultima palavra sobre a Theoria 
dos erros. 

Não poderemos nós |tambem proferil-a. O nosso fim 
é somente fazer a exposição dos principaes trabalhos 
conhecidos sobre os principios em que se baseia a de-
terminação de incógnitas, ligadas a uma serie de obser-
vações. 

Pretendemos pôr em evidencia o que ha de hypothe-
tico e o que ha de rigoroso e de aproveitável nestas 
investigações, de maneira que d'este estudo resalte cla-
ramente o estado da questão. 







C A P I T U L O I 

N o ç õ e s p r e l i m i n a r e s 

I. Natureza dos erros das observações. Objecto e Dm da Theoria dos erros 

1 . Quando se observa uma grandeza desconhecida sus-
ceptível de ser definida por um só numero, as differenças 
para este numero dos resultados das observações, chamam-se 
erros verdadeiros ou simplesmente erros das observações. 

Estes erros serão números qualificados para distinguir Er ros lineares, 

os dois sentidos differentes em que podem commetter-se, a 
é possivel represental-os sobre uma linha recta, como é 
obvio; d 'ahi lhes vem o nome de lineares. 

Casos ha, porém, em que a grandeza desconhecida é 
complexa. P a r a determinar sem ambiguidade a natureza do 
desvio, cada observação deverá fornecer mais do que um 
numero, e haverá em correspondência erros não addicio-
naveis. 

Isto succede por exemplo quando Se procura a posição Erros no plauo 

de um ponto 110 plano ou no espaço. Os desvios ou erros c n " esPa?0-
completos são então grandezas geometricas, para cuja re-
presentação não basta a segmentação de uma rec ta ; é ne-
cessário fazer intervir , além da grandeza e sentido, um 

í 
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terceiro elemento a direcção. Chamam-se erros no plano e 
erros no espaço. 

Tra ta remos apenas da pr imeira especie de er ros — os 
l i nea res—. 

S. O observador nunca pôde adqui r i r a certeza de que 
o resul tado da sua medição seja verdadeiro . 

A discordância que geralmente se manifesta entre os 
resul tados das observações dá-nos a prova da existencia de 
er ros em todas as observações differentes menos uma, que 
poderá estar ou não inquinada; mas ainda que houvesse 
completo accordo não se poderia d 'ahi concluir que o valor 
observado tivesse coincidido com o valor verdade i ro : esta 
circumstancia, como faz notar Chauvenet (*), indicaria ape-
nas que se ficou 110 processo physico muito áquem do limite 
de precisão (limits of our measur ing powers). 

Numa tal incerteza reside a differença essencial entre a 
determinação de uma grandeza pelo calculo ou pela obser-
vação. 

Erro» eiementa- 3 . Uma pr imeira nota que deve fazer-se a respeito dos 
is e erro total. e r i ' o s das observações é que elles são devidos quasi sempre 

a muitas causas differentes. Chamando erro elementar ao 
e r ro proveniente de uma só origem, o e r ro da observação 
será a somma algébrica dos er ros elementares, e poderá 
sob este ponto de vista denominar-se m-o total. 

É costume, tendo em attenção o modo como actuam as 
diversas especies de causas, dividir os erros em duas classes, 
conforme são devidos a causas que obram de um modo re-

(#) Splierical and, practical Astronomy, vol. n, pag. 470, nota. 
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guiar du ran te a serie das observações, ou ao contrar io 
provêm de origens cuja acção depende de circumstancias 
que var iam de uma observação pa ra out ra de uma maneira 
i r regular , podendo considerar-se como acontecimentos inde-
pendentes. 

Aos er ros pertencentes á pr imeira classe dá-se o nome Erros regulares 

de regulares ou systematicos, e comprehendem como caso eirre^ulares-
par t icular os erros constantes. 

Os outros chamam-se irregulares e também fortuitos ou 
accidentaes. 

4 . Convém não in te rpre ta r estas denominações á le t t ra , 
porque o carac ter verdadei ramente distinctivo d 'es tas duas 
especies de erros é o conhecimento ou ignorancia da lei. 

É fácil de ver por um exemplo clássico o que ha de ar-
tificial naquella classificação. Os er ros resul tantes da irre-
gular idade de divisão de um ins t rumento de medição de 
ângulos deviam considerar-se systematicos e são até cons-
tantes, quando o ins t rumento se emprega pa ra a medição 
110 mesmo logar do limbo. Contam-se, porém, em reg ra , 
como for tui tos porque na medição de differentes ângulos 
são empregados logares dif ferentes do limbo. 

Ainda um exemplo de out ra na tu reza : na theoria da re-
tracção suppõe-se um certo estado atmospherico que, em 
geral , será diverso do verdadeiro . Durante um tempo limi-
tado pode esta causa do e r ro dar logar a erros systematicos, 
constantes mesmo, mas com a continuação das observações 
o estado real da a tmosphera va r i a rá e os erros podem tor-
nar-se i r regulares . 

Uma mesma origem de erros pode, pois, produzi r erros 
sj^stematicos e accidentaes conforme as circumstancias; 
por tanto a classificação não corresponde a uma distincção 
precisa ent re as causas de erros . 
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S5. Mas considerados os erros em si, isto é, indepen-
dentemente das causas que os produzi ram, é impor tante 
f ixar que os erros i r regulares possuem a propr iedade de 
serem ext remamente var iaveis de observação pa ra obser-
vação, podendo considerar-se como acontecimentos casuaes, 
o que lhes valeu a denominação de fortui tos . 

Os er ros systematicos desviam os resul tados da obser-
vação do valor verdade i ro quasi sempre no mesmo sentido, 
seguindo em cada caso uma lei par t icular . Não têem em 
coimnum alguma coisa essencial que permit ia um estudo de 
conjuncto, e necessitam porisso em cada genero de obser-
vações e pa ra cada natureza de causas um t ra tamento dif-
ferente . 

Objeciodatiico- É impossivel abrangel-os numa theoria geral , ao con-
a dos erros. t r a r io do que succede com os erros accidentaes, que consti-

tuem o objecto da Theoria dos erros. 

6. Accentuado o caracter dos erros accidentaes — a va-
r i ab i l i dade—, convém desde já notar que, re la t ivamente á 
variação da grandeza, se é certo poder o e r ro de uma obser-
vação theoricamente assumir todos os valores comprehen-
didos ent re certos limites, na prat ica os valores possíveis 
dos erros fo rmam uma serie descontinua, em vir tude do 
limite de observação nit ida inherente a cada especie de 

• observações. 
Erro inevitável. Ha, pois, em cada serie de observações um er ro inde-

pendente das circumstancias em que cada^ observação foi 
feita a que se dá o nome de inevitável. Elle será sempre 
menor do que uma unidade da ordem mais elevada, a que 
se at tende nas observações. 

7 . É possível ainda reconhecer nos erros algumas pro-
pr iedades importantes . 
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Resulta, como dissemos, o e r ro de uma observação de 
um maior ou menor numero de origens de erros, que podem 
ser ou não independentes umas das outras , e cuja impor-
tância relat iva pode ser susceptível de muitos g raus . 

O numero das origens está em proporção com a comple-
xidade do processo empregado pa ra a medição. Esse nu-
mero será quasi sempre grande , porque o aperfeiçoamento 
da ar te de observar pelo que respeita á precisão tem t raz ido 
comsigo, em geral , a complicação do processo. 

Por outro lado esse mesmo aperfeiçoamento fez com 
que as differentes causas de e r ro tenham uma importancia 
proximamente egual. É este um facto sabido por todos os 
que conhecem os inst rumentos e methodos de observação 
modernos, o que torna desnecessário insistir sobre este 
ponto. 

É de presumir assim que cada e r ro elementar tenha 
muito pequena influencia no resultado, p ropr iedade muito 
importante de que para ao deante lançaremos mão. 

Por f im notaremos que, se existem origens de erros de-
pendentes umas das outras , é porém certo que são quasi 
sempre muito mais numerosas as que não são l igadas por 
nenhuma relação. 

Em resumo, parece que se não deve estar muito longe 
da verdade considerando o e r ro total como formado de um 
numero muito g rande de erros elementares, independentes 
uns dos outros, da mesma ordem de grandeza e tendo cada 
um pequena importancia em relação áquelle erro . 

Grande namero 
das cansas de erro. 

Próxima egnal-
dade dos erros ele-
mentares. 

Indepcndencia 
das origens. 

8. Na epocha em que se observa a theoria ou o me-
thodo de cada especie de observações tem at t ingido um 
certo grau de progresso com que somos forçados a conten-
tar-nos. Os meios auxil iares têem imperfeições que hão de 
tolerar-se, emquanto se não dispõe de outros melhores. 
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Finalmente o estudo de desaccordo inevitável entre a 
manei ra theorica de medir e o modo como se executou a 
medição, pôde levar á descoberta de algumas correcções, 
que devem ser introduzidas nos resultados, mas ha em cada 
caso um limite, impossível de u l t rapassar . 

Alguma cousa, porém, resta de a rb i t ra r io . Dentro dos 
limites mais ou menos estreitos que o tempo impõe sempre, 
o observador pode repet i r as observações, dispõe, por assim 
dizer, do numero d'ellas. 

F i r a d a T t e o r i a A Theoria dos erros tem precisamente por f im aprovei tar 
is e r ros . e g ^ a a rb i t ra r i edade de modo a achar os valores mais vanta-

josos das incógnitas relacionadas com as observações. 

Eliminação dos £ ) . Mas antes de applicar esta Theoria a uma serie de 
t o s systema icos r e g u i t a ( j o s < j e observação suppõe-se que tem sido feita com 

o maior cuidado a indagação das causas de erro, a deter-
minação dos seus effeitos e a correcção correspondente das 
observações. 

Este estudo prévio não revela nunca todos os erros ele-
mentares . Não escaparão em geral a um exame demorado 
os er ros constantes ou var iando segundo uma lei simples de 
observação para observação. Ao contrario, é na tura l suppôr 
que os er ros mais difficeis de determinar sejam aquelles 
que affectam as observações de uma maneira i r regular . 

Podemos, pois, admit t i r , com uma confiança tanto mais 
próxima da certeza quanto mais minuciosa t iver sido a in-
vestigação pre l iminar , que os erros subsistentes são os que 
nós chamamos for tui tos . 

Este postulado que é necessário collocar logo no prin-
cipio do nosso estudo não affecta de modo algum o r igor 
da Theoria, mas pôde pôr em duvida a legitimidade da sua 
applicação, porque não ha meio seguro de ver i f icar se elle 
tem logar em cada caso. 
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1 O. Não seria possível sobre um desconhecimento com-
pleto do e r ro assentar qualquer estudo serio. Não é t ambém 
essa a nossa situação. Acabamos de ver que se suppõe feita 
a eliminação do e r ro systematico e indicamos nos pa rag ra -
phos anter iores qual é o carac ter dos er ros accidentaes. 
Vimos além disso algumas propr iedades dos erros elemen-
tares e as suas relações com o e r ro total . 

É sobre estas presumpções ou sobre out ras mais precisas, 
mas talvez por isso mesmo menos prováveis , que se eleva a 
Theoria dos erros . 

A natureza dos dados não permit te que se espere uma 
solução certa, mas apenas uma solução que mereça tan ta 
confiança como as supposições de que t ivermos par t ido . Não 
se poderá pedir que se determinem os verdadeiros valores 
das incógnitas, mas somente os valores mais convenientes. 
Mas será preciso que se diga pr imeiro o que se entende ri-
gorosamente por tal expressão. É este um ponto delicado de 
que brevemente nos occuparemos. 

II. A lei dos erros. Definição dos valores mais vantajosos das incógnitas 

1 1. A identif icação de um er ro for tui to com um acon-
tecimento casual conduz na tura lmente a considerar a Theoria 
dos er ros como um ramo do calculo das probabil idades. 

A cada e r ro corresponde uma certa probabi l idade que 
deverá depender de muitas circumstancias; taes são a gran-
deza do erro , a individual idade do observador , a na tureza 
do ins t rumento empregado, a g randeza observada. 

Em geral faz-se a supposição de que ella depende só da 
grandeza do e r ro . A definição que costuma dar-se envolve 
ainda, como vae ver-se, outras fa l tas de r igor , que se per-
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dos erros. 

mittem para t o rna r possível ou, pelo menos, mais fácil a 
analyse. 

Definição da lei Consideremos o e r ro como uma grandeza continua e de-
signemol-o por x. Já vimos a t rás que os valores possíveis 
dos er ros fo rmavam na prat ica uma serie discreta, separada, 
porém, por muito pequenos intervallos. 

Seja agora f(x) a probabi l idade do e r ro inherente a uma 
observação estar comprehendido ent re o e x. Supponhamos 
esta funeção analytica e façamos 

df(x) 

Como f(x 4- Az) — f(x) ê a probabi l idade de que o er ro de 
uma observação esteja comprehendido entre x ex -(- Az, po-
deremos represen ta r a probabi l idade de um erro entre os 
limites x & X-sC dx por y(x)dx. 

É esta funeção 9(2) que se chama lei de probabi l idade 
dos erros, ou mais simplesmente lei dos erros. 

1 2. Fizemos a rb i t r a r i amente a supposição de que f(x) 
fosse uma funeção analytica de x; y(x) será também. Ora 
esta supposição além de ser a rb i t r a r i a , será, em geral , in-
compatível com uma out ra condição a que em r igor deveria 
satisfazer a ult ima funeção: a de se annul lar pa ra todos os 
valores de x não comprehendidos entre os limites dos erros. 
Es ta condição resul ta , com effeito, de que 9(2) é a der ivada 
de f(x), e de que esta ult ima funeção é evidentemente cons-
tante fó ra dos limites dos erros . Teremos, pois, de nos con-
ten ta r , pa ra que desappareça a incompatibi l idade com que 
os valores da lei dos er ros além dos limites d 'estes sejam 
muito pequenos. 

Convém por outro lado pa ra que a theoria comprehenda 



todas as especies de observações deixar indeterminados os 
limites dos erros. Extendem-se esses limites até —00 e - foo. 
Ter-se-ha assim a egualdade r igorosa ou approximada 

Extensão dos • 
mites dos erros. 

/ cp(x)dx = 1; 
J ~x 

r igorosa se q(x) se annulla fóra dos l imites dos erros, por 
que designando esses limites por a e b será 

que, representando a probabi l idade do e r ro cahir ent re a 
e b, é a certeza, e por tan to egual á unidade; approximada 
porque não se real isando o annullamento deve pelo menos 
<f(x) ser de muito pequena importancia além dos limites. 

1 3 . A lei dos er ros é susceptível de uma representação Curva do proba-

geometrica. Basta pa ra isso tomar p a r a abscissas os er ros bllldade do erro-
e pa ra ordenadas as probabi l idades correspondentes. A 
curva determinada pelas extremidades das ordenadas tem 
por equação 

Nesta representação a probabi l idade de um erro cahir 
entre dois limites tem uma significação notável . É a area 
l imitada pelo eixo dos x, as duas ordenadas correspondentes 
aos limites dados e a curva . 

A area total l imitada pela curva e o eixo dos x deverá 
servir de unidade na avaliação das areas, visto representar 
a certeza. 

Pôde também representar-se a lei dos er ros por uma 

y = y(x). 
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Representação recta mater ial . Os erros contam-se sobre a recta como ante-
Iei dos erros 

u m a r e c t a m a - r io rmente sobre o eixo dos x. A cada ponto x at tr ibuir-se-ha 
teriai . uma massa egual a y(x). D'esta maneira a probabi l idade de 

que um er ro esteja comprehendido entre dois limites será 
egual á massa do segmento da recta que elles determinam. 

1 4 . Pa r t indo da noção da lei dos erros procuraremos 
agora determinar a probabi l idade de qualquer valor da 
grandeza observada em presença da serie de observações 
dada. É um problema de probabi l idade de causas, que é 
resolvido pela conhecida fórmula de Bayes. 

Consideremos o caso mais simples da Theoria dos erros 
— observações directas de egual precisão de uma grandeza 
desconhecida. 

A expressão — observações de egual precisão — carece 
de ser definida porque, embora muito usada por todos os 
auctores, r a r a s vezes se põe em evidencia o sentido em que 
ella deve ser tomada. 

Diremos que as observações têem egual precisão quando 
a probabi l idade do e r ro segue a mesma lei pa ra todas as 
observações. 

Seja 
O l , 0 2 , . . . o„ 

uma serie de observações nas condições re fer idas . Designe-
mos a lei dos erros por y(x) ou para mais general idade por 
ç(o, v), sendo o uma das observações e v o valor verdadei ro 
da incógnita. 

Se accrescentarmos ás supposições já feitas a de que os 
resul tados das observações sejam acontecimentos indepen-
dentes uns dos outros, a probabi l idade do concurso de todos 
esses acontecimentos, suppondo que o valor verdadei ro é v, 
será pelo theorema das probabil idades compostas, propor-
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cional ao producto 

9(01, v)cp0-2, v)... 9(0,,, v)doidoi... do„. 

Seja ainda to(v)dv a probabil idade a priori para que v esteja 
comprehenaido entre v e v-\-dv. 

A probabil idade a posteriori, isto é, depois de feitas as 
observações do mesmo acontecimento pôde então represen-
tar-se pela fórmula de Bayes, como dissemos. Ter-se-ha, de-
signando por p esta ultima probabil idade 

„ 9(01, v)<f(Q2, v).. • <p(o„, v)<\(v)dv 
r-\-oe I1/* 
/ Cp(O1) v)y(0i, v)... 9(0,,, 

D'este modo, suppondo conhecidas as duas formas 9 e 
teremos o meio de fazer corresponder a cada valor attri-
buido a v uma determinada probabil idade. 

Poderá também a marcha d'esta probabil idade ser dada 
por uma curva, como para os erros das observações. 

Tomando os valores de v pa ra abscissas e os de y para 
ordenadas, a sua equação será 

„ _ ?(oi, ^)9(02, v) • • • ?(o„, v)j(v)_ _ 
r-\-00 
/ • 9(olf «09(0-2, v)... 9(0,„ v)\(v)dv 

1 5. Pergunta-se agora : que valor deve ter p para que 
o valor correspondente de v seja o mais conveniente? Ou 
antes: como se deve definir o valor mais conveniente da 
incógnita ? 

Sobre este ponto não existe accordo. 

Probabilidade a 
posteriori dos va-
lores da incoguita. 
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Primeiro princi-
pio de Gauss. 

O pr imeiro principio de Gauss para o valor mais van-
tajoso era que esse valor fosse aquelle a que correspondesse 
maior probabi l idade. 

p devia ser máximo, ou 

fZ[?(oi, t')?(o-2, v)...g(o„, vyií(vy\ 
dv (3). 

Principio de La-

place. 

Segundo princi-
pio de Gauss. 

Laplace adoptou um principio differente. P a r a elle quando 
se p rocura de terminar uma grandeza pela observação cada 
e r ro que se commette pôde ser comparado a uma perda num 
jogo de azar . Sendo assim o melhor valor será aquelle que 
der um total de perdas menor . Cada perda é avaliada pelo 
valor absoluto do e r ro mult ipl icado pela probabi l idade res-
pect iva. 

Chama erro total provável á somma dos productos ana-
logos obtidos dando ao erro todos os valores possíveis, e 
escolhe pa ra valor da incógnita, aquelle que torna esta 
somma minima. 

Gauss abandonando o seu pr imeiro principio adoptou 
um outro que di f fere só do de Laplace em substi tuir o valor 
absoluto do e r ro pelo seu quadrado . Esta substituição tem 
vantagem pa ra a applicação da analyse, porque o quadrado 
do erro é uma funeção continua do mesmo, emquanto que 
o valor absoluto não é. 

É claro também que qualquer potencia par do e r ro sa-
tisfaz, mas o quadrado offerece a van tagem de ser a mais 
simples funeção continua. 

Yê-se que a comparação do erro a uma perda no jogo, 
fundamento d 'es tas differentes soluções, deixa subsistir um 
g rande g r au de a rb i t ra r iedade . 

Qualquer que seja, em obediencia a este principio, a so-
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lução adoptada será ella prefer ível á escolha do valor mais 
provável que resul ta do pr imei ro principio de Gauss? 

Não poderíamos dar uma melhor resposta a esta per-
gunta do que t ransc rever os seguintes períodos do Calciil 
des probabilites de Bertrand: 

«La valeur la plus probable est celle dont la probabi l i té 
est la plus grande . Peu importent Ies autres . Elles doivent 
tontes, cependant, dir iger Ie choix à fa i re . S'il est utile 
d 'accroi t re la probabi l i té des petites e r reurs , il est désirable 
aussi de diminuer celle dos grandes . S 'a t tacher seulement à 
choisir la valeur la plu^ probable, c 'est imiter Ie joueur qui, 
pouvant espérer un g rand nombre de pertes, p rendra i t ses 
décisions de manière à accroi tre la chance de gagner Ie plus 
gros lot, sans aucunement se soucier des autres». 

Eis ainda o que diz Poincaré no seu Calcul desprobabilites: 
«La quant i té que l 'on doit p r e n d r e pour z, ce n 'est pas 

la valeur la plus probable , c 'est la valeur probable . En 
effet, la valeur la plus probable est celle qui correspond à 
la plus g rande valeur de p; elle peut être t rês di f fèrente de 
tontes Ies autres, tandis que celles-ci peuvent se g rouper 
t rês prés l 'une de 1'autre, ce qui donne for t à croire qu'elles 
diffèrent t rês peu de la vèr i table valeur . Elles n ' intervie-
ment pas dans la valeur la plus probable, tandis qu'elles 
contr ibuent tontes à la valeur p r o b a b l e . . . » l. 

Este valor provável tem a seguinte definição: Sejam 
vi, v-2, ...vn os valores possíveis de uma g randeza ; pi, p-2, 
. . .p n as suas respectivas probabil idades, elle será egual á 
somma 

v.pvJ-v-ip-i. .. -- v,pn. 

1 s designa o verdadeiro valor da grandeza observada e corres-
ponde a v, na nossa notação; p tem a mesma significação que aqui. 
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Os valores possíveis de v são aqui todos os comprehen-
didos ent re —oo e + 0 0 , a probabi l idade de cada um é dada 
pela fó rmula (1). Logo o valor provável de v será 

(4). J 

r+ cc 
f v?(°h v)y (0-2, v)... 9(0,„ 
—3S, 

v)'\i(v)dv 

J 
/*+« 
f çp (01, v)<f(Oi, v)... <p(0„, 
— oe 

v)']i(v)dv 

É fácil de ver que este principio é o mesmo que o se-
gundo de Gauss. Com effeito de (4) tira-se 

í + x 
/ (v — v,)(f(oi, v)y(0t, v)... ç(0„, v)ty(v)dv= o 

ou 
r+cc 

(v — vp)ydv = o (5) 

em vi r tude de (2). 
Ora a equação (5) representa a condição do minimo da 

expressão 

/ (v — vyfydv 

em relação a vr. 
É precisamente o segundo principio de Gauss que tam-

bém se pôde expr imir , em vista d'isto, da seguinte f ó r m a : 
o valor mais vantajoso é o valor provável . 

A condição analyt ica do principio de Laplace é diffe-
rente . Exige-se que seja minima a somma dos valores dos 
er ros multiplicados pelas probabil idades, fazendo abstracção 
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dos signaes, isto é 

CjTcc
t \v — x\ ydv = min. 

em relação a x, ou ainda 

í + x 

(x — v)ydv f / (v — x)ydv = min. 

para o que deve ser 

ydv •• 
r+oc 

ydv. ,(6). 

1 6. As condições (3), (5) e (6) são susceptíveis de uma 
interpretação geometrica notável. 

O primeiro principio de Gauss corresponde a adoptar 
pa ra valor da incógnita a abscissa do ponto que tem a or-
denada maxima. 

O principio de Laplace corresponde, como o mostra (6), 
a adoptar a abscissa cuja ordenada divide ao meio a super-
fície total l imitada pela curva (2) e pelo eixo dos v. 

Finalmente pelo segundo principio de Gauss o valor 
mais vantajoso será a abscissa do centro de gravidade da 
mesma superfície; é o que resul ta immediatamente da equa-
ção (5) que dá 

I n t e r p r e t a d o 
geometrica dos 
Ires princípios. 

JZ yvdv 

ydv 
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1 T. Pelo que temos dieto vê-se que não é fácil, como 
t inhamos previsto, definir os valores mais vantajosos sob o 
ponto de vista do calculo das probabi l idades. 

O pr imeiro principio deve ser abandonado. Mas qual 
escolher dos outros dois e da inf inidade de princípios ana-
logos ? 

Não temos actualmente nenhuma razão para nos deci-
dirmos, a não ser as vantagens analyticas, que conferem a 
supremacia ao segundo principio de Gauss. 

É elle, por isso, o que hoje se prefere . 
Tem agora uma significação precisa o problema da de-

terminação do valor mais vantajoso da incógni ta : equivale 
á determinação do valor provável . 

Este ha de ser uma funeção das observações dada pela 
formula (3), pa ra cuja determinação o caminho natural -
mente indicado é o da investigação das funeções <p e Es ta 
ult ima depende do que se sabe a priori da probabi l idade de 
v; deve, pois, em r igor ter um valor par t icu lar pa ra cada 
caso. A pr imeira é a lei dos erros, que é necessário inves-
t igar . 

No resul tado f inal não se encontra vestígio d 'esta lei; 
6, pois, na tu ra l suppôr que pelo menos nalgum caso simples 
seja possivel chegar á determinação do valor prefer ível sem 
conhecer a lei dos erros. 

Se assim fôr, supposta também conhecida a funeção 41, 
na equação que dá o valor mais vantajoso fica tudo conhe-
cido á excepção da fórma da funeção 9, que poderá talvez 
determinar-se. Este foi o caminho pr imi t ivamente seguido 
por Gauss. Adoptou como valor mais vantajoso no caso das 
observações directas do egual precisão a media ari thmetica, 
e identificando-a com o valor mais provável (primeiro prin-
cipio) conseguiu deduzir a fó rma de 9. 

Mas têem sido empregados outros processos pa ra a de-
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ducção analytica da lei dos e r ros ; entre elles são sobretudo 
importantes os que se fundam no estudo dos erros elemen-
tares . 

Pode também procurar -se deduzir em todos os casos os 
valores mais vantajosos independentemente da lei de pro-
babil idade do erro. 

Como ponto de par t ida de todos estes t raba lhos acham-se 
hypotheses mais ou menos plausíveis e cuja apreciação ire-
mos fazendo pari passo. 

1 8 . Consideramos até aqui p a r a o estabelecimento da Ceneraiisaçâo. 

probabi l idade de cada valor a t t r ibuido á incógnita o caso 
par t icular das observações directas de egual precisão. É 
fácil de ver como deve modificar-se a fórmula (1) p a r a que 
possa applicar-se ao caso mais gera l da Theoria dos erros . 

Sejam 

Vl, Vil ...,Vf 

p incógnitas, que não foram observadas directamente, ten-
do-se, em vez d'ellas, observado as funcções 

Ul =fl(Vl, v-i. .., V1,), 

Ul = fi{vi, V-I..., V1), 

U* = f„(Vl, Vi ... , V1,), 

cujo numero n é maior do que p. 
Sejam, além d'isso 

2 
Oi, Oi,..., On 
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os resul tados da observação das funcções 

M l , Uil ... un. 

Pede-se a probabi l idade a posteriori de cada valor attr i-
buido ás incógnitas, ou mais r igorosamente as probabi l idades 
a posteriori p a r a que vi esteja comprehendido ent re vi e vi 
+ dvi, v% en t re Vi e wj-f dv±,..., vp entre vp e vp + dvp. 

A priori esta probabi l idade será dada por uma funeção 
que var ia de caso p a r a caso, e que nós representaremos 
por 

^(vi, Vi ..., vp)dvidvi... dvp. 

Suppondo que os verdadeiros valores das incógnitas são 
os at t r ibuidos, a probabi l idade do concurso dos valores 
observados 01, 0 2 , . . . , o„ poderá ser representada pelo pro-
ducto 

?i(ei)?2(eí)... on(e„)deidei... de„ 

onde 

9 XeJdei 

representa a probabi l idade do e r ro = Ui-Oi da observação 
Oi. Isto resul ta da applicação do theorema das probabil ida-
des compostas, e exige que as observações possam conside-
rar -se acontecimentos independentes uns dos outros. 

A fórmula de Bayes dá agora pa ra a probabi l idade pe-
dida 

p 9i(ei)92(c->) •.. 9„(e„)'K^> ̂  vP)dvidv2 ...dvp r— ^00 ~ ••(')• 
/ 91(61)92(¾)... 9„(e„)<j<(i>i, Vi,..., vt)dvidvi ...dvp 
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E p a r a os va lo res mais van ta josos das incógni tas , ado-
p t a n d o o segundo pr inc ip io de Gauss, t e r emos a seguin te 

f ó r m u l a que subs t i tue a f ó rmu la (4) 

/ • + « 

s - f e (8) 
/ f i f i . . . y^dvidvi... dvp 

e que dá o va lo r p r o v á v e l da incógni ta Vi. 



C A P I T U L O II 

A lei dos e r ros 
fundada no postulado de Oauss 

I. Exame do postulado de Gauss 

- 1 9 . Já dissemos no capitulo antecedente que Gauss 
tomou como base da deducção analytica da lei dos erros a 
seguinte proposição, que duran te muito tempo passou por 
axiomat ica: 

Dada uma serie de observações directas egualmente pre-
cisas da mesma grandeza desconhecida, a media arithmetica 
das observações é o valor preferível. 

Isto não é claro e a prova é que são muito numerosas 
as tentat ivas feitas p a r a o demonst rar , encontrando-se en-
t r e os seus auctores alguns dos maiores geómetras . Veremos 
que a demonstração do postulado de Gauss tem escapado 
aos estudos mais porf iados, mas que taes t rabalhos não têem 
sido completamente perdidos, servindo pa ra esclarecer a 
verdade i ra na tureza da media ar i thmetica. 

. . » 0 . Seja 
Ol, 03, . . . , 0 (1) 

uma serie de números resultante da observação repetida n 

•* 
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vezes da mesma grandeza 
todas as observações egual 

Á serie (1) corresponde 

desconhecida V, merecendo-nos 
confiança, 
a serie 

Ci, cí,.«., e„ 

dos erros de observação, em que 

ei = V —oi \ 

et = V - Oi 

e„ = V — o„ 

(2). 

Se n = 1 a serie (1) reduz-se ao pr imeiro termo ot e não 
ha nesse caso outro par t ido a tomar senão o de a t t r ibu i r a 
V o valor oi. 

Outro caso pôde apresentar-se em que não é permit i ida 
hesi tação: é o de serem eguaes todos os termos da serie (1), 
qualquer que seja n devemos adoptar pa ra V o valor com-
mum d'esses termos. 

Em todos os mais casos a solução não é intui t iva. Es-
tienne, num t raba lho (*) que adeante examinaremos, acha 
que é muito plausível fazer esta p e r g u n t a : 

«De todas as medidas feitas qual é a melhor»? 
Mas não será menos plausivel pe rgun ta r em seguida se 

ha um valor melhor do que qualquer das medidas feitas. 
Reunindo as duas questões o problema a resolver é: 

Qual é a combinação das observações que deve adoptar-se 
para valor da grandeza observada? 

(#) Étude sur Ies erreurs d'observation, Paris, 1890. 
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* 3 1 . Supponhamos que nada se sabe a priori acerca 
do valor da incógnita, e admit íamos além d'isso que os erros 
positivos e negat ivos de egual valor absoluto são egualmente 
prováveis . 

Casopar t i ca i a r Sejam Oi e 0 2 as observações; v o valor da incógnita; 
de duas observa- . i • i . . . , 

{5es — o) a lei dos erros, da qual sabemos apenas que deve 
ser uma funcção pa r do erro em vi r tude da hypothese an-
tecedente. 

Pôde neste caso demonstrar-se que a media ar i thmetica 
é o valor mais provável . 

A condição a sat isfazer é, segundo o que vimos no ca-
pitulo pr imeiro, 

<f(v — oi)y(v—o<i)ty{v) = max. 

Mas em vista da ignorancia supposta ácerca do valor de 
v, a probabi l idade a priori de que v esteja comprehendido 
entre v e v + dv, que nós representamos por ty(v)dv reduz-se 
a dv, porque, devendo todos os valores de v considerar-se 
egualmente possíveis, aquella probabi l idade será indepen-
dente de v e proporcional ao interval lo dv. Logo 

^ ) = 1 

e a condição pode escrever-se, tomando as der ivadas Ioga-
r i thmicas 

<f'(v — Qi) | <?'(v — oa) = 0 
ç p (v — Ol) ' (f(v — 0 2 ) 

ou 
Ç f ' ( t > — O l ) _ < p ' ( 0 2 — v ) _ 0 

<f(v — Oi) çp(02— v) 

por ser ç' uma funcção impar. 
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Ora a ult ima equação é evidentemente satisfeita pela 
solução 

Ol -+- Oi 
" = - - 2 - ' 

como se pre tendia demonst ra r . 
Esta fórma de demonstração não é, porém, applicavel a 

maior numero de observações, e além d'isso o valor prefe-
ferivel não é o valor mais provável . 

Pa r a o caso considerado de duas observações parece, 
porém, que o valor prefer íve l coincide com a media ari thme-
tica, porque, diz-se, o que está mais de harmonia com o facto 
de serem as observações da mesma precisão e com a hypo-
these da egual probabi l idade de cada grandeza absoluta do 
e r ro é suppôr que os dois erros são eguaes e de signaes con-
trár ios , e tomar , por tanto , pa ra valor verdadei ro a media 
ari thmetica. Mas deve notar-se que só p a r a n muito g rande 
é que se pôde esperar que os er ros egualmente prováveis 
sejam egualmente numerosos, e ainda só approximadamente . 

x 2 2 . P a r a maior numero de observações é necessário 
introduzir mais hypotheses. Admit íamos as seguintes: 

1.a Os erros positivos e negat ivos de egual valor abso-
luto são egualmente prováveis . 

2.a O valor prefer ível deve ser uma funeção symetrica 
das observações. 

3.a A r eg ra pa ra achar este valor ha de ser tal que forneça Generaiisação 
o mesmo resul tado numérico quer se applique ás observações de Encke-
dadas, quer se subst i tuam algumas pelo valor , supposto co-
nhecido, que ellas por si só f a r i am a t t r ibu i r á incógnita. 

A pr imei ra hypothese conduz, como se viu acima, á ado-
pção da media ar i thmet ica no caso de n = 2. 

Seja agora n = 3 na serie (1) de observações. 
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Se tivessemos somente as duas observações o e oj o 

valor mais vantajoso seria —; se as observações dadas 

fossem oi e 0 3 , esse valor seria —^ ° 3 > f inalmente o valor 

adoptado seria ° 2 °3 , se as observações fossem 0-2 e 0 3 . 

Tomando agora cada um d'estes valores e a observação 
res tante , deve, em vi r tude da terceira hypothese, haver 
uma combinação f que dê o mesmo resul tado que se con-
siderássemos a s t res observações oi, 0 2 , 0 3 dadas. 

Ter-se-ha pa ra o valor p rocurado 

, / 0 1 + 0 2 \ . / 0 1 + 0 3 \ , / 0 2 + 0 3 \ 
\ 2 ' 03J =f[~~2~' 0V = \ 2 ' 0T 

Mas pela segunda hypothese x deve ser funeção syme-
t r ica d e oi, 0 2 e 0 3 , p a r a o que é preciso que a quant idade 
isolada esteja l igada com as out ras duas como ellas estão 
l igadas ent re si. 

P a r a isso deve ter-se 

a; = F(0i + 02 + 03) (*). 

(#) Pôde chegar-se a esta expressão mais claramente, como faz 
Chauvenet (Sph. and pract. astr., vol. 11, pag. 474). Pondo 

s = O 1 + O 2 + O 3 

será 

= / ( ^ 2 , O 2 ) = F(s, o 2 ) 

= o,) = F(s, o,). 

Como s já é symetrico relativamente a O1, O2 e O3 será preciso 
para que estas egualdades tenham logar que se tenha simplesmente 
x = F(oj + O2 + o3). 
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Mas se 01 = 02 = 03 será 

SJ = F(So1) = Oi. 

Logo a forma F representa a divisão por 3 e por tanto 

Oi + Oi + Oz 
X = . 

Empreguemos o processo ordinário de generalisação. 
Se para a serie (1) se t iver 

Ol + Oi + . . . + O11 

n 

para a serie 01, 0 2 . . . , o„, o„+1, ter-se-ha, designando por 
xH+l o valor mais vantajoso, 

_ Qi + 0 2 . . . + Qn + on+1 

Com effeito, considerando o g rupo 

Oí+02 + . . . + 0„ 
n ~ 

ser a 

, /oi + 02 + • . . + o. \ 
vn+i = * , o„+,J 



26 

e por um raciocínio analogo ao que se fez para tres obser-
vações 

X„+l = 0(01 + Oi +... + o„ + 0„+1) 

= O l + 0 2 + - • • - T O - H n + 1 
c. s. p. d. 

Esta demonstração, devida a Encke, é r igorosa , mas as 
hypotheses d 'onde se pa r t i u não podem acceitar-se todas. 

Criiica. A pr imeira e a segunda são geralmente admit t idas . E m 
observações de egual precisão é na tu ra l suppôr que os erros 
eguaes em valor absoluto sejam egualmente prováveis num 
sentido ou noutro, visto t ractar-se de er ros accidentaes. Por 
ou t ro lado, não havendo razão pa ra p re fe r i r uma a out ra 
observação a priori, todas ellas devem concorrer egual-
mente pa ra o resul tado, o que equivale a suppôr que este 
deve ser uma funcção symetrica das observações. 

A terceira hypothese, ao contrario, parece completamente 
a r b i t r a r i a ; não se pôde apresentar nenhuma razão séria que 
obr igue a nossa escolha a regular-se por tal norma. 

Demais, na pr imei ra hypothese a mudança que se faz 
da egual probabi l idade em egual f requencia não pôde, como 
já dissemos, admitt ir-se só pa ra duas observações. 

2 3 . Admittam-se agora as t res hypotheses que seguem: 
Demonstração l . a Qualquer que seja a unidade em que se expr imam as 

e Schia i,arcih. observações o valor prefer ível é o mesmo. 
2.a Accrescentando a todas as observações a mesma gran-

deza a rb i t r a r i a , o valor prefer ível v a r i a r á também d'essa 
grandeza . 

3.® Fazendo va r i a r uma das observações, a var iação cor-
respondente do valor prefer íve l é independente da obser-
vação, que se fez var ia r . 
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A primeira hypothese equivale a suppôr que, multipli-
cando todas as observações pela mesma constante, o valor 
mais vantajoso venha também multiplicado por essa con-
stante, ou que elle seja uma funcção homogenea e linear das 
observações. O tlieorema de Euler dá então designando por 

x = f(oi, 0 2 , . . . , o„) 

o valor preferivel 

ò f . à f , , d f 

^01^0* + --- + !^0" = * 

Addicionando agora a mesma quant idade a a cada uma 
das observações e attendendo á segunda hypothese, vem 

XjTa = f(oi -\-a, 0-2 + a,... o„-r a) 

=f(oi, 02. . . , On) + (àf(oi'°; 4 - . . . W . . . V doi do-2 ) 

a segunda egualdade resultando do desenvolvimento segundo 
a fórmula de Taylor ; ella deve ter logar qualquer que seja 
a, logo será 

• £ + £ + • • • + £ - > <«• 

Finalmente pa ra exprimir analyticamente a terceira hy-
pothese designemos por <3e a variação muito pequena que se 
faz experimentar á observação oi; será, com desprezo das 
potencias de £ superiores á primeira, 
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Soff ra agora a mesma var iação a observação 02, ter-se-ha 

ÒX — Òc 
002 

e semelhantemente p a r a as out ras observações; d 'onde 

(5). 
d / 

doi doa ' ' ' do„ 

De (4) e (5) t ira-se 

_ d / _ _ d / _ ^ d/ l 

do i dc»2 ' ' ' do„ n' 

e subst i tuindo estes valores em (3) vem finalmente 

01 + 0 2 + . .. + o„ X- n 

critiCa. Deve-se esta elegante demonstração a Schiaparel l i ; ella 
tem o defeito de exigir muitas hypotheses, que não são in-
tuit ivas. 

A pr imeira e a segunda são propr iedades do valor ver-
dadeiro, mas porque escolher estas e não ou t ras? Além 
d'isso, devendo nós desistir de achar o valor verdadeiro , 
porque rasão a t t r ibu i r ao valor mais vantajoso propr iedades 
de que aquelle gosa? Porque assim nos approximamos do 
valor verdadei ro , não se pôde concluir que d 'ou t ro modo 
não nos approximemos mais. 

A terceira hypothese pôde justificar-se j$ l a rasão de 
que, sendo as observações de egual precisão, devem actuar 
da mesma maneira no resul tado. 
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3 4 . C o n s i d e r a n d o a p e n a s c o m o h y p o t h e s e s f u n d a m e n - Demonstração 
taes esta ult ima e a já admit t ida por Encke de que no caso de 

de duas observações a media é o valor prefer ível , pôde tam-
bém demonstrar-se o postulado de Gauss. 

Na serie (1) de observações dê-se a cada uma das obser-
vações por sua vez um augmento de qualquer . A var iação 
correspondente do valor mais vantajoso x = f(oi, oi... o„) 
será a mesma qualquer que seja a observação que var iou . 

Ter-se-lião, pois, as seguintes egualdades : 

, d / 1 d V 

àf 1 d V 

para qualquer valor de 3«. El ias separam-se, porisso, em 

àf àf 
d o, 

_ _ do* ' ~ do„' 

d V dV d V 
dol " d o j _ ' ' • ~ <3 o-: 

d 'onde 

dV dV _ d y 
do,doá d0id03 ' ' ' do'f 

d'1+'/ d p + V 
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F a ç a m o s 01 = ai + bi, Oi = ai + bi,... On = a. + b„; desen-
volvamos em o r d e m as potencias dos b a funcção x das 
observações , v i rá , r ep r e sen t ando por 0 u m a q u a n t i d a d e com-
p r e h e n d i d a en t re 0 e 1, 

S = ZTail 0 . , . . . , ^ + ( ^ 0 1 + ^ ¾ + . . . + ^ - ¾ . ) / + 

4 ( ^ ¾ * + - - + ^ ) ' + - - - + 

que, a t t endendo ás re lações an ter iores , se pode escrever 

àf 

x = f(ai, a g , . . . , a„) + (6i + ôi + .. . + ô . ) - ^ - + 

+ 1 ( 0 1 + ¾ + . . . + ^ - ¾ + . . . 

+^j (bi + b2 + . . . + b.Y-^f(ai + Oh, ai + Qbh . . . , a„ + 0Ô„). 

Das quan t idades a, e b( uma é a r b i t r a r i a á nossa escolha. 
Determinemos os a ; pela condição de serem todos eguaes 
en t re si e á media a r i thmet ica dos o, será em consequência 

ôi + ò . + . . . + 6 . = 0 

e todos os t e rmos do desenvolvimento de- x desapparecem á 
excepção do p r ime i ro . Tem-se 

x = f(a j, ai,..., a„) = (6) 
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sendo 

0 1 + 0 2 + . . . + O11 
TO = n 

Temos assim expressa analyt icamente a pr imeira hypo-
these ; vê-se que ella equivale a suppôr o valor mais vanta-
joso uma funeção da media ari thmetica das observações. 

No caso de duas observações tem-se 

. . . O l + 0 2 If(TO) = T O = — - — . 

Vejamos o que succede pa ra t res observações. Será 

/ 0 1 + 0 2 + 0 3 ^ X = 
3 1 

Mas 

o Ol + Qj , 0 3 
01 + 02 + 03 2 ^ r 3 2TO + 03 , 03 —TO 

^ = TT = JT = TO i s • 

D'onde 

, O 3 Z = MmA — TO\ 

3 / 

. . 0 3 — T O , * I/03—TO\2 

= I(TO)H — y ( m ) + 2 ( ^ — 3 - J Y ( m ) + • 

. 0 3 — W O l + 0 2 + 0 3 
= TOH ^ = ;r . 

por ser 

|(TO) = TO, I ' ( to) = 1, f ( m ) = O, ! '"(to) = O . . . 
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General isando: se pa ra n observações se t iver 

| (m) = to 

designando aqui m a media das n observações, sobrevindo 
mais uma observação ter-se-ha 

, /01 + 02 - ' - • • . + O , , +Om-A = 0 1 + 0 2 + . . . + Om-I 
V \ n + 1 ) » + 1 

como se ver ia por um calculo perfe i tamente analogo ao que 
se fez pa ra n = 3. 

Ora tendo logar esta propr iedade por hypothese pa ra 
n = 2, te rá também logar p a r a todo e qualquer valor de n. 

É a demonstração de Stone. 
Critica. Ella põe bem evidencia a significação da hypothese ter-

ceira de Scliiaparelli, a mais plausível das t res em que se 
funda a demonstração d 'este auctor . Adoptal-a é a mesma 
coisa que suje i tar o valor prefer ível a ser, não a media, 
mas uma funeção da media. 

P a r a reduzi r o valor prefer ível á media, Stone admitt iu 
somente que o postulado já estava demonstrado pa ra duas 
observações. A demonstração é melhor do que as duas an-
ter iores porque só reclama duas liypotheses em vez de t res 
e essas são talvez as mais acceitaveis de todas as que as 
ou t ras demonstrações exigiam. 

outras investi- 4 2 5 . Mais simples de que todas estas demonstrações mas 
gaçòes. também menos convincente é o raciocínio feito por Ellis. 

Sommemos membro a membro as egualdades (2) do prin-
cipio do capitulo; v e m : 

| S ( V - O 1 ) - S * 
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d'onde 

V = — + — . n n (7). 

Qualquer que seja a combinação das observações ado-
ptada, designando-a por C, e por g„ a , . . . , s„, os erros cor-
respondentes, isto é, fazendo 

(8) 

C — Oi = ' S1 ' 
C — Ol = sj | 
C — Oi = ' S1 ' 
C — Ol = sj | 

vem também 

C - o . = 

V ( C - O 1 ) = Sci 

C = — + — (9). n n x ' 

Tomando o limite pa ra n= oo do valor V dado por (7) 
v O -

obtem-se —, que é a media arithmetica das observações, 

comtanto que não exista nenhuma causa permanente que 
torne a somma dos erros positivos differente da dos nega-
tivos, visto que Zei será cada vez provavelmente menor e 
com certeza sempre finito e n tenderá pa ra oo. 

Mas a egualdade (9) mostra que o mesmo succede a 
qualquer outra combinação das observações, se comtudo 
i fôr uma funcção impar de e, pois que no limite ter-se-ha 

n n 

Para a determinação do valor preferível existem então 
3 
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uma inf inidade de regras encer radas na equação 

Zf(V-Oi) = 0, 

em que f é uma funeção impar . 
Es tas r eg r a s são todas inexactas quando n é f inito e 

coincidem todas no limite com o valor verdadeiro. 
P a r a escolher d ' en t re estas r eg ra s a da media ari thmetica 

pôde apresentar-se como razão a commodidade do calculo. 
Mas esta razão não colhe porque, como observou Tait , a es-
colha da media ar i thmetica ent re outras r eg ras é comparavel 
com o caso de se pre tender demonst rar que a at t racção var ia 
proporcionalmente á distancia e não na razão inversa do 
quadrado com o único fundamento de que o problema dos 
t r es corpos se torna simples e pôde resolver-se r igorosamente, 
ao contrar io do que succede com esta ult ima lei. 

Também a nota de Glaisher não resolve a duvida de 
uma manei ra completa. Não se pôde a f f i rmar que, sendo 
os er ros muito pequenos, ha ja prat icamente coincidência 
en t re as equações I ( V - O 1 ) = O e i/"(V—o,) = 0. Desenvol-
vendo f(e) segundo as potencias de e, ter-se-liia 

f(e) = Ae i + Be4 + Ce5 + . . . 

e despresando os termos da terceira ordem em deante 

If(e,) = Aiei 

o que tornar ia indist inctas as duas equações. 
Mas este raciocínio suppõe A ^ 0. 
Se, porém, A = O e B ^ O teremos a equação 

2(V — o,)3 = 0. 
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Se A = O, B = O, C ^ O 

v ( v _ 0 , ) s = 0 

e assim por deante. 

Esta nota reduz em todo o caso a inf inidade de formas 
possíveis da funeção f . f será uma potencia de g r au impar 
da var iavel . 

2 6 . Os t rabalhos mais elucidativos sobre a media 
ar i thmetica são com certeza os devidos a De Morgan e 
Fer re ro , que vamos agora expôr conjunctamente, porque 
elles completam-se um ao out ro . 

E n t r e as hypotlieses feitas escolheram estes auctores 
pa ra fundamento das suas investigações as duas seguintes: 

1) O valor mais vantajoso da incógnita deve coincidir 
com o valor commum das observações, quando estas são 
eguaes (vid. n.° 20). 

2) O mesmo valor deve ser uma funeção symetr ica das 
observações (vid. n.° 22). 

Seja a serie (1) de observações, e x = f(oi, 0 2 , . . . , 0 , ) o 
valor prefer ível . Attr ibuam-se a esta funeção f as proprie-
dades da uni formidade e continuidade, dent ro dos limites 
das observações. A pr imei ra equivale a suppôr que, pa ra 
cada systema de valores 01, 02, . . . , o„ comprehendidos ent re 
aquelles limites, existe um valor de terminado que deve 
considerar-se como o valor mais vanta joso da incógnita . 
Isto suppõe que se conhecem condições de preferencia taes 
que aquelle valor seja um só. A segunda condição — a con-
t i nu idade— exige que o valor prefer ível var ie por g r aus 
insensíveis quando qualquer das observações va r i a r tam-
bém da mesma fórma, o que é na tu ra l admit t i r , visto que 
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aquelle valor depende essencialmente dos valores das obser-
vações. 

Supponhamos que as observações 01, 0 2 , . . . o. t enham 
var iado de doi, dot, do„ ter-se-ha 

dx = df= dói + -^- do-t + . . . + don.... (10). 
dó i 002 do„ 

P a r a o caso par t icu la r de ser 

0 1 = 0 2 = . . . =On = Oi 

tem-se 

f= Oi (hypothese pr imei ra) e doi = do, = . . . = don = dOi. 

A hypothese segunda dá então 

àf ^ àí _ = _ ^ = A 

doi d02 " " do. ' 

que t r a n s f o r m a (10) em 

df= nAdOi. 

Mas df= do„ logo as der ivadas parc iaes de F tem o va-
lor commum 

A = 1 -n 

no caso par t i cu la r da coincidência de todas as observações. 
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Fóra d'este caso podemos, pois, represental-as pelas se-
guintes fórmulas. 

àf _ 1 + c , àf _ 1 + s . 
doi n ' àcn n ''' '' do„ n 

suppondo que £„ e2, . . . , £„ t endem p a r a zero quando Oj1 

o-i, . . . , o„ se a p p r o x i m a m umas das ou t ras . E é c laro que 
p a r a um g r a u suff ic iente de concordância das observações 
aquel las quan t idades posi t ivas ou nega t ivas £„ E„ tor-
nar-se-hão menores do que a un idade e p o r t a n t o as deri-
v a d a s parc iaes se rão posi t ivas a p a r t i r d 'esse momento . 

Es ta pe rmanenc ia do s ignal + p a r a as de r ivadas é a 
condição p a r a que f seja uma funeção crescente com as 
observações. Approximando-se estas da menor , a funeção 
approxima-se egua lmente decrescendo; ao con t r a r io cres-
cendo as observações até a t t i ng i r em todas o va lo r da ma io r , 
f cresce t a m b é m e tem por l imite esse mesmo va lo r . Logo 
f acha-se comprehend ida en t r e a menor e a ma io r das obser-
vações, se todavia es tas fô rem sens ivelmente concordantes . 

Chamam-se, porisso, valores médios a todas as funCÇOeS Valores médios, 

uni formes e cont inuas das observações que sa t i s fazem ás 
hypotheses p r i m e i r a e segunda , 

A media a r i thmet ica é ev iden temente um va lor médio. 
E é notável que mesmo quando as observações não são con-
cordan tes ella fica sempre comprehend ida en t r e os va lo res 
ex t remos dos resu l t ados de observação . 

2 7 . P r o c u r a r e m o s ago ra m a r c a r o logar da media Logardamedia 
a r i thmet ica em re lação aos ou t ros va lo res médios. Façamos enlrc o s valores 

médios. 

Oi = a + Oi = a r h , • •., On = UjTd„. 
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Ter-se-ha 

/•(a + ái, 0 + ¾ , a + ò,) = f(a, a , . . . , a ) 

+ ^ ' + ^ + • • • + i ^ + <">• 

Mas para 01 = 02 = .. . = o„ = a, é /(a, a , . . . , a ) = o e em 
virtude de f ser symetrica, tem-se 

d f d/" 
doi doj 

d V dIV 
do? _ doj 

dV dV 
dojdo2 doidos 

dV d V 
do? dõf 

dV dV 
dojdoj do?do3 

d3 / dV 
doido2do3 dojdo.doi 
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o que t r a n s f o r m a a p r ime i r a egua ldade em 

f{Oi, o,) = a+ AzS + ~ (Bia2 + Cs*A) 

+ ~ (DzS3 + EzS1
pSq + Fs^3r) +..., 

des ignando por p, q, r. .. números que devem ter todos os 
va lores in te i ros e d i f fe ren tes comprehend idos en t r e 1 e n. 

Notemos ago ra que reduz indo-se o p r ime i ro m e m b r o a 
a -j- S p a r a = S% = . . . = Sn = S, o mesmo deve succeder ao 
segundo p a r a o que deve ter-se 

n A = 1, 

B + (n — 1)C = 0, 

D + — l ) E + (« — — 2 ) F = 0, 

em v i r t u d e de ser n o n u m e r o de t e rmos de zS, de zS^, zS3, 
. . . ; n(n— 1) o de ^SpSql ZS1

pSq,.. .; n{n— 1) (ra — 2) o de ZSp 

SqSr etc. 
D'onde A = —, e n 

f(ot, Oii..., on) =3 + \ (BzS* + CISpSq) 

+ I (D-33 + EZSt
pSq + FiSpSqSr) + 

+ :(i2). 

Os coeff ic ientes B, C, D, E, F . . . dependem não só da 
n a t u r e z a de f , mas t a m b é m do va lo r de a e de n, e são 
desconhecidos. 
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Supponhamos agora que a ê a media a r i thmet ica ; neste 
caso $i, h . . . õ„ representam desvios ent re as observações 
e a media, os quaes devem ser muito pequenos se as obser-
vações fôrem boas, e por tan to sensivelmente concordantes. 

Desprezemos as potencias dos 3 superiores á segunda; 
(12) reduz-se então a 

r(oi, 0 , . . . 0 , ) = =2 + -^ (B-C)s3» (13) 

a t tendendo a que sendo a a media ar i thmetica 

s3 = o 

e por t an to 

(s3)2=v3s + v3,3q = 0. 

TZ 
Ora pode ver-se por dif ferentes exemplos que — (B — C) 

Ji 
não é crescente com o numero das observações. Assim, attr i-
buindo a f var ias formas e calculando os valores corres-
pondentes de B e C, acha-se faci lmente: 

| ( B - C ) = 

!<B-c>= L 
p a r a 

1 m r\- m~1 
2 (B C) — ^ a -

! ( B - Q = ^ r i ) a 

n 
f = ^ O i O i . . O n 

y Oj + Oj + • . • + On 

m 
I /o? -;- o? + . . . + o: 
f n 

"I /0103 + 0103 + • . . + 0 „ _ i 0 , 

Y \ n ( n - í ) 
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Admittindo, pois, que assim succeda sempre e escrevendo 
(13) sob a fórma 

vO 20* f(Ol, Oi... o,,) = h« v n n 

vê-se que a differença entre a media e qualquer outro valor 
zâ2 

médio será tanto menor quanto menor fôr , isto é, quanto 

melhores forem as observações e quanto maior fôr o seu 
numero. 

Todos os valores médios dif ferem muito pouco uns dos 
outros, se as observações são sensivelmente concordantes, 
e a media ar i thmetica é o limite commum pa ra que tendem 
os valores médios quando as observações tendem a concor-
dar . 

2 8 . De Morgan foi mais longe nas suas conclusões. Demonstração 
Diz elle que mostrando (12) que cada valor médio é egual e Dc Morgan-

á media ar i thmetica mais uma somma de termos, sobre 
cujo signal e valor absoluto se não pôde saber nada a priori, 
não ha razão para suppôr que o valor mais vantajoso seja 
maior ou menor do que a media ar i thmetica e que por tan to 
deve adoptar-se esta. 

Mas este raciocínio é evidentemente falso. Do facto de 
que um ponto, por exemplo, deve estar sobre uma recta 
entre dois pontos dados a e b, não se pôde concluir que o 
logar mais provável seja o meio. 

Se não se sabe mais nada, nada mais se pôde prever . 

2 9 . Fe r r e ro deu da media ar i thmetica uma demons- Demonstração 

t ração notável ; mas é claro que não determinando as hypo- ^ F e r r e r o , 

theses feitas no n.° 26 de uma maneira completa o valor 
prefer ível é necessário accrescentar agora novas hypotheses 
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para que elle se reduza á media. Elias são a p r imei ra e a 
segunda de Schiaparell i (vid. n.° 23). 

A egualdade (12) pode ainda escrever-se, p a r a maior 
simplicidade 

IO-
f i o i o i . . . o„) = b Aa + A3 -+-. . . n 

em que A „ . . . é uma funeção homogenea inteira de Si, S2, 
S 3 , . . . , S„, cuja fó rma gera l é 

A„ = + (32¾-1¼ + . . . + 1 2 ¾ ¾ ¾ . . . + . . . , 

sendo 

Os coefficientes a, (B. . . Ç . . . são funeções de ~' = a; n 
pondo ? = çp(a) e mult ipl icando todas as observações por 
uma constante c, a fó rma gera l de An tomar-se-ha em 

e em v i r tude da pr imeira hypothese do n.° 23 será 

c"9(ca) = cçp(a) 

ou 

c"-1cp(ca) = cp(a). 

P a r a a = 1 5 toma um valor par t icular que designaremos 
por e a ul t ima egualdade dá 
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e mudando c em a 

Logo 

E = - ^ -

A „ = + + . . . + ^ i M + • • • ) = ^ r 
Co Uj 

em que A'„ é uma funcção somente de <íi, fa,... ,ò„. Attr i -
bu indo a n os va lo res 2, 3 . . . , ter-se-ha 

f(oi, oz...o„) = a + ^ + ^l + ..: (14) 
CL OJ 

que expr ime a p r i m e i r a hypothese . 
P a r a in t roduz i r a segunda , junc temos a todas as obser-

vações a mesma cons tan te k. f muda-se em f-j-k, a em 
a k\ os 3;, po rém, p e r m a n e c e m os mesmos por ser Si = a 
— Oi = a + k — (Oj + k), te remos, pois, a egua ldade 

A'a / (o t , 0 i . . . o n ) + k = a + k + ^ + J ^ w + . . ( 15). 

P a r a que se jam sat is fe i tas as duas egua ldades (14) e (15) 
é necessár io que 

A' j = A'a = . . . = 0, 

d ' onde 

„ . SOj f(oi, 02... o„) = « = — . TZ 

As duas hypotheses de Schiapare l l i aqui usadas de novo, 
são como já dissemos p r o p r i e d a d e s do v e r d a d e i r o va lo r e 
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ellas conduzem á annullação das der ivadas de ordem supe-
r ior á pr imei ra . 

O valor verdadei ro é uma constante em relação ás obser-
vações. Vê-se, pois, que as supposições feitas approximam 
também por este lado o valor prefer ível , d 'aquelle valor . 

3 O . As investigações que precedem t inham por f im 
demonst rar que a media ar i thmetica era o valor mais van-
tajoso da incógnita. As demonstrações dadas não satisfazem, 
como temos visto; o defeito commum é que as hypotheses 
em que se baseiam não são mais simples em gera l do que 
o postulado de Gauss. 

Propriedades da D'estes t rabalhos resul tam, porém, var ias consequências 
media arithmetica. notáveis, as pr incipaes das quaes vamos aqui r e sumi r : 

I . 0 O valor prefer ivel deve ser um valor médio. 
2.° A media ar i thmetica das observações é um dos va-

lores médios. 
3.° Representa uma hypothese media ent re as infini tas 

hypotheses que se podem fazer sobre o valor preferivel . 
4.° Distingue-se além d'isso dos outros valores médios 

por ser o limite commum de que elles se approximam, quando 
as observações tendem a concordar . 

5.° Approxima-se, por v i r tude da sua l inearidade, do 
valor verdadeiro , pois que as der ivadas da segunda ordem 
em diante em relação ás observações são nullas. 

justificações da 3 1 . Têem ainda sido dadas var ias justificações da 
media arithmetica. m e ( j j a ar i thmetica, mas ellas não demonstram a sua supe-

r ior idade sobre os outros valores médios. En t r e ellas não 
podemos deixar de nomear as de Lagrange , Laplace e 
Gauss. 

Lagrange , par t indo da hypothese de que em cada obser-
vação se possam commetter com egual probabi l idade os er ros 



45 

0, + 1 , - 1 , demonstrou que a probabi l idade de o e r ro da 
media f icar comprehendido dentro de números dados au-
gmenta com o numero de observações, approximando-se ra-
pidamente da unidade. 

Por outro lado procurando o er ro da media pa ra o qual 
a probabi l idade é maior, achou-o egual á somma dos pro-
ductos dos differentes erros a que uma observação isolada 
está sujeita multiplicados pelas respectivas probabi l idades, 
isto é, ao valor provável do erro d'essa observação. 

Admitt indo que os erros positivos e negativos de egual 
valor são egualmente prováveis , a curva de probabi l idade 
dos erros será symetrica em relação ao eixo das ordenadas , 
e o centro de g rav idade da superfície da curva terá uma 
abscissa nulla. Essa abscissa sendo precisamente o valor 
provável do erro, segue-se que o e r ro da media a que cor-
responde maior probabi l idade é o er ro zero. 

Mas estas considerações não p rovam que não haja uma 
outra combinação differente da media para a qual o er ro 
zero não tenha ainda uma maior probabi l idade. 

Por outro lado Laplace, f i rmado na mesma hypothese, 
demonstra que, pa ra um numero muito grande de observa-
ções egualmente precisas, é mais provável que a somma dos 
erros seja egual a zero do que seja differente, e que por tan to 
é mais provável que a incógnita seja egual á media ari thme-
tica do que d i f f i ra d 'ella. 

Isto não prova que não exista uma out ra combinação 
que seja egual á incógnita ainda com maior probabi l idade; 
e além d'isso os desprezos feitos no decurso do calculo não 
permit tem applicar esta conclusão senão a um numero muito 
considerável de observações. 

Finalmente Gauss conseguiu p rova r que o valor provável 
do quadrado do e r ro da media ar i thmetica tende pa ra zero 
á medida que augmenta o numero de observações. 
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Com effeito seja op(e) a lei dos erros , e supponhamos que 
se tem 

?(«) = ?(—e) 

o que equivale a admit t i r a hypothese de Lagrange e de 
Laplace. 

O quadrado do e r ro da media ar i thmetica das observa-
ções da serie (1) será 

H 

á .¾ +¾«- - * OyJ _ 

ei + ei + . . . + e„\2 se, 2se,e.2 

n 

cujo valor provável é, por definição 

£Í=/ £2?(ei)?(e.>)... <f(e„)deide2... de„ 

2 I 9 2 n n n 

porque Hefiv = 0, em vista de e, e ef. serem funcções impares 
e a lei dos er ros ser pa r . 

Notando agora que 

fe*y(ei)<f(e;2)... 9{e„)det = jel9(^)9(¾)... 9(e„)de, 

vê-se que 

11 _ we> _ 

o que demonstra a proposição. Quanto maior fôr n, tanto 
mais provável será a media 
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3 2 . Est ienne acha que o valor prefer ivel deve ser 
dado pela seguinte r e g r a : 

Ordenem-se por ordem de grandeza os resul tados das Regra de Es-

observações; se o seu numero é impar , o do meio é o valor tienne' 
melhor ; se o seu numero é pa r podem adoptar-se indifferente-
mente os dois do meio ou qualquer valor intermediário. P a r a 
se ser in te i ramente r igoroso deve accrescentar-se, como Es-
t ienne faz também, que a r eg ra no caso de n ser impar está 
enunciada de uma maneira abrev iada ; poder-se-hia adoptar 

também qualquer valor comprehendido ent re e 

P a r a demonst rar a sua r e g r a Est ienne admit te que a 
característ ica dos erros accidentaes é serem egualmente 
prováveis num sentido como noutro . 

O principal vicio da demonstração está precisamente em 
par t i r d 'este fundamento , pois que assim põe-se de pa r t e a 
var iação da probabi l idade do erro com a sua grandeza , o 
que todos reconhecem. 

Seja a serie (1) que suppomos ordenada segundo a gran-
deza crescente das observações. 

Determinemos a probabi l idade a posteriori de que o ver-
dadeiro valor esteja comprehendido en t re o, e o,+1. For-
memos o numerador da fórmula de Bayes. A probabi l idade 
a priori da causa, supposta uma absoluta ignorancia antes 
de serem feitas as observações, será (n.° 21) proporcional 
ao intervallo dv, a probabi l idade que esta causa dá ao acon-
tecimento refer ido, isto é, terem-se commettido i e r ros por 
defeito Q n — i por excesso, é proporc ional a 

n(n- l ) . . . ( n - » + l ) / 1 / I V 
1 . 2 . 3 . . . « \2/ " \2/ 

pois que os er ros accidentaes têem a probabi l idade de 
serem por excesso ou por defeito. 
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Ora vê-se que o coefficiente binomial CJ1 tem o seu má-
ximo, sendo n par , se o valor v fica comprehendido entre 
o, e o , , e sendo n impar se v fica entre o„_( e on+3. 

2 i"*"1 T 
Logo o valor mais provável será o valor mediano dado 

pela r e g r a enunciada. 
Em r igor o raciocínio feito suppõe que o verdadei ro valor 

não coincide com qualquer dos resul tados de observação, 
no qual caso o numero dos erros commettidos seria menor 
do que n. Est ienne examina este caso e chega ainda á mesma 
conclusão. 

3 3. Emquan to a media ar i thmetica é o valor que 
torna minima a somma dos quadrados dos er ros das obser-
vações, como é evidente, o valor mediano torna minima a 
somma dos valores absolutos dos mesmos erros . 

E o que Est ienne demonstra servindo-se da representa-
ção sobre uma linha recta dos resultados das observações. 

É o que também se pôde ver analyt icamente d 'este modo: 

Notemos pr imeiro que pa ra C^>o„ a expressão reduz-se a 

Expressão ana-
lytica da regra. 

Designando por C a combinação das observações, pro-
curaremos o minimo de 

| C - o , | + | C - o 2 j + . . . + | C - o , (16) 

nC — 20; 
cujo menor valor é 

I i o n - Z o i . [C = o„] 

E pa ra C < o i t ransforma-se em 

SOi-nC, 
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cujo menor valor é 

SOi — noi. [G = oi] 

A par t i r d 'estes valores menores a funcção cresce no 
pr imeiro caso até ao oo e no segundo até Soi. 

Consideremos agora os valores de C ^comprehendidos 
en t re oi e o„ 

oi < C < on. 

Designemos por p o numero das parcellas binomias p a r a 
as quaes C p repondera ; será n—p o das restantes . 

A expressão (16) poderá escrever-se sem o signal que 
indica o modulo da seguinte m a n e i r a : 

0 - 0 1 + 0 - 0 2 + . . . + 0 - 0 , - 0 + 0 ^ , - . . . - 0 + 0 . = 

«= G(2p — «) — 2o, + io, (17) 
• p+i 

onde C deve satisfazer ás condições 

Supponhamos n pa r . Se n = 2p (17) muda-se em 

n 
Il 9 

Zoi — Soi = M. 
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Se 2p>n ou 2p = n + 2k (17) torna-se em 

2 & C - 2 o . + 20, = 2 4 0 + M - 2 + . . . + o , 
I n 1 , , , ; 

^ 2 4 o , + í + M - 2 ( o „ + i + . . . + o ^ ) 

> M . 

Se 2p < n é fácil de ver por uma analyse perfe i tamente 
semelhante que ainda 

d 'onde se conclue que M é o minimo valor da expressão (17), 
que é at t ingido dando a C qualquer valor comprehendido 
en t re o, e o„ . 

2 2 

Analogamente se demonst rar ia que, se n impar , o minimo 
valor de (17) é dado ainda pela r e g r a de Estienne. 

3 4 . P a r a estabelecer directamente a excellencia d a 
r eg ra do valor mediano, Estienne p rova : 

1.° Que a r e g r a da media ar i thmetica não é plausível; 
2.° Que a r e g r a do valor mediano é prefer ivel . 
1.° Seja a media de n observações julgadas egualmente 

boas O), 0 2 , . . . , o„ 

(17) > M 

M = O l + O i + . . . + O1 

n 

Sobrevem uma out ra observação o11+., que não inspira 
mais duvida do que as precedentes. Applicando a mesma 
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regra , o valor prefer ível será agora 

M , = « M + o„+, = M Q n -H-M 
n + 1 ' n -f 1 

A differença ent re as duas medias 0 ^ i ^ será, pois, 

tanto maior quanto mais o„+, d i f fer i r de M, isto é, quanto 
peior parece essa observação. 

Este raciocínio é vicioso; p a r a adoptar a media M' sup-
pozeram-se pr imeiro as observações egualmente boas e pa ra 
a re je i tar diz-se depois que a observação o„+, é peior do que 
as precedentes. 

2.° P a r a demonst rar que o valor mediano é em gera l 
mais approximado do verdade i ro valor de que a media 
ar i thmetica Est ienne funda-se em que os erros pequenos 
são os mais prováveis , e raciocina d 'este modo. 

Sejam fig. 1 o i, 0-2,..., om, o m + , , . . . , Oim os pontos repre-
sentativos das observações fei tas. 

Seja G o centro de g rav idade dos m primeiros pontos, 
G' o centro de g rav idade dos m últimos. 

Supponhamos que o verdadei ro valor V cahe á esquerda 
da região mediana l imitada por o,„ e o„+ l . 

Segundo o fundamento adoptado, os pontos devem con-
densar-se em torno de V, de modo que o centro de gravi-
dade G estará provavelmente mais proximo da região me-
diana do que o ponto G'. Ora M, ponto representa t ivo da 
media devendo f icar no meio de GG' f icará por tan to á di-
rei ta da região mediana e em consequência mais distanciado 
de V. 

Notemos porém que em vi r tude da hypothese funda-
mental se é certo que os m pr imeiros pontos estão em gera l 
mais condensados que os res tantes , a distribuição dos pri-
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meiros será menos desegual do que a dos segundos. O ponto 
G f icará proximamente ao meio de AO, emquanto que o 
ponto G' deve f icar muito mais proximo de O do que do 
out ro extremo. 

Além d'isso dizer que os er ros menores são mais pro-
váveis do que os maiores é admit t i r que a probabi l idade 
do e r ro depende da sua grandeza . Porque não admit t i r 
então que os er ros de egual valor absoluto são egualmente 
prováveis ? 

A presumpção de que os erros sejam egualmente prová-
veis num sentido como nout ro está ligada a esta de fórma 
que difficilmente se admit t i rá uma sem a out ra . 

Além d 'estas objecções pôde ainda notar-se que Est ienne 
demonstra que o valor mediano é o valor mais provável e 
não o valor provável , como seria preciso p a r a que se ado-
ptasse. 

Em resumo, se o postulado de Gauss não se acha de-
monstrado, também não parece que o valor mediano possa 
ser prefer ido á media ar i thmetica . 

3 5. Ber t rand fez ainda áquelle postulado a objecção 
seguinte: 

Nota d« Ber- ^e medirmos uma certa funeção f(x) e obt ivermos os re-
trand. S U l t a d O S 

sera 

f{x) 

/(O1), /(0-2),.../(0,,) 

_ / ( O 1 ) + / ( 0 2 ) . . . + / ( O . ) 

n 

Mas dos resul tados obtidos t iram-se para x os valores 

0 1 . 0 2 , . . . 0 „ , 
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que dão 

Logo 

JQi + oa + . . . + o.\ f(.oi) + f{oi) + ...+f(on) 
\ n J n 

o que é em gera l fa lso . 
Todavia se os e r ro s são mui to pequenos, ter-se-hão 

seguintes egua ldades a p p r o x i m a d a s . 

f(Ol) = f(x) + (O1 - x ) f ( x ) , 

f(0i)=f(x) + (0i-x)f'(x), 

f(om) = f(x) + (o„-x)f(x); 

d 'onde, sommando e d iv id indo por n 

f(x) = f(x) + * 0 i - X W x ) 

n 

Qi + Qt + • . • + o„ 
n 

pa ra o que é preciso que seja 

/ \ n O l + 0 2 + . . . + O n 
2 ( 0 1 — x ) = O OU X= —-. 

n 
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II. Deducção da lei dos erros 

3 6 . Gauss, pa r t indo do seu postulado, deduziu a lei 
dos e r ros da manei ra que segue. 

Seja a mesma serie (1) de observações egualmente pre-
cisas. 

Primiiivo pro- A condição a que deve satisfazer o valor prefer ivel é, 
ssu' conforme ao pr imeiro principio de Gauss, 

<p'(v — oQ , <t'(v — Qi) j _ , t'(V-Qu) ^0 __ ( í ) 
çp(w — oi) 1 y(v — Oi) "' çp(v — o„) 

sendo —o) a lei dos erros e suppondo = 1. 
A esta condição deve satisfazer, por tanto, a solução 

' ' O i + • & + . ' . .+ o.» 
V = • . n 

Temos assim duas equações simultaneas 

+ • • • + % ) = Oj 

yi + yi. +•••+ y, =o) 
(2) 

m'(y) 

na pr imei ra das quaes é = e em ambas yt = V-Oi. 

Do systema (2) deduz-se este outro f'(yi)dyi + f\yi)dyt +... •+ f\yn)dyn = 0, 

dyi jTdyij
r-• - jTdyn = 0; 
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â 'onde, em gera l , 

/%) = « 

designando por a uma constante. 
In tegrando, vem 

% ) = «</ + [3 (3) 

e in tegrando de novo 

P a r a de terminar as constantes notemos pr imeiro que, 
segundo (2) e (3) será 

%0 + fitft) + •• • •'+ % . ) = 2«2/ + »P = 0, 

2y = 0 ; 

(3 = 0 

= ( 4 ) . 

onde a deve ser negat iva, porque çp(y) annulla-se pa ra y = oo . 
Fazendo « = — h% e y = Z.c pôde dar-se á equação (4) a 
fó rma 

^ y ) = c e - h t y t (5). 

logo 

e 
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Mas como 

n 
"+» - hhj* , \/7. 

e dy = --
h 

tem-se 

í-
como se viu no capitulo anter ior . 

Da ult ima equação tira-se 

h 

o que t r ans fo rma (5) em 

Poincaré. 

h -h*y* 

A constante h é uma característ ica da precisão das ob-
servações. Se as observações não t iverem a mesma precisão, 
as leis dos er ros d i f fer i rão nos valores de h. 

3 T. Não é r igoroso suppôr 9 uma funeção só do erro, 
como at raz dissemos já. Também r a r a s vezes a nossa igno-
rância a respeito do valor p rocurado será tal que permi t ta 
considerar = 1. 

Poincaré procurou l ibertar-se d 'estas hypotheses e bem 
assim do pr imeiro principio de Gauss, substituindo-o pelo 
segundo. 

Anaiyse de A media ar i thmetica deve ser o valor provável e a con-
dição a ver i f icar suppondo, que se obt iveram p resul tados 



57 

eguaes a o 1, p eguaes a 0-2,.. . , p eguaes a o„, sera 

r+00 
I w}(v)<J>pdv 

J - o c _P01 + p O i + . . .jTPOn _ O l - f 0 2 + • • - + O , / r k 
— • • {p), 

J- + 50 , pn n 
'^(vyvdv 

onde se fez pa ra simplificar 

$ = ?(0!, v) 9 ( 0 2 , v ) . . . 9(o„ ,v) (7). 

Supponhamos que p cresce indef in idamente ; o limite do 
pr imeiro membro de (6) será (*), designando por vm o va lor 

(#) Com effeito, considerando a relação 

em que <I>; é o resultado da substituição em <t> de v por Vi, teremos 

Jt\ = r . 

Ora como por hypothese é a maior das quantidades ¢, será 

lim. R = 
p=x Hv*) mi 

¢. 

porque todas as fracções são menores do que a unidade á exce-

pção da que corresponde aí = m. 
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de v que t o r n a <i> máximo, 

VMVn) _ „ 
Hvm) ~Vm 

e a condição (6) reduz-se a 

Ol + O2 + . . . + oB 

isto é, a media a r i thmet ica deve t o r n a r max ima a funeção $ 
dada por (7). 

T o m a n d o as d e r i v a d a s loga r i thmicas a condição pode 
en tão subs t i tu i r -se po r 

T'.(oi > ») , <?'Â°i >v) j _ , , v) _ Q . 
<f(0i,v) ^ r Cf(Oi,v) " ' çp(OntV) 

e 
O 1 + 0 2 + . . . + O n = UV 

m' 
ou a inda collocando — == fazendo v a r i a r oi de d 0 i , 0 2 de 

? 
d o 2 . . . , e conse rvando w cons tan te 

df(Oí,v). .df(Oi,v) df(on,v) 
. ^ d o H — , d o a + . . . 4 — — d o „ = 0 . 

doi doa do„ 

doi + do2 + . . . + do„ = 0. 

P a r a o mesmo va lo r de v, doi , do-2,... don podem ter uma 
in f in idade de va lo res d i f fe ren tes , logo é preciso que se t enha 

s ^ - X M - A ' , 
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isto é, que cada der ivada parc ia l seja uma funcção somente 
de v. 

In tegrando em ordem a Oi, vem 

f =A'ot + B' (9) 

sendo B' uma funcção a rb i t r a r i a de v. 
In tegrando de novo em relação a v acha-se, a t tendendo 

„ ?'» 
a que f=—, 

I . ç ( 0 ; , v ) = Aoi + B + / . Q(Oi), 

designando por l. 6(o,) uma funcção a rb i t r a r i a de Oi, e sendo 
A=JMdv e B=fB'dv. 

Passando de logari thmos pa ra exponenciaes resul ta 

? ( o f . v) = 6 ( O i ) e Aoi + B ^ _ 

3 8 . Procuremos de terminar a s funcções a rb i t r a r i as . DelcrminafSo 

Dando na equação (9) ao indice i os valores 1, 2, 3 , . . . , n, das fancC5es arbl-
trarias. 

sommando as n equações resul tantes e tendo em attenção (8), 
v i rá 

A ' I o i + íjB' = n (A'v + B') = O 
ou 

A'v + B' = O (11), 

equação que determina uma das funcções a rb i t r a r i a s A' ou 
B' em funcção da ou t ra . 

Vejamos se é possivel achar a lguma relação en t re A e 
cuja significação nós conhecemos. Supponhamos p ob-

servações eguaes a Oi; como a media ar i thmetica é o„ deve 
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ter-se em vir tude de (6) 

r-t-oe 
/ v<\(v) <i>pd-v = Oif\i(v) Vdv 

onde $ é agora egual a 0(o,)eÂOi~^B ; a equação t ransfor-
ma-se assim em 

&(o)f(v - Oi)^) ep{ÃOi + B)dv = 0 

e deve ter logar para qualquer valor de p e de Oi. Como 
6(Oj) não pode ser egual a zero, aliás ^(Oi, v) seria sempre 
nullo, como o mostra (10), é preciso que 

f(v - o) \(v)ep{k0i + B) dv = O (12). 

Temos assim uma equação que liga as duas funcções k(v) 
e ^(v). 

Introduzamos uma variavel auxiliar u, tal que 

A(i>)0| + B(t;) = « ! - « « (13), 

sendo U1
mO máximo de A o i + B, que (11) nos mostra ter lo-

gar para v = Oi. Será, pois, 

A ( O i ) O i + B ( O i ) = 

e u será real para que o seu quadrado seja uma quantidade 
positiva. 

Suppondo a equação (13) resolvida em ordem a v, ter-
se-hia v expresso em u, e fazendo a mudança de variavel 
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obter-se-liia um resul tado da fórma 

(v — o)'\{v)dv = F (u)du. 

A equação (12) t ransiorma-se em consequência na seguinte 

/ F ( W ) ^ - w i W = O l 

ou dividindo pela constante éPWm 

JF (u)e~pu'du = 0 (14). 

Mudando u em —u, vem 

JF (-u)e~ pu^du = 0; 

e sommando estas duas equações membro a membro 

/ [F (M) + F ( — u)]e ~ p u l du = 0 ( 1 5 ) . 

Ha dois casos a cons iderar : 
1.° F ( w ) é uma funeção impar . Neste caso a condição é 

evidentemente satisfeita qualquer que seja p. 
2.° F ( w ) é p a r . Desenvolvendo a funeção F ( m ) + F ( — u ) 

segundo as potencias crescentes de u, ter-se-lia uma ex-
pressão da fórma 

F(?í) + F ( - u) = «m2" + (BM2" +5 + • •. 
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e (15) tornar-se-ha em 

J[cty/* + (3«*" + 5 + . . . ) e —^u 2 du = 0. 

Fazendo agora a substi tuição 

a equação torna-se em 

l K p 1 p iP J 

Multi iJ l icandopor jPn i"2 , vem 

g _ 5 n + 2 
j_ . . . ) e ?di = 0 . 

Ora para jo muito g r ande o pr imeiro membro toma appro-
ximadamente o valor 

f + 0 6 » «/ f e 1 di. 

Sendo os elementos d 'este in tegral todos positivos, esta 
quant idade não pôde ser nu l la ; a egualdade não se verifica 
e por conseguinte a supposição inicial de ser F (u) pa r é 
absurda . 

Por outro lado differenciando a equação (13) acha-se 

(A1Oi + B') dv = — 2udu, 
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ou tendo em a t tenção (11) p a r a e l iminar B' 

A' (v — o,) dv = Iudu. 

Dividindo m e m b r o a m e m b r o a equação 

(v — o,) I (o) dv = F (u) du 

pela precedente acha-se a re lação 

| (t>) _ F (u) 
A' — 2u ' 

A prop r i edade descober ta p a r a F (u) da impar idade vae-
nos serv i r agora p a r a mos t r a r que esta re lação é constante . 

Com effeito, se assim fôr , deve ter-se 

_ | (Vj) 
A ' A ' ( V i ) 

quaesquer que sejam vi e v-i. P a r a estes va lores as funcções 
A ( n ) e B (v) t omam valores pa r t i cu la re s que des ignaremos 
respec t ivamente por Ai e Bi, Ai e B2. A equação 

Ai Oi + Bi = A2 o, + B2 

resolvida em ordem a O i de te rmina esta quan t idade de modo 
que a funeção u] — U i e po r t an to u2 passe pelo mesmo va lor 

p a r a v \ e O mesmo succederá a ^^ que, sendo uma fun-

eção p a r em v i r t ude da egual pa r i dade dos dois t e rmos da 

f racção, se pôde cons iderar como funeção de U i somente . 
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Na fórmula (10) pode agora substituir-se A' por ip (v); 
ter-se-ha, por ser B = — + const., 

9 (o„ V ) = 0 ( o , ) e
A O i + B 

= Q(o,)e-fA'(v-°i)dv 

= V ( O l ) e - f ^ W d v (16). 

3 9 . Restam as duas funcções a rb i t r a r i as ^(v) e 0 (o,). 
Gauss tomou, como vimos, = Isto suppõe que nada 
se sabe a priori da probabi l idade de v, o que não succederá 
sempre. 

A fórmula (16) most ra que 9 depende de Ora, nota 
Poincaré , não ha razão nenhuma pa ra esta dependencia; 
porque emquanto <{1 depende dos nossos conhecimentos a 
priori sobre a probabi l idade de z, 9 depende da habil idade 
do observador e da probabi l idade a priori pa ra que elle 
e r re . 

Ainda quando se descobrisse esta razão, ha uma circum-
stancia que limita muito a influencia de e permi t te sup-
pol-a egual á unidade. Seja qual fôr a lei dos erros, ella 
deve sat isfazer como vimos no capitulo pr imeiro á condição 
de decrescer muito rap idamente quando o e r ro augmenta , 
e de ter valores desprezíveis fóra dos limites dos erros. Es-
tes limites são muito estreitos, se as observações são boas. 

Os valores possiveis da grandeza observada comprehen-
didos ent re os resultados das observações serão, pois, em 
geral , a priori considerados como egualmente prováveis, por 
nada se saber sobre elles. Ora ^ (v) entra no valor prová-
vel e também no mais provável mult ipl icada pelo producto 
9(01, v) 9(oí ,v)... 9(o„, v). Como este producto é fóra d 'aquel-
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Ies limites infinitamente pequeno, pouco será alterado pela 
introducção do factor finito que é precisamente n'essas 
regiões que se poderá tomar differente da unidade. 

Relativamente a Q(Oj), vê-se que será constante quando 
se suppozer com Gauss que a lei dos erros depende somente 
do erro. Mas em r igor muitas vezes poderá prever-se que 
0(o,) seja variavel com os valores das observações, e mesmo 
descobrir o modo d'essa variação. Quando se commette por 
exemplo o erro decimal, 0(Oi) é uma funeção periódica que 
se torna maxima para certas decimaes. 

Suppondo e 0(o,) constantes recáe-se na lei de Gauss. 

4 0 . A hypothese da media arithmetica conduz, quando AieideGansse 
se suppõe a lei dos erros funeção somente do erro, á lei a media arithme-

t ica. 

de Gauss. Reciprocamente a lei de Gauss conduz á media 
arithmetica como valor preferivel. 

Basta para o demonstrar formar par t indo d'aquella lei 
o valor mais provável ou o valor provável. Em qualquer 
dos casos como vimos deve ser máximo o producto 

— Oi) <f(v — 02)... y(v — o„) 

h \n -WZ(V-Oi)* 
- e 

em relação a v, o que dá 

— o,)* = min. 

ou 

n 
5 
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Se a lei dos er ros tem a fórma mais gera l (16) também é 
fácil ver i f icar que a media ar i thmetica é o valor provável . 

Com effeito, se assim fôr deve ter-se, em vi r tude da de-
finição de valor provável , designando por M a media 

'"+ao 
(v — M) I (v) 9 (oi , v) 9 (oi, v)... 9 (o„ ,v) dv = 0 

ou 

J + M ( v - M ) H v ) Q ( o i ) Q ( o t ) . . .Q(x>n)e~nS{v'm{v)dvdv=0...(17). 

Podemos fazer 

f(v — M) I (v) dv = M2 

visto que o expoente de e é negat ivo. 
Da ult ima egualdade tira-se 

(v — M) | (v) dv = Iudu 

e por tan to a equação (17) t ransforma-se em 

20(oi) O(O2).. . 0(o„) I \?e~ n"2du = 0 

que é uma identidade por ser w e - " " 2 uma funeção impar 
de u. 

4 1 , Pôde demonstrar-se que a lei de Gauss é a única 
pa ra a qual a media é sempre o valor mais provável , com-
tanto que não ha ja er ros systematicos. 
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Esta restr icção equivale a suppôr que a lei dos e r ros é 
par , ou 

9 Cy) = <p (— y), 

porque, devendo eonsiderar-se egualmente prováveis n ' um 
sentido ou n 'ou t ro os erros eguaes em valor absoluto, <p(y) 
não deve al terar-se pela mudança de signal da var iavel . 

9 (y) reduzida á fó rma de exponencial deve poder repre-
sentar-se por 

em v i r tude da condição refer ida . 
O valor mais provável satisfaz á equação (3) do capitulo 

primeiro, que se t r ans fo rma aqui em 

d — ['M^-Oi)1 + <H®-o*)* + • • • + 'H^-O-.)'] „ 

dv 
ou 

(v—oi) \'(v—oi)2 + (v—0-2) 0 2 ) 5 + . . . - - ( V - O n Y y ( V - O n ) 1 = O. 

P a r a que v coincida com a media deverá ser 

V — Ol + V — 0 2 + . • • + V — On = 0. 

Das duas ult imas equações tira-se 

<]/ (v — O i ) 2 = I' (2 / 2 ) = const. 

I n t e g r a n d o : 

|(y2) = Ciyi + a 

Ci e a sendo constantes. 
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Logo 

VW = C - ^ = Ce~ Ciyl 

onde 

l . C = - O 2 . 

Fica assim demonstrado que na hypothese fei ta a lei de 
Gauss é a única que indica a media como valor mais pro-
vável . 

4 2 . A deducção da lei de Gauss assenta n 'uma pro-
posição que se não sabe demonst rar em geral . Mas ha um 
caso em que, sendo o postulado de Gauss demonstrável ri-
gorosamente, todavia a lei de Gauss apparece apenas como 
uma formula approximada . 

Ber t r and poz este facto em evidencia da seguinte ma-
neira : Seja a grandeza que se pre tende medir a propor-
ção constante do numero de espheras brancas pa ra o nu-
mero total de espheras contidas n 'uma u rna de composi-
ção desconhecida. N'uma pr imei ra prova t i raram-se uma a 
uma n espheras, tornando-as a metter na u rna á medida 

que se fo ram t i rando. Sejam d'estas b b rancas ; a relação — 

dá uma medida da incógnita. Effec tuada a mesma opera-
ção n vezes, obtiveram-se os números 

bi bi K 
M' 

resultados de observações egualmente precisas da incó-
gni ta x. O valor mais provável de x é o que torna maxima 
a probabi l idade a priori do acontecimento observado. Ora 
x representa evidentemente a probabi l idade assignada á sa-
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hida d 'uma bola branca pela composição da u rna . Logo a 
probabil idade a priori do resul tado observado será 

x 6, + b2 + . . . + b, _ ̂  MjJ- — bi — bt — • •. — b„. 

porque l—x representa a probabi l idade da t i ragem d 'uma 
bola não branca, e na pr imeira prova t i raram-se [i — bi, na 
segunda \i — bi, . . . d 'aquel la especie. 

O máximo é dado pela egualdade a zero da der ivada em 
relação a x, ou 

x l—x 
bi -f- b-2 +.. . — bn n\i — bi — b* —...— b 

d'onde 

bi+b2+...+ b. x = - n\i 

que é a media ari thmetica das observações. 
Procuremos agora a lei dos erros . É, como se sabe, o 

coefficiente differencial da probabi l idade do e r ro c a ^ r 

entre y e y + dy. 
A fórmula de Bayes dá 

9 (y)dy = 
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Fazendo p a r a simplificar ^ ^ = ffi IJ —6=c, vem 

[1 + y)b(i-y)c
 dy 

Desenvolvamos cada um dos factores do numerador se-
gundo a formula do binomio de Newton e effectuemos o 
p r o d u c t o : 

6 ( 6 - 1 ) 26c e(c —1) \ y* 
Pt pq q* / 2 

P . 2\pqy 

r = c 2 pq 

desprezando os termos de ordem mais elevada em relação 
a y. 

Teremos então 

que, fazendo a mudança de var iavel 
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e collocando 

se muda em 

nsz e ~fl dt. 

P a r a valores grandes de (a e de p, podemos subst i tuir 
— l e - { - l por — oo e + oo e o in tegral reduz-se a 

Chegamos, pois, á lei de Gauss, mas como uma expres-
são approximada da lei de probabi l idade do erro , como 
uma lei limite, e não como uma lei r igorosa dos erros . 

Esta contradicção explica-se, notando que, se é verdade 
que na deducção da lei de Gauss do seu postulado se não 

í 2itpq 

Com estes valores approximados, ter-se-ha 
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fez desprezo algum, a ve rdade ê também que a t tendendo á 
fórma da demonstração, a lei a que se chega não é propr ia-
mente a lei dos erros das observações, mas sim a lei dos 
desvios da media ar i thmet ica . 

4 3 . Pode dar-se uma justif icação d a lei d e Gauss, 
como lei approximada, p rovando que a probabi l idade do 
e r ro da media segue esta lei, se não houver erros systema-
ticos e se o numero n das observações fôr muito g rande . 

O er ro da media é egual á media dos erros das obser-
vações ou 

+ . . + e„ 
n 

O seu valor provável T é 

£ = / ç(eO (f(ei)...ç(e„) S dei de2... den 

que é nullo visto ser çp uma funcção par e £ impar , 
o erro da me- Qualquer potencia impar de £ terá egualmente um valor 

dia segue a lei de p rovável nullo. 
Gauss. 

Consideremos o valor provável de £ p ; tem-se 

. (ei+ej + .. .+e„) 
rpP 

sp 

Mas 

—7—1 i eiai ef 2 . . . e„°V xilX^i. . .a,/. Ei 
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sendo 

a i + ¾ + - • - + « ^ = 2 ^ , 

e não sendo preciso considerar pa ra a formação do valor 
provável senão os termos em que os expoentes oq, «2, . . .«[*, 
são todos pares, porque os res tantes têem um valor prová-
vel nullo. 

O valor provável de 

a 1 a? aIi 

Ci ¢2 . . . «ji. 

fica invariavel quando se pe rmutam os índices dos e e se con-
servam os expoentes, porque o in tegra l é o mesmo só com 
mudança de notações. 

Seja N o numero de termos differentes assim obtidos, 
Maj o valor provável de eia-; o valor provável do producto 
será Ma1 Ma2 . •. Mafi e ter-se-ha 

2p\ 
(ei + e2 + ... + = —r i NMaiMa* • • • mV 

Os termos d 'esta somma obter-se-hão fazendo agora va r i a r 
os «, da maneira dieta. 

P a r a calcular N, supponhamos pr imeiro os « todos dif-
ferentes ; será o numero de a r ran jos de n le t t ras p a visto 
que permutando os Índices p obteremos sempre termos dif-
ferentes e os n podem ser quaesquer dos Índices 1, 2. . . n . 
Ora esse numero é, como se sabe, 

n(n— 1)... (n — p+ 1). 
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Supponhamos agora pi expoentes eguaes a a i , p2 egua'es 
a «2, . . .,pk eguaes a «k, sendo 

Pi + P 2 + . • - +Mk = P 

e «i, «2, •. • ,«k differentes. A permutação das le t t ras que têem 
o mesmo expoente dá termos eguaes; o numero é precisa-
mente o das permutações d'essas le t t ras em cada a r ran jo , 
isto é, pi! quando se pe rmutam as le t t ras de expoente ai, 
P2! as de expoeute «2 e assim por deante, sendo pois neces-
sário pa ra evitar as repetições dividir o numero total de 
a r r an jos pelo producto d 'aquelles números. Será 

N = n(n—V).. • (w —p-j-1) 
pi I p 2 ! . . . pk! 

Em N haverá termos em nv-, w - 1 , . . . ; se n é muito g r ande 
como aqui supposemos, os termos de g r a u mais elevado se-
r ão muito superiores aos de g rau menos elevado. Conside-
remos só os termos em nv-; o maior valor de p ép, porque 
esse valor correspondendo ao menor valor par dos «, será 
ao mesmo tempo 

«1 = «2 = • • • = 2, 

e 
«1 + «2 + • • • + «jjl = 2p ; 

logo 

P = ^ . 

Mas por outro lado d 'en t re os k valores de p, só sub-
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siste u m : logo será approx imadamente 

^ n{n — 1).. .(n—p +1) _n>' 
p\ p\' 

Substi tuindo na formula que dá o valor provável e no-
tando que é agora 

Ma1 = Ma2 = . • . = Maa = Ma, 

vem 

2p\ 

p\2P \ n J 

pl2P 

por ser (n.° 31) 

= ¾ ^ . (18) 

M2 -5-— = S1 . n 

Supponhamos que e segue a lei de Gauss. 
O valor provável d 'uma potencia impar de £ será ainda 

nullo por ser cp pa r . Procuremos o valor provável de zip com 
«sta lei, isto é, sendo 

M h 

Vr-
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Será 

Ora 

d 'onde 

— C+"0 h SLe EiPcU. 
J — » 

/ '+- h -K* ,, « ~=.e c s e = l , 
OO Y IZ 

•+00 —h* 3« 
e de = y/í" (A*) 

Differenciando p vezes em ordem a A*, vem 

2p-

O U 

I-
O C - A V . - í - r 1 . 3 . 5 . . . ( 2 / ) - 1 ) e t2 'd» = ^ ( A i ) 

2? 

2 í . 2 . 4 . 6 . . . 2 p 

24í . pl' 

D'onde, mult ipl icando por 
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se deduz 

Z p 1 Va lo rp rovave l 

p \ 2 * p fa lp V i • t ' / • de uma potencia 
do erro segundo 
a lei de Gausa. 

Para que (18) e (19) sejam compatíveis é preciso que 

, / J i Y 
\2hV ' 

ou 

são (19). 

2 hv 

o que tem logar pa ra a lei de Gauss, como o mostra (19) sóaieideGass 
fazendo p = l, e não pôde ter logar p a r a out ra lei, como conduz á « p r e s -

agora vamos p rovar . 
Com effeito, supponhamos que existam duas formas de çp 

que conduzam ao mesmo resul tado (19), isto é, á mesma 
formula pa ra o valor provável . 

Consideremos a expressão 

representando o segundo membro o desenvolvimento em 
serie segundo as potencias de y, sempre convergente. O va-
lor provável d 'esta expressão é com a lei de Gauss 

'+» l — h*yi —n(y. — y)' 
e dy = 2 

ao y x 

por serem os A i coefficientes numéricos sempre os mesmos, 
não é necessário tomar o valor provável d'elles. 
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Com qualquer outra lei que designaremos por y será 

f + o e — n ( y c — . y ) l 

/ ?(y)e dy = IkpyiV 

Logo 

' + W A e - h t y \ - n ( y ° - y ) t d y 
-OO v/B 

r <f(y) e dy 
= 1. 

O limite d'esta relação para n — oo é, em vir tude de 
— n(y° — v)1 , ser e maxirna para y = y„ e pelo que vimos na 

nota do n.° 37 

h -hy? 

<?(y.) 
i , 

d 'onde 

V-

e portanto as duas leis coincidiriam. 

4 4 . Vimos na primeira par te d'este capitulo a s duvi-
das que pôde haver sobre a admissão do postulado de Gauss. 
D'esta segunda par te resulta que a lei de Gauss não appa-
rece como uma consequência rigorosa d'esse postulado. 

A analyse d 'a lgumas das objecções de Bertrand feita 
por Poincaré, mostra que para pôr a lei de probabil idade 
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ao abr igo d'ellas é necessário dar- lhe uma forma mais gera l 
que contém duas funcções ^(w) e 0(o;), impossíveis gera lmente 
de de terminar com r igor , sobre as quaes mesmo f requen tes 
vezes nada se sabe. 

A lei de Gauss corresponde ás hypotheses mais simples 
que podem fazer-se sobre estas funcções. 

Por outro lado não é na tu ra l este fundamento da lei de 
probabi l idade dos erros . O modo como os erros são origi-
nados, a sua na tureza int ima é completamente posta de 
pa r t e . 



C A P I T U L O III 

A lei dos e r ros fundada. no estudo 
dLos e r ros elementares 

I. Lel do erro total em funcção das leis dos erros elementares 

4 5 . Supponhamos pr imeiro o caso de dois erros ele-
mentares independentes yi e 7 / 2 , cujas leis são 9 1 ( 3 / 1 ) , 9 2 ( ) / 2 ) , 

os quaes compõem o e r ro total z; sejam além d'isso ai e bi 
os limites infer ior e superior do pr imeiro e r ro e a± e 62 os 
limites correspondentes do segundo. 

Pretende-se de te rminar a lei 9(z) do e r ro composto em 
funcção de 91 e 92. 

Se o e r ro yi cãe ent re yi e yi + dyi e o e r ro z entre z e 
z-\-dz, yt deve f icar compreliendido evidentemente ent re 
z — yi e z — yi + dz. 

A probabi l idade de yi es tar ent re yi e yi + dyi é <?(yi)dyi; 
analogamente a probabi l idade de 2/2 estar ent re z — yie 
2 — 2/i + dz é 92(2 — y\)dz. O concurso d'estes dois aconteci-
mentos tem a probabi l idade composta 

<ti(yi)<fi(z — yi)dyidz. 



81 

Dando a yi todos os valores compatíveis com o valor z, 
a probabi l idade de que o e r ro total caia en t re z e z + efe, 
obter-se-ha in teg rando aquella expressão em ordem a yi e 
como esta p robab i l idade é <f(z)dz, ter-se-ha 

?0) = /? 10)?2(z — yi)dyi. 

Procuremos de te rmina r os limites do in tegra l . 
Seja, f ig. 2, 9 1 ( 3 / 1 ) r ep resen tada pela rec ta mate r ia l oi 

cti bi, 92(3/2) pela rec ta mater ia l 0202¾. O s v a l o r e s possiveis 
de yi cáem na p r imei ra l inha en t re ai e bi, e os de y± na 
segunda en t re a-2 e 6 2 . Tomemos uma te rce i ra rec ta pa ra l -
Iela oz p a r a r ep re sen ta r o e r ro total . 

Cada valor de z assigna dois limites z — 62 e z — ca aos 
valores de y\ compatíveis com elle, aos quaes cor respondem 
na linha oz os pontos do segmento z-bi,z — a-2- Mas, como 
os valores possiveis de yi f icam comprehendidos en t re ai e 
6 1 , s ó devem considerar-se o s va lores d e y i r ep resen tados 
por pontos correspondentes nos dois segmentos a i , 6i e 
z — b->, z-a-i. 

Esses limites dependem da posição do ul t imo segmento, 
isto é, do valor de z. 

Supponhamos que o ponto z — ca cáia debaixo de ai , 
será 

z = ai-{- ai, 

e são estes os únicos pontos que se cor respondem nos dois 
segmentos. 

Se é z-b-i que cáe debaixo de ai , será 

Caso particular 
de dois erros ele-
mentares. 

5 z = ai + bi 
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e os limites de yi serão 

ai e aibt — a2. 

Pode z — ãi cair debaixo de bi: ter-se-lia 

z = bi + ai 

e os limites serão 

bi -\-Oi — bi e bi. 

Finalmente se z — bi cair debaixo de bi será 

z = bi + bi 

e não haverá nenhum par de pontos em correspondência 
nos dois segmentos. 

Estes qua t ro valores de z são evidentemente pontos de 
descontinuidade de 9(z) , havendo, pois, em geral , t res fun-
cções differentes correspondentes aos t res intervallos limi-
tados pelos qua t ro valores de z. 

4 6 . Supponhamos ai = — bi, ai = — bi, esses valores 
são 

Zi = — bi — bi, Zi = — bi + bi , Zi = bi — bi, zt> = bi + bi 

e, se bi > bi, achain-se dispostos pela sua ordem de grandeza. 
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As formas de 9(2) serão 

/ 2 + ¾ 

I - h 

iz+bz 
?b(«) = / 91(^1)9-2(2-2/1)^! 

I s — bj 

Ibl 

?r(*) = / ?i(.y 1)9-2(2 — 

sendo 90(2) a lei dos erros comprehendidos ent re 21 e 22, 
porque, como se viu acima, os valores limites de yi, são 
ai = — bi e ai + bi — ai = — bi + bi + b-i = z-i + bi; 9 Jz) a lei 
dos erros comprehendidos en t re 2 e 23, e 9^(2) ent re 23 e 24, 
como facilmente se vê d 'um modo analogo. 

Se suppoz ermos por exemplo que cada um dos e r ros ele-
mentares tem uma probabi l idade constante, f icando yi 
entre —bi e + 6 1 e yt en t re — bi e + 62, será 

9 ^ 0 = 2 ^ , ^ ) = 2 ^ 

9« (2) = 
z + bi + b-i 

Abib1 

. 26-2 
= iInbi 

?t(3) = - 2 + &1 + &2 
Abibi ' 
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Ora emquanto as curvas de probabi l idade de cada um 
dos er ros elementares são rectas paral lelas ao eixo onde 
se contam os erros, a do e r ro composto é uma linlia que-
b rada com a fórma ABCD da fig. 3. Com effeito, a pa r t e 
çp ̂ (a) é constante, por tan to a curva de probabi l idade de z 
ent re z± e Zz será uma rec ta paral lela ao eixo dos e r ros ; 
^a e cp-f são do pr imeiro g rau em z, as curvas de probabili-
dade serão duas rectas , cujas equações são, designando por 
y a ordenada, 

Como os coefficientes angulares são eguaes e de signaes 
contrários, estas rectas fo rmam ângulos supplementares com 
o eixo dos z. Notemos além d'isso que a pr imeira encontra 
este eixo no ponto zi = — 61 — 62 e a segunda no ponto 
Zi = bi + 62, e que pa ra os valores z = z* = — bi + 62 e 

•z = 23 = òi — 6->, y toma sempre o mesmo valor D'ahi a 

fórma a t t r ibuida á curva da probabi l idade na f igura citada. 

4 7 . Supponliamos agora que u m dos er ros elementa-
res y-> por exemplo, é susceptível de todos os valores entre 
— oo e + oo . Então <f(z) terá só uma fórma 

V Abibi2 ' Abibi 
1 , bi + b 

e 

1 61 + 62 
46i6-> 46i6j 
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porque os valores de yi compatíveis com os valores de z são 
agora todos os do segmento ai bi. 

Desenvolva-se yiiz—yi) segundo as potencias crescentes 
de yi, será 

fà, Ch 
?(» = ?i(«)/ yi{yi)dyi — f'i(z) I yifi(yi)dyi 

J °t J «í 

q>",(z) Cbi 2 1 y\yi(yí)dyi 
1 . 2 

=9*(*) - /C1IV1I(Z) + ~ Vlfi(Z) - . . . (1), 

notando que é 

Cbt 
ft(yi)dyi = í, 

ai 

e fazendo para simplificar 

Ch 
/ y^i(yi)dyi = k'i , 

J «1 

h 
y\yi(yi)dyi=k"i, 

«i 

4 8 . Considerando t res erros elementares yi,yi,y3, po-
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deria primeiro compôr-se 3/1 com 3/2 e depois o resultado 
com 3/3. A lei seria 

?(*) =Shiiyi) <?t(!/i) ?3(z—yi — yt)dyi dy-2. 

Haveria 8 pontos de descontinuidade para z corresponden-
tes ás combinações dos 4 valores anteriormente achados 
com os limites do novo erro 3/3. Aos 7 intervallos que estes 
8 valores delimitam corresponderiam outras tantas formas 
de 9(2). 

Em geral para n erros elementares haverá 2" pontos de 
descontinuidade para 9(2), que terá assim 2" — 1 formas dif-
ferentes. 

Caso gerai. Consideremos este caso geral de ser o erro total formado 
de n erros elementares yi, 3 / 2 , . . .y„, cujas leis são x-especti-
vamente 91(3/1), 92(yi) , • • • ,9,,(3/,,) e que se acham comprehen-
didos entre os limites —ai e - f o i , — 02 e + 0 2 , . . . , - 0 , , 
e + a„. 

A probabil idade de que o erro total cáia entre z e z + dz, 
será evidentemente representada pelo integral múltiplo 

9(z)ofe= f f . . -/91(2/1)92(2/2). • -fjy^dyidyi.. .dy.... (2). 

Como o er ro total deve estar comprehendido entre z e 
z + dz, e como 2 = 3/1 + 3/2 + . •. +3/,, é preciso escolher dos 
valores possiveis das n variaveis aquelles cuja somma es-
t iver comprehendida entre z e 2 + dz. 

Introduzamos debaixo do signal integral um factor de 
descontinuidade gozando da propriedade de se annullar logo 
que a mesma somma está fora do referido intervallo e de 
ter o valor 1 para todo esse intervallo. Satisfaz a estas con-
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dições o factor 

dz r+< 
cos (yi+y-z + • . • + yn — z)QdQ (3). 

OO 

Com effeito considerando o integral 

I f 3 0 Sen(S -Z)Or fe _ 1 1J. 
segundo é s ^ z , será 

1 C50sen (.s — z—dz) QdQ _ 1_ r 00 sen (s—z) Qdd 
J 0 6 r. J o 0 

egual a zero pa ra s>z+dz ou para s<z, porque para estes 

valores ambos os termos tomam o mesmo valor + — ou — -; 
Z Z 

para os valores de s comprehendidos entre z e z+dz tornar-
se-ha egual a — I e f inalmente para s = z q s = z + dz, egual 

1 

Mas 

sen (s — z — dz) 0 = sen (s—z) Q-Qdzcos (s—z) 0 + . . . . 

Desprezando os termos de ordem superior á pr imeira a 
differença dos dois integraes considerados tornar-se-ha em 

dz í x dz í+30 
/ cos (s—z) QdQ = - - - cos (s—z) 0 dQ 

TlJ 0 ^7-J —OO 

que para s=yiJry$Jr... + y„ é o factor (3) com o signal con-
t rar io . Em vez do valor —1, tomará esse factor o valor +1 
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quando z <s <z-\- dz e o mesmo valor zero fóra d 'este do-
minio. 

Passando de funcções t r igonométr icas para exponenciaes, 
pôde em vez d'esse factor tomar-se 

dz f+ x (Vi + yr4 • • • + y«-z) e 1/-1 dQ Iz H" 
irI-C 

que introduzido em (2) dá, dividindo ambos os membros 
por dz 

Loi do erro total. 
1 T+ceT í+a' 6ZZx^lzI f+""2 02/2^-1 

?i(yi)c dy 1 <p-2(yi)e dyi... 
-a, J —a-2 

"+a* OyW-í 1 - 0 0 / " - T 
Ie d0...(4). 

É a pretendida formula da lei do erro total ou composto 
em funcção das leis dos erros elementares. 

4 9 . Se conhecessemos essas leis e os limites dos erros 
ter íamos assim, pelo menos theoricamente, a maneira de 
obter a lei do e r ro total . 

A investigação das leis dos erros elementares seria, pois, 
a pr imeira ta re fa . 

Leis dos erros Supponhamos o e r ro yi proveniente de uma só origem ou 
elementares. causa d 'er ros , e que se descobriu a relação de dependencia 

en t re esta causa e uma grandeza x cuja lei de probabi l idade 
é conhecida. Seja fy {x) esta lei e yi = 0(^) a relação entre 
yi e x. 

A lei y(yi) do e r ro yi deduz-se então facilmente. Com 
effeito, correspondendo a cada valor de x um certo valor 
de yi, a probabi l idade de que x esteja comprehendido entre 
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dois limites x e x^-dx é egual á probabi l idade de que yi 
esteja entre os limites correspondentes y\ e yi — dyi. Por t an to 

l{yi)dyi = ^(x)dx. 

Mas dy 1 = 0' (x) dx, logo 

n J [ ) W(x) 

Esta formula pôde facil i tar em alguns casos a indagação 
das leis dos erros elementares. 

Em geral, porém, não só será ext remamente difficil des-
cobrir estas leis, mas nem mesmo se conseguirão achar todas 
as origens de erros . 

Pa r a suppr i r esta deficiencia é necessário estabelecer 
hypotheses mais ou menos geraes sobre os erros elementares, 
das quaes se deduza a lei do er ro total. 

A formula a que chegamos no numero anter ior pôde uti-
lisar-se nessa deducção. 

II. Deducção da lei do erro total partindo de hypotheses 
sobre os erros elementares 

5 O . No capitulo I , n.° 7 , enunciamos algumas proprie-
dades que é na tu ra l a t t r ibui r aos er ros elementares, porque 
ellas estão a maior par te das vezes d 'accordo com os factos. 
Taes são : o g rande numero de er ros elementares, a sua in-
dependencia relat iva, a pequena importancia de cada um 
d'elles em relação ao total e a importancia quasi egual de uns 
em relação aos outros. 

Essas propr iedades en t ram em todas ou quasi todas as 
hypotheses que se tem feito sobre a composição do e r ro total. 
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Convém aqui precisar melhor como se deve avaliar a 
importancia de uma causa d 'e r ro . 

É claro que é necessário at tender não só á grandeza 
absoluta de cada e r ro que essa causa pôde produzi r mas 
também á sua probabi l idade respectiva. As considerações 
que fizemos no capitulo I, n.° 15, a proposito da escolha dos 
valores mais convenientes das incógnitas, applicam-se aqui 
também. O er ro mais provável não dar ia uma apreciação 
justa da influencia da causa de erro, e parece que agora como 
então é o valor provável das differentes potencias do e r ro 
que resolve o problema. 

Assim pa ra o e r ro y cuja lei é ç(y) deveremos considerar 
para avaliação da sua importancia as quant idades 

k ' = f y ? ( y ) d z 

k" =fy*-<f(y)dz 
k"' =fy3(f (y) dz 

Mas as potencias pares são as mais p rópr ia s ; querendo 
empregar as impares devem tomar-se os erros com o mesmo 
signal. 

5 1 . Admit íamos as seguintes hypotheses : 
Theoria de Ha- 1 . " Os erros elementares são em grande numero, eguaes, 

Kpn- muito pequenos e independentes uns dos outros. 
2.a Cada um d'elles pôde actuar no resul tado da obser-

vação coin a mesma probabi l idade no sentido positivo ou 
negativo. 

Seja 2n o numero dos er ros e lementares ; e a grandeza 
absoluta de qualquer d'elles. As supposições feitas equivalem 
a comparar a formação do erro total a um lance de 2n ciados, 
taes que só podem apparecer duas faces marcadas uma com 



91 

-f-e e outra com — te qualquer d'ellas com a probabil idade 

. O erro total será egual á somma algébrica de todos os 

números que sahem no lance. 
A seguinte tabella, cuja construcção é obvia, dá os va-

lorçs possiveis do erro total, o numero de casos favoraveis 
á sua producção e o numero total de casos possiveis, para 
2n erros elementares. 

Jiinncro de er ros 
demen ta re s 

eguaes a — e 

Sumero de erros 
elenitnlares 

eguaes a - j - £ 

Valores 
do erro tolal 

Sumero de casos 
íavorareis 

Numero total 
de tasos possíveis 

0 2 n + 2ns 1 

1 2n — \ -{- 2(n—1) £ 2 n 
2 2n—2 - f - 2 ( ? Í — 2 ) ô (?) 

n n 0 (¾ 2-2» 

2n— 2 2 — 2(n—2) s (?) 
2n— 1 1 — 2(ii—\)t 2 n 

2 n 0 — 2 nz 1 

Tendo o numero de casos favoraveis e o numero de casos 
possiveis, basta, pa ra calcular a probabil idade de que o erro 
total tenha um valor determinado 2mt, tomar a relação entro 
esses dois números, isto é 

, = í 2n \ 9 - 2 » 
2im \n — m) 
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A maior d 'estas probabi l idades é a do e r ro total nullo 
ou 

Consideremos a re lação 

P 
2 me 

/ 2n \ 
\n—ml 

Po /2 » \ 
U 

n! n! 
(n — m ) ! (w ?H) ! 

Conhece-se do Calculo das probabilidades a formula de 
Stir l ing pa ra calcular a factor ia l de um numero : 

, 1 . 1 1 
s + i r ~ x + t « „ x\=\/%r.X 2 e 12x 360.^^1260^ 

Appliquemol-a á formula anter ior : 

PW = 2 r . n j n + Í ) 

x 
l l 

e—2«+Sn - J 8 f t n - . , + . . . 

n ii:'-)-3nm'-
e 6(«2—m2) 180()12—m2):1 ' ' ' ' 

: ( n n \"+w+l 
\n—mj \n--m) 

1 /1 n \ l / J n»+3nm2\ 
+ fi\n n2—m2/ 180\n3 (n2-m2)"3/' ' " ' 

x e ( ! ) • 
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E como é 

rt> rpi />.3 /vi 

vem 

/ n \ / »i\ m, l/m,2 IzmX3
j 1 /m.4 , 

\n—m) \ n ) n 2 \ n ) 3 ' n ) 4 / 1 ' ' ' ' 

l n \ l l-\ m 1 * m \ 2 l / m \ 3
4 1 j m \ 4 

d 'onde 

(»- m + + (» + » + DzGriw) 

ra 2\nJ S\nJ á\n/ 

r 2 A » / v e M 4 A » y U B e y U ; 

/ 1 1 \, m\8 

~V28W""8 J v w 

mJ 1 m4 1 m6 1 m s 

^ n _ 6 " ¾ ' - 1 5 ¾ ^ - 28 ~n r " 

1 1 1 1 n n n 
desprezando 2 > T ' 6 ' 8 " ' " e m r e l a ç a o a n > 6 ' T õ ' 2 8 ' ' " 

Por tan to , passando dos logari thmos pa ra as exponenciaes 



94 

a ul t ima egualdade torna-se 

. 1 , , 1 m* 1 m* 1 m» 
/ ^ \ n - m + - 2 ( ^ \ n + m + 2 = e ~ ^ - 6 ^ 3 - 2 8 ' * (2) 
\n—mj \n -\-m J 

Mas é além d'isso 

1 / 1 n \ _ Im- 1 TO4 1 to6 

ri1 — m-J Qrii n Grii n3 Qni n5 

1 m ' (3) 67¾2 n> 

1 / 1 ri* + 3 n m - \ , 1 vi1 , 1 to4 

180Vw3 ( W 2 - T O 2 ) V - ' 30w4 n 1 12¾4 TO3 

7 TO6 1 
+ 457r4 W^ + ITZ4 ( 

Tendo em at tenção as formulas (2), (3) e (4), t ransfor -
ma-se (1) em 

0 

Pirm .. X-Lat-U + 1 - . . .1I 
n\ ^tini ) 6 n3\ U4 ) 

S \ _ A — (\A-\L— 
X e 15 n5\ ' " / 28 n7 \ 3n2 " ' ) " ' 

m2 1 m4 1 mc 1 m8 

= B «3 28 n^ ' " 

1 1 
desprezando em relação á un idade . . 

Po r ou t ro lado, appl icando a mesma fo rmula de St i r l ing 
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a Po somente, vem 

\ n ) n\n\ 

_ V ^ . ( 2 n f n + "2 . 2w + 1272W ~~ 360(2w)3 + * ' ' 

2 Ti. ^ 2(w + 2-) • e - 2 w + 4 - T 8 W + ' * * 

= J—e. 
V W 

= 4 = \ 
V̂ tott * \ 8n ' 128w2 ' jl024ra3 " ' / 

1 
~~ Vn-

approximadamente . 
Logo, fazendo ainda despresos da mesma ordem, 

p W 1 m 2 , 1 ( m - \ ' _ 1 A r t 2 Y . 1 / V 2 Y 

im£ - ^ V ^ 1 2! V ^ ) 3 ! U / ' 4! W " 

e, porque a expressão encerrada ent re parentl iesis é o Vli 
senvolvimento de e~~n, 

1 

P2ms = ^ 7 ^ e w 

Pondo agora I m i = y, vem 
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ou fazendo -7^—j = A2 

Anti 

?imE = ^Le-W 

Vê-se que Pám. é proporcional a - J - é ~ e pôde por-

tanto escrever-se 

h 

Chegamos á lei de Gauss, com uma lei approximada, tanto 
mais quanto maior fôr o numero de origens d 'e r ros . 

O merecimento d 'esta theoria, devida a Hagen, está no 
caracter elementar que ella tem. As hypotheses d 'onde se 
pa r t iu é que infelizmente não são plausíveis. Por v i r tude 
d'ellas os erros elementares seguir iam todos a mesma lei, o 
que não é admissível. 

5 2 . O mesmo defeito tem a hypothese mais geral , sobre 
que Laplace assentou a sua theoria, que consiste em suppôr 
os erros elementares em g rande numero e sujeitos a uma 
lei commum que a t t r ibue probabi l idade egual a erros nu-
mericamente eguaes. 

Thcorias de La- A theoria de I lagen suppõe além d'isso a egualdade dos 
place e Ta"' e r ros elementares, o que a torna menos ve rdade i r a ; mas é 

em compensação mais simples, e dá uma concepção muito 
lúcida do modo como os erros elementares concorrem pa ra 
a formação do erro total. 

Uma out ra theoria, que se approxima da de I lagen, é a 
de Tait . Este auctor compara o e r ro resu l tan te de qualquer 
prigem ao desvio que existe entre o resul tado de um grande 
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numero de t i ragens de uma urna contendo espheras bran-
cas e pre tas e o resul tado mais provável da t i ragem. 

O erro total é aquelle que tem maior probabi l idade de 
coexistir com os desvios correspondentes ás di f ferentes ori-
gens, suppondo para cada origem uma urna , com um con-
teúdo desconhecido de espheras brancas e pretas . 

P a r a cada e r ro elementar acha uma lei exponencial e 
também para o e r ro total da fórma 

5 3 . Mais gera l é a hypothese de Bessel: Os erros ele- Theor i adeBes -

mentares actuam segundo leis quaesquer , sat isfazendo uni- sel" 
camente á condição de serem funcções pares e de os valores 
prováveis dos quadrados dos erros elementares serem gran-
dezas da mesma ordem. 

Se na formula (4) do n.° 48 subst i tui rmos as exponen-
ciaes pelas funcções t r ignometr icas e a t tendermos a que por 
hypothese se tem <f, («/,) = ?;(—2/,) os senos desapparecerão e 
teremos simplesmente 

o{z) = Cé~ h^i 

onde P é um producto de n factores da fórma 

que se obtêm dando a i os valores 1, 2 , . . n . 
í 
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Mas desenvolvendo em serie cos Qyi vem 

/

+«' k" k" ky' 

cos Q y i d z i = e* + - — 6 * + . . . 

designando por Aj, A 1 " , . . . os valores prováveis do quadrado , 
da 4. a p o t e n c i a . . . de y T o m a n d o os logari thmos neperianos 
de ambos os membros e representando o pr imeiro membro 
por S j vem 

lr" Ir" k" 
i . S 1 = - ^ e H - O i - - B 6 + . . . 

2 ' 24 720 

kl' k" 
——0H——-Q6+... 

8 48 

Ir "3 

24 

ou 

, Q _ > ! % « _ 3 k p - k r e , _ S Q k i " 3 - i s k , " k r + k r 6 C 
1 , b | * " 2 24 720 

Logo 

1 , P _ 2~ 24' ' " 7 2 0 

i / •+« ~ l ^ 6 " r 3 I k n i - I k ' " , 

= T-I-J C ° S Z m L 1 ~ 24 6 

3 0 2 F » - 1 + 2*" 6 6 + 

720 
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Attendendo agora a que é 

«5 

í + x . - O--V1 [/- Cf2" - 4a-2 
WdOeoszde = — —- e 

J — * a efe 

como o mostrou Laplace (Theorie analytique des Probabi-
Ik" lités, liv. I, n.° 25), e fazendo a = e » = 1, 2, 3 . . . , vem 

& 

3~ 
e ~ 2 W 

onde 

= 3 2 r 2 - 2 r 7 „ Gz- , g* \ 
S ~ 24(2¾")2 ' V Ik" 1 Ik"V 

30ltt'3-í5Ik"k"+Ik" / 45z2 , 15zl z6 \ 
720 (Zk'')3 [ W '(Ilc!1 JlWf) 

+ 

É fácil agora de vêr que, por ser n g rande , pôde des-
prezar-se em o(z) a pa r t e mult ipl icada por s. 

Com effeito, tem-se 

e s = 1 /3Ikni-Ik" , 302^-152^+2^ 
^ W s K \/2vIk!\ 8(Ik"f '' 4 8 (2¾" ) 3 / 

correspondendo o segundo membro a z = 0. 
Procuremos aval iar a ordem d'esta expressão. Sendo k" 

o valor provável do quadrado de um er ro elementar e sendo 
este valor da mesma ordem de grandeza , qualquer que seja 
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a origem d ' e r ro considerada, como se suppoz inicialmente, 
poderemos considerar ik" da ordem ne-, ^k"'2 e da ordem 
n-.'% ik'ri, ik"k" e zk" da ordem m1', E por tan to será o 

_ 3 _ õ 

1.° termo cie s da ordem n 2 e o segundo da ordem n 2, isto 
é quant idades muito pequena. 

Logo, desprezando-os, te rá y(z) a fó rma da lei de Gauss. 

Theor i adeCro - Resta-nos exijôr a theoria de Crofton, que é sem 
duvida a que satisfaz melhor, pela g rande general idade que 
tem a hypothese sobre que assenta. 

Suppõe-se somente que ha um g rande numero de origens 
de erros, independentes, e taes que cada uma d'ellas actuando 
isoladamente produz erros de muito pequena importancia 
em relação aos que resul tam de todas as res tantes origens 
actuando conjunctamente. 

Esta importancia avalia-se, como já dissemos, pelos valores 
prováveis das potencias dos erros . Diz-se que um erro tem 
uma importancia ou uma influencia i vezes menor do que 
um outro quando os valores prováveis das potencias succes-
sivas do primeiro são diminuídos na proporção das poten-
cias de egual g rau do numero i, e o pr imei ro e r ro chama-se 
um diminutivo do segundo. 

Assim, sendo k', k", k'"... os valores prováveis de um 
e r ro y-i, resul tante da combinação de n—l origens de erros, 
o e r ro y\ que resulta da origem res tante terá os valores pro-

k' k" k"' 
vaveis correspondentes : . , :> , - ^ r , . . . i i~ I i 

i deve ser por hypothese muito g rande e em consequen-
Jc"' k'" k' k" 

cia poderão desprezar-se , . . . em relação a 4-, 
1 v JcIi JiJ 1 

O mesmo se não pôde dizer de .2- em relação a -V, porque 
% % 

k' pôde ter um valor muito pequeno ou nullo, por ser for-
jnado de termos positivos e negativos. 



101 

O erro total z pôde imaginar-se composto dos dois erros 
iji e y* e a sua lei será dada (n.° 47) por 

çp (z) = (z) - Jd1
rJ (z) + ?i" (Z) 

sendo ki e ki" os valores prováveis de yi e yi-, e despre-
zando os termos do g r au superior ao 2.° em v i r tude do que 
se disse. 

Esta egualdade mostrou a Crofton que a lei do e r ro total, 
não dependendo senão de AY e ki", deve f icar a mesma quando 
em vez da verdadei ra lei do e r ro elementar se tomar out ra 
que permit ta desprezar os valores prováveis ki'", Jci"... em 
relação aos dois pr imei ros ; e levou-o á descoberta da lei 

?i (yi)- 1 Os-*,')* 
^ e 2 (*,"-*,«) = 

/ 2 *(*,"-* ,") v R 

que satisfaz áquellas condições. 
Com effeito 

r+oc 

/2-(W-k?) 

(Vi-*»')« 
e W-k^dyi 

r+oc_ (»•-*•')-_ 
+ ki 

e analogamente: 

f+oc r / + oc r - f » r / + . -Ui /+o= 
/ m(l/i)(iyi~-G / (yi—k/y- e dyi+2k,' e dyi 

J OC J — OC 1 — X 

W1C+ 
+ X - U i 

k/1 e dyt 
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representando nesta fórmula, pa ra a tornar mais breve, 

* por C e o expoente de e por Ui. 
• 2 V 2 ) 

Tem-se também 

I "tfpQ,,Wyi=IclWSki") 
I 00 

Por estas fórmulas vê-se que os valores prováveis da 
pr imeira e segunda potencia de y se conservaram os mes-
mos: k e ki ' . Emquanto a o d a terceira, quar ta , etc., temos 
as suas expressões em funeção de e k," e por ellas se vê 

que a sua ordem é e i, at tendendo a que é k,' da 1/ 1 
ordem 1 e k," da ordem Podem por tanto desprezar-se, 

e a lei proposta satisfaz. 
P a r a cada um dos erros elementares yi, y-i, . . . , ? / „ ado-

ptamos uma lei da mesma fórma, bastando para a sua ex-
pressão analytica affectar as quantidades y, k' e k", respe-
ctivamente dos Índices 1, 2, . . . , n. 

Consideremos pr imeiro somente os erros yi e yt, seja Zi 

o er ro composto e fi(zi) a sua lei, será em vir tude do que 
se viu no n.° 45 

fi{z O — yi)dyi 
_ (yi-kW _ (Sy-yi-kjy 

1 / + « «| a| = / e dyi 17«1«21 _x • J 

onde se fez para abreviar « i = \^2(kl'1—A1'2) e x->= V2(k.!'—h!'-). 
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Para effectuar a integração notemos que f\(zi) se pôde 
pôr sob a fó rma 

(Z1-k,'-Ict')* 
/1(,,) = - 4 = e a f + a l e dt -V af • «J J 

fazendo a substi tuição 

yi — = t, a 1 scI c. i a-2 i otI 

que lembra, logo que se tenha ordenado o expoente de e se-

gundo as potencias de y\. Ora / e dt = >Jr., por tan to 
I X 

( Z i - U - U ) * 

/ ir(«? + a4) 

Considere-se agora o terceiro e r ro ?/:t, e designe-se por 
Zi o e r ro composto; vê-se mesmo sem effectuar o calculo que 
se obterá para a lei de z-i 

( ¾ - - j f e / - A f r ' ) * 
fi(zt)= . =TT̂= e i-r 2-r j _ 

A («? + «? + «£) 

E f inalmente p a r a /„_,(£„_,) = 9(2) 

X ) , 1 « ? + « n - . + * i 
a 

v/27r(2/fc"-2&'4) 
= e ( 5 ) . Lei de Croflon. 
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É a lei do er ro composto a que se chega admit t indo 
apenas as hypotheses feitas no principio d 'esta deducção. 

A funeção çp(z) é analoga á lei supposta pa ra cada e r ro 
elementar . É fácil de vêr, porisso, que semelhantemente ao 
que succedia com esta ultima se terá, designando por K' o 
valor provável da pr imeira potencia de z 

K' = J + = Ik'. 

Se agora ás hypotheses estabelecidas se accrescenta a 
de que a lei dos erros seja par , ou que os erros positivos 
e negat ivos de egual valor absoluto sejam egualmente pro-
váveis, os valores prováveis das potencias impares são 
nullos e por tan to 

K' = Ik 1 = O 

o que reduz ;p(z) á lei de Gauss. 

5 5 . A theoria de Crofton que acabamos de expôr 
apresenta sobre as anter iores vantagens incontestáveis. 

A hypothese de Laplace e a de Hagen, que é um caso 
par t icu lar da pr imeira , são muito res t r ic tas pois que obri-
gam todos os erros elementares a seguir uma mesma lei, o 
que está em desaccordo manifesto com os factos. 

As causas ou origens de erros actuam de maneiras muito 
var iadas , pelo menos na apparencia, e a priori a única hy-
pothese razoavel é deixar indeterminada a acção d'essas 
causas. 

A theoria de Tait está l ivre quasi in te i ramente d 'esta 
critica, mas em compensação pa r te de uma supposição per-
fei tamente a rb i t ra r i a . Demais essa hypothese t raz também 
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a consequência de que os erros elementares sigam todos 
a lei exponencial, o que não pôde ser acceite, e mostra 
que implicitamente se acha contida na hypothese funda-
mental uma restr icção sobre as formas das leis dos erros 
elementares. 

A analyse de Bessel apresenta uma enorme vantagem 
sobre as tres anteriores. Aqui os erros elementares seguem 
leis quaesquer, comtanto que sejam funcções pares . Exige-se 
além d'isso que as differentes origens tenham uma impor-
tancia re la t iva proximamente egual. 

Isto succederá a maior pa r t e das vezes nas observações 
modernas. 

Mas a hypothese de Crofton é ainda mais gera l pois que 
apenas se exige que cada origem actuando só produza erros 
do muito pequena importancia em relação aos que produzi-
r iam as outras todas actuando simultaneamente. 

Como o numero de origens é supposto muito grande , 
e isso tanto nesta theoria como nas precedentes, é claro que 
esta hypothese equivale a suppôr que os erros elementares 
sejam diminutivos do e r ro total. A ampli tude d'esses er ros 
pôde ser f inita e até mesmo infini ta. Além d'isso a impor-
tancia relat iva das origens pôde ser bas tante diversa, com-
tanto que a de cada uma fique pequena em relação á com-
binação das outras . 

Pôde haver erros systematicos e a theoria fornece a 
fórmula geral (5) a que chamamos lei de Crofton. 

Não se chega porém á lei de Gauss, sem suppôr elimi-
nados os erros systematicos. 

Todas as outras hypotheses podem ser consideradas 
como casos par t iculares da de Crofton o porisso a sua 
theoria abrange não só os erros compatíveis com estas hy-
potheses mas ainda muitos outros. 

Ella fixa além d'isso as condições em que é licito es-
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pera r que os erros de observação sigam approximadamente 
a lei de Gauss. Essas condições são: 

1.a Não existencia de erros systematicos. 
2." Grande numero de causas de erros . 
3.a E r r o s elementares de uma importanoia muito pe-

quena em relação ao e r ro total . 

justificação da 5 6 . Eis aqui ainda como se pôde fazer uma verificação 
' da lei de Gauss, admit t indo que os erros satisfazem ás t res 

condições acima enunciadas. 
Sejam y\, y-i,...,y„ os erros elementares, 91, 9 -2 , . . . ,9,, as 

suas leis, 2 = yi + # 2 + . . .+y„ o e r ro total. Se 2 seguir a lei 
de Gauss, o valor provável de z1'' será (capitulo 11, n.° 43) 

2p\ / J _ y 2p! / M y 
Z p\ \ 2 p l \2) 

onde M = -I = 2 - . 
2 h 

P a r a p = 2, 3 , . . . vem 

? = 3M2, ? = 15M3,. .. 

Calculemos directamente estes valores prováveis . 
Como é 

Z2 = (t/l + y* + • • • •+ y»Y- = + 2lyiyi 

será 

z2 = ¾ ? 
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porque 

yi = ff<?i(yú?i(yi)y WdlJ idW 
=/? i (yi)y I dyfy>(jji )yi dy-i = 0, 

por serem 91, 92 funcções pares e yi, yi impares. 
Colloquemos 

M = I y l 

Não escrevendo os termos em que entram potencias de 
grau impar dos erros, porque os seus valores prováveis são 
pelo menos approximadamente nullos, acha-se para o valor 
provável de z4 

ou ainda 

z4 = 6 I t f yí (6) 

desprezando Iy\ em relação ao outro 2. Pa ra justificar 
este desprezo basta notar que a primeira somma contem n 

n(n — 1) 
termos e a segunda -— tL 

Ora por outro lado é 

M2 = (?)2 = (IyT)2 = Idfif + 2 W = 2¾ 

o desprezo obedecendo ás mesmas razões que atráz. Pode 
então escrever-se 

= (7). 

Comparando (6) e (7) vem 

conforme á lei de Gauss. 
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Passemos ao calculo de z6: 

Ztf+ 152$?,+ 9 0 2 $ t f t f = 90¾?tf tf.... (8) 

approximadamente, attendendo a que o numero de termos 
do primeiro 2 é n, do segundo n(n — 1) e do terceiro 
n(n — 1)(« — 2) , . „ . 

—^ como e fácil de ver . 
6d . Ô 

Mas é 

M3 = ( ly ?)»= 2&?) 3 + 3 ^GTO2 tf+ 6 2 Jl Jl 

ou sensivelmente 

M 3 = G 2 ^ y l 

Logo 

1ÕM3 = 90 2 y \ ] j \ f 3 (9) 

e pelo confronto de (8) com (9) 

i® = 15 M3 . 

conforme á lei de Gauss. 
Em geral z2'' será sensivelmente 

= <io), " 2" 2 

considerando apenas o 2 que tem maior numero de termos. 
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Ora por outro lado é 

Mp = (2 y\)r, 

e 

( i i ) . 

Comparando (10) e (11) vem 

formula que só a lei de Gauss dá pa ra o valor provável de 
uma potencia pa r do er ro . 

D'esta analyse conclue-se que, nas condições suppostas, 
o er ro total não segue r igorosamente a lei de Gauss, mas 
não se afasta muito d 'ella. É por tan to uma confirmação da 
theoria de Crofton. 



C A P I T U L O IV 

O principio dos menores quadrados 

I. 0 principio dos menores quadrados como consequência da lei de Causs 

t> 7. No Capitulo I, ii, vimos como a lei dos er ros entra 
na formação dos valores mais vantajosos em todos os casos 
que podem considerar-se na Theoria dos erros. 

A probabi l idade de cada systema de valores at t r ibuidos 
ás incógnitas é dada pela fórmula (7) do n.° 18, no caso 
mais gera l definido nesse mesmo numero. 

Suppondo <J> constante, a probabi l idade maxima corre-
sponde á condição 

<I> = 9i(ei)?2(e2) • • .?,.(c„) = max. 

Admit íamos a lei de Crofton dada pela fórmula (5) do 
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n.° 54, que pôde escrever-se, designando por K/ e Ki" os 
valores prováveis da pr imeira e da segunda potencia do 
e r ro e t da seguinte m a n e i r a : 

__ (a - Ki')* 
, . 1 2(Ki"—K/*) 

por ser 

K/= Ik/ 
e 

K," = W + (2¾/)2 - I k i " . 

Com esta lei a condição re fe r ida torna-se evidentemente 
em 

K / ' - K 1 ? = m m ( 

Se, porém, se suppõe que não existem er ros systemati-
cos, a lei de Crofton t ransforma-se na de Gauss, e a condi-
ção a que têm de satisfazer os valores mais prováveis das 
incógnitas é, por ser neste caso K/ = 0, 

= min (2). 

Finalmente, se os erros das observações seguirem todos 
a mesma lei, os denominadores das fracções que compõem 
o 2 são eguaes e a condição reduz-se então a 

= min (3) 
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Os valores mais que exprime que deve ser minima a somma dos quadrados 
prováveis das in- ^ o g e r r o g c j a g observações. D 'aqui vem o nome abreviado 
cognitas satisfa-
zem ao principio de principio dos menores quadrados ao principio expresso 
dosmenqres qua- p 0 r ^ e a j n ( j a a o s principios mais geraes dados por (2) 
drados. 

e (1). 
Qualquer d 'estas condições desdobra-se em tantas equa-

ções quantas as incógnitas, visto ser (n.° 18) 

e , = U i - O i 

Ui = KiyltV2,.. .,vp) 

e termos de egualar a zero separadamente as der ivadas 
parciaes dos pr imeiros membros de (1), (2) ou (3) em relação 
a cada uma das incógnitas Vi, V2,..., vp. 

Entrevê-se assim a possibilidade de resolver o problema 
da determinação dos valores mais prováveis das incógnitas. 
O methodo que se emprega em cuja prat ica não entraremos, 
é conhecido pelo nome de methodo dos menores quadrados. 
Elle applica-se somente ao caso em que as funcções U i são 
l ineares em ordem ás incógnitas. Os outros casos reduzem-se 
a este commettendo desprezos. 

Condições em 
que os valores pro-
váveis coincidem 
com os mais pro-
váveis. 

Í 5 8 . Vê-se que o principio dos menores quadrados dá 
os valores mais prováveis das incógnitas, e não os valores 
prováveis ,e são estes os que devem considerar-se mais van-
tajosos. 

Admitt indo, porém, a lei de Gauss e suppondo os u, fun-
cções l ineares dos v, demonstra-se a coincidência d 'estas 
duas especies de valores. 

Com effeito, designando por v°, v'2,..., v"p os yalores das 
incógnitas que satisfazem á condição (2), se estes são os va-
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lores prováveis, ter-se-ha em vi r tude da fórmula (8) do 

Esta egualdade verificar-se-ha se (Vi- fô r uma fun-
cção impar de (Vi-Vi), pa ra o que basta demonst rar que <t> 
é uma funcção pa r . 

Ora <j> é, ápa r te o coefficiente constante, egual a 

E como Gi = Ui — Oi e Ui do pr imeiro g r au em relação aos 
v vê-se que o expoente é do segundo g rau em relação a es-
tas ult imas quantidades, e que, segundo (2), deve at t ingir o 
minimo pa ra os valores v" dos v. 

Designando esse expoente por E, poderemos fazer 

representando por E s o minimo de E, constante, e por Ej 
uma funcção de 

que deve ser essencialmente positiva, do segundo g r a u e 
annullar-se para 

n.° 18 

E = E „ + E 

(V1-V1), (V2-V0
1),. ..,(vp —v°„) 

V1 = V0,, V2 =Vl,.. .,Vp = v\ ,0 . P ' 

logo será E uma funcção homogenea e do segundo g r au em 
relação aos (v — v"), como se pretendia demonstrar , 

s 
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O mesmo succederá approximadamente se, não sendo os 
u funcções l ineares das incógnitas, todavia estas têm um 
campo de var iação muito restr icto, como nota Poincaré, a 
quem se deve a demonstração precedente. 

II. Demonstração do principio dos menores quadrados, 
prescindindo da lei dos erros 

AnaiysedcYa- 5 9 . Supponhamos agora que, prescindindo da lei dos 
>chenko. erros , se pre tende determinar os valores mais vantajosos 

das incógnitas. 
Sejam os u funccões lineares dos v, de sorte que se te-

nham as n equações. 

a, vi + b.Vi -j- c,v3 - f - . . . — o, = c, (i = 1, 2, 3 , . . . ri). 

Admittamos que os valores de e, eguaes e de signaes con-

trários sejam egualmente prováveis, isto é, que cada e r ro e, 
siga uma lei pa r . 

Com esta única hypothese vamos demonst rar o principio 
dos menores quadrados , seguindo nos seus traços geraes uma 
elegante analyse de Yarochencko, professor da Universidade 
d e Odessa, fundada 1 1 0 theorema seguinte d e Tcliébychef: 

Designando por a, b, c , . . . os valores prováveis das quan-
tidades x, y, z,... e por a i , b\, Ci, ... os valores prováveis 
dos seus quadrados x1, y-, z1,. . ., a probabi l idade de que a 
somma x + y + z - r . . . esteja comprehendida entre os limites 

a - r b -f- c + . . . jT * ^ai - r £1 + Ci +.. . — a1 — b"1 — c- — . . . 

e 

a - f b - f c + . . . — o- ^ai -f- bi - f Ci + . . . — a- — b! — c- — .,. 
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será sempre maior do que 1 — ^ l , qualquer que seja a (#). 

Multiplique-se cada uma das equações dadas por um certo 
mult ipl icador I i e sommem-se os resu l tados ; ,effectuem-se as 
mesmas operações com um segundo systema de multiplica-
dores Xi; e assim por diante. 

Ter-se-ha 

vi = zl o + sA e 
Vi = s l' o + s l' e 
V3 = z /"o + 1 VJe 

(4), 

se os systemas de mult ipl icadores são escolhidos de modo a 
satisfazer ás equações 

Z l a = 1, 6 = 0, SAc = O , . . . 
z/'a= 1, zl'b = 0, zl'c = 0, . . . 
s/"o = 1, zl"b = 0, zl"c = 0, . . . 

(5). 

Como cada systema de mult ipl icadores contém n e o nu-
mero das equações (5) em cada linha é egual ao numero das 
incógnitas v e por tan to menor do que n, os /. não ficam de-
terminados e por isso podemos dispor d'essa indeterminação 
de manei ra que os valores mais vantajosos sejam 

vi = zlo, vi = zl'o, v-j = zl"o,... 

P a r a isso procuremos os limites dos erros í: le, Z l'e, Z l"e,... 
d'estes valores. 

(*) Para a demonstração d este theorema vid. Journ. de Liou• 
ville, 2° série, t. xn, p. 177, 1867. 
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Sejam P / , P i" os valores prováveis de Xi e, e ).,2 e}. 
O Theorema citado de Tchébychef diz-nos que a proba-

bil idade de es tar encerrado entre os limites 

2 p ' - f ^ / v p « _ v p ' i e 2 P ' — ^ V s P " - s P ' : 

t t> 

P 
será sempre maior do que 1 — — . 

Mas em vi r tude da hypothese d 'onde par t imos é evidente 
que 

P / = O. 

Além d'isso, designando como at raz por K1" o valor pro-
vável de e,4

( será 

PZr = Z2K1". 

Logo os limites procurados são 

^ l/'nz K"/2 e yV / rc ÍK" / 2 , 

e analogamente pa ra as ou t ras incógnitas. 
Estes limites serão os menores possiveis se escolhermos 

os / de maneira que 

2 K"/2 = min . , 2 K"/'2 = min . , 2 K")."2 = m i n . , . . . (6) 

e os valores das incógnitas correspondentes a estes valores 
dos / serão os mais vantajosos. P a r a cada probabi l idade 

P 1 dada commettem-se com estes valores os menores erros n 
possiveis. 
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Vamos agora vêr que as condições (6), junctas ás (5), equi-
valem a (2) ou ao principio dos menores quadrados . 

Com effeito, consideremos o pr imeiro systema dos /., que 
deve satisfazer ás seguintes condições: 

2 K " / 2 = min . , I l a - 1 = 0 , Ilb = 0 , 2 À c = 0 , (7). 

Multipliquem-se estas equações á excepção da pr imeira 
por factores indeterminados 2qi, 2 q±, 2qz,.... 

Podemos substituil-as todas pela condição ún ica : 

2 K"li-2ql(Ila- í)-2qi Ilb-2q3 Ilc-... = min.; 

que se desdobra nas seguintes, por der ivação: 

Ki" /i = qi a i + qt bi + q3 Ci + . . . 

Ki" li = qi ai + q-i b-i + qz a +... 

K3" h = qiaz + q-i 63 -f C3 + . .. 
(8). 

Multipliquemos agora estas equações por "^7., ^ r . , ~ r n . . . 
Ki Kf K3 

A • b 1 bi e sonunemos; depois por = ^ r , e sommemos de novo; K i K i 
e assim por diante. Tendo em attenção (7), virá 

aa ab ac rqiZ K" ^ - K " 

ba bb bc qi S K" 

ca cb CC >1 1! h qi I K" 73 2 JJR7/ 

(9). 
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Resolvendo este systema, vem 

Al A2 A3 qi = ¥ , q*=^' ^ = R 

designando por R o determinante dos coefficientes das in-
cógnitas e por Ai, Ai , A 3 . . . os menores d 'este determinante 
relat ivos aos elementos da 1.® linha. 

Subst i tuindo em (8) estes valores, vem 

RXI 
ai 

~ KI" 
AI , bi 

• KI" 
BI + — KI" CI + 

RX2 
ai 

= K ? 
Ai 

, bt 
r Ki'' 

B2 
, C2 

"RK2" 
C2-F 

RX3 
aí 

~~ K3" 
A3 

, b3 
~ K3" 

B3 
, C3 

K3" C 3 -

,(10). 

Multiplicando agora estas equações por oi , 02, 0 3 . . . e 
sominando, vem a 1 . ' das seguintes 

Rvi = Ai 2 
ao 
K" A2 i 

bo 
K" r A3 2 

CO , 
K" + 

Rv2 = Bi 2 
ao 
K7' B2 2 

bo 
K"" !- B3S 

C 0 _L 
K" 1 

R V3 = Ci 2 
ao , 
K" 

C2 2 
bo 
K t ' " 

r C 3 v c W 
K" 

obtendo-se as res tantes por uma analyse semelhante appli-
cada ás incógnitas Vi, V3, • • •, e em que Bi , B 2 , B 3 . . . são 
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os menores de R em relação aos elementos da 2.a l inha; Ci , 
C 2 , C 3 , . . . , em relação aos elementos da 3." l i n h a , . . . etc. 

As equações (11) most ram que podem considerar-se as in-
cógnitas como sendo soluções do systema seguinte : 

a t tendendo a que os 2.os membros de (11) são os resul tados 
da substi tuição no determinante symetrico R dos elementos 
da l . a , 2.a, 3 . a , . . . columnas ou da l . a , 2.a, 3 . a , . . . l inhas 
pelos 2.0S membros de (12). 

Ora o systhema (12) é equivalente aquelle em que se des-
dobra a condição (2) pela derivação parcia l em ordem a 
cada uma das incógnitas. Com effeito, obtem-se d 'este modo 
as chamadas equações normacs: 

• (12) 

(13) 

que se t r ans fo rmam em (12) subst i tuindo ei, a, e%... pelas 
suas expressões t i radas das equações dadas. 
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observares de 6 0 . Notemos que esta condição simplifica-se quando se 
;ual precisão. — , , , . 

suppoe que os er ros seguem todos a mesma lei e estão com-
prehendidos ent re os mesmos limites. Porque n'esse caso 
será 

Ki" = K2" = K 3 " = • . . 

e as condições (6) reduzem-se a 

2As = min . , 2 I l i = min . , 2 = m i n . , . . . , 

que, como o mostra uma analyse semelhante á do n.° ante-
cedente, são equivalentes a 

2 é2 = min. 

É o que succede no caso das observações de egual preci-
são, em que deve a t t r ibuir-se egual probabi l idade á suppo-
sição de qualquer dos erros ei, , ez. .. ter um valor de-
terminado. 

Finalmente no caso das observações directas egualmente 
precisas as equações dadas serão de fórma 

v — o, = e, 

e a ultima condição dará 

isto é, a media ar i thmetica das observações. 

Existência de 6 1. Os raciocínios feitos nos dois números precedentes 
erros svstema- . _ . . . , 
ticos. " par tem da supposiçao essencial de que os er ros de cada 
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observação com o mesmo valor absoluto sejam egualmente 
prováveis, isto é, que não existam erros systematicos. 

Notamos já no capitulo I, n.° 6, que a imperfeição dos 
instrumentos de que o observador usa não lhe permit te ir 
alem de uma certa ordem de unidades na avaliação de uma 
grandeza pela observação. 

O erro verdadeiro e{ da observação o, compôr-se-ha de 
um numero inteiro N i de unidades u d'esta ordem e mais 
uma fracção que representaremos por I i . Será 

e, = Ni u f I1 , [Ii < u]. 

A parcella I, pôde considerar-se sempre posit iva; a outra 
parcella N i u será positiva ou negativa conforme o er ro ver-
dadeiro é maior ou menor do que I i . Esta ultima quanti-
dade é, pois, uma constante; é um erro que ha de com-
metter-se sempre, cuja probabil idade é egual á unidade, o 
por isso se chama inevitável. 

Suppondo desviados os erros systematicos, a par te E i =N i M 
do erro será accidental e por tanto poderá sujeitar-se á hypo-
these fundamental do n.° 59. 

Seria agora fácil de refazer a analyse d'esse mesmo nu-
mero e de chegar á condição 

2u - y j r ~ = -y,r = m i n ( I 4 ) 

onde Xi" é o valor provável do quadrado do erro E i . Basta 
notar que o valor de vi, por exemplo, terá agora a fórma 

Í>Í = 2>.O + 2 * I + 2 X E . 

Os limites prováveis de 2/.E serão em vir tude do theo-
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rema de Tchébychef e de considerações perfei tamente seme-
lhantes ás que se f izeram para 21 e no citado numero, 

^ni-X rZ i e — 7-
L Z 

f2 

com uma probabi l idade maior do que 1 — —. 

Esses limites serão os mais estreitos possível se 

2 x " / 2 = m i n . , 

condição que equivale a (14). O valor mais vantajoso de vi é, pois, 

vi = 2lo + 2M. 

Resta-nos mos t ra r a identidade entre as condições (14) 
e (1). 

P a r a isso vamos pr imeiro demonstrar , com Yarochencko, 
que o e r ro inevitável de uma observação é egual ao valor 
provável do e r ro verdade i ro d 'esta observação. 

Seja a observação Vi, e, = Ei + Ii o e r ro verdadeiro, o va-
lor K/ provável d 'este e r ro será, designando por P i i 0 , P i i 1 , . . . , 
P i r i as probabi l idades dos differentes valores possiveis de E 1 , 

K/ = Ii (P„. + 2 P i i , + . . . + 2 P11 „) + x'( 

= I i-

Com effeito, é, por ser E i um er ro accidental, X; , = =0; e 
por outro lado 

P i i0 + 2 P1,1 + . . . + 2 P i r i = I 1 
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porque a somma das probabi l idades de todas as supposições 
possiveis sobre o valor de uma grandeza equivale á certeza. 

Procuremos agora Ki", valor provável de c}. É 

K1" = ( E i + I1)2 

= ê ? + 2 Ê J ; + i ? . 

E i
2 é a quant idade que nós designamos acima por . O 

segundo termo 2 E111 é nullo, porque 

2 E1I, = 211. E1 = 2K,'X/ = 0 . 

Finalmente 

I r = I 2 = K i '2 . 

Logo 

K i" = X i " + K/ 2 ; 

e a condição (14) t ransforma-se em 

^ ( c - K ' ) 2 

Zi kTTZTKTÍ = min-> 

como se pretendia demonst ra r . 
O raciocínio feito applica-se ao caso mais gera l de exis-

t i rem outros er ros systematicos alem do e r ro inevi tável ; 
K/ seria então egual á pa r t e systematica do er ro . 

¢ 5 3 . E m resumo: Se o systema de equações dado fôr Noia «nai. 

l inear, quaesquer que sejam as leis dos er ros os valores 
mais vantajosos das incógnitas são os que satisfazem á con-
dição (1), correspondente á lei de Crofton. Não existindo 
erros systematicos, a condição simplifica-se reduzindo-se 
a (2), que é uma consequência da lei de Gauss. 
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Como, porém, existe sempre, pelo menos, o er ro inevi-
tável a lei de Gauss não será applicavel com r igor , mas será 
tanto mais approximada quanto menor valor t iver a quan-
t idade K / . 

A demonstração de Yarochencko, que é uma simplicação 
da analyse de Laplace, que aqui não podemos expôr, tem, 
como esta, o defeito de exigir que as equações finaes que 
dão os valores mais vantajosos sejam uma combinação linear 
das equações dadas. Alem d'isso estas são também, por 
hypothese, lineares. 

E m r i g o r o que fica demonstrado é que, no caso das equa-
ções propostas serem lineares, d ' en t re os systhemas de equa-
ções também lineares que se podem subst i tuir ao dado, é 
mais vantajoso aquelle que resulta da condição (1), havendo 
erros systematicos ou da condição (2), não os havendo. 

Esta solução, que deixa muito a desejar sob o ponto de 
vista theorico, satisfaz pra t icamente , porque os cálculos 
tornar-se-hiam ext remamente complicados se fosse preciso 
r ecor re r a combinações não l ineares ; e basta pa ra isso lem-
b r a r que a applicação do methodo dos menores quadrados 
é já muito t raba lhosa . 

No caso das observações de egual precisão os cálculos 
são muito menos laboriosos e mal se pode dar a razão de 
preferencia que acabamos de apontar . Fazer a restr icção 
de que as equações finaes sejam lineares equivale a (vid. 
n.° 25) adoptar o raciocinio de Ellis. Mas se as observações 
são sensivelmente concordantes nós vimos no capitulo II , I 
que a media ar i thmetica pouco pôde di f fer i r dos outros va-
lores que é admissível a t t r ibu i r á incógni ta ; vimos alem 
d'isso que não se conseguiu ainda p rova r que qualquer 
d 'estes valores seja prefer ível á media ar i thmet ica , embora 
não tenha também sido possível demonst rar a preferencia 
d 'esta sobre todos aquelles. Emquanto , pois, esta ignoran-
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cia persistir, a media offerece sobre as restantes soluções 
a vantagem de simplicidade e por isso é geralmente ado-
ptada. 

Mas devemos observar, e neste ponto estamos de accordo 
com Estienne, que a media arithmetica não pode nunca eli-
minar os erros systematicos e em par t icular o erro inevi-
tável, que, affectando todos os resulfados das observações 
de egual modo, se conserva integralmente na media. 

Pelo que respeita aos outros casos mais complexos a 
analyse de Yarochencko fornece uma justificação muito no-
tável do methodo dos menores quadrados. 

Sob o ponto de vista da constituição da Theoria dos erros 
como sciencia, é todavia preferível a pr imeira demonstração 
que demos do principio dos menores quadrados. 

D'este modo a Theoria dos erros apparece como um 
ramo do Calculo das probabilidades, definem-se os valores 
mais vantajosos das incógnitas, determina-se a lei dos erros 
de que elles dependem, e o principio dos menores quadrados 
resulta como uma nova maneira de definir aquelles valores, 
que conduz directamente ao methodo dos menores quadrados. 

Ao contrario no processo de Yarochencko não se dá uma 
definição prévia dos valores mais vantajosos das incógnitas; 
impõe-se uma determinada combinação das equações pro-
postas e d 'entre as soluções possíveis a que essa marcha 
conduz escolhe-se então a mais conveniente. 

É preciso, porém, accrescentar que, não sendo rigorosa 
a deducção analytica da lei dos erros, só a verificação ex-
perimental poderá decidir definitivamente se a approxima-
ção é sufficiente. 

F I J I . 
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