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PREFACIO

Com perto de cem annos de existencia a Theoria dos
erros das observacdes é um assumpto dcerca do qual
restam ainda muitas duvidas.

Reduzida ao principio a simples regras empiricas on
aconselhadas pelo bom senso, ¢ um facto digno de no-
tar-se que estas regras téem permanecido quasi sem
modificagio, porque se ¢ verdade que a sua demonstra-
¢io tem escapado ds investigagdes tenazes dos espiritos
mais luminosos, tambem nfio ¢ menos verdade que
nunca se conseguin substituil-as por outras melhores.

Desde Gauss, Lagrange e Laplace nos principios
d’este seculo até Bertrand e Poincaré nos ultimos tem-
pos, as questdes de que esta Theoria se occupa e cuja
alta importancia em diversas sciencias, especialmente
na Astronomia, na Geodesia e na Physica, ¢ de sobejo
conhecida, téem sido dissecadas pela analyse mais va-




riada, partindo dos pontos de vista mais differentes, em
busca de deduzir de um pequeno numero de principios
de caracter axiomatico, por um encadeamento logico de
raciocinios, essas enigmaticas regras, cuja verdade ¢
mais facil de presentir do que de basear solidamente,

Assumindo a hypothese de que & possivel assignar
uma probabilidade numerica a cada grandeza dos erros
das observacdes, a deducgiio da lei que segue essa pro-
habilidade tem sido uma das maiores difficuldades.

Gauss chegou por uma via indirecta a assignar-lhe
uma férmula, mas elle proprio niio depositava, ao que
parece, confian¢a na sua demonstragdio.

Varios outros caminhos tem sido seguidos para a
descoberta d’essa lei; acceitaveis ou nio, téem todos
conduzido 4 mesma férmula—4 lei de Gauss —.

Ora emquanto Bertrand no seu Caleul des probabi-




lités, apparecido em 1889, ataca esta lei, Poincaré, num
livro com o mesmo titulo que veio 4 luz em 1896, de-
fende-a e toma-a como base do methodo dos menores
quadrados, notando todavia que aquella lei e portanto
este methodo s6 sdo scientificamente legitimos em certas
e determinadas circumstancias, que elle tracta de pre-
cisar.

«Il ne faudrait pas avoir une sorte de superstition
pour la méthode des moindres carrés, i laquelle va nous
conduire la loi de Gauss. Nous avons vu que 'on avait
parfois des raisons de ne pas adopter cette loi» ().

Mas se ndo ¢ permittido crér cegamente na lei de
Gauss, parece exaggerado banil-a, porque admittindo

(%) Poinearé, Calcul des probabilités, pag. 196,
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que ella ndio seja rigorosa, a verdadeira lei nfio serd
muito differente.

E o que mostra a analyse e a experiencia confirma.

Por outro lado as tentativas feitas para estabelecer
a Theoria dos erros independentemente da lei da pro-
babilidade do erro nfio téem talvez sido mais felizes.

A determinacio dos valores mais convenientes das
incognitas parecia accessivel no caso mais simples das
observacdes directas de egual precisio. Apesar d’essa
simplicidade ainda se nfio conseguin uma solugio que
se imponha. A prova d'esta affirmagiio fornece-a o ap-
parecimento em 1890 de uma memoria de Estienne em
que este auctor, influenciado pela leitura da critica de




Bertrand, pretende substituir a media arithmetica pelo
valor mediano das observacoes.

Se no caso simples a que nos referimos fosse possivel
determinar satisfactoriamente o valor mais vantajoso da
incognita, ter-se-ia ahi a chave de toda a Theoria, pro-
curando reduzir os outros casos mais complicados dquelle
de que se tracta.

A esta marcha do particular para o geral seria pre-
ferivel, porém, dar uma demonstragio geral do principio
dos menores quadrados. Fez-se essa demonstragiio; in-
felizmente ella implica a restricciio de que as equacdes

finaes sejam lineares.

Tudo isto prova o que dissemos no principio d’este
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prefacio. Niio se disse a ultima palavra sobre a Theoria
dos erros.

Niio poderemos nés tambem proferil-a. O nosso fim
¢ sémente fazer a exposicio dos principaes trabalhos
conhecidos sobre os principios em que se baseia a de-
terminaciio de incognitas, ligadas a uma serie de obser-
vagoes.

Pretendemos por em evidencia o que ha de hypothe-
tico e o que ha de rigoroso e de aproveitavel nestas

investigagdes, de maneira que d’este estudo resalte cla-

ramente o estado da questiio.










SAPITULO 1

Nog¢des preliminares

1. Natureza dos erros das observagdes. Objecto e fim da Theorla dos erros

1. Quando se observa uma grandeza desconhecida sus-
ceptivel de ser definida por um s6 numero, as differengas
para este numero dos resultados das observagdes, chamam-se
erros verdadeiros ou simplesmente erros das observagtes,

Estes erros serfio numeros qualificados para distinguir
08 dois sentidos differentes em que podem commetter-se, a
& possivel represental-os sobre uma linha recta, como &
obvio; d'ahi lhes vem o nome de lineares.

Casos ha, porém, em que a grandeza desconhecida &
complexa. Para determinar sem ambiguidade a natureza do
desvio, eada observagiio deverd fornecer mais do que um
numero, e haverd em correspondencia erros ndo addieio-
naveis,

Isto succede por exemplo quando se procura a posigio
de um ponto no plano ou no espago. Os desvios ou erros
completos sfio entdo grandezas geometricas, para cuja re-
presentagdo nido basta a segmentaciio de uma recta; é ne-

cessario fazer intervir, além da grandeza e sentido, um
i

Erros lineares.

Erros no plano
© Wy B3PACO,
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terceiro elemento a direc¢fio. Chamam-se erros no plano e
erros no espago.

Trataremos apenas da primeira especie de erros —os
lineares —.

2. O observador nunca péde adquirir a certeza de que
o resultado da sua medigiio seja verdadeiro.

A discordancia que geralmente se manifesta entre os
resultados das observagies dd-nos a prova da existencia de
erros em todas as observagbes differentes menos uma, que
poderd estar ou nio inquinada; mas ainda que houvesse
completo accordo nio se poderia d'ahi comcluir que o valor
observado tivesse coincidido com o valor verdadeiro: esta
circumstancia, como faz notar Chauvenet (#), indiearia ape-
nas que se ficou no processo physico muito dquem do limite
de precisfio (limits of our measuring powers).

Numa tal incerteza reside a differen¢a essencial entre a
determinaciio de uma grandeza pelo caleulo ou pela obser-
vagio,

Erros elementa- 3. Uma primeira nota que deve fazer-se a respeito dos
mseerniolal s das observages é que elles sio devidos quasi sempre
a muitas causas differentes. Chamando erro elemeniar ao
erro proveniente de uma sé origem, o erro da observagio
serd a somma algebrica dos erros elementares, e poderd

sob este ponto de vista denominar-se erro fofal.
E costume, tendo em attengio o modo como actuam as
diversas especies de causas, dividir os erros em duas classes,
conforme siio devidos a causas que obram de um modo re-

(%) Spherical and pracetical Astronomy, vol. 11, pag. 470, nota.




gular durante a serie das observacles, ou ao contrario
provém de origens cuja acgiio depende de circumstancias
que variam de uma observagiio para outra de uma maneira
irregular, podendo considerar-se como acontecimentos inde-
pendentes.

Aos erros pertencentes 4 primeira classe dé-se o nome
de regulares ou systematicos, e comprehendem como caso
particular os erros constantes.

Os outros chamam-se irregulares e tambem fortuitos ou
aceidentaes.

<. Convem niio interpretar estas denominagdes 4 lettra,
porque o caracter verdadeiramente distinctivo d’estas duas
especies de erros é o conhecimento ou ignorancia da lei.

E facil de ver por um exemplo classico o que ha de ar-
tificial naquella classifica¢io. Os erros resultantes da irre-
gularidade de divisio de um instrumento de medigio de
angulos deviam considerar-se systematicos e sfio até cons-
tantes, quando o instrumento se emprega para a medigfio
no mesmo logar do limbo. Contam-se, porém, em regra,
como fortuitos porque na medi¢io de differentes angulos
siio empregados logares differentes do limbo.

Ainda um exemplo de outra natureza: na theoria da re-
fracgiio suppde-se up certo estado atmospherico que, em
geral, serd diverso do verdadeiro. Durante um tempo limi-
tado péde esta causa de erro dar logar a erros systematicos,
constantes mesmo, mas com a continuagiio das observagdes
0 estado real da atmosphera variard e os erros podem tor-
nar-se irregulares.

Uma mesma origem de erros péde, pois, produzir erros
systematicos e accidentaes conforme as circumstancias;
portanto a classificagiio niio corresponde a uma distinegiig
precisa entre as causas de erros,

Erros regulares
@ irregulares.




Objeeta da theo-
ria dos erros.

Erro inevitavel.

5. Mas considerados os erros em si, isto &, indepen-
dentemente das causas que os produziram, é importante
fixar que os erros irregulares possuem a propriedade de
serem extremamente variaveis de observagiio para obser-
vagiio, podendo considerar-se como acontecimentos casuaes,
o que lhes valeu a denominagfio de fortuitos.

Os erros systematicos desviam os resultados da obser-
vagiio do valor verdadeiro quasi sempre no mesmo sentido,
seguindo em cada caso uma lei particular. Nio téem em
commum alguma coisa essencial que permitta um estudo de
conjunecto, e necessitam porisso em eada genero de obser-
vaghes e para cada natureza de causas um tratamento dif-
ferente.

E impossivel abrangel-os numa theoria geral, ao con-
trario do que succede com os erros accidentaes, que consti-
tuem o objecto da Theoria dos erros.

6. Accentuado o caracter dos erros accidentaes—a va-
riabilidade —, convem desde ji notar que, relativamente 4
variagiio da grandeza, se é certo poder o erro de uma obser-
vaciio theoricamente assumir todos os valores comprehen-
didos entre certos limites, na pratica os valores possiveis
dos erros formam uma serie descontinua, em virtude do
limite de observagiio nitida inherente a cada especie de
»Oobservagoes.

Ha, pois, em cada serie de observac¢ies um erro inde-
pendente das circumstancias em que cadat observagio foi
feita a que se di o nome de inevitavel. Elle serd sempre
menor do que uma unidade da ordem mais elevada, a que
se attende nas observacoes.

7. E possivel ainda reconhecer nos erros algumas pros
priedades importantes.




Resulta, como dissemos, o erro de uma observaciio de
um maior ou menor numero de origens de erros, que podem
ser ou nio independentes umas das outras, e cuja impor-
tancia relativa pide ser susceptivel de muitos graus.

O numero das origens estd em proporgio com a comple-
xidade do processo empregado para a medi¢io. Esse nu-
mero serd quasi sempre grande, porque o aperfeigoamento
da arte de observar pelo que respeita 4 precisfio tem trazido
comsigo, em geral, a complicagiio do processo.

_Por outro lado esse mesmo. aperfeicoamento fez com
que as differentes causas de erro tenham uma importancia
proximamente egual. E este um facto sabido por todos os
que conhecem os instrumentos e methodos de observagio
modernos, o que torna desnecessario insistir sobre este
ponto,

E de presumir assim que cada erro elementar tenha
muito pequena influeneia no resultado, propriedade muito
importante de que para ao deante langaremos mio.

Por fim notaremos que, se existem origens de erros de-
pendentes umas das outras, é porém certo que sfio quasi
sempre muito mais numerosas as que nfio sfio ligadas por
nenhuma relacfo.

Em resumo, parece que se niio deve estar muito longe
da verdade considerando o erro total como formado de um
numero muito grande de erros elementares, independentes
uns dos outros, da mesma ordem de grandeza e tendo ecada
um pequena importancia em relagiio dquelle erro.

8. Na epocha em que se observa a theoria ou o me-
thodo de cada especie de observag¢des tem attingido um
certo grau de progresso com que somos for¢ados a conten-
tar-nos. Os meios auxiliares téem imperfeicdes que hio de
tolerar-se, emquanto se nfio dispde de outros melhores.

Grande numera
fas cansas de erro.

Proxima egual-
dade dos erros ele-
menlares.

Independencia
das origens.




Fim da Theoria
dos erros.

Eliminagio dos
erros systematicos

Finalmente o estudo de desaccordo inevitavel entre a
maneira theorica de medir ¢ o0 modo como se executou a
medicio, péde levar 4 descoberta de algumas correcgdes,
que devem ser introduzidas nos resultados, mas ha em cada
caso um limite, impossivel de ultrapassar.

Alguma cousa, porém, resta de arbitrario. Dentro dos
limites mais ou menos estreitos que o tempo impde sempre,
o observador péde repetir as observagdes, dispde, por assim
dizer, do numero d’ellas.

A Theoria dos erros tem precisamente por fim aproveitar
esta arbitrariedade de modo a achar os valores mais vanta-
josos das incognitas relacionadas com as observagGes.

O, Mas antes de applicar esta Theoria a uma serie de
resultados de observaciio supple-se que tem sido feita com
o maior cuidado a indagag¢fio das causas de erro, a deter-
minaciio dos seus effeitos e a correcgfio correspondente das
observagoes.

Este estudo previo niio revela nunca todos os erros ele-
mentares. Nio escapario em geral a um exame demorado
08 erros constantes ou variando segundo uma lei simples de
observacfio para observagio. Ao contrario, é natural suppor
que os erros mais difficeis de determinar sejam aquelles
que affectam as observag¢les de uma maneira irregular.

Podemos, pois, admittir, com uma eonfianca tanto mais
proxima da certeza quanto mais minuciosa tiver side a in-
vestigaciio preliminar, que os erros subsistentes sdio os que
nds chamamos fortuitos.

Este postulado que & necessario collocar logo no prin-
cipio do nosso estudo nfio affecta de modo algum o rigor
da Theoria, mas pdéde por em duvida a legitimidade da sua
applicagiio, porque nfio ha meio seguro de verificar se elle
tem logar em cada caso.




1 O. Nio seria possivel sobre um desconhecimento com-
pleto do erro assentar qualquer estudo serio. Niio é tambem
essa a nossa situagfio. Acabamos de ver que se suppde feita
a eliminaciio do erro systematice e indicamos nos paragra-
phos anteriores qual é o caracter dos erros accidentaes.
Vimos além disso algumas propriedades dos erros elemen-
tares e as suas relacies com o erro total.

E sobre estas presumpecdes ou sobre outras mais precisas,
mas talvez por isso mesmo menos provaveis, que se eleva a
Theoria dos erros.

A natureza dos dados nfio permitte que se espere uma
soluciio certa, mas apenas uma solugfio que merega tanta
confianca como as supposig¢des de que tivermos partido. Nio
se poderd pedir que se determinem os verdadeiros valores
das incognitas, mas s6mente os valores mais convenientes.
Mas serd preciso que se diga primeiro o que se entende ri-
gorosamente por tal expressio. E este um ponto delicado de
que brevemente nos occuparemos.

11, A lei dos erros. Defini¢do dos valores mals vantajosos das Incognitas

1 1. A identificacfio de um erro fortuito com um acon-
tecimento casual conduz naturalmente a considerar a Theoria
dos erros como um ramo do caleulo das probabilidades.

A cada erro corresponde uma certa probabilidade que
deverd depender de muitas circumstancias; taes sio a gran-
deza do erro, a individualidade do observador, a natureza
do instrumento empregado, a grandeza observada.

Em geral faz-se a supposigiio de que ella depende s6 da
grandeza do erro. A defini¢gio que costuma dar-se envolve
ainda, como vae ver-se, outras faltas de rigor, que se per-




Definigho da lei
dos erros.

mittem para tornar possivel ou, pelo menos, mais faecil a
analyse. i

Consideremos o erro como uma grandeza continua e de-
signemol-o por z. Ji vimos atrds que os valores possiveis
dos erros formavam na pratica uma serie discreta, separada,
porém, por muito pequenos intervallos.

Seja agora f(z) a probabilidade do erro inherente a uma
observaciio estar comprehendido entre _0 e z, Supponhamos
esta funegiio analytica e facamos

d
:2:—) = $(2).

Como f(z + Az) —f(z) & a probabilidade de que o erro de
uma observagiio esteja comprehendido entre z ez - Az, po-
deremos representar a probabilidade de um erro entre os
limites.z e z + dz por g(z)dz.

E esta funcgfio 9(2) que se chama lei de probabilidade
dos erros, ou mais simplesmente lei dos erros.

1 2. Fizemos arbitrariamente a supposi¢iio de que f(z)
fosse uma funccfio analytica de z; %(z) serd tambem. Ora
esta supposi¢iio além de ser arbitraria, serd, em geral, in-
compativel com uma outra condigfio a que em rigor deveria
satisfazer a ultima funccfio: a de se annullar para todos os

valores de z niio comprehendidos entre os limites dos erros.

Esta condigfio resulta, com effeito, de que 9(z) é a derivada
de f(z), e de que esta ultima funccio é evidentemente cons-
tante féra dos limites dos erros. Teremos, pois, de nos con-
tentar, para que desapparega a incompatibilidade com que
08 valores da lei dos erros além dos limites d’estes sejam
muito pequenos. :

Convem por outro lado para que a theoria comprehenda




todas as especies de observa¢les deixar indeterminados os
limites dos erros. Extendem-se esses limites até — o e - oo,
Ter-se-ha assim a egualdade rigorosa ou approximada

4o
f pl2)de=1;

rigorosa se 3(z) se annulla féra dos limites dos erros, por
que designando esses limites por a e b serd

i b
f _w?(f)dz =f E?(r)dx

que, representando a probabilidade do erro cahir entre a
e b, é a certeza, e portanto egual i unidade; approximada
porque niio se realisando o annullamento deve pelo menos
9(z) ser de muito pequena importancia além dos limites.

1 3. A lei dos erros é susceptivel de uma representagiio
geometrica. Basta para isso tomar para abscissas os erros
e para ordenadas as probabilidades correspondentes. A
curva determinada pelas extremidades das ordenadas tem
por equagiio

y = 9(2).

Nesta representaciio a probabilidade de um erro cahir
entre dois limites tem uma significagiio notavel. E a area
limitada pelo eixo dos z, as duas ordenadas correspondentes
208 limites dados e a curva.

A area total limitada pela eurva e o eixo dos r devera
servir de unidade na avaliaciio das areas, visto representar
a certeza.

Péde tambem representar-se a lei dos erros por uma

Extensiio dog -
mites dos erros.

Carva de proba-
bilidade do erro.




Representaclo
da lei dos erros
por uma recta ma-
terial.
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recta material. Os erros contam-se sobre a reeta como ante-
riormente sobre o eixo dos z. A cada ponto z attribuir-se-ha

Juma massa egual a g(r). D'esta maneira a probabilidade de

que um erro esteja comprehendido entre dois limites seri
egual 4 massa do segmento da recta que elles determinam.

1 4. Partindo da nog¢fio da lei dos erros procuraremos
agora determinar a probabilidade de qualquer valor da
grandeza observada em presenca da serie de observacies
dada. E um problema de probabilidade de causas, que é
resolvido pela conhecida férmula de Bayes.

Consideremos o caso mais simples da Theoria dos erros
— observacGes directas de egual precisio de uma grandeza
deseonhecida.

A expressiio — observacies de egual preecisiio — carece
de ser definida porque, embora muito usada por todos os
auctores, raras vezes se pde em evidencia o sentido em que
ella deve ser;tomada.

Diremos que as observagdes téem egual precisio quando
a probabilidade do erro segue a mesma lei para todas as
observagses.

Seja

01, 03, ... 0,

uma serie de observagbes nas condiges referidas. Designe-
mos a lei dos erros por ¢(z) ou para mais generalidade por
¢(0, v), sendo o uma das observagdes e v o valor verdadeiro
da incognita.

Se accrescentarmos ds supposi¢Oes jd feitas a de que os
resultados das observagGes sejam acontecimentos indepen-
dentes uns dos outros, a probabilidade do eoncurso de todos
esses acontecimentos, suppondo que o valor verdadeiro é v,
serd pelo theorema das probabilidades compostas, propor-




cional ao produecto

g(o1, v)303, v)...9(0., v)doidos.. . do.

Seja ainda*fv)dv a probabilidade a priori para que v esteja
comprehendido entre v e v - dv.

A probabilidade a posteriori, isto é, depois de feitas as
observactes do mesmo acontecimento pdde entfio represen-
tar-se pela férmula de Bayes, como dissemos. Ter-se-ha, de-
signando por p esta ultima probabilidade

pes 00 15003, 1) 5000, DYY(e)a0
+ >
f_ mt;(o;, v)p(oz, v) ... 9(0, v)y(v)dv

D’este modo, suppondo conhecidas as duas férmas 3 e ¢,
teremos o meio de fazer corresponder a cada valor attri-
buido a v uma determinada probabilidade.

Poderd tambem a marcha d'esta probabilidade ser dada
por uma curva, como para os erros das observagies.

Tomando os valores de » para abscissas e os de y para
ordenadas, a sua equaciio serd

ooy, 0o ). 50 WD)y
y= ) R R S S S T T S e ( ]
f _-?(o:, v)3(0z, v) ... 3(0, v)4(v)dy

1 5. Pergunta-se agora: que valor deve ter p para que
o valor correspondente de » seja o mais conveniente? Ou
antes: como se deve definir o valor mais conveniente da
incognita ?

Sobre este ponto nfio existe accordo,

Probabilidade a
posteriori dos va-
lares da incoguita.




_ Primeiro princi-
pio de Gauss.

Principio de La-
place.

Segundo prinei-

pio de Gaass,
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O primeiro prineipio de Gauss para o valor mais van-
tajoso era que esse valor fosse aquelle a que correspondesse
maior probabilidade.

p devia ser maximo, ou

d[z(o1, v)3(09, v)...5(0, v)I(¥)]
gt Y . (3).

Laplace adoptou um principio differente. Para elle quando
se procura determinar uma grandeza pela observacfo cada
erro que se commette péde ser comparado a uma perda num
jogo de azar. Sendo assim o melhor valor serd aquelle que
der um total de perdas menor. Cada perda é avaliada pelo
valor absoluto do erro multiplicado pela probabilidade res-
pectiva. :

Chama erro total provavel & somma dos productos ana-
logos obtidos dando ao erro todos os valores possiveis, e
escolhe para valor da incognita, aquelle que torna esta
somma minima.

Gauss abandonando o seu primeiro principio adoptou
um outro que differe sé do de Laplace em substituir o valor
absoluto do erro pelo sen quadrado. Esta substituiciio tem
vantagem para a applieagiio da analyse, porque o quadrado
do erro é uma func¢fio eontinua do mesmo, emquanto que
o valor absoluto niio &,

E claro tambem que qualquer potencia par do erro sa-
tisfaz, mas o quadrado offerece a vantagem de ser a mais
simples funeciio continua.

Vé-se que a comparagiio do erro a uma perda no jogo,
fundamento d’estas differentes solucdes, deixa subsistir um
grande grau de arbitrariedade.

Qualquer que seja, em obediencia a este principio, a so-
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lugfio adoptada serii ella preferivel d escolha do valor mais
provavel que resulta do primeiro principio de Gauss?

Nio poderiamos dar uma melhor resposta a esta per-
gunta do que transcrever os seguintes periodos do Caleul
des probabilités de Bertrand:

«La valeur la plus probable est celle dont la probabilité
est la plus grande. Peu importent les autres. Elles doivent
tontes, cependant, diriger le choix & faire. S'il est utile
d'accroitre la probabilité des petites erreurs, il est désirable
aussi de diminuer celle des grandes, S'attacher seulement &
choisir la valeur la plus probable, ¢’est imiter le joneur qui,
pouvant espérer un grand nombre de pertes, prendrait ses
décisions de manidére i aceroitre la chance de gagner le plus
gros lot, sans aucunement se soucier des autres».

Eis ainda o que diz Poincaré no seu Caleul des probabilités:

«La quantité que 1'on doit prendre pour z, ce n'est pas
la valeur la plus probable, c’est la valeur probable. En
effet, 1a valeur la plus probable est celle qui correspond &
la plus grande valeur de p; elle peut étre trés différente de
tontes les autres, tandis que celles-ci peuvent se grouper
trés prés 'une de I'autre, ce qui donne fort & croire qu’elles
différent trés peu de la véritable valeur. Elles n'intervie-
ment pas dans la valeur la plus probable, tandis gqu’elles
contribuent tontes & la valeur probable...s i,

Este valor provavel tem a seguinte definigio: Sejam
vy, v3,...%, 08 valores possiveis de uma grandeza; pi, ps,
...p, as suas respectivas probabilidades, elle serd egual 4
somma

Vpr1twps-t. . VD

! z designa o verdadeiro valor da grandeza observada e corres-
ponde a v na nossa nota¢iio; p tem a mesma significagio que agui,
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Os valores possiveis de v sfio aqui todos os comprehen-
didos entre — o e -+ o, a probabilidade de eada um é dada
pela férmula (1). Logo o valor provavel de v serd

+ e
f _ melon, v)g(on, v)..... 3(ou M)}y

v ote (@)

Y, = T o
f_ 2 ?{91. U}?(Og, v)... ?{0-1 t')Ll"(v)d”

E facil de ver que este principio é o mesmo que o se-
gundo de Gauss. Com effeito de (4) tira-se

L
j_ (@ —v,)3(01, ©)5(03, V) . .. 3(0, V)Y(R)dO =0

(o

em virtude de (2).
Ora a equagiio (5) representa a condi¢gfio do minimo da
expressio

[ Co—nyar

em relagiio a ,.

E precisamente o segundo prineipio de Gauss que tam-
bem se pdde exprimir, em vista d’isto, da seguinte férma:
o valor mais vantajoso é o valor provavel.

A condigiio analytica do prineipio de Laplace é diffe-
rente. Exige-se que seja minima a somma dos valores dos
erros multiplicados pelas probabilidades, fazendo abstracgiio
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dos signaes, isto é

=
f | v — 2z | ydv = min.

em relaciio a z, ou ainda

f: (z —v)ydv -3-j‘+ qlh(1.- — z)ydy = min.

para o que deve ser

[’ ydv=f+nydu...... ......... (6).

-

1 6. As condicdes (3), (5) e (6) sfio susceptiveis de uma
interpretagiio geometrica notavel.

O primeiro principio de Gauss corresponde a adoptar Interpretaglio
para valor da incognita a abscissa do ponto que tem a or-  Seomelrica dos

] tres principios.

denada maxima.

O prinecipio de Laplace corresponde, como o mostra (6G),
a adoptar a abscissa cuja ordenada divide ao meio a super-
ficie total limitada pela ecurva (2) e pelo eixo dos v.

Finalmente pelo segundo principio de Gauss o valor
mais vantajoso serd a abscissa do centro de gravidade da
mesma superficie; é o que resulta immediatamente da equa-
¢iio () que da

Y

J yudy
—

V= T‘;—.
f ydv
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17 . Pelo que temos dicto vé-se que nfio é facil, como
tinhamos previsto, definir os valores mais vantajosos sob o
ponto de vista do calculo das probabilidades.

O primeiro principio deve ser abandonado. Mas qual
escolher dos outros dois e da infinidade de principios ana-
logos?

Nio temos actualmente nenhuma razfio para nos deci-
dirmos, a nfio ser as vantagens analyticas, que conferem a
supremacia ao segundo principio de Gauss.

E elle, por isso, o que hoje se prefere.

Tem agora uma significagio precisa o problema da de-
terminagio do valor mais vantajoso da incognita: equivale
i determinagiio do valor provavel.

Este ha de ser uma funcciio das observacbes dada pela
formula (3), para ecuja determina¢fio o caminho natural-
mente indicado € o da investiga¢iio das func¢es ¢ e ¢, Esta
ultima depende do que se sabe a priori da probabilidade de
v; deve, pois, em rigor ter um valor particular para cada
easo. A primeira é a lei dos erros, que 6 necessario inves-
tigar.

No resultado final nfio se encontra vestigio d’esta lei;
é, pois, natural suppor que pelo menos nalgum easo simples
seja possivel chegar d determinagiio do valor preferivel sem
eonhecer a lei dos erros,

Se assim for, supposta tambem conhecida a funeciio ,
na equagio que di o valor mais vantajoso fiea tudo conhe-
cido 4 excepgfio da férma da funcgiio 9, que poderd talvez
determinar-se. Este foi o eaminho primitivamente seguido
por Gauss. Adoptou eomo valor mais vantajoso no caso das
observagOes directas de egual precisio a media arithmetiea,
e identificando-a com o valor mais provavel (primeiro prin-
cipio) conseguiu deduzir a férma de o,

Mas téem sido empregados outros processos para a de-
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ducgdio analytica da lei dos erros; entre elles sio sobretudo
importantes os que se fundam no estudo dos erros elemen-
tares,

Péde tambem procurar-se deduzir em todos os casos o0s
valores mais vantajosos independentemente da lei de pro-
babilidade do erro.

Como ponto de partida de todos estes trabalhos acham-se

hypotheses mais ou menos plausiveis e cuja apreciacfio ire-
mos fazendo pari passo.

1 8. Consideramos até aqui para o estabelecimento da
probabilidade de cada valor attribuido & incognita o easo
particular das observacbes directas de egual precisio. E
facil de ver eomo deve modificar-se a férmula (1) para que

possa applicar-se ao caso mais geral da Theoria dos erros.
Sejam

Vi, V3,...,7,

p incognitas, que nfio foram observadas directamente, ten-
do-se, em vez d’ellas, observado as funcgbes

uy =fi(v, Viiuuy V),
ur="rfi(v, va..., V),

¢ujo numero n é maior do que p.
Sejam, além d’isso

o1, 02,;--'04

Generalisacdo,
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os resultados da observagiio das funcgles
i, 2y . U

Pede-se a probabilidade a posteriori de cada valor attri-
buido s incognitas, ou mais rigorosamente as probabilidades
a posteriori para que v esteja comprehendido entre v e vi
4 dvy, vs entre v2 e va--des, ..., v, entre v, e v, -+ dv,

A priori esta probabilidade serd dada por uma funeglio
que varia de caso para caso, e que nds representaremos
por

Yoy, 22..., v)derdvs. .. dv,.

Suppondo que os verdadeiros valores das incognitas sido
os attribuidos, a probabilidade do concurso dos valores
observados oy, 03, ..., 0, poderi ser representada pelo pro-
ducto

pi(er)pa(er) . . . qule)deides . . . de,
onde
pde)de

representa a probabilidade do erro e,=wu;— o0, da observacio
0.. Isto resulta da applicag¢iio do theorema das probabilida-
des compostas, e exige que as observagdes possam conside-
rar-se acontecimentos independentes uns dos outros.

A formula de Bayes dd agora para a probabilidade pe-
dida

gk w?*(zi_}?ﬂ'[ﬁﬂ-_-_-_?ic-)'ﬂf’ ,93,.- ‘_’_vrldﬂf.”?_‘ﬂ_ (7).

+
.’ su(en)sa(es) . . . ple)d(vs, v2,..., v)d0rdes. . . dy,
—_u
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E para os valores mais vantajosos das incognitas, ado-
ptando o segundo principio de Gauss, teremos a seguinte
formula que substitue a férmula (4)

- f V3192, .. g pdvides . . . dv,
v|='"1: == ses s man |{8)
f P192 . o . Qydvndes . . . dv,

e que dd o valor provavel da incognita v,




CAPITULO II

A lel dos erros
fundada no postulado de Gauss

1. Exame do postulado de Gauss

41 O. Ji dissemos no capitulo antecedente que Gauss
tomou como base da deducgiio analytica da lei dos erros a
seguinte proposi¢io, que durante muito tempo passou por
axiomatica:

Dada wma serie de observagbes directas equalmente pre-
cisas da mesma grandeza desconhecida, a media arithmetica
das observagdes é o valor preferivel.

Isto niio 6 claro e a prova é que sfio muito numerosas
as tentativas feitas para o demonstrar, encontrando-se en-
tre os seus auctores alguns dos maiores geometras. Veremos
que a demonstragio do postulado de Gauss tem escapado
aos estudos mais porfiados, mas que taes trabalhos nio téem
sido completamente perdidos, servindo para esclarecer a
verdadeira natureza da media arithmetica.

4+ 0. Seja
0], O!,...,O.-....;..-.......“(1)

uma serie de numeros resultante da observago repetida 7

4
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-

vezes da mesma grandeza desconhecida V, merecendo-nos
todas as observagbes egual confianca,
A serie (1) corresponde a serie

€y 63 .44, 86,

dos erros de observaciio, em que

e1=VY—o4
2=V —o0:

------ ............{2}.
e, =V—o,

Se n=1 a serie (1) reduz-se ao primeiro termo 0; e niio
ha nesse caso outro partido a tomar senfio o de attribuir a
YV o valor o;.

Outro caso péde apresentar-se em que niio é permitiida
hesitagdio: é o de serem eguaes todos os termos da serie (1),
qualquer que seja n devemos adoptar para V o valor com-
mum d’esses termos.

Em todos os mais casos a solugiio nfio & intuitiva. Es-
tienne, num trabalho (+) que adeante examinaremos, acha
que é muito plausivel fazer esta pergunta:

«De todas as medidas feitas qual é a melhors?

Mas niio serd menos plausivel perguntar em seguida se
ha um valor melhor do que qualquer das medidas feitas.
Reunindo as duas questdes o problema a resolver é:

Qual é a combinagdo das observagies que deve adoptar-se
para valor da grandeza observada?

(%) Etude sur les erreurs d'observation, Paris, 1890,




Caso parlicalar
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» 21 . Supponhamos que nada se sabe a priori cerca

do valor da incognita, e admittamos além d’isso que os erros
positivos e negativos de egual valor absoluto siio egualmente
provaveis.

Sejam o0y e 02 as observagles; v 0 valor da incognita;
¢(v—o) a lei dos erros, da qual sabemos apenas que deve
ser uma funcgiio par do erro em virtude da hypothese an-
tecedente.

Péde neste caso demonstrar-se que a media arithmetica
& o valor mais provavel.

A condigfio = satisfazer &, segundo o que vimos no ca-
pitulo primeiro,

9(v — 01)3(v — 02)§(v) = max.

Mas em vista da ignorancia supposta ficerca do valor de
v, a probabilidade a priori de que v esteja comprehendido
entre v e v - dv, que nds representamos por Y(v)dv reduz-se
a dv, porque, devendo todos os valores de v considerar-se
egualmente possiveis, aquella probabilidade serd indepen-
dente de v e proporcional ao intervallo dv. Logo

) =1

e a condi¢lio pbde escrever-se, tomando as derivadas loga-
rithmicas

go—o) , Ylv—0) _,
e(v—o1)  g(v—o3)

ou

ye—o) ¢@—2)_,
g(v—o1) 9(02—7)

por ser ¢’ uma funcg¢@io impar.
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Ora a ultima equacgfio é evidentemente satisfeita pela
solugfio
01108

v g 1

como se pretendia demonstrar.

Esta férma de demonstracio nfio &, porém, applicavel a
maior numero de observagies, e além d'isso o valor prefe-
ferivel nfio é o valor mais provavel.

Para o caso considerado de duas observacdes parece,
porém, que o valor preferivel coincide com a media arithme-
tica, porque, diz-se, o que esti mais de harmonia com o facto
de serem as observagdes da mesma precisio e com a hypo-
these da egual probabilidade de cada grandeza absoluta do
erro é suppor que os dois erros sfio eguaes e de signaes con-
trarios, e tomar, portanto, para valor verdadeiro a media
arithmetica. Mas deve notar-se que s6 para n muito grande
é que se pode esperar que os erros egualmente provaveis
sejam egualmente numerosos, e ainda sd approximadamente.

x 22, Para maior numero de observacles é necessario
introduzir mais hypotheses. Admittamos as seguintes:
1.» Os erros positivos e negativos de egual valor abso-
luto sfio egualmente provaveis.
2. O valor preferivel deve ser uma funcciio symetrica
das observacbes.
3.* Aregra para achar este valor ha de ser tal que fornega
o mesmo resultado numerico quer se applique ds observagdes
dadas, quer se substituam algumas pelo valor, supposto co-
“nhecido, que ellas por si 86 fariam attribuir 4 incognita.
A primeira hypothese conduz, como se viu acima,  ado-
peiio da media arithmetica no caso de n=2.
Seja agora m =3 na serie (1) de observagdes.

Generalisagio
de Encke.
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Se tivessemos simente as duas observaches oy e 02 0

- : . 0103 Z
valor mais vantajoso seria ———; se as observacOes dadas

S o+o3 ..

fossem o4 e 03, esse valor seria e finalmente o valor
o =

i 3 3, se as observacdes fossem o2 e o03.

Tomando agora cada um d’estes valores e a observagiio

restante, deve, em virtude da terceira hypothese, haver

uma combinagiio £ que dé o mesmo resultado que se con-

siderassemos as tres observacdes o4, 02, 03 dadas.
Ter-se-ha para o valor procurado

i =
z=f($! 03) =f(ai é 03’ Oi) _—“f(m—_—é_ﬁag OE) .

Mas pela segunda hypothese z deve ser fune¢fio syme-
trica de o0y, 02 e 03, para o que é preciso que a quantidade
isolada esteja ligada com as outras duas como ellas estéio
ligadas entre =i,

Para isso deve ter-se

adoptado seria

z=F(o3+ 02+ 03) (#).

(#) Pide chegar-se a esta expressio mais claramente, como faz
Chauvenet (Sph. and pract. astr., vol. 11, pag. 474). Pondo

=0+ 0nto
serd
= [(3:2_2.3, 03) = F{sp 03)
88— 02

=) gy oy - F(s, 0q)

e _2 s § o.) = F(s, 0)).

Como s ji é symetrico relativamente a o), 02 e 03 serfd preciso
para que estas egualdades tenham logar que se tenha simplesmente
z = F(o; + 021 03).




Mas se 01 = 02 =03 seri

2=F(30/) = 04.

Logo a férma F representa a divisfio por 8 e portanto

01+ 0203

Empreguemos o processo ordinario de generalisagfio.
Se para a serie (1) se tiver

-l et
7 n

para a serie oy, 02...,0,, 0, ter-se-ha, designando por
Z,14 0 valor mais vantajoso,

z 01+0:...—!—ﬂ,+0.i|_
e n-+1 {

Com effeito, considerando o grupo

oi+oat...+o,
3 1on+l!

n

Bera

,(044.—0*:—!—...—'—0, )
zu-f-ITLI“ B

___ﬂ, — Ot




Crilica.

Demonstragio
de Schiagarelli.
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e por um raciocinio analogo ao que se fez para tres obser-
vagoes

Tgpt = 3(01 "|" 01t -l"' aQ, +oa+t)

o1-+0at... 1 0up

n+1

¢ 8. p. d.

Esta demonstragfio, devida a Encke, é rigorosa, mas as
hypotheses d’onde se partiu nio podem acceitar-se todas.

A primeira e a segunda sio geralmente admittidas. Em
observagdes de egual precisdo é natural suppdr que 08 erros
eguaes em valor absoluto sejam egualmente provaveis num
gentido ou noutro, visto tractar-se de erros accidentaes. Por
outro lado, nio havendo razdio para preferir uma a outra
observagiio @ priori, todas ellas devem concorrer egual-
mente para o resultado, o que equivale a suppir que este
deve ser uma func¢iio symetrica das observagdes.

A terceira hypothese, ao contrario, parece completamente
arbitraria; niio se pdde apresentar nenhuma raziio séria que
obrigue a nossa escolha a regular-se por tal norma.

Demais, na primeira hypothese a mudanga que se faz
da egual probabilidade em egual frequencia niio pode, como
ji dissemos, admittir-se s6 para duas observagdes.

2 3. Admittam-se agora as tres hypotheses que seguem :

1.» Qualquer que seja a unidade em que se exprimam as
observaces o valor preferivel é o mesmo.

2% Acerescentando a todas as observagdes a mesma gran-
deza arbitraria, o valor preferivel variard tambem d’essa
grandeza,

8.» Fazendo variar uma das observagdes, a variagiio cor-
respondente do valor preferivel é independente da obser-
vagiio, que se fez variar.
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A primeira hypothese equivale a suppdr que, multipli-
cando todas as observacgdes pela mesma constante, o valor
mais vantajoso venha tambem multiplicado por essa con-
stante, ou que elle seja uma func¢io homogenea e linear das
observagdes. O theorema de Euler dd entdio designando por

z={F(01, 02,...,0,)
o valor preferivel
df df df
i =l =ity o =5 = =
0. T 3 - 'o,.—z ......... (3)

Addicionando agora a mesma quantidade ¢ a cada uma
das observagdes e attendendo 4 segunda hypothese, vem

z+a=~fAo1+a, 021a,...0,+a)

=fo1, 02...,0,)+ (df{m 3:;1:—'—0'—)+dﬂm’1ﬁo—')+...)a—!—...

a segunda egualdade resultando do desenvolvimento segundo
a férmula de Taylor; ella deve ter logar qualquer que seja
a, logo seri

Finalmente para exprimir analyticamente a terceira hy-
pothese designemos por d: a varia¢iio muito pequena que se
faz experimentar & observacfio oy; serdi, com desprezo das
potencias de : superiores 4 primeira,

df
6&‘: = -JE;aE.
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Soffra agora a mesma variagiio a observacio oz, ter-se-ha

az=-d%ﬁa

e semelhantemente para as outras observagbes; d'onde

of df o
— N e W, g g By g l-lll.i'-E'
doi doz do, )

De (4) e (5) tira-se

df dof

i.e i,
d(}l ﬂﬂ’ aw

S
“do, ®°
e substituindo estes valores em (3) vem finalmente

,_otot...+o,
n

*

Critica. Deve-se esta elegante demonstragio a Schiaparelli; ella
tem o defeito de exigir muitas hypotheses, que nio sfio in-
tuitivas.

A primeira e a segunda sfio propriedades do valor ver-
dadeiro, mas porque escolher estas e nfio outras? Além
d’isso, devendo nds desistir de achar o valor verdadeiro,
porque rasfio attribuir ao valor mais vantajoso propriedades
de que aquelle gosa? Porque assim nos approximamos do
valor verdadeiro, nfio se pide concluir que d’outro modo
niio nos approximemos mais.

A terceira hypothese péde justificar-se péla rasfo de
que, sendo as observacdes de egual precisio, devem actuar
da mesma maneira no resultado.
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2<. Considerando apenas como hypotheses fundamen-
taes esta ultima e a jd admittida por Encke de que no caso
de duas observacGes a media é o valor preferivel, pide tam-
bem demonstrar-se o postulado de Gauss,
Na serie (1) de observagies dé-se a cada uma das obser-
vagbes por sua vez um augmento d: qualquer. A variagiio

correspondente do valor inais vantajoso z=f(oy, 01...

0,)

serd a mesma qualquer que seja a observag¢iio que variou.

Ter-se-hilo, pois, as seguintes egualdades:

0z =

1

L |
=an g
daf i |
=.0_..§'a+.2-

&’f

6:—.—2 d ,{6),—!—-..

para qualquer valor de d:, Ellas separam-se, porisso, em

of o
do, do,

d&*f d’!

do! dol

d’onde

JdY 3% a*f i
dl'JIdl-'}* = doldﬂ:F =

grtef drtaf

dojdoj

dof*

=%
d'f
£y

Demonstracio
de Stone.
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Fagamos oy = ai+ b1, oa=az+ bs, ... 0,=a,+b,; desen-
volvamos em ordem as potencias dos b a funegiio z das
observagdes, vird, representando por 8 uma quantidade com-
prehendida entre O e 1,

d d
z:aa.,m,....a.)+(35;bl+d—i;b,+...+a-b.)f+
1 2

'E( it g b,+...+ )r+...+

1
_Ilp_l( = b+ dogb’Jr -—__b)pf{a1+6b.,m+ﬂb~z -1Ga1-00.)

que, attendendo ds rela¢es anteriores, se pide escrever

d
z = flai, m,...,a,l)—i—(b:+b:+---+b.)j‘—.;+
1 J ' &f |
'-E(bl-'.'bi—t-n-'l'b.}iﬁo—gl‘r---

dr
+$!-(b1-'rbx—'+...+ o -+ 00y, a3+ .., 0+ OB,

Das quantidades a; e b, uma & arbitraria 4 nossa escolha.
Determinemos os @ pela condi¢iio de serem todos eguaes
entre si e 4 media arithmetica dos o, serd em consequencia

bi+bati..Tb=0

e todos os termos do desenvolvimento de -z desapparecem &
excepeiio do primeiro. Tem-se

z=f(m, d;,...,a,:}:'.:a{m}........... {6)




gendo

Temos assim expressa analyticamente a primeira hypo-
these; vé-se que ella equivale a suppdr o valor mais vanta-
joso uma funeciio da media arithmetica das observagses.

No caso de duas observagies tem-se

0]+ 03

d(m) =m = 5

Vejamos o que succede para tres observagdes. Serd

Sid ¢(01+0H;9i)_

3
Mas
antTon,
o1+03+03 2 ) 3_2m—§—ﬂa_- +t_)a—m
3 3 BAR = 2"
D’onde
e __o:-:—__rza)
—fm+ 25
o3—m 4 1/03 —m\?
= (m) +- —-:-3—----,!4’(m)+2( 3 )-,L‘(m) INEE
__mﬁ,_oa—m_m—i.-m_—::gq
il i o 3 .
por ser

Y(m) =m, Y (m)=1, §"(m) =0, §"(m)=0..,




Critica.

Outras investi-

Faghes.
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Generalisando: se para n observagies se tiver

Y(m) =m

designando aqui m a media das n observagdes, sobrevindo
mais uma observagiio ter-se-ha

n+1

LP(erﬂ:—.L...-}-a.-!- .+.) o14+03+4...4 0,
L ot S sy

P

como se veria por um caleulo perfeitamente analogo ao que
se fez para n=3.

Ora tendo logar esta propriedade por hypothese para
n=2, terd tambem logar para todo e qualquer valor de n.

E a demonstragio de Stone. .

Ella pde bem evidencia a significagiio da hypothese ter-
ceira de Schiaparelli, a mais plausivel das tres em que se
funda a demonstragfio d’este auctor. Adoptal-a é a mesma
coisa que sujeitar o valor preferivel a ser, nio a media,
mas uma funec¢fio da media.

Para reduzir o valor preferivel 4 media, Stone admittiu
sémente que o postulado ji estava demonstrado para duas
observagbes. A demonstragiio é melhor do que as duas an-
teriores porque s6 reclama duas hypotheses em vez de tres
e essas sdo talvez as mais acceitaveis de todas as que as
outras demonstragdes exigiam.

4 235. Mais simples de que todas estas demonstragies mas
tambem menos convineente é o raciocinio feito por Ellis.

Sommemos membro a membro as egualdades (2) do prin-
cipio do capitulo; vem:

[8(V—0)=1xe




Qualquer que seja a combinagiio das observagbes ado-
ptada, designando-a por C, e por ¢, ... y &y 08 €ITOS cOT-
respondentes, isto é, fazendo

vestesanssaeesasi(8)

vem tambem

Tomando o limite para n— o do valor V dado por (7)
obtem-se -;g, que é a media arithmetica das observagdes,

comtanto que nfio exista nenhuma causa permanente que
torne a somma dos erros positivos differente da dos nega-
tivos, visto que xe serd cada vez provavelmente menor e
com certeza sempre finito e » tenderd para oo,

Mas a egualdade (9) mostra que o mesmo succede a
qualquer outra combinacio das observagles, se comtudo
¢ for uma funcgio impar de e, pois que no limite ter-se-ha

EEi — .‘;ﬂ(e.} =8 0
n .

n

Para a determinagio do valor preferivel existem entfio
8
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uma infinidade de regras encerradas na equagiio
(V—0)=0,

em que /& uma funegiio impar.

Estas regras sio todas inexactas quando » é finito e
coincidem todas no limite eom o valor verdadeiro.

Para escolher d’entre estas regras a da media arithmetica
péde apresentar-se eomo raziio a commodidade do caleulo.
Mas esta razdio niio colhe porque, como observou Tait, a es-
¢olha da media arithmetica entre outras regras é comparavel
com o caso de se pretender demonstrar que a attracgiio varia
proporcionalmente & distancia e nfio na razdo inversa do
quadrado com o unico fundamento de que o problema dos
tres corpos se torna simples e pdde resolver-se rigorosamente,
a0 contrario do que succede com esta ultima lei.

Tambem a nota de Glaisher ndo resolve a duvida de
uma maneira completa. Niio se péde affirmar que, sendo
0s erros muito pequenos, haja praticamente coincidencia
entre as equagbes x(V—o)=0 e =A(V—o0)=0. Desenvol-
vendo f(e) segundo as potencias de e, ter-se-hia

fle) = Ae*+Bet-Ce® 1. ..
e despresando os termos da terceira ordem em deante
21"(&.) = Afe,

o que tornaria indistinetas as duas equagGes.
Mas este raciocinio suppde A gﬂ.
Se, porém, A=0 e Bgo teremos a equagiio

3(V—o0)i=0.




Se A=0, B=0, G§{|

e assim por deante.

Esta nota reduz em todo o caso a infinidade de férmas
possiveis da funeg¢io £. 7 serd uma potencia de grau impar
da variavel.

+ 26. Os trabalhos mais elucidativos sobre a media
arithmetica sfo com certeza os devidos a De Morgan e
Ferrero, que vamos agora expdr conjunctamente, porque
elles completam-se um ao outro.

Entre as hypotheses feitas escolheram estes auctores
para fundamento das suas investigagBes as duas seguintes:

1) O valor mais vantajoso da incognita deve coinecidir
com o valor commum das observagdes, quando estas sfio
eguaes (vid. n.° 20).

2) O mesmo valor deve ser uma funegfio symetrica das
observagtes (vid. n.® 22).

Seja a serie (1) de observagbes, e z=f(oy, 03,...,0,) 0
valor preferivel. Attribuam-se a esta funecgfio £ as proprie-
dades da uniformidade e continuidade, dentro dos limites
das observagbes. A primeira equivale a suppdr que, para
cada systema de valores oy, 03, . .., 0, comprehendidos entre
aquelles limites, existe um valor determinado que deve
considerar-se como o valor mais vantajoso da incognita.
Isto suppbe que se conhecem condigbes de preferencia taes
que aquelle valor seja um s6. A segunda condi¢gio—a con-
tinuidade — exige que o valor preferivel varie por graus
insensiveis quando qualquer das observagdes variar tam-
bem da mesma férma, o que é natural admittir, visto que
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aquelle valor depende essencialmente dos valores das obser-
vagdes. j

Supponhamos que as observagdes oy, 03,...0, tenham
variado de doi, dos, do,, ter-se-ha

df
i @0u- - .- (10).

(]

d d
d.‘#:df:-[tiﬂl—':—--{d()i—l—..."r‘
dol doi

Para o caso particular de ser

tem-se

f= o, (hypothese primeira) e doy =doz=...=do,= do,.

A hypothese segunda di entio

of df df
El'zdm—-----— —A'

que transforma (10) em
df =nAdo,.

Mas df = do,, logo as derivadas parciaes de F tem o va-
lor commum

no caso particular da coincidencia de todas as observagSes,
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Féra d'este caso podemos, pois, represental-as pelas se-
guintes férmulas.

of 1+¢q o 144 & 14

01T . oy o mp N

suppondo que ¢, e, ..., & tendem para zero quando oy,
01, ..., O, 8¢ approximam umas das outras. E é claro que
para um grau sufficiente de concordancia das observacSes
aquellas quantidades positivas ou negativas ¢, e... & tor-
nar-se-hio menores do que a unidade e portanto as deri-
vadas parciaes serdo positivas a partir d’esse momento.
Esta permanencia do signal -+ para as derivadas é a
condigio para que f seja uma funegdio crescente com as
observacSes. Approximando-se estas da menor, a funegfio
approxima-se egualmente decrescendo; ao contrario cres-
cendo as observagies até attingirem todas o valor da maior,
f eresce tambem e tem por limite esse mesmo valor. Logo
f acha-se comprehendida entre a menor e a maior das obser-
vagies, se todavia estas forem sensivelmente concordantes.

Chamam-se, porisso, valores medios a todas as funcgbes

uniformes e continuas das observagbes que satisfazem ds
hypotheses primeira e segunda,

A media arithmetica é evidentemente um valor medio.
E é notavel que mesmo quando as observagdes niio sdio con-
cordantes ella fica sempre comprehendida entre os valores
extremos dos resultados de observacfo.

27. Procuraremos agora marcar o logar da media
arithmetica em rela¢iio aos outros valores medios. Fagamos

or=a+d, a=a-+%,..., 0,=a+3.

Valores medios.

Logar da media
éentre os wvalores
madios.
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Ter-se-ha
Aa+d, a+ds,...,at+d)=~Aa, a,...
L RS
+‘:“(ao i+ dmaﬁ : ;.d%.a_)gﬂr
1

+3;

Mas para oi=02=...

=o0,=a, 6 fa, a,...

virtude de f ser symetrica, tem-se

df df
—— = — e A—
doy doa
d3F d*f
- == —_— Ll E 8 B B
do? do; N
a3 v AT eaiinisig
dodos  dosdas
3% f
o = g =ee=D
3 k]
d’ f == {i f e n == E
doydo, do,d0,
Wi, selns. ”
doydosdos  doydozdoy

-----------

» @)

( i+ o "t ..+——6")’f—|— e T,

,a)=a e em
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o que transforma a primeira egualdade em

floy, 02,...0,)=a-+ Azl | -;— (Bzd? - Czd,9,)

i % (Dzd® -+ Exdj3, + Fzd03) +.. .,

designando por p, ¢, r... numeros que devem ter todos os
valores inteiros e differentes comprehendidos entre 1 e n.

Notemos agora que reduzindo-se o primeiro membro a
a-+d para di=d1=...=0,=0, 0 mesmo deve succeder ao
segundo para o que deve ter-se

nA—=1,
B+(n—1)C=0,
D+(rn—1)E+ (n—1)(n—2)F =0,

em virtude de ser » o numero de termos de x3, de 3%, 3%,
von; n(n—1) o de 23,3, 283, ...; n(n—1) (n —2) o de I3,
4,9, ete.

D'onde A=—, e

S| =

%0, 1 e s
oy, 0 ..., 0,) 2_2' : 9 (Bﬂﬁ’—rGLB,B,i]

4 % (D23 +-Ex3%, +F3,33,) +

Os coefficientes B, C, D, E, F... dependem niio &6 da
natureza de £, mas tambem do valor de a e de », e sfo
desconhecidos.
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Supponhamos agora que ¢ é a media arithmetica; neste
caso dy, d3...d, representam desvios entre as observagdes
e a media, os quaes devem ser muito pequenocs se as obser-
vagOes forem boas, e portanto sensivelmente concordantes.

Desprezemos as potencias dos d superiores & segunda;
(12) reduz-se entio a

(o1, o,...o,):%’+;(5-0):a=........ (1)

attendendo a que sendo @ a media arithmetica

M=o
e portanto
(s9)? = 30+ 39,3, = o.

Ora péde ver-se por differentes exemplos que g (B—C)
niio & erescente com o numero das observaches. Assim, attri-
buindo a £ varias férmas e calculando os wvalores corres-
pondentes de B e C, acha-se facilmente:

= f—Jowr. .

e - 2na J gy

: L LAY SR
para It

> i forFort... 708

E(B_C)h 2na le/—n_—"_“

Loy~ ;_1/0 o0t Fo .

1)
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Admittindo, pofs, que assim succeda sempre e escrevendo
(13) sob a férma
xd?

.!..1-_
n

floy, 02...0)= ~

vé-se que a differenca entre a media e qualquer outro valor
X . A
medio serd tanto menor gquanto menor for = isto &, quanto

melhores forem as observa¢les e quanto maior for o seu
numero.

Todos os valores medios differem muito pouco uns dos
outros, se as observaces silo sensivelmente concordantes,
e a media arithmetiea é o limite commum para que tendem
os valores medios quando as observagbes tendem a concor-
dar.

28 . De Morgan foi mais longe nas suas conclusSes.
Diz elle que mostrando (12) que cada valor medio é egual
4 media arithmetica mais uma somma de termos, sobre
cujo signal e valor absoluto se niio pdde saber nada a priori,
nfio ha razfio para suppdr que o valor mais vantajoso seja
maior ou menor do que a media arithmetica e que portanto
deve adoptar-se esta. :

Mas este raciocinio é evidentemente falso. Do facto de
que um ponto, por exemplo, deve estar sobre uma recta
entre dois pontos dados a e b, niio se pide coneluir que o
logar mais provavel seja o meio.

Se nio se sabe mais nada, nada mais se pode prever.

29, Ferrero deu da media arithmetica uma demons-
tragio notavel; mas é claro que nio determinando as hypo-
theses feitas no n.” 26 de uma maneira completa o valor
preferivel é necessario accerescentar agora novas hypotheses

Demonstragio,
de De Morgan.

Demonstragiio

de Ferrero.
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para que elle se reduza & media. Ellas sfo a primeira e a
segunda de Schiaparelli (vid. n.> 23).

A egualdade (12) péde ainda escrever-se, para maior
simplicidade

Kiss, . o) dad Ay .

i

em que A,... é uma func¢fio homogenea inteira de 3y, ds,
3, + .., 0, cuja forma geral é

A, =osd 4 B2d0, 4., . e, . 4., .,
sendo

it k.. o=n,

- z ']
Os coefficientes «, B... E... sfo funcgies de —E =03

pondo :=g(a) e multiplicando todas as observagdes por
uma constante ¢, a f6rma geral de A, tomar-se-ha em

¢'9(ca)sF 3
e em virtude da primeira hypothese do n.° _23 serd

e'p(ea) = ey(a)
on
e ~*9(ca) = 9(a).

Para @ =1 ¢ toma um valor particular que designaremos
por & e a ultima egualdade dd




e mudando ¢ em @

< cul
E= "
Logo
1 e i . A,
A,, = F{msﬁ,—;—ﬁn?}‘ 3,,1—. . .‘I‘Ela"a‘;a:“’-'. * .}=F

em que A', é uma funcgfio sémente de di, d1,...,9, Attri-
buindo a » os valores 2, 3..., ter-se-ha

AF A.’ .
&01,“-..0.}234—-‘5‘—1-‘-—&;4‘-.. I!Il.!.(l‘i)

que exprime a primeira hypothese.

Para introduzir a segunda, junctemos a todas as obser-
vagbes a mesma constante % f muda-se em f-+ %k a em
a-+k; o8 3, porém, permanecem 0s mMESMOS por ser o, =a
—0,= a-+ k— (o, k), teremos, pois, a egualdade

L Als Al
floi, 0...0)+k=a k+a+k+(a+k)’

+..(16).

Para que sejam satisfeitas as duas egualdades (14) e (15)
é necessario que

Ali=Al3=...=0,

d’onde
s
oy, 01...0,)=a= =

As duas hypotheses de Schiaparelli aqui usadas de novo,
sfio como ji dissemos propriedades do verdadeiro valor e




Propriedades da
media arithmetica,

Justificagdes da
media arithmetica.
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ellas conduzem 4 annullagio das derivadas de ordem supe-
rior & primeira.

O valor verdadeiro é uma constante em relagfio ds obser-
vagGes. Vé-se, pois, que as supposigfes feitas approximam
tambem por este lado o valor preferivel, d’aquelle valor.

3 0. As investigagies que precedem tinham por fim
demonstrar que a media arithmetica era o valor mais van-
tajoso da incognita. As demonstracdes dadas niio satisfazem,
como temos visto; o defeito commum & que as hypotheses
em que se baseiam nfio sio mais simples em geral do que
o postulado de Gauss.

D’estes trabalhos resultam, porém, varias consequencias
notaveis, as principaes das quaes vamos aqui resumir:

1.2 O valor preferivel deve ser um valor medio.

2> A media arithmetica das observagdes § um dos va-
lores medios.

3. Representa uma hypothese media entre as infinitas
hypotheses que se podem fazer sobre o valor preferivel.

4.» Distingue-se além d'isso dos outros valores medios
por ser o limite commum de que elles se approximam, quando
as observacOes tendem a concordar,

5.° Approxima-se, por virtude da sua linearidade, do
valor verdadeiro, pois que as dérivadas da segunda ordem
em diante em relaciio ds observacdes siio nullas,

3 1. Téem ainda sido dadas varias justificacOes da
media arithmetica, mas ellas niio demonstram a sua supe-
rioridade sobre os outros valores medios. Entre ellas niio
podemos deixar de nomear as de Lagrange, Laplace e
Gauss,

Lagrange, partindo da hypothese de que em eada obser-
vagiio se possam commetter com egual probabilidade os erros
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0,+1,—1, demonstrou que a probabilidade de o erro da
media ficar comprehendido dentro de numeros dados au-
gmenta com o numero de observagdes, approximando-se ra-
pidamente da unidade.

Por outro lado procurando o erro da media para o qual
a probabilidade é maior, achou-o egual 4 somma dos pro-
ductos dos differentes erros a que uma observagio isolada
estd sujeita multiplicados pelas respectivas probabilidades,
isto é, ao valor provavel do erro d’essa observagiio.

‘Admittindo que os erros positivos e negativos de egual
valor siio egualmente provaveis, a curva de probabilidade
dos erros seri symetrica em rela¢fio ao eixo das ordenadas,
e o centro de gravidade da superficie da curva terd uma
absecissa nulla. Essa abseissa sendo precisamente o valor
provavel do erro, segue-se que o erro da media a que cor-
responde maior probabilidade é o erro zero.

Mas estas consideragies nilo provam que ndo haja uma
outra combinagio differente da media para a qual o erro
zero nio tenha ainda uma maior probabilidade.

Por outro lado Laplace, firmado na mesma hypothese,
demonstra que, para um numero muilo grande de observa-
¢oes egualmente precisas, é mais provavel que a somma dos
erros seja egual a zero do que seja differente, e que portanto
€ mais provavel que a incognita seja egual i media arithme-
tica do que diffira d’ella.

Isto nfio prova que nfio exista uma outra combinagfo
que seja egual i incognita ainda eom maior probabilidade;
e além d’isso os desprezos feitos no decurso do caleulo niio
permittem applicar esta conclusio senfio a um numero muito
consideravel de observages.

Finalmente Gauss conseguiu provar que o valor provavel
do quadrado do erro da media arithmetica tende para zero
i medida que augmenta o numero de observagGes,
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Com effeito seja 3(e) a lei dos erros, e supponhamos que
se tem

?(e) =3(—e)

o que equivale a admittir a hypothese de Lagrange e de
Laplace.

O quadrado do erro da media arithmetica das observa-
¢oes da serie (1) serd :

cujo valor provavel é por defini¢io

_zizfsi?(m}?(e-;} .. gle)dedes . . . de,

36} | 2vee
H’ Fis ﬂgm-

ie
nﬁ

porque see.— 0, em vista de e e ¢, serem funcgGes impares
e a lei dos erros ser par.
Notando agora que

f’!’-’f?({?l)?(éj} ok i ?(e,)tie, —jf‘??(ﬁl}?(es) A '?(E-l]de-'

vé-se que

o que demonstra a proposiglio. Quanto maior for », tanto
mais provavel serd a media
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3 2. Estienne acha que o valor preferivel deve ser
dado pela seguinte regra:

Ordenem-se por ordem de grandeza os resultados das
observagdes; se o seu numero & impar, o do meio & o valor
melhor; se o seu numero é par podem adoptar-se indifferente-
mente os dois do meio ou qualquer valor intermediario, Para
ge ser inteiramente rigoroso deve accrescentar-se, como Es-
tienne faz tambem, que a regra no caso de n ser impar estd
enunciada de uma maneira abreviada; poder-se-hia adoptar

tambem qualquer valor comprehendido entre % e %{

Para demonstrar a sua regra Estienne admitte que a
caracteristica dos erros accidentaes é serem egualmente
provaveis num sentido ecomo noutro.

O prineipal vicio da demonstraglio estd precisamente em
partir d'este fundamento, pois que assim pde-se de parte a
variagio da probabilidade do erro com a sua grandeza, o
que todos reconhecem.

Seja a serie (1) que suppomos ordenada segundo a gran-
deza crescente das observagdes.

Determinemos a probabilidade a posferiori de que o ver-
dadeiro valor esteja comprehendido entre o, e oy,. For-
memos o numerador da férmula de Bayes. A probabilidade
@ priori da causa, supposta uma absoluta ignorancia antes
de serem feitas as observacoes, serd (n.® 21) proporeional
ao intervallo dv; a probabilidade que esta causa dé ao acon-
tecimento referido, isto &, terem-se commettido ¢ erros por
defeito e » — ¢ por excesso, é proporcional a

v e OO

pois que os erros accidentaes téem a probabilidade % de
serem por excesso ou por defeito.

Regra de Es-
tienne,
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Ora vé-se que o coefficiente binomial C, tem o seu ma-
ximo, sendo n par, se o valor » fica comprehendido entre

o, e 0, , e sendo n impar se v fica entre 0,4 @ 0,3

2 ] 2 2
Logo o valor mais provavel serd o valor mediano dado

pela regra enunciada.

Em rigor o raciocinio feito suppde que o verdadeiro valor
nio coincide com qualquer dos resultados de observaciio,
no qual caso o numero dos erros commettidos seria menor
do que n. Estienne examina este caso e chega ainda i mesma
coneclusiio,

33. Emquanto a media arithmetica é o valor que
torna minima a somma dos quadrados dos erros das obser-
vacdes, como é evidente, o valor mediano torna minima a
somma dos valores absolutos dos mesmos erros.
E o que Estienne demonstra servindo-se da representa-
¢io sobre uma linha reecta dos resultados das observacOes.
E o que tambem se péde ver analyticamente d’este modo:
Expressio ana- Designando por C a combinagfio das observactes, pro-

Iytica d =i
o curaremos o minimo de

[0— 0| +10 =08 45 + O =04 scv 410+ (186)

&

Notemos primeiro que para C;—; 0, a expressio reduz-se a

nC — 0,
cujo menor valor é
%no0,— 20, [C=o0.]

E para CZ os transforma-se em

s0,—nC,
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cujo menor valor é

A partir d’estes valores menores a funcgiio cresce no

primeiro caso até ao ® e no segundo até o,
Consideremos agora os valores de C 'comprehendidos

entre o4 e o,
o1 <C<o,.

Designemos por p o numero das parcellas binomias para

as quaes C prepondera; serd n —p o das restantes.
A expressio (16) poderd escrever-se sem o signal que

indica o modulo da seguinte maneira:
C—o0i+C—03+...4+C—0,—C+o,y—...—C
N e in41D)

]
=C(2p—n)—320,4+%0;0.......
: Fil

onde C deve satisfazer ds condig¢es
0,2 CZ 0,4

Supponhamos n par. Se n = 2p (17) muda-se em
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Se 2p >n ou 2p =n-+ 2k (17) torna-se em

Lk
2 n
2kC—2 20,=2kC 4 M—2/0, a, ves 0,
‘Ol+ ;"H'H ( .'+|+ i+’+ ¢ ;+k)
§ 2kﬂ%+l +M—-2 (O%H"r- veet OE‘*“)
SM.

Se 2p < n & facil de ver por uma analyse perfeitamente
semelhante que ainda

17sSM

d’onde se conclue que M é o minimo valor da expressio (17),
que é attingido dando a C qualquer valor ecomprehendido

entre o, @ o,
> 4 )
Analogamente se demonstraria que, se » impar, o minimo

valor de (17) é dado ainda pela regra de Estienne.

41"

3. Para estabelecer directamente a excellencia da
regra do valor mediano, Estienne prova:

1.° Que a regra da media arithmetica nfio é plausivel;

2.0 Que a regra do valor mediano é preferivel.

1. Seja a media de n observagbes julgadas egualmente
boas 01, 02,...,0,

L{:Ol—rm_f...'rﬂ,.
n

Sobrevem uma outra observagio o, que nfio inspira
mais duvida do que as precedentes, Applicando a mesma
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regra, o valor preferivel serd agora

- aM o0, o —M
e T 7
0.+1—M

A differenca entre as duas medias serd, pois,

n+1
tanto maior quanto mais o, differir de 1-{+, isto &, quanto
peior parece essa observagio.

Este raciocinio é vicioso; para adoptar a media M’ sup-
pozeram-se primeiro as observagtes egualmente boas e para
a rejeitar diz-se depois que a observagio o,,, é peior do que
as precedentes,

9. Para demonstrar que o valor mediano é em geral
mais approximado do verdadeiro valor de que a media
arithmetica Estienne funda-se em que 0s erros pequenos
sfio 08 mais provaveis, e raciocina d'este modo.

Sejam fig. 1 01, 03,...,04 Ouny1, ..., Osx 08 pontos repre-
sentativos das observagbes feitas.

Seja G o centro de gravidade dos m primeiros pontos,
& o centro de gravidade dos m ultimos.

Supponhamos que o verdadeiro valor V cahe 4 esquerda
da regifio mediana limitada por o, @ 0,4

Segundo o fundamento adoptado, os pontos devem con-
densar-se em torno de V, de modo que o centro de gravi-
dade G estard provavelmente mais proximo da regiio me-
diana do que o ponto G'. Ora M, ponto representativo da
media devendo ficar no meio de GG/ ficard portanto 4 di-
reita da regifio mediana e em consequencia mais distanciado
de V.

Notemos porém que em virtude da hypothese funda-
mental se é certo que os m primeiros pontos estdo em geral
mais condensados que os restantes, a distribuigio dos pri-
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meiros serd menos desegual do que a dos segundos. O ponto
G ficard proximamente ao meio de AO, emquanto que o
ponto G’ deve ficar muito mais proximo de O do que do
outro extremo.

Além d'isso dizer que os erros menores sfio mais pro-
vaveis do que os maiores é admittir que a probabilidade
do erro depende da sua grandeza. Porque nio admittir
entdio que os erros de egual valor absoluto sio egualmente
provaveis ?

A presumpgiio de que os erros sejam egualmente prova-
veis num sentido como noutro estd ligada a esta de férma
que difficilmente se admittird uma sem a outra.

Além d'estas objeegies pode ainda notar-se que Estienne
demonstra que o valor mediano é o valor mais provavel e
niio o valor provavel, como seria preciso para que se ado-
ptasse,

Em resumo, se o postulado de Gauss niio se acha de-
monstrado, tambem niio parece que o valor mediano possa
ser preferido 4 media arithmetica.

3 5. Bertrand fez ainda dquelle postulado a objecgiio
seguinte:

Se medirmos uma certa funcgiio f(z) e obtivermos os re-
sultados

f(01), Ao3), ... 1o,)
serd

iy = "D o0+ o),

Mas dos resultados obtidos tiram-se para z os valores

(T 0,1, *a Oﬂ




Logo

f(a|+oi+...-%-o.):f?(ol)-l—f(o:}—i—...+f(o_}

n n

o que é em geral falso,
Todavia se os erros sio muito pequenos, ter-se-hfio as
seguintes egualdades approximadas,

f(o1) = A(z) + (01 — 2)F'(2),
f(03) = A(z) + (02 — ) (z),

R Y AR E R

f(0.) = f(z) + (0. — 2)f (z) ;

d’onde, sommando e dividindo por n

i (01 —2)f ()
flz) = flz) + ZA =2

para o que é preciso que seja

=01+oi+...+o,.

i(o1—z)=0 ou -z o
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11. Deduegdo da lei dos erros

3 6. Gauss, partindo do seu postulado, deduziu a lei
dos erros da maneira que segue.

Seja a mesma serie (1) de observagies egualmente pre-
cisas,

A condigiio a que deve satisfazer o valor preferivel é,
conforme ao primeiro prineipio de Gauss,

glo—on) , 0ol g L0 usaint)
glv—o01) ' ¢(v —o02) 9(v — 0.)
sendo g(v—o) a lei dos erros e suppondo Yv) =1,

A esta condig¢iio deve satisfazer, portanto, a solugio

‘v _oitdat. -+o,.:

n

Temos assim duas equag¢des simultaneas

flys) +Ry2) ++ . -+ Ay) =0

ittt g =0

na primeira das quaes é Ay,) = e em ambas y,=v— 0.

7
elys)

Do systema (2) deduz-se este outro

f'(y)dys + F(y2)dys +. . .+ (y)dy, =0,

dyi+dys -+ . .+ dy.=0;




d’onde, em geral,

flly) ==

designando por = uma constante.
Integrando, vem

ﬂyj:=uy~%ﬁ..................13}

e integrando de novo

o
l.o@) =5y +Py+7

Para determinar as constantes notemos primeiro que,
segundo (2) e (3) serd

) + 1)+ - 1Y) =22y +np =0,

logo

onde z deve ser negativa, porque z(y) annulla-se para y = .
Fazendo z=—h' e y=1.c¢ pode dar-se i equagdo (4) a
férma

?{y)z-ce_hlryz.............-...(5).




Analyse e
Poincard.

Mas como

0 __ At _
f e kyd1=tf-;—

e ]
tem-se

+ =
[ ?{y)dy=c§=l
—_—

como se vin no eapitulo anterior.
Da ultima equac¢fio tira-se

-,
G

c

0 que transforma (5) em

h S h’yl
Y)=—"¢ §
o) v

=

A constante & é uma caracteristica da precisio das ob-
servagbes. Se as observagdes nio tiverem a mesma precisio,

~as leis dos erros differiriio nos valores de A.

3'7. Nio & rigoroso suppor ¢ uma funegfio s6 do erro,
como atraz dissemos ji. Tambem raras vezes a nossa igno-
rancia a respeito do valor procurado serd tal que permitta
considerar J(v) =1.

Poincaré procurou libertar-se d’estas hypotheses e bem
assim do primeiro principio de Gauss, substituindo-o pelo
segundo.

A media arithmetica deve ser o valor provavel e a con-
dig@io a verificar suppondo, que se obtiveram »p resultados




eguacs a oy, p eguaes a 03,...,p eguaes a o,, serd

E -
f ”"f(v}q',dv i [} | |
—= _POoi1-poa—t... PO, 011 021... 70, (6)
L BN O g L s L ..(6),

j-r mw,[,:(-v]"#"d'” bn 7

onde se fez para simplificar

P=0(01,7) 3(02,2) « (04, ¥)euvvvnness(T).

Supponhamos que p cresce indefinidamente; o limite do
primeiro membro de (6) serd (#), designando por v, o valor

(#) Com effeito, considerando a relagio

30, 4(v)?
(v)pr —

em que @ é o resultado da substitui¢gio em ® de » por #, teremos

Ora como por hypothese ¢, & a maior das quantidades ¥, serd

lim, R= Y=t(¥=) _
p=w= H(va) 5

L - R s
porque todas as fracebes 3'- siio menores do que a unidade i exce-
-

peilo da que corresponde a ¢ = m,
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de v que torna ¢ maximo,

i
U 1‘_(3..._} -1

Y.

e a condigfio (6) reduz-se a

_o1toat...+o,
n L]

v

isto é, a media arithmetica deve tornar maxima a funecio @
dada por (7).

Tomando as derivadas logarithmicas a condigiio pdde
ent@io substituir-se por

?u01,?) , ¢02,?) |,  §0.,?) _
e S e A S =0.01.00-(8)

o1+ 02+.. .40, =0V

a7
ou ainda ecollocando ?;-"=f, fazendo variar oy de doy,0: de

doa. .., e conservando v constante
df{or,v) ;| R0 Y) 4o 4 G0, Y)
ot doy - o do”"'+_do_ do,=0.
doy+dos+. . .+ do,=0.

Para o mesmo valor de v, doi, dos,. . .do, podem ter uma
infinidade de valores differentes, logo é preciso que se tenha

dfo,,v) _ 1v)=A,

dv;




isto 6, que cada derivada parcial seja uma funcefio somente
de ».
Integrando em ordem a o, vem

f=Alo,+B...

sendo B' uma funeccfo arbitraria de v.

Integrando de novo em relagiio a v acha-se, attendendo
7
a que f=-—,
¢

1.9(0;,v) = Ao+ B 1. 6(0),

designando por I.6(0) uma funcefio arbitraria de o,, e sendo
A=[Adve B = [B'dv.
Passando de logarithmos para exponenciaes resulta

¢(0;, v) =B(0)edoi+B . . ..(10).

3 8. Procuremos determinar as funegdes arbitrarias.
Dando na equagfio (9) ao indice ¢ 08 valores 1, 2, 3,..., n,
sommando as n equagdes resultantes e tendo em attengdio (8),
vird

A'So,+aB =n(A'v-+B)=0

ou

equaciio que determina uma das funcgdes arbitrarias A’ ou
B' em funcciio da outra.

Vejamos se & possivel achar alguma relagio entre A e
Y(v), cuja significagio nés conhecemos. Supponhamos p ob-
servacBes eguaes a o;; como a media arithmetica é o, deve

Delerminagio
das funcgbes arbi-
trarias.




ter-se em virtude de (6)
+ oo
f () ¥’ dv = o, [Y(v) o’dv

onde @ é agora egual a 6(o,)e A°'+B; a equagdo transfor.
ma-se assim em

0°(0) /(v —0)d(r) ePB% +B)gy, _
e deve ter logar para qualquer valor de p e de o. Como

8(0,) niio péde ser egnal a zero, alids g(o;,7) seria sempre
nullo, como o mostra (10), é preciso que

Jo—o0)yw)e? AT B gy, .. ..... 12).

Temos assim fima equagdio que liga as duas funeges A(v)
e Y(v).
Introduzamos uma variavel auxiliar u, tal que

A@W)oi+B(y) =ur—ub............(18),

sendo %, o maximo de Ao, B, que (11) nos mostra ter lo-
gar para v = o, Serd, pois,

A(o)o,+ B(o) = u?

e u serd real para que o seu quadrado seja uma quantidade
positiva.

Suppondo a equagiio (13) resolvida em ordem a v, ter-
se-hia v expresso em w, e fazendo a mudanga de variavel




61

obter-se-hia um resultado da férma
(v — 0)U(v)dv = F(u)du.

A equaglio (12) transforma-se em consequencia na seguinte
JF@ye? =gy —o,
ou dividindo pela constante e” "

[Piye P B . et wesavvs i)

Mudando # em —wu, vem
[F—we " qu=o;
e sommando estas duas equagGes membro a membro

JF@) +F—wle P au=o.........(15).

Ha dois casos a considerar:

1. F(u) é uma funcgiio impar. Neste caso a condigiio &
evidentemente satisfeita qualquer que seja p.

2. F(u) é par. Desenvolvendo a funegio F(u) -+ F(—u)
segundo as potencias crescentes de w, ter-se-ha uma ex-
pressio da férma

F{u]:+F(—u)=au"‘+{m”'+’+...




G2
e (15) tornar-se-ha em
f(au”'—'r—ﬁu‘”“ Fooo)e ™ du=0.
Fazendo agora a substituigiio

2
U=—1=
VP

a equagfo torna-se em

. tn TN | A5
(DB e
b T N B

Multiplicando por p" "2, vem

. {2 42 ,
j(ﬂ'lh—f—t:}"— + .. ‘)g_zz d; =0.
Vi

Ora para p muito grande o primeiro membro toma appro-
ximadamente o valor

Sendo os elementos d'este integral todos positivos, esta
quantidade nfio pdde ser nulla; a egualdade nio se verifica
e por conseguinte a supposi¢fio inicial de ser F (u) par é
absurda.

Por outro lado differenciando a equagio (13) acha-se

(A'o;+ B') dv = — 2udu,
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ou tendo em attengdo (11) para eliminar B'
A' (v—o0) dv = 2udu.
Dividindo membro a membro a equagiio
(v—0) Y (v) dv=TF (u) du

pela precedente acha-se a relagiio

A propriedade descoberta para F (u) da imparidade vae-
nos servir agora para mostrar que esta relagiio é constante.
Com effeito, se assim for, deve ter-se

Y _ y()
Al(m) Al (va)

quaesquer que sejam vy e vz. Para estes valores as funeges
A (v) e B (v) tomam valores particulares que designaremos
respectivamente por Ay e By, A: e Ba. A equagiio

Ao, By =Aso,+Ba

resolvida em ordem a o, determina esta quantidade de modo

que a funcgiio u}—u' e portanto u® passe pelo mesmo valor
, o F(u

para z; e va. O mesmo succederd a —é—-lg que, sendo uma fun-

cclio par em virtude da egual paridade dos dois termos da

fracgiio, se péde considerar como funcgiio de w* sOmente.
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Na férmula (10) péde agora substituir-se A’ por d(v);
ter-se-ha, por ser B —=— [A'vdv-} const.,

?{al'a”)ze(oi)9A0i+B

=0(0) e —JA (v—o0) dv

=0 (o) PRRLE A h e b SRR (16).

39. Restam as duas funcgdes arbitrarias ¢ (2) e 0 (o).
Gauss tomou, como vimos, § () = 1. Isto suppde que nada
se sabe a priori da probabilidade de », o que nfio succederd
sempre.

A férmula (16) mostra que ¢ depende de 4. Ora, nota
Poincaré, nfio ha razio nenhuma para esta dependencia;
porque emquanto ¢ depende dos nossos conhecimentos a
priori sobre a probabilidade de z, ¢ depende da habilidade
do observador e da probabilidade a priori para que elle
erre, ;

Ainda quando se descobrisse esta razio, ha uma eircum-
stancia que limita muito a influencia de ¢ e permitte sup-
pol-a egual 4 unidade. Seja qual for a lei dos erros, ella
deve satisfazer como vimos no capitulo primeiro 4 condic¢io
de decrescer muito rapidamente ‘quando o erro augmenta,
e de ter valores despreziveis fora dos limites dos erros, Es-
tes limites siio muito estreitos, se as observacdes sdo boas.

Os valores possiveis da grandeza observada comprehen-
didos entre os resultados das observagdes serdio, pois, em
geral, a priori considerados como egualmente provaveis, por
nada se saber sobre elles. Ora % (v) entra mo valor prova-
vel e tambem no mais provavel multiplicada pelo producto
#(01,v) 9(02, 9)... 9(0,, v). Como este producto é fora d’aquel-
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les limites infinitamente pequeno, pouco serd alterado pela
introducgiio do factor finito (v), que é precisamente n’essas
regides que se poderd tomar differente da unidade.

Relativamente a 6(o,), vé-se que serd constante quando
se suppozer com Gauss que a lei dos erros depende sGmente
do erro. Mas em rigor muitas vezes poderd prever-se que
B(o,) seja variavel com os valores das observagies, e mesmo
descobrir o modo d’essa variagio. Quando se commette por
exemplo o erro deeimal, 8(0) é uma funcgiio periodica que
se torna maxima para certas decimaes.

Suppondo Y(v) e 8(0,) constantes recde-se na lei de Gauss.

4.0. A hypothese da media arithmetica conduz, quando
se suppde a lei dos erros func¢io sémente do erro, 4 lei
de Gauss. Reciprocamente a lei de Gauss conduz i media
arithmetica como valor preferivel.

Basta para o demonstrar formar partindo d’aquella lei
o valor mais provavel ou o valor provavel. Em qualquer
dos casos como vimos deve ser maximo o producto

p(v—01) 9(v —02)...9(v—0,)
h \n -hZ(v-0)t
S T
em relagiio a », o que di

3(v —0)* = min.

ou

A lei de Ganss @
a media arithme-
tica.




Se a lei dos erros tem a forma mais geral (16) tambem é

facil verificar que a media arithmetica é o valor provavel.
Com effeito, se assim for deve ter-se, em virtude da de-

finigiio de valor provavel, designando por M a media

+
f (@0—M) $(©) 3 (01,9) 9 (02, 0). .9 (0., ) dv =0
oun

f +:(v—M)¢{v)0(a{)ﬁ{m). . B(p,)e W -MIUVdY 5, o (17).

Podemos fazer

Sw—M)§ (v) do = u?

visto que o expoente de e & negativo,
Da ultima egualdade tira-se

(v—M) ¢ (v) dv = 2udu

e portanto a equagfio (17) transforma-se em

g otz
ue

20(01) 6(03). . .ﬁ(o,{j " =0

que é uma identidade por ser we—™* uma funegfio impar
de w.

<1, Péde demonstrar-se que a lei de Gauss é a unieca
para a qual a media é sempre o valor mais provavel, com-
tanto que ndo haja erros systematicos.
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Esta restriegiio equivale a suppdr que a lei dos erros é
par, ou

=3y,
porque, devendo considerar-se egualmente provaveis n'um
sentido ou n’outro os erros eguaes em valor absoluto, 3(y)
niio deve alterar-se pela mudanga de signal da variavel.

2 (y) reduzida 4 forma de exponencial deve poder repre-
sentar-se por

o~ 4

em virtude da condicgiio referida.
O valor mais provavel satisfaz 4 equaciio (3) do eapitulo
primeiro, que se transforma aqui em

d ol hivel . chiemar]

d_v 0

ou

(v—01) ¥ (v—01)*+ (v—02) Y (v—02)*+. . . +-(v—0,)¥/(v—0,)*=0.

Para que » coincida com a media deverd ser
v—oit+v—o0a+...+v—o0,=0.

Das duas ultimas equagdes tira-se

¢ (v—0)? = {/ (¥*) = const.
Integrando :
Yy?)=ew? e

¢ e e sendo constantes,




?(y) o Wy 55 Py cgy?

l.C=—n.

Fiea assim demonstrado que na hypothese feita a lei de
Gauss é a uniea que indica a media como valor mais pro-
vavel.

42. A deduccio da lei de Gauss assenta n'uma pro-
- posigiio que se nio sabe demonstrar em geral. Mas ha um
caso em que, sendo o postulado de Gauss demonstravel ri-
gorosamente, todavia a lei de Gauss apparece apenas como *
uma formula approximada.

Bertrand poz este facto em evidencia da seguinte ma-
neira: Seja a grandeza que se pretende medir a propor-
¢iio constante do numero de espheras brancas para o nu-
mero total de espheras contidas n'uma urna de composi-
¢io desconhecida. N'uma primeira prova tiraram-se uma a
uma p espheras, tornando-as a metter na urna & medida

que se foram tirando. Sejam d'estas b brancas; a relaqio%

dé uma medida da incognita. Effectuada a mesma opera-
¢iio n vezes, obtiveram-se 0s nuineros

resultados de observagbes egualmente precisas da inco-
gnita z. O valor mais provavel de z é o que torna maxima
a probabilidade a priori do acontecimento observado. Ora
z representa evidentemente a probabilidade assignada & sa-
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hida d'uma bola branca pela composi¢iio da urna. Logo a
probabilidade a priori do resultado observado serd

GOFbt by b= by — b,

porque 1 —gz representa a probabilidade da tiragem d’uma
bola néio branca, e na primeira prova tiraram-se p— by, na
segunda p— b, ... d'aquella especie.

O maximo é dado pela egualdade a zero da derivada em
relaciio a z, ou

g, wl iy 1—2
by b --...—:b._'ﬂp—h—b:—...—b.'

d’onde

bi+bat.. .+ b,
ny

]

que é a media arithmetica das observacGes.
Procuremos agora a lei dos erros. E, como se sabe, o

s b
coefficiente differencial da probabilidade do erro :1:—;1 cair

entre y e y +dy.
A férmula de Bayes dd
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Fazendo para simplificar E-:p ; # =g, p—b=¢, vyem
y\b y\e
1+ 2P (1-2)
( P q .

?(y)dy =

[of 33

Desenvolvamos cada um dos factores do numerador se-
gundo a formula do binomio de Newton e effectuemos o
producto :

()" =81+ G-

e (z_;-(b_—_1__)_2.ac , r:(c—i)) Pt

P pg @ /%
o
-5—¥
m 2pg
=1——"3t—¢p
2pg”

desprezando os termos de ordem mais elevada em relacio

ay.
Teremos entio

. b '§LV'
q( y\b / y)c j‘q pq

144 1—=2L) dy=|" e d
Josleg) (=) dom o ™ oy

que, fazendo a mudanga de variavel

2
y’= _q
H




e collocando

fPP_g
 2¢q

se muda em
i
lf 2rq J e di;
TH

Para valores grandes de p e de p, podemos substituir
—1le +lpor —x e + o e o integral reduz-se a

1/;}; 2npg ;
!,,1

Com estes valores approximados, ter-se-ha

St
2 L
oty =/ g D
L
Ve

fazendo h“l/%-{p—- B

Chegamos, pois, 4 lei de Gauss, mas como uma expres-
gfio approximada da lei de probabilidade do erro, ecomo
uma lei limite, e nfio como uma lei rigorosa dos erros.

Esta contradiegiio explica-se, notando que, se é verdade
que na deduecciio da lei de Gauss do seu postulado se nio




0 erro da me-
dia segoe a lei de
Gauass,
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fez desprezo algum, a verdade é tambem que attendendo 4
forma da demonstragfio, a lei a que se chega nfio é propria-
mente a lei dos erros das observagtes, mas sim a lei dos
desvios da media arithmetica.

A43. Péde dar-se uma justificagio da lei de Gauss,
como lei approximada, provando que a probabilidade do
erro da media segue esta lei, se nio houver erros systema-
ticos & se 0 numero n das observagdes for muito grande.

O erro da media é egual 4 media dos erros das obser-
vagoes ou

O seu valor provavel : é

= ft=
s=f?;(e,)qv(eg)...?(e.) cdeydes. . .de,

que é nullo visto ser ¢ uma funegio par e ¢ impar.
Qualquer potencia impar de ¢ terd egualmente um valor
provavel nullo.
Consideremos o valor provavel de ¥; tem-se

-E!F____ 3!‘1‘9!‘5'-.-‘5'3“)!?
nr ’
Mas
2p!
5S4 ol W W o A Ty
(es+ea+...4¢2) P P €11 837 e,




oy '|'¢E_E_- ..‘l"ﬁ[;.ﬁ Ep,

e nfio sendo preciso considerar para a formacio do valor
provavel senfio os termos em que os expoentes oy, oa,...uy,
sfio todos pares, porque os restantes téem um valor prova-
vel nullo.

O valor provavel de

-4 o -1
ale. . .en

fica invariavel quando se permutam os indices dos e e se con-
servam os expoentes, porque o integral é o mesmo 86 com
mudanga de notaches.

Seja N o numero de termos differentes assim obtidos,
Mz o valor provavel de ei*; o valor provavel do producto
serd Ma, Ma, ... Ma, e ter-se-ha

2p!
(e t+eat...+e)? =" NMgyMey...Ma,,
21! ai!-.-uF! , #

Os termos d’esta somma obter-se-hfio fazendo agora variar
08 «, da maneira dicta.

Para caleular N, supponhamos primeiro 08 « todos dif-
ferentes; serd o numero de arranjos de » lettras p a p, visto
que permutando os indices p obteremos sempre termos dif-
ferentes e os p podem ser quaesquer dos indices 1, 2...n.
Ora esse numero &, como se sabe,

n(n—1)...(a—p+1).
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Supponhamos agora p; expoentes eguaes a «y , pa eguaes
a oa,...,H eguaes a o, sendo

petpet . =p

e @y, a3,...,a differentes. A permutagiio das lettras que téem
o0 mesmo expoente dd termos eguaes; o numero é precisa-
mente o das permutac¢des d’essas lettras em cada arranjo,
isto 6, ui! quando se permutam as lettras de expoente ay,
pa! as de expoeute o3 e assim por deante, sendo pois neces-
sario para evitar as repetiges dividir o numero total de
arranjos pelo produeto d’aquelles numeros. Serd

=E(ﬂ"_1)‘ co(n—p+-1)

N
pa! pal. .o !

Em N haverii termos em np, np-!, ...; se n é muito grande
como aqui supposemos, os termos de grau mais elevado se-
riao muito superiores aos de grau menos elevado. Conside-
remos s6 os termos em ng ; o maior valor de p é p, porque
esse valor correspondendo ao menor valor par dos «, serd
a0 mesmo tempo

logo

Mas por outro lado d'entre os & valores de p, 86 sub-




(6

siste um: logo serd approximadamente

Substituindo na formula que dd o valor provavel e no-
tando que é agora

May = Moy =. . .= Ma, = M,

——— e — '2}_}1 nr
(s +-ea+. ..+ 64.)"="2'P‘ o M;

............

por ser (n.” 31)

Supponhamos que ¢ segue a lei de Gauss.

O valor provavel d'uma potencia impar de ¢ serd ainda
nullo por ser ¢ par. Procuremos o valor provavel de ¢* com
esta lei, isto é, sendo

0= ™




Seri
o g —ht
™ =] ie : e2rde
—x =
Ora
"t 5 —A%W2
j S| o 18
—ﬂ""ﬂ
d’onde

fﬂ“’“w%ﬁw'f:’.

Differenciando p vezes em ordem a A?, vem

ou

- — . 5 1
AL T SR B LB

1
e 2p!
= vz (A? =3 D
yed 2.2.4.6...2p

1
_ v 2p!
—'Vﬂ{h) 2”.?!'

D’onde, multiplicando por

(%5

V=




7

se deduz
o A N | Valor provavel
! =P_!2""-.- jt'TF' ---------------- (19). & nma Wlam
2 do erro segundo

a lei de Gansas,

Para que (18) e (19) sejam compativeis é preciso que

~(aoy

ou

1 -
24Y

o que tem logar para a lei de Gauss, como o mostra (19) g 140 Gas
fazendo p =1, e niio p6de ter logar para outra lei, como conduz 4 expres
agora vamos provar. e

Com effeito, supponhamos que existam duas formas de ¢
que conduzam ao mesmo resultado (19), isto é, 4 mesma
formula para o valor provavel.

Consideremos a expressiio

e ot O

representando o segundo membro o desenvolvimento em

serie segundo as potencias de y, sempre convergente. O va-
lor provavel d’esta expressio é com a lei de Gauss

® —htyr —a(y.—y)P

f A e dy =3 A, ¥%;

R o

por serem os A, coefficientes numericos sempre 0s mesmos,
ndo é necessario tomar o valor provavel d’elles.
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Com qualquer outra lei que designaremos por g sers’

= — n(ye—y)? e
fﬁﬁ(ﬂ“ dy = A, y* .

Logo
"+ =
,’ ‘f il i wldy

- =1,
f_w?(y} e—n(y-v—v}'dy

O limite d’esta relagfio para n=1c0 & em virtude de

ser e~ "W — Y’ paxima para y =y, e pelo que vimos na
nota do n.° 37

b —hy2
V= =1
?(y.) >
d’onde
B hyt
o S
Flu.) UE

e portanto as duas leis coincidiriam.

44, Vimos na primeira parte d’este capitulo as duvi-
das que pdde haver sobre a admissfio do postulado de Gauss.
D’esta segunda parte resulta que a lei de Gauss niio appa-
rece como uma consequencia rigorosa d'esse postulado.

A analyse d’algumas das objec¢Oes de Bertrand feita
por Poincaré, mostra que para pdr a lei de probabilidade
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ao abrigo d’ellas é necessario dar-lhe uma férma mais geral
que contém duas fune¢des y(v) e 0(o;), impossiveis geralmente
de determinar com rigor, sobre as quaes mesmo frequentes
vezes nada se sabe.

A lei de Gauss corresponde fis hypotheses mais simples
que podem fazer-se sobre estas funcgoes.

Por outro lado niio é natural este fundamento da lei de
probabilidade dos erros. O modo como o0s erros siio origi-
nados, a sua natureza intima é completamente posta de
parte.




CAPITULO Il

A lei dos erros fundada no estudo
dos erros elementares

1. Lel do erro tofal em funcq@o das lels dos erros elementares

4.5. Supponhamos primeiro o caso de dois erros ele-
mentares independentes yi e ya, cujas leis sfio gi(y1), g2(y2),
os quaes compdem o erro total z; sejam além d’isso ai e b
os limites inferior e superior do primeiro erro e az e b os
limites correspondentes do segundo.

Pretende-se determinar a lei ¢(z) do erro composto em
funcgiio de ¢ e ga.

Se o erro y cde entre y1 e v -+ dyy e 0 erro z entre z e
z-}dz, y: deve ficar comprehendido evidentemente entre
g—y1 e 2—ytda

A probabilidade de yy estar entre y e yy -+ dyi € o(yi)dyi;
analogamente a probabilidade de y: estar entre z—y e
2—y1+dz & pa(z—y)dz. O concurso d’estes dois aconteci-
mentos tem a probabilidade composta

q1(yo)ga(z—yi)dyidz.




Dando a ¥ todos os valores compativeis com o valor z,
a probabilidade de que o erro total caia entre z e z 4 dz,
obter-se-ha integrando aquella expressiio em ordem a y e
como esta probabilidade é g(z)dz, ter-se-ha

9(2) = [a1(y)p2(z — y)dy.

Procuremos determinar os limites do integral.

Seja, fig. 2, 91(y1) representada pela recta material oy
a1 by, 2(y2) pela recta material oz az ba. Os valores possiveis
de y edem na primeira linha entre a1 e i, e 0s de »» na
segunda entre a2 e bs. Tomemos uma terceira recta paral-
lela oz para representar o erro total.

Cada valor de 2z assigna dois limites z— b e z—aa a0s
valores de y; compativeis com elle, aos quaes correspondem
na linha o0z 08 pontos do segmento z— b, z— as. Mas, como
0s valores possiveis de y ficam comprehendidos entre a; e
by, 86 devem considerar-se os valores de y representados
por pontos correspondentes nos dois segmentos ai, b e
Eﬁbg, Z—aa.

Esses limites dependem da posigio do ultimo segmento,
isto é, do valor de =

Supponhamos que o ponto z—as edia debaixo de ay,
serd

2=qay- az,

e siio estes 08 unicos pontos que se correspondem nos dois
segmentos.

Se & z— bz que cde debaixo de a4, serd

Caso particular
de dois erros ele-
mentares,
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e o0s limites de y seriio

a e ai-+ba—aa.

Péde z— @a cair debaixo de by: ter-se-ha

g=h-+m

@ 08 limites serdo

bi-+taa—b e by

Finalmente se z— b cair debaixo de by serid

E:M-- bg

@ niio haverd nenhum par de pontos em correspondencia
nos dois segmentos.

Estes quatro valores de z siio evidentemente pontos de
descontinuidade de %(z), havendo, pois, em geral, tres fun-
eebes differentes correspondentes aos tres intervallos limi-
tados pelos quatro valores de z.

4 6. Supponhamos a; = — by, aa=— b2, esses valores
silo

si=—bi—bi,a=—bi+ b, z5=b1—ba,2a=b1+ b2

e, se by > bz, acham-se dispostos pela sua ordem de grandeza.
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As formas de 3(z) seriio

2+ b '
Pa(z) = / ,, FnE—y0dy

_ at+b
95(2) = ’ F1(y)z2(z — y1)dys

z—by

by
71(2) = / e1(y)z2(z — y1)d
ba

sendo 3«(2) a lei dos erros comprehendidos entre z; e 23,
porque; como se viu acima, os valores limites de y, sfio
ay=—Dbie ai-+-ba—aa=—by+ bs-+ by =231 ba; '{alr,[fz} a lei
dos erros comprehendidos entre z e 23, e 2¢(2) entre z; e z,
como facilmente se vé d'um modo analogo.

Se suppozermos por exemplo que cada um dos erros ele-
mentares tem uma probabilidade constante, ficando
entre — b1 e + b1 e y2 entre — bs e - b3, serd

1 1
o) = g o88) = 5
@

2+ b+ b

7 R
2b4

?5( oy 4bybs

—z+bi+ b

40 by 7t T e
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Ora emquanto as curvas de probabilidade de eada um
dos erros elementares sfio rectas parallelas ao eixo onde
se contam os erros, a do erro composto ¢ uma linha que-
brada com a férma ABCD da fig. 3. Com effeito, a parte
gﬁ{z) ¢ constante, portanto a curva de probabilidade de z
entre 23 e z3 serd uma recta parallela ao eixo dos erros;
%z @ gy 8do do primeiro grau em 2z, as curvas de probabili-
dade serfio duas rectas, cujas equagdes siio, designando por
y a ordenada, .

R el o s
=20 abibn

splze b ittt
4 41'-'1&-32 " odbbs

Como os coefficientes angulares sfio eguaes e de signaes
contrarios, estas rectas formam angulos supplementares com
o eixo dos z. Notemos além d’isso que a primeira encontra
este eixo no ponto z=—0b;—b: e a segunda no ponto
zi=>b1 b, e que para os valores :=z=—>bbi+ 01 e

1 -
‘g =23 = by — b3, y toma sempre 0 mesmo valor T D’ahi a
1
férma attribuida & curva da probabilidade na figura citada.

47 . Supponhamos agora que um dos erros elementa-
res y: por exemplo, é susceptivel de todos os valores entre
— o e - e«. Entiio 9(2) terd s6 uma férma

P,
#0) = | ) e —0)




85

porque os valores de y; compativeis com os valores de z sfio
agora todos os do segmento a; by.

Desenvolva-se ga(z — ) segundo as potencias crescentes
de i, serd

by by :
ai)dy—7a(z) |yl

m bt

9(2) = 93(2) 1

1!"2{2! [*hy :
L1 BEA yhoi(ydyy —. . .
T [ Py

r i Sil B
;?giz}—kl?zez] ”I Qkﬁ?'g{z}—-.-.(l),

notando que é

e fazendo para simplificar

-,
I np(n)dys =k,
- a

b
/ Vs () dy =K',

rr1

48, Considerando tres erros elementares yi, y2, y3, po-




Caso geral.

86

deria primeiro ecompdr-se y1 com yz e depois o resultado
com y. A lei seria

¢(2) = [ [oa(in) @2(2) 9a(2 — y1 — y2)dys dya.

Haveria 8 pontos de descontinuidade para z corresponden-
tes fis combinagbes dos 4 valores anteriormente achados
com os limites do novo erro y3. Aos 7 intervallos que estes
8 valores delimitam corresponderiam outras tantas formas
de g(z).

Em geral para n erros elementares haverd 2" pontos de
descontinuidade para (z), que terd assim 2" — 1 férmas dif-
ferentes.

Consideremos este caso geral de ser o erro total formado
de n erros elemenfares yi, 12,...y,, cujas leis sfio respecti-
vamente gu(y1), p2(¥2),- - -,%.(%) ¢ que se acham comprehen-
didos entre os limites —ai ¢ —ay,—az e +az,...,—a,
e | a,.

A probabilidade de que o erro total cdia entre z e z+dz,
serd evidentemente representada pelo integral multiplo

9@)dz=[[. .. [os(y1) pa(p2) . - -2y )dipdya. - dy.. . . (2).

Como o erro total deve estar comprehendido entre z e
z-+dz, e como z=p-+-ya-+...+y, € preciso escolher dos
valores possiveis das » variaveis aquelles cuja somma es-
tiver comprehendida entre z e z- da.

Introduzamos debaixo do signal integral um factor de
descontinuidade gozando da propriedade de se annullar logo
que a mesma somma estd féra do referido intervallo e de
ter o valor 1 para todo esse intervallo. Satisfaz a estas con-




digdes o factor

dz [+= ! . _
o ’ eos (1 Yz - (3).
o *®

Com effeito considerando o integral

1 sen @—50a0 _ 1

segundo é s§z, serd

1 l""scn (s—z—dz)0dd 1 l'“‘ sen (s—z) 6d0
PO 3 0 gy

= 0 0 L

egual a zero para s>z dz ou para §<z, porque para estes
1

é;
para os valores de s comprehendidos entre z e z-{-dz tornar-

1
valores ambos os termos tomam o mesmo valor - 9 ou —

se-ha egual a —1 e finalmente para sz e s=z dz, egual

¢!

a——,-)-.

-

sen (3 —z— dz) 0 =sen (s—2) 0—0dz cos (s —2) 0+. .

Desprezando os termos de ordem superior i primeira a
differenca dos dois integraes considerados tornar-se-ha em

lz [+ =
i cos (s—z) 0 d0

dz [*
& _z_'_" 0 cos (s —2) 0d0 = — '21- — 0

que para s =y1 ¥z ...+ éofactor (3) com o signal eon-
trario. Em vez do valor —1, tomari esse factor o valor +1
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quando z<s8<z--dz e o mesmo valor zero féra d’este do-
minio,

Passando de fune¢des trigonometricas para exponenciaes,
pode em vez d’esse factor tomar-se

de [T n+wt ... +p—aoy—
= e df
nf

que introduzido em (2) dd, dividindo ambos os membros
por dz

e T = T T T Ve
?(z}Fg_I [ ailye  dy npe dp...
o

—iy i3

[+ B V/—1 — 0y —1
/ ?.{y..)f-yv'_dy_]e 4 dd...(4).

- {a

E a pretendida formula da lei do erro total ou composto
em funccfio das leis dos erros elementares.

49. Se conhecessemos essas leis e os limites dos erros
teriamos assim, pelo menos theoricamente, a maneira de
obter a lei do erro total.

A investigagiio das leis dos erros elementares seria, pois,
a primeira tarefa.

Supponhamos o erro y proveniente de uma 86 origem ou
causa d'erros, e que se descobriu a relacio de dependencia
entre esta causa e uma grandeza z euja lei de probabilidade
¢ conhecida. Seja {(z) esta lei e y1=0(z) a relagiio entre
y1 e T,

A lei 9(y1) do erro y; deduz-se entdio facilmente. Com
effeito, correspondendo a cada valor de z um certo valor
de 1, a probabilidade de que z esteja comprehendido entre
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dois limites z e 2--dr é egual 4 probabilidade de que ¥
esteja entre os limites correspondentes y; e y1-- dy,. Portanto

7 1) dyr = ¢ (2) da.
Mas dy,= 0 (z) dz, logo

!
¢ (1) =g;((;-'; ‘

Esta formula péde facilitar em alguns easos a indaga¢fio
das leis dos erros elementares,

Em geral, porém, nfo s6 serd extremamente difficil des-
cobrir estas leis, mas nem mesmo se conseguiriio achar todas
as origens de erros,

Para supprir esta deficiencia é necessario estabelecer
hypotheses mais ou menos geraes sobre os erros elementares,
das quaes se deduza a lei do erro total.

A formula a que chegamos no numero anterior péde uti-
lisar-se nessa dedueciio.

II. Deducqdo da lei do erro total partindo de hypotheses
sobre os erros elementares

30. No capitulo I, n.* 7, enunciamos algumas proprie-
dades que é natural attribuir aos erros elementares, porque
ellas estiio a maior parte das vezes d’accordo com os factos.
Taes siio: o grande numero de erros elementares, a sua in-
dependencia relativa, a pequena importancia de cada um
d’elles em relagfio ao total e a importaneia quasi egual de uns
em relaciio aos outros.

Essas propriedades entram em todas ou quasi todas as
hypotheses que se tem feito sobre a composigio do erro total.
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Convém aqui precisar melhor eomo se deve avaliar a
importancia de uma causa d’erro.

E claro que é necessario attender nfio sé6 4 grandeza
absoluta de eada erro que essa causa pdde produzir mas
tambem 4 sua probabilidade respectiva. As consideragies
que fizemos no capitulo I, n.° 15, a proposito da escolha dos
valores mais eonvenientes das incognitas, applicam-se aqui
tambem. O erro mais provavel nfio daria uma apreciagiio
justa da influencia da causa de erro, e parece que agora como
entiio é o valor provavel das differentes potencias do erro
que resolve o problema.

Assim para o erro y cuja lei é 3(y) deveremos considerar
para avaliagiio da sua importancia as quantidades

¥ = [y3(y)dz
k' = [y*e(y)dz
k"= [y 9 (y)dz

a8 @ B s B E s EE SN

Mas as potencias pares sfio as mais proprias; querendo
empregar as impares devem tomar-se 08 erros com o mesmo
signal.

5 1. Admittamos as seguintes hypotheses:

1.» Os erros elementares sfio em grande numero, eguaes,
muito pequenos e independentes uns dos outros.

9.2 Cada um d’elles pode actuar no resultado da obser-
vagiio com a mesma probabilidade no sentido positivo ou
negativo.

Seja 2n o numero dos erros elementares; ¢ a grandeza
absoluta de qualquer d’elles, As supposigdes feitas equivalem
a comparar a formagfio do erro total a um lance de 2n dados,
taes que s6 podem apparecer duas faces mareadas uma com
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<-¢ ¢ outra com —¢ e qualquer d’ellas com a probabilidade

2

numeros que sahem no lance.

1 - 2 .
—. O erro total serd egual 4 somma algebrica de todos os

A seguinte tabella, cuja construegiio é obvia, dd os va-

lorgs possiveis do erro total, o numero de casos favoraveis

d sua produc¢iio e o0 numero total de casos possiveis, para
2n erros elementares. 1

Mamere de erros
tlementares

ppuIes @ —¢

Numero de erres
elementares

equaes 3 —|- ¢

Valores
do erre lolal

Numers de casos
[avoraveis

Numers lalal
de casas possiveis

2n

+ 2ne

4+ 2(n—1)¢

-+ 2(n—2):

—2(n—2)¢

— 2(n—1):
—2ns

Tendo o numero de easos favoraveis e o numero de casos
possiveis, basta, para caleular a probabilidade de que o erro
total tenha um valor determinado 2se, tomar a relagiio entre
esses dois numeros, isto é
2n

)2

-

n—1n/

e X |

2m:
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A maior d'estas probabilidades é a do erro total nullo
ou

In\ _—2n
Pn=(ﬂ)2 -

L

Consideremos a relacfio .

P 2n )
2me Ai—m

Po T 2n
()
n!n!
T m—m)(nt+m)!”

Conhece-se do Caleulo das probabilidades a formula de
Stirling para ealcular a factorial de um numero:

1 1 1

—2+ Joz ~ 360 T 12008 """

1
T4 —
z!=y2z2 2¢

Appliquemol-a 4 formula anterior :

i
Paye 23”2{“-!_ !_]

1 i
2 (n—m) "™ 2 (n-Lm)" T2

gy 1
e M et
b —
" w'4-Jam?
g"i"+ﬁtni—m3} - im—'{n—!_m!}rl- -

1 1

=( 1 n—m+-i-( " u-i—m—!—-i-
n—m) \n ~f-m)

171 " 1 /1 %32

+% (, ———‘,__m!)_.m( = —l,.q__;s'j'aj .

P g N g N e e (1).
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E como é
2 2 g
il = e el o i
Rl FYET 4 ’
vem

Lid m\ m 1fm2 1. m\?® 1 [m?t
I(H—?ﬂ)_ml(l_. ;LI)D__;'_ T}_(;q) ' 3(;1) g 4(;) b ey

E" n Ifl'm' m,1m? 1/m\d 1 mt
R T ey T gy 3(?2 '4"?1,) TR

d'onde

o 1 'g(-. Ad O ( ! ! 1 ! _H__)
(:-*z-—m ' 2‘) u—m) il 5) (:-'a b,

m 1/m 2 1/m 3 o A
|=_2:m,E ! {2;3——1)2 k-ﬁ) —2m 3E\.f_i,-} —“I:QR—.'I:I;I-(;-) — e
1\ym\? /1 1. ant 71 14, m\8
—(—5)%) a5 (ma)5) -

8

! -:_J\:;é?&— -;)K:?) ey

m* 1m* 1mb 1 mé

T P R
desprezando 2 -1- 1- i em relacio a n A G
seadaatadt T 7Y N a8 Beigirpasiey

Portanto, passando dos logarithmos para as exponenciaes




M

a ultima egualdade torna-se

1 1 m: 1 m* 1 mb
( = )R*ME( ; )n+m+'2'ﬁ e W B (@),

n—m n--m o

Mas é além d'isso

I1(1 n e T e S < m
6\n ni—m?)  6a'n 6 n® 6r’nd
1 m8
-t;_’-i‘-: T:--'J !!!!!!!!! ] DR I {3)
1 (1 nd L Bnm? peiis ?ffj veg, o mt
180\n* (#*—m?)3/ '30n'n ' 12n* nd
ST et 1 m®
0 VLR BNy 0 ST W 0 (4).
46n' n 4n* n

Tendo em attengiio as formulas (2), (3) e (4), transfor-
ma-se (1) em

Poe ™ 1 Y Imif 1
_];E"ze ﬂ(1+li:r|" '“J 6 n’('+n‘ )
B f 1méf . 14
e~ 5w ) mw ()
m im im 1m
=€ n Gt i5n° WN
S g 1: %
desprezando em relagiio & unidade PR ST

Por outro lado, applicando a mesma formula de Stirling
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a Po sémente, vem

1 1 1
= Dpdr 9 S
Var.@n) T 2. T 12.3n ~ 360@R)P T oy
e - o v e

"'J. — P
2::.»"(“"'2).9 AT 18u:e=+

1 1
e e~ 1
Vﬁ?i"‘.'
1 [ RN 5 :
=] — e — T e T s
Vaz Bn  128n° :1024?;3
1
" Var

approximadamente.
Logo, fazendo ainda despresos da mesma ordem,

1 " mHt 1 /m?\* )
Pa —— kel s ] (R ST
=7 (-2 5(5) -5(%) +4(5) )

e, porque a expressio encerrada entre parenthesis é o de-
m
senvolvimento de e ~ »,

P"nrg= e
Var

Pondo agora 2me=y, vem

1 ¥
Pﬂme -_—g 1:.-“: ’
Vnn
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1 T
ou fazendo m-——-k

2eh _ 320
P2m5=TC ky-

-
i

h
Vé-se que Pan: é proporecional a e Pl Al pode por-

tanto escrever-se

I/
w(y) = V,‘;- e,

Chegamos 4 lei de Gauss, com uma lei approximada, tanto
mais quanto maior for o numero de origens d’erros.

O merecimento d’esta theoria, devida a Hagen, estd no
caracter elementar que ella tem. As hypotheses d’onde se
partiu é que infelizmente nfio sfio plausiveis. Por virtude
d’ellas os erros elementares seguiriam todos a mesma lei, o
que nio é admissivel,

52. 0 mesmo defeito tem a hypothese mais geral, sobre
que Laplace assentou a sua theoria, que consiste em suppor
os erros elementares em grande numero e sujeitos a uma
lei commum que attribue probabilidade egual a erros nu-
mericamente eguaes.

A theoria de Hagen suppde além d’isso a egualdade dos
erros elementares, o que a torna menos verdadeira; mas é
em compensagio mais simples, e di uma coneepeio muito
lucida do modo como os erros elementares concorrem para
a formacdo do erro total.

Uma outra theoria, que se approxima da de Hagen, é a
de Tait. Este auctor compara o erro resultante de qualquer
prigem ao desvio que existe entre o resultado de um grande
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numero de tiragens de uma urna eontendo espheras bran-
¢as e pretas e o resultado mais provavel da tiragem,

O erro total é aquelle que tem maior probabilidade de
coexistir com os desvios correspondentes ds differentes ori-
gens, suppondo para cada origem uma urna, com um con-
teido desconhecido de espheras brancas e pretas.

Para cada erro elementar acha uma lei exponencial e
tambem para o erro total da férma

3(s) = Ce— 2

53, Mais geral é a hypothese de Bessel: Os erros ele- Theoria de Bes-
mentares actuam segundo leis quaesquer, satisfazendo uni- **
camente & condigiio de serem funegies pares e de os valores
provaveis dos quadrados dos erros elementares serem gran-
dezas da mesma ordem.

Se na formula (4) do n. 48 substituirmos as exponen-
ciaes pelas funccies trignometricas e attendermos a que por
hypothese se tem g,(y,) = %(—¥) 0s senos desappareceriio e
teremos simplesmente

o

1 4=
q:(z)ﬁé—j Pcosz0do
onde P é um produeto de » factores da forma

f il?, (y.) cos Oy, dz,

que se obtém dando a i os valores by By o0np N
H
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Mas desenvolvendo em serie cos Oy, vem

e {y.) cos by, dz,=1 k”B' s 3 (L
i O ! 2_' Dy |- o ]
j—m? ) & 2 24 720

designando por k, k", ... 08 valores provaveis do quadrado,
da 4.* potencia. . . de y,. Tomando os logarithmos neperianos
de ambos os membros e representando o primeiro membro

por S; vem
k_l‘l k.“ k-n
L.S=——084—0 ——08. ..
2 24 720
_f&'_uja-u.M‘@ﬁ ks A
8 48
_k" g6 -
24
o1
" " _ " " __ Mg 1
T b g B0k —15k" k" k" g |
; 2 24 720
Logo
3K, B3R o 302k — 162Kk 3k .,
e . Sk s 720 ¢
¢
gz :-f.-l;“ ']E,{,."i_ ‘Uklv
= e el

cos z0d0 [1 TR A

1 [+=
y(2) = 2—[ ir -

_r_;;l:':_:k_r!_ 1:32:}kﬂ "o Ek“ﬁﬁ%_l l ']‘
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Attendendo agora a que é

. a m —_— "
./-h: * (10 eos 20 e-a1i=—‘£' EL e -
— 0l

como o mostrou Laplace (Theorie analylique des Probabi-
'

lités, liv, I, n.” 25), e fazendo " Y en=1, 2,3..., vem

i Gl
2:k7

v(‘)“ﬁ(l 8)

onde

i) BEE"—EE'(g_ 622 e gt )

T 24 3% ZE
B02KA—163k"k"+-2k" . 452 | 152 25
5 T T20(@K)Y ( 3k '(Zk”j;_(ik”ja)

E facil agora de vér que, por ser n grande, pode des-
prezar-se em g(z) a parte multiplicada por s.
Com effeito, tem-se

zl
e 23 g=_ 1 (83K3-_Zk" | 303K"— 15K +3k"
Varsk T yamdk\ S(3K'E  48(3k") )

correspondendo o segundo membro a z= 0.

Procuremos avaliar a ordem d’esta expressiio. Sendo %'
o valor provavel do quadrado de um erro elementar e sendo
este valor da mesma ordem de grandeza, qualquer que seja
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a origem d’erro considerada, como se suppoz inicialmente,

poderemos considerar k" da ordem ne?, sk"* e 3k™ da ordem

net, 2k"3, =H'K" e zk" da ordem ne®, ..... E portanto serd o
3 5

1.° termo de s da ordem n * e 0 segundo da ordem n ?, isto
é quantidades muito pequena.
Logo, desprezando-os, terd g(z) a férma da lei de Gauss.

54, Resta-nos expor a theoria de Crofton, que é sem
duvida a que satisfaz melhor, pela grande generalidade que
tem a hypothese sobre que assenta.

Suppde-se sdmente que ha um grande numero de origens
de erros, independentes, e taes que cada uma d’ellas actuando
isoladamente produz erros de muito pequena importancia
em relagio aos que resultam de todas as restantes origens
actuando conjunctamente.

Esta importanecia avalia-se, como ji dissémos, pelos valores
provaveis das potenecias dos erros. Diz-se que um erro tem
uma importaneia ou uma influencia ¢ vezes menor do que
um outro guando os valores provaveis das potencias succes-
givas do primeiro sfio diminuidos na proporgio das poten-
cias de egual grau do numero ¢, e o primeiro erro chama-se
um diminutivo do segundo.

Assim, sendo &, &', ¥ ... os valores provaveis de um
erro yz, resultante da combinagiio de —1 origens de erros,

0 erro y; que resulta da origem restante terd os valores pro-
k”’ HH

vaveis correspondentes: A A

i deve ser por hypothese muito grande e em consequen-

kn'ff k“ k}' S

FR e em relagio a —, 2
it Lt

O mesmo se niic pode dizer de A em relagio a ~» porque

cia poderiio desprezar-se A

k' péde ter um valor muito pequeno ou nullo, por ser for-
mado de termos positivos e negativos,
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O erro total z p6de imaginar-se composto dos dois erros
Yue y: e asua lei serd dada (n.° 47) por

e
9(6) = 36) — ke () + X o )

sendo ki e k(" os valores provaveis de y e ? e despre-
zando os termos do grau superior ao 2.° em virtude do que
se disse.

Esta egualdade mostrou a Crofton que a lei do erro total,
niio dependendo senfio de &y’ e k", deve ficar a mesma quando
em vez da verdadeira lei do erro elementar se tomar outra
que permitta desprezar os valores provaveis k", k" ... em
relagio aos dois primeiros; e levou-o 4 deseoberta da lei
! ~ =i _ 1

Var| k,";‘—-.ﬁj,ﬁ) V=

() =

que satisfaz dquellas condigfes.
Com effeito

|' .: e —— e
j + nely)dy = — (y1—kyye 8"—H%) dip
— (=]

o I”F 2_-kl "_T:l?;j

o NG

i-kljj-F e "kn’“—:kf"?dy!:lzkl'

— oo

e analogamente:

"+ o s o] -t (= -u?
’ yf?(yl)dyr--c[, (n—k')e d.*,it—-‘-’kﬁ’ e dy
o J —ee

o — I

ol S

—x—.g', e rty.] i
J —oe



102

representando nesta férmula, para a tornar mais breve,
St

f2-{k H rs)
Tem-se tambem

por C e o expoente de e por u*

.

4 o
’ () dy=k,' (3k,"—2k,?)

[~ -]
{ yio(y)dyr =8k, — 2k,
o =00

T T T F E R N N ] T ]

Por estas férmulas vé-se que os valores provaveis da
primeira e segunda potencia de y se conservaram os mes-
mos: k' e k. Emquanto ao da terceira, quarta, ete., temos
as suas expressoes em funcgiio de k, e k," e por ellas se vé

AT | 1 B i
gue a sua ordem é e @ o attendendo a que &é %/ da

1 1
ordem — e k" da ordem a Podem portanto desprezar-se,

e a lei proposta satisfaz.

Para cada um dos erros elementares i, ¥, ..., Y, ado-
ptamos uma lei da mesma férma, bastando para a sua ex-
pressio analytica affectar as quantidades y, ¥ e k', respe-
ctivamente dos indices 1, 2, ..., n.

Consideremos primeiro sémente o0s erros y e ys, seja z
o erro composto e fi(z:) a sua lei, serd em virtude do que
se vin no n.” 45

fi(z1) = [a1(y)p2(21 — y)dy
oo (!h—'"”z_ '_[_?-'1'_91—5'1']3
58 1 ’-!-WS P a

oo

dyy

—_—

ende se fez para abreviar =V '3l —k,?) @ aa=V/2(ks"—s®).
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Para effectuar a integracgiio notemos que fi(z1) se pode
por sob a forma

kP :
T e
fi(z1) =—l_ e GrA e di
f gt 1
Ve + o

fazendo a substituiciio

Voi +af k:ﬂ: L

] S

o f,
1|gi aigi‘ al ‘. a_:

que lembra, logo que se tenha ordenado o expoente de e se-
e e
gundo as potencias de y. Ora l e dt—y=, portanto

_my— _“‘fﬁ':l’
f!.':zl) L) 1 e af +ad

Vr(@+a)

Considere-se agora o terceiro erro y, e designe-se por
22 0 erro composto; vé-se mesmo sem effeetuar o caleulo que
se obterd para a lei de z:
_(m— Rk —KP
Al) = s ,1 o 5 o +adteal

E finalmente para £f._i(z.—y) = (2)
(e—Ry/—Ry/—...—k,)

\ 1 asgbiul __:'f¥&§+...—|::=
) R TaT... 18

=
1 T =3k
,V'g (Ekir ikﬂ}c t e ””"”""(5)‘ Lei de Crofton.
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E a lei do erro composto a que se chega admittindo
apenas as hypotheses feitas no principio d’esta deduccio.

A funcgfio 3(z) € analoga 4 lei supposta para cada erro
elementar. E facil de vér, porisso, que semelhantemente ao
que succedia com esta ultima se terd, designando por K' o
valor provavel da primeira potencia de 2

oM |

K=" zp(e)dz = Sk.
—o

Se agora dis hypotheses estabelecidas se accrescenta a
de que a lei dos erros seja par, ou que o8 erros positivos
e negativos de egual valor absoluto sejam egualmente pro-
vaveis, os valores provaveis das potencias impares sio
nullos e portanto

w= Ekr: 0
o que reduz 9(z) 4 lei de Gauss.

55. A theoria de Crofton que acabamos de expér
apresenta sobre as anteriores vantagens incontestaveis,

A hypothese de Laplace e a de Hagen, que é um easo
particular da primeira, siio muito restrictas pois que obri-
gam todos os erros elementares a seguir uma mesma lei, o
que esti em desaccordo manifesto com os factos.

As causas ou origens de erros actuam de maneiras muito
variadas, pelo menos na apparencia, e @ priori a unica hy-
pothese razoavel é deixar indeterminada a acciio d’essas
causas,

A theoria de Tait estd livre quasi inteiramente d'esta
critica, mas em compensagio parte de uma supposicio per-
feitamente arbitraria. Demais essa hypothese traz tambem
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a consequencia de que os erros elementares sigam todos
a lei exponencial, o que niio pdde ser acceite, ¢ mostra
que implicitamente se acha contida na hypothese funda-
mental uma restricgfio sobre as férmas das leis dos erros
elementares.

A analyse de Bessel apresenta uma enorme vantagem
sobre as tres anteriores. Aqui os erros elementares seguem
leis quaesquer, comtante que sejam funegSes pares. Exige-se
além d’isso que as differentes origens tenham uma impor-
tancia relativa proximamente egual.

Isto succederd a maior parte das vezes nas observages
modernas.

Mas a hypothese de Crofton é ainda mais geral pois que
apenas se exige que cada origem actuando 86 produza erros

de muito pequena importancia em relagiio aos que produzi-
riam as outras todas actuando simultaneamente.

Como o numero de origens é supposto muito grande,
e isso tanto nesta theoria eomo nas precedentes, é elaro que
esta hypothese equivale a suppdr que os erros elementares
sejam diminutivos do erro total. A amplitude d’esses erros
péde ser finita e até mesmo infinita. Além d’isso a impor-
tancia relativa das origens pide ser bastante diversa, com-
tanto que a de cada uma fique pequena em relagio & com-
binagfio das outras.

Péde haver erros systematicos e a theoria fornece a
formula geral (5) a que chamamos lei de Crofton.

Nio se chega porém 4 lei de Gauss, sem suppor elimi-
nados os erros systematicos.

Todas as outras hypotheses podem ser econsideradas
como casos particulares da de Crofton e porisso a sua
theoria abrange niio sé os erros compativeis com estas hy-
potheses mas ainda muitos outros.

Ella fixa além d’isso as condi¢ies em que é licito es-
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perar que os erros de observagiio sigam approximadamente
a lei de Gauss. Essas condigOes silo:

1. Niio existencia de erros systematicos.

2. Grande numero de causas de erros.

3.5 Erros elementares de uma importancia muito pe-
quena em relagiio ao erro total.

5 6. Eis aqui ainda como se pde fazer uma verificaciio
da lei de Gauss, admittindo que os erros satisfazem ds tres
condigfes acima enunciadas.

Sejam 1, ¥2,. - -,%. 08 erros elementares, g1, 92,-.-,P. 28
suas leis, 2=y -y +...+y, o erro total. Se z seguir a lei
de Gauss, o valor provavel de z¥ serd (capitulo 11, n.° 43)

e 2p! (__l__)ﬁ_ _2}:! (12 P
T oph NILR) T pt \2

3 =
onde M= i 2%,

Para p=2, 8,... vem
zb = 3M?, 2 =15M3,. ..

Caleulemos directamente estes valores provaveis.
Como &

2=n+mpt.. =201+ 22nn

geri

2 =2y




porque
Sy = [[oily)e(y2yyadidys
= [ai(yOndy fo2(y2)y2dy: =

por serem 7, 72 funce¢des pares e yi, y: impares.
Colloquemos

M= 2y

Niio escrevendo os termos em que entram potencias de
grau impar dos erros, porque os seus valores provaveis sio
pelo menos approximadamente nullos, acha-se para o valor
provavel de z*

= 3yt -+ 62y}
ou ainda

Bhms BAR . o vc v as s s5ssenbnvs

desprezando 3y em relagio ao outro Z. Para justificar

este desprezo basta notar que a primeira somma contem n
nin—1)

el
Ora por outro lado é

termos e a segunda

= @)=y =20+ 23yl =23y

o desprezo obedecendo ds mesmas razdes que atriz. Pode
entdio escrever-se

)" L BSRS 27 19 it w1
Comparando (6) e (7) vem
= JM*

conforme & lei de Gauss,
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Passemos ao caleulo de z6:
=3+ 153y} 1+ 903 3 = 90332 s i . .. (8)

approximadamente, attendendo a que o numero de termos
do primeiro xz é n, do segundo n(n—1) e do terceiro
nin — 1)(n—2)

5. g — como & facil de vér,

Mas é
M= (3y1)* = 3(yD? + 830y ) i+ 6 2yiyiyt
ou sensivelmente
M= 83y} iy}
Logo
M =90 el s . (9)

e pelo confronto de (8) com (9)

conforme 4 lei de Gauss.

Em geral z¥ serd sensivelmente

considerando apenas o £ que tem maior numero de termos,




Ora por outro lado é

M= (341,
=p!3yisi...

2p! —— —
-i 2 H

Comparando (10) e (11) vem

P 2p! (Ir_[)"
p! \2

formula que s6 a lei de Gauss dd para o valor provavel de
uma poteneia par do erro.

D’esta analyse conclue-se que, nas condiges suppostas,
o erro total niio segue rigorosamente a lei de Gauss, mas
niio se afasta muito d’ella. E portanto uma confirmacio da
theoria de Crofton.




CAPITULO IV

O principio dos menores quadrados

1. 0 principio dos menores quadrados como consequencia da lel de Gauss

7. No Capitulo I, 11, vimos como a lei dos erros enfra
na formagiio dos valores mais vantajosos em todos os casos
que podem considerar-se na Theoria dos erros.

A probabilidade de cada systema de valores attribuidos
4s incognitas é dada pela férmula (7) do n.° 18, no caso
mais geral definido nesse mesmo numero.

Suppondo ¢ econstante, a probabilidade maxima-corre-
sponde & condigio

& =g, (e)3:(e2) - « . 9.(¢,) = max.

Admittamos a lei de Crofton dada pela férmula (5) do
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n.° 54, que pbde escrever-se, designando por K/ e K/ os
valores provaveis da primeira e da segunda potencia do
erro ¢ da seguinte maneira:

(ei — K12
i ‘[ " i -'-‘i“{.'f'_'l{.u)
ole) = VoK' —K™*) e

K/ =2k/

KI.” . xk.” _!_ (zktr)z o Eklrt'

Com esta lei a condigiio referida torna-se evidentemente
em

sie— K

_‘-I{T—"I(—'!" = ININ. . -
i "

Se, porém, se suppde que niio existem erros systemati-
cos, a lei de Crofton transforma-se na de Gauss, e a condi-
¢fio a que tém de satisfazer os valores mais provaveis das
incognitas 6, por ser neste caso K/=0,

Finalmente, se 08 erros das observagbes seguirem todos
a mesma lei, os denominadores das frac¢bes que compdem
0 ¥ sfio eguaes e a condigiio reduz-se entiio a

St el Hal s U SRR Y




= — =

Os valores mais
provaveis das in-
cognitas  satisfa-
a#m an principio
dos mengres qua-
drados.

Condigles em
que osvalores pro-
vaveis eoiocidem
com 08 mais pro-
vaveis.
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que exprime que deve ser minima a somma dos gquadrados
dos erros das observagdes, D’aqui vem o nome abreviado
de principio dos menores quadrados ao principio expresso
por (3) e ainda aos principios mais geraes dados por (2)
e (1).

Qualquer d’estas condigbes desdobra-se em tantas equa-
¢Oes quantas as incognitas, visto ser (n.° 18)

&=U—0,

W= (¥, 0...4,)

e termos de egualar a zero separadamente as derivadas
parciaes dos primeiros membros de (1), (2) ou (3) em relagiio
a cada uma das incognitas v, vs,...,,.

Entrevé-se assim a possibilidade de resolver o problema
da determinagfio dos valores mais provaveis das incognitas.
O methodo que se emprega em cuja pratiea nfio entraremos,
é conhecido pelo nome de methodo dos menores guadrados.
Elle applica-se sémente ao caso em que as funcedes u, siio
lineares em ordem ds incognitas. Os outros casos reduzem-se
a este commettendo desprezos.

58. Vé-se que o principio dos menores quadrados di
os valores mais provaveis das incognitas, e nfio os valores
provaveis,e sfio estes 0s que devem considerar-se mais van-
tajosos.

Admittindo, porém, a lei de Gauss e suppondo os u, fun-
egOes lineares dos », demonstra-se a coincidencia d’estas
duas especies de valores.

Com effeito, designando por },#,...,%, os yalores das
incognitas que satisfazem & condigfio (2), se estes siio os va-
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lores provaveis, ter-se-ha em virtude da férmula (8) do
n.” 18

O
j (v —v))ody, dy,. .. do. =0,

Esta egualdade verificar-se-ha se (z;— )@ f6r uma fun-
eq¢do impar de (v,—#;), para o que basta demonstrar que ¢
é uma funecgiio par.

Ora ¢ &, diparte o coefficiente constante, egual a

o
—_—

K
e '

E como ¢, =u,—o0; e u, do primeiro grau em relaciio aos
v vé-se que o expoente é do segundo grau em relagio a es-
tas ultimas quantidades, e que, segundo (2), deve attingir o
minimo para os valores v* dos ».

Designando esse expoente por E, poderemos fazer

E=E,+E,

representando por E, o minimo de E, constante, e por Ea
uma funecio de

{t'l BT U:)r (3-'1 i z";"l " I{'ﬂ,, = ?J;}

que deve ser essencialmente positiva, do segundo grau e
annullar-se para

Y= ta=1j.. oY=,
logo serd E uma funcgio homogenea e do segundo grau em

relagiio aos (v —'), como se pretendia demonstrar,
. ;
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0O mesmo suceederd approximadamente se, niio sendo 0s
u funcgies lineares das incognitas, todavia estas tém um
campo de varia¢io muito restricto, como nota Poincaré, a
quem se deve a demonstragio precedente.

1. Demonstracio do principio dos menores quadrados,
prescindindo da lel dos erros

= ©O. Supponhamos agora que, prescindindo da lei dos
erros, se pretende determinar os valores mais vantajosos
das incognitas.

Sejam os u funccdes lineares dos », de sorte que se te-
nham as n equagdes.

avi--bwnten+t...—o=¢ (i=1,2, 3,...m).

Admittamos que os valores de e, eguaes e de signaes con-
trarios sejam egualmente provaveis, isto é, que cada erro ¢
siga uma lei par.

Com esta unica hypothese vamos demonstrar o prineipio
dos menores quadrados, seguindo nos seus tragos geraes uma
elegante analyse de Yarochencko, professor da Universidade
de Odessa, fundada no theorema seguinte de Tehébychef :

Designando por a, b, ¢, ... os valores provaveis das quan-
tidades 2, ¥, 2,... € por ai, bi, €1, ... 08 valores provaveis
dos seus quadrados 2?, y% z% ..., a probabilidade de que a
somma z-¥ -z ... esteja comprehendida entre os limites

atblet...+aVa+bh+a+...—a—b—c—...

g+b+et...—afatbhtot... —@—b—c—...




serd sempre maior do que l—é, qualquer que seja « (#).
Multiplique-se cada uma das equagtes dadas por um certo

multiplicador % e sommem-se os resultados; effectuem-se as

mesmas operacbes com um segundo systema de multipliea-

| dores 1; e assim por diante.

Ter-se-ha

vi=3XAdo0+3zde
| m=xNo+z¥e
vn=xil0o+x¥e

e N @)

ga os systemas de multiplicadores siio escolhidos de modo a
satisfazer ds equagies

tha=1, 22 b=0, 2ie=0,...)
zNa=1, tNb=0, t¥e¢=0,...
2¥Wa=1, s¥b=0, zie=0,...

Como cada systema de multiplicadores contém »n e o nu-
mero das equagdes (5) em cada linha é egual ao numero das
incognitas » e portanio menor do que n, os A nio ficam de-
terminados e por isso podemos dispdr d'essa indeterminacfio
de maneira que os valores mais vantajosos sejam

vi=3do, ma=3xlo, m=xi
Para isso procuremos os limites dos erros tie, x Ve, £, ...
d’estes valores.

(#) Para a demonstracio d'este theorema vid, Journ. de Liou-
ville, 2¢ série, t. xm, p. 177, 1867,
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Sejam P/, P/ os valores provaveis de Le e A2l
O Theorema citado de Tchébychef diz-nos que a proba-
bilidade de xie estar encerrado entre os limites

YT oy SRV L L
t!
serd sempre maior do que 1 o

Mas em virtude da hypothese d’onde partimos & evidente
que

Além d'isso, designando eomo atraz por K o valor pro-
vavel de ¢?, serd

P =)\2K/.

Logo os_limites procurados sio
0 aa g AT
7 Ve K'2® e }.f. VK22,

e analogamente para as outras incognitas.
Estes limites seriio o8 menores possiveis se escolhermos
0s 4 de maneira que

ZK"¥=min., ZK'V*=min., ZK"X"?=min.,...(6)

e os valores das incognitas correspondentes a estes valores
dos J seriio os mais vantajosos. Para cada probabilidade

ti
1— = dada ecommettem-se com estes valores 0os menores erros

possiveis,
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Vamos agora vér que as condi¢bes (6), junctas ds (5), equi-
valem a (2) ou ao prineipio dos menores gquadrados.

Com effeito, consideremos o primeiro systema dos 2, que
deve satisfazer ds seguintes condigbes:

2K'%=min., Zla—1=0, Z1b=0, Sle=0,.... (7).

Multipliquem-se estas equacdes & excepg¢iio da primeira
por factores indeterminados 2q¢i, 242, 2¢3,....
Podemos substituil-as todas pela condi¢iio uniea:

2K —2q(Za—1)—2q2 20 —2¢3 Zle—...=min.;
que se desdobra nas seguintes, por derivagiio:

Ki'"hw=quar+qbi-+qgaer ..
K" la=quaa+qabs+qzeat-...

Ki"lg =quas+ qaby -

Multipliquemos agora estas equagdes por —ai", -air.;, ﬂn,
st K" Ka"' K3
1 : |

e sommemos; depois por K Kt e sommemos de novo;
e assim por diante. Tendo em attencfio (7), vird
ab ae \

L aa | o
l=qzg TRt @it

i0E, A0b | ibe
U-L—QI_K,;‘—Q-R_K,,': qs:K,,-+-...

'E'm 1 \-Cb ! b
0=qe_.K”—,—q:_]{,,-r'?alki,'r“-
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Resolvendo este systema, vem

__& Az A;
qi B.'P:H R,Q3 R* ......... vasny

designando por R o determinante dos coefficientes das in-
cognitas e por Ay, Az, A3... 0s menores d’este determinante
relativos aos elementos da 1.* linha.

Substituindo em (8) estes valores, vem

. \
R = Kﬂ A:-.-K—ir, By '.K" Ci+... |
3 i e
Blem 2 Aeb 2 Bt 2 Ot |
o gy gy O Vo 205 (10).
as b3 . G ¢
R Ky A; K Bs - Ky’ Cs4...

Multiplicando agora estas equag¢Ges por o4, 02, 03... @
sommando, vem a 1.* das segunintes

Ruy= J'l.iZK,..". i-!.uh” A.‘LZ§:_, :
Rosee B Bs 2.’:0 B 00 ,

= 11.}{”. K 8 25 "”'r....(il),
Res =012 3+ O30 i+ Cos gt

obtendo-se as restantes por uma analyse semelhante appli-
cada és incognitas vz, v3, ..., € em que By, Bz, Bs... siio
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os menores de R em relagiio aos elementos da 2. linha; Cy,

Cz, Cs,..., em relagio aos elementos da 3.* linha,... ete.
As equacdes (11) mostram que podem considerar-se as in-

cognitas como sendo solugbes do systema seguinte:

ae | 3 ao |
S

2’ }:cm._:_ S
12 i TR T

ba | bbb |  be bo

ylz K”__ M2 K”:","i'az K“T LR K\

ce
?"‘2 my i

attendendo a que os 2.” membros de (11) sfio os resultados
da substitui¢fio no determinante symetrico R dos elementos
da 1.4, 2.4, 3.»,... columnas ou da 1., 2., 3.%... linhas
pelos 2. membros de (12).

Ora o systhema (12) é equivalente dquelle em que se des-
dobra a condi¢io (2) pela derivagiio parcial em ordem a
cada uma das incognitas. Com effeito, obtem-se d'este modo
as chamadas equagbes normaes:

2y i (2] PN a
s TG TR

4 by o+ s
1

e

que se transformam em (12) substituindo e, ez, e3... pelas
suas expressdes tiradas das equagbes dadas.
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6 O. Notemos que esta condigiio simplifica-se quando se
suppde que os erros seguem todos a mesma lei e estiio com-
prehendidos entre os mesmos limites. Porque n'esse easo
serd

Klr.l sy K‘j” s Kau =L
e as condigles (6) reduzem-se a
Z¥=min., Z¥*=min., IV =min., ...,

que, como o0 mostra uma analyse semelhante 4 do n.® ante-
cedente, sfio equivalentes a

Z ¢? = min.

E o que suceede no caso das observagdes de egual preci-
sdio, em que deve attribuir-se egual probabilidade & suppo-
sigio de qualquer dos erros ei, e:, e;... ter um valor de-
terminado.

Finalmente no caso das observagdes directas egualmente
precisas as equacdes dadas serio de forma

V—0,= ¢

e a ultima condi¢fio dard

isto é, a media arithmetica das observacfes.

6 1. Osraciocinios feitos nos dois numeros precedentes
partem da supposi¢iio essencial de que os erros de eada
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observacio com o mesmo valor absoluto sejam egualmente
provaveis, isto €, que niio existam erros systematicos.

Notamos ji no capitulo I, n.” 6, que a imperfeicio dos
instrumentos de que o observador usa nfio lhe permitte ir
alem de uma certa ordem de unidades na avaliagio de uma
grandeza pela observacgio.

O erro verdadeiro ¢ da observagiio o, compdr-se-ha de
um numero inteiro N; de unidades w d’esta -ordem e mais
uma fraeciio que representaremos por I,, Serd

e=Nu+I, L < ul.

A parcella I, péde considerar-se sempre positiva ; a outra
parcella N;u serd positiva ou negativa conforme o erro ver-
dadeiro é maior ou menor do que I,. Esta ultima quanti-
dade &, pois, uma constante; é um erro que ha de com-
metter-se sempre, cuja probabilidade é egual 4 unidade, e
por isso se chama inevitavel.

Suppondo desviados os erros systematicos, a parte E,=N,u
do erro sera accidental e portanto poderi sujeitar-se 4 hypo-
these fundamental do n.° 59.

Seria agora facil de refazer a analyse d’'esse mesmo nu-
mero e de chegar 4 condigiio

e—I)* E? x
E_()('} =E—x,,-=mm. R e G

onde x,” é o valor provavel do quadrado do erro E,;. Basta
notar que o valor de #»y, por exemplo, terd agora a férma

m=2lo+2Z)I+Z)E.

Os limites provaveis de ZAE serfio em virtude do theo-




rema de Tchébychef e de consideragtes perfeitamente seme-
lhantes ds que se fizeram para Z7¢e no citado numero,

2 ns e e

: |
com uma probabilidade maior do que 1 —%.

Esses limites serfio os mais estreitos possivel se
2 y/'}3 =min.,

condi¢iio que equivale a (14).
O valor mais vantajoso de »; é, pois,

p=2lo+ 221,

Resta-nos mostrar a identidade entre as condigdes (14)
e (1)

Para isso vamos primeiro demonstrar, com Yarochencko,
que o erro inevitavel de uma observagio é egual ao valor
provavel do erro verdadeiro d’esta observagio.

Seja a observagiio v;, ¢ =E,+ I, o erro verdadeiro, o va-
lor K/ provavel d’este erro serd, designando por P, ,, P 4,...,
P, . as probabilidades dos differentes valores possiveis de E;,

Com effeito, é, por ser E; um erro accidental, vW=0; e
por outro lado
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porque a somma das probabilidades de todas as supposigfes
possiveis sobre o valor de uma grandeza equivale 4 certeza.
Procuremos agora K., valor provavel de &?. E

.__,: +1)*
2

<A T

E! é a quantidade que nés designamos acima por x,". O
segundo termo 2 E I, é nullo, porque

SE,L=2I.E,=2K/y/=0.

Finalmente

[=12=K",
Logo
K/ =x/+K/;

¢ a condigfio (14) transforma-se em

=
24 KTKR =min.,
como se pretendia demonstrar.

O raciocinio feito applica-se ao caso mais geral de exis-
tirem outros erros systematicos alem do erro inevitavel;
K/ seria entfio egual 4 parte systematica do erro.

€6 2. Em resumo: Se o systema de equagbes dado for  nouw deal
linear, quaesquer que sejam as leis dos erros os valores
mais vantajosos das incognitas siio os que satisfazem 4 con-
digiio (1), correspondente 4 lei de Crofton. Nfo existindo
erros systematicos, a condigiio simplifica-se reduzindo-se
a (2), que é uma consequencia da lei de Gauss,
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Como, porém, existe sempre, pelo menos, o erro inevi-
tavel a lei de Gauss nfio serd applicavel com rigor, mas serd
tanto mais approximada quanto menor valor tiver a quan-
tidade K/,

A demonstrag¢iio de Yarochencko, que é uma simplieagfio
da analyse de Laplace, que aqui nfio podemos expdr, tem,
como esta, o defeito de exigir que as equagdes finaes que

dfio os valores mais vantajosos sejam uma combinagfio linear
das equacdes dadas. Alem d’isso estas siio taml}em, por
hypothese, lineares,

Emrigor o que fica demonstrado é que, no caso das equa-
¢bes propostas serem lineares, d’entre os systhemas de equa-
¢oes tambem lineares que se podem substituir ao dado, é
mais vantajoso aquelle que resulta da condico (1), havendo
erros systematicos ou da condicfio (2), niio os havendo.

Esta solugiio, que deixa muito a desejar sob o ponto de
vista theorico, satisfaz praticamente, porque os caleulos
tornar-se-hiam extremamente complicados se fosse preciso
recorrer a combinagdes niio lineares; e basta para isso lem-
brar que a applicag¢io do methodo dos menores quadrados
é ji muito trabalhosa.

No caso das observagies de egual precisiio os ealeulos
sflo muito menos laboriosos e mal se pdde dar a razio de
preferencia que acabamos de apontar. Fazer a restricciio
de que as equaches finaes sejam lineares equivale a (vid.
n.” 25) adoptar o raciocinio de Ellis. Mas se as observagdes
sfio sensivelmente concordantes nds vimos no capitulo II, 1
que a media arithmetica pouco péde differir dos outros va-
lores que é admissivel attribuir 4 inecognita; vimos alem
d'isso que niio se conseguiu ainda provar que qualquer
d'estes valores seja preferivel 4 media arithmetica, embora
ndo tenha tambem sido possivel demonstrar a preferencia
d'esta sobre todos aquelles. Emquanto, pois, esta ignoran-
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cia persistir, a media offerece sobre as restantes solucdes
a vantagem de simplicidade e por isso é geralmente ado-
ptada.

Mas devemos observar, e neste ponto estamos de accordo
com Estienne, que a media arithmetica nfio pide nunca eli-
minar os erros systematicos ¢ em particular o erro inevi-
tavel, que, affectando todos os resulfados das observacdes
de egual modo, se conserva integralmente na media.

Pelo que respeita aos outros casos mais complexos a
analyse de Yarochencko fornece uma justificacfio muito no-
tavel do methodo dos menores quadrados.

Sob o ponto de vista da eonstituicio da Theoria dos erros
como seciencia, é todavia preferivel a primeira demonstraciio
que demos do principio dos menores quadrados.

D'este modo a Theoria dos erros apparece como um
ramo do Caleulo das probabilidades, definem-se os valores
mais vantajosos das incognitas, determina-se a lei dos erros
de que elles dependem, e o principio dos menores quadrados
resulta como uma nova maneira de definir aquelles valores,
que conduz direetamente ao methodo dos menores quadrados,

Ao contrario no processo de Yarochencko niio se dd uma
definigiio prévia dos valores mais vantajosos das incognitas;
impde-se uma determinada combinagiio das equagdes pro-
postas e d'enfre as solugles possiveis a que essa marcha
conduz escolhe-se entio a mais conveniente,

E preciso, porém, acerescentar que, nio sendo rigorosa
a deducgiio analytica da lei dos erros, s6 a verificacio ex-
perimental poderd decidir definitivamente se a approxima-
¢io é sufficiente.

FIM.
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