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De entre as brilhantes qualidades que nobilitam v. ex.?, é sem duvida— o amor da patria— uma das
que mais lhe téem grangeado o respeito e a estima de quantos se presam por haverem nascido portuguezes
Incansavel tem sido v. ex.” em promover todos os melhoramentos que possam contribuir para a prospe-
ridade d’este reino; e, de tao gloriosa tarefa, ndo tem certamente cabido o menor quinhao ao desenvolvimento
das sciencias, para o qual é um poderoso incentivo a decidida protec¢do que encontram da parte de v. ex.*
aquelles que as cultivam.
~ Eisto que me anima-a solicitar de v. ex.* a subida honra de permittir-me que lhe dedique o presente
irabalho; e se v. ex.* o achar de alguma utilidade, e se dignar acceital-o benevolamente, concedera grande
merce ao

De v. ex.*

Respeitosissimo admirador

Lisboa, 10 de maio de 1878.
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As abobadas, lanto as de barrete de clerigo como as de aresla, sio de um emprego frequentissimo nas construcgdes,
e por isso muitas vezes ha que calcular-lhes a superficie e a capacidade.

Infinito é o numero das curvas que poflem ser empregadas como directrizes dos cylindros que entram na formagio
de uma abobada, mas pareceu-nos que sufficientemente altendidas ficariam as necessidades da pratica se, de entre todas
as curvas, apenas adoptassemos a ellipse, a hyperbole, a parabola e a ogiva. E com os cylindros tendo por base cada uma
d’estas curvas que constituimos o0s quatro primeiros capitulos do presente trabalho.

Cada um dos mencionados capitulos se divide em duas partes, a primeira das quaes se refere & snperficie das abo-
badas, referindo-se a segunda & capacidade d’ellas; em cada parte se estudam separadamente a abobada de barrete de
clerigo e a de aresta, considerando-se para cada uma dois casos, dos quaes o primeiro tem logar quando os cylindros se
cortam orthogonalmente e o segundo quando é obliqua a incidencia de um sobre o outro, e finalmente em cada caso de-
duzimos as formulas que correspondem ds differentes variedades da directriz considerada.

Julgdmos que a abobada de torre circular, cujo emprego nio é raro em obras de fortificacio, teria justificado cabi-
mento n’este trabalho, e por isso formdmos com ella o 5.° capitulo, o qual, como 0s quatro primeiros, se divide em duoas
partes, referindo-se a primeira & superficie das abobadas e a segunda & sua capacidade, e em cada parte se estudam em
separado a abobada de barrete de clerigo e a de aresta.

Frequente é o emprego das escadas de caracol e por isso importa saber avaliar-lhes a superficie e a capacidade, mas
nio podendo entrar as suas abobadas na categoria das de barrete de clerigo ou na das de aresta, tivemos por mais pro-
prio constituir com similhante estudo um appendice que dividimos em dois capitulos dos quaes o primeiro se refere ao
caso em que a abobada é o helicoide de plano director, e 0 segundo ao caso em que é a ponte de S. Gil.

0 capitulo 1.° do presente trabalho foi publicado na Revista de obras publicas e minas, no anno de 1876, e o que en-
tdo dissemos repetimol-o ainda hoje : ao intentar esta publicacio instiga-nos unicamente o desejo de contribuirmos com 0
nosso subsidio, embora pouco valioso, paré' a resolugiio de alguns problemas cuja importancia ninguem ousara negar, e
que tio pouco estndados téem sido até ao presente.
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CAPITULO 1

CYLINDROS DE BASE ELLIPTICA

PARTE 1

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Comegando pelo caso em que os cylindros se cortam orthogonalmente, referiremos a abobada (fig. 1) a tres planos
coordenados dos quaes o dos (zy) serd o das impostas e 0s dos (xz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estio
rebatidas em (2y).

Se representarmos por b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, sendo Oa=0a;—=a, ¢ Oa'=
Oa’y=a/, as equacdes das ellipses directrizes serfo,

em aba, Azt 2ot —ab?

e em a'ba'y a?232 4+ RPp=ah?

das quaes se tira = =%Vm : )
y=GVE=2 @

Os arcos elementares, ds da primeira d’estas curvas e ds: da segunda, serio

expressoes que, pela substitui¢do na primeira de (%) tirado da equacio (1) e na segunda de (gf) tirado da equacdo (2)
se transformam em ;

s J@E=BETR
ds = ds T(aa)‘_"?-s{):‘ @)

@ —p) 22 f b
d.,=dz\/ B —a) %)

Ora, se cortarmos a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um
dos triangulos curvos que se projectam em AoA’, A'oAy, ete., ficard dividido em rectangulos infinitamente pequenos, e
para determinar a area de um d’estes multiplicar-se-ha a intersec¢do do plano secante horisontal com um dos triangulos
curvos pelo elemento ds da ellipse base ou directriz do cylindro a que o triangulo pertencer ; por exemplo: a area do re-
ctangulo projectado A’Aigm determinar-se-ha multiplicando mq pelo elemento da ellipse directriz do cylindro cujas
impostas estdo em AiA’ e AAs, poisque evidentemente este arco elementar é a altura do rectangulo que tem por

se mq.
As areas dos rectangulos A'Aigm e AA'mn exprimir-se-hdo pois por
A'Aq gm = mq >< ds; AA' ' mn =mn > ds

mas como, para um mesmo valor de z
mg=m'q¢ =2z mu=p ¢'=12

serd A Agm =2z xds AA/mn =2y < ds
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¢ enldo os triangulos curvos A'od; e AoA’ terdo os valores

=h =
A oA =2z > ds, AoA'=2ﬁ><ds

1=9 fmo

e pondo na primeira d’estas ignaldades os valores (1) e (%) e na segunda os valores (2) e (3), vird

10

AfoA.—Eafdz,/ £ *"’ 24i=2ax] [ar+b\/ Jbﬁmz%’#_) ()
[ ;az-hz) ]

AoA! =2 “— PR e (6)
0 afdz\/ + @ x<1 a+b\/ . 0&.342949 J

ou, se representarmos por S, a superficie do triangulo cuja base é 2a e por S a do triangulo de base 24/,

a"a'
2

+
™)
|
%=

EALUE ) (EE_;_ a'z—bg) 7
bt
S,=a|d+b \/a,z_b,x v t_n

0,4342965 -

plnr— + \/oz— b2
Sy =a [a +b \/az e (1)

0 5342945

E claro que a formula (I) somente sera applicavel emquanto @'> b, porque do contrario se torna imaginaria, e pela
mesma rasio so poderd empregar-se a formula (II) quando a>> b ; mas succedendo que a’<Cb, on a<Cb, daremos aos va-
lores de A'oAs e AoA’ a seguinte férma

(*)

P %
Ao = 2!{] dzJ — _az 2=2ax1 a+b« 2 5 < arc. sen. \{bz_b;"z- (1)
bz—at ' i 02 — a?
' =2 gl - 2—9q . Sen.
AoA Safdz\/l < 2a x< l_a-}-b\/bz__azxan sen \/ 7 J (8)
g I bt W2 —a
on b¢=a[a’+b\2m><arc.seﬂ. 7

bz—a’
= f
S/ =a [a+b \/Iﬂ—- > are, sen. —— _ (IV)

(1)

Se succeder que seja a'=>» nio poderemos empregar gua!quer das formulas (I) ou (IIl) porque se tornam indeter-
minadas, e outro tanto succederd as formulas (II) e (IV) quando @==1b; mas no primeiro caso as equacdes (5) e (7), e no
segundo as equacdes (6) e (8) reduzir-se-hdo respectivamente a

A'oA;--—-!aﬁs
o

b
AoA’==2afd:

ou 8,=2ab )
8y =2db . (V)
- Finalmente, se for a=a'="b, as formulas (1), (II), (IlI) e (l\‘) serdo inapplicaveis, como ha pouco mdlcémos, mas
das (V) e (VI) tirar-se-ha
§,=8/=2a (Vil)
A superficie total do barrete de clerigo sera evidentemente
B=2(S.48)) @)

r?sta:do apenas subslituir n’esta expressio os valores de S; e S correspondentes 4s relagdes que tiverem logar entre a,
a'e

(1) Vide nota 4=
Vide nota 2=



5

~ Tratemos agora o caso em que os cylindros se cortam obliquamente, sendo 6 o angulo agudo formado pelos seus
Cix0s.
Referiremos ainda a abobada (fig. 2) a tres planos coordenados dos quaes o dos (zy) serd o das impostas, e os dos
fsz) e dos (y2) os das ellipses directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as seccdes rectas dos mesmos, estio rebati-
as em (zy).
~ Se for b a altara do vertice da ahobada acima do plano das impostas, sendo Oa = 0ay=a o semi-eixo horisontal da
ellipse directriz aba; e Oa'=0a'y=a’' 0 semi-eixo horisontal da ellipse directriz a'ba’s, 0 semi-eixo horisontal z == 0u =
Oz da sec¢do recta aboy serd z=asen 0, e o semi-eixo horisontal da sec¢io recta e'bay serd «' =a'sen 6, e assim teremos
as equacoes

emaba a2 Rt =al?
em a' bay' a? 24 Ry = a2 2
emabey a? sen? 0 52 - b? 2% = a? sen? H 2
eemea' by a2 sen? 032 -+ b2 4% = a'2 sen? 0 b?

tirando-se da primeira i c_; B — 22 (9

e da segunda y=%* \/bz_ 5 (10)

0s arcos elementares das seccOes rectas serio

ema b e ds’=dz\{(%-rf)z+i
154l r T R
eema'bay iasnlt «(ggf)!_{_l

expresses que evidentemente se obtéem de (3) e (4) substituindo n’estas @ e a' por asenf e a'send, e entdo

L (a2 sen? 6 — b2) 22 4 W

da"-—dz\/ R = ) (11)
GE (a' sen20 — b?) 22 L b

ds'y=dz 7 (R — 22) (12)

Cortando a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos
triangulos curvos 4oB, BoA', elc., ficara dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos e para determinar a area
de um d’estes multiplicar-se-ha a intersec¢do do plano secante no triangulo curvo pelo elemento ds da secciio recta do cy-
lindro a que o triangulo pertencer; por exemplo: a area do parallelogrammo projectado em ABmn obter-se-ha multipli-
cando mn pelo elemento ds da sec¢do recta do cylindro cujas impostas estdo em AB e A'B'. E claro que o arco elementar,
n’este caso, deve ser tomado na seccdo recta e ndo na directriz, poisque esta € obliqua s geratrizes emquanto que aquella
lhes é perpendicular, sendo portanto os seus elementos as alturas dos parallelogrammos elementares.

As areas dos parallelogrammos BA'gm e ABmn exprimir-se-hdo por

BA"qm.-fquds-'; A B mn = mn > ds/
mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m'g' =2z mn=p'q'=2y
sera BA gm=2z < ds', ABmn=2yxds

sendo entdo os valores dos triangulos curvos

=h "=h
Bo A'=2 |z>dsy AaB=2 |y>ds

¢ pondo na primeira d’estas igualdades os valores (9) e (12) e na segunda os valores (10) e (11) vira

a? sen2 0— b2\ |()
Y TR P e S | B

“B':'wﬁ’ \/(“!_.ﬁ&':ﬁ)ﬁ"’*'wxi[“”’”b \/a!wb’o_._bz x#-(“?':ﬂ\&/’;”";;_m)] =

(1) Applica-se a nota 1.*
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ou, se representarmos por S'; a superficie do triangulo curvo cuja base é 2a e por S'y a do triangulo da base 22/

a’sen8+\/a’28&ﬂ’°-'
£i9 | 5 (Vi)
§,=al a sma"i_b“aagsm!a_b! 04342945
aseud f:xzsm2
> Sl e +\/ ) (IX)
o azsmzﬂ—-b’ 0,4342945

A formula (VIII) deixard de ser applicavel quando a’sen 9 <b, e outro tanto succedera & formula (IX) quando
a sen 6 <b, mas entdo daremos 4s expressoes (13) e (14) a férma seguinte :

b2 — a2 sen? b 1] b2 b2 — a? sen? 0
AoB———Sw‘ﬁz\/i—( ';m )zz=2a’><§l.asm0+b e il sen\/——-f;:
ou . b2 b2—a'sen? 6
S’,—al_a’sm&-l—b\/bz aa,mzoxarcsﬂl\/————} (X)

§ / b2 b — a2 sen? 6
64 b — - : |
asen 6 - b son¥o > are m\/ 7 I (XI)

Se for a’ sen 6=b as formulas (VIII) e (X) tornar-se-hdo indeterminadas, e outro tanto succederd s formulas (IX) e
(XI) quando a sen6=>0; mas no primeiro caso as equacgdes (13) e (15), e no segundo as equacdes (14) e (16) reduozir-se-

hdo respectivamente a
BoA=2a ﬁx

A0B=2a’ﬁz

ou §,=2ab (XII)

(16)

T g f
8y=a

Sy=2ab (XIII)

Finalmente, se for a senf =a' sen = b, serdo inapplicaveis, como ha pouco indicdmos, as formulas (VIII), (IX), (X)
e (X1), mas das (XII) e (XIII) tirar-se-ha
§,=8=2asen b $ (XIV)

A saperficie total do barrete de clerigo serd n’este caso dada pela igualdade
B,=2(8, -+ 8y ) (8)

que tomard differentes formas segundo as relacdes que houver entre a, @/, b e senf.

ABOBADA DE ARESTA

N’esta especie de abobadas, similhantemente ao que fizemos por occasi@o de estudar as de barrete de clerigo, trata-
remos em primeiro logar do caso em que os cylindros se cortam orthogonalmente.

A superficie da abobada de aresta ¢ igaal 4 somma das superficies dos cylindros que a formam, menos a do barrete
de clerigo por elles formado. Sendo (ﬁg. 1) C, a superficie do ?lmdro que tem de comprimento 2a’ e para base a ellipse
a b ay, cuja equacio é a? 22+ b? 2 = a? b, e C, a superficie do cylindro que tem de comprimento 2a e para base a elli-

pse @' b ay’, cuja equacdo é a’ ? 2 4 b? y* = a” b?, quando fora>b,efazendo- P-—_e, teremos
- '_!!! it 3 St e .S 8 Im—1 ..\ , @)
Cv“”[’ (a') 3(2'1.") 5(:‘4'5") ol z.-a(z'a's”"“ 2 ")]x’“ Xxv)

{1{ Applica-se a nota 2.»
2)0 volvimento da semi-ellipse que tem 2 p para eixo maior e 2 ¢ para eixo menor ¢

p[’—(%')z_’(; 2 ) (; i :6’) ........ i’;fl‘_'i(é-i' 5 ______ ,_1;%‘_),}

sendo e = —
P
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e do mesmo modo quando for &/> b, e fazendoV-22 —¥_ ¢/,

1_(1¢)=_1(1.§e=)=_.1(u,mu=_ ....... 438 Am—i ’]xsa (XVI)
: S\Rik6 B

2

e
¢ S 2 3\2° 4 2°5°6 am

Se for a << b, fazendo }/bzhb—'ff= e,

' 1 ,\2_ 471 3.\ 1/1 3 5,\ 1 138 2m—1 .\2
= 1— (= il =) ===, 2 ¥ = i i e = ]
G bl_ (2’) 3(2 48) 5(2‘4'6”’) """ 2m—1(2'a‘6 bl "')]x“ -
¢ do mesmo modo quando a'<<b, fazendo V2 b—a”=e‘,
TR TR RO L B PR O WVIEOL. S0k o . 1% 2m—1 m)
Co=rb| 1 (2e) :_;(E.&ez) s(i'i'ﬁ"s) ...... zm—i(i'a‘ﬁ . ef)_lxza (XVIH)
Se succeder que seja a = b as formulas (XV) e (XVII) reduzem-se a
C,=max2a (XIX)
e sendo a'="b as formulas (XVI) e (XVIII) reduzem-se a
Cy==a'><2a (XX)
Finalmente, no caso de ser a=a'=10, das formulas (XIX) e (XX) tira-se
C,=Cy=2xa? (XXI)

A superficie A. da abobada de aresta, sendo B; (formula «) a do barrete de clerigo comprehendido pelos cylindros

que formam aquella, serd
A,=C.+Cs—B, «)

expressdo cujo segundo membro tomara differentes formas segundo as relagdes existentes entre a, @’ e b.

Quando os cylindros se cortarem obliquamente, sendo 6 o angulo agudo formado pelos seus eixos (fig. 2) ainda a su-
perficie da abobada de aresta serd igual 4 somma das superficies dos cylindros menos a do barrete de clerigo. Ora como
a superficie de um cylindro € igual ao producto da geratriz pelo perimetro da secgdo recta, se for €' 0 cylindro que tem
por geratriz 2a’ e por seccdo recta a ellipse « b« expressa pela equacio a? sen® 6 22 |- b? 2, = a? sen? 6 b2, sendo C'?
0 cylindro que tem por geratriz 2a e por sec¢io recta a ellipse ' b 2/, expressa pela equagio a'? sen?0z? 4 b? Y=
Va2 sen? — b2

a'® sen? 6 b2, quando for a sen 6 > b, fazendo e s — 0, leremos
(P 5 5 B S | B A T 1 o, 2m—1,.\? "

Jip—. l_ g e = ——a =, = e T —_——— — = s e s——— T

c. ”“’"“[ (2") 3(2 a"’) 5(2 & s"’) 2m-—{(2 2’6 Im ):l"""f (EES)
e quando for a’ sen© > b, fazendo Va2sen®0 —1 __ o1,

a' sen 6

1 vl Vol B i 8. 4.1 38 2_«-._—__lr-=]
c, na'mﬂll (ge.) 3(,.“;:) 5(2'4.'3“) ...... Sm—i(!'&'ﬁ""" e ) > 2a (XXII)

Se for a sen 6 < b, fazendo W”+"”"“=e{,

: - 2
O.mxb _1_.(iel)’—i(%.é;e,s)‘_i(ié.gen)‘—......—h’_l (;.%.g......”;m ’a,-) ] > 2a (XXIV)

2 3 512
e do mesmo modo quando a’ sen 6 < b, fazendo 5‘-:”_°= ey,
Lo —abe TN P RN 8 O £ 3 % o Lot N yE gm—1_,.\?

c‘.f—’ﬂb[_l'—(if! ) 3(5.;0{2) “'—E(E.E.E!l:) oooooo 2”’-—-‘("4'8.....' ™ fl" )]x’n(xxV)

As formulas (XXII) e (XXIV) quando a sen 6= b reduzem-se a
C,=masenbx2a {XXVI)

e as formulas (XXIII) e (XXV) quando a’ sen 6=>5 reduzem-se a

Cy=masent X2a (XXVII)

(') Applica-se a nota (2)a pag. 6.
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Finalmente, sendo a sen 6 = a' sen 6 =0, as duas ullimas formulas dao
C,=Cy=2=atsend (XXVII)

N'este caso, do mesmo modo que quando os cylindros se cortam orthogonalmente, sendo A’s a superficie da abobada
de aresla, e B's (formula ) a do barrele de clerigo correspondente, serd

A/=C,+Cy—B, (%)

expressio que tomard differentes formas segundo as relacoes que houver entre a, a’, b e sen 0.

Recapitulacdo das formulas a empregar para a avaliacdo da superficie das abobadas

Cortando-se os cylindros orthogonalmente

Abobada de barrete de clerigo Abobada de aresta Abobada de barrele de clerigo Abobada de aresta "
Relagbes onteo B, =2 (Sa + Su) Ay = Ca+ Cor — 2 (Sa + Su)) Relagdes entee By =2(Sa + Su) Ay = Ca + Coy ~ 2 (Sa+ Sa))
a, ale ] - . a,ae — —
Sa Sur Ca Ca Sa Sar Ca Car
o > ? A 14 i) == b | »
a>0 l I Xy XVI 5 { A ¥H Vi XXI XXI
ala
e
l
a>bh ’ Gid
a >b I [ XV XV a<h I VI XIX XV
a=ua' ‘ y . |
a<b
S I XV XX i i} v XV XVIII
a § a'
shabds; |
| '~
a>h . a<b l
) I 1 XV Xvit a' <b 11 11 Xvi Xvir
a' <) & sl ‘
|
Os valores de 8, e S, para a abobada de aresia sdo os indicados em cada caso correspondente da abobada de barrete de clerigo.

———

Cortando-se os cylindros obliguamente

Abobada de barrete de clerigo Abobada de arrsla- Abobada de barrete de clerigo Abobada de aresta
it wiv B, =28+ 5w)  [Ae=ClatCa—2(u+5) | Relagdos entre By =2(Sat )  |Ay=ClatCar—2(5 + )
a, @'y b, esen @ -~ — a,a', b, esenp . — -
Sy Slqr C'a Clay 8y Slay G Clw
I
asenh>b
@ senh>b } il IX XXl XX = XIv XIV | XXVHI | XXV
a § a' ,
6> h h
@ sen ==
a'send>b ! Vil VIil XX XXII :.1'-‘;;:2% p 4 X XXVI XXV
= 4a
= - asen b < g
a sen ' 'send
oy oo Gk S X XXIt XXV a : o : X XI XXIV | XXV
xS
6<b
asgenh>h c e
" @'send <b ! X IX XX XXV a:es:ﬁb X X XXIV XXIV

Os valores de 8, e §', para a abobada de aresta sdo os indicados em cada caso correspondente da abobada de barrete de clerigo.



PARTE 11

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Empregaremos na determinacio das formulas para a avaliagio da capacidade das abobadas a mesma ordem que se-
guimos ao tratar das superficies, comecando pela abobada de barrete de clerigo no caso em que os cylindros se cortam
orthogonalmente.

Cortando a abobada (fig. 1), por planos mnpg parallelos ao das impostas ¢ infinitamente proximos entre si, ficara ella
dividida em parallelipipedos infinitamente pequenos de base rectangular. Ora, para um dado valor de z a base do paral-
lelipipedo elementar é

: muapg=mg>xmn

e como mq:m’q’:ﬁz mn=rp q'=2y

serd a capacidade do barrele de clerigo, em virtude dos valores (1) e (2)

ou B,zgﬂa'h (l]

Quando as ellipses bases dos cylindros forem iguaes, ou a =«', leremos

B,:%a!h M)

Se os cylindros forem de base circular, ou a =a'=>b, serd
w.

B=3a am

Tratemos agora o caso em que os cylindros se cortam obliquamente (fig. 2), sendo 6 o angulo agudo formado pelos
seus eixos.

Se cortarmos a abobada por planos mnpg parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficard ella
dividida em parallelipipedos infinitamente pequenos, cujas bases serdo parallelogrammos. Para um dado valor de z a ba-
se do parallelipipedo elementar serd

MAPG=mgXnr=maqg>Xmn><seni

€ como mg=mlqg =22 man=pq'=2y
a capacidade do barrete de clerigo, attendendo aos valores (1) e (2), seri

_kad
B “’“i/‘{b? —2) ds

on B’,:gaa’bmﬂ (V)
-

Se as ellipses bases dos cylindros forem iguaes, ou a==a’, teremos

B;=gazbmo (V)

Quando as bases dos cylindros forem circulos, ou a=a'=b,

B’,=§s’m' (V)

[ 73
A
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ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta ¢ igual & somma das dos cylindros menos a do barrete de clerigo por elles for-

mado.
0 cylindro €, que tem de comprimento 2a’ e por base a ellipse abay terd de capacidade

L= #(t} X 2a=madl

0 que tem de comprimento 2 a ¢ por base a ellipse @’ b @'y tera de capacidade

C.*:E%—bxﬁav:ﬁﬂﬂ’b

e a do barrete de clerigo ¢ B=38aab
B
sendo portanto a da abobada de aresta i (2,, e §) ad b
- 3
ou, substituindo = por 3,141592 A,=3,616517 ad' b (VH)

Se as bases dos cylindros forem iguaes, ou a =a/’,
A, = 3616517 a2 b (Vi)

Finalmente, se estas bases forem circulos, ou a=a'=b,

A= 3616517 a* (IX)

No caso dos cylindrbs se cortarem obliquamente (fig. 2), sendo 6 o angulo agudo formado pelos seus eixos, ainda a
;:apaci({lade da abobada de aresta ¢ igual 4 somma das capacidades dos cylindros menos a do barrete de clerigo por elles
ormado. .
0 eylindro que tem por base a ellipse @ b as e cujo comprimento é k' =2 a’ sen 0 terd de capacidade

wab
C’-=—2—x2a‘sma=naa’bsma,

0 que tem por base a ellipse @’ b @'y e de comprimento A==2 a sen 6 terd de eapacidade

!
C’,r-=’5¥;—!’><2asennz=«aa’b sen

e a do barrete de elerigo é e [
<uy
sendo portanto a da abobada de aresta o (2 5 _§) P
: 3
ou, pondo em vez de =, 3,141592 A, =3,616517aa bsen 0 _ (X)

formula que no caso dos cylindros terem bases iguaes, on @ =@/, se reduz a

A, = 3,646517 a2 b sen 0 (X1)
e quando os cylindros forem de sec¢io circular a
Al, = 3616547 a¥sen 6 (X1
mab

(') A area da semi-ellipse cujos eixos sfio 2a e 2b é 3



CAPITULO 1

CYLINDROS DE BASE HYPERBOLICA

PARTE |

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente referiremos a abobada (fig. 3) a tres planos coordenados, dos
qua;:s 0 dos (zy) serd o das impostas, e os dos (zz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estio rebatidas em
(zy). .
Sendo b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, Oa =0a;==a as ordenadas segundo 0 mesmo
plano ou & distancia b do vertice na hyperbole aba; que tem 2M para eixo transverso e 2N para eixo ndo fransverso, e
Oa’'= Oa'y=a' as ordenadas segundo o plano das impostas ou & distancia b do vertice na hyperbole a'ba’y que tem 2P
para eixo transverso e 2( para eixo nao transverso, as equacdes d'estas curvas serao,

emaba 2N (M4-b—zRP=—M2N? (1

eema ba) : PPr— R(P4+b—z2=— P2 (2

das quaes se lira s T}E /(M_}_b__z),_ . )
v=9\/@+i—sp—p @

Os arcos elementares, ds da primeira d’estas curvas e dsi da segunda, serio

expréssﬁ es que, pela substitui¢do na primeira de (‘;—:) tirado da equagdo (1) e na segunda de (:f) tirado da equacio (2),
se transformam em

ds—dge /(PN (M 4D —z)2— M
\/ Mz (M + b — 32— M) (3)

B 7wy (e ey
W=\ T Reti—p—P o

Cortando-se a abobada por planos m Fq Pmllelos a0 das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos
triangulos curvos que se projectam em AoA’, A'0Ay, etc., ficard dividido em rectangulos infinilamente pequenos, sendo a

(1) A equagdo da hyperbole referida ao centro como origem das coordenadas (fig. &) e expressanosmmsé
B — Nzt =— M2 N?

m:a&anapomndoaongmau&duunmﬂ+bdnpnm;ﬁuamhndnmzpouhmpanov«hméz=x’ ,5=M+4b—z!, e entdo
i
Mgz — N2 (M+b—z)=— M2 N?
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area de cada um d’estes igual ao producto da interseccio do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo
elemento ds da hyperbole directriz do eylindro a que o triangulo pertencer.
As areas dos rectangulos A'Aigm e AA'mn sio

Al Ay gm=m q>< ds, AAman=mn>x<ds
mas como, para um mesmo z, mg=mqg=22 ma=p'q'=12y
seréd A A qm =2 X ds, AAmn=2yxds

e pondo na primeira d’estas ignaldades os valores (1) e (4) e na segunda os valores (2) e (3), vird

| T _
Ploh e gl M4 b—2)2— M2 -
A;,,A,=?@fdz‘/‘+ mrg) [P ®)
me ), P Fb—zp—P
; — L
AoAfzﬂ@fdz\/ VR Y5 | A )
®F M+ b—sp— 2P

As expresses a que se chega ndo podem ser integradas exactamente, mas é fora de duvida que podemos desenvol-
vel-as em serie pela formula de Maclaurin

F (z)=F(0)+ F (o) *+ F" (o) ;’-:_z-,'-l' ----- "‘m")iT;..n

que da

fF(m}dx:F(o)x+P{o)5—“"%.+F”(a)i ;’_34- ...... e P e

e entdo fazendo

2M+P+2)=4;  6@—Mb+6Z N pawp P E _p; ![(P-—M)b*+2{P+b)%%—p reuth|_ g,

s 4 P4
“”@px“%“+§1%x%¥=n; IP+b—=A; e WRF2PI=P
resultard w
F (o) = %; F(O)ZA’D—-B[EC_; F.,;(o)ziB’D{BB’—D)+{3A-’D+EB’C}(A’D--B*'C):m-
2B'==\/E &BFSD\/B;
e se fizermos _

S AE i a2 P2 BN X a2p | N2P+b)]_ . .
FM+P+2)=A;  OM—P)b+6 5+ NP+ SR By 2[@1 BBy S o Sl | =G

QW R, BN P

e ¢ M4 N @ SM4b)=A; e BRI2Mb=5B
resnltard
Fy (o) = V%, Fy (0) = AQLB%_CI: Fy' (0) = 4 B, Dy (B; By —#),) + (3 A{ D, -_T_‘D__Bfr C,) (A D;— By CI}’. %
1 . :
3 Blm\/E} . LBy Dy \/E:’
: d-onl;ie pr;lv?m, se representarmos por S, a superficie do triangulo curvo cuja base ¢ 2a e por 8.’ a superficie do que tem
por base 2a
o —g[F(o)b+F’(o)i-f-wm)z‘a-;u....] 0
sy =1V ER 1 o) + B B4 B 0 g5+ - ] i

Quando as hyperboles directrizes dos cylindros tiverem os eixos transversos iguaes, ou M= P, as equacdes (5) e
(6) transformar-se-hdo respectivamente em

A’oAize_N%‘—&fdz\/ﬂ-—i(H+b}z+ (:ub+b=+ H%%)

404'=M§—”—’f¢=\/ﬁ—=w+b}=+(un+a:+ )

N



B

M‘
\/‘”‘b y.we-u'

M+b+\/u,+0,

(1)

Mtb= \/M’+U'

”“*\/vww

k= y H_'+N!

M+ \/M-“;;'sra

ou u-
\/ V.
M MO WO
N trﬂf +b) V Nt +- T -0t —M \/M‘ 595 < Iy ‘.I { V _l_l'
- -_,'"'_'_'__‘ Mi e — - — -
Var + ¢ o
M'—r u‘
} vi’j %Ql
' JUr N M N
NV = BV \/ Vet (\/
s,.=v!£l_%w ol ,'FN' M| N -+ 2,302385 < Iy. > M’-H\'"
_ M4 N
H’ +N‘

V-

‘”+\/M‘+ N

M4b—
M+b+v&f"+f\"

(Iv)
‘rl"
M-

formulas das quaes a (lII), quando a hyperbole a’ba’y, alem de ter o mesmo eixo transverso que abay, for equilatera ou

M= (Q, se transforma em

( 32— V:
\f 243

(M4b) V2ar4 M

|)(\/ni @—v3)
264 M(24 V3

—17V§+2,mssax:g.

5 m.".\f'\"ré
2

e a (IV) quando a hyperbole aba; for equilatera, ou M =N,

M ad (\/z_\/s;
a4vVaE

—v2
s uwa[ ibl\/‘!c‘-i'-ﬁ IJﬁH‘mxlgﬁs-ws

26+ M(2—V3
204 M Mﬁ-;-v’s}

)

W)
264+ M2+ V3

)

i

b4 M [!—v’i)
264 M2+ V3

+)lv:

)1 | (V1)

Finalmente, quando as hyperboles forem equilateras e iguaes, ou M= N =P = (), serd S, = S e as formulas
(V) e (VI) tornar-se-hio identicas porque entio é a = a/'.
A superficie total do barrete de clerigo, sejam quaes forem as relaches entre os eixos das hyperboles directrizes dos
cylindros, serd
B,=2(S,+8/)

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente, de modo que 0 seja o angulo agudo formado pelas geratrizes de
um com as do outro, referiremos a abobada (fig. 5) a tres planos coordenados, dos quaes o dos (xry) serd o das impostas
e 0s dos (xz) e dos (yz) os das hyperboles directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as seccoes rectas dos mesmos,
estdo rebatidas no plano (zy).

Se b for a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas sendo Oa =0a,=a as ordenadas, segando o
mesmo plano, da hyperbole abay, e Oa’= Oa’y=a/ as ordenadas, tambem segundo o plano das impostas, da hyperbole

a'ba'y, as equacdes d’estas curvas sdo, como ji deduzimos no principio do presente capitulo,
M2 22

emabay —N(M4+b—z)2=—M2N?

»

Py —Q@P+b—zp=—pr

m=-1:\/{m+b-z)".—m

B

Ora, para um mesmo valor de z temos que a « da directriz abay corresponde x; da seccio recta aba e a y da dire-
clriz a'ba’s corresponde y da secc@io recta «'bas, sendo as relacdes entre aquellas quantidades

e em a' ba'y

das quaes se tira (7)

(8)

3|'=.‘I.'Sﬂle y.-zysmﬂ

e se nas equacdes das directrizes substituirmos z em funcgio de 21 e y em funcedo de yi as equacDes das secgdes rectas
serio,
em abay

eema baly

Mz — N2sen? 0>< (M4-b —z) —— M® < N®sen26

— Q2 5en203¢ (P - b — 5)2 = — P2 >< Q2 sen? 0

(1) Vidé nota 3.4
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0s arcos elementares das seccies rectas sio,

em b o ds'---dz\/.(%ﬂ)?—f—l
dz )

eema bey ds'y = rlz\/(im)z_l_l
dz

expressoes que evidentemente se obtéem de (3) e (4) substituindo n’estas N ¢ Q por Nsen0 ¢ Qsenf, ¢

enlio = \/IM2 4 N2gen20) (M 4 b —z)2 — Mt )
ME(M b — 2 —M?)

i (P? 4 (% sen20) (P 4+ b—3z)2 —Pi :
ds'y=dz PP T b—1f — P (10)

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangulos
curvos AoB, BoA', ete., ficard dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area de cada um d’estes
ignal a0 producto da intersec¢io do plano secante no triangulo curvo multiplicada pelo elemento ds da sec¢do recta do
cylindro a que o triangulo pertencer.

Empregando o plano secante mnpq as areas dos parallelogrammos BA'gm e ABmn exprimir-se-hdo por

BAgm=mqxds, ABmn=mnxds

mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m'q' =2z mn=7pql=2y

sera BA'gm = 2 2 > ds/; ABmn = 2y >< ds'

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (7) e (10) e na segunda os valores (8) e (9) vira

pi ' i
Boar — 2NV + G sentd "“+0‘se"’f[3z\/[‘””"”—mm "MH_"P ml (1)
WP i S
gy
(M+b-—-z}=

As expressies obtidas, do mesmo modo que aquellas a que chegdmos no caso analogo a este, mas cortando-se os cy-
lindros em angulo recto, nao podem ser integradas exactamente. Ainda poderemos, como entdo, desenvolvel-as em serie
pela formula de Maclaurin, e fazendo

QM4 P4 2)=4; G{P—mb+6"”"+aup+%%=n;

| @—mnpt oty 4 PR 0N | g,

a? P2 < M P2 (% sen?0 @M _ o, i =R
0!. _!_P"'t+(J’semn)< N2 o B o o
resultara F(o)_—_\/%; F(o)=4'D_RI_:7; F;;@=iB’D{BB'_..D)+{3A*D-};)B’G)(A!Dmﬂ'8l;m_
SB’!\/-B—, &B2 D B
e se fizermos s e a’ P M2 N2 sen? 6
Q(M4-P42b)=4,; 6(M—P)b+6 +tlfP+w+N!‘m“ By;

[ en— @2 Pt M2 N2sen?0 (P-4 b) _
2:_(11! P8+ 2N+ =+ e s | =G

N M2 N* sent P B 3 — Wy =B,/
ORI T TrT ety i U (M4 b) = Ay'; B 4 2Mb = B,

resultara
Ro=\/B R AR BG, g < BB = D) (A D B G (=B €)

] D & B, P_]
2B, B' 1 D‘,V B/




=

e se representarmos por 8', a superficie do triangulo curvo que tem de base 2a, e por 8’y a superficie do que tem de
base 2a’, viri

" 2N\/P‘+ Q *sen? 0] o 1 (o) 2 . b3 l

.= 2 i f‘[}b+Fl) +P(O]2—.3-{-....- (V1)
o ) 20V M2 N2 seno i DB iy o B8 ] :
e sem ™ ! [ b+ F (o) g +F 0 g5+ (VI

uvando as hyperboles directrizes dos cylindros tiverem os cixos (ransversos iguaes, ou M=7>, as equacoes (11) e
Yl y 8 |
12) transformar-se-hio respectivamente em

Al N\/W'FQ?””” ,\/ ol M2 (2 sen? 6
455 M2 Ld AT e +(2Mb+w+ﬂf?+ﬂzsen23)

i it b '
.»tnB=90“‘"’”‘“‘”“"‘“[:{;\/zz—e(m+b}z+{2m+bz+ Mzmse,,zg)

(g 7 M2 N2 sen 0
on e .u+o~—\/ ()
. M Qsen’y 1 M'—1— (_]*sm‘a
a* M, M (Fsen? M QP sen Mg /M H-Ha—{—\/
s | 1% 2 k”’“’) N +M‘+UM°_'% MY ar Gsen's 4,3025851g. Y 4 Quny “‘*""""' 4 (IX)
Y Ton - Qsen’p ¥ % M— P Mi K Ml
f Mt (Psen'y iﬂ':en‘g s O‘mﬂ
My \/ H+b+\/
M'-H) mn’e H‘-H}‘m *n
M‘
& ”+ s, +N'm‘9
a'Mt M JIMT MEN: sen® f sen’ M"N‘ nn‘ﬂ H-]—\/ M- v
S DA L i 0" M Nisenty M\/ Ay Nisen't | 2, 3025851 H‘+N‘m'n R ﬂFJ-N's_ea X
©VMENsen'y E P AT v A
M Nesen' M Nse :{:N’mj_’_ L M’—J—‘\"“sm o
‘"+\/M~+mm-s ‘“+°+\/M T N'sen'y

formulas das quaes a (IX) quando M= 0, e a (X) quando M= N, se transformam respectivamente em

Ifawig—t ) (M40 Vit wenty - M
Wi NM_ Y (M4 W Va4 (0 + M) sen® ﬂ"‘"”"‘ﬂx#l+uu'e+mxu
V14 sent o M
( i sen'f—1 )(\/m+a)v‘l+mn—m
JORY  PURS Y7y LYoy T O e Y IO \ AT By E MW AN RTTEN Y/ BT e (X1
VA - sen'y M ( \/ im'a___l !)(\/{M-I-b)\f{-{—m'g =M _ )

V'l-f-u'n‘s+l (M- b) Vi4-sen* 04 M

Finalmente, quando as hyperboles directrizes forem equilateras e iguaes, ou M=N==P =), serd §';=S'v € as for-

mulas (XI) e (XH) lornar-se-hiio identicas porque entdo tambem serd a==a'.
A superficie lotal do barrele de clerigo, sejam quaes forem as relaghes entre os eixos das hyperboles directrizes e o

angulo formado pelos cylindros, serd
B,=2(8,48;)

ABOBADA DE ARHESTA

A superﬁc:e da abobada de aresta é igual 4 somma das superficies dos cylindros que a formam menos a do barrete
de clerigo por elles formado. Quando os cylindros se cortarem orthogonalmenta (fig. 3), se for C, a superficie do cylindro
cuja base ¢ a hyperbole aba; e que tem de comprimento 2a/, e €y a superficie do cylindro cuja base ¢ a hyperbole a'ba’y
e que tem de comprimento 2a, teremos, sendo

_ IR =S e S = ) : pend
. R b v =N o=y S pea iy

']

(1) Applica-se a nota 3.2
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it o e l_ip{-_i(! e) +3(2 4 e?) +fl(2 4 6 83) +m (2 8 6 2m—2 e"‘“l)_
§/1 D\, 6/t 3 4\ 9IRS 4\? j/-3 8 Swm—3 1 \®
sl IE(E‘}) +§(z"£'§z‘) +£(§'£ s'ea) '“W(ﬁ'a's "a“—m_'é'.,--ﬂ)
1 cosol103 1\2 173 B 1)* 138 2m—3 1 \?
_— T 3(4 ?2) +a(rg'o'cs)+ """"""""" +m(&'6” 2m—2 ewl) o
(TR Meemg | 103 oy [A(5 4\, LA 7 am—g 1 \#lfRUD
= s5 % &(ﬁ.ea ............................. (3 5 s 751 |
+1 35 2m—B8 co?m-3 ¢ 1 2m—3 i 1
5 G g e g e 8 [ v R | O
2 e ! 5
e sendo e!=‘lp_%__@; cos?!=j)_+b, sen ;’_6-[‘;)—5:3), tge'=—; eainda ¢' =are. tg.g."
RIS i/t 1\*, 41 3 1\2, 44 3 8 1\? G TN R
2Pty — 2L TP N e b e e LR N R L e R e
e'ly e |_l+2(2 e') +3(2 4 e"f) : ’1(2 4 6 e")+ +m(2 L 6 2m—2 e"“‘l)%
w3t D\¥ HIE S ENELRIY 3 ST A i (.l
e lz(w s’) +3(z'4'e=) +&(2'&'6'e’3) s +ﬁ(2'4‘6“”2m—2'em-=)_ '
L cose/ 173 4\2,1/3 5 1\? 1/3 85 am—3 1 \2
- {h Excly L3t ) Th ages) T P T g ig-1)
@A) _Pamy/ |1 3 e |05 4)2 igA 7 3m—3 g \GEV)
: 5 T (5 ) e SHE SRR e
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Quando a hyperbole abay for equilatera, ou M= N, serd na formula (XIII)

e=\/;_: ms?:MJ_-:-b; sm?zﬂ!f}-b-’ tg ¢=%; o n_u=arc.lg.;;

e quando a hyperbole a'ba’y for equilatera, ou P== (), serd na formula (XIV)

e’=\/2; coscp'=jri—b; sm@’—_—.j’%,; ty o' =%; 8 ¢ = arc.tg.%

A superficie A; da abobada de aresta, sendo B; a do barrete de clerigo que lhe corresponde, para quaesquer rela-
¢oes entre os eixos das hyperboles directrizes seri

A‘=C,+C,}—-B,

Quando os eylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 0 (fig. 3), ainda a superficie da abobada de ares-
ta ¢ igual 4 somma das superficies d'elles menos a do barrete de clerigo correspondente. N’este caso a superficie de cada
cylindro é igual ao producto da geratriz pela secgio recta e assim representaremos por €', aquelle que tem por geratriz
2a’ e por sec¢do recta by, representando por €'y’ 0 que tem por geratriz 2a e por sec¢do recta «'ba'y.

Por occasido de estudarmos a abobada de barrete de clerigo, no caso dos cylindros se cortarem obliquamente, via-
se que a seccdo recta zba é hyperbole do mesmo modo que a directriz abas, tendo ambas o mesmo eixo transverso 2M e
correspondendo o eixo ndo transverso 2Nsen0 da primeira ao eixo nio transverso 2N da segunda; viu-se tambem que a
secgio recta o'ba’y & hyperbole do mesmo modo que a directriz a'ba’y, tendo ambas 0 mesmo eixo transverso 2P e corres-
pondendo o eixo ndo transverso 2Qsend da primeira ao eixo ndo transverso 2(Q da seganda. E pois claro que para obter
€', basta por na formula (XIIT) Nsent em vez de N, e para se obter €'y pOr na formula (XIV) Qsen9 em vez de (0, € assim
teremos €'y dado pela formula (XIII) na qual sera

_ VM4 N2sen26 M . aM - T T A3 s
o= RLPEE, mmgly memguta o eREREE T s
e C'y dado pela formula (XIV) na qual serd
_ VP 02 senth, T o wF = e
¢ u‘P_, Mw—m, sen ¢/ m‘, tg o Qsent’ q:_arc.tga‘m,
A superficie total da abobada de aresta serd
A’n - c’l +G’J — B’l

(1) Vide nota 4.
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PARTE 1l

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente (fig. 3), pelo emprego de planos secantes parallelos ao das impos-
las e infinitamente proximos entre si ficard a abobada dividida em parallelipipedos de base rectangular e infinitamente
pequenos. :

Para um dado valor de z a inferseccio do plano secante sera o rectangulo

mnpg = mq >< mn

e como mg=m'q =2 mn=p' ¢ =2y

serd a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (1) e (2),

.'f,=a%ﬁz\/ﬁuH—W—MI(P+b—z)2—P=1 (13)

A expressdo achada nio pode integrar-se exactamente, mas desenvolvel-a-hemos pela formula de Maclaurin, sendo

= i (MEPb) b+ (b 2M) (b+2P)
F(o)_b\/{b+2M){b+2P}; F (o) =— ;
Vo+2M) (b4-2P)
p:(,}):(M-!- P04 3 (M- P)b4-8MP +(b-2M(b+2P)b
(b+42M) b+2P)V(b+2M)(b+2P)

e serd, portanlo, B, = &“MLg I.F(o) b4 F {o)§+ 7 (0) 2_%+. = ; M

Se as hyperboles directrizes tiverem os eixos transversos iguaes, ou M==P, a equacio (13) transformar-se em

B,=&%Qf[{u+b—z}=—m]dz

_ =4 NQ (B
ou B,— 4G (3 +m»=) an
Continuando as duas hyperboles directrizes a terem os eixos transversos iguaes, se abay for equilatera

— a% [
ou N=M B,*ij%(a-kﬂb!) am

e se for a'ba’s a equilatera, ou Q=M 5
) =4 N(B
B,—-im(&-f—ylﬂ) (v

Se as duas directrizes forem iguaes, ou M=P e N=(,

B,=a£(§+ybz) )

e, finalmente, se alem de iguaes forem equilateras, ou M= N= P=(,

sc=a(§+m=) AV

No caso dos cylindros se cortarem obliqguamente sob o angulo agudo 6 (fig. 5), pelo emprego dos planos secantes
parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficard a abobada dividida em parallelipipedos infinitamente
pequenos, tendo por bases parallelogrammos.

3
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Para um determinado valor de z a base do parallelipipedo elementar serd
mupg=mg>xXnr=mq>xmn > senb

€ como mg=m'qg=2z mn=p q¢'=2y

serd a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (7) e (8),

B-’,=&%%sen E{[bdz\/[(M+b—z}3~M’] (P4 b— 52— P?]

e, se compararmos esta igualdade com a (13), € claro que serd

ek L &
Bt—ﬁmpsen

FOb+F @OF+F(©) 3"+ (Vi)

tendo agora F (0), F' (0), F'’ (0), elc., os mesmos valores que achdmos terem n'aquelle caso.
Se as hyperboles directrizes tiverem 0s eixos transversos iguaes, ou M== P, serd

P b G i
B.=4—=sent | [(M4+b—z)2— M]dz
g 3
—3NO b :

Continuando as duas hyperboles directrizes a terem os eixos transversos iguaes, se aba; for equilatera,

ou N=M, B’¢=4§m° (%3+ M bz) (IX)

! ' ile >
e sefora’ ba'y a equilatera B— 4%‘"‘ &(rl: e Mb.,) (X)

Se as duas directrizes forem ignaes, ou =P e N= (,

’ N2 3 5
- (X1
Bl =g ;, sen 0 (3 -I—Mb?) (Al}

¢ finalmente, se alem de iguaes forem equilateras, ou M=N=P=(,

B,=bsemt (!;34- H[b’) (XHi)

ABOBADA DE ARESTA

A capaeidade da abobada de aresta é igual @ somma das capacidades dos cylindiros que a formam, menos a do barre-
te de clerigo por elles formado.

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente, se for €, 0 que tem de comprimento 2 @' e por base o segmento
de hyperbole a b a1, e Cy 0 que tem de comprimento 2 a e por base o segmento de hyperhole a’ b a's, sera

Mtha, S s
- (M+Db)a aM— X1
C,=MN i e YT x2a (XIH)

: [(P+ b) o/ lg- ::g :g Xiv
z P :
i SR T RN VT G kel e

(1) Vide nota 5.7
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formulas das quaes a (XIII) quando a hyperbole abay for equilatera, ou M==N, e a (XIV) quando a hyperbole a'ba'y for
equilatera, on P= (), se reduzem respectivamente a

A capacidade da abobada de aresta é

3 WETS
(pba, 5= ,

| T T o | <2

: 1.2 ]
(P4b)a a'—Db

| —F T oasmms | <

A¢=C.+c¢v' _Be

(XV)

(XVI)

Quando os eylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 8 (fig. 5), se representarmos por C’; 0 que tem por
hase o segmento de hyperbole abas e para geratriz 24/, tendo portanto para altura h=2a'sen9, & por €'/ 0 que tem para

hase o segmento de hyperbole a’ba’s e para geratriz 2a, tendo por isso de altura &'==2asen0, é claro que serd

C,=MN

Cy=PQ

(Mt b)a g'::li'f—gg o e
MN 06342945 |
HLPib)a" ’9‘ﬁ1§+?,3"

A £ ]

po T o | <o

(XVII)

(XVIiI)

formulas das quaes a (XVII) quando a hyperbole abau for equilatera, ou M= N, e a (XVIII) quando a hyperbole a'ba’y for
equilatera, ou P=(), se reduzem respeclivamente a

Cl,=Me

Cly=p

A capacidade da abobada de aresta serd

&390

lg.
(M+-b)a a—bh Sy
M T oasagens | <V
lg a+4b ]
(Ptha , “a—b y
T oaguams | e

Aﬂc — C"a + C;a’ = Bgc

(XIX)

(XX)
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CAPITULO I

CYLINDROS DE BASE PARABOLICA

PARTE 1

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

No caso dos cylindros se cortarem orthogonalmente referiremos a abobada (fig. 6), a tres planos coordenados, dos
quaes o dos (xy) serd o das impostas, e 08 dos (zz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estdo rebatidas em (zy).

Sendo b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, 0a== Oa; =a as ordenadas segundo 0 mesmo
plano, ou 4 distancia b do vertice, na parabola abai, e Oa’'= Oa’y =a' as ordenadas tambem segundo o plano das impos-
tas ou & distancia b do vertice na parabola a'ba, as equacdes d’eslas curvas serio,

em abai P E‘b_’(b -0
e em a'ba’s Pom E‘;.’ (b —3)
das quaes se tira r=a 5";‘ )

weay [Ji=3 N
. @

0s arcos elementares, ds da primeira d’estas curvas e ds; da segunda, sio

&=\/w+wzdz\/@—?)_’;; dsy — ay=+ds_==dz\/(‘£)’:

¢ substituindo na primeira d’estas igualdades (%:) tirado da equacdo (1) e na segunda (‘g) tirado da equacao (2) resultari
ds

- (a2 4 & b?)—hbz "
. \! Lb(b—3z) @)

= (@ &) —hbz
Sea bb(b—3) @

(1) A equagdo da parabola (fig. 7) referida ao vertice como origem das coodernadas e expressa em eixos orthogonaes de modo que o dos
« seja langenle 4 curva é AR 4
= pz

mas se referirmos a curva a novos eixos orthogonaes e parallelos aos primitivos, ficando a nova origem sobre o antigo eixo dos z e d distancia
b do vertice, contando-se os novos z posilivamente para o lado d’aquelle ponto, serd ¢ = ',z = b — 2/, e a nova equagio ¢

et =2p(b—s)
© como a z == o corresponde z = a, temos que a® =2 pb, d'ondesatira!pn%saeqmda parabola serd

2= 6—2
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Cortando a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos trian-
gulos curvos que se projectam em AoA’, A'0Ay, elc., ficard dividido em rectangulos infinitamente pequenos, sendo a area
de cada um d’estes igual ao producto da intersec¢io do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo ele-
mento ds da parabola directriz do cylindro a que o triangulo pertencer.

As areas dos rectangulos A'Argm e AA'mn sio

A Ajgm=mq<ds AA mn=mn>x<ds

mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m'q =2z man=p g'=2y

serd A A gm=21r><ds AAdmn=2yxds

¢ pondo na primeira d’estas igualdades os valores (1) e (4), e na segunda os valores (2) e (3), as areas dos triangulos cur-
V0S serdo

A o0Ay= gﬁz\/{_a’?—l—& 1) —kbz =95 L (@2 + 409 —am )
bJo b7 b
AoA==.‘!bfﬁz\/(a!+4bz;_abs=%’xﬁ_’_b[(az+w;f_a=]

ou, representando por S, a superficie do triangulo de base 2a e por S,’ a do triangulo de base 2a/,

S, = Eaii [(a” + & b2 — a¥) )
i, 2L o
S =57 @ +48) —a) (1)

A formula (I) é applicavel com qualquer relacio que exista entre a’ e b, e 0 mesmo succede  formula (1I) com qual-
quer relacio entre a e b; mas quando a’'==b, a primeira, e quando a==»b, a segunda, tomam respectivamente os valores

S, = 1,606723 ab (i)

S, = 1,696723 ' b (Iv)

A superficie total do barrete de clerigo seri
B,=2(8,+ 8.1)

Quando os eylindros se cortarem obliquamente, sendo 6 0 angulo agudo formado pelas geratrizes de um com as do
outro, referiremos a abobada (fig. 8) a tres planos coordenados dos quaes o dos (zy) serd o0 das impostas e os dos (zz) e
dos qyz} o0s das parabolas directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as seccdes rectas dos mesmos, estio rebatidas
no plano (zy).

Sendo‘{; a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, 0a= Oay=a as ordenadas, segundo o mes-
mo plano, da parabola abai, ¢ Oa'= 0a/;=a' as ordenadas, nas mesmas condicdes, da parabola a'ba’y, as equacdes
d’estas curvas serdo, como deduzimos para o caso dos cylindros se cortarem a angulo recto,

emaba xz=§(b—z)
cema'ba'y y'=‘%z(f*—=}
das quaes se tira r= ";‘ @)
h—z :
y=c\/"5 | - ©

Para um mesmo valor de z, a z da directriz abay corresponde 2y da secgio recta «bey, e a y da directriz a’ba’y cor-
responde i« da seccdo recta «'b2/s, sendo as relacdes entre aquellas quantidades

ry=uxsenbd =1y send
(1) Vide nota 6.5 : e
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¢ se nas equagdes das directrizes substituirmos x em funcgio de x4 e y em funcgdo de yy as equagDes das secgOes rectas
serdio,

2
em « b ay pf=—(b—2z
eema by

0Os arcos elementares das seccoes reclas sio

3 dz\?
em b oy dﬂ_dz\/(d;) +1
e em o bay ds*l=dz\/(4§)’+1

expressoes que é claro obterem-se de (3) e (4) quando n’estas substituirmos a e a’ por a senf e a'senf, e entdo

fiLs (a2 sen? 0 4 & b?) — 4 bz =

ds dz\/ ST —9 (7)
i (a2 sen?0 - & b*) —h bz

ds'y dz\/ R —3) (8)

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangulos
curvos AoB, BoA', elc., ficard dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area de cada um d’estes
igual ao producto da interseccdo do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo elemento ds da sec¢io
recta do cylindro a que o triangulo pertencer.

Quando for empregado o plano secante mnpq as areas dos parallelogrammos BA’'qm ¢ ABmn exprimir-se-hio por

BA'qm=mgqxds ABmn=mnxds
mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m/qg =2z mn=p/q¢'=2y
serd BAgm=92xds, ABmn=2yxds

e pondo na primeira d’estas igualdades os valores (3) e (8) e na segunda os valores (6) e (7), vird

]
Bo = (i flaseto- 41—z =25k (@ smto 41— senn
o0

-
AoB=%’ﬁz\/(a=mzo+w}—4bz=£b’><ﬁ—‘6[(azmzo + & B2)° — (a sen 8)3]

ou, representando por §'; a superficie do triangulo de base 2a e por S'J/ a do triangulo de base 24’

S 5 (@ sen?0 519 — (a'sen )] )

Sy = o (@t sen0 4 £ 12)} — (asem o)) (V1)

A superficie do barrete de clerigo serd
B,=2(8,48v)

ABOBADA DE ARESTA

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente se for C, (fig. 6) a superficic do que lem de comprimento 2a’ ¢
para base a parabola abay, e C,' a superficie do que tem de comprimento 2a e para base a parabola a'ba's, teremos

s m}bi[:*iu! ®) o

a? > 2a/
C,= _\/al-l-&b!-[-ﬂx O30

Sb‘ a2 4- 42
lg. 5

Co= \/au'+xw+;’_:x e —

x<%a (VHI)

A i‘ca;se a nola 6.2
E'l) thnola T
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formulas das quaes a primeira quando a=="b, e a segunda quando &'= b, se transformam respectivamente em
C,=59158aa’ (IX)

Cy=259158aa (X)

e se for A, a superficie da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, serd

A==C e G B,

Cortando-se 0s cylindros obliquamente (fig. 8) sendo 6 o angulo agudo que fazem as geratrizes de um com as do ou-
tro, representaremos por ', a superficie do que tem por geratriz 24’ e por sec¢do recta a parabola «bay, representando
por €'Y a superficie do que tem a geratriz 2a e para seccdo recta a parabola o'b'y, e serd

p BEVE TAE] O
T ki 2 g @2sen20 a sen b : (XI)
e \/“ il T o T T T Ty 0,4342045 e
siadis lg 2b4-Va?sen?t 4 &b
Cy= \/a-'zsmza+w+“”;";‘”x 04‘;}3;&; <2a (X11)

e se for A'; a superficie da abobada de aresta, sendo B'; a do barrete de clerigo que lhe corresponde, sera

Ar’ P Cia + C‘in" — BJ'

(1) Applica-se a nota 7.*
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CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARERETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortam orthogonalmente (fig. 6), se empregarmos planos secantes parallelos ao das impostas
¢ infinitamente proximos entre si dividil-a-hemos em parallelipipedos infinitamente pequenos de base rectangular.
A um dado valor de z corresponde o plano secante mnpg que corta a abobada segundo o rectangulo
mapg=mq><mn

e como mg=m'qg' =2z mn=p' q'=2y

a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (1) e (2), serd

Bz&“b“’/"’(b—z)d;
]

L3

(e

ou B.=2aa' b (I)
Se o0s dois cylindros forem iguaes, ou a =@/, B,=2a%b (1)
e finalmente, se fora=a'=1 B,=2a (1)

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 6 (fig. 8), pelo emprego dos planos secantes fi-
card a abobada dividida em parallelipipedos cujas bases serdo parallelogrammos.
Para um determinado valor de z a base do parallelipipedo elementar serd
mupg=mqg>xnr=mqxmn>xsenb

e como mg=mg =2z mun=p'q' =2y
a capacidade do barrele de clerigo, em virtude dos valores (5) e (6), serd

R LY f'(b —z)ds

ou B, =2aa'bsent (IV)

(que, no caso dos cylindros serem iguaes, ou a==a’, se reduz a
B, =2absent V)

e finalmente, quando a —=a'=b B, =2a%sen (V1)

ABOBADA DE ARESTA

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente, se for €, a capacidade do que tem de comp'rimento 2a' e para
base a parabola abay, e Cy a capacidade do que tem de comprimento 2a e para base a parabola a'ba’y, teremos

=Y Oscsaadain® _t _8.us®
G, 3ab x2a 3aab Cy 3a'b><2a g%

(1) Vide nota 8.+

2) O cylindro de secgfio parabolica que liver por geratrizes dois lados de um rectangulo é igual ao cylindro de sec¢do parabolica que
tiver ;\;jr y})ﬁm o0s outros dois lados d%llla, quan‘:lo ambos elevem os verﬁcendudiro&’ﬁt&multunmimado mhngulo,sajacﬁa
um limitado pelos hnesmdimlm-wmhngulooemcndscyﬁndmummiomdummaqimeqmdhmmdomrﬁeedadm
Cada um dos alludidos cy ¢ igual ao barrete de clerigo que se construir sobre o mesmo rectangulo, formado iylindrmdnm
elliptica, e do qual o vertice diste tanto do plano como distam os vertices das parabolas direetrizes dos outros cylindros. (Cap. I, parte I, form. 1.)
4
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e como a capacidade 4. da abobada de aresta, se for B. a do barrete de clerigo correspondente, ¢
An - Ca+ Cﬂ’_Bc

sera A¢==13{-Jaa’b (VII)

que no caso dos cylindros serem iguaes, ou a==a’, se reduz a

Ac=%)a=b (VI
: / .y . - -
¢ ainda se for a==a'==0b Ag—ga (IX)

Se o0s cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 6 (fig. 8), sendo €', 0 que tem por base a parabola
abay e por geratriz 2a’, sendo portanto a sua altura h==2a'send, e C'y 0 cylindro que tem por base a parabola a'ba’y e
por geratriz 2a, tendo de altura &' = 2a senf, seri

C’.=g—abx2a’una=gua"bseﬂﬂ{1) C’.:=ia'bk?asenﬂ=gaa’hsmﬂ(l)

e, se representarmos por A, a capacidade da abobada de aresta e por B'. a do barrete de clerigo que lhe corresponde,
vird
A!e s cra + Cfa" =5 B!c

d’onde resulta Al = 1-39'1 a bsen (X)

que, no caso dos cylindros serem iguaes ou a==a’, se reduz a

A',.—.!agazbsmo (XI)

e, finalmente, se for a=qa'=1"b A, =% 5mns (XII)
. 3

g O] I%n?ndo em vez de rectangulo for parallelogrammo a base da abobada, do mesmo modo tem logar a nota (3) a pag. 25, (Cap. I, parte
, form. 1V,



CAPITULO IV -

CYLINDROS DE BASE OGIVAL

PARTE I

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Do mesmo modo que nos capitulos precedentes, comecaremos pelo caso em que os cylindros (fig. 9) se cortam or-
thogonalmente, referindo ainda a abobada a tres planos coordenados dos quaes o dos (xy) serd o das impostas e os dos
(xz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estio rebatidas no plano (zy).

Se for b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, O1= Oa; =a a abscissa segundo 0 mesmo
plano ou 4 distancia b do vertice na ogiva abay formada por dois arcos de circulo de raio r, e Oa’'= Oa/y=—a' a abseissa

nas mesmas condicbes para a ogiva a'ba’y formada por dois arcos de circulo de raio R, as equa¢des dos arcos que formam
as 0givas serio

para ab e aib (e+r—a)p+z2=r2 (1)

eparaa'b e a'ib (y+R—a)P+422=PR

das quaes se tira g=a—r+4yr—z2 (2 (1)
y=a —R+{VR—2 (2)

0s arcos elementares, ds da directriz abas e ds; de a’ba'y, sdo

d:=dz\/(:—‘: AR dslfdz‘/(g—g)':-_l

expressoes das quaes a primeira pela substitui¢do de (:—E) tirado da equacdo (1) e a segunda pela substitui¢io de (éf)
tirado da equagdo (2) se transformam em

= iy
PP : @
.

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangu-
los curvos que se projectam em Aod’, Aoy, ete., ficard dividido em rectangulos infinitamente pequenos, sendo a area de
cada um d’estes igual ao producto da interseccdo do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo ele-
mento ds da ogiva directriz do cylindro a que o triangulo pertencer.

As areas dos rectangulos A'Aigm e AA'mn sio

A Ay qm =mg >< ds; A A'mn =mn < ds

(t do circulo cujo centro estd no eixo dos « 4 distancia r — a da ori das coordenadas.
D T

mq;a a semi
para um dado valor de z tem o menor dos dois valores de , e como o menor
o conservidmos, desprezando o outro.



111as como, para um mesmo valor de z,

sera

mg=m'q¢' =2z mn=plq =2y

AlAy gm =2 < ds; Al mn=2y><ds

e pondo na primeira d’estas igualdades os valores (1) e (4), e na segunda os valores (2 e (3), resultard para os trian-

gulos

dz

P

AloA, =2R]

o

[a—r—l—;/rl—zz

.40A’=2r’ [a’ R+VRZ—32'Vrz

I

ou, se representarmos por S, a superficie do triangulo curvo cuja base é 2a e por Sy a superficie do que tem por base 2a’

R U U O 0 T B I T 1 (1335 gm—1 reti\27 ()
(mc.sen;) [r? g(— ) ( ‘i H*) +£(§'5'6'R—3) +oanenn m+1(§'§'6" i o = )J
[ "4 (%”)+!!§§1’i’ i | R 2m—1 rm\7
4R §\2 Eieamyr ' mp1\2°4°6" 2 m i
ba‘l 2 3 r\2,1/3 5 i2\2 1 (35 Im—1 rm-i\T]
¢ '3 2(3) +3(4 Rﬂ)"}a(a's'm)""" “+m+1(&'ﬁ """" am Rw)
oy 13 BrifLe 18 rye L (5 am—1 ==\l @
_(r_a}1+24'5|:3(32) +ﬂ-(ﬁﬂa) + ....................... +m+l(6 .......... aIm Re |
E RS ; .0 2m—1 bEmtt | § (L)’"
3 g g e e im Im1 [mgila) |,
b 1/1 R 1 3 R\2,1/1 35 R\ 1 138 2m—1 Rm+1\7
‘(m'm'ﬁ) m"’i(e r) +§(§‘E'r2) F&(E‘&'ﬁ'ﬂ Fhatgs +m+1(2'a‘ﬁ“ Im )
(v 11 i(.'. B)’ 1(5,3 .H_")’ i(i M ) o AR 1 (!_Q.E o 2m—1 :'-"1‘)2=
+3 2 y) T3lae Talgaem T +m+! 246 2m Cgm
1 071 /1\2, 1/3 R\2 , 1/3 5 R2\? P8y 29m—1 R=-"\"]
g +35 E(E) +:§(£.;§) +E(E‘B'?ﬁ) TP 100 BNanTIY to (E'é"““"ﬂ“‘ - )
= 13651 (1 1(5 Ry 1 5 2m—1 R—\FIH(IT)
—(R—a)) -|—2.&.5 I:a.(;5 +i(ﬁ.!‘3) ) Sl ey S TR S, -i—ﬁ (ﬁ e )_}
4135 2m—1 prmtt S
4 S ORI et vt g e s = e e )]

Sendo b a altura commum das duoas ogivas, para que ellas possam existir simoltaneamente, conclue-se que entre os
raios e as aberturas d’ellas deve haver a relagio

que se deduz de

a@2r—a)=da (2R—a)

R—b= (R —a)

— b= (r—ap

vendo-se da primeira d’estas igualdades que se for a==a’ seri r=R, e, reciprocamente, das duas ultimas que quando

r=R serd a—=a.
No caso das ogivas serem iguaes, o que, como acabamos de ver, succederd em sendo a==a’ ou r= R, as equacdes

dos seus arcos serio

d’onde se tira

€ por conseguinte

ou

(e4r—a)t4 2=yt y+r—ap422=1r?

r=y=a—1r-4 v’rz—z’-

ds
Vr2—z?

Nod; = Aok =2r J"’[a—r+ v’rtz"z]

8=8,,—= Sr[b—(r-—a}Xan:. sen%]

A superficie total do barrete de clerigo, para quaesquer relagdes entre r e R, serd

(1) Vidé nota 9.5

B,=2(8:+S.)

(LN



29

Quando os eylindros se corlarem obliguamente (fig. 10), de modo que 0 seja o angulo agado formado pelas geratri-
zes de um com as do outro, referiremos a abobada a tres planos coordenados dos quaes o dos (zy) serd o das impostas
e 0s dos (zz) e dos (yz) os das ogivas directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as seccoes rectas dos mesmos, es-
tao rebatidas no plano (zy).

Se b for a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, sendo Oa= Oa; = a as abscissas segundo o
mesmo plano ou a distancia b do verlice na ogiva abay, e Oa'— Oa'y==a' as abscissas nas mesmas condi¢des para a ogi-
va a'ba'y, as equacoes dos arcos de circulo que formam estas directrizes serdo,

paraab e aib (x+r—aptz2=12 (1)

e para a'b e a'1h W+R—a)p+2—=R

das quaes se tira rema—r4yrr—z (2 ®)
y=a —R+4yR—z (6)

Ora, para um mesmo valor de z, é claro que a # da directriz aba; corresponde zs da secgio recta abay, e a y da di-
rectriz a'ba’y corresponde yi da seccio recla «'ba'1, sendo as relagdes entre aquellas quantidades

ry=x>send yy=y>senb

e se em (5) e (6) subslituirmos x e y em funcgdo de i e yi vird

&y =sen 0 {a—r-f—p’r!—i,i) \7)
Yy =send (a' — R4/ Rz —z2) (8)
0s arcos elementares das seccbes reclas sio,
il dre\ 2
em abey ds' = ds ('g:) +1

e em o'bey de'y = ds {(%,él)z 1

expressoes que, pela subslitui¢io na primeira de (%) tirado da equacdo (7), e na segunda de (%'{') tirado da equacio

(8), se transformam em
dsl =dz . /r*— 22 cos20 (9)
- v

dsy = dz R’%W:__’ (10)
— 3

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangulos
curvos AoB, BoA', ele., ficard dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area de cada um d'estes
-igual ao producto da intersecgio do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo elemento ds da seecio
recta do cylindro a que o triangulo pertencer.

Empregando o plano secante mnpq, as areas dos parallelogrammos BA'gm ¢ ABmn exprimir-se-hio por

B A" gm = mq >< ds/y ABmn=mn > ds

mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m'q =2z mn=plq' =2y

sera BA' gm = 2z > ds/, ABmn = 2y >< ds'
e pondo na primeira d’estas igualdades os valores (5) e (10), e na segunda os valores (6) e (9), vira

rt—z?

Ak ——
AoB=2 | [a!-—n+v’ m—za]xdx_ s

1) O mesmo gue a nota 27.
,’i 0 mumogga nota(l)aa';gﬁ. 27.
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ot, se representarmos por S'; a superficie do triangulo curvo de base 2a ¢ por S’ a do triangulo curvo de base 24/, te-

remos
i BNfa[/4\20 L Af1 3\2, ,4/1 3 5\2, ,1/1 38 7\ 1@
[laresen ) 1= [ ()44 5 (- D)2 453 D)6 +5 (333 1) At
BI{1N2, (A1 3\2, A7/8 3 8\2, (471 35 7\ 3
LAV A (2.9 {199 LY RGeS R B P B e |
RI;(S ‘+3(2 4) """5(2 & ﬁ)"’+7(2 i)t
rx 1. 98 13\, 173 5\, 1738 7\ 2
_}_R;a’ +3° 35 |3 ﬁ)A,+5 . ﬁ)A’+7(a : 8)A4+ ............................
1.3 W rasye, 15 7\ g
+33 535[5(6)A3+§(6 §) e i s e e
g b 1 A8 UH'S AR s 1 (135 9m—| 7
S=3R > arc. sen —)) { —| (= cos 6 g 2 gt LR 3 i =Sk, m v
( H)I* [(2”' )‘*“s(z g °) 321 6™ °)+ +‘2m—i(2 16 ta ¥ °) i Gl
BI/L \2, i/t 3 WL 8B, 1 /135 am—1 .\
‘R[(z‘”“)"'“u § o0* )'J"E(E'E'G“ a)"' Yo 1(2 56 2m a)
SN D T 1 (35 am—1 f
o X T3im [.;(a ‘”)"‘E(E 6 °)+ """" +2m—l(i 6" "% "’“””)
—(r—a Nlo) 48 OOPLs N L (5 2m—l1 z‘*
e —rme—— | = [ = L T GO e e -
Lite ae ¥ i 535[5( - )+ +2m——l(b in °) f
138 Sm—3 prm-t 1 [Am—1 2
o R R . m f)
E +t3'%'6 Sm—2 @m—1) e [2»:—:( im )] i
Sabd Rm : R P RS /RS R :
enao ﬂn—ﬁ‘!'m”, A,_;+cosﬁa—~2r—zcoszﬂ, A3_;+msﬁs (;oos?ﬂ+'—¢codn),

-l v Y[R 2y B o 6:
Ay rs-!-cas 5(,-5"03 -I-"zcos“) 5.’_.1205‘ ; ele.

A superficie do triangulo curvo §';’ obter-se-ha pela formula (IV) trocando os logares de Rereosdeae a'.
No caso de ser % ==cos0 a formula (IV) transforma-se em

:[%.b—{%).mﬁs -|—(l—--;.':o.‘;2 s}arc.smf 19
B (1T (oo £ (2.3 oo\ (1.3 B (135 Imet . N7
(am.smﬁ)l [(Emss -;-3(2_&.@::3 +5 (35 5or e)+..+2m 1(2‘4'6" =1 cos 0 ‘,‘
5’1 2 113 el (1 3 500\ ;(ii*é?m_.—’ua):
{HE(Q""”)’{':;(&‘&“’“ °) +5(2‘4'6°°’ )+“+2mH1 386 am )
, B /3 2. 4(3 8 2 1 (35 2m—1 -
S=2Rx ol 23 ﬁ(i'mz“)+3(i'ﬁw’3°)+ """"" +2m—-1(4'6"' am ”’")’ V)
e R—a |, 13 W[i/(5 2 1 (5 am—1 2|
+—T‘+§.E-5—'—m[g(§-wsaﬂ) + ---------------------- +2m_.{(§ e 2m 008“‘8)_}
135 2m—3 e 1 (m—1 mg)]
+2'i'6 ............... oy L fa—1 @m—D R [Qm—l ( 3 8)-

¢ a superficie do triangulo S's/, quando for %mcase, obter-se-ha pela formula (V) trocando os logares de R e r, e os de
aea

A superficie total do barrete de clerigo para quaesquer relacdes entre r, R e cos 6 serd

B,=2(8,+85.)

ABOBADA DE ARESTA

A superficie da abobada de aresta é igual 4 somma das superficies dos cylindros que a formam menos a do barrete
de clerigo por elles formado. Quando os eylindros se cortarem orthogonalmente (fig. 9), se for €, a superficie do cylindro

;zja base & a ogiva abas e o comprimento 2a/, e €, a superficie do cylindro cuja base é a ogiva a'ba’s e 0 comprimento
, teremos

> b
C,=2|ds><2d C;y=2)ds;><2

( 'i Vide nota 10.»
(2) Vide nota 11.*
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¢ em virtude dos valores (3) e (4) LT T [ b ds
" o VYr2—22
dz
Ci=ha H. V=
ou C,=ka rare. sen. 2 (V1)
r
C,=kaRare. sen. —% (Vi)

e a superficie total da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, serd

Al=cl-i-c¢r_'Bl

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 6 (fig. 10), a superficie de cada cylindro é igual
ao producto da geratriz pela seccdo recta, e assim se for C'; a superficie do que tem a geratriz 2a’ e a sec¢io recta abay, ¢
€'y a do que tem a geratriz 2a e a sec¢io recta «'ba’y, serd

- =h
C,=2 | ds < 2/ Cy=2|dé;><2a
¢ em virtude dos valores (9) e (10) Clmil “’f:i g \/rz-- 22 os? B
E: % 2 — g2

I JR* — 22 cos? b
C’./——ﬁaf:dz g

oo
Tam sen. g) l—-[(émo ’—{-%(%.gcm?e)!—i-é(é.g.gmia)‘+..+§l:—i(%.g.%..’Tm;-l-mﬂe)z 71"
Pl +3G i)+ G =)+ + s @152 e) ]|
2

o N LD B X L) s (-
; el L A HLC) S — . |

e sty R . R EA Nl W i SRt e SR G SR PR S |

4 5.5 AW — o :z:g.{’mﬂ;‘r,_l [,m‘_l(";;*m-o)’]

¢ para obter o valor de €'y bastard na formula (VIII) trocarmos os logares de a e a’, pondo R em logar de r.
A superficie total da abobada de aresta, se for B’ a do barrete de clerigo correspondente, sera

A, =C.+Cy—B,

(1) Fazendo z = r sen ¢ resultard

ia‘fds r’;i?{!—‘-=la‘r d“fl—ooo‘em%

expressio que se integrard como na nota 10.» : Vet — i
5 Comg:=ruu?, pmz—aé9=o,u¢n9-=o;epuls—bem9u?_,, = arc. sen. :-_,emgz "r T = L
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PARTE 1I

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os eylindros se cortam orthogonalmente (fig. 9), pelo emprego de planos secantes parallelos ao das impostas
e infinitamente proximos entre si ficard a abobada dividida em parallelipipedos infinilamente pequenos e de base rectan-
gular.
Para um dado valor de z a interseccdo do plano secante-serd o rectangulo
mupg=mg>xmn

¢ como ' mg=mwm' ¢ =2¢ mn=p'q =2y

a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (1) e (2), serd

B,:F;rla-—r-i— 92— z2
i f N i Y
ou B‘:.:'L! |(r-ﬂ](ﬂ——a}—-(r—a} Rz——zi‘—(ﬂuaj\/1"*‘—53—}-1‘}?“!—-;\/1—“—2I z

¢ por consequencia

o —R+4 /R —2z2|d: (1)

5 I AT Ak T P e
.ﬁ.-gl (ﬂ3+;8) g(w""‘ﬂzrs) S'Hiri_ stessssge e
3 -+.£—.—-R _;r-)-fxars.sené
r

s M

No caso das ogivas serem iguaes, ou R==r, @' =a, para cada valor de z serd z ==y, e enldo a igualdade (11) tran-

sformar-se-ha em
B,= f‘ a—r- \/r?—-zr.2

on Bc=4f’

1(2
¢ por consequencia B,=4% [ﬁb—-—?-—r‘ (r —a) arc. sen 2] € (11

2
ds (12)

-(r—a)zﬁ-i*’—z? —2(1'—a)\/r2--z?]dz

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agado 6 (fig. 10), pelo emprego dos planos secantes
parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficard ella dividida em parallelipipedos infinitamente peque-
nos cujas bases serdo parallelogrammos.

Para um determinado valor de z a base do parallelipipedo elementar sera

MAPG=MGXNr="mq > mn > senb

¢ como mg=m'q =2z mn=p g’ =2y

serd a capacidade do barrete de clerigo, em virtude das igualdades (5) e (6), J

rotm vt

-y \/R*-—ztldz (13)

(:) Vide nota 12.2
(?) Vide a mesma nota.
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e comparando a igualdade (13) com a (11) resullard

“ iy tiy 8 ll3hﬂ_i1_L_il|
0L . #3(mta) v is(@ta—me) i 7| (o + ) (FatEn).
114358/, 1\_&/1 i) 3 4
= [ PRS0 O o R o S R ) R OO T T T V. (s Lo
B, = bhseno| 316789 R,+ﬂ) B(Rsrz-i-ﬂzrﬁ) : le | am

—

] Q'_._E.q)ﬁ.z > m-c,;m.%_,_&ta_"ﬁ)_'_’x:xrc.smg I

Quando as ogivas directrizes dos cylindros forem iguaes, ou R=r ¢ a/=a, para cada valor de z serd z=y e a
igualdade (13) transforma-se em y

pouh.
B’,zi:enﬁj [a—r+ rt—z2 | dz
[ ] - -

que pela compara¢ao com a (12) dara

Br,=ama[ﬂb_%’—ﬂ(r-a)xm.m?_l (V)
4 r

ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta é igual 4 somma das capacidades dos cylindros que a formam, menos a do bar-
rete de clerigo por elles formado.

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente se for C, a capacidade do que tem de comprimento 2a’ e por base
a superficie da ogiva abas, e C,/ 0 que tem de comprimento 2a e por base a superficie da ogiva a'ba’y, (fig. 9), teremos

»
C,=2a’ﬁzdz C/=2a|2ydz
‘e, em virtude dos valores (1) e (2), Csid f’ [ﬂ_r 4y fr—n I i

C.r=lar[a’—3+\/ﬂ.:; ds

e

ou e W

C,=|rx arc.mg—(r —a) be!a*

C.r=[R'xarc.m%-—(ﬂ—»a'}b_lxza (Vi)

A capacidade da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, serd

A, = C¢+ Cy —-B‘.

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo 6 (fig. 10), se representarmos por €', a capaci-
dade do que tem por base a ogiva abas e por geratriz 2a/, tendo portanto a altura h=2a'sen8, e por €', a capacidade do
que tem por base a ogiva a'ba’y e por geratriz 2a, sendo a sua altura »'=2a senf, serd ;

L] b
C,=2dsent |2xdz C’.ﬂ=2amo‘fiydz

(1) Vide nota 42.*
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e, em resultado dos valores (3) e (),

: Cf,-;tafm-f[n-—r.y re—z2 lds
L _cf,:..sgupof [a’-—-R-j— \/ P2 ds
ou (/8 -.-[r' x.mm{—'(f-—-s) b] > 2a'sent i (VII)

Co= I_E'x ag.;u %-—@ﬁ-@s] > 2a sen ' ' (Viln)
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CAPITULO V

ABOBADA DE TORRE CIRCULAR

A abobada de torre circular (fig. 11) é formada pelo concurso de um téro e um conoide. O toro ¢ gerado pela revo-
lugio do semi-circulo B'C'Y' que, levantado no plano vertical B'0, gira em roda da vertical 0. O conoide é gerado por
uma recta que se conserva sempre horisontal, tendo por uma das directrizes a vertical 0, e a segunda directriz, se fo-
rem FO e GO os planos verticaes tangentes ao conoide, os quaes se cortam sob o angulo 0, determina-se pelc modo se-
guinte : o arco AeD, deseripto do ponto O como centro e com o raio R igual 4 distancia do centro da geratriz do toro a
verlical O, rectifica-se em aod, e sobre esta recta, como eixo maior, descreve-se a semi-ellipse A”C"D" que tem o semi-
eixo vertical 0" €"==0'C'=r raio da geratriz do toro; depois, imaginando que o plano aod, onde esta ellipse existe, se
enrola em volta do cylindro recto AoD de modo que as suas abscissas coincidam com os arcos d’esta circumferencia, e as
suas ordenadas com as arestas verticaes do cylindro, a ellipse tornar-se-ha uma linha a dupla curvatura projectada em
AoD e adoplar-se-ha para segunda directriz, ou base do conoide.

Para obler a intersec¢do do conoide com o toro corlam-se estas superficies por planos horisontaes. O que passar por
M’ do meridiano B'C'b' cortard o Loro segundo os circulos descriptos com os raios OP' e Op'; depois, procurando na el-
lipse os pontos M’ ¢ N, da mesma allura que M, se tomarmos 08 arcos oP e 0Q respectivamente iguaes s abscissas o” P”
e 0"Q", os pontos P e () serio evidentemente as projeccdes dos pontos onde a base do conoide ¢ encontrada pelo plano
secante horisontal, e, por conseguinte, as interseccdes feitas n’esta superficie sio as duas rectas projectadas em OP e 00.
Ora, estas rectas encontram as duas interseccdes circulares, feitas no téro, nos pontos M, m, N e n que pertencem d in-
tersecgdo das duas superficies.

PARTE 1

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

0 arco 0 que, com o raio unidade, corresponde ao angulo 6° formado pelos planos verticaes FOe GO 66 =
arco AD seri

wo"”’

fhb—ﬂ)(i‘zfr—-ﬂ

Els

_— " pr
mas como A" D' =ad=AD, e0" A" =0o"D" =-4—2£!—, se referirmos a ellipse A”C"D" aos eixos o' x ¢ 0" z a sua
equacio serd

(’5;0“) 24 reat= (“;6_3)’& a)
d’onde se tira 1r“‘i\/,.; 2 @)

ese I‘&t;a ds 0 arco elementar d’esta curva, como é ds=dz \ / -]— 1, pela substitui¢io de ( )urado da igualdade (2)

(1°— —slz:-i—m @

v/
dz r
o %22

180
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0 circulo B’ €' b’ referido aos eixos o’ y e o' z terd para equagio

32 + 22 =12
d’onde se tira ‘ y=yr—z2 (&)

© 8 da for 0 sou aroo elomentar, como dey = dz \/ 3 ) 4+ 1, pela substituigio de (32) tirado da igualdade (&) re-
8

rdsz X
‘:'*“1—‘/"2 g (5)

Cortando a abobada por planos horisontaes infinitamente proximos entre si, os triangulos curvos perlencentes d su-
perficie do toro, e que se projectam em FoG e fog, ficardo divididos em por¢des cylindricas infinitamente pequenas, cu-
Jas bases sio 0s arcos de circulo segundo os quaes o toro ¢ interceptado e as alturas sio os elementos ds; da semi-cir-
cumferencia B'C'Y'. Os triangulos curvos pertencentes d superficie do conoide, e que se projectam em Fof e Gog, ficario
divididos em trapezios infinitamente pequenos para cada um dos quaes a linha tirada a igual distancia dos lados paralle-
los & o elemento ds da directriz do conoide que se projecta em AoD, arco evidentemente igual ao elemento ds da ellipse
A"C'D", e n'esles trapezios as alturas serdo iguaes as interseccdes feitas no conoide pelos planos secantes.

0 plano secante que passa 4 altura z acima do das impostas cortard o téro segundo os arcos MN e mn, e o conoide
segundo as rectas Mm e Nn. Os raios d’aquelles arcos sio

Ri=0M=004+0dP =R+y RBy=0m=00—0p =R—y
e em virtude da igualdade (4) : Bi=R+ri—z (6)
Rz:.ﬂ—t‘f!—ﬁz (7}

o /“"\r P P
Para determinar os arcos MN ¢ mn temos as propor¢oes

Oa:OM::@:ﬁ : Oo:Om::ﬁ-Q\:rf;\
ecomo P Q= P'Q'— 22z R:Ry:22: 0N R:Byu2w:mn

0 que, pela substituicio dos valores (2), (6) e (7), da

T 2t (e )y e
=t (n—\/;_;) \/;——-—z; )

As areas dos elementos de superficie cylindrica que se projectam em FGMN e fymn sio

FGMN= N ds fgmn=imn > ds

e pondo na primeira d’estas igualdades os valores (5) e (8), e na segunda os valores (5) e (9), resultard

w8 [ e
FBG“I_&_)?J, (n+¢,e—.s=);/r=—znxm=wol (R4 V/r® — 22) dz

fog=ﬁ"—r’ G L w Vi — ) dz

yri—z
o Fo 6= (Rr 4% () m
fogéfs—;(Rr—-Eﬂ) . (1)

l L]
(1) Conforme a nota 12.% serd de"’ 52=H><mmr=u'-; %
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As areas dos lrapezios elementares que se projectam em GMmg e FNnf sio

GMmg=Mm><ds FNnf=Nnxds

mas como Min = Nn = P'p' =2y, pondo n’estas duas igualdades os valores (3) e (%) vird

: ﬂ)z—a 244, -
Fof=Gog= ’ El/r?——zix‘;f\/ ({80" - =‘f dzv ('%62)2—’& ke L i
g LR V(% 0 R)*+-(360 r)2 (")
ou PofeBogm oot d o B e 360 r (I
360 V(=0 R)2—(360 r)? 0,1342045

A formula (IIl) deixard de ser applicavel quando for =6 R <360 r, mas entio podemos dar a igualdade (10) a se-

guinte forma
. I
Faf=Gog=I dz\/&.rl—-l&—-(?ﬁaﬁf—:) lz’ (1)

(’onde resulta " =0 Rr 360 r3 V(36072 — (=0 R)2 (%)
Fof=Gog= d——_ >are. sen.
f 9= 360 V(360 r)2 — (=0 R)? 3607 &)

) Finalmente, quando for =0 R==360 » as formulas (III) e (IV) tornam-se indeterminadas, mas das igualdades (10) e
tira-se
Fof=Gog=‘/‘rdz¢§_r;

ou . Fof=Gop=2n _ (V)

A superficie total do barrele de clerigo é igual & somma das superficies dos triangulos curvos FoG, fog, Fof e Gog,
e entdo, quando for =6R > 360 r, tira-se das formulas (1), (II) e (III)

3 tg. 2O R+ V(w0 R} — (360 7)2
B,— =SRr L ke = 360 r (2)
60 /(=0 R>—(360 1) 0,4342045

(Quando for =6R <360 r, tira-se das formulas (I), (I) e (IV)

B — =0Rr 720 13
TR a0

)

e finalmente, no caso de ser =0R= 360 r, as formulas (I), (II) e (V) ddo

w0 Rr "
Smin TR )

§

ABOBADA DH ARESTA
»

A superficie da abobada de aresta de torre circular é igual & somma da superficie do sector de conoide limitado pe-
los cylindros verticaes tangentes ao toro interior e exteriormente, com a do sector de toro limitado pelos planos verticaes
tangentes ao conoide, menos a do barrete de clerigo correspondente. -

. 0 plano secante que passa 4 altura z acima do das impostas corta o sector de téro segundo os arcos My Ni € my n,
cujos raios sio Ry e Ra, sendo aquelles arcos

- & — - fi
IH! 1-Rtxiz%.n‘ mlﬂll=Bz)('l=fiﬁ.Bz

gg Vide nota 13.*
Vide nota 4.2



¢ em virtude das ignaldades (6) e (7) e (ﬂ 3 r,_z,) (12)

e
my nl=.l%%(ﬂ—\/s¢—z!) (13)

As porcdes de superficie de téro projectadas em FGMiNi e fgmyny, sio

FGM[N‘l:ﬁ!—.N\lxdl: fgm1n1=mln,><ds,

sendo portanto o sector do toro T — (ﬁn_lﬁ e T8

e pela substituigio dos valores (5), (12) e (13)

2xo0Rr (T 43 2w0Rr r
2 5 '._I,\/r!—-s*_ 180 xaw.:en;
i T=n-!aﬁr

180 (V1)
0O plano secante que passa 4 altura z acima do das impostas corta o sector do conoide segundo as rectas Mams e
Nana iguaes a B'Y ou 2r, e as por¢des da superficie do conoide projectadas em GMamag ¢ FNanof, sio

GMymgg=M,my><ds FNongf=Nyny < ds

sendo portanto o sector do conoide C= f(’;f;m, M) B iy ﬁ: 3

wg=0 =0

Ora o integral é evidentemente o desenvolvimento de um quadrante da ellipse A”€"D", ¢ entio, quando for = 8§ R = 360r,

/(=0 H)2 — (360 1)

se fizermos —y =@, seri
_nRe|, /LR 471 3 NS 4/0 3 B N\* . 4 (33 2m—1 ,\2| ()
b % b (i") 3(2'5"’) 3(5'4‘6’3) Sy T (2'&'(5 """" Im ”) I AvS)
Quando for = 6 R<< 3607, se fizermos ¥ m%(”°ﬂﬁz=e, serd
r
a1 — (L) —1(L 34\2_1(1 3 8.\ _.l(i.H qm—1 *|
C=2sr1i1 (Re) 3(3-3e 5(,.&.6e) ..... (35 5 = e"‘) (VIII)

Finalmente, no caso de ser "9R==360 r, das formulas (VII) ou (VIII) tira-se

C=2=nr? (IX)

A superficie total da abobada de aresta, sendo B; a do barrete de clerigo que lhe corresponde, é

A, =T+ C—B,

expressio que toma diversas formas segundo as relacdes eotre R, r e 0.

(1) Vide nota (%) a pag. 6.
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PARTE 11

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Cortando-se a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficard ella dividida
em sectores de corda cylindrica infinitamente pequenos, tendo cada um a altura dz e para base o trapezio circular que
resulta da interseccdo feita na abobada pelo plano secante. Assim, para o plano que passa d altura z acima do das impos-
tas, o trapezio circular, base do sector de coroda cylindrica, é

.uw:m=§(ﬂ><n,—ﬁxn,}

e a capacidade do barrete de clerigo serd
¢ G ko P—
B,= EJ (MN > By—"mn < Ry) dz
L

e em virtude das igualdades (6), (7), (8) e (9)

Bl {I(R-{-V_zz)z—(n Vi —2) szv’ﬂ sz—"“ﬂj(ﬂ-—zz)dz

B, 2180:'

=0 Rr? Rr2
= b )

ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta é igual 4 do sector de tonoide limitado pelos cylindros verticaes tangentes ao 16-
ro interior e exteriormente, mais a do sector de toro limitado pelos planos verticaes tangentes ao conoide, menos a do bar-
rete de clerigo correspondente.

0 plano secante que passa & altura z acima do das impostas corta o sector de toro segundo o trapezio eircular

¥ e T
My Nyngmy =%(31N1 > Ry —my ny < Ry)
e a capacidade do sector serd T=;f (M, >< By — my my ¢ By) d
L]

que, pela substituicio dos valores (6), (7), (12) e (13), dad
rel = "]_(nw,e—_?ap_(a_.mzyzjaz=%y.'dn/,«—_;z

_moRn21

0 plano que passa & altura z acima do das impostas corta o sector de conoide segundo o trapezio circular
e Ny mg = | By (R+-r) gy (R—) |

() Vidé nota (*) a pag. 36.
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I - 'm\

0s arcos Mz Na ¢ mana sio dados pelas proporgdes
Oo:o.ll,uﬁ:ﬁ 00:0&::%3;&—;

ou

B:R-}-r::!-a:ﬁ R:R—r:u2x:myng

0 que, pela substitui¢do do valor (2), d4

HN= (R yr—2

o= ot (1) Y

L

@ por consequencia c=i. [ [(a_-r-rr#—(n-—r)']av’m — 238 gz i

c PIRP()
~960

(i

Apr-q-c_.s —2 x"_‘_'._"'_ o

: ou A ==0Rr? (%--—-I‘ “)
B £ 1 .
(1) Vidé nota (') a pag. 36.
iy i ~ ¥ o NS e
i . = .
& . . - : -
E: SR as Sl snoitesy wnbailvs i ahafigdl i ;_uq(,, h.andiad b2 g 8 sfag sb pEindealy s hateagigsa §
1= —_—— b 5 ooy Al T s AR TR T Ty e u"’:tn- "_ u"l.l RO ok 9% GiF BEism 3 :
. :"-'-A‘m e i -i UM 5 T i,*, a:ﬂ: - .:T e bty e f ' . b S ¥ +raret 7=
R 3 - e T T = 1 AuRsad & : T &
P g i st o cisgwit o Blany e il 15 ‘,r en iy ‘Ni’ 2R "x' wide = TR b feany ke s
— - L R
= N 2 . r
P ,- 2 a1 ‘ il o 3.1}
B 2, ol T MG Bl n\; gﬁ-—»ﬁg-@-’i‘gq- 1‘1” _
. = — ) :

S et B 1 e o



NOTAS

NOTA 1.*

: P o R 18 )
Para determinar o valor defdz \/(“’“b: b’) 22 4 1, fagamos “'; A5 m

Ora 3 ey ma? dz = ma2 41 —1)dz
Joyanti=yrori i iU

e portanto /’ /m,_{_l_zgmz!i +
|/—m33+1
mas como e
sz_i_l \/‘xlgr ﬁ-}-\/ﬂu’-{*l)
serd dz\/mz3+l ’_@L.{. “ xlg( ﬁ-l_ mz’-{»_l)

= rbdz\/s;ﬂ+l=m:z—ﬁ+%\/£xlg. (b\/;q-\/m_b::i)
@ pondo em logar de m o seu valor

f / -62 Aide “+b\/azbzbz><‘9 +\/a=_ ]

0 logarithmo que figura no segundo membro é tomado no systema neperiano, mas passar-se-ha para o systema vul-
gar dividindo-o por lg. e=lg. 2,718281828. . .=0,4342945, e entio

d.t\/ z’-{-l:-_[a-i-b\/m’_ v (%+ \/E’;?)]

0,4342945

NOTA 2.°
b
Para determinarovalordafdzm 9 3‘;#_,,.
Como - fa;\/i-w_s\/lﬁw+ _';-‘-’E‘:—;_, ‘_"""*'J( +l—~l)d:
e _zyl—mz2 1 dz
ja O e e | f7/ v



49

< arc. sen.z

;/1 = mz2 \/ \/—

resulta Jd" \/1 26 mz! = _‘Zl — mz? 1= \/_- >< are. sen. s \/_
- —

o8 J dz\/l—m" '_b_;/_l__mb {xarcsm b\/

e pondo em logar de m o seu valor

fdz”i-— _a,z z!=- a+b\,/ —><are. sm\/ ~“”el

e porque

NOTA 3.°

As raizes do trinomio do segundo grau

—2(M+ b)z-|—(2Mb_|.bz+ Mf;oiy

8a0 M \
o =] b —_— i
M4 +\/M‘+Q’ (1)

e i
-N1i=y WL 2
e=M+ = (2)

evidentemente reaes, positivas e desiguaes.
Como o trinomio equivale & expressdo (z—«) (2 —¢), e, para proceder & integracio, fizermos

VE—a)(z—6)=(z—a)

vira g_Gﬂ(Z—'ﬂ.).‘l‘z 3)
d’onde se tira P i
1—a2
_2e(6=a)y. _20(6—s
a= TR = G o e
_(—a)z E—ua)x
i dult == G 5
eportal:lto d 2 b b2 !G—a!*w’
Ry A=2000s + (10004 ) ME—eRey,
A integracdo da frac¢d@o racional ( 3, == 1;‘(5,- ruyE far-se-ha recorrendo & igualdade
2 __ M N N
T e et g R
daqnalresnlta,porseremﬂl-m,u=;—6,m___lié,N= w'N"— 1oN = 15' .

#_ _3F 3 fn o SV 3 1 g =
e g ’“[(s—l)""(z—!)* (s—1) {m+i)*+(7v‘-|‘-'!")5+(w+l)]

Rds__ _ 1[ 1

on @ —1p 16 {T,,T_"_'_'i—),i‘ )-HF( o e ($+1)3+(£+’) lg (= +l)]+m
L
— 6 @mtpt et T |+ o

z (2 4+ l

"""' C(@—1)?
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L

e subslituindo os valores de x e 22 tirados da igualdade (3)

zxg _(ﬂ.-re) —G z—G_!‘
AE—apay, _ (E=—ap = Vize,VYi=e
’ @—ip "= (e-—m)z + . T -

z I—a

g3 —

= L‘i_—_y?‘ 22z — (a4 8)]V(z—2)(z—6)
8 (E—a)? +l

e fazendo a integracio entre 0s limites z==0¢ z2=0

= G
""_:"2(6_4_)%1 (s_a}z 2[2b— (a4 W (b—a) (5—6)4_! )/_g::_g_i_—e{wre) ‘/JE__,,,\/Z_’

™ A et A ) E—a) = g g
A @) —a) \/i_i“ E—ap \/§+*

i e $—€
(G—a.)zgﬂ[ﬂb—c:-I-G)]\/b—a){b—6)+2(a+€]r+lg(\/b—u. l)( “H)

E—ap (\/§:f+’)(\/;—‘)§

Se substituirmos os valores (1) e (2) d;e « ¢ 6, attendendo a que na hyperbole & abscissa z=o corresponde a orde-
Mz
nada £ =a, sendo por isso 2 Mb b’=“—§}zi : notando tambem que o logarithmo é neperiano e que para poder tomar-
se no systema vulgar & preciso multiplical-0 por § 4 90.% = 2,302585, como

——

s¢=ﬂiﬁjg:+oi’n§z\/zz 2 (M+b)z +(2Mb+b2+w+ )

serd m
‘ I3 g M'+o' HH_ g |

O‘ : | 1 __

(M+a)\/ + i — : u N o

IS ) - R M0 1 2309585 X . +\/_M’+0’_ w40

v ]
+D'a m-+0 <\/u M'-{-o )(\/H-i—b )
‘"*\/m*-m' M""""\/Hwo'

NOTA 4.

Da hyperbole expressa pela equacio Mg — N 22=— M2 N?

d’onde se tira

de _ N2z, (&);M__. Niz? M2 (a_z)z_i_!:(mimpz—m
M H,‘%i(zz __Mg) Mz(zz—ﬂ’) / dz Jlﬂ(z’—-.l!’)

dz Mz’ dz

o0 arco elementar serd

3 Tazh? | . Mz+m -
ds=‘/d@’+d;3=dz\/(:—§)’+l=d, gm+m;zs_m

M (22— — M2
e se fizermos WIN__ Relie a7 ' __Msensdo
QE_e,ez_m@,donderesnltadz“ o
vem
ds=Msemgds
cos®




hh

e desenvolvendo o radical pela formula do binomio, 0 arco contado do pento em que =0 ou z==M, que é o vertice da
curva, sera

Sl ue,_d;t__iﬂ_i oo 4 4 coto 4 4 3 cosbp 113 2m—3 cos?™ ¢
i 7 S S el O A W i AN b 2m o
? P i ‘ .
— e[ M MG |1 1 oo 4 4 3 costeg, O R | e I e 4
el b P d;p—-dd{;la S tyera T T8 TP o s E
e Mo M P I'f 4 oog , 4 1 3 cost h —3 costm-2
s=Metgp—22 & A e o e B S B -.1.— ........ 2m e ML
il W s Pl o o S e T35 m ez'—zl
Para o caso de » ser par temos
.? = %
Sengy 1 (0= Voot B=N(0—3) n s it § L RN 5.3 B 3 e (n—1),
Js""""d" n [“’"— o Lo 't heRueioagati it - Lapia n
e portanto
M‘ed¢=m|—mqi +10
. 2 2
J’;ui¢d?=mlrm3?+§m?]+i_§‘p
. & | e i B
60d _”'Wl .8 pos? §_§ I !,§_§
wa i cos® ¢ i 9-1% gt e -l-2 36’

_ _seno [ @m—3) omy,. . (2m—3) Cm—3B) .. @m—3).5.3, 1,435 (@mn—3)
,f”"“”"q’d? 2m—2l_"°' PR T an—ban—o" Tt Ge— 1 "R Am—)

quantidades que na expressdo de s estio multiplicadas respectivamente por

25 %
2L
1131
286"
122232
2468 ¢
e, A3 4
R s 2m " eim-2
e effectuando as multiplica¢des resulta
Mefy 474 £\2 471 3 1\2 171 3 5 1\ 138 am—3 4 \]]
i [H'a(z'e) +3(2'a‘e2) ""a(z 56 .a)+ +m(2'4'6 am—z‘e-—:) J
[ 11 12 i(!,i*,i)’ 1(1 §_§_L)‘ 1(1 2 8. .20=0 _} ¥
= l3\a's Tl +i,3 A el R T
B 3 TE e e IR RS 135 W )
g - t3° 73 _:?ag‘ea) +4(¢ e‘es)"'" 3 °+m(&'6'" Am—2 sw—l)
g ==L !§°£";_'£1(§£’ ............ 137 SRy 1 \s
30 (H3 1 T [alg @) Froeeere +m(s‘a ....... e B
T St g R e S RSV 1L Be—3 4 X3
3 B i i jast aese[iaa=g 1y

0 arco de hyperbole que deve tomar-se & 2s, pois que s & contado s6 em um dos ramos da curva. O arco auxiliar 9

é determinado pela condi¢lio de ser casqa=—1;'. e como s € contado desde o vertice até ao ponto para o qual =M+ b,
sera '

cosp=

x+b’ sene N(H"-i), tg. e Nl ® an'.lg.N
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NOTA 5.°

0 segmento da hyperbole dada pela equacio
M2a?— N2 (M4-b—3z)2=— M2NN?,

tomado desde z=0 até z==0, seri
i oN [
H,=2 [ z dz =WJ dz\/(.41+b—z)2— e

¢ como a quantidade sob o radical & um trinomio do segundo grau cujas raizes sio

a=2M+b €=b

evidenlemente reaes, positivas e desiguaes, podemos fazer

VIM+b—zR— M= (z—2o)x

d’onde resulta 38 == (z—a) 22
s
o e Tt e
e portanto & \/ m - _3.(%%)5?“’3 dx

Ora, como estamos exactamente nas condi¢oes da nota 3.2, sera

.Lwdz \/uu-b;

S = (Vi ar)
,,z_M,_(s—sz)%2{%b—{a+8}1mb-—=){b—s)+2(«+sn/ﬁ+,g_ b— P

7y V= (V)

¢ pondo em vez de « e ¢ 0s seus valores

0

s SV— L4/ —2-
2N W) (MA-b)VIM 4 B2 2M+-b
H, i o 5 W +Ig.l p—
\/2 M4b

ou, por ser 2Mb 4 b*= “’1\;2“’ . & dividindo por 0,4342945 o logarithmo neperiano que est:i no segundo membro, para
que possa tomar-se no systema valgar,

[(H-i-b} lo. aBj:bN]
a aM—bN
B=MN|"=%v + ohumems

NOTA 6.°

Dividindo e multiplicando por 4b a expressio dz V(@® 1+ & b5) — & bz, serd

i
f g/ (a’+w)—m=-f-ﬁ-f L(cﬁ+bb'}-ibs}'1xﬂdu-—.£-g r&tﬂ:’a—_ﬂn' "
2 :
= f"\/&'-{-&b‘)-&h-%{fu‘-}-tb‘}z—o’j



NOTA
Da parabola expressa pela equagao oA s % (b— 3),
d’onde se tira s _ __ 2%, dz\? _ &b?
iz @ (zk::) e
0 arco elementar sera (dz\ ? i
ds = \/dﬁ+dﬁ=d¢\/(£) +1=-_dx\/_arxz+1

e como demonstramos na nota 1.* que

dr\/m=+l— 'H—l- \/ X g. \/-—}-\/m‘-l-i

o arco da parabola, contado desde o vertice até ao ponto cuja ordenada é a, serd

s= 'ﬂifﬂ +%\/§><!g. (a \/m+ \/;azq—_)

No caso presente é m= %‘, 0 arco P, que procurdmos é o dobro de s, e, para que o logarithmo neperiano que esld no
segundo membro se possa tomar no systema valgar, effectuando a divisdo d’elle por log. e=0,4342945, teremos

g 2b 4 Va2 b2
= a a? _'._“_-
@+ 85+ o ¥ 0a%a20i5

NOTA Ss.°

0O segmento P, da parabola que tem a equacdo 22— ‘%z(b —3z)é

P.=2~[°a:xdz=?;-;&fdz“b_z=_%l&§_zﬁ‘a

&
P,=cab
ou 3

NOTA 9.7

Recorrendo ao methodo de integra¢do por partes serd

z .'dz >< are. sen. R

dz R
f[a—r-}- —-z’ m= [a—r+ r2—z? xarc.sm%-{-f m — + const

mas como, para z==0 & arc. sen % =0, ¢ para z=b é a—r +Vr*—z'=a—r 4 (r—a)=o, teremos

2. dz >< are. sen =

[+l —

e se desenvolvermos arc. sen % em serie, a qual serd convergente, pois que z <R, vem

i st 13 ¢ 1385 a8 135 3m—1 2242
”I:'3ni+§'E'sm+:'i'ﬁ'7m+"+a't 6  2m  (@m+1) R
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Para o caso de n ser numero par ¢

* ghds =
= _,___V’f‘z 3"[3.. 1+

Vr—2 " (n—2)(n— (n—2)..

¢ por consequencia

2dz __ Yri—z i, %
Vr_'z_? — 3 ><z+§r xarc.sen;
" atds __ Yr—2[ 4 3, J 3.1 z
T A [z 3 B +4.2r4><arc.se’n;

36 dz yr—z[ sis it 531 %
Vs == 8 [>z+ rz-[—- _r‘z]+ﬁ.g.§r‘xarr:.sm;

rzz- 3+(";’._{"_"‘_3},45a-s+ .+@:,L 5. 3,4-—3,—'_*..("_—_’1 1121-"(11'“3?15

---------

asdat,; {99 V"’—"‘[mn.*_a_ﬂ:_,-zz:m 1+(_:':..ll.(ﬁ‘_),.. g,._,+-'__+(___:|:.‘)_3r='"z—|

1/;’—-_35 2m+42 2m(2m—

@Em41)..5.3.1 oniase z
g T T

quantidades que na expressio a integrar sio multiplicadas respectivamente por

L

23R

13 1

2°4°5R

138 2m-—1 i
2% 6 2m (2m+1) R

e effectuando as multiplica¢des resulta

e —

s o i

i 8 1/1 r\2 , 471 3 r3\2 | 1356
(—ﬂrc sm-—)[rz-|~2(§ -ﬁ) +§(’ i’i’)"‘ ----- +;‘”-'_1(§.E.E--
1 /1 r\2, 471 3 r2\2 1 138
:[H'z (2 R +3(§‘E'Hz)+ : +m+1(§'i'§"
1 s[i1ye 473 ry2 Py L
: 333[% H) +3(a‘nﬂ)+ ........ +m+1(a's“"
Y=g i s i fAY I 1
2——‘-*1-'-2 T 3(32)"{- .......... s +m-{-i(6’
1 3 8 2m—1
k+i.;'é. lllllllllllllllllllllllllllllllllll ’m

ngi |wr ()

A expressio que acabamos de determinar tem de ser tomada entre os limites z =0 e z==»5, para o primeiro dos

quaes se torna nulla, sendo para o segundo Vri—z2=Vr?—p*=r—a.

NOTA 10.°

Para determinar o valor de f[“‘-f'l' ‘/'T_-;sz R’;z%::ﬂ
0 - 4

como z é sempre menor que R, pois que varia entre os limites 0 e b, podemos fazer z=R. senp, d’onde se tira

dz= R. cos 9dy, e enlio

f[a—-r-{—\/r‘-—zzldz R’ x’”"' f[ r+‘/r¢—mun’tp|><ﬂ qu@‘/mmmf‘::r
-=a[rfa:p\/i—},’;w,\/n—-w-m—«-.}fﬂp\/1-m=om=¢:| (@)
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Se desenvolvermos os radicaes em serie pela formula do binomio de Newton, serd

1R i IR i 4°3 ¢ -4 3 2m—3R"  om
X ‘.f S?Pizq“—l‘-———zlﬂﬂ? EE-;sen*q:-—i.E.E.riunsaph ...... = L e T r”.smi ©
\/l-—-f:ﬂs-l‘lsm?q..—_-l—ém&zﬂsmz:p-—-%.écos*ﬂsen"q:—--; % gwsﬁﬂseu':p—-— ...... -%.%.%....gr;g—ams!"asen”g

e por consequencia
2 L R 1/R i 4
\/l —g—:senzfg\/l—cos*hm’wz‘l —§(§+m328) ”"’?‘—" ;( + cost 6 — 2 J‘R;ws’ﬂ) senty

1S =
W -

3 [ RS Ri ne =

11“(&* sg_ (R TG ¢ P [
_2'&‘6'8,16_'-“3 5(rﬁf.'c.v.;‘!u‘i+@ma‘) 5 msﬂ.seﬂcg .......

-ttt it 2 84 e 1138, o
1 2:1;33::,: 2.41253119 2'&'6'433”? 3 .G.BA,smz,. .......
Para o caso de n ser numero par temos
.Ism"gdgu—% sen"-lw+ sen" 3@+Q—E§3—(L—zsm"“5¢-§— ....... —I-?—’:E;;Egseﬂqa %gg ..’-?-Elq

e portanto

!sen?f;d@—-—%g serw?-{-é@

[;en*?dq:=-—c—“? smig-}—gsm?]-{-

Isen“qndqn=-—-%'f sm-"qa-l—%m:*q:+2 v "isenq I-I-% . g- ‘ gq:
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Estas quantidades, na determinacio de ﬁi 9\/ {— ’_:_; sen?g \/ 1 — cos? 6 sen? » ,i8H0 multiplicadas respectivamente por .

1 11 £ 13
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Ji ‘(1 )ﬁ 1713 24/ 3 8 5.\ 1 135 m—1 ='}
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Estas expressoes tornam-se nullas para z=o, que dd 9==0; para z==>b seri

b — i
smnp—i;; cos:p=RR“; q:=arc.ma£

NOTA 11.°

Quando for %:cose a igualdade (a) da nota antecedente reduz-se a

- Sabemos que

a—r-4 \/:-3—-—32 ld-: ‘&}%z_z—c;;ﬂ=ﬂ [r, (l-coﬁﬁsenzqa)dq;—(r—-a)fdcp\/l —-¢0s? 0 sen? ¢

‘f(l—cosﬂnsm%}dqv=q;~—-cas20 [—f%—?xqu-éq =%senq;coscpcoszﬂ+tp(l-—émsza)

¢ como a integragio é entre os limites 2==o0 a que corresponde 9==o0, e 2=2> a que corresponde

e, _R—a, i b
‘"‘?-—Bs cosp = R’ 9 arc.sen-ﬁ
serd [ (l—-cos’ﬂsm'ﬂ@:%_(%ﬁ-"ﬂ_msza_i_ (1_§w,z,)xa,.c_ m%

w“o

W
Quanto a / ds V1 —cos*0 sen®9 o seu valor é o que se determinou na nota 10.*

NOTA 12.°

Para as fanccdes irracionaes da forma Vm — 22 é
fdz‘ fm—:'=@+%xm.amﬁ;+mt

e entdo, se notarmos que R? — b* = (R—a')? e r*— P¥=(r — a)?, serd

fﬁ\/ﬁ’—sﬂuﬂn—’_—ﬂ-l-% » m.sm%

r

. dz t:3=m_—“)+’exm.mb
e T e

As quantidades \/ 1— ‘fl:e \/ 1 — % desenvolvidas em serie pela formula do binomio de Newton dio
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d’onde se tira

NOTA 13.*

Integrando por partes a expressio dz Vma? + n serd

fdz“mzz+-;=z\/mz’+n - ff‘—:%=z\/msz+;—f%ﬁ

e portanto f‘ \/ At iVm2tn af 45
. bt 2 2 +2{‘sz3+91
. N R
mas como _ﬁ=ﬁxlg, (,\/m+\/m,z+ﬂ)
sera fdz fmz*—}-n z\/mzﬂj:ls 'n Ig ﬁ-l‘\/mbz'{'“
Se substituirmos m por[ (“&R) &] , n por 42, e dividirmos o logarithmo por 0,4342945 para poder tomal-o no
systema vulgar, resultard

gm0 R4 VIR —(360r)2

fd'“[(;e;o _&]z 44 ._.““R"+ 36013 *-X 360 r

360 ' /(=0 Rj— (360 r)? 0,4342945

NOTA 14.°
A expressio dzV/n — ma2® integrada por partes da
ﬁlz \/n—m==z\/ —ma? 4 V’;‘id‘ ,,_m,_}_"imz:/;[;,ﬁ?ds
JovsmtS TS
mas como fv'fm“%xmms\/g
. J:"' “""’“m’:'@-l';;_ﬁ;xmmz\/%‘

Se substituirmos m por [& — (%ﬂ)’], e u por & r?, resultard

e portanto
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APPENDICE

Nas escadas de caracol o piio e a caixa sio cylindros rectos, de base circular e concentricos; 0s degraus assentam
na superficie de um helicoide de plano director.

A abobada que se emprega n'estas escadas é um helicoide, do mesmo passo que aquelle em que assentam os de-
graus, sendo geralmente de um dos dois typos seguintes:

1.° Helicoide de plano director; e assim o vio da escada é um filete quadrangular de parafuso.

2.° Helicoide ndo regrado tendo por geratriz um semi-circulo cujo plano passa pelo eixo commum ao pido e d caixa.
Com esta abobada, denominada ponte de S. Gil, porque o seu emprego teve logar pela primeira vez em uma igreja de
Franca com a invocacgio d’este santo, o viio da escada consta, alem do filete quadrangular de parafuso que tem por faces
empennadas o0 helicoide onde assentam os degraus e o gerado pelo diametro horisontal do semi-circulo, do espaco com-
prehendido entre este ultimo helicoide e o gerado pelo proprio semi-circulo.

Dividiremos em dois capitulos a determinagdo das formulas para a avalia¢io da superficie e da capacidade das esca-
das de caracol, tratando no primeiro do caso em que a abobada é o helicoide de plano director, e no segundo do caso em
que ella é a ponte de S. Gil,

CAPITULO 1
HELICOIDE DE PLANO DIRECTOR

PARTE I

SUPERFICIE DA ABOBADA, DA CAIXA E DO PIA0 DA ESCADA

Representaremos por 7 (figs. 12 e 12 bis) o raio Oa do pido, por ! e a respectivamente a largura mn e a altura mm
da escada, e serd r 41 o raio da caixae » 4 ; o raio do cylindro recto onde existe a helice media que faz o angulo « com

o plano horisontal.

Se cortarmos a superficie da abobada por dois planos mam'n’ e rsr's’ que passem pelo eixo (0,0'0") e facam entre
si um angulo infinitamente pequeno, a por¢ao mnrs d’aquella superficie serd um trapezio do qual a altara se confundira
con(llj a largura mn da escada, e a linha que n’elle se tirar a igoal distancia dos lados parallelos é o elemento ds: da helice
media.

Ora, fazendo passar por ma um planofperpendicular ao eixo (0,0'0"), a por¢io do plano comprehendida entre as in-
terseccoes feitas n’elle pelo pido e pela caixa serd a coroa circular tendo para raios r e -+ 1, ou serd a projec¢do do heli-
coide sobre o mesmo plano, e o trapezio circular mnpg comprehendido entre os dois planos mnm/n’ € rsr's’' é a projec-

3o do trapezio mnrs; e do triangulo rectangulo tuv lira-se ds;=-;'—‘;, sendo ds o elemento da circumferencia base do
cylindro onde existe a helice media. Mas referindo esta circumferencia aos eixos orthogonaes (0x) e (0y) a sua equagio é

| _
#yp=(r+3) o

m e
@ como o arco elementar é Y e g):_H



e pela substitui¢ao de (g-_g) tirado da equacdo (1) (r—i- §)dx

ds= e
s
V(+s) ==
serd !
r-+ —
e o8 Ex d_“"’ 2
Vi
A area do trapezio mn r s serd pois .
murs=1x 2 dz >

l
ou 9 -
= (r4 2) .l M

expressdo que evidenlemente resulta de se dividir por cos « a superficic da corda circular projeccdo horisontal do heli-

coide.
No caso de querermos a porcio da superficie helicoidal comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo se

cortem sob o angulo 6 a qual terd por projeccio na coroa circular o trapezio em que os lados rectilineos fazem o mesmo
i 50 l 3 B
angulo 6, sendo nelle a area %0 r-4 §) I, serd aquella porgdo de helicoide

=8 =1 {
(r+ (I

A superficie da caixa da escada estd comprehendida entre duas helices que interceplam a por¢io a em cada geralriz
do cylindro onde ella existe, e como, pela planificacio d’este, aquella superficie se converte n'um parallelogrammo cuja
base é a e a altura é a por¢do da circumferencia base do cylindro interceptada pelos dois planos que, passando pelo eixo
do helicoide, limitam uma por¢io de caixa, notando que o raio do cylindro é r 4 [, a superficie que corresponde a uma
espira serd

C=2=(r+1l)a (I

e a que fica comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo do helicoide se cortem sob o angulo 6 terda por ex-
pressao

Co=rir+Da ()

A superficie m'g's’ que um ( degrau intercepta na caixa converte-se n’um triangulo rectangulo em que os cathelos sdo
¢'s'=a’ altura do degrau ¢ m'q’ arco da secgio recla da caixa interceptado pelas duas arestas m'n’ e p'q’ que, sendo 9 0
angulo formado por ellas, terd o valor%(r -+ 1), sendo portanto a expressio d’aquella superficie

D,= a8 (r+0¢ (V)

Para determinar a superficie do pido da escada o processo é inteiramente analogo ao que se empregou para a deter-
minacio da superficie da caixa, e assim a que corresponde a uma espira sera

P=2xra (V1)
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e a que fica comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo do helicoide se cortem sob o anguio 6 serd

P M8 a VI
=180 (

A superficie #'p'r’ que um degrau intercepla no pido converte-se n'um triangulo rectangulo cujos cathetos sio p'r' =
—
¢'s' =a' allura do degrau, e »'p’ arco da secc¢do recta do pido interceptado pelas duas arestas m'n’ e p'q’ que, sendo = o

angulo formado por ellas, terd o valor ;'—8% r, e a expressdo d’aquella superficie serd

D,= xXrad (VI

K
360

PARTE 1l

CAPACIDADE DA ESCADA

Se por mn e m'n’ fizermos passar planos perpendiculares ao eixo (0,0'0”) o espaco comprehendido entre elles, o piic
¢ a caixa da escada é a corda cylindrica da altura @ e com os raios r e r 1.

Fazendo tambem passar pelo eixo (0,0'0") dois planos mnn'm’ e pgs'r’ que se cortem sob um angulo infinitamente
pequeno, é claro que os dois polyedros] mmpgsr e m'n'p'q's'r’ sio iguaes entre si porque as faces de um sio iguaes as do
outro e similhantemente dispostas, succedendo o mesmo com rela¢do aos angulos diedros, e entdo serd

mupgsr-mursm' n/p g =munrsm'n' p' ¢ 4-m'n'p' g's' v/

e portanto sdo iguaes entre si os sectores da corda cylindrica e do filete quadrangular de parafuso comprehendidos entre
0s dois planos que passam pelo eixo (0,0'0") e se cortam sob um angulo infinitamente pequeno. E facil concluir d’isto
que a corda cylindrica equivale a uma espira, ou

E=2:(r+é)!a 0

e que a por¢do de filete comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo se cortem sob o angulo 6 terd por ex-
pressio

EG=%;(r—i—é)la (1

Para determinar o volume m'n'p’g’s'r’ de um degrau facamos passar pelas arestas m'n’ e p'q’ planos que se interce-
ptem segundo o eixo (0,0'0") e dos quaes o angulo serd . Se pela aresta p'q’ tracarmos um helicoide com passo igual-
ao d'aquelle em que o degrau assenta, é claro que cada um dos solidos m'n'p'q/s'r’ e m'n'p'qg'miny tem por volume meta-
de do do sector de helicoide cuja altura ¢ a do degrau, a'=¢'s, e que esti comprehendido entre os planos que se cor-
tam sob o angulo ¢, pois que aquelles solidos sdo iguaes entre si, visto as faces de um serem iguaes 4s do outro e simi
Ihantemente dispostas, succedendo o mesmo aos angulos diedros, e o volume do degran serd

n=;_616(r+§):af ' i)
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CAPITULO I

PONTE DE 8. GIL

PARTE 1
SUPERFICIE DA ABOBADA

Representemos respectivamente por » e R (figs. 13 e 13 bis) o raio oA da geratriz e a distancia 00 do centro d’ella
ao eixo do helicoide.

Se cortarmos a abobada por dois planos ABC e DEF que, passando pelo eixo (0,0'0"), fagam entre si um angulo in-
finitamente pequeno, a por¢io ABCDEF da superficie da abobada podera planificar-se segundo um trapezio do qual a al-
%]urla se confunde com o desenvolvimento =r da geratriz e cuja linba equidistante dos lados parallelos é o elemento ds da

elice media.

Ora, se descrevermos o téro que tem a geratriz ABC, a por¢io da superficie d’elle comprehendida entre os planos
ABC e GHI serdi ABCGHI que pbde planificar-se segundo um trapezio em que a altura se confunde com o desenvolvi-
mento =r da geratriz, tendo por linha equidistante dos lados parallelos o elemento ds da circumferencia secgio recta do
cylindro onde existe a helice media da abobada. E claro que, se for « 0 angulo que esta helice faz com o plano horisontal,

serd ds;=£:; , @ como, referindo aquella circumferencia aos eixos orthogonaes (Ox) e (0y),

a sua equagio é a2 =R
o elemento ds sera ds = _Rdz
; VR —a2
@ portanto FE S |
€08 o ‘/ — a2
A area do trapezio ABCDEF serd pois
R dax
ABCDE F=fpr x— -
_h €08 v/Bz__ z?

¢ a de uma espira complecta da abobada

E=ksrx Rfﬂ dz =hrrx R =
cosaf ‘/}p_mz coso 2
CO§ o

expressio evidentemente igual ao quociente que resulta de se dividir por cosx a superficie do toro.

A porgio da superficie da ponte de S. Gil comprehendida entre dois planos que, passando pelo eixo, secortem sob
0 angulo 9, & qual corresponde no toro a por¢do de superficie comprehendida entre os mesmos planos, exprimir-se-ha por

=20Ryr
0 ~ 180 > cos (i
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PARTE II

CAPACIDADE DA ABOBADA

Os dois planos que passam pelo eixo (0,0'0"), cortando-se sob um angulo infinitamente Eequeno, interceptam najabo-
hada o sector ABCDEF e no téro o sector ABCGHI. Ora, se por a4, interseccio feita pelo helicoide no plano ACIG, tra-
carmos um plano perpendicular aquelle resultariio os dois tetraedos eaGA e abDA iguaes em volume, pois que téem as
hases eaG e abD iguaes, tendo o vertice commum A; e se pela recta ac, parallela a GA, tracarmos um plano perpendicu-
lar a ACIG resultario os dois tetraedros aegA e bacA iguaes em volume, pois que léem as bases aeg ¢ bac iguaes e si-
tzadas no mesmo plano, tendo o vertice commum A. Se por (iuaesquer duas rectas infinitamente proximas, parallelas a
(:A e situadas no plano ACIG, taes como mn e gs, tracarmos planos perpendiculares dquefle resultario os prismas mapgrs
e m/n'p'q'r's' evidentemente ignaes em volume, pois que téem bases iguaes e altura iguaes. Por este modo se conclue que
0s solidos ABCla’'EaG e AaDFa'C téem volumes equivalentes, e entio

ABCladEaG+ABCa' Ea=AdBCad Ea4 AaDFa C

ou o sector do helicoide tem volume igual ao do sector do téro.

0 que acabamos de ver tem logar com quaesquer dois planos que passando pelo eixo da abobada se corlem sob um
angulo infinitamente pequeno, e entdo a capacidade de uma espira complecta da ponte de S. Gil serd igual & capacidade do
1oro, ou

E==2Ry? ()

2 a capacidade do sector da abobada comprehendido entre dois planos que se cortem segundo o eixo sob o angulo § serd

360 : (
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