
 



 



 



 



 



 



De v. ex."

Hespeitosissimo admirador

ILLUSTRISSIMO E EXCELLENTISSIMO SENHOR

ANT�NI� MARIA DE F�NTE� PEREIRA DE MEll�

r�E�I�E�IE �o W��El�O �E MI�I�mo�

MINISTRO E SECRETARIO D'ESTAnO DOS NEGOCIOS DA GUERRA

De entre as brilhantes qualidades que nobilitam v. ex.a, é sem duvida - o amor da patria - uma das

que mais lhe têem grangeado o respeito e a estima de quantos se presam por haverem nascido portuguezes
Incansavel tem sido v. ex.

a
em promover todos os melhoramentos que possam contribuir para a prospe­

ridade d'este reino; e, de tão gloriosa tarefa, não tem certamente cabido o menor quinhão ao desenvolvimento

das sciencias, para o qual é um poderoso incentivo a decidida protecção que encontram da parte de v. ex."

aquelles que as cultivam.

É isto que me anima a solicitar de v. ex.
a

a subida honra de permittit-me que lhe dedique o presente
trabalho; e se v. ex." o achar de alguma utilidade, e se dignar acceital-o benevolamente, concederá grande
mercè ao

Lisboa, iO de maio de i878.

�odoliedo @dmwndo ��o.
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As abobadas, tanto as de barrete de cierigo como as de aresta, são de um emprego frequentissimo nas construcções,
e por isso muitas vezes ha que calcular-lhes a superfície e a capacidade.

Infinito é o numero das curvas que po�em ser empregadas como directrizes dos cylindros que entram na formação
de uma abobada, mas pareceu- nos que sufficientemente attendidas ficariam as necessidades da pratica se, de entre todas

as curvas, apenas adoptássemos a ellipse, a hyperbole, a parabola e a ogiva. É com os cylindros tendo por base cada uma

d'estas curvas que constituimos os quatro primeiros capítulos do presente trabalho.

Cada um dos mencionados capítulos se divide em duas partes, a primeira das quaes se refere á superfície das abo­

badas, referindo-se a segunda á capacidade d'ellas ; em cada parte se estudam separadamente a abobada de barrete cie

cieri go e a de aresta, considerando-se para cada uma dois casos, dos quaes o primeiro tem logar quando os cylindros se

cortam orthogonalmente e o segundo quando é obliqua a incidencia cie um sobre o outro, e finalmente em cada caso de­

duzimos as formulas que correspondem ás différentes variedades da directriz considerada.

Julgámos que a abobada de torre circular, cujo emprego não é raro em obras de fortificação, teria justificado cabi­

mento n'este trabalho, e por isso formámos com ella o 5. o capitulo, o qual, como os quatro primeiros, se divide em duas

partes, referindo-se a primeira á superficie das abobadas e a segunda á sua capacidade, e em cada parte se estudam em

separado a abobada de barrete de clerigo e a de aresta.

Fréquente é o emprego das escadas de caracol e por isso importa saber avaliar-lhes a superficie e a capacidade, mas

não podendo entrar as suas abobadas na categoria das de barrete de clérigo ou na das de aresta, tivemos por mais pro­

prio constituir com similhante estudo um appendice que dividimos em dois capítulos dos quaes o primeiro se refere ao

caso em que a abobada é o helicoide de plano director, e o segundo ao caso em que é a ponte de S. Gil.

O capitulo LO do presente trabalho foi publicado na Becista de obras publicas e minas, no anno de t876, e o que en­

tão dissemos repethnol-o ainda hoje: ao intentar esta publicação instiga-nos unicamente o desejo de contribuirmos com o

nosso subsidio, embora pouco valioso, pará a resolução de alguns problemas cuja importancia ninguém ousará negar, e

que tão pouco estudados lêem sido até ao presente.



 



CAPITULO I

CYLINDROS DE BASE ELLIPTICA

PARTE I

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Começando pelo caso em que os cylindros se cortam orthogonalmente, referiremos a abobada (fig. f) a tres planos
coordenados dos quaes o dos (xy) será o das impostas e os dos (xz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estão
rebatidas em (xy).

Se representarmos por ba altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, sendo Oa=Oa! =a, e Oa'=
Olt't =a', as equações das ellipses directrizes serão,

em aba; a2 Z2 + b2 x2 = a2 b2

e em a'ba'i a'2 Z2 + b2 y2 = a'2 b2

das qnaes se tira a./-­x=-vb2-Z2b

y =� v'b2-Z2
b

(I)

(:!)

Os arcos elementares, ds da primeira d'estas curvas e ds! da segunda, serão

expressões que, pela substituição na primeira de (:�) tirado da equação (I) e na segunda de (�Y) tirado da equação (2)
se transformam em

Z

ds = dz. l(a2- bZ) Z2 +b1
V b2 (b2-Z2)

(3)

d -d V(a'Z b2)z2+b181- z ---

b2 (b2 - Z2)

Ora, se cortarmos a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um

dos triangules curvos que se projectam em AoA', A'oAt, etc., ficará dividido em rectangulos infinitamente pequenos, e

para determinar a area de um d'estes multiplicar-se-ha a intersecção do plano secante horisontal com um dos triangules
curvos pelo elemento ds da ellipse base ou directriz do cylindro a que o triangule pertencer; por exemplo: a area do re­

ctangulo projectado em A'Aiqm determinar-se-ha multiplicando mq pelo elemento da ellipse directriz do cylindro cujas
impostas estão em AtA' e AA't, poisque evidentemente este arco elementar é a altura do rectangulo que tem por ba­
se mq.

As areas dos rectangulos A'Aiqm e AA'mn exprimir-se-hão pois por

A'AI qm = mq X d81 AA'mn=mnx ds

mas como, para um mesmo valor de z

mq=m' q'=:!z mn=p' q"='!y

serã A' At qm =:! it X dSI AA'mn = :! Y X ds



A o A' = 2 a' rdz' I i - (b2 a2)Z2 2 ai x! [a + b· I b2
X are. sen.' Ib2

b a2]J.' V b4 2 V b2-a2 V 2_
(8)

4

e então os triangulos curvos A'oAI e AoA' terão os valores

A o AI = 2 r� =;;_ ds
Jz;-o

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (I) e (4) e na segunda os valores (2) e (3), virá

(5)

(6)

ou, se representarmos por Sa a superficie do triangulo cuja base é 2a e por Sal a do triangulo de base 2a',

[ � Jg.(�+. la!=J!!:\]p b V �Sa = a a' + b Va'Z -b2
X

--O,�3�29�5
(I)

[ liY (0._ • 1a2-b2)]_ I -b-2- �+Vb2S.I-a a+ b Vaz -b2
X

O,�3�29��
(II)

É claro que a formula (I) sómente será applicavel emquanto a'> b, porque do contrario se torna imaginaria, e pela
mesma rasão só poderá empregar-se a formula (II) quando a> b ; mas succedendo que ai< b, ou a < b, daremos aos va­

lores de A'oAt e AoA' a seguinte fôrma

(7)

ou
, [ . r»: . I b2 - al21Sa=a a'+b V�

X arc. sen.

V-b-2- (llI)

[ V--;;z- Vb2 - a2 jSar = a' a + b --, X a1·C. sen.
-b-?-b2-a2 •

_

(IV)

Se succeder que seja a' = b não poderemos empregar qualquer das formulas (I) ou (III) porque se tornam indeter­
minadas, e outro tanto succedera ás formulas (II) e (IV) quando a = b ; mas no primeiro caso as equações (5) e (7), e no

segundo as equações (6) e (8) reduzir-se-hão respectivamente a

A' oA1= 2 aldz
AOA'=2ajdz

ou 8.=2 a b (V)

Sa' = 2 al b (VI)

Finalmente, se for a = a'= b, as formulas (I), (II), (Ill) e (IV) serão inapplicaveis, como ha pouco indicámos, mas
das (V) e (VI) tirar-se-há

(VII)

A superfícle total do barrete de clerigo será evidentemente

(ct)

restando apenas substituir n'esta expressão os valores de Sa e Sal correspondentes ás relações que tiverem logar entre a,
ai e b.

(I) Vide nola t.a
(2) Vide nota �.'
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Tratemos agora o caso em que os cylindros se cortam obliquamente, sendo e o angule agudo formado pelos seus

eixos.
Referiremos ainda a abobada (fig. 2) a tres planos coordenados dos quaes o dos (xy) será o das impostas, e os dos

(xz) e dos (yz) os das ellipses directrizes dos cylindros, as quaes, assim corno as secções rectas dos mesmos, estão rebati­
das em (xy).

Se for b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, sendo Oa=Oaj=a o semi-eixo horisontal da
ellipse directriz oba, e Oa' =Oa,' I = a' o semi-eixo horisontal da ellipse directriz a'ba'!, o semi-eixo horisontal ct.= Oct. =
Oct.! da secção recta ct.bct.1 será ct.= a sen e, e o semi-eixo horisontal da secção recta ct.'bct.'[ será ct.' =a'sen e, e assim teremos
as equações
em a b ai a2 z2 + b2 x2 = a2 b2

em a' ba!' a'2 Z2 + b2 y2 = al2 b2

e em ct.' b ct.'{ a'2 sen2 a z2 + b2 y21 = a'2 sen2 o b2

tirando-se da primeira (9)

e da segunda (iO\

Os arcos elementares das secções rectas serão

em CI. b 0:1 ds' = dz V (��1r + 1

e em ct.' b 0:' i

expressões que evidentemente se obtêem de (3) e (4) substituindo n'estas a e a' por asene e a'sene, e então

(a2 sen2 o - b2) Z2 + b4
b2 (b2 - Z2)

(H)ds' = dz

ds' = dz • /(a'2 sen2Q - b2) Z2 + b4
1 V b2 (b2 _ Z2)

(i2)

Cortando a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos
triangules curvos AaB, BoA', etc., ficará dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos e para determinar a area

de um d'estes multiplicar-se-ha a intersecção do plano secante no triangulo curvo pelo elemento ds da secção recta do cy­
lindro a que o triangulo pertencer; por exemplo: a area do parallelogrammo projectado em ABmn obter-se-be multipli­
cando mn pelo elemento ds da secção recta do cylindro cujas impostas estão em AB e A'B'. E claro que o arco elernentar,
n'este caso, deve ser tornado na secção recta e não na directriz, poisque esta é obliqua ás geratrizes emquanto que aquella
lhes é perpendicular, sendo portanto os seus elementos as alturas dos parallelogrammos elementares.

As areas dos parallelogramrnos BA'qm e ABmn exprimir-se-hão por

ABmn=mnx ds'

mas como, para um mesmo valor de z,
mg=m' g' = 2x mn=pl g" = 2y

será B AI gm = 2 x x ds'l A B mn = 2 y x ds'

sendo então os valores dos triangulos curvos

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (9) e (i2) e na segunda os valores (IO) e (t 1) virá

(l3)

(i4)

(I) Applica-se a nota L-



6

ou, se representarmos por S'a a superficie do triangule curvo cuja base é 2a e por S'al a do triangule da base 2a'

(VIII)

[ __ . 19 (� + . I

aZSen2�\]/" b b2 b V bZ__lS .' =a a sen 6 + J aZ sen2 6 _ b2
X

0,4342945
(IX)

A formula (VIII) deixará de ser applicavel quando a' sen e < b, e outro tanto succedera á formula (IX) quando
a sen e<b, mas então daremos ás expressões (f3) e (14) a fórma seguinte:

f J (b2-aI2SenZ8) 1 [ J-b2- Vb2-aI2sen20](1)BoA'=2a z 1- z2=2ax2- a'senO+b ----- X arc. sen ----

b4
_

bZ- a'Z senZO b2
_

(15)

A o B = 2 a' r:;z· I i _ (b2
- a2 senz 8) Z2 = 2 a' X ! [a sen 8 + b . I bZ

>< are. sen' IbZ - aZ sen2 OJJ � V b4 2 V b2 - a2 sen26 V b2 (16)

ou
S'. = a [a' sen 6 + b· lb b,z X arc. sen' 1!!_2 a.'ZsenZ °1

V 2-a2senZ6 V bZ J
(X)

[ V-b-Z Vb2 - a2 sen2 8Js'.' = ai a sen ° + b ---- X are. Sffl ----

bZ - a2 sen2 6 bZ (XI)

Se for a' sen e=b as formulas (VIII) e (X) tornar-se-hão indeterminadas, e outro tanto succederã ás formulas (IX) e

(XI) quando a sene=b; mas DO primeiro caso as equações ('13) e (Hi), e no segundo as equações (U) e (16) reduzir-se­
hão respectivamente a

BOA'=2aj'}z
AoB=2 a'lJz

ou s'.= 2ab (XII)

s'.' = 2 a' b (XIII)

Finalmente, se for a sene = a' sene = b, serão inapplicaveis, como ha pouco indicámos, as formulas (VIII), (IX), (X)
e (Xl), mas das (XII) e (XIII) tirar-se-há

s'. = S'.' = 2 a2 sen 6 (XIV)

A superficie total do barrete de clerigo será n'este caso dada pela igualdade

B', = 2 (8'.+ s'.') (�)

que tomará differentes fórmas segundo as relações que houver entre a, a', b e sene.

ABOBADA DE ARESTA

N'esta especie de abobadas, similhantemente ao que fizemos por occasião de estudar as de barrete de clerigo, trata­
remos em primeiro Jogar do caso em que os cylindros se cortam orthogonalmente.

A superficie da abobada de aresta é igual á somma das superficies dos cylindros que a formam, menos a do barrete
de cierigo por elles formado. Sendo (fig. I) Ca a superficie do cylindro que tem de comprimento 2a' e para base a ellipse
a b ai, cuja equação é a� z�+ b" x'" = a" b'J, e Ca' a superficie do cylindro que tem de comprimento 2a e para base a elli-

pse a' bai', cuja equação é a' � z' + b'J y'" =-:: a'''' b', quando for a> b, e fazendo y'a2 bZ
= e, teremos

a

(1) Applica-se a nota 2.-

(2) O desenvolvimento da semi-ellipse que tem 2 p para eixo maior e 2 q para eixo menor é

1r P [-I - (� er - � G . � e2r - � (� . � . � e3r- -

� m

1

i (� . � . � 2

� m

1
emr I

sendo e = & :.!f_
-

p



Ga' =7I"a' X 2a (XX)
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e do mesmo modo quando for a' > b, e fazendoVãi2=b2 e,
a'

Se for a < b, fazendo Vii2=ã2= e,
b

(XVII)

c do mesmo modo quando a'<b, fazendo V�=e',
b

Ga'=7I" b1i- (! e,)2 _! (!. �eI2)2 _!(!. �. �eI3)2 _ __i_(!. �. � 2m-ie'm)2] x2a (XVIII)L 2 3 2 4 ii 2 4 6 2m-i 2 4 6 2m

Se succeder que seja a = b as formulas (XV) e (XVII) reduzem-se a

(XIX)

e sendo a' = b as formulas (XVI) e (XVIII) reduzem-se a

Finalmente, no caso de ser a=a'=b, das formulas (XIX) e (XX) tira-se

(XXI)

A superficie As da abobada de aresta, sendo B, (formula a) a do barrete de clérigo comprehendido pelos cylindros
que formam aquella, será

A. = G. + Ga' -B, ('y)

expressão cujo segundo membro tomará differentes fórmas segundo as relações existentes entre' a, a' e b.

Quando os cylindros se cortarem obliquamente, sendo e o angule agudo formado pelos seus eixos (fig. 2) ainda a su­

perflcie da abobada de aresta será igual á somma das superficies dos cylindros menos a do barrete de clerigo. Ora como
a superficie de um cylindro é igual ao producto da geratriz pelo perimetro da secção recta, se for Cla o cylindro que tem
por geratriz 2.a' e por secção recta a ellipse a b ai expressa pela equação a2 sen2 e z! + bi Xi! = ai seni e bi, sendo C' al

o cylindro que tem por geratriz 2a e por secção recta a ellipse a' b al', expressa pela equação a'2 seni e z! + bi Y'i=
Va2 sen2 6 - b2a'2 sen! e b'!, quando for a sen e > b, fazendo

6
= e., teremos

a sen

e quando for a' sen e > b, fazendo VJ2Un�
::=:;: e'••

a' sen 8

e do mesmo modo quando a' sen e < b, fazendo Vb2 a'2fen2 6
= el',

b

A s formulas (XXII) e (XXIV) quando a sen e = b reduzem-se a

G'a = 71" a sen 8 X 2 a' (XXVI)

e as formulas (XXIII) e (XXV) quando a' sen e=b reduzem-se a

C'a' = 71" a' sen 6 X 2 a (XXVII)
(') Applica-se a nota (2) a pago 6.
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Finalmente, sendo a sen e = ai sen e =bJ as duas ultimas formulas dão

C'. = C'al = 2 'lta2 sen 6 (XXVIII)

N'este caso, do mesmo modo que quando os cylindros se cortam orthogonalmente, sendo Ais a superûcie da abobada
de aresta, e Bis (formula 0) a do barrete de clerigo correspondente, será

A,'= c'.+C'a'-B',

expressão que tomará differentes fórmas segundo as relações que houver entre a, a', b e sen e.

Recapitulação das formulas a empregar para a avaliação da superficie das abobadas

Cortando-se os oylindros orthogonalmente

I Abobada do barrete de clerigo Abobada de aresta Abobada de barrete de clerigo Abobada de aresta
- - - -

Relaçõrs entre B, =" (Sa -r Sa') A, = C" + Ca' - 2 (Sa + Sa') Relações entre E, = 2 (Sa + Sa') A, = C. + Ca' - 2 (S. + Sat)
a, a' c b - a, aI e b

Sa I Set' C. Ca' Sa I Sa, C. Ca'

a>b

I a=b Ia' > b I II XV XVI VII VII XXI XXI

a; a'
a'=b í

I

I I
Ia>b

! a=b
a'> b I I XV XV

a'<b I III VI XIX XVIII
a=a' •

I I I
a<b

Ia>b I V I n XV XX a' -:» III IV XVII XVIIIa' =b I a<a'

I
>

-_-- I
a<b

1a>h l III Il xv XVlll al <b III III XVII XVIIa' < b a=a'
I I

Os valores de Sa e Sa' para a abobada de aresta são os indicados em cada caso correspondente da abobada de barrete de clerigo,

Cortando-se os oylindros obliquamente

I Abobada de barrete de clcrigo Abobada de aresta Abobada de barrete de clérigo Abobada de aresta
- -

- -

IIl'1,(ÕOS onu e BI, = 2 (S'a + S'a') A', =C'. + Oa,-2(SI. -tS'al) Relacõcs entre B', = 2 (S'. + S'a') A', = Cfa + C'a,-2(So. tSla')
a a/ J b, c sen B ------- a, all"b, e sen A -

-

S'a S'a/ COa I Clat
I

S'. I S'., CI. CI.,

I ----

I I
a sen O > b Ia seuti;» b VIJ( IX XXII XXI!I a sen O = b ! XIV XIV XXVIII XXVIII

a<al )
a' sena =b

> I
I

I ----

I
o scn e;» b 1a sen e > b VII[ VIII XXLI XXII

a sen O = b ! X XIII XXVI XXV
a=a' I a' sen O < b

I

I I
a sen o< b

Ia senD> b l XIt IX XXII XXVII a' sens <b X XI XXiV XXV
a' sena = b

a <«

I
>

I ----

asenO<b ICl sen O > b ! X IX XXlI XXV a' senO <b X X XXIV XXIVa' senO <b I a=a' I
I I

Os valores de S'a e S'al para a abobada de aresta são os indicados em cada caso correspondente da abobada de barrete de clérigo.
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PARTE II

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Empregaremos na determinação das formulas para a avaliação da capacidade das abobadas a mesma ordem que se­

guimos ao tratar das superficies, começando pela abobacla de barrete de clerigo no caso em que os cylindros se cortam

orthogonalmente.
Cortando a abobada (fig. f), por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficará ella

dividida em parallelipipedos infinitamente pequenos de base rectangular. Ora, para um dado valor de z a base do paral­
lelipipedo elementar é

mnpq=mqxmn

e como 'In q =m' q' = 2x 'Inn =p' q'l = 2y

será a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (I) e (2)

JbBe = 4. ab� (b2 - Z2) dz

ou Bc= �aa! b
3 (I)

Quando as ellipses bases dos cylindros forem iguaes, ou a = a', teremos

(Il )

Se os cylindros forem de base circular, ou a = a' = b, será

B = �a3c

3 (III)

Tratemos agora o caso em que os cylindros se cortam obliquamente (fig. 2), sendo e o angulo agudo formado pelos
seus eixos.

Se cortarmos a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficará ella
dividida em parallelipipedos infinitamente pequenos, cujas bases serão parallelogrammos, Para um dado valor de z a ba­
se do parallelipipedo elementar será

'In n p q = 'In q X n r = m q x m n X sen D

e como 'In q = m' q' = 2 æ m n = p' qll = 2 Y

a capacidade do barrete de clérigo, attendendo aos valores (1) e (2), será

B' 4.aa'
9 r=v:: (b2-z2)dz

ou B', = � a a' b sen 6
3 (IV)

Se as ellipses bases dos cylindros forem iguaes, ou a=a', teremos

B'c
= � a2 b sen O

3 (V)

Quando as bases dos cylindros forem circulos, ou a=a'= b,

B', - � a3 sen 9
.

3
(VI)
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ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta é igual á somma das dos cylindros menos a do barrete de clérigo por elles for­
mado.

O cylindro Ca que tem de comprimento 2a' e por base a ellipse aba, terá de capacidade

Ca =
71" a b (1) X 2 a'= 7r a ai b

2

o que tem de comprimento 2 a e por base a ellipse ai b ail. terá de capacidade

C 7r a' b
2 'ba'= --x a=7I"aa

2

e a do barrete de clérigo é B = �aa' bc 3

sendo portanto a da abobada de aresta Ac = (2 7r -�) a a' b

ou, substituindo 71" por 3,HI592 (VII)

Se as bases dos cylindros forem iguaes, ou a = a',
( VIII)

Finalmente, se estas bases forem circulos, ou a =o a' = b,

Ac = 3,6:165:17 a3 (IX)

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente (fig. 2), sendo e o angule agudo formado pelos seus eixos, ainda a

capacidade da abobada de aresta é igual á somma das capacidades dos cylindros menos a do barrete de clerigo por elles
formado.

O cylindro que tem por base a ellipse a b al e cujo comprimento é h' = 2 ai sen e terá de capacidade

CI 7rab
a
=

-2- x 2 ai sen 6 = 71" a ai b sen 6,

o que tem por base a ellipse ai Ú a'i e de comprimento h=2 a sen e terá de capacidade

71" a' bCIa' = -2-
x 2 a sen 6 = 71" a a' Ù sen 6

e a do barrete de clerigo é BIC=� a ai b sen 6

sendo portanto a da abobada de aresta

ou, pondo em vez de 'IT, 3,Hi592 A'e = 3,6:16517 a ai b sen 8 (X)

formula que no caso dos cylindros terem bases iguaes, ou a = ai, se reduz a

A'e = 3,6165:17 a2 b sen O (XI)

e quando os cylindros forem de secção circular a

A'e = 3,616517 a3 sen O (XTI)

(1) A area da Remi-ellipse cujos eixos são 2 a e 2 b é
;;

�
ù



CAPITULO II

CYLINDROS DE BASE HYPERBOLICA

PARTE I

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente referiremos a abobada (fig. 3) a tres planos coordenados, dos
quaes o dos (xy) será o das impostas, e os dos (xz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estão rebatidas em

(xy).
Sendo b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, Oa =Oai =a as ordenadas segundo o mesmo

plano ou á distancia b do vertice na hyperbole abai que tem 2M peira eixo transverso e 2N para eixo não transverso, e

Oa' = Oa'i = ai as ordenadas segundo o plano das impostas ou á distancia b do vertice na hyperbole a'ba'l que tem 2P
para eixo transverso e 2Q para eixo não transverso, as equações d'estas curvas serão,

em a bai M2x2-N2 (M+ b-Z)2 =-1lf2N2 (1)

e em a' b a't

das quaes se tira
x= ;V(M+b-Z)2_1lf2 (J)

./---y= � V (P+b-z)2_p2 (2)

Os arcos elementares, ds da primeira d'estas curvas e âe« da segunda, serão

expressõ es que, pela substituíção na primeira de (�) tirado da equação (1) e na segunda de (�;) tirado da equação (2),
se transformam em

ds=dz (M2+Nl)(M+b-z)2-M1
J12 [(M + b - Z)2 - M2] (3)

ds =dz. /(P2+Q2) (P+b-Z)2_P4
1

V P2[(P+b-z?-P2]
(4,)

Cortando-se a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos

triangulos curvos que se projectam em AoA', A'oAi, etc., ficará dividido em rectangulos infinitamente pequenos, sendo a

(1) A equação da hyperbole referida ao centro como origem das coordenadas (fig. 4,) e expressa nos eixos é

M2x2-N2Z2=-M2N2

mas transportando a origem a urna distancia M + b da primitiva e contando os z positivos para o vertice é æ = æ', z = ]ff + b - s', e então
virá



'�lb V/[(M+b-Z)2-�J [(P+b-Z)2_P2]A o A' = 2 Q V mOT lY2 dz MLf--N2
MP o (M + b-z)2-M2

(6)
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area de cada um d'estes igual ao producto da intersecção do plano secante horisontal no triangule curvo multiplicada pelo
elemento ds da hyperbole directriz do cylindro a que o triangule pertencer.

As areas dos rectangulos A'Aiqm e AA'mn são

A' Al q In= m q X dSl AA'mn=mnxds

mas como, para um mesmo z, mq= m' q'=2 x mn=p' q"=2y

será A' Al q ln = 2 x X dSl AA'mn=2yxds

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (1) e (4) e na segunda os valores (2) e (3), virá

O)

1\T.I-rlb V/I(P+b-Z?-__!!!_] [(M+b-Z)2-M2]A' oA =�.:±.Q: dz
. 1_ P2+ Q2

-

1
M P o (P + b-Z)2_P2

(5)

As expressões a que se chega não podem ser integradas exactamente, mas é fóra de duvida que podemos desenvol­
vel-as em serie pela formula de Maclaurin

x2 xn
F(x)=F(o)+F' (o) x+ Fil (o) --_.+ .... , -+ F"(o)---i. 2 i. 2 .... n

que dá fi x2 x3 xn+lF(x)dx=F (o)x+F' (o) --+F!I(o)--+ ...... +F"(o)----­i.2 1.2.3 i.2 .... (n+i)

e então fazendo

2 (M+P +2 b) =A;

resultará

F(O)=V�'; FI (o) =
A' D-B'_�;

2B'2. ID
V B'

Fil (o) =
4 B' D (BB' - D) + (3 A' D + B' C) (A' n - B'C)

; etc.
4B' 3 D. ID_

VB'
e se fizermos

2 (M+P+ 2 b) =Ati
a'2P2 M2N26 (M-P) b+67+ 4MP+

M2+N2
=Bl;

resultará

d'onde provem, se representarmos por Sa a superficie do triangulo curvo cuja base é 2a e por Sa' a superûcie do que tem
por base 2a'

s.= 2NV::p+ Q2 rF(o) b + F' (o) j + F"(0)2b.�+ .... ] (I)

(II)

Quando as hyperboles directrizes dos cylindros tiverem os eixos transversos iguaes, ou M= P, as equações (5) e

(6) transformar-se-hão respectivamente em

A'oAl= 2NVM2+Q2(bdz. Iz2_2W+b)z+ (U1b+b2+ 1If2Q2)• Jo V M2+Q2



(V)

ou

v'�1-��::' VM+b_V��-
(1)

l /-a'-M-'--M-'0-' 111' O_:_ --, -;=- M'

-

- t
.M'

+ t

N M'
(M + b) V N- + M'+O'

-.11
M'+ O' M + V M'+O' M + b + ;W::;:O'S.=

v'M'+ O' --�__;_-M-'�-_'-'-Q,-"--_-L-_� +2,302585

XI9'(\ /�-i---V-M'�'Q' +t \) (t IM+ b-V-M'-!Q' -t)
(Ill)

V M+VM'��O--' V M+b+Vm

formulas das quaes a (lII), quando a hyperbole a'ba'I, alem de ter o mesmo eixo transverso que abat, for equilatera ou
M = Q, se transforma em

(VI)

Fi nalmente, quando as hyperboles forem equilateras e iguaes, ou M= N = p = Q, será Sa = Sal e as formulas
(V) e (VI) tornar-se-hão identicas porque então é a = a'.

A superficie total do barrete de clerígo, sejam quaes forem as relações entre os eixos das hyperboles directrizes dos
cylindros, será

B, = 2 (S. + S.' )

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente, de modo que e seja o angulo agudo formado pelas geratrizes de
um com as do outro, referiremos a abobada (fig. 5) a tres planos coordenados, dos quaes o dos (xy) será o das impostas
e os dos (xz) e dos (yz) os das hyperboles directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as secções rectas dos mesmos,
estão rebatidas no plano (xy).

Se b for a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas sendo aa =Oal = a as ordenadas, segundo o

mesmo plano, da hyperbole abat, e aa'= Oa'l =a' as ordenadas, tambem segundo o plano das impostas, da hyperbole
a'ba't, as equações d'estas curvas são, como já deduzimos no principio do presente capitulo,

em a b at M2x2 -N2 (M +b-Z)2= -M2N2

c em a' bait p2 y2 _ Q2 (P + b _ Z)2 = _ p2 Q2

das quacs se lira .:», I(M+Ii-Z)2-M2MY (7)

.1---y=�V (P+b-Z)2_P2 (8)

Ora, para um mesmo valor de z temos que a X da directriz abo, corresponde Xt da secção recta IXblXl e a y da dire­
ctriz a'ba', corresponde y! da secção recta lX'blX'I, sendo as relações entre aquellas quantidades

XI = xsenO )11 -1/ sena

e se nas equações das directrizes substituirmos X em funcção de Xl c y em funcção de yi as equações das secções rectas

serão,
em IXbIXI 11'12 Xl2 - N2 sen2 6 X (M + li - z)' = -1If2 x N2 sen2 a

e em ex.' b lX't p2 yl2 _ Q2 sen2 a x (P + li - z)2 = - p2 X Q2 sen2 6

(I) ViJè nota :ta



Os arcos elementares das secções rectas são,
em IX b at ds' = dz V (�:r)

2

+ i

dsll = dZV (�r + 1

expressões que evidentemente se obtéem de (3) e (4.) substituindo n'estas Ne Q por Nsene e Qsene, e

ds' = dz, I(M2+ N2sen2oí (M + b-Z)2- M4

V M2 [(lIf + b-Z)2_M2]
então (9)

ds' -= dz, l(p2 + Q2 senZ O) (P + b - z)Z - Pl,
L Y P2[(P+b-zJ2-P2]

(iO)

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangulos
curvos AoB, BoA', etc., ficará dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area de cada um d'estes
igual ao producto da intersecção do plano secante no triangulo curvo multiplicada pelo elemento ds da secção recta do
cylindro a que o triangulo pertencer.

Empregando o plano secante mnpq as areas dos parallelogrammos BA'qm e ABmn exprimir-se-hão por

B A' q m = m q X d Sll

mas como, para um mesmo valor de z,

ABmn=mn x ds'

mq=m' ql=2x mn=p'ql'=2y

será BA'qm = 2 x x aS'l ABmn = 2y x ds'

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (7) e (IO) e na segunda os valores (8) e (9) virá

(H)

(t2)

As expressões obtidas, do mesmo modo que aquellas a que chegámos no caso analogo a este, mas cortando-se os cy­
lindros em angule recto, não podem ser integradas exactamente. Ainda poderemos, como então, desenvolvel-as em serie

pela formula de Maclaurin, e fazendo

2(M+P+2b) = il; 6 (P _ M) b + 6 a2 M2 + q, MP +
PZ Q2 sen2 6

= B;
N2 p2 + Q2 sen2 6

2[-(P -M) b2 + 2 (P + b)a2M2 +
p2 Q2 sen2 6 (M + b)J- = C;

_

N2 pz + Q2 senz 6

2 (P + b)=A'; b2+2Pb=B'

resultará
. I D

F(o)=y BI; FI (o) =:4' D-B'_E;
2B'2. IQ

Y BI

FI' (o) = 4B'D(BB'- D) + (3 A'D + B'C) (A'D-B'C); etc.

4B'3 D. Ill.
YB'

e se fizermos

2í (M_P)b2+2(M+b)aI2P2 +M2N2Sen20(P-l-blJ _ .

i Q2 M2 + N2 sen2 6
- Cl ,

2 (M+ b) = Al'; b2 + 2Mb =Bt'

resultará

FI(O) - Fi' (n)
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e se representarrnos por S'" a superflcie do triangule enrvo que [em de base 'za, e por S'ai a superûcie do que tem Je
base 2a', virá

S'. = 2Nv'�'! sen2 of F (o) b + FI (o) � + Fil (o) 2 �3 3
+ ... .J (VII)

(VIII)

Quando as hyperboles directrizes clos cylindros tiverem os eixos transverses iguaes, ou M=P, as equações (t I) e

i 2) transformar-se-hão respectivarnente em

B o A' = 2 N v'M2+Q2 sen2 Ó (Jz. Iz2 _ 2 (M+ b) z +(2 M b + b2 +
M2 Q2 sen2 O )M2 Jo' V M2+Q2sen20

e=
M

ens � -= ;
J1+11

e ainda a
If = arc. tg.

1\

(v -V--M-'- )(yM+b
.r:»:':

)+N'sen'Q -V.M'+N'sen'9
_ _ __

- i ---'-'-''--'-�'--''+ i \

(M+b)' /al'II1' M':_N':_sen'O • /!I'T.'N'se,� M+' /�- M+b+' /�-;-

(S'. = �9:!'VI' _

Y Q' +M'+N';.sen'O
- My M'+N'sen'6+2,302585Xlg. YM'+N'sen'ij Y M+N'sen! (X)

v'M'+N'sen'O -M,+�,'-sen-'O (l /M-V�n'ë+i) (t /M+b-VM'� i).V M+VM-'-+-N'-sen'6 V M+b+VM'+-N-'s-en-'O

formulas das quaes a (IX) quando M= Q, e a (X) quando M=N, se transformam respectivamente em

V�+ sen' 0- t -1\) (. I(!!! + b) v'1+� -.lH
+ 1\

1;'.=- _NM_I(M+b)Va"+(a"+M')Sen'o-M'senOXVi+sen'6+2,302585Xlg. �� V M+b)v'_�+M :11 (Xl)Vi + sen' oj M' (. IVi + sen' 0-=1 1) (. I(M + b) Vi + sm.' O - .lI_i)\ V V 1 + sen' O + i+ V (M + b) Vi + sen' O + M

. lv'i+sen'O-i i)(' I(M+b)v'i+$�-M, .\
S'. = __QÆ__ I (,]1 + b) v'�+'ij'iSen'li -J!'sen Ox viTsen' O + 2,302585X 19. V ��

-

V (JI + b) Vi+sPn'O +.11 +_!j_ I XII
V!+sen'O JI' (. Ivi+sen'o-i+i)(' I(M+b)v'u,;;;;o-M_i)

( )

V v'i+sen'O+i V (M+bJVl.+scn'o+M

Finalmente, quando as hyperboles directrizes forem equilateras e iguaes, ou M=N=P = Q, será S'a=S'al e as for­
mulas (XI) c (XII) tornar-se-hão identlcas porqne então também será a= a'.

A superfície total do barrete de clérigo, sejam quaes forem as relações entre os eixos das hyperboles directrizes e o

angulo formado velos cylindros, será
li', = 2 (SI" + S'.' )

ABOBADA DE ARESTA

A superûcie da abobada de aresta é igual á somma das superficies dos cylindros que a formam menos a do barrete
<lc. clerigo pOI' elles formado. Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente (fig. 3), se for Ca a superûcie do cylindro
cuja base é a hyperbole abc, c que tem de comprimento 2al, e Ca' a superficie do cylindro cuja base é a hyperbole a'ba'i
c que tem de comprimento 2a, teremos, sendo

(I) Applica-se a nola :J."
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p COS'f' = p� b
;
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_

p se�'x +!. �. COs5 ï!.l!(Q . i)2+ +! (�. Z 2m-3
. _1_)2Je' 2 4 Õ 4 ti e'3 m 6 8 2 m - 2 e'm - 1
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+�. i· � �:-�. C�:)�-3t [�G: �. e,m1_1)2J
Qnando a hyperbole aba; for equilatera, ou M= N, será na formula (XIII)

e- • /�.
-

V-'
M

COSIJJ= _-'
. M+b'

a

sen,/,= M+b', p t
a

'f = arc. g'M

e quando a hyperbole a'ba'i for equilatera, ou P= Q, será na formula (XIV)

COS 'f'= ___E_ .

P+b'
a'tnu/ =-'

" T p'
e

a'
'f' = arc. tg.p

A superficie As da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, para quaesquer rela­
ções entre os eixos das hyperboles directrizes será

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo e (fig. ã), ainda a superficie da abobada de ares­

ta é igual a somma das superficies d'elles menos a do barrete de clérigo correspondente. N'este caso a superfície de cada
cylindro é igual ao producto da geratriz pela secção recta e assim representaremos por G' a aquelle que tem por geratriz
2a' e por secção recta abai, representando por G'a' o que tem por geratriz 2a e por secção recta a'ba't.

Por occasião de estudarmos a abobada de barrete de clerigo, no caso dos cylindros se cortarem obliquamente, viu­
se que a secção recta abal é hyperbole do mesmo modo que a directriz aoa; tendo ambas o mesmo eixo transverso 2M e

correspondendo o eixo não transverso 2NsenO da primeira ao eixo não transverse 2N da segunda; viu-se tambem que a

secção recta a'ba'i é hyperbole do mesmo modo que a directriz a'ba'l, tendo ambas o mesmo eixo transverso 2P e corres­

pendendo o eixo não transverso 2QsenS da primeira ao eixo não transverso '2 Q da segunda. É pois claro que para obt.er
G'a basta pôr na formula (XIII) NsenS em vez de N, e para se obter G'a' pôr na formula (XIV) Q.�enS em vez de Q, e assim

teremos G'a dado pela formula (XIII) na qual será

e = v'M2+N2sen26.
M

' COs IJJ= _M_.
.

M+b'
tg'f = Ns�n6;

a

'I' = arc. tg !{ien O

e Oa' dado pela formula (XIV) na qual será

e' = v'P2+Q2� ;p
COS "', = _!__ .

'Y

P+b'
a'

tgip'=--;Qsen 6

a'
'fI = atc. tg �6 ;

A superfície total da abobada de aresta será

(1) Vide nola �.a
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PARTE 11

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente (fig. 3), pelo emprego de planos secantes parallelos ao das impos­
tas e infinitamente proximos entre si ficará a abobada dividida em parallelipipedos de base rectangular e inflnitamente
pequenos. ,

Para um dado valor de z a intersecção do plano secante será o rectangulo

mnpq=mq Xmn

e como mq =m! q' = 2x mn = p' q" = 2y

será a capacidade do barrete de clerígo, em virtude. dos valores ('t) e (2),

Be = �Z �jJzV[(M + b-Z)2- M2] [(P+ b - Z)2 -PZ] (i3)

A expressão achada não póde integrar-se exactamente, mas desenvolvel-a-hemos pela formula de Maclaurin, sendo

F(o) = b V(b+2 M) (b+ 2P); F' (0)=- (M+ P+ó) b+(b+2M) (b+ 2 P).
yCb+2M) (b+2P)

,

FI' (o) = (M + P+b) [b2+:J (M + P) b+8M Pl + (b + 2Ml(b + 2 Pl b

(b + 2 M) (b + 2 P) V(b + 2 M) (b + 2 P)

e será, portanto, Be = �Z� [F(O) H-F' (o) j+FI/ (o) 2b.3 3+'''] (I)

Se as hyperboles directrizes tiverem os eixos transversos iguaes, ou M=P, a equação (f3) transformar-se em

Be = � ��jb [(M + b _ Z)2 _ M2] dz

ou B =�NQ (�+Mb2)c

M2 3 (Il)

Continuando as duas hyperboles directrizes a terem os eixos transverses iguaes, se abat for equilatera

ouN=M (!JI)

e se for a'ba'i a equilatera, ou Q = M

Be =� !Y(� -t- M b2). M;j
(IV

Se as duas directrizes forem iguaes, ou M=P e N=Q,

B =q,N2(� + MbZ)c

M2 3 (V)

e, finalmente, se alem de iguaes forem equilateras, ou.'J1 N P= Q,

(VI)

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente sob o angule agudo e (fig. D), pelo emprego dos planos secantes

parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficará a abobada dividida em parallelipipedos infinitamente
pequenos, tendo por bases parallelogrammos.

3
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Para um determinado valor de z a base do parallelipipedo elementar será

1n n p q = m q X n ,. = m q X m n X sen a

e como mq=m' ql =2x mn=p' q" = 2y

será a capacidade do barrete de clerígo, em virtude dos valores (7) e (8),

B'c= 4: Z � senajbdZV[(M+ b-Z)2_M2] [(P+ b -z)2_p2J

e, se compararmos esta igualdade com a (13), é claro que será

Blc=4:��sen6 [F(O)b + F' (Q)j+ FII(O) 2��+ .... -1
-

-

(Vil)

tendo agora F (o), FI (o), Fr (o), etc., os mesmos valores que achámos terem n'aquelle caso.

Se as hyperboles directrizes tiverem os eixos transversos iguaes, ou M= P, será

ou B'c= 4: IV Qsen O (�+ M b2)M2 3 (VIII)

Continuando as duas hyperboles directrizes a terem os eixos transversos iguaes, se aba, for equilatera,

ou N=M, B' = (j, !l sen O (�+ M b2)'M 3 (IX)

e se for a' b ali aequilatera (X)

Se as duas directrizes forem íguaes, ou M= p e N= Q,

Nl (b3 )BIc = 4:
M2

sen O
"3 + 111hZ (XI;

e finalmente, se alem de íguaes forem equilateras, ou Iff= N= p = Q,

(XII)

ABOBADA DE ARIl::STA

A capacidade da abobada de aresta é igual á semma das capacidades dos cylindros que a formam, menos a do Larre­
te Je clerigo por elles formado.

Quando os cylindros se cortarem orthogonal mente, se for Ca o que tem de cumprimento 2 ai e por base o segmento
Ile hyperbole a b ai, e CaiO que tem de comprimento 2 a e por base o segmento de hyperbole ai b alj, será

(XIII)

e

[ 19.
al

P+-.U!]C,=PO (P+bL!£+_oIP.-I.IQ x2a• -

P Q 0,{134:291;)

(I) Vidè nota 5."
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formulas das quaes a (XIII) quando a hyperbole aba, for equilatera, ou M= N, e a (XIV) quando a hyperbole a'ba'l. for

equilatera, ou P= Q, se reduzem respectivamente a
.

[ 19.a +b

]G - 2 (1lf + b) a
.

a _ b 9 I
a

- M
M2

+
O,�3�29�5

>< - a

[ al+bJIg.--
G _ p2 (P+ b) al a'-b
i -

P2 +
OA3�29�5

>< 2 a (XVI)

A capacidade da abobada de aresta é Ac = Ga + Gal - Be

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo e (fig. 5), se representarmos por C'a O que tem por
base o segmento de hyperbole abat e para geratriz 2a', tendo portanto para altura h=2alsene, e por Cla' o que tem para
hase o segmento de hyperbole alba'l. e para geratriz 2a, tendo por isso de altura h' = 2asene, é claro que será

(XX)

[ 19 aM+

bN]GI = MN (M +!!l.!! + �-bN x2al senO
"

M N O,�3�29�5
(XVII)

[ . 19.a?+Idl]CI.I =P Q œ+ b) a'
+ ____!1:__..f-b Q X 2 asena

p Q O,�3�2945
(XVHI)

formulas das quaes a (XVII) quando a hyperbole aba, for equilatera, ou M = N, e a (XVIII) quando a hyperbole oiba', for

equilatera, ou P=Q, se reduzem respectivamente a

(xrx)

A capacidade da abobada de aresta será
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dSl=ydy2+dz2=dZy (�r+i

CAPITULO III

CYLINDROS DE BASE PARABOLICA

PARTE I

SUPERFlcm DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

No caso dos cylindros se cortarem orthogonalmente referiremos a abobada (Og. 6), a tres planos coordenados, dos
quaes o dos (xy) será o das impostas, e os dos (xz) e dos (yzJ os das directrizes dos cylindros, que estão rebatidas em (xy).

Sendo b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, Oa = Oat = a as ordenadas segundo o mesmo

plano, ou á distancia b do vertice, na parabola abiu, e Oa'= Oa't =a' as ordenadas tambem segundo o plano das impos­
tas ou á distancia b do vertice na parabola albon, as equações d'estas curvas serão,

em abat x2= � (b -z) (1)
b

e em a/ba', a'2
y2=_ - (b -z)b

das quaes se tira Po (1 )x=a

'Vb-Z (2)y�a -b-

Os arcos elementares, ds da primeira d'estas curvas e dSI da segunda, são

e substituindo na primeira d'estas igualdades (�) tirado da equação (1) e na segunda (�) tirado da equação (':it) resultará

ds = dz, /(a2 + lJ, b2) lJ,bz

Y 4b(b-z)
(3)

(lJ,)

(1) A equação da parabola (fig. 7) referida ao vertice como origem das coodernadas e expressa em eixos orthogonaes de modo que o dos
x seja tangente á curva é

mas se referirmos a curva a novos eixos orthogonaes e parallelos aos primitives, ficando a nova origem sobre o antigo eixo dos z e á distancia
li do vertice, contando-se os novos z positivamente para o lado d'aquelle ponto, será x = æ', z = b - z', e a nova equação é

x2 = 2 P (b-z)
a2

e como a z = o corresponde x = a, temos que a2 = \! P b, d'onde se lira 2 p = b' e a equação da parabola será

at
x2=-:- (b-z)

e
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Cortando a abobada por planos mnpq parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triarr
gulos curvos que se projectam em AoA', A'oAt, etc., ficará dividido em rectangulos infinitamente pequenos, sendo a area

de cada um d'estes igual ao producto da intersecção do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo ele­
mento ds da parabola directriz do cylindro a que o triangule pertencer.

As areas dos rectangulos A'Atqm e AA'mn são

A' Al qm=mq X dS1 AA'mn=mnxds

mas como, para um mesmo valor de z,

mq=m'q'=2x mn=p'ql/=2y

será AA' mn= 2y x ds

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (i) e (4), e na segunda os valores (2) e (3), as areas dos triangules cur­

vos serão

,}6 V '{'A o A' = � dz (a2 + � b2) - � b z = � x - [(a2 + � b�); _ a3]
bob 6 b

ou, representando por Sa a superficie do triangule de base 2a e por Sa' a do triangule de base 2a',

(I)

(Il)

A formula (I) é applicavel com qualquer relação que exista entre a' e b, e o mesmo succede á formula (II) com qual­
quer relação entre a e b; mas quando a' =b, a primeira, e quando a= b, a segunda, tomam respectivamente os valores

(III)

(rv)

A superfície total do barrete de cIerigo será
e, = 2 (S. + S.')

Quando os cylindros se cortarem obliquamente, sendo e o angule agudo formado pelas geratrizes de um com as do
outro, referiremos a abobada (fig. 8) a tres planos coordenados dos quaes o dos (xy) será o das impostas e os dos (æz) e

ùos (yz) os das parabolas directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as secções rectas dos mesmos, estão rebatidas
no plano (xy).

Sendo b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, Oa= Oat = a as ordenadas, segundo o mes­

mo plano, da parabola abat, e Oa' = Oa'i =a' as ordenadas, nas mesmas condições, da parabola o'ba'«, as equações
d'estas curvas serão, como deduzimos para o caso dos cylindros se cortarem a angule recto,

cm aba l. a;2= �(b-z)b

e ema'b a'l. a'2
y% = - (b-z)b

das quaes se tira y!b-Z (5)x=a
-b-

y=a'y!b -;
z

(6)

Para um mesmo valor de z, a x da directriz abat corresponde Xt da secção recta et.bCt.!, e a y da directriz a'ba't cor­

responde yi da secção recta et.'biX't, sendo as relações entre aquellas quantidades

(1) Vide nota 6.'
Xl = xsen6 Yl =y sellO



(8)
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e se nas equações das directrizes substituirmos X em funcção de Xi e y em funcção de yi as equações das secções recta'

serão,

e em (x' b (X'i

Os arcos elementares das secções rectas são

em «b a; dS'=dZV (�:1)2 +i

e em (x' b (X'i

expressões que é claro obterem-se de (3) e (4) quando n'estas substituirmos a e a' por a sene e a'sen», e então

ds' = dz, / (a2 sen2 6 + 4 b2) - !f bz

V 4b (b-z)
(7)

ds'1 = dz, / (a'2 sen26 +4 b2) -4 bz

V 4 b (b - z)

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e ínfínitamente proximos entre si, cada um dos triangules
curvos AoB, BoA', etc., ficará dividido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area de cada um d'estes
igual ao producto da intersecção do plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo elemento âs da secção
recta do cylindro a que o triangulo pertencer.

Quando for empregado o plano secante mnpq as areas dos parallelogrammos BA'qm e ABmn exprimir-se-hão por

BAr qm= mq X ds'1 ABmn=mn xds'

mas como, para um mesmo valor de a,
mq=m'q' =2x m n = p' q" = 2 y

será BA' qm = 2x xds'1 ABmn = 2y X ds'

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (5) e (8) e na segunda os valores (6) e (7), virá

a'fb V a' l. �

Ao B =- dz (a2sen20+4 b2) -4 bz= - X - [(a2 sen2 a + 4 b2)' - (a sen 6)3].

bob 6b

ou, representando por S'a a superficie do triangulo de base 2a e por S'a' a do triangulo de base 2a'

a �

S'.=
6 b2 [(a'2 sen2 6 + 4 b2)' - (a' sen 6)3] (V)

a' !

Sr , _
- [(a2 sen2 6 + 4 b2)' - (a sen 6)3]• -6bz

(VI)

A superfície do barrete de clérigo será
D', = 2 (S'. + S'.' }

ABOBADA DE ARESTA

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente se for Ca (fig. 6) a superficie do que tem de comprimento 'ta' e

para base a parabola atuu, e Ca' a superfície do que tem de comprimento 2a e para base a parabola a'IJa'J, teremos

\ I) Applica-se a nota 6.­
(2) Ville nota 7.'

[ 11.2 b + Va2 + ft

b2]
(2)

_ • / 2 2 �
9

a___ X 2a'
C. -

V
a + 4 b +

2 b
X

OM429lJ,5

[
__ Ig.2 Ù + Vãiï+4bï]._ . /'2 Hi + a� a' X � a

C.1- V
a + 2 b

X
O,43lJ,291o

(VII)

(VIII



Cortando-se os cylindros obliquamente (fig. 8) sendo e o angulo agudo que fazem as geratrizes de um com as do ou­

tro, representaremos por Cla a superficie do que tem por geratriz 2a' e por secção recta a parabola abcq, representando
por C'a' a superûcie do que tem a geratriz 2a e para secção recta a parabola a'ba't, e será

[ ____. 19.
2 b + v'a2 sen2 6 +- �

b2]
(1)

C' = . /a2 sen2 6 + � b2 +
a- sen2 6

X
a sen 6

X 2 a'• V 2 b O,�3�29�5

24

formulas das quaes a primeira quando a=b, e a segunda quando a' = b, se transformam respectivamente em

C. = 5,9158 a ai

e se for As a superficie da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clérigo que lhe corresponde, será

A,=Ca+ C.,-B,

[ I 2 b + v'a'2 sen2 6 + �

b2]C' I= • /a/2 sen2 6 + � b2 +
a'2 sen2 6

X

g. ai sen 6
X 2 aa V 2 b 0,43�29�5

e se for A's a superficie da abobada de aresta, sendo B', a do barrete de clérigo que lhe corresponde, será

A', = C'a + C'a' - B',

(1) Applica-se a nota 7.'

(IX)

(X)

(XI)

(XII)
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PARTE II -

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BA:6RETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortam orthogonalmente (fig. 6), se empregarmos planos secantes parallelos ao das impostas
e infinitamente proximos entre si dividil-a-hemos em parallellpipedos infinitamente pequenos de base rectangular.

A um dado "alor de z corresponde o plano secante mnpq que corta a abobada segundo o rectangulo

mnpq=mqXmn

e como mq=m' ql=2x mn=plq'I=2y

a capacidade do barrete de clérigo, em virtude dos valores (1) (l. (2), será

B - qaaf.b (b-z) dz
c- b

o

ou B,=2a a' b

Bc= 2 a3

(I)

(II)

(III)

Se os dois cylindros forem iguaes, ou a = a',

e finalmente, se for a = ai = b

Be = 2 a2b

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo e (fig. 8), pelo emprego dos planos secantes fi­
cará a abobada dividida em parallelipipedos cujas bases serão parallelogrammos.

Para um deterrninado valor de z a base do paralleliplpedo elementar será

fit n p q = m q X n r = m q X m n X sen a

e eomo mq=m'ql=2x mn=p' ql/=2y

a capacidade do barrete de clerigo, em virtude dos valores (D) e (6), será

ou B'; = 2 aa' b sen a (IV)

que, no caso dos cylindros serem iguaes, ou a=a', se reduz a

Wc= 2 a2bsen6

e finalmente, quando a = ai = b B', = 2 a3 sen e

(V)

(VI)

ABOBADA DE ARESTA

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente, se for Ca a capacidade do que tem de comprimento 2a' e para
base a parabola aoa«, e Ca' a capacidade do que tem de comprimento 2a e para base a parabola a'ba'!, teremos

4 (I) 8 (2)C =-ab x2al=-aa'ba

:3 3

(1) Vide nota 8.'
(2) O cylindro de secção parabolica que tiver por geratrizes dois lados de um rectangulo é igual ao cylindro de secção parabolica que

tiver por gerarrises os outros dois lados d'elle, quando ambos elevem os vertices das directrizes ã mesma altura acima do rectangulo, seja cada
um limitado pelos planos perpendiculares ao rectangulo e em cada cylindro as mencionadas geratrizes sejam equadistantes do vertice da directriz.
Cada um dos alludidos cylindros é igual ao barrete de clel'igo que se construir sobre o mesmo rectangulo, formado por cylindros de secção
elliptica, e do qual o vertice diste tanto do plano como distam os vertices das parabolas directrizes dos outros cylindros. (Cap. I, parte II, form. I.)

•



d'onde resulta Ale =
:lO

a a' b sen O
3 (X)
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e como a capacidade Ac da abobada de aresta, se for Be a do barrete de clérigo correspondente, é

Ac = c. + C.' - B,

será Ac= �O aa' b (VU)

que no caso dos cylindros serem iguaes, ou a = a', se reduz a

(VIII)

e ainda se for a=a'=b A =
:lO a3c
3 (IX)

Se os cylindros se cortarem obliquamente sob o angule agudo e (fig. 8), sendo Oa o que tem por base a parabola
abat e por geratriz 2a', sendo portanto a sua altura h=2a'sene, e C'a' o cylindro que tem por base a parabola a'ba't e

por geratriz 2a, tendo de altura h' = 2a sene, será

, 8 (1)c'. = - a b X 2 a' sen 6 = - a a' b sen 6
3 3

, 8 (�C'.' = - ai b X 2 a sen 6 = - a a' b sen 6
3 3

e, se representarmos por A'e a capacidade da abobada de aresta e por B', a do barrete de clerigo que lhe corresponds,
virá

A'c= c'a + CI.I-B'c

que, no caso dos cylindros serem iguaes ou a=a', se reduz a

A'c
=

iO a2 b sen O
3 (XI)

e, finalmente, se Ior a = ai = b A' =!Q a3 sen 6
c

3 (XII)

(1) Quando em vez de rectangulo for parallelogrammo a base da abobada, do mesmo modo tem logar a nota (2) a pago 25, (Cap. J, parte
II, form. IV.)



CAPITULO IV

CYLINDROS DE BASE OGIVAL

PARTE I

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CL"ERIGO

Do mesmo modo que nos capitules precedentes, começaremos pelo caso em que os cylindros (fig. 9) se cortam or­

thogonalmente, referindo ainda a abobada a tres planos coordenados dos quaes o dos (xy) será o das impostas e os dos
(xz) e dos (yz) os das directrizes dos cylindros, que estão rebatidas no plano (xy).

Se for b a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, Oél= Oa, = a a abscissa segundo o mesmo

plano ou á distancia b do vertice na ogiva aba, formada por dois arcos de circulo de raio r, e Oa'= Oa't=a' a abscissa
nas mesmas condições para a ogiva o'bo', formada por dois arcos de circulo de raio R, as equações dos arcos que formam
as ogivas serão

para ab e alb

c para a'b e a'tb (y + R - a')2 + Z2 = R2

das quaes se tira X = a - r + yr2 - zi (2) (i)

y =a' -R+ YR2_Z2 (2)

Os arcos elementares, ds da directriz abat e âs, de alba'«, são

expressões das quaes a primeira pela substítuição de (:X) tirado da equação (f) e a segunda pela substituição de (�)tirado da equação (2) se transformam em
z z

ds =
rdz

yr2- Z2
(3)

Cortando a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, cada um dos triangu­
los curvos que se projectam em AoA', A'oAt, etc., ficará dividido em rectangulos infinitamente pequenos, sendo a area de
cada um d'estes igual ao producto da intersecção do plano secante horisontal no triangule curvo multiplicada pelo ele­
mento ds da ogiva directriz do cylindro a que o triangulo pertencer.

As areas dos rectangulos A'Alqm e AA'mn são

A' Al qm=mqxds1 A A'mn = mn X ds

(1) Equação do circulo cujo centro está no eixo dos æ á distancia r - a da origem das coordenadas
..

(2) Dos dois arcos que constituem a semi-circumferencia o menor é que entra na formação da ogiva. E claro que será este o arco que
para um dado valor de z tem o menor dos dois valores de æ, e como o menor valor de æ é o que tem o radical affecto do signal (+), por isso
o conservámos, desprezando o outro.
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mas como, para um mesmo valor de z, mq = m' q' = 2 æ mn = p'q" = 2 y

será A'Al qm = 2 x X dSl AA' mn = 2 y x ds

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (I) e (4), e na segunda os valores (2) e (3), resultará para os trian­
gulos

{b[ _J
dz

A'OA1=2R a-1·+Vr2_z2./- .

Y R2_Z2

Jb[ . /---J
dz

A o A' = 2r a' - R + y R2 - Z2
• /yr2-z2

ou, se representarmos por Sa a superficie do triangule curvo cuja base é 2a e por Sa! a superfície do que tem por base 2a'

(b) [
1. (1. r2)2 1. (1 3 r3)2 1 (1 3 5 r4)2 1. (1 3 5 2m-1 rm+I)2J- (1)

arc. sen
r

r2 + 2 "2' li + 3 "2' 4:
.

R2 + 4: "2' 4;
.

6
.

R3 + ..... +
m + 1 "2' 4;

.

6 �
.

�

b [1 +! (i. !�)2 +! (! . �. r2)2 +! (! .
�

. �. r3)2 ...L
•• , •• +_i (! .

� .
� 2 m - i

. !"'..)2]2 2 R 3 2 4, R2 4, 2 4, 6 R3
I

m+ i 2 4, 6 2 m R'"

+4.�[4(]r+ã(�.�r+�(i.�.�r+ ····· .. +m�iŒ·�·· ··2�m i. j.;:ly]Sa=
-(r-a) +4.�.�n(�2r+�a.�r+ +m�1(� 2�m i. r;"�2)]

..

;
..

;.� ;�-.:; ;��.;; ; ;. ;·1
+"2·3·6 .. · .. ····· .. ··········· .. ······ .. ··········· .. · .. ······ ..

�. 2m+i lm+l (WI) 11

(I)

arc. sen . .!!.) [R2+! (i. R2)2 +! (!. �. Rl)2 +i (i. ª.�. R4)2 + ..... + _1_ (i. ª. �
..... 2m-i. Rm+l)2J-R 2 2 r 3 2 4, 1'2 4, 2 4, 6 r3 m + 1 2 4 6 2 m rm

" [i + i (i. B)2 + i (! .
ª

. R2)Z + ! (i .
�

. � . R3)2 + " + _1_ (!. ª
.

� 2 'In - i

['."')2J2 2 r 3:il 4, r2 4, 2 4, 6 r3 'In +:1. 2 4 6 2 'In
•

I,m

+ i. �[! (!)2 + ! (ª. !i)2 + i (�. �. B_2)2 + +_1 (�. � 2'1n - .!. Rm _1)2J2 3 2 r 3 4 r2 4, 4, 6 r3 'ln + 1 4, 6 2 'ln rm

-(R-a') +!.�.� [i. (!)2 +! (�.B)2 + +_i_ (� 2m-i. Rm-2)2J2 4, 5 3 1'2 4, \ 6 1'3 m + i 6 2 'In rm
(II)

\+�·i·�·· .. ··· , �11�;;; i. ::��li ['In �t (,�m)2J�
Sendo b a altura commum das duas ogivas, para que elIas possam existir simultaneamente, conclue-se que entre os

raios e as aberturas d'ellas deve haver a relação
a (2 r - a) = a' (2 R - ai)

que se deduz de r2-b2= (r- a)2 R2-b2= (R - a')2

vendo-se da primeira d'estas igualdades que se for a = ai será r = R, e, reciprocamente, das duas ultimas que quando
r =R será a=a'.

No caso das ogivas serem iguaes, o que, como acabamos de ver, succedera em sendo a = ai ou r = R, as equações
dos seus arcos serão

d'onde se tira

(y + 1'- a)2 + Z2 = 1'2

æ = y = a - r + vr2 - Z2

rdz
ds=dsl= ---

Vr2 _Z2

e por conseguinte A'OAl = AoA' = 2 rib [a - r + vr2 - Z2J
dz

o VI·2-Z2

ou Sa = S.,= 2 r [b - (r - a) X ate. sen �J (Illl

A superfície total do barrete de clerigo, para quaesquer relações entre r e R, será

(1) Vide nota 9.'
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Quando os cylindros se cortarem obliquamente (fig. 10), de modo que e seja o angule agudo formado pelas geratri­
zes de um com as do outro, referiremos a abobada a tres planos coordenados dos quaes o dos (xy) será o das impostas
e os dos (xz) e dos (yz) os das ogivas directrizes dos cylindros, as quaes, assim como as secções rectas dos mesmos, es·

tão rebatidas no plano (X.l!).
Se b for a altura do vertice da abobada acima do plano das impostas, sendo Oa= Oa; = a as abscissas segundo o

mesmo plano ou á distancia b do vertice na ogiva abat, e Oa' = Oo', =a' as abscissas nas mesmas condições para a ogi­
va a'ba'l, as equações dos arcos de circulo que formam estas directrizes serão,

e para a'b e a'lb (y + R - a')2 + Z2 = R2

das quaes se tira x=a-r+vr2-z2 (2) (5)

y=a'- R+ VR2_Z2 (6)

Ora, para um mesmo valor de z, é claro que a x da directriz abat corresponde Xt da secção recta etb(/.i, c a y da di­
rectriz a'ba', corresponde yi da secção recta (/.'b(/.'i, sendo as relações entre aquellas quantidades

Xl =x X sen e YI =Y X sen il

e se em (�) e (6) suhstituirrnos x e y em funcção de ,Ti e yi virá

(7)

YI = sen e (a'-R +VR2_Z2) (S)

Os arcos elernentares das secções rectas são,

em etbeti

e em (/.'b(/.'l ds'( = dz J( d�( )2 + 1

expressões que, pela substituição na primeira de (�:I) tirado ela equação (7), e na segunda de (�) tirado da equação
(8), se transformam em

R

ds' = dz , /r2 Z2 cos 2 6

V r2-z2
(ll)

ds'! = âa , /jji:-�Z2cOS26
V R2_Z2

(10)

Cortando a abobada por planos parallelos ao elas impostas e ínûnitamente proximos entre si, cada um dos triangulos
curvos AoB, BoA', etc., ficará divitlido em parallelogrammos infinitamente pequenos, sendo a area cie cada um d'estes
'igual ao producto da intersecção rio plano secante horisontal no triangulo curvo multiplicada pelo elemento ris da secção
recta do cylindro a que o triangule pertencer.

Empregando o plano secante mnpq, as arcas dos parallelogrammos BA'qm e ABmn exprimir-se-hão por

BA' qm = mq X ds't A B m n = m n x eis'

mas corno, para um mesmo valor de z,

mq = m' q' = 2 x ml! = pl q" =2y

ser� BA' qm = :2 X x ds't AB mn = 2 y x d,'

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (õ) e (10), e na segunda os valores (6) e (9), virá

>b[ ] J--
_- R2 - Z2 cos26)30 A'= 21 a-r+ vr2-z2 X dz ----

.J. W-z2

'br --1 Jr2-z2COS2&AoB=2! a'-R+V R2-Z2 xdz _--

1,2 _Z2
.__ o

.

(1) O mesmo que a nota (1) a pago 27.
(2) O mesmo que a nota (2) a pago 27.
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on, se representarmos por S'a a superûcie do triangule curvo de base 2a e por S'a' a do triangule curvo de base 2a', te­
remos

A superûcíe do triangulo curvo S'a' obter-se-ha pela formula (IV) trocando os legares de R e r e os de a e a'.

No caso de ser!!. =cose a formula (IV) transforma-se em
r

S'.=2Rx

sendo

i 3 5 2m-3 b2m-i

[i (2m-i )2J+_._._ ......
__ . - cosmo

2 q, 6 2m-!! (2m- i) R2In-l 2m- i 2m

(IV)

rX

\ .

R8 q, (R6 R2) 2 R4
A. = - + cosS a -

- - cos2 a -+ - coss a - -

.
- cos. o; etc.

1'8 5 r6 1,2 5 r4

r [!. b (R - aI)
. coM + (i - -2i COS2 O) are. sen .!!.J

-

(2)
2 R2 R

(arc.sen�) I i-[ (�cosoy+ � G· �. cos26 r+� (�. �. �COS36r+"+2mI_i (�. �.� .. 2; m

i
cos= °YJ I,

! [(! cos 0)2+! (!. �.COS2 0)2+! (!. �. �COS3 0)2+ ..+ _i_ (!. �.� .. 2m-icosm 0)21R 2 3 2 4 5 2 4 6 2m-i 2 4 ti 2 m

S'.=2Rx +�'3b�3 [H�·COS20 r+g(�'� COS30r + +2m�i G·� ... 2�m lcosmo )2J (V)
-(r-a)

+
R-a' +!. �. �[! (�. COS3 0)2 + '" +_i_ (�6"" .2n2�-i cos= 6)2J

I'
R 2 q, 5 RS 5 6 2m-i m

...................................................................................

+!.�.� �m-3
.
__b_2� [_1_ (2m-i cos= 6)2]2 q, 6 2m-2 (2m-f)R2m-l 2m-i 2m

e a superficie do triangulo Sii. quando for ]=cose, obter-se-lia pela formula (V) trocando os legares de R e r, e os de
a e a'

A superficie total do barrete de clérigo para quaesquer relações entre r, R e cos e será

B', = 2 (S'. + S'.')

ABOBADA DE ARESTA

A superficie da abobada de aresta é igual á somma das superficies dos cylindros que a formam menos a do barrete
de clerigo por elles formado. Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente (fig. 9), se for Ca a superficie do cylindro
cuja base é a ogiva oba« e o comprimento 2a', e Ca' a superficie do cylindro cuja base é a ogiva o'bo', e o comprimento
2a, teremos

(1) Vide nota iO.'
(2) Vide nota H.'
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e em virtude dos valores (3) e (4)

lb
dz

Ca'="'aR V-­R2-zZ

ou Ca = "'a' rarc.sen.!!.
r

(Vl)

b
Cal = '" a R arc. sen.

R (VII)

e a superficie total da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, será

A, = Ca + Cal - B,

C'.="'r a' X

(arc. sen. !!.) Ji _ [(i COI 8)2 +! (! .ªCOS28)
Z

+!(!. �. � COSl 8)2+ .. +__

f _(!.�. Q6 ••

2 m-fCOSma)2JT (I)
r ! 3 2 '" 5 2 '" 6 2 m-i 2 '" 2m \

!!. [(i cos 8)2 +! (!. � cos2 8)2 +! (!. �. � COSl 8)2 + .. + _i__ (!. �.� ..

2 m-icosma)2]r 2 a 2 '" 5 2 '" 6 2 m-i 2 '" 6 2 m

�. ab;3 [-� (�cosz 8r + �G' � COSl 8r+ '" + 2 mi { (�. � 2;m

f
cos" a:) 21

(VIII)
+

t·

r

a
X + i· �. 5b;. [� Œ COSl 8 r + , + 211: i (� 2 ;;:i cos= 8YJ

+ .

i 3 5 2 m - 3 b?m - 1

[i (2 m - i UI )2J+j·�·6· .. ···· .. ·· .. ··· .. ······ ..

2m-2·(2m-i)r2m-l 2m-t �cos 8

_

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angule agudo e (ûg. 10), a superficie de cada cylindro é igual
ao producto da geratriz pela secção recta, e assim se for C'a a superficie do que tem a geratriz '1.al e a secção recta exbex{, e

Cla' a do que tem a geratriz 2a e a secção recta (Xlbex/{, será

e em virtude dos valores (9) e (t O)

CI 1= '" aIdz. /R2 z2 cos2 a
a

o V R2 - Z2

ou

e para obter o valor de C'�.1 bastará na formula (VIII) trocarmos os legares de a e a', pondo R em legar de r.

A superficie total da abobada de aresta, se for Bis a do barrete de clerigo correspondente, será

A', = CIa + CI .' _.BI,

(1) Fazendo Z = r sen tj) resultará
_

f Vr2-Z2 C032 a f V'" a' dz - = '" al ,. d tj) i -cos2 ft senZ tj)
r2-z2

expressão que se integrará como na nota iO.'
b /. V r2 b2 r _ Il

Como z = r sen 'fJ para z = o é 'í' = OJ e sen IP = o; e para z = b é .en If = -

J If .... m·c. sen. -Je cos 'í' = = --

r r r r
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PARTE II

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Quando os cylindros se cortam orthogonalmente (fig. 9), pelo emprego de planos secantes parallelos ao das impostas
e infinitamente proximos entre si ficará a abobada dividida em parallelipipedos infinitamente pequenos e de base rectan­

gular.
Para um dado valor de z a intersecção do plano secante será o rectangulo

mnpq=mqxmn

c corno ?n 'l = m' ql = 2 x mn=p' qll =2y

a capacidade do barrete ele cleri go, em virtude dos valores (1) e (�), será

(H)

uu B=11'bl(r-a)(R-al)-(r-a). /R2_z2_(H-al). /1'2-��+1'R. /l.-�. /�_z2Idzc

o V V V 1"2 V R2_J

c par consequencia

(I)

No caso das ogivas serem iguaes, ou R = 1', ai = a, para cada valor de z sora x = y, c então a igualdade (ti) tran­
sformar-se-ha em

fbf- . /-12Be = q, a - I' + V
r,2 - Z2_j dz (12)

Oll

t! por consequencia
I b3 b 1 (2)

Be = 4 I 1'2 b - - - r,2 (1' - a) arc_ sen - II 3 r I

(II)

No caso dos cylindros se cortarem obliquamente sob o angulo agudo e (fig. 10), pelo emprego dos planos secantes

parallelus ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficará ella dividida em parallelipipedos infinitamente peque­
nos cujas bases serão parallelogrammos.

Para um determinado valor de z a base do parallelipipedo elementar será

1J! n p q = 111 q X n l' = m q x 111 n X sen 6

e como mq=m' q'=2x mn=p' qll = 2y

::01';" a (;;1 pacidade do barrete de clérigo, cm virtude das igualdades (õ) e (6),

f'b V 'I V-otr,« 4senO t I a-r+ j,Z_Z2! a'-R+ R2-z2ldz
... o , I I

(1) Vide nola 12.'
e) Vide a mesma nota.
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e comparando a igualdade (t 3) com a (11) resultará

Quando as ogivas directrizes dos cylindros forem iguaes, ou R=T e a'=a, para cada valor de z será x=y e a

igualdade (i3) transforma-se em

que pela comparação com a (t 2) dará

[ b3 bJB', = � sen e r2 b - - - r2 Cr - a) X arc. sen-
3 I'

(IV)

ou
C.= [r%x arc. sen � -(r - a) bJ X 2a,(l) (V)

ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta é igual á somma das capacidades dos cylindros que a formam, menos a elo bar­
rele de cleri go por elles formado.

Quando os cylindros se cortarem orthogonalmente se for Ca a capacidade do que tem de comprimento 2a' e por base
a superûcie da ogiva abat, e Ca' o que tem de comprimento 2a e por base a superficie da ogiva a'ba't, (fig. 9), teremos

Ca = 2 a'I� a; dz Ca' = 2 a r; y dz
vo

'e, em virlude dos valores (I) e (2), Ca = � a'iTa - r + Vr2- Z2J dz

Ca' = [H� X are. sen!!_ - (R - a') b1 X 2 a

_

R J
(VI)

A capacidade da abobada de aresta, sendo Be a do barrete de clerígn que lhe corresponde, será

A.= Ca+ Ca' -Be

Quando os cylindros se cortarem obliquamente sob o angule agudo e (fig. to), se representarmos por C' a a capaci­
dade do que tem por base a ogiva abat e por geratriz 2a', tendo portanto a altura h = 2a'sene, e por C'a' a capacidade do
que tem por base a ogiva a'ba't e por geratriz 2a, sendo a sua altura h'= 2a sene, será

C'a' = 2 a sen 1; y d:z

(1) Vide nota n.-
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e, em resultado dos valores (1)) e (ü),

o, = '" a' sen �[b [a - r + Vl'2 - Z1JdZ
C' .'= '" asen 1.'bl�a' -R+ VR2_ZZJdZ

ou C'a = [t.! X arc. sen� - (I' - a) bJ X 2 a'sen a .(VII)

0-, = lR2 X arc. sen � - (R - ai) bJ X 2 a sen 6 ( VIIf)

A capacidade da abobada de aresta, sendo B', a do barrete de clérigo que lhe corresponde, será

A'c = G'a + C'a' - B'



CAPITULO V

ABOBADA DE TORRE CIRCULAR

A abobada de torre circular (fig. H) é formada pelo concurso de um tóro e um conoide. O tóro é gerado pela revo­

lução do semí-ciroulo B'C'b' que, levantado no plano vertical B' O, gira em roda da vertical O. O conoide é gerado por
uma recta que se conserva sempre horisontal, tendo por uma das directrizes a vertical O, e a segunda directriz, se fo­
rem FO e GO os planos verticaes tangentes ao conoide, os quaes se cortam sob o angule 0, détermina-se pelo modo se­

guinte: o arco AoD, descripto do ponto O como centro e com o raio R igual á distancia do centro da geratriz do tóro á
vertical O, rectiûca-se em aod, e sobre esta recta, como eixo maior, descreve-se a semi-ellipse A" C"D" que tem o semi­
eixo vertical o" C" =0'C' =1' raio da geratriz do tóro; depois, imaginando que o plano aod, onde esta ellipse existe, se

enrola em volta do cylindro recto AoD de modo que as suas abscissas coincidam com os arces d'esta circumferencia, e as

suas ordenadas com as arestas verticaes do cylindro, a ellipse tornar-se-ha uma linha a dupla curvatura projectada em

AoD e adoptar-se-ha para segunda directriz, ou base do conoide.
Para obter a intersecção do conoide com o tóro cortam-se estas superficies por planos horisontaes. O que passar por

M'do meridiano B' C'b' cortará o tóro segundo os circulos descriptos com os raios OP' e Op' ,. depois, procurando na el­
lipse os pontos M" e N". da mesma altura que M', se tomarmos os arcos oP e aQ respectivamente iguaes ás abscissas o" Pi'
e o"Q", os pontos P e Q serão evidentemente as projecções dos pontos onde a base do conoide é encontrada pelo plano
secante horisontal, e, por conseguinte, as intersecções feitas n'esta superficie são as dilas rectas projectadas em OP e OQ,
Ora, estas rectas encontram as duas intersecções circulares, feitas no tõro, nos pontos M, m, Ne u que pertencem á in­
tersecção das duas superficies.

PARTE I

SUPERFICIE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BAa-RETE DE CLERIGO

_2.!rco fi que, com o raio unidade, corresponde ao angulo eo formado pelos planos verticaes FO e GO é fi =��, e o

arco AD será
...-... � ",o
AD-Rxo =-R

:1.80

,.-... A" D"
mas c2mo A:' D" = ad = A D, e o" A" = o" D" = -2-' se referirmos a ellipse A"C"D" aos eixos o" æ e o" z a sua

equaçao sera

(t)

d'onde se tira x=",oR.lr2_Z2
360ry (2)

e se for ds o arco elementar d'esta curva, como é ds= dz V (�:)
2

+ t, pela substituição de (�:)tirado da igualdade (�)
resultará

ds = d_!
2

,- (�r - � Iz� +�r2

r2-z2
(3)
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O circulo B' CI b' referido aos eixos o' yeo' z terá para equação

y2+ ZZ = r2

d'onde se tira Y=Y1,2_Z2

�U��/Si for o seu arco elementar, como âs, = dz V (�r + t, pela substituição de (��) tirado da igualdade (4) re-

(ti)

Cortando a abobada por planos horisontaes infinitamente proximos entre si, os triangules curvos pertencentes á su­

perficie do tóro, e que se projectam em FoG e fog, ficarão divididos em porções cylindricas infinitamente pequenas, cu­

jas bases são os arcos de circulo segundo os quaes o tóro é interceptado e as alturas são os elementos âs, da seml-cír­
cumferencia B'C'b'. Os triangules curvos pertencentes á superficie do conoide, e que se projectam em For e Gog, ficarão
divididos em trapezios infinitamente pequenos para cada um dos quaes a linha tirada a igual distancia dos lados paralle­
los é o elemento ds da directriz do conoide que se projecta em AoD, arco evidentemente igual ao elemento ds da ellipse
AI! C"D", e n'estes trapezios as alturas serão iguaes ás intersecções feitas no conoide pelos planos secantes .

.---... ".-..

O plano secante que passa á altura z acima do das impostas cortará o tóro segundo os arcos MN e mn, e o conoide
segundo as rectas Mm e Nn. Os raios d'aquelles arcos são

Ri = O M= O o + o' P' = R + y Rz = O m = O o - o' pi = R - y

e em virtude da igualdade (4) (6)

(7)

--- ---

Para determinar os arcos ,MN e mn temos as proporções
..-.... ..-....

00: OM::P Q: MN
..-.... ..-."

O o: O m:: P Q : 111 n

..-....

e como P O = P" O" = 2 æ
..-."

R : Ri :: 2 æ : MN
..-....

R: Rz:: 2 æ : m n

o que, pela suhstítuição dos valores (2), (6) e (7), .dá

MN=_.2:i.(lf+' Ir2_zz), Irz-z2
i80r V V (8)

;;;;= -�!_ (R -' /r2 - Z2). /1,2 - Z2
rao- V V (9)

As areas dos elementos de 'superflcie cylindrica que se projectam em FGMN e fgmn são

..-....
F G ll{ N= M Nx ds{

..-....

fgmn=mnxds1

e pondo na primeira d'estas igualdades os valores (5) e (8), e na segunda os valores (5) e (9), resultará

1I'0fr
--

--

r
â

z 1I'6}'r
--

fag=- (R - yr2 - z2)yr2 - Z2 x--==-= __!__ (R - yr2 - Z2) dz
1801' o yr2- Z2 :1.80

o

011
11' 0

(
11' (1)FoG==- Rr+�1,2)180 4, (I)

11'6

(R 11')fog=- r--1,2
i80 4, (Ir)

(1) Coniorme a nota :12.' será

f
r
-- 1,2 r r2 1(

clzVr2-z2 =jXarc. sen r=I X �



ou F of = Go'll = 2 r:t (V)
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As areas dos trapézios elementares que se projectam em GMmg e FNn( são

Gbfmg=1!fmxds F Nnf=Nn x ds

mas como Mm = Nn = P'p' = 't.y, pondo n'estas duas igualdades os valores (3) e (l�) virá

f'r d
pof = Gog = 2 Yr2 - Z2 X �

ov- G 2
(IO)

ou (UI)

A formula (III) deixará de ser applicavel quando for r.e R < 360 r, mas então podemos dar a igualdade ('10) a se­

guinte fórma

[r • / l (8 H) 2JFof= Gog =

....

dz V 4,r2- 4, - 7S0r z2 (ll)

d'onde resulta
(í V)

Finalmente, quando for r.e R = 360 r as formulas (III) e (IV) tornam-se índetermínadas, mas das igualdades (10) e

(H) tira-se

A superfície total do barrete de clérigo é igual á somma das superficies dos triangules curvos FoG, (og, Eo] e Gog.
e então, quando for r.eR> 3liO r, tira-se das formulas (1), (II) e (III)

Quando for r.eR < 360 1', tira-se das formulas (I), (II) e (IV)

B _

'It 6 R,'
+

720 r3
X V(360r)2_('lt8 R)2

,
- _-

_ arc, sen, "'-'-__�_.__....._

60 Y(360r)2-('lt8R? 360 r

e finalmente, no caso de ser r.eR= 360 r, as formulas (I), (II) e (V) dão

B ='lt8Rr+,. �
• 90

'* r

ABOBADA DIÇ ARES'l."A
)..

A superfície da abobada de aresta de torro circular é igual á somma da superûcie do sector de conoide Itmitado tJlJ­
los cylindros verticaes tangentes ao tóro interior e exteriormente, com a do sector de tóro limitado pelos planos verticaes
tangentes ao conoide, menos a do barrete de clerigo correspondente. .....--... .....--...

O plano secante que passa á altura z acima do das impostas corta o sector de toro segundo os arcos Mi Ni e mI nI.

cujos raios são Ri e R2' sendo aquelles arcos

(1) Vidè nota ra­
(2) Vidè nota 14."
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f1 em virtude das igualdades (6) e (7) ( i2)

( 13)

As porções de superficie de tóro projectadas em FGMiNi e (umtni, são

_..-....,_

(gmt ni =ml nt xdsj

sendo portanto o sector do toro

e pela substituição dos valores (5), (i2) e (i3)

2�8RrJ'�- 2�8Rr rT =�.•Vr2-z2
=

ISO-- X arc. sen;.

ou T=�
i80 (Vl)

I) plano secante que passa á altura z acima do das impostas corta o sector do conoide segundo as rectas �hm2 e

N2112 iguaes a B' b' ou 2r, e as porções da superflcie do conoide projectadas em GM2m2g e FN2n�t: são

sendo portanto o sector do conoide

Ora o integral é evidentemente o desenvolvimento de um quadrante da ellipse Ali C" D", e então, quando for t: e R> 3601',
'/(�6H)2_(360r)2 .

se fizermos v
= e sera

�aR '

C= �2a Rr[i _ (! e)ll_! (! � .l)
2_! (!. � �e3)2_ ....

__1._ (! .
� .�..... 2m-iem)2J (I)

(Vil)
i80 2 3 2' q, 5 2 q,' 6 2 m - i 2 q, ti

. "

2 m
_

Quando for e e R < 360 r se fizermos V (360 r)2 _ (1r 6 Br = e será, 360r'

Finalmente, no caso de ser 'lreR=360 r, das formulas (VII) ou (VJII) tira-se

(IX)

A superficie total da abobada de aresta, sendo B, a do barrete de clerigo que lhe corresponde, é

A,=T+C-B,

expressão que toma diversas fórmas segundo as relações entre R. r e e.

(1) Vide nota (2) a pago 6.
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PARTE II

CAPACIDADE DAS ABOBADAS

ABOBADA DE BARRETE DE CLERIGO

Cortando-se a abobada por planos parallelos ao das impostas e infinitamente proximos entre si, ficará ella dividida
em sectores de coroa cylindrica infinitamente pequenos, tendo cada um a altura dz e para base o trapezio circular que
resulta da intersecção feita na abobada pelo plano secante. Assim, para o plano que passa á altura z acima do das impos­
tas, o trapezio circular, base do sector de corôa cylindrica, é

e a capacidade do barrete de clerigo sera

i ït r:» ,-...,

Be =

-J OW N X RI - m n X Rz) dz
2 o

e em virtude das igualdades (6), (7), (8) e (9)

ou B =
'lr8Rr2

c

131l (f)

ABOBADA DE ARESTA

A capacidade da abobada de aresta é igual á do sector de conoide limitado pelos cylindros verticaes tangentes ao tó­
ro interior e exteriormente, mais a do sector de tóro limitado pelos planos verticaes tangentes ao conoide, menos a do bar­
rete de clerigo correspondente.

O plano secante que passa á altura z acima do das impostas corta o sector de toro segundo o trapezio circular

e a capacidade do sector será

que, pela suhstituição dos valores (6), (7), ('12) e (13), dá

i 'Ir 81'[- v'- v'- ] 1': 8 Rlr - rz=:':T=-.- (R+ r2-z2)2_(R- r2_z2)2 dz=- dzvr2-z22 180 o
_

90 o

011
(Il)

O plano que passa á altura z acima do das impostas corta o sector de conoide segundo o trapezio circular

e a capacidade do sector será

{I) Vidé nota (1) a pago 36.
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--- ...---.-..

Os arcos M� Ni e m'jn2 são dados pelas proporções

..--.. .----..

o o : o Mz :: p Q : Mz N2
..--.. .....--....

O o: O m2:: p Q: m2 n2

ou
.....--....

R: R - r:: 2 x: m2 nz

o que, pela substituição do valor (2), dá .....--.... �a ./---­M2Nz= -(R+r) yr2-z't80r

.....--.... �a ./---­
mznz= - (R-r) vr2- Z2

i80r

e por consequencia c =
i

. �f'[(R +r)2- (R-r)2J dzyr2-z2 =
� aRr'd: yr2-z2

2 tSOr o 90
•

Oll C =
�2 a R r2 (1)

360 (Ill )

A capacidade total da abobada de aresta, sendo Be a do barrete de clerigo correspondente, será

A=T+C-B =2 x�aRr2_�aRr2
c • 360 f 35

ou

(1) Vidé nota (1) a pago 36.



NOTAS

6

NOTA 1.a

Para determinar o valor deIdZ V (a2 b4 b2)Z2 + I, façamos
a1

b4
b2

=m

Ora

e portanto

mas como

será

ou

e pondo em logar de m o seu valor

O logarithmo que figura no segundo membro é tomado no systema neperiano, mas passar-se-há para o systema vul­
gar dividindo-o por 19.e=lg. 2,718281828 .•. =O,�3�.2945, e então

[ (a . /a2-b2) ]bd �-b2-2-_i a b -b2-x1g·b+ v :u:I zV (-b-1-) Z + i -

2 + Va2-b2 0,4342945

NOTA 2.a

jbJ--b2-a2 b1-a2
Para determinar o valor de dz i - (-b4-) Z2 façamos -b-4

- = m.

Como J V- J--- f
lItz2dz Fm

-

J�+i-=fu!_zdz i-mz2=% i-mz2+ .I--=z i-mz2+ ./�
V i - mz2 y i - mz2

será f J- Z �Z1 iJi�-dz f-'IIIZ2=----+- .1--
•

2 � yi-mz2
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e porque J"
dz Vl V-,/_-= -xare.sen.z m

y i-'mz2 m

resulta fdZVi _mz2=!JL1
2

rnz2 +�V�x arc. sen. ZVm
ou lb o 1-- b Vi-ntb2 i

o IT. o r
dzy i - 'lnZ2 =

--2--- + 2 Y ?ii
x arc. sen. b

y
m

e pondo em logar de m o seu valor

Jb Rb2�) i [Vb2 Vb2-a2Jdz i- -=- Z2=- a+ b --x arc. sen. --

b4 2' b2-a2 b2

NOTA a.a

As raizes do trinomia do segundo grau

Z2- 2 (M+ b) z+ (2 Mb + b2 + M��Q2Q2)
são ( 1)

e (2)

evidentemente reaes, positivas e desiguaes.
Como o trinomio equivale á expressão (z-�) (z-g), se, para proceder á integração, fizermos

V(Z-a.) (Z-b) = (z-a.) x

d'onde se tira b-a.X2
z=-­

i-x2

dz

( ) _ (b - a.) X
_ (b - a.) X

z- (1. x-
i-x2

--

x2-i

e portanto dzo IZ2_2 (M+b)z +(21lfb+b2+ M2Q2__)=_ 2(b (1.)2X2dxY M2+Q2 (x2-i)3

A integração da fracção racional (X2�iP =

(x _ i�2(X +1)3 far-se-ha recorrendo á igualdade

x2_ M M' Mil N N' NI!
(x2- i)3

-

(x - ip
+

(x - i)2
+ (x- i) + (x-=0)3 +

(x+t)2
+

(x +T)
2 i { 2 1 ida qual resulta, por serem M =

:1.6' M' =
i6'

M"= -

i6'
N = -

il3 ,N= i6
e N" -= ni'

x2 _.![ 2 i L. 2 i

i](x2-tP-i6 (x-ip+(x-i)2- (X-i)-(x+iP+(x+i)2+ (x+i)

ou

_ ir æ æ

+IX-iJ-.-161 (x_i)2+(x+I)2 UX+I +eonst
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e substituindo os valores de æ e x2 tirados da igualdade (3)

+ const.

e fazendo a integração entre os limites z= o e z = b

J!-iIg_r:J._

J!-H

Se substituirmos os valores (I) e (2) de 17. e b, attendendo a que na hyperbole á abscissa z = o corresponde a orde­

nada æ = a, sendo por isso 2 M b + b2 = a2NA[2 ; notando tambem que o logarithmo é neperiano e que para poder tomar­

se no systema vulgar é preciso multiplical-o por 0,43!29q,5 = 2,302õ81>, como

será

('V
l / M'

) / , /---;;pM -

V M'+ Q' .I
M + b -

V M'+O'

(M+b) a'M'+ M'Q'
-M

M'Q'
--

M'
-l.

M'
+l.

_
___!:{_M:_ V N' M'+ Q' VM'+ Q'

+ 2,302585 X 19,
M + V� \; M + b + V�

S.- - M'

(
,--

)
VM'+Q' M'+Q' /M-' / M'

_. / M'

V.+� M+b V�+�---=+{ -l.V M +V•."{c" (V'+'+VM>fQ')
NOTA 4.a

Da hyperbole expressa pela equação M2 X2 - N2 Z2 = - M2 jIf-:l-

d'onde se tira

o arco elementar será

2
. JM2 + N2

. Z2 -1l[2
ds= VdX2+dz2=dz, l(dX) +i=dz. I(M2+N2)Z2_M�=dz __M_2 _

V � V .�-� �-.

e se fizermos VM2+N2=e e z=_!!_ d'onde resulta dz=Msen<pdrp
M

'
cos ql cos2 q>

vem

VM2e2_M2 !_£--i. Vi_COS2q>ds=Msen<pd<p C082q>
__ =Msen<Pd_ï\ COS2q> _=llIesen_ll)..!!1 _

e2
COS2 If 11[2 COS2 ip i COS2 'f

-- -M2 --- i i -COS2rrcos2 rr COS� 'l'

ou



s=

M e t ip _!.ï [1. + ! (! . !)
2 +! (! . � . ..!)

2 +! (! .
� . �

. !) 2+ ••••+! (.! .
�

.
�
....

� m - 3
.
_t_)

2 j-g 2e � '2 e 3 2 lJ, e2 4 2 4 6 e3' m 2 lJ, 6 � m - � e In - 1

coscp [.! (.!. !)2 +!(!. �. !)2 +!(!. �. �. !)2+ ... 'Ti (!. �.� ....

2m--3
. _i_)2T2 2 e 3 � lJ, e2 4 2 4 6 e3 m 2 4 6 '2 m - 2 e m - 1 i

I

+! . CoS�'f[!(� . i)2 +!(� .
� .!) 2+ +! (�.� �

. _i_)2 Jl2 3 3 4 e2 � '" 6 e3 m 4 6 '2 m - 2 em
- 1

_M!een q> X +!. �. cos&p I !(�. !)2+ +! (�. Z h�-3
. _i_)Z-1.. � 4 5 l '" 6 e3 m 6 8 2 m - � em

- 1
�

........................................................................................ �

e desenvolvendo o radical pela formula do binomio, o arco contado do ponto em que p = o ou z = M, que é o vertice da
curva, será

s = M eJ ,'I'd q>_ [1. _! .
cos2..! _!

.
!

.
�. q> _!

.
!

.
� .

coss ip
_ _!

.
!

.
£ � m - 3

.

cos2m 'I' IoCOS2'f 2 e2 2 '" e4 2 4 6 e6 2 4, 6 2 m e2m

{'I'd Mf'f My:<P [-1. i cos2 (Ji
+

f i 3 cos'_j i t 3 � nt - 3 COS2m-2'f i=Me _'1' dcp-- d'f Õ}'Z-'-2--'- ",'1.'-6'4 + .. · .... +-'2·i·-6 ........ -úl--·�2-'COS2 'I' �e o e. _.. 1 e .. '" el .. rn e _I

ou

s=Metgcp-�q>-� rd'f í!.!. r.os2p+!.!. �. cOs4p+ ........+!.!. �
........ 2m-3. cos2m=.:_p-1e e J: I_ s 4 e2 2 4 6 eO 2 4 ti '2111 e2m-2_

Para o caso de n ser par temos

j�lfn d _senff »-1 +(n-f)cosn-3 +(n i) (n-3)con-ó + +(n-i) ...... 5.3! - 1+i.3.5 ....... (n -i)ncos q> '1'- cos cp �- 'I' s 'I' .. ... . .. ---

COS_'fJ" 'I'o n (n-2) (n-2) (n-4) (n-2) ...... 4.2 2.1.6 ........ n

e portanto

.,

[5 ]J coss <P d 'I' =
sen cp cos' <P + - cos3 'I' + �

.
� cos (Ji +!. �

.
� <P6 lJ, 42' 246

••••••••••••••• 0. '" ••••••••••••• 0 t •••• • ••••••••••••••••••

quantidades que na expressão de s estão multiplicadas respectivamente por

i 1. 3 1.
2'�'6'ë4

e effectuando as multiplícações resulta

+!. �. � �
.

cos2m-3 ip I!(�rn-_�. _1_)2-1,'2 4 6 �1n-4 2m-3 Lm 2rn-2 em-1
,

O arco de hyperbole que deve tomar-se é 2s, pois que s é contado só em um dos ramos da curva. O arco auxiliar ip
é determinado pela condição de ser costp=�, e como s é contado desde o vertice até ao ponto para o qual z= M + b,
será

C08<P=�;
.lI +b

aM
.

sen'f=N(.M+b)'
a

If = arc. tg.]V
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NOTA 5.a

O segmento da hyperbole dada pela equação

1If2x2-N2 (li! +b _Z)2= - M2N2,

tomado desde z = o até z=b, será

e como a quantidade sob o radical é um trinomio do segundo grau cujas raizes são

evidentemente reaes, positivas e desiguaes, podemos fazer

d'onde resulta

b-a.X2
z=--­

i-z2

c portanto V 2 ((; (1.)2 x2dz (llf+b-z)Z- MZ = -- d»
(x2 - i)3

Ora, como estamos exactamente nas condições da nota 3.a, será

e pondo em vez de o: e e os seus valores

H =
2N

x W[(llf+b) V2Mb+b2+ l.� +V2 M� b Ja

M 2 M�
g

V-b-i- --

2 M+b

OU, por ser 2Mb + b2 = a21l12
• e dividindo por O,�3�29�5 o logarithmo neperiano que está no segundo membro, paraN2

que possa tornar-se no systema vulgar,

[ 19 EJ!!±bNJH =MN (M+b)a+�-bN•
M N 0,4342945

NOTA 6.a

Dividindo e multiplicando por 4b a expressão dz V (a2 + � b2) - � bz, será

ou
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NOTA 7'.a

Da parabola expressa pela equação a2x2=_ - (b- z),b

d'onde se tira dz 2 b.
-=--'X

dx a2 •

o arco elementar será

e como demonstrámos na nota L a
que

NOTA 8.a

o arco da parabola, contado desde o vertice até ao ponto cuja ordenada é a, será

No caso presente é m= :�2, o arco Pa que procurámos é o dobro de s, e, para que o logarithmo neperiano que está no

segundo membro se possa tomar no systema vulgar, effectuando a divisão d'elle por log. e = 0,4342945, teremos

o segmento Pa da parabola que tem a equação x2= � (b -z) é

ou

P.�,[.x .. � �lf."V' -,�- �i !C'tl:
4

P·=aab

NOTA o.a

Recorrendo ao methodo de integração por partes será

fb
'd ::

•
__

d
z. z X arc. sen. -

f [a - r +. /r2 - Z2]� = [a - r +. r,;;-;,J X are. sen.! + �v'-=-.!! + comt

V R2_Z2 V'--"'- R
o

r2 - Z2

mas como, para z=o é are. sen i=o, e para z=b é a-r + Vr2-z!=a-r + (r-a)= 0, teremos

Ib[ J-J
dz _fbz.dzxarc.senia - r + r2 - Z2

v'
-

v'R2_Z2 o r2-z2

e se desenvolvermos are. sen i em serie, a qual será convergente, pois que z < R, vem
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Para o caso de n ser numero par é

r z"d� t'_r2-z2[zn-l
n-l r2zn- 3+ (n- t) (n 3) r4zn-S + .. + (n- t) 5.3 r"-2 z] + (n ti· .• 3. ir"arc.sen!

JVr2 Z2=- -n- +n-2 (n-2) (n-4.) (n-2) �.2 n �.2 r

e por consequencia

(_ Z2 dz
= _

V� x z + � r2 X arc. sen!
J Vr2-z2 2 2 r

J
Z4 dz Vr2 - Z2 [ 3 ] 3 i z

--= = - Z3 -\- - r2 z + -

.
- ri x arc. sen -

Vr2 - Z2 � 2 � 2 r

. ,
.

(a)

rz2m+2dz =_ �[Z2m+ 1+2m+ 1 2z2m-l+(2m+ 1)(2m-l) 4 2m- 3+ +
(2m+ l�r2mzJJ Vr2-z2 2m+2 _

2m
r

2m(2m-2)
r z .... 2m ....... �.2

_

+ (;2 m + 1) .. 5 ·;LJr2m+2X arc.sen!
(2 m + 2) .. 6 . 2 . {j, r

quantidades que na expressão a integrar são multiplicadas respectivamente por

i

1 1
2"' 3R2

i 3 1
2"'4'5R4

i 3 5 2m-i i

2"' �. 6
.. ·· 2"m

.

(2 m + i) R2m

e effectuando as multiplicações resulta

(I Z)[ 1 (I r2)2 i

(1 3 "3)2
i (i 3 5 2m-i rm+I)2]"2

arc. sen
r

r2 + � 2']i +:3 "2' �
•

R2 + +
m + 1 "2' � 'jj �. -n;;;-

z [i +! (!. !.)2 + ! (! . �. r2)2+ + _i_ (! .
�

.
�

"

2 m-I
. Rrm )2]2 2 R 3 2 4 R2 m+ i 2 4 6 2 In m

__

+�. � G(�r +� (!. ïÍ2Y + + m�1 (�.� 2� m
i. r;:I)]

Vr2-z2+! � �[i(i)2 1 (5 2m-i rm-2)]--2- 2'4,'53 R2 +········ .. ······+m+i 6 .... ··· .. ·2m·�

................................... ,
.

+�. ï. � '" 2�m i. ;�m�li lm�i (;my]
A expressão que acabamos de determinar tem de ser tomada entre os limites z = o e z = b, para o primeiro dos

quaes se torna nulla, sendo para o segundo Vr2-z2= Vr2-b2=r- a.

NOTA 10.a

Para determinar o valor de Ib[ J J--R2_Z2cos26
a-r+ Vr2 Z2 dz ---­

R2_Z2 J

como z é sempre menor que R, pois que vana entre os limites o e b, podemos fazer z= R. senp, d'onde se tira
dz= R. cos pdp, e então

R2 - R2 cos2 6 sm2 q>

R2-R2sen2q>
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Se desenvolvermos os radicaes em serie pela formula do binomio ele Newton, será

.

J--.
-

1 • {i 46 4 f i 3
66 6 f i 3 � m - 3 2m c .mi-cos!Osen2\.,=i--cos26sen�rn--.-cos· sen cp--.-.-cos sen cp- ..•...

--.-.-6
.... -2-cOS vsen- �

,

2 T2� 246 24 m
'

C por conscq uencia

-�-

/-- i(R2 ) i f(R4 R2). / i - !}.� sen2 �

\ i - cos2 6 sen2 eo
= 1 - - - + cos26 8en2'f - - . -

- + COS' 6 - 2 -COS2 O sen1 cPV r2
' T 2 r2 2 4 r4 j,2

i i 3 IR6 (Ri R2) J-
-

.
-

.
- - + COS6 o -

- cos2 o + - -cos' o sen6 cP246;_rG ri r2
_

1 ? li, i'l3 fi3a
= i - - AI sen- '" - -

.
- A2 sen4 � -

-

•
-

• - A3 sen6 cP - -
•

-
•

-

•
- Aí sen8 't' .••...•2

.

24' '246 2468

Para o caso de n ser numero par temos

I' COSQ[ n-i 3 (n-i)(n 3) <. +(n 1) ... 5.3 'I+i 3 r> n-isen"ydy=--' senn-l'f+--senn- cp+ senn-"'fî·······
( 2)--2sen'í'J Õ)·-·-6· .. ·-·

.. - �
• n

_

n - 2 (n -2) (n - 4) n -

...4. .. 4 n

c portanto

" cos"," -1 ism2 Ç! d ip = ---' sen cp + - cp
I 2

_ j 2

f cos cpl- +
3 -I i 3seni o d", = -- - sen3 Q - sen <OJ +

-

.
- . '",T

4._' 2 T 2 4 '

( cos 'f' ,- 7 7 a 3 7 5 3 -I i :l 5 7
I sens � d Cf = - - sen7 cp + - sens cp + -

.
-

. sen 'f + -

.
-

.
- sen 'f 1+- . - . -. '".' 8 L I) 6 � 642, 2 4 6 S'

o

.

(sen2m't' d'f = -
cos 9fsen2m-1",+2 m - i

sen2m-31' + (2m·-i) (2m-3) sen2m-Scp +" ... + (t m -il·.·5. 3 sen",-l+!. £.!!. ... 2 m-iI hq_' 2m-2 (2m-2)(2m-�l (2m-2) ...4.2 '1 246 2m

Estas quantidades, na determinação deId !'fV i - ��sen2 cP Ji - cos2 o sen2 cP ,isão multiplicadas respectivamente por,

e na rleterminação de IdpJi - COS2 6 sen2 cP são multiplicadas respectivamente por

c efIectnando as multiplicações será

••••••••••••••••• ,. "' ••••••••• , ••••••••••••••••••••••••• , •• I •••••••• 0 ••••••



Jd ip V" - cos2 e senZ tp =

+ cos ip

l' [(:I. )2 i (1 3 ?)2 i (1 3 5)2 i (1 3 5 2m-l )2Jn"Cf 1- õjcose +;- _·-cos�O +- -.-._cos3e + ......+-- -'-'-
..

-- cosma
... 3 2 4 5 2 4 6 2m- 1 2 4 6 2 m

[(I )2 1(1 3

)2 1(1 3 5)2 1 (t 3 5 2m-1 )2JsenCf -cosa +- -'-cos2a +- -.-·-cos3a + .. + -.-.- .. ---cosroa
2 3'!! 4 5 2 4 6 2m-t 2 4 6 2m

1 � [i (3 )2 1 (3 5)2 i (3 5 2 m-I )2J+ 2"
.

3 3" 4:
cos2 e + fi ti' ti

cos3 e + ........ + 2 m _ i 4:
.

ti
..

�
cos= e

!.�.Sr.n51f[! (5 3)2 t (5 2m-i
ID )2J+ 2 4 5 5 ti

cos e + + 2 m _ i ti �
cos e

\+ �.�.� 2m -3. sen2�ce [__i., (2m-l eos= a)2}'" � 6 2m-2 2m-i 2m-i 2m
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Estas expressões tornam-se nullas para z=o, que dá rp=o; para z=b será

COSlf=R- a';
R

b
If = arc. sen

ii

NOTA 11.a

Quando for -!i
= cose a igualdade (a) da nota antecedente reduz-se a

r

_ Sabemos que

f(i - Cos2 6 sen2 ip) d If = If - cos2 6 Lr-- cos If X sen If +! IfJ=.! sen If coslfcOS2a+If (i-! cos2 a)2 2 2 2

e como a integração é entre os limites z=o a que corresponde rp=o, e z=b a que corresponde

Sfnlf=!!.. ;
R

R-a'
COSlf=-R-;

b
If = arc.senR

será r (i - cos2a sen� tp) dlf =! b (R -;- a')
. cos2 e + (i _! cos2 a) X arc. sen i

...
2 R 2

Quanto a f.b der V f. - cos!! e sen� q> o seu valor é o que se determinou na nota f O. a

NOTA 12.a

Para as funcções irracionaes da fôrma Vm _ Z2 é

!dzvm-Z2=z V�-Z2+j X al'c.sen. ;;n+const.
e então, se notarmos que R2_ b2 = (R -a')' e rS_ b'l=(r _ a)', será

lbdz, /R2 _ Z2 =
b (R - a') +

R2
X arc. sen _!!.

V 2 2 R

f.bdz• /1'2 _ Z2 =!!JT_ a) +
1'2

X arc. sen £
V 2 l' r

As quantidades Vi:.. � e V f - �2 desenvolvidas em serie pela formula do binomio de Newton dão

F- � = 1- � . � - � . � . �: - � . ! . � . � ........

7
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e portanto

d'onde se tira

Jb o j _

Z2
o I i _

Z2
= b I i _! � (_!_ i) _! ! b4(ii !__

2 ) -! ! � � [i _!_ - (_I -�) Jdz
y

i
r2 y R2 I 2

.

3 R2 + ;:ï 2
.

4. 0"5 R4 + r4 R2 r2 2
o

(j,
o

6
.

7 R6 +
r6 Ró r2 +

R2 r4
.

NOTA 13.a

Integrando por partes a expressão dz Vmz2 + n será

f J- v·- f mz2dz J- !(mz2+n-n)dZdz mz2+n=z mz2+n -

v--==z mz2+n- Vmz2+n mz2+n

e portanto fdZ o Imz2 + n =
Z Vmz2 + n

+ � r:_�
y 2 2/ V mz2+n

mas como

será

Se substituirmos m por[ (�;O�)
2

- 4.J, n por 4 r2, e dividirmos o logarithmo por U,434294ã para poder tomai-o no

systema vulgar, resultará

1 'Ir 8 R + V('lt8 R)2- (360 r)2

f J
g.

dz
'Ir 8 R 2

_ 4. Z2 + 4. r2 =
'It 8 R r

+
360 r3

X
360 r

_[(iBOr) ] 360 V('lt8R)2_(360r)2 0,4.3(j,294.5

NOTA 14.a

A expressão dz Vn - mz2 integrada por partes dá

f J- J- Jimz2dz J- f(mz2+n�dz n-mz2=z n-mz2+ 0/--= =z n- mz2+ 0/yn-mz2 yn-mz2

e portanto f F zVn-mz2 ni; dz
dz n-mz2=---+- 0/� 2 yn-mz2

mas como f
dz i

Jmo�
=

o /- X arc. Ben z -

y n-7fI:l.2 y m n

será J" o j-- Z Vn-mz2 n
o 1m"v n-mz2=--2--+2 ymX arcosenzy-;

Se substituirmos m por l4 - (;��) 2]. e n por 4 r2, resultará



APPENDICE

Nas escadas de caracolo pião e a caixa são cylindros rectos, de base circular e concentricos; os degraus assentam
na superficie de um helicoide de plano director.

A abobada que se emprega n'estas escadas é um helicoíde, do mesmo passo que aquelle em que assentam os de­
graus, sendo geralmente de um dos dois typos seguintes:

i .

o Helicoide de plano director; e assim o vão da escada é um filete quadrangular de parafuso.
2. o Helicoide não regrado tendo por geratriz um semi-circulo cujo plano passa pelo eixo commum ao pião e á caixa.

Com esta abobada, denominada ponte de S. Gil, porque o seu emprego teve logar pela primeira vez em uma igreja de
França com a invocação d'este santo, o vão da escada consta, alem do filete quadrangular de parafuso que tem por faces
empennadas o helicoide onde assentam os degraus e o gerado pelo diametro horisontal do semi-circulo, do espaço com­

prehendido entre este ultimo helicoide e o gerado pelo proprio semi-circulo.
Dividiremos em dois capitulos a determinação das formulas para a avaliação da superficie e da capacidade das esca­

das de caracol, tratando no primeiro do caso em que a abobada é o helicoide de plano director, e no segundo do caso em

que ella é a ponte de S. Gil.

CAPITULO I

HELICOIDE DE PL.ANO DIRECTOR

PARTE I

SUPERFICIE DA ABOBADA, DA CAIXA E DO PIÃO DA ESCADA

Representaremos por r (figs. 12 e 12 bis) o raio Oa do pião, por l e a respectivamente a largura mn e a altura 11t1n

da escada, e será r + I o raio da caixa e r + � o raio do cylindro recto onde existe a heliee media que faz o angulo o: com

o plano horisontal.
Se cortarmos a superfície da abobada por dois planos mnm'n' e rsr's' que passem pelo eixo (O, O' O") e façam entre

si um angulo infinitamente pequeno, a porção mnrs d'aquella superficie será um trapezio do qual a altura se confundirá
com a largura mn da escada, e a linha que n'elle se tirar a igual distancia dos lados parallelos é o elemento ds, da heliee
media.

Ora, fazendo passar por mn um planolperpendicular ao eixo (0,0'0"), a porção do plano comprehendida entre as in­
tersecções feitas n'elle pelo pião e pela caixa será a corôa circular tendo para raios r e r+ I, ou será a projecção do heli­
coide sobre o mesmo plano, e o trapezio circular mnpq comprehendido entre os dois planos mnm'n' e rsr's' é a projec-
ção do trapezio mnrs ; e do triangule rectangulo tuo tira-se dSi=_È_, sendo ds o elemento da circumferencia base do

cOSet.

cylindro onde existe a heliee media. Mas referindo esta circumferencia aos eixos orthogonaes (Ox) e (Oy) a sua equação é

(1 )

e como o arco elementar é
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e pela substituição de (�;) tirado da equação (I) (t. + Ü d a:

d s = -�=""===

yi (r+�r -x2

será

A area do trapezio m n r s será pois r+l
2 da:mnrs=lx--x -

cos ri.

V ( I)
2

-

�r+- -x'
2

e a area de uma espira complecta do helicoide

Ifl
I

r+ - dii l' +_
E=lj,lx-_2 dx

_

__2 �
cos ri.

o V ( I)
2

•

- 41 x
cos (1.

x 2
r+- -x�

2

ou E=�+�l�
cos ri.

(I)

expressão que evidentemente resulta de se dividir por cos CI. a superficie da corôa circular projecção horisontal do heli­
coide.

No caso de querermos a porção da superficie helicoidal comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo se

cortem sob o angulo e a qual terá por projecção na coroa circular o trapezio em que os lados rectilineos fazem o mesmo

angulo e, sendo n'elle a area �� (r + �) l, será aquella porção de helicoide

(II)

A superûcie da caixa da escada está comprehend ida entre duas helices que interceptam a porção a em cada geratriz
do cylindro onde ella existe, e como, pela planiflcação d'este, aquella superûcie se converte n'um parallelogrammo cuja
base é a e a altura é a porção da circumferencia base do cylindro interceptada pelos dois planos que, passando pelo eixo
do helicoide, limitam uma porção de caixa, notando que o raio do cylindro é r + l, a superficie que corresponde a uma

espira será

(I[[

e a que fica cornprehendida entre dois planos que passando pelo eixo do helícoide se cortem sob o angulo e terá por ex­

pressão

(IV)

A superficie m'g's' que um degrau intercepta na caixa converte-se n'um triangulo rectangulo em que os cathetos são
,.-_

g's'=a' altura do degrau e m'g' arco da secção recta da caixa interceptado pelas duas arestas m'n' e p'g' que, sendo cp o

angulo formado por elias, terá o valor Î8Õ (r + I), sendo portanto a expressão d'aquella superfície

D =�(1'+I)'a'c
360 (V)

Para determinar a superficie do pião da escada o processo é inteiramente analogo ao que se empregou para a deter­
minação da superficie da caixa, e assim a que corresponde a uma espira será

(VI)
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e a que fica comprehendida entre dois planos que passando pelo eixo do helicoide se cortem sob o angule e será

P7\"6a·=-I'a
I80

A superficie n'p'r' que um degrau intercepta no pião converte-se n'um triangule rectangulo cujos cathetos são p'r' =
,.-.__

.

g's' = a' altura do degrau, e n'p' arco da secção recta do pião interceptado pelas duas arestas m'n' e p'g' que, sendo rp o

angule formado por elias, terá o valor No r, e a expressão d'aquella superficie será

D =� »c r olp 360 (VIlli

PARTE II

CAPACIDADE DA ESCADA

Se por mn e m'n' fizermos passar planos perpendiculares ao eixo (0,0' 0") o espaço comprehendido entre elles, o pião
e a caixa da escada é a coroa cylindrica da altura a e com os raios r e l' + l.

Fazendo tambern passar pelo eixo (O, O' O") dois planos mnn'm' e pgs'r' que se cortem sob um angulo infinitamente
pequeno, é claro que os dois polyedrosí mnpqsr e m'n'p' q's'r' são iguaes entre si porque as faces de um são iguaes ás do
outro e similhantemente dispostas, succedendo o mesmo com relação aos angulos diedros, e então será

m n p q s r + m n r s m' n' p' q' = m n r s m' n' p' q' + m' n/ p/ q' s' r'

e portanto são iguaes entre si os sectores da corõa cylindrica e do filete quadrangular de parafuso comprehendidos entre
os dois planos que passam pelo eixo (O, O/O") e se cortam sob um angulo infinitamente pequeno. É faci! concluir d'isto
que a coroa cylindrica equivale a uma espira, ou

e que a porção de filete comprehend ida entre dois planos que passando pelo eixo se cortem sob o angule e terá por ex­

pressão

(11)

Para determinar o volume m'n/p'g's'r' de um degrau façamos passar pelas arestas min' e pig' planos que se interce­
ptem segundo o eixo (0,0/0") e dos quaes o angulo será <p, Se pela aresta p'g' traçarmos um helicóide com passo igual­
ao d'aquelle em que o degrau assenta, é clare que cada um dos solidos m'n'p'g's'r' e m'n'p'q'mm! tem por volume meta­
de do do sector de helicoide cuja altura é a do degrau, ai =s'«. e que está comprehendido entre os planos que se cor­
tam sob o angulo Cf, pois que aquelles solidos são iguaes entre si, visto as faces de um serem iguaes ás do outro e simi
lhantemente dispostas, succedendo o mesmo aos angulos diedros, e o volume do degrau será

D = �(r+_l_)lal360 2 (III)
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CAPITULO II

PONTE DE S. GIL

PARTE I

SUPERFICIE DA ABOBADA

Representemos respectivamente por r e R (figs. 13 e i3 bis) o raio aA da geratriz e a distancia 00 do centro d'ella
ao eixo do helicoide.

Se cortarmos a abobada por dois planos ABC e DEF que, passando pelo eixo (0,0'0"), façam entre si um angulo in­
finitamente pequeno, a porção ABCDEF da superficie da abobada poderá planificar-se segundo um trapezio do qual a al­
tura se confunde com o desenvolvimento 'lrr da geratriz e cuja linba equidistante dos lados parallelos é o elemento ds, da
heliee media.

Ora, se descrevermos o tóro que tem a geratriz ABC, a porção da superficie d'elle comprehendida entre os planos
ABC e GHI sed ABCGH] que póde planificar-se segundo um trapezio em que a altura se confunde com o desenvolvi­
mento 'lrr da geratriz, tendo por linha equidistante dos lados parallelos o elemento ds da circumferencia secção recta do
cylindro onde existe a heliee media da abobada. E claro que, se for IX o angule que esta heliee faz com o plano horisontal,
será dSi=�, e como, referindo aquella circumferencia aos eixos orthogonaes (Ox) e (Oy),

'

cos«

a sua equação é

o elemento ds será

e portanto

A area do trapezio ABCD EF será pois

e a de uma espira complecta da abobada

ou E=2<r2Rr
cos et.

(I)

expressão evidentemente igual ao quociente que resulta de se dividir por cosa a superficie do tóro.

A porção da superficie da ponte de S. Gil comprehendida entre dois planos que, passando pelo eixo, secortem sob
o angulo e, á qual corresponde no tóro a porção de superficie comprehendidaentre os mesmos planos, exprimir-se-há por

E =�J!.!:_
6 i80 X cos« (II)
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PARTE II

CAPACIDADE DA ABOBADA

Os dois planos que passam pelo eixo (O, O' 0"), cortando-se sob um angulo infinitamente pequeno, ínterceptam naJ abo­
bada o sector ABGDEF e no tóro o sector ABGGHI. Ora, se por aA, intersecção feita pelo helicoide no plano A GIG, tra­

çarmos um plano perpendicular aquelle resultarão os dois tetraedos eaGA e abDA iguaes em volume, pois que têem as

bases eaG e abD iguaes, tendo o vertice commum A,' e se pela recta ac, parallela a GA, traçarmos um plano perpendicu­
lar a AGIG resultarão os dois tetraedres aegA e bacA iguaes em volume, pois que lêem as bases aeg c bac iguaes e si­
tuadas no mesmo plano, tendo o vertice commum A. Se por quaesquer duas rectas infinitamente proximas, parallelas a

GA e situarias no plano AGIG, taes como mn e qs, traçarmos planos perpendiculares áquetle resultarão os prismas mnpqrs
e m'n'p' q'r's' evidentemente iguaes em volume, pois que têem bases iguaes e altura iguaes. Por este modo se conclue que
I)S solidos ABCIa'EaG e AaDFa'G têem volumes equivalentes, e então

A Bel a' E a G + A B C a' E a = cl. B C ai E a + A a D F a' C

.JU o sector do helicoide tem volume igual ao do sector do tóro.
O que acabamos de ver tem logar com quaesquer dois planos que passando pelo eixo da abobada se cortem sob um

augulo inllnitamente pequeno, e então a capacidade de uma espira complecta da ponte de S. Gil será igual á capacidade do
tóro, ou

(I)

.) a capacidade do sector da abobada comprehendido entre dois planos que se cortem segundo o eixo sob o angulo e será

(11)
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