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Nessa formosa alegoria sdbre a peregrinagiio e
destino da alma, que é a parte mais bela do Phedro
de Platio, compara Sécrates a dolorosa gestaclio das
asas do entendimento ao abrolhar inquieto da denti-
cflo infantil. E assim 6. Feito a custa de indiziveis
tormentos, de cruciantes perplexidades, de dolorosos
suplicios no produzir e infinddveis hesitagdes no afir-
mar, o saber humano gera-se numa aflitiva tortura
e engrandece-se numa permanente intrangiilidade.
Quando se lhe afigura incontestivel a posse dum
dominio cientifico, pela adaptaciio perfeita da teoria
A experiéncia, vem, qudsi sempre, um mais cuidadoso
exame do raciocinio revelar discordéncias que a ine-
vitdvel imperfeicio experimental nfio comporta; ou
vem um aperfeicoamento da experiéncia por em davida
a verosimilhanga da teoria. K ainda aquele saber
que se ndio louva na confirmagiio dos sentidos, porque
6 meramente especulativo e concepcional, tem nas
suas defini¢des e postulados, que sio os fundamentos
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de tdda a sua estrutura, abundante matéria de critica
e invenciveis razdes de suspeitosa impaciéncia.
Contingente e preciria, como os agentes espirituais
que lhe deram o ser, lhe alentaram o crescimento,
lhe animaram a consciéncia dos seus direitos e a fé
nos seus destinos, a ciéncia humana tem sentido, na
sua longa evolugdio, todos os friunfos, todos os pre-
calgos, todas as dividas. Tém-na engrandecido ines-
peradas revelagBes do génio e laboriosas pesquisas
de obstinada perseveranca; t8m-na quebrantado en-
ganosas ousadias e imprudentes assertos; tdm-na
surpreendido inquietantes incertezas e amargas desi-
lusGes. Mas é consolador indicio de seguro progre-
dimento que, dia a dia, a maiores temeridades
correspondam menos cruéis dissabores; e testemunho
iniludivel de progressiva estabilidade que o declinio
das teorias atinja, cada vez menos, a substincia do
conhecimento cientifico. O que fica de pé, quando
as teorias vacilam e baqueiam, o conjunto das rela-
¢des invariantes de uma teoria para outra, pecilio
perdurdvel do saber, é cada vez mais extenso, mais
s6lido e mais claro: extensfio que deve interpretar-se
como sinal de que nos avizinhamos da verdade; soli-
dez e clareza que sio feliz augirio de perfeicio. E
ndo atribuamos & ciéncia responsabilidades que lhe
ndlo pertencem na génese dessa torturante inquietagfio
que é a mais vincada caracteristica das geracdes de
hoje. A liberdade de exame e de critica, que neces-
siriamente condiciona o seu desenvolvimento e asse-
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gura o seu valor, nlo é subordinivel a paradigmas
morais ; nem hi que imputar & ciéncia impedimentos
de estruturagio de uma moral cientifica. O que a
ambas, moral e ciéncia, importa possuir, é sinceri-
dade e independéncia: nem interdi¢des de andlise,
nem prescrigdes de itinerdrio; nem transigéncias de
raciocinio, nem coaccdes de finalidade. E, dentro
déstes principios, nflo é possivel uma colisio de va-
lores, que ndio seria contraditoria com a separagio

dos seus dominios.

'*i

Nessa tormentosa jornada em demanda da verdade,
tem sido a mec@nica uma das disciplinas cientificas
de mais acidentada evoluglio e mais melindrosa con-
quista. Porqué?

Em primeiro lugar, porque a textura dos seus
postulados nfio tem a intuiglio flagrante que caracte-
riza, por exemplo, os postulados geométricos. En-
cobertos pela complexidade das aparéncias, dissimu-
lados pela permanente vicissitude que é todo o
fenomeno de movimento, s6 & custa de mindcias de
andlise e sagacidades de critica conseguiram direitos
de primazia e foros de legalidade. Em segundo lugar
porque a mecdnica serve de indispensivel alicerce a
todas as ciéncias de previsdo e medida; o que exige
a conciliagfio dos seus principios e das suas leis com
todos os dados experimentais. E, precisamente, por
serem verdades comuns a numerosos campos doutri-
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nérios, os seus postulados nfio podem afirmar o que
6 apenas particular e relativo a qualquer deles. Em
terceiro lagar, finalmente, porque o estudo do movi-
mento é condicionado por uma aparelhagem matem4-
tica que s6 muito tarde veio a constituir-se. E é
curioso constatar, entre a anélise e a mecénica, desde
ésse fecundo e renovador século xvir, a competéncia
de auxilio, o paralelismo de evolugio e a concor-
dancia de destinos.

*
* *

T sabido que a ciéncia do movimento s6 comegon
a ter prerogativas de maior idade, quando atingiu o
exame quantitativo e causal dos fenémenos naturais.
Quisi exclusivamente descritiva e qualitativa, a cién-
cia da antigitidade cldssica, apurada e comentada
pelo escolasticismo, crion @sse notivel monumento
que é a geometria grega, e estabeleceu, com acertado
critério, as leis dalguns fenémenos de equilibrio. De
resto, a resoluglio de nm problema de estitica é a
dum problema geométrico, acrescida duma determi-
na¢lio causal; e nem sempre o equivoco na defini¢fio
das causas perturba ou invalida a realidade das con-
seqiléncias. Por isso a estética, na esteira da geome-
tria, pode alcan¢ar uma adolescéncia precoce, quando
a dindmica era ainda aquela fantasia subtil e capri-
chosa que pode ler-se na Fisica de Aristoteles. E,
no entanto, a estitica, sem a dinimica, ¢ um corpo
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sem vida: incapaz de prever a sucessio dos fené-
menos, inhdbil para determinar as suas afinidades.
E & essa a razilo por que a mecénica 86 adquiriu
categoria cientifica com a criagio da dindmica, devida
principalmente a Galilen e Newton; o primeiro, defi-
nindo, por uma intuigiio genial, o conceito de acele-
raglo; o segundo, estabelecendo os postulados da
dindmica cl4ssica, e tirando déles, pela utiliza¢io dos
algoritmos da andlise infinitésimal, de que fora o
principal progenitor, as leis fundamentais da ciéncia
do movimento. Esta foi a segunda grande prestagiio
de auxilio das mateméticas puras 4 mecénica: a pri-
meira foi o amparo dispensado pela geometria de
Euclides A estitica de Arquimedes. Advertirei que
j& aqui se manifesta a reciprocidade de servigos a
que atrds aludi: a descoberta dos principios do cil-
calo infinitésimal foi, sobretudo, inspirada pela obser-
vaclio dos fen6menos do movimento; e o conceito de
aceleragiio, deduzido por Galilen das suas notdveis
experiéncias sobre a queda dos graves, teria sido, meio
séealo depois, sem nenhum fundamento experimental,
um simples facto analitico. Mas Galileu é anterior &
criagio dos métodos infinitdsimais : morrea no mesmo
ano em que nasceu Newton. E a genialidade da sua
obra nfio estd apenas na inexcedivel intuiciio do seu
labor experimental: estd também, e talvez sobretudo,
no extraordinirio poder de iluminado com que o sen
talento supria a falta dum instrumento analitico in-
dispensével A edificaglio racional da mecanica. Nio
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resisto A tentaglo, embora abusando da condescen-
déncia dos que me escutam, de citar um exemplo,
por todos conhecido, da sublime inspiracio do seu
génio. Como se sabe, para os escoldsticos, a veloci-
dade dum ponto material era produzida, a cada ins-
tante, pela vizinhanca de outros pontos materiais.
Para ¢les niio havia velocidade adquirida: um ponto
material do qual, num dado instante, se afastassem
infinitamente todos os outros, ficaria em repouso.
Para a mecinica newtoniana, a presen¢a de outros
pontos materiais modifica, a cada instante, em gran-
deza e direcghio, a velocidade do ponto considerado;
de sorte que a auséncia brusca désses pontos vizinhos
deixaria o ponto em movimento rectilinio e uniforme.
Divergéncia fundamental entre as duas escolas, esta
do conceito de inércia. Pois bem: Galileu admitia
que a forga exercida por um ponto material sobre
outro vizinho depende apenas das suas posicdes rela-
tivas e ndo das suas velocidades. E ningném des-
conhece a influéneia por @ste principio exercida na
elaboragiio da mecénica clissica. ¢Era uma afirmaciio
de origem experimental? Nio se v& bem de que
experiéncias 8le a teria inferido. ¢Era uma reminis-
céncia do escolasticismo, em cujas doutrinas se ini-
ciara a sua formaglio espiritual? Assim o conjectura
Painlevé, com judiciosas razdes. Mas onde os esco-
lasticos afirmavam que a velocidade dum ponto ma-
terial & causada pelos pontos vizinhos, Galileu
assegurava que a acglio déssos pontos nido é influen-
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ciada pela velocidade que o ponto j4 possui. Para
8le a forca ainda ndio é, como para Newton, uma
causa apenas modificadora e nio eficiente da veloci-
dade; mas a velocidade também ndlo é causa eficiente
da forga. E gniio representard esta assergiio meio
caminho andado para o estabelecimento da concepgio
newtoniana de que o movimento ulterior a um dado
instante 6 o efeito désses dois agentes, forga actuante
e velocidade adquirida? A separaclio dos dois con-
ceitos, na génese dos fenémenos dindmicos, foi Galileu
quem a iniciou. E ninguem dird que ela ndo foi,
sem o auxilio da andlise e sem um fundamento expe-
rimental que se nfio descortina, uma revelaciio de
génio.

l‘l

N#o é meu intento, nem sequer a titulo de simples
comemoraglio, a referéncia, mesmo suméria, do que
foram os progressos da mecdnica newtoniana até aos
primeiros anos déste sécalo ; o exame, embora rdpido
e ligeiro, da sua carreira triunfal. Nao caberiam,
essa referéncia e @sse exame, nos moldes desta expo-
si¢ilo, nem seriam proprios da indole déste curso e da
alta cultura daqueles que tém a paciéncia de me ouvir.

Attamen errores non sunt artis, sed artificum, diz
Newton, no preficio da sua obra monumental Philo-
sophiae naturalis principia mathematica, ao estabelecer
as relagdes da Geometria com a Mecénica, no sentido
que esta palavra tinha no sea tempo.

13
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Queria &le acentuar a inevitivel imperfeicio da
experiéncia e a necessidade de construir uma ciéneia
racional do movimento. Como essa ciéncia se criou,
progrediu, fortaleceu e frutificou nas mais fecundas
teorias e nos mais belos grangeios do engenho hu-
mano, é por todos sabido. Logo na primeira infan-
cia, 6 0 mesmo Newton quem lhe assegura pergami-
nhos de nobreza e lhe certifica natural robustez, com
a teoria da gravitagio universal, tio rica pelas suas
conseqiiéncias, como formosa pela sua simplicidade.
J4& na adolescéncia, é Lagrange quem lhe exalta a
elegincia, aperfeicoando-lhe a indumentéria analitica
e lhe aumenta a distingllo, disciplinando-lhe os méto-
dos. Da sua primogénita, a Mecanica Celeste, que
nasceu adulta como a Minerva da fibula, é Laplace
o principal sistematizador, criando, com ela, o mais
solido apoio das doutrinas de Newton, e forjando um
modélo que havia de servir, até aos nossos dias, &
estruturaciio tebérica dos mais variados dominios cien-
tificos. [E que modélo! Deve-lhe a ciéncia do sé-
culo xi1x, a-par-dos enormes beneficios que ao seu
engrandecimento trouxeram as doutrinas mecanistas,
éste inolviddvel servico: a concepc¢io da lei fisica
como relaclo de estados infinitamente vizinhos ; como
norma de conexfio infinitésimal. A génese déste
conceito estava, de resto, na logica dos mesmos
principios que & mecénica servem de fundamento;
era um corolario da necesséria subordinaglo das
teorias mecdnicas i andlise matemitica. E desde

14



MODERNAS CONCEPQGES DA MECANICA

entfio a lei fisica teve a sua tradu¢fio analitica numa
equacdio diferencial.

Foi nesses moldes da meecinica celeste que se
vasaram as primeiras teorias da Fisica Matematica,
a comecar pela dos fenémenos capilares, do mesmo
Laplace. O seu éxito na andlise e previsiio dos mo-
vimentos planetérios, a simplicidade da concepglio e
a fertilidade de conseqiiéncias de todas as leis de
forgas centrais, cuja grandeza é funciio apenas da
distancia, fizeram déste paradigma (além de tudo
mais, por essa aspirag¢do de unidade, sobre a qual o
espirito humano se compraz em construir um ideal
de perfeigio), um modélo, quisi universal, de arqui-
tectura cientifica, desde os fins do século Xvix até
aos tempos modernos. E ainda quando as grandes
crises de crescimento e renovagdio vieram sobressaltar
os conceitos mecanistas, houve quem nfio perdesse a
fé numa futura consagracfio da sua solidez. Ji em
nossos dias, e com as restricdes de discontinuidade
da teoria quéintica, o dtomo de Bohr é um sistema

laplaciano.

*
* L

Das crises a que hi pouco aludi, originadas na
aparente insuficiéncia do modélo dinfimico das forgas
centrais para a completa explicaciio de alguns feno-
menos fisicos, a primeira foi procurar solugdes tio
interessantes pela sua originalidade como pelo seu
alcance filos6fico. Foi ama crise de regime,
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A teoria mecanista criara, como ilagfio légica dos
sous postnlados, um certo ntimero de principios gerais
(econservaciio da energia, menor aceflo, relatividade,
etc.), aos quais vieram juntar-se outros de menos
mediata origem experimental, como o principio de
Carnot e a lei da conservaglo da massa. Fortale-
cidos pela generalidade da sua observéncia, ¢ porque
nfio seriam @les as normas do raciocinio, os preceitos
dirigentes, as leis invioldveis da construgfo cientifica?
Se 8les se verificavam sempre, como resultados da
experiéncia, §porque nfo haviamos de adopti-los,
como fundamentos da teoria?

¢ Nio tinham poder suficiente de evidéncia que os
acreditasse como postulados? Mas tinham garantias
de veracidade em todo o passado da ciéncia do movi-
mento. ¢Onde estava, de resto, essa nitidez de evi-
déncia nos principios sobre que se estabelecera a
mecéinica das forgas centrais?

E assim se fundou a Mecinica das Grandes Leis,
que deu A ciéncia entre oatras, a teoria electroma-
gnética da luz.

Niao discutamos a grandeza dos seus triunfos, a
oportunidade do seu aparecimento, a fecundidade do
seu labor. Mas nfio esquegamos que o incremento
da sua capacidade de previsio e medida foi conquis-
tado & custa dum doloroso sacrificio: a desisténcia
de acompanhar os fenémenos em tddas as mindcias
do seu desenvolvimento, na continuidade da sua
esséncia, na intimidade da sua marcha, no segrédo
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da sua gestacfio. ¢ Circunstincia de menor valia, na
aquisi¢io da verdade final, Gnica valiosa o apetecida ?
Talvez. Mas, em todo o caso, insuficiéneia de conhe-
cimento. K, por isso, subsistiu, como ji disse, em
tantos espiritos, a cren¢a numa vitéria final das dou-
trinas meecanistas. Mal pensavam éles que a nova
crise, atingindo quési todas as grandes leis, duma
maneira directa ou reflexa, havia de eriar & ci8ncia
as inesperadas e perturbantes atitudes da hora pre-
sente ; que a sua solugdio ndio estava num regresso ao
passado, embora com mais aperfeicoados utensilios
de andlise ; mas sim numa renovaclio radical de con-
ceitos e hébitos que, por uma longa ancestralidade e
pelas aparéncias do meio ambiente, se tinham conso-
lidado no espirito dos investigadores.

Ao dealbar da era nova, nas vésperas da grande
revolucfio cientifica a que estamos assistindo, vinha
oferecer os seus servicos & Mecfinica o Cdleulo das
Probabilidades. J& adulto, e senhor de vastos domi-
nios, déle se servia Gibbs para langar os fundamentos
da Mecénica Estatistica, onde as leis dos fenémenos
aparecem como uma conseqiiéncia da lei dos grandes
nimeros. A traducilo analitica da lei fisica j& nio é
dada apenas por um sistema de equagdes ou incqua-
¢oes diferenciais, consignando os postulados da me-
cinica newtoniana, ou exprimindo as condigdes de
estacionaridade duma certa funcional : ¢ feita também
a4 custa de determinadas fungdes estatisticas. E a
utilidade algoritmica déste conceito havia de engran-
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decer-se e adornar-se de inesperados valores na cons-
trucdio das teorias modernas.

Dou por finda, meus senhores, esta breve alusdo
ds doutrinas do passado. Como adverti, niio tem
sequer pretensdes de suméria referéncia, qnanto mais
de ligeiro exame. Mas tem um intuito, que, em minha
opinifio, lhe atenua o atrevimento. E & @ste: acen-
tuar que, em face das novas teorias e concepg¢des da
mecdnica, ainda em trabalhoso apuramento e delicada
instabilidade, a velha ciéncia do movimento é qudsi
sempre um guia, a todo o instante uma adverténcia
@ muitas vezes um recurso.

Propus-me expor, num pequeno nimero de ligdes,
as ideas gerais que neste momento dominam a teoria
relativista e a mecdnica quantica. Essa exposiclio,
necessariamente elucidada por desenvolvimentos de
céleulo, serd feita noutro lugar, Aqueles a quem inte-
ressarem minudéncias de especulagio. Para aqui
trago apenas, a titulo de sumério, o breve relato dos
seus principais conceitos; e a titulo de admisslio num
grémio de Altos Estudos, a débil contribuiglio pessoal
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do meu esforgo. O primeiro é justificado pela neces-
sidade de esclarecer convenientemente a segunda.
Por isso, a mesma insignificincia dos propésitos me
obriga a mais demorada exposigiio.
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RELATIVIDADE

O mérito primacial das doutrinas de Copérnico
estd na destruigio do grosseiro prejuizo de que a
Terra devia ter um significado absoluto, como sis-
tema de referéncia dos movimentos. A negacio
désse privilégio, feita no campo cinemético, foi con-
firmada pela obra de Newton no campo da dina-
mica. ;De que maneira? Formulando, na lei da
atraccfio universal, a explicaglo das leis de Kepler,
Foi grande a importincia que teve a extinglio dessa
prerogativa nos progressos da mecAnica. Mas nio
foi menor o seu valor no campo filostfico, afirmando,
pela primeira vez, um principio de liberdade de refe-
réncia, cuja limitagio devia apenas subordinar-se a
razdes de comodidade na andlise e de simplicidade
na expressiio das leis. E todos aqueles que ji resol-
veram problemas de mecénica sabem como a ade-
quada escolha do sistema de referéncia esclarece e
facilita a resolugiio, orienta e inspira o raciocinio;
porque o sistema de referéncia é, no dominio especu-
lativo, uma perspectiva. Pois bem: o principio da
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relatividade da mecénica cldssica afirmava que essa
perspectiva das leis dindmicas é a mesma para dois
sistemas de referéncia que estio animados, um em
relaciio ao outro, duma translac¢fio rectilinea e uni-
forme. FE 8le ¢ uma conseqii®neia imediata da
circunstincia de ter a lei geral da dinAmica, como
caracteristica cinemaitica, a aceleracfio e esta ser a
mesma em relaglo a ambos os sistemas.

Na passagem déste principio para o conceito rela-
tivista de Einstein, h4 um amontoado de ruinas, sdbre
as quais desvaira uma multidio de fantasmas. Sio
ruinas as concepgdes do espago e do tempo sobre as
quais se sistematizou a geometria grega e a mecinica
cldssica; ¢ uma rufna também o velho ‘conceito subs-
tancial de matéria, invariante fundamental de todas
as transformagdes. I sobre os seus despojos, va-
gueiam os espectros das antigas ideas de energia e
forga, esbulhadas dos seus privilégios, decaidas da
sua soberania. Dos trés agentes desta formiddvel
revoluglio, filoséfico, matemédtico e fisico, nflo foi,
talvez, o matemético o de menor eficécia e galhardia.
Por isso ela se nos afigura, se ndlo definitiva nas suas
conclusdes, pelo menos fortemente apoiada nos seus
embasamentos.

E, no entanto, torna-se necessario um certo esforgo,
demolidor de velhos preconceitos e falsas evidéncias,
para nos adaptarmos as novas doutrinas; porque ha
nelas, até certo ponto, uma nova concepgio da reali-
dade.
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*
*  »

Foi Riemann, na sua célebre tese Sébre as hipéte-
ses que servem de fundamento & Geometria e como
conseqiléneia das suas vistas geniais sdbre o conceito
de espago, quem primeiro advertin o punctum saliens
da imperfeicio das teorias cldssicas, posta a claro,
em nossos dias e por caminhos diversos, pela obra
de Einstein,

No final dessa notdvel Memdria, o ilustre criador .
das geometrias de espago heterogéneo acentua que,
8o 0 espago é uma multiplicidade continua, a causa
das relagdes métricas, néle definidas pela forma fun-
damental, deve ser procurada fora da multiplicidade,
nas forgas de ligagdo que nela actuam. KEsti aqui a
afirmaciio de que a métrica espacial é determinada
pelos fen6menos que no espaco se produzem; o espaco,
em si, ¢ uma variedade amorfa, ¢ é apenas o que néle
existe que lhe di forma e confere padrdes de medida.
jComo tado isto é claro, mesmo para aqueles que
apenas conhecem nas suas linhas gerais a etiologia
do pensamento einsteiniano! |E como tudo isto foi,
o que nio admira, absolutamente incompreensivel
para os contemporineos de Riemann!

E para o mesmo Riemann, que na sua obra niio
desenvolve as conseqiiencias do seu genial asserto,
teria sido impossivel a sistematizagiio do universo,
enquanto o considerasse uma simples variedade a
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trés dimensdes, de cardcter espacial e nflo uma varie-
dade quatridimensional: o espago-tempo. Porque é
86 numa tal variedade que as leis dos fendémenos
podem ser formuladas dam modo invariante, em
relaglio a todos os sistemas de coordenadas, de har-
monia com o princfpio da relatividade ; e, sem 8sse
principio, sem essa invariincia, niio teria sido possivel
a Einstein atribuir & gravitagio o papel de regulador
das relagBes métricas.

Por outras palavras: a geometria diferencial de
Riemann, definindo a métrica dos espagos abstractos
por uma forma diferencial, cujos coeficientes sio fun-
¢des das coordenadas, s6 podia ser Gtil & estructu-
ragio da métrica do espago fisico, quando o tempo
deixasse de ser uma coordenada excepcional e privi-
legiada, passando a figurar, como qualquer outra, na
determinaclio local dos pontos do Universo ; e tirando
assim todo o significado ao conceito classico de
simultaneidade.

Como todos sabem, o edificio da mecéinica einstei-
neana, que teve, no campo experimental, o valioso
apoio de algumas experi@ncias célebres, entre elas a
de Michelson-Morley, precisava, no campo matemitico,
de um algoritmo adequado & representacfio das leis
dos fenémenos sob forma invariante. A criaglio désse
algoritmo, que é o cdlculo diferencial absoluto, deve-se
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a Ricci e Levi-Civita, que langaram os seus funda-
mentos no principio déste século.

E, se é certo que éle j4 tinha, na hora prépria, o
desenvolvimento necessirio & prestacio de servigos
que a doutrina relativista lhe pedia, nfio é menos
verdade que esta tenha sido a principal determinante
do seun répido incremento e da sua definitiva estru-
turaclio. Sobre éle assenta t0da a moderna Geome-
tria diferencial de Schouten, Blaschke, Weyl e Cartan
(para ndo citar senfio astros de primeira grandeza) e
4 sua custa se alargaram enormemente os conceitos
espaciais de Riemann. A noglio de transporte para-
lelo, definida, para os espacos de Riemann, por
Levi-Civita, & custa duma variedade euclideana am-
biente, servin de base, principalmente a Struick e
Schouten, para a definicio de todas as leis lineares
de transporte; e, a cada uma dessas leis, a métrica
faz corresponder uma estrutura espacial diferente.
Teremos ocasifio de ver, dentro em breve, como é
possivel escolher, entre essas diversas estruturas de
conexdo linear, alguma que permita, atribuida ao
universo fisico, a inclusiio dos fenémenos electroma-
gnéticos, a par dos fenémenos gravitatérios, na deter-
minagiio das relagdes métricas do espago ; atingindo-se
assim essa concepclio unitdria, ideal de perfei¢iio e
de sintese, que tem sido, nos tltimos anos, uma das
maiores curiosidades da especulaglio cientifica.
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*
* *

Vejamos rapidamente como se ¢ conduzido 4 idea-
lizagio de Einstein, a partir da mecfinica newtoniana.
Nesta, como se sabe, as equa¢des do movimento dum
ponto livre sdio as condigbes de estacionaridade do
integral de Hamilton

1) jl&,
ta

considerado entre dois instantes determinados to o ¢,
de resto arbitrarios.
A fan¢#io de Hamilton
L=gmi4U

6 a soma da energia cinética com a fungfio de forgas.
Suporemos unitiria a massa do ponto e, portanto,

2) Lﬂ%ﬂ’-{*U.

Em coordenadas cartesianas (yi , ¥2, ¥3), as condi-
¢des de estacionaridade do integral 1), equivalentes,
no seu conjunto, & equaglo variacional

M
3) qLa-m
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silo
ol

4 y"_W (i=1, 2, 3),

entendendo-se que, na equaglio 3), as variacdes 3y,
das coordenadas de espago sfio nulas nos extremos e,
de resto, arbitrérias, sendo §¢=0.

*
* *

Efectuemos, no espago ordindrio, a transformagfio
de coordenadas

A‘) y‘=fl (‘ml &, X3, t) (i-]-’ 2, 3),
sendo @; parametros Ingmngcanos qnaisquer. Por

hipétese, o sistema A) pode resolver-se em ordem
As coordenadas z;, tomando a forma

Af) wl#Fl' (yh Ya, b3, t) (i=11 2! 3)'

Em relagio s novas coordenadas, as condigdes de
estacionaridade do integral de Hamilton, com as res-
trigdes indicadas, tomam a forma
d f8L L '
4.') Tt(az.')—_aT.-o (":'lr 21 8)

das conhecidas equagdes de Lagrange.
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Acontece, porém, que, suprimindo a condigdo dt=0,
e atribuindo ao tempo ¢ as mesmas caracteristicas
variacionais das coordenadas de espago =;, as equa-
¢des 4') sdo ainda as condigdes de estacionaridade do
integral de Hamilton; isto é, equivalentes, no seu
conjunto, & equagfio variacional 3), como é fécil veri-
ficar.

Na variedade quatridimensional espago-tempo, habi-
tualmente chamada cronotopo, um sistema de equagdes

D) z=gi(t) (=1,2,38)

define uma linka hordria, em qualquer sistema de
coordenadas espaciais «;, conservando ao tempo ¢ o
cardcter de coordenada excepcional, absoluta.

Com essa convenglio, podemos dizer que os integrais
das equagdes 4') sdo as linhas horérias do eronotopo;
de maneira que a equaglio variacional 3) exprime,
sob forma invariante, para qualquer transformaglo
A) ou A’), as leis do movimento.

Suponhamos, porém, que o tempo ¢ deixa de ter,
no cronotopo, o cardcter de coordenada privilegiada,
transformando-se segundo a mesma lei geral de trans-
formacfio das coordenadas espaciais. Isto 6, consi-
deremos, no cronotopo, em vez da transformagfio A’),
a transformagfio

B,) zi-Fi@li y’:.’firt) (’:-1: 2: 3)
W-Fowl’ Y, s, t)
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e chamemos & nova coordenada @y, por uma razio
Obvia, tempo local. Ela depende, com efeito, no sis-
tema cartesiano, do tempo e do lugar. Como dois
pontos, que tdm diferentes coordenadas espaciais y,
Y2, ¥ © a mesma coordenada ¢, ndo tém, em geral,
a mesma coordenada xo, 0 conceito de simultaneidade,
em relagio & nova definiclo do tempo, deixa de ter
um significado absoluto : é relativo ao sistema de re-
feréncia. Conservaré @8sse significado absoluto apenas
quando a fltima equaglio B') for da forma @y =Fo (¢).

Pois bem: a equaglio variacional 3), invariante,
como lei geral do movimento, para todas as transfor-
magdes A'), jd o ndo é, para todas as transformagdes
B’), como é evidente.

Escrevamos a equacgfio variacional 3) sob a forma

3) 3 [(—L)dt=0
!

onde ¢ é uma constante. Ela ¢ manifestamente equi-
valente a 3) visto que

a‘jia-o,

pela condigflo imposta a 3 ¢ de se anular nos extremos
do intervalo de integragfio.
Tomemos ¢ suficientemente grande para que, em

72\

0
1@/

Se b EIORELR siw b
~nL 0 OF CARYRELMD
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relagiio & velocidade » do movimento que se consi-
dera, sejam despreziveis o quadrado de [3-% e

U
grandezas da mesma ordem, como - bor exemplo.

Serd, com essa aproximacio,
1 U
8 F it PancNie
c—L=e¢ (1 3 p c,)
5 P TRL B
,ca\/1_3=___:££l=c Vet —v?—20.

E a equaglio 3') toma a forma
D

3" Bf\/c’—v‘—2U dt=0,
ts

suprimindo o factor c.
Pondo

dP = dy,* + dys* + dys?,

serd, no sistema cartesiano (y;, t),

e
R et
v dt’.
E, fazendo
6) ds?=(c2—2U)det—di2,
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a equagiio 3") toma a forma
7 aj dew0.

Admitamos que o cronotopo é uma variedade rieman-
niana, cuja métrica é definida por 6). Mostra a equa-
¢lio 7) que as linhas hordrias do ponto mobvel sdo as
geodésicas dessa métrica. Se efectuarmos uma trans-
formagfio B') de coordenadas, o elemento linear tomara
a forma

3
6') d\!’ = 2 g‘u, dt,- d.’m,
ik =0

onde os coeficientes g, sfio fan¢des determinadas das
coordenadas ;. Mas, pela natureza invariante do
ds?, a equagdo T) exprime as leis do movimento sob
forma invariante para qualquer transformagdo B').
E é na possibilidade desta expressfio que consiste o
principio da relatividade geral de Einstein.

As linkas hordrias dum ponto no ecronotopo sdo,
pois, as geodésicas da métrica néle definida pela forma
fundamental 6). E, na definicio dessa métrica, 14
figuram, na funglio U, aquelas causas das relacdes
métricas que o génio de Riemann previa: as forgas
de ligagiio que actuam na multiplicidade.

Mostra a equaclio 6) que a métrica do cronotopo é
dada por uma forma indefinida, que pode, portanto,
tomar valores negativos, para os quais ds seria ima-
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gindrio. Mas as mesmas convengdes, hd pouco esta-
belecidas, nos asseguram que os fenébmenos se passam
numa regido em que o ds* é sempre positivo. Com
efeito, de 6) resulta que

ds‘—c’dt’(l-—--z?,U——fc;-).

E, d;antro da aproximacio estabelecida, em que

E—, e % sflo infinitésimos a desprezar, o ds? é sempre
positivo.
* 2 *

I tempo de examinarmos A custa de que sacrificio
do rigor se efectuou a substituigfio do principio varia-
cional 3), da mecAnica cldssica, ‘pelo principio varia-
cional 7), da mecdnica einsteineana; e também se
&sso sacrificio, pela sua ordem de grandeza, dentro
das possibilidades da experiéncia, nos permite adoptar
a concepglo relativista como expressdo da realidade
e a velha concepglio de Galileu ¢ Newton como uma
aproximaco.

Definimos a constante ¢ como suficientemente grande

para que o quadrado de 4:- tivesse uma ordem de

grandeza desprezivel. Suponhamos que v tem o
valor de 30 quil. por segundo, velocidade da Terra
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na sua Orbita, e ¢ 6 a velocidade da luz, ou sejam
300.000 quil. por segundo.
Sera

2 _10-¢¢ L =103,
[+ ]

Isto &, para ésse valor de ¢ (h& razdes de ordem
fisica que o impdem, como vai ver-se) e para veloci-
dades que ndio excedam, em ordem de grandeza, a
velocidade de translac¢fio da Terra, a ordem de apro-
ximagiio dos dois prinefpios variacionais é de um
coentésimo-milionésimo. ¢ HA& fenémenos mecinicos
cuja observacio permita descriminar grandezas dessa
ordem ? E, nesse caso, ¢para qual dos dois principios
variacionais se inclinam os resultados da experién-
cia? Adiante veremos que ésses fonémenos existem
@ que, tanto nos dominios da mecinica macroscopica
como nos da mecfinica atémica, favorecem a con-

cepciio einsteineana.

"*

N#o cabem, meus senhores, nos estreitos limites
desta palestra, que tem apenas intuitos de resumida
sintese, pormenorizadas explanagdes de raciocinio.
Por isso, me limitarei a acentuar as conseqii®ncias
da adopelo do prineipio variacional 7) como lei dos
fonémenos. Daéle resulta, como pode ver-se em todos
os tratados de mecfinica relativista:

1. Que a massa m dum ponto mével estd rela-
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cionada com a massa em repouso mg pela lei

mo
m= ——
8) 1 ¢ 23U
-

que a faz depender da velocidade v e do campo de
forgas U e que, na auséneia de campo, em que ela
toma a forma

mp

8) "‘“"71‘:,,:’
T et

obriga o nimero ¢ a ser um limite superior das ve-
locidades.
2. Que a sua energia (no caso mo=1) é

He c2—-20
9) \/1 v 20
T W g

o que a torna indecomponivel, como na mecénica
classica, numa parte cinética e outra posicional. De-
senvolvendo esta expressdio, e com a aproximagio do
principio variacional que serve de base & teoria, pode
escrever-se

9) Hee—U+t4 ot
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0 que mostra que a energia H se compde duma parte
cinética% v%, duma parte posicional U e duma parte

constante ¢* que pode chamar-se energia intrinseca.
Para um ponto, cuja massa em repouso é mp e na
auséncia de campo, essa energia intrinseca seré

2

.. ]

10) \/1 o
' - 3

como resulta de 9) e 8).

E hé razées de ordem fisica, inculcadas pelas pro-
priedades radioactivas da matéria, que nos levam
a atribuir a esta energia intrinseca ndo apenas um
significado tedrico, andlogo ao duma constante aditiva
de integragfio, mas tamhbém justificados titulos de
sensivel realidade.

3. Na auséncia de campo, a forma fundamental
6) reduz-se a

11)  dsg?=c?di* — dy,* — dys® — dys?,

em coordenadas cartesianas ortogonais; e a equagio
variacional 7) toma a forma

7) Bj:!w = (.
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Pois demonstra-se que & possivel determinar um
novo sistema de coordenadas (71, 72, Js, t) em rela-
¢llo ao qual dso? toma uma forma andloga a 11):

1) dsg? = 2 di* — dijs? — dja? — djjs™.

A transformagio do sistema (y;, t) no sistema (¥;, t)
6 do tipo B') e chama-se uma transformagdo de Lo-
rentz.

As equagdes de Lagrange, em relacio ao sistema
(yi, t) e visto ser a fungio do Hamilton, como resulta

de 3")
3
Lo'—\/c’—v’—\ / c? — Ey;",
fomd

tomam a forma

d [ dLy
R?( 0yl )-0’
on
] ot
%I?“:_..=_-—%—const. (=1, 2, 3).
Isto &

yi'=const, (i=1, 2, 8)

o que significa (principio de inéreia) que, mesmo em
relagdo ao sequndo principio variacional, o movimento
é uniforme, na auséncia de campo, referido ao sistema
(i, t). E, como a transformaciio de Lorentz con-
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serva o dsy e, portanto, a equagdo variacional 7'),
equivalente a

3‘]‘14'0 dt=0,

conclui-se que, considerando o sistema (¥;, £) como
um sistema de coordenadas ortogonais, em que % re-
presenta o tempo, um movimento uniforme em relacdo
ao sistema (yi, t) é ainda uniforme em relagdo ao seu
transformado de Lorentz.

Tal é o principio da relatividade restricta.

A transformagiio de Lorentz, no caso particular
em que ya=142 ¢ y3=ys, (translacclio do sistema
espacial paralelamente ao eixo yi1) é definida pelas
formulas
[ - yi+ vt

S e

\/1“?
r=mn
C){m=m

.

v
t+—é'{ 71

;1
\/1 s

Esta 4.° equagiio mostra que o tempo ¢ ¢é local.
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*
* *

4. Da iltima férmula C) resulta também que,
sendo yi constante,

& tﬂ — =,
12) \/ 2
hwtr—

Isto 6, para num mesmo ponto, e para um obser-
vador que o acompanha no seu movimento, o inter-
valo de tempo entre dois acontecimentos, que nesse
ponto se passam, é menor do que o intervalo de tempo
medido por um observador soliddrio com o sistema
fixo. E, como da 1.* e 4.* equacdes C) resulta

2
§|=\/1—z—,yg+v?

serd, para t constante,

At

13) Aji=\/1—5 A

Isto é, o observador fixo v&, num dado instanto ¢,
diminuidas as dimensdes paralelas & direcclio do trans-
porte.

E o principio da contracgdo de Lorentz.
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5. Da 1.* ¢ 4.* equagdes C) resulta ainda (para
v constante)

d-v dy““ﬂdt E_dt.{_?@
LT g ot b
et} —F
E, portanto,
n
. ol e
di 1+ v dyl
¢ dt
Ou, pondo
P
‘% Vs ‘_?tl Uy,
14) o, ﬂrtv ’
l"l"c—,vr

que é a lei relativista da composi¢do de velocidades,
- no caso particular, definido pelas férmulas C), duma
translacglio uniforme paralela a g ; diferente, como
se v8, da lei classica

v‘-vr'l"vo

6.° Da equagiio 14) resulta, para v,=c, va=c.
Isto 6, quando o mével atinge a velocidade limite ¢,
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em relagio ao primeiro sistema, essa velocidade 6
ainda ¢, em relagio ao segundo,

O mesmo se concluia a partir das expressdes 11)
e 11') de dsy*. Com efeito, elas podem escrever-se
sob a forma

dso? = (c? —v?) di? = (?—v,?) dt?.

Portanto, se v,=c, dss?=0 e, por conseqiiéncia,
Vgm=C.

Vé-se assim, a0 mesmo tempo, que as trajectérias
do cronotopo, correspondentes a velocidade ¢, sio

aquelas para as quais dsp=0 e 8 [dsp=0. Sido as
geodésicas de comprimento nulo.

E, como a experiéncia de Michelson-Morley (entre
outras) inculea, para a luz, esta invariancia de velo-
cidade, em relaclio ao sistema de referéncia, eis a
razfio porque a teoria da relatividade adopta, para
valor da constante ¢, a velocidade da luz,

*
* *

E aqui estlio, meus senhores, bem evidentes como
conseqiiéncias do segundo principio variacional, aque-
las ruinas, a que ha pouco aludi, dos conceitos cldssicos
da mecdnica. A massa deixou de ser uma constante ;
a energia inclui uma parcela adicional (a energia in-
trinseca), cujo significado fisico é justificado pelas
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propriedades radioactivas; os velhos conceitos dis-
tintos de espago e tempo fundiram-se num s6: a va-
riedade cronot6pica, suporte de todos os fenémenos
do mundo fisico; o principio de inéreia subsiste, mas
hé uma velocidade limite, que é a mesma para todos
os sistemas de referdncia; a lei da composi¢iio de
velocidades deixou de ter a forma aditiva simples da
cinemética cldssica; e as trajectérias dos raios lami-
nosos silo as geodésicas de comprimento nalo da
métrica do cronotopo e, como tais, determinadas pelos
agentes dessa métrica.

¢ Onde havemos de ir procurar @sses agentes?

Como se sabe, a mecinica newtoniana atribuia ao
espago absoluto, aquele a que os seus postulados se
reportam, a origem das forcas de inéreia. A teoria
da relatividade restricta, por Einstein formulada antes
da teoria geral, considerava a métrica do universo
como determinante dessas forgas de inérecia, mas su-
punha a métrica uma propriedade meramente formal
do espago-tempo. O aperfeigoamento da teoria im-
punha am passo decisivo: atribuir a essa métrica uma
realidade, como geradora, que &, doutras realidades :
as forgas de inércia.

Mas se a métrica é uma realidade, ela deve sofrer
a infludneia da matéria que no espago se encontra.
E devemos, portanto, recorrer & concepgiio rieman-
niana da determinagfio da estrutura métrica pelo con-
teudo espacial. Sdmente, agora (e essa ¢ uma indis-
pensdivel condigdo de seguro exame) o espago conti-
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nente nflo 6 a multiplicidade tridimensional de Rie-
mann; é o cronotopo de Einstein-Minkowski.

E assim se chegou a essa maravilhosa sintese que
6 a teoria da relatividade geral.

Recordemos sumariamente a génese das equagdes
fandamentais de Einstein,

a) Como se sabe, os esforgos desenvolvidos num
meio continuo sfio representados por um tensor duplo
(%) chamado tensor dos esforcos, cuja divergéneia X,
de componentes

15) N=YE (=1,2,8),

6 a for¢a molecnlar exercida, em cada ponto, pelo
meio ambiente.

E a equaglio vectorial do movimento duma parti-
cula do meio continuo considerado é

16) pa=pF 4+

onde p representa a densidade do meio, « o vector
aceleragio da particula e F a forca de massa; de-
vendo ainda ser satisfeita a equaglio da continuidade

0 :
17) a—f+d1v (pV)=0.
E como ¢ F pode sempre considerar-se divergéncia

dum tensor daplo, suporemos ¢ F incluido na diver-
génceia do tensor dos esforgos.
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As equagdes 16) e 17) pode dar-se a forma inva-
riante (1)

18) Tie=0 (=01, 2 8)
sendo (Ty) o tensor energético, de componentes

Too =c?p
19) To=—cpw
Ti=da+pvivs (i, k=1, 2, 3)

em coordenadas cartesianas ortogonais (yo=ct, i,
y2, y3) © (v;) as componentes da velocidade.

Come se v&, as equagdes do movimento afirmam o
anulamento da divergéncia do tensor energético. Bste
6 um tensor duplo simétrico, (portanto, com 10 com-
ponentes), sendo Too a densidade de energia, To; as
componentes do fluzo de energia, e Ty (i, k=1, 2, 3)
coincidindo com os componentes do tensor dos es-
forgos, no caso estitico v=0, como resulta das for-
mulas 19).

b) Dada a forma fundamental

3
&’—E Gik day day
k=0

(1) Vidé Levi-Civita, Fondamenti di Meccanica relativistica,
pég. 67 e seguintes.
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definidora da métrica do cronotopo, construamos, a
partir dela, o tensor duplo

3
20) Gu= Y, g* (ij, hk)

jh=0

resultante da contracgdio do tensor de Riemann (27, k).
A oste tensor (Gy) dd-se o nome de tensor de
Einstein.
A sua divergéncia ndo é nula; mas 6 facil verificar,
chamando

21) G= i g% Gy
k=0

ao seu invariante linear, que é nula a divergéncia do
tensor duplo

1
22) G — l Ggix

chamado tensor gravitacional.

¢) Em qualquer ponto do cronotopo, um fenémeno
mecénico é determinado pela velocidade e densidade
da matéria e pelo tensor dos esforgos, incluindo neste,
como dissemos, a representagiio das forgas de massa;
é determinado, portanto, pelo tensor energético. Se
a métrica espécio-temporal é influenciada pelos fené-
menos que se passam no cronotopo, segundo a con-
cepclio de Riemann e Einstein, deve ser possivel
relacionar, sob forma invariante, o tensor energético
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com os coeficientes gu da forma fundamental. ;De
que maneira?
Einstein adoptou, como se sabe, as equagdes gravi-
tacionais
1
23) Gi—5

5 Gga=—npTu (,k=0,1,2,8)

que resultam de igualar (& parte um factor constante
i) o tensor energético ao tensor gravitacional.

¢ Porqué?

Em primeiro lugar, notemos desde ji que, na pri-
meira concepg¢lio einsteineana, as forcas de gravita-
¢lio, que podiam incluir-se, como tdodas as forgas de
massa, na divergéncia do tensor energético, se supdem
representadas nos coeficientes da forma métrica fun-
damental e, conseqiientemente, no tensor gravitacio-
nal, que daf tirou o nome. F a elas (e s6 a elas)
que Einstein atribui a determinaclio das relagdes
métricas. Os coeficientes gy do ds® cronotépico de-
sempenham, na teoria geral da relatividade, o papel
do potencial newtoniano na teoria clissica. E, por
isso, as trajectérias dos raios luminosos e os corpos
sOlidos, & custa dos quais se realizam medidas, siio
influenciados pelo campo de gravitaglio.

E agora é ficil justificar formalmente as equagBes
gravitacionais. Na mecdnica cléssica, o potencial
gravifico tem a forma

24) U—ff"f" )
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e verifica-se a equagiio de Poisson
25) AU=—4=fp,

sendo f a constante de gravitagfio, p a densidade de
massa @ AU o laplaciano do potencial. Ora, o se-
gundo membro desta equaglio 25), aparte um factor
constante, coincide com a componente Too do tensor
energético, definida por 19), E, como o coeficiente goo
da forma fundamental (como mostra a equagdio 6)) 6,

em primeira aproximacio, 1———03—: a equaglio 2D)

estabelece uma relaclio entre a componente To e
uma expressio AU onde entram as segandas deri-
vadas parciais de goo. Como esta equagfio 25) deve
figurar, em primeira aproximacgfio, entre as equagdes
gravitacionais, conclufu Einstein que estas devem
obter-se, tornando as componentes do tensor energé-
tico proporcionais 4s de outro tensor, exprimivel nas
derivadas segundas dos coeficientes gy da forma fun-
damental.

Esse tensor podia ser, & primeira vista, o tensor
de Einstein (Gg). Mas, para que se mantivesse, em
toda a sua generalidade, o conceito relativista, era
necessirio que @sse tensor, tal qual como o tensor
energético (Ty), tivesse divergéncia nula, o que ndo
acontece, como dissemos, a (Gg).

Por isso, Einstein foi levado & consideragfio do
tensor gravitacional, que goza dessa propriedade o
com o qual construiu as equagdes 23).
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Nesta breve sintese, considerei apenas os fenéme-
nos mecénicos propriamente ditos. Mas as equacdes
gravitacionais subsistem ainda para fenémenos doutra
natureza, tais como os electromagnéticos, cujos agen-
tes devem ignalmente figurar, a par das forgas de
massa, nas componentes do tensor energético. A
anélise désses fenémenos desempenhou, desde o ini-
cio, um papel fundamental na construgio da teoria
da relatividade.~N2o o examinei, porque tive o in-
tuito de limitar as minhas considera¢des ao campo
estrictamente mecénico, e porque 8sse exame ndo 6
indispensédvel ao objecto principal desta exposi¢iio: a
critica da concepglio unitdaria.

Pelas mesmas razdes, nlo profundarei a andlise
das conseqiiéncias da teoria einsteineana no campo
dos fen6menos macroscopicos. Todos sabem como
esta teoria veio explicar a diferenca entre o valor
observado do deslocamento secular do periélio de
Merctrio e o valor calcalado pela mecénica celeste
newtoniana. Todos sabem também como ela prevé
a deflexfio dos raios luminosos ao atravessarem um
campo gravitatério e como essa previsio tem sido
confirmada pela experiéncia. Fora dos dominios da
mecdnica atémica, que adiante analisarei, ndo abun-
dam as confirmagdes experimentais da teoria, preci-
samente porque a divergéncia, em ordem de grandeza,
dos resultados dos dois principios variacionais (o da
mecénica de Newton e o da mecinica de Einstein) é
inacessivel A experiéneia, na qudsi totalidade dos
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fenomenos. E, por isso, a mecénica cldssica, de mais
facil trato, conserva, no estudo désses fenémenos, a
sua anterior utilidade algoritmica.

Mas o grande valor da mecénica einsteineana estd,
sobretudo, no seu alcance teérico. Estd, talvez, mais
ainda na concepgito dessa dependéncia da geometria e
da fisica do que na capacidade de formular as leis
naturais duma maneira invariante. Porque a pri-
meira ¢ uma vitéria do entendimento e a segunda
uma perfeiciio formal.

Embora ambas fortalecam igualmente o principio de
umidade do universo.

*
* L

Foi com o intento de estreitar mais ainda essas
relacdes entre a Geometria e a Fisica que Einstein
inicion em 1928 a constru¢llo duma teoria unitdria
do cronotopo.

Como disse, as equacdes gravitacionais da teoria
da relatividade estabelecem a proporcionalidade do
tensor energético e de tensor gravitacional. Neste
tltimo figuram as acgdes de gravitaclo, definidoras
da métrica por intermédio dos potenciais g, sendo
relegada para o tensor energético a representacfio de
todas as outras acgdes fisicas, em particular, do
campo electromagnético. ;Ndo serd possivel cons-
truir uma teoria geométrica do universo que englobe
na mesma estrutura cronotépica o campo gravitatério
e o campo electromagnético ?
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As equagBes gravitacionais 23), quando for nulo o
tensor energético (T*), traduzem o conjunto dos fe-
némenos de gravitaciio dum sistema discreto de massas
pontuais, cuja grandeza é determinada pelas constan-
tes de integragiio do sistema e cuja posigdo é definida
pelas singularidades do cronotopo.

¢Nilo serd possivel substituir o tensor gravitacional
por outro, de maneira tal que as equagdes 23), na
mesma hipétese de anulamento do tensor energético,
traduzam o conjunto dos fenémenos gravitatbrios e
electromagnéticos? Por outras palavras, gnfio serd
possivel transferir a representaciio dos fenémenos
electromagnéticos do tensor energético (Ti) para um
tensor meramente cronotépico, que ird substituir o
tensor gravitacional nos primeiros membros das equa-
¢des 23), e que a @ste se reduzird quando nfio houver
campo electromagnético? A sintese ideal serd aquela
em que os Gnicos representantes da matéria e da
electricidade sejam as singularidades geométricas do
continuo cronot6pico e as constantes de integraciio
dum determinado sistema; dispensando-se, portanto
a consideragiio dum tensor energético que, pelo seu
significado, 6 uma imperfeicio da teoria; daquela
teoria que o génio de Riemann pela primeira vez
concebeu: a duma integral geometrizagio dos fen6-
menos fisicos.
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*
* *

O exame das, j& hoje numerosas concep¢des duma
teoria unitiria do Universo, obriga-me, meus senho-
res, a uma prévia, embora suméria, referéncia aos
modernos conceitos da Geometria Diferencial.

O intuito da teoria da relatividade geral de Einstein
limitava-se, como ¢ sabido, a generalizar o espago-
tempo de Minkowski de modo a tornar-se um con-
tinuo fisico, em que se verificasse o principio da
covaridncia das leis fisicas com o sistema de refe-
réncia, e que fosse, ao mesmo tempo, capaz duma
sintese geométrica dos fenémenos de gravitaglo. Sd-
mente, &stes requisitos ndio eram suficientes para uma
caracterizaglio completa do espago. Impunham uma
generalizagio do continuo pseudo-euclideo de Min-
kowski, mas apenas em relaglio @ métrica; deixavam
indeterminadas outras qualidades fundamentais, entre
elas a defini¢io do transporte. E, por isso, Einstein
considerou o cronotopo um puro espa¢o riemanniano.
Foi a noglio de transporte paralelo, definida em 1917
por Levi-Civita, que veio permitir a classificaclio dos
espacos lineares, realizada poucos anos depois, por
Stuick e Schouten e ultimada, em novos moldes, por
Cartan.

Se o espago fisico é afim, é necessério determinar
os parimetros definidores do transporte vectorial
dum ponto P para outro vizinho; isto é, os nime-
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1 g i y
ros I, o [} que caracterizam a derivaglio covariante
dum vector covariante e dum vector contravariante:

Y= + M v
26
) o n
Ve = 7 7 +Ta v

Na geometria pura de Riemann, os parimetros I
sfio os simbolos de Christoffel de 2.* espécie

27) Cia= {1},
e 6
28) [y=—T%.

Mas nilo 6 necessério que assim seja: os parime-
tros I' @ IV slio completamente independentes e arbi-
trarios na defini¢io do transporte. Ksses parimetros
ndio sdo componentes de tensores: mas sdo-no as

suas combinacdes

M+ T = i’
29) %( l"""r' )"'Slkl
—Ty)=Si .

E A custa dos tensores C, S, §' e das derivadas
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covariantes
ki
30) Q¥ =gji; Qlira= gy

do tensor fundamental que o transporte se define e
o0 espaco afim se caracteriza.

Resulta desta concepclio do transporte vectorial,
que o vector resultante, em B, do transporte dum
vector dado em A, a0 longo duma linha AB, depende
essencialmente, em grandeza e direcclio, do caminho
ao longo do qual o transporte se realizou.

Os tensores de curvatura (um relativo ao trans-
porte covariante e outro ao transporte contravariante)
sdo quddruplos; e exprimem-se igualmente nos para-
metros definidores da métrica. Representé-los-emos,
respectivamente por (Rii™) e (Riii™)-

*
* *

Antes de ter sido estabelecida por Struik e Schouten
a teoria geral do transporte linear, e logo depois de
Levi-Civita ter definido, para os espagos puros de
Riemann, o conceito de paralelismo, formulon Weyl
a hipotese de ser a grandeza do vector transportado
alterada pela lei de transporte (o que nilo acontece
no espago de Riemann, em que h& apenas alteragiio
direccional). A lei de variagdio de grandeza definin-a
Weyl pela forma linear

31) dl= —1Y; da';
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ou antes (por motivos de ordem geométrica) pela
forma

BY) o (w*.--..a;"gf) d',
xr

sendo A um escalar.

Esta forma 31') viria juntar-se, na concepglio de
Weyl, A forma fundamental quadrética definidora da
métrica cronotbépica, como um complemento da es-
truturagfio do espacgo.

E, como 31') 6 andloga a formnlas conhecidas da
teoria do potencial, lembrou-se Weyl de interpretar
os coeficientes W; como componentes do potencial
electromagnético. E foi esta, na ordem cronolégica,
a primeira tentativa de resolugio do problema unitério.

Razdes de ordem fisica rejeitavam esta concepgilo.
E, no caso geométrico, apbés a sistematizaclio de
Schouten, na qual os espacos de Weyl figuram entre
as numerosas possibilidlades de transporte linear,
deve observar-se que a forma linear 31'), como com-
plemento independente da forma fundamental, ndo
favorece o conceito unitirio que se procura atingir,
e perante o qual tddas as leis fisicas devem expri-
mir-se, sob forma invariante, pelo anulamento de
certos tensores da métrica.

Anéloga critica merecem as tentativas de Eddington,
imediatamente posteriores s de Weyl.

Por isso, eu disse que deve atribuir-se a Einstein,
com as suas Notas apresentadas a Academia das
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Ciéncias de Berlim, a partir de 1928, o inicio da
estrutura¢io duma teoria unitdria dos fenémenos fi-
gicos. KEssas Notas, a que se geguiram outras publi-
cagles, e, em particular, um artigo nos Mathematische
Annalen de 1929, fundamentam a teoria unitdria do
cronotopo no conceito de paralelismo a distancia
(Fernparallelismus). Define-o Einstein & custa dum
ennuplo de congruéncias ortogonais, que, em cada
ponto do espaco, permite. por sua vez, determinar os
~seficicntes da forma fundamental que caracteriza a
métrica cronotépica. Mas a reciproca nflo é verda-
deira: a prévia definiclio da métrica nio determina o
ennuplo de congruéncias, porque os seus parimetros
definidores s3o em nGmero maior que o dos coefi-
cientes da forma fundamental. Segundo esta conce-
pelo, que Einstein, em seguida, relacionon com um
principio variacional hamiltoniano, e sdbre a qual eu
nidio quero deixar de citar o magistral comentirio de
Levi-Civita, numa Nota apresentada & mesma Aca-
demia das Ciéncias de Berlim, ainda em 1929; se-
gundo esta concepcdio, dizia eun, a idea dominante é a
dum paralelismo absoluto, independente do caminho
ao longo do qual o transporte se realiza, e ao qual
hé-de subordinar-se a métrica espacial. Este para-
lelismo absoluto importa, para o cronotopo, o anula-
mento da curvatura; conservando-lhe a torsdo, no
sentido de Cartan, como tnica caracteristica que o
distingne dum espaco euclideano. Ao passo que a
teoria da relatividade geral, supondo o espa¢o um
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continuo riemanniano puro, lhe atribui curvatura,
embora sem torsdo.

E todas as posteriores tentativas de construglio
duma teoria unitdria tém tido como objectivo funda-
mental a conservagdio, na anséncia de campo electro-
magnético, da estrutura espacial, puramente rieman-
niana, em que se baseou a teoria da relatividade.

E nlio pode dizer-se que 8sse objectivo, baseado
num critério de redugdo e permanéncia, que tem ser-
vido de guia a todo o progresso cientifico, ndio tenha
tentagdes de beleza e atributos de perfei¢io.

Nio vou referir-me pormenorizadamente a todas
essas formas de estruturacdio unitdria do espago.
Vou apenas citar duas delas.

Uma das mais recentes, estabelecida por Straneo,
numa sucessio de Notas publicadas nos Rendiconti
da Academia dos Linces, em que o Autor foi modi-
ficando e aperfeicoando os seus primitivos coneeitos,
e que 8le den como definitivamente instituida em Junho
do ano passado. E ainda a actual teoria de Einstein
e Mayer.

*
* L

Em resumo, Straneo supde que os parfimetros
definidores do transporte contravariante so da forma

32) Pla= |7} + Qi
sem Q;i' componentes dum tensor hemisimétrico. E
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procura determinar a lei de transporte de modo tal
que:

1.°— Subsista o paralelismo absoluto;

2.° — Se conserve a grandeza dos vectores contra-
variantes.

Para ser satisfeita a primeira condiglio, deve ser
nulo o tensor de curvatura (Rji;"); para ser satis-
feita a segunda, conclui Straneo que o tensor hemi-
simétrico (Q2i;') hé-de ter nulas todas a componentes
0, em que o indice de contravariancia é igual a um
dos indices de covariincia.

As equagdes da teoria umitdria obtem-nas Straneo
ignalando a zero as componentes do tensor de cur-
vatara (Rii™).

Estas, pela contracgfio dos indices ¢ @ m, conduzem
as equacdes gravitacionais ; pela contracglio dos indi-
ces m e [, conduzem &s equacdes de Maxwell.

No principio da sua exposi¢dio (que abrange seis ou
sete Notas), procurava Straneo obter as equagdes da
teoria sob a forma

1 a V¥, oV
33) Rp.v = Kp.v — 'E- Kgpv + 2 (_a;vpl _ _371':—!:"_-) = TFV

sendo (Ryy) o tensor reduzido de curvatara, (Kyw) o
tensor reduzido de Riemann-Christoffel, K o escalar
de curvatura riemanniana, (Ty) o tensor energético
e (¥y) um vector representativo do potencial electro-
magnético. As equagdes 33) satisfazem ao principio
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de redugdo a que atrés aludi, duma maneira perfeita;
reduzindo-se As equagdes gravitacionais da relatividade
geral, na auséncia de fenémenos electromagnéticos.
Mas contém ainda um tensor energético cuja origem
6 alheia, na sua defini¢do, & métrica do cronotopo; o
que nlio acontece as equagdes da fGltima teoria de
Straneo, publicada no verdio passado.

Em Maio findo, e antes de ter conhecimento da
iltima forma atribuida por Straneo &s equacdes da
teoria unitdria, publiquei, nos Rendiconti da Academia
dos Linces, uma Nota que, além de ser um comen-
tirio 4s Notas anteriores de Straneo, estabelecia nma
interpretagiio das equagdes 33), em que é rigorosa-
mente respeitada a concepcio de transporte linear; e
em que o vector (¥,), representativo do potencial
electromagnético, estd relacionado, duma maneira
extremamente simples, com os parmetros definido-
res do transporte.

O comentirio era o seguinte:

O professor Straneo adopta, na sua Nota IV, uma
forma de derivagio covariante que supde as equa-
¢Bes 28) e, portanto, o analamento de tensor (Cj'),
O seu transporte &, portanto, invariante por contrac-
¢do, na classificacio dos transportes lineares de
Schouten (1). E daf resulta, atendendo & forma por

(1) Vidé o livro do autor: Fundamentos da Geometria dife-
rencial dos espagos lineares, pig. 94.
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éle adoptada para os parimetros, nessa Nota IV,
34) g = ”‘ V4 (AL W = AL Y))

(onde (A¥) é o conhecido tensor mixto unitirio), que
o transporte ndlo é contravariante métrico ; isto é, ndo
conserva a grandeza dos vectores transportados. Ou
entdo ndo é um transporte afim.

Mostrava eu ainda que uma lei de transporte linear,
que conserva simultineamente a grandeza dos vecto-
res covariantes e contravariantes, nio pode conduzir
a um tensor reduzido de curvatura como o do pri-
meiro membro da equaglio 33), se for hemisimétrico.

A minha interpretaclio das equagdes 33) e, por-
tanto, da teoria unitiria, supondo o cronotopo um
espago afim, era estabelecida por uma ou outra das
duas seguintes conexdes lineares :

1.*— O tensor (C;éT) ndo é nulo, mas da forma

= | T
C;p=C, Ag

sendo (C,) um de}t?rminad? vector.
Os tensores (8“5) o (K‘aﬁT) sio nulos. Dai resulta
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que os parAmetros definidores siio

T

3b) i ”
a@
[‘aT el I I3 { ¢
Com esta lei de transporte, o tensor reduzido de

curvatura contravariante tem a forma do primeiro
membro da equagfio 33); sendo

36) —2 WOy

Isto é, o vector (¥y) que define o potencial electro-
magnético depende da métrica, atenta a significaclio
do tensor (C‘;;) e, portanto, do vector (Cy).

Esta conexfio linear que, na teoria do transporte
de Schouten, se chama invariante por incidéncia,
covariante simétrica e contravariante métrica, é cara-
cterizada pelas seguintes propriedades:

a) Conservam-se 0s angn.los dos vectores transpor-
tados, mas 86 se conserva a grandeza dos vectores
contravariantes. (A ndo ser que o vector (Cy) seja
um gradiante, porque, nesse caso, a conexlo, por
uma mudanca da medida covariante, converte-se numa
pura conexiio de Riemann).

b) Distingue-se do transporte de Weyl, perque o
tensor C n#o é nulo e é nulo o tensor Q'.
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2.2 — O tensor (C;;) é ainda da forma

s i
C'thi =C, AB

e 08 tensores (S;;) e (er) sfio nulos. Os parime-
tros definidores do transporte sio entfo da forma
™

al
al A l

S

35/)

Agora, é o tensor reduzido de curvatura cova-
riante que tem a forma do primeiro membro da equa-
¢lo 33), sendo

2¥,=0C,.

E conservam-se ainda os 4ngulos dos vectores
transportados, mas 86 se conserva a grandeza dos
vectores covariantes (a nSo ser que (Cy) seja um
vector gradiante).

Ambas estas conexdes, como se vé&, diio ao espago
uma estrutura afim e englobam a representagio dos
fenémenos electromagnéticos na métrica do crono-
topo.

*
* *

Na sua Gltima Nota, Straneo adopta a conexfio 32),
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forma com ela o tensor (Rii™) de curvatara contra-
variante, obrigando o tensor (2ii) apenas is condigBes
de anular o tensor (R) (para que o paralelismo seja
absoluto) e de conservar as grandezas dos vectores.

Para isso, é necessirio que o tensor (2ix) suposto
hemisimétrico nos indices i e k, o seja também nos
indices k e 1.

E, portanto, que as componentes Q}},‘ sejam tddas
nulas, como j& disse. E assim se obtdm as equagdes
gerais da teoria unitiria de Straneo,

37) Kii"™ + Qi+ Qi* Qi =0

onde (Kj;i™) representa o tensor de Riemann e onde
a derivagdo covariante é tomada em relagfio ao tensor
fandamental (g ).

Destas equagdes resulta, contraindo em ¢ e m,
37 Ku+ 9 95" =0

que sfio equivalentes as equagdes gravitacionais; e,
contraindo em m e k,

37) Qim=0
que se reduzem is equagdes de Maxwell.

i‘t

Na sua teoria, Straneo pretende que a condiglio 28)
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se verifique e, portauto, que os dois tensores (R) e
(R') de carvatura sejam iguais. De modo que o
transporte por paralelismo absoluto, conseguido para
os vectores contravariantes, subsiste ainda para os
vectores covariantes.

Sendo assim, é facil de ver que o temsor (Cii) é
nalo e o tensor (') da teoria de Straneo 6 o tensor
hemisimétrico (Si') .

Por outro lado, sendo nulo o tensor (Cii), a con-
servaglo da grandeza dos vectores contravariantes
traz como conseqiiéncia a conservagio da grandeza
dos vectores covariantes. E mostram as equagdes
gerais da teoria do transporte linear que, nesse caso,
tanto o tensor (S;.f) como o tensor

1 o
S’ =—8i,

gozam da propriedade de terem nulas todas as com-
ponentes em que o fndice superior é igual a um dos

indices inferiores.

»*
* -

A teoria de Straneo pode, porém, generalizar-se
da seguinte maneira:
Os par@metros definidores do transporte sio

Ta= {1} + Qi

58) 7 ik Id
I‘“-— 1 l -}-Q,;,
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sendo, portanto,
39) Ol=024 05,

Suponhamos que se n&o verifica a condigio 28),
isto 6, que o tensor (C;k) nfio 6 nulo. Nesse caso,
como & fhcil mostrar, o anulamento do tensor (Q;")
nflo implica o annlamento do tensor (Qi). Por outro
lado, nfio sendo nulo (C.;,) os dois tensores de cur-
vatara, (Rii™) e (R,“ ™), sdo, em §era1 diferentes.
De modo que, o anulamento de (Q (Ri&i™), que
slo as condigbes para que seja mva.nante a grandeza
dos vectores covariantes e para que seja absoluto o
paralelismo dos vectores contravariantes, nflo im-
porta a invarifincia de grandeza dos vectores contra-
variantes, nem o paralelismo absolato dos vectores
covariantes.

E, no entanto, as equagdes de Straneo verificam-se,
com tddas as suas notdveis conseqiiéncias, na inter-
pretagfio das leis naturais, desde que o espago satis-
faga a uma destas duas condigdes:

a) Anulamento da carvatura contravariante e in-
varidncia de grandeza dos vectores covariantes.

b) Anulamento da curvatura covariante e invarifn-
cia de grandeza dos vectores contravariantes.

E aqui estd, meus senhores, como as equnagdes de
Straneo podem ser satisfeitas por infinitas estruturas
do cronotopo.

A sna é, de-certo, a mais simples; mas nada nos
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diz que as necessidades da teoria fisica nfio venham
a impor alguma dessas infinitas estrutaras, compa-
tiveis com as suas equagdes, 4s quais acabo de fazer
referéncia. Elas obrigam o espago a nilo ter idénti-
cas curvaturas, covarianto e contravariante; e a nflo
ser equi-métrico nos dois transportes, Mas essa es-
trutura, compativel com a teoria geral dos espagos
afins, nflo sei porque nfio hd-de ser uma realidade
fisica. E 6 assim que eu concebo uma teoria unité-
ria do Universo.
* "

Falta-me, apenas, considerar a moderna teoria
unitiria de Einstein e Mayer, apresentada nos Ber-
liner Berichte de 1931 e 1932.

Esta teoria é constituida & custa dum espago a
cinco dimensdes, que se faz corresponder a cada
ponto do cronotopo quatridimensional. Represen-
temos @sse espago por Vs e o cronotopo por Vi;
designemos por letras gregas os indices relativos a
Vs e por letras latinas os indices relativos a Vi.

Fagamos corresponder, a cada vector de V5, um
vector de V;, pela relagdo

k=1,2,3, 4
41) a'-='f:a“l ‘.

a=1,23,4,5
Seja (A%) um vector de V; tal que
42) Tz A%=0 e g5 A“AP=1
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sendo (g,g) o tensor métrico de Vs. Em virtade de
42), (A“) é um vector unitdrio cujo transformado em
Vi é nulo.

Chama-se o vector caracteristico.

Entre os tensores métricos de Vs e Vi 6 ficil ver
que existe a relaciio

43) 9o 15 1o =g -
E que
44) af=18d'+p AP,
sendo
p=Aga%,

Isto 6, um vector de Vj s6 é determinado pelo seu
correspondente de V; a menos dum miltiplo do vector
caracteristico,

A métrica de V; é riemanniana pura, determinada
por (ga); as derivadas covariantes g,sx sfo nulas.
E o transporte paralelo dum vector (a*) obriga a
derivada covariante do seu transformado em Vs a ter
a direcglio do vector (A%). Isso determina uma rela-
¢io da forma

45) T =AF,;

sendo (Fi,) um tensor duplo hemisimétrico, se impu-
sermos a condiglio de que um deslocamento do vector,
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na sua prépria direc¢fo, tem como conseqiidncia um
deslocamento idéntico do sen transformado.

Pois bem, as equagdes gravitacionais e clectroma-
gnéticas do cronotopo sllo, respectivamente,

1 T | ——
Kgp— 9 Kgpg= T F;"“ 2 I Fu g

46) el ® -
k="/_-§@“(V’QFF‘l)=O.

Tal é a stmula da teoria, onde o tensor I desem-
penha am papel semelhante ao do tensor Q de Straneo.
O espago auxiliar V5 tem uma grande importincia
na sistematizagio teérica da mecédnica atébmica, dentro
da concepclio unitdria do espago fisico (como resalta
dalguns trabalhos recentes).

A primeira vista, porém, éste recurso da teoria
apresenta-se como um artificio denunciador de im-
perfeigiio.

Na teoria de Einstein ¢ Mayer, das coordenadas
de Vs s6 uma é temporal, sendo as outras quatro
ospaciais. Jd posteriormente, em Outabro passado,
Schoaten e van Dantzig consideram, na sua interpre-
tagio da teoria unitiria, um espaco V3 com duas
coordenadas temporais e trés espaciais, todas homo-

géneas.

l‘ﬁ

Terminei, meus senhores, as minhas resumidas
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consideragdes sobre a estratura do ecspago fisico.
Atingiu-se o ideal de Riemann da subordinaglio de
todos os fenémenos fisicos a uma concepglio geomé-
trica; e, inversamente, da determinaciio da geome-
tria do cronotopo pelo conteddo espacial. O prinei-
pio de wunidade, como ideal cientifico e filoséfico,
fica visivelmente robustecido e dignificado. E ficam
também, agora como sempre, os dominios do pensa-
mento matemitico sobejamente apetrechados para
uma possivel interpretacio de futuras exigéneias da
teoria fisica.

Singular destino 8ste, o duma ciéncia cuja evolu-
¢lio 6, em regra, tanto mais interessante quanto mais
desinteressada!

Foi, de principio, um simples instramento, baseado
na intui¢do, criado A& semelhanga das realidades sen-
siveis que apenas lhe pediam um adequado algoritmo
de contar e medir. Alargon os seus dominios, ao
mesmo tempo que afirmava a sua autonomia, como
ciéncia abstracta; e amplion a sua capacidade formal,
pari passu com o engrandecimento da sua riqueza
doutrindria. Ao seu progresso, por vezes interrom-
pido, esteve sempre subordinado o laborioso evoluir
das ciéncias fisicas; e as suas reservas, acumuladas
com isen¢lio e dispensadas com munificéneia, tém
sido aviso e vaticinio, auxilio fecundo e garantia
segura do saber humano. E agora, nesta concepgiio
geométrica da teoria unitdria, ji sc lhe nilo confere
apenas a incumb@®ncia duma simples intorpretacio;
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atribui-se-lhe o encargo duma representagiio total dos
fenémenos fisicos. I 8sse encargo nio é sbmente
assumido com galhardia e desempenhado com exito:
ficam definidas infinitas estruturas espaciais, compa-
tiveis com a representac¢iio dos fenémenos conhecidos,
entre as quais poder4 escolher-se a que melhor se
adapte & figuragfio de novos conceitos e doutrinas.
Admirdvel opuléncia e abengoada prodigalidade!
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MECANICA QUANTICA

Ao findar o século XIX, nflo era apenas da mecé-
nica newtoniana o senhorio incontestado dos dominios
da ciéncia. Partilhava-os com ela, na explicaciio
doutra categoria de fenémenos, a teoria ondulatéria
de Maxwell-Hertz. Fundada por Huygens e Des-
cartes, sistematizada no principio de Fermat, em
termos de evidente analogia com o principio varia-
cional de Hamilton, a teoria ondulatéria, gracas &
explicagiio dos fenémenos de interferéncia e, sobre-
tado, & concepglio mecdnica da propagaciio de Fresnel,
levava de vencida, no principio déste século, a teoria
corpuscular de Newton. Com a criagio da teoria
electromagnética de Maxwell e Hertz, com a desco-
berta dos electrdes por J. J. Thomson o a sua intro-
dugdio na teoria de Maxwell, realizada por Lorentz,
a teoria da luz ficou incluida nas equagdes do campo
electromagnético. Mas tal era a fé nas doutrinas
mecanistas que os mesmos fundadores da teoria nova
desde logo procuraram uma mecanizaglio do éter que

73



INSTITUTO DE ALTOS ESTUDOS

permitisse dar aos fenémenos da electroptica uma
explicaglo mecénica.

E no entanto, embora sem a irrevogivel decisiio
das doutrinas modernas, outros conceitos tinham j4
combalido fortemente, em pleno século x1x, os fun-
damentos da teoria mecénica. Nos fins do seu pri-
meiro quartel, Sadi-Carnot fundava a termodinfmica;
e, se o principio de equivaléncia era de relativamente
ficil interpretacio mecanista, outro tanto nio acon-
tecia ao principio de Carnot. O conceito de entropia,
entre outros, nfio era ficilmente subordinivel as
velhas concep¢des da mec@nica newtoniana. Foi a
mecénica estatistica de Gibbs e Boltzmann, a que ji
fiz referéncia, que veio dar interpretagiio mecénica
as funcdes termodinimicas, & custa, bem ontendido,
de iniludiveis sacrificios da concepclio clissica.

Vivia-se a época das G'randes Leis o, com o auxilio
do Célculo das probabilidades, criava-se um instru-
mento novo de andlise dos fenémenos mecénicos, cuja
fecundidade mal imaginavam os seus construtores.

Jé no fim da vida, o grande Lord Kelvin, anali-
sando as dificuldades de encorporagiio de toda a
ciéncia fisica dentro da doutrina mecanista, mesmo
alterada pelas transigéncias a que hi pouco aludi,
acentuava dois factos experimentais cuja explicagiio,
dentro da mecdnica newtoniana, se lhe afigurava im-
possivel. ;E quais eram éles?

A constincia da velocidade da luz, averiguada na
experiéncia de Michelson e a distribuicdo da energia
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no espectro do corpo negro. Precisamente os dois
fenémenos que haviam de servir de base & estrutu-
raglio das duas grandes teorias do tompos modernos:
a da relatividade e a dos quanta.

Extraordindria profecia esta do mais alto espirito
que no seu tempo dominava as ciéncias do mundo

fisico!

*
* *

J& vos falei, meus senhores, dos conceitos relati-
vistas e das suas idltimas conseqiiéncias, na hora
presente.

Vou agora ocupar-me da concep¢iio quéintica que,
a-par-da outra e mais do que a outra, veio revolu-
cionar o pensamento cientifico em termos tais, que
o8 mesmos fundamentos axiomdticos da ciéncia do
movimento parecem periclitantes e ilusérios. Nio ha
dominio matemético que a sua estruturagiio ndo tenha
utilizado e enriquecido. Por sua intenglio, alargou-se
e fortaléceu-se a teoria das matrizes, em termos niio
sonhados por Hermite, que nela nio podia adivinhar
tio indispensivel poder algoritmico. Na interpreta-
¢lio da sua doutrina, encontraram mais largos hori-
zontes e mais sélidos modélos as dltimas conguistas
da teoria das oquacdes diferenciais. A teoria da
relatividade, de tdio precério campo experimental no
ambito da mecfnica macroscopica, teve na mecinica
do dtomo extensa e fecunda margem de acgdo, arena
de incontestdveis triunfos e satisfatéria confirmagiio
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dos seus processos de andlise. A teoria dos grupos,
4 custa do conceito de representagdo, ampliou os seus
dominios e encaminha-se, com notével brilho e incon-
testivel éxito, para uma definitiva superintendéncia
de todos os fenOémenos fisicos. E como nfio, se ela
ja era, hi tempo, o grande sistematizador da geome-
tria, e esta, gracas & concepg¢lio unitiria, uniu aos
seus os destinos da fisica?

Mais ainda. Embora a dlgebra das matrizes esti-
vesse construida por Hilbert e Courant, desde a pu-
blicaglio, em 1924, da sua obra magistral sébre os
Métodos da fisica matemdtica, foram, sobretudo, as
modernas necessidades da teoria quintica que deter-
minaram a consolidaclo dessa dlgebra de transfor-
magdes, por cujo intermédio o conceito de grupo
define, nos seus invariantes, as leis dos fen6menos.

*
#* *

Assim como a experiéncia de Michelson-Morley
afirmava a invaridncia da velocidade da luz, os ni-
meros obtidos por Lummer e Pringsheim, ao deter-
minar a distribuigio da encrgia no espectro do corpo
negro, contrariavam os resultados teéricos, obtidos
pelos métodos de Gibbs.

Para resolver a dificuldade, propds Planck a adop-
clo dum critério quantico. Um oscilador harménico,
vibrando com freqiiéneia v, s6 pode aumentar ou
diminuir a sua energia por miltiplos inteiros do
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quantum elementar hv, sendo h uma constante, cha-
mada quantum de ac¢do, ou constante de Planck:

h=6,50.10-% erg. seg.

Foram virios os dominios da fisica em que se
revelon o @xito da hipétese de Planck, devendo
citar-se, como principais, o da termodinimica, onde
teve satisfatéria interpretaglo estatistica o principio
de Nernst, e, sobretudo, o da espectroscopia, onde
a perfeigio experimental tinha atingido um elevado
grau, e onde os dados da experiéneia nfio tinham
ainda encontrado uma base teérica segura.

Foi apoiado na hipbtese de Planck e nos conceitos
de Ratherford que Bohr construfu o seu modélo do
dtomo. Todos sabem em que consiste éste modélo.
Vamos recordé-lo ripidamente.

O #&tomo & constitaido por um nicleo, com carga
eléctrica positiva o electrdes, com carga eléctrica
negativa, a mesma para todos.

A massa do niicleo é muito grande em relagiio A
dos electrdes e a sua carga é Ne sendo —e a carga
de cada electro e N o sea ntmero, que define também
a posigiio do elemento considerado na escala de Men-
deleief. As acgles electrostiticas entre o niicleo e
os electrdes siio reguladas pela lei de Coulomb, des-
prezando-se, pela sua insignificincia em face das
primeiras, as acgdes meramente gravificas. Posta de
parte a hip6tese estéril dos electrdes se encontrarem
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colados ao nifcleo, a estabilidade déste sistema é
necessariamente dinamica: os electrdes gravitam em
em torno do ndcleo.

Mas &sse movimento, se for subordinado is leis da
electrodinimica cléssica, importa radiagdo, e, por
conseqiiéncia, perda de energia, até que o electrilo
assuma movimento rectilinio e uniforme, o que &
impossivel, ou esteja em repouso e portanto, colado
ao nicleo, hipbtese que j4 rejeithmos, por niio ter
valor.

Por isso, Bohr admitiu, nfio sendo de excluir a
possibilidade de radiacfio que explica as riscas os-
pectrais, que essa radiaclio ndlo existe para determi-
nadas trajectorias electrénicas, chamadas estacion4-
rias e apenas se revela quando o electrfio passa duma
dessas trajectorias para outra. Se a diferenca de
energia correspondente s duas trajectérias é AW a
radiaglo emitida tem uma freqiéncia v definida por

1) AW = .

Por conseqiiéncia, na teoria de Bohr, a resolugiio
dom problema de dinimica atémica consiste em inte-
grar as equagdes do movimento dos electrdes e, em
seguida, determinar as constantes de integraclio de
maneira tal que as trajectérias respectivas sejam
estaciondrias.

E nesta Gltima operagio que consiste a quantifi-
cagdo do problema. As freqiidncias possiveis silo
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tantas quantas as passagens possiveis duma Orbita
estacionaria para outra.

*
* *

Esta teoria veio abrir novos caminhos A anélise
espectral. Serviu, desde logo, para calcular as riscas
do hidrogénio e do hélio ionizado; e, com os traba-
lhos de Sommerfeld, Epstein, Schwarzschild, Landé,
Heisenberg e Pauli, entre outros, permitiu resolver
o problema dos multipletes e interpretar o fenémeno
Zeeman, conduzindo ao estabelecimento empirico da
formula de Landé, relativa i separagiio magnética
das riscas dum maltiplete. N#o farei referéncia A
definigho dos nimeros qudnticos que caracterizam
cada estado estacionirio e que estio relacionados
com os momentos angulares do nicleo e do electriio
de série e com o campo magnético. A evolugdio da
teoria quintica tem sido tdo rdpida e a deformacio
da concepgilo inicial tdo profunda, que eu nllo sei se
deva justificar o meun siléncio sobre @&sses primeiros
resultados da mecinica atémica de Bohr, dizendo
que &les sfio hoje do dominio da fisica geral, ou
dizendo que é&les j& pertencem aos dominios da his-
téria. Por isso, acentuarei apenas o que hd de fun-
damental nessa evolugiio.

Em 1924, Pauli enunciava o principio de exclusdo;
e o sen aparecimento marea, talvez, o primeiro con-
tacto da mecfinica atémica com a teoria relativista,
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Foram, com efeito, exigéncias do pensamento relati-
vista e a natureza do fenémeno de Zeeman que le-
varam Pauli a propor que o nimero quintico s fosse
transferido para o electrio e a afirmar o seu conhe-
cido principio: Cada electrdo de série é caracterizado
por quatro numeros quanticos (n, l, j, m) que ndo
podem ser os mesmos para dois electrdes do mesmo
dtomo.

Ora, a atribuicfio ao electrdo de série dum quarto
nimero qudntico, vinha pertarbar gravemente a con-
cepc¢lio mecanista, visto que, tratando-se dum ponto,
o ntmero dos seus graus de liberdade nflo podia
exceder trés.

Por isso, logo em 1925, Goudsmith e Uhlenbeck
atribufram ao electrfo nm movimento rotatério, cujo
momento de giraglo é representado pelo quarto ni-
mero quntico que lhe era atribuido pela concepgio
de Pauli. E desde entfio o spinor, ou electrdo girante,
foi uma nova conquista da teoria quéntica.

Como se v8, o Atomo identificava-se déste modo
com um verdadeiro sistema planetdrio, a cujos ele-
mentos, como na meecdnica celeste, era conferido um
duplo movimento de translacclio e rotagilo.

*
* *

Mas a concep¢lio de Bohr trazia dentro de si o
germe da sua prépria ruina. Quanto mais a teoria
do 4tomo se aproximava do modélo laplaciano, mais
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so destacava o cardcter artificial dessas orbitas pri-
vilegiadas que impunham, como possiveis, apenas
certos valores das constantes de integragiio do sis-
tema integral geral das equagdes do movimento. Ela
dera lugar, com efeito, a numerosas regras empiricas,
como as chamadas regras de selecciio, onde intervém
nameros inteiros e semi-inteiros, mas essas regras,
Jé na andlise do espectro do hélio neutro se tinham
mostrado incompativeis com os resultados tebricos.

Por outro lado, uma velha hipétese vinha alentar
a descrenca na perfeicio do modélo de Bohr. Velka,
de vinte anos apenas.

Logo depois de estabelecida a hip6tese de Planck,
@ na impossibilidade de explicar pela teoria ondula-
toria o chamado fendmeno foto-eléctrico, ou seja a
captagio de electrdes pela acclio da luz, Einstein
formulara, em 190D, a hipétese de que a energia
radiante de freqfiéncia v era constituida por entidades
insccdveis de grandeza kv chamadas fotdes; e assim
explicava éle que um oscilador harménico s6 absor-
vesse energia por quanta kv como admitia a hipétese
de Planck. Sbmente o fotdo, pela sua mesma natu-
reza de energia radiante, ¢ caracterizado por uma
freqtiéncia que lhe d4 condiglio ondulatéria. E, como
a hip6tese de Kinstein nflo s6 explicou o efeito foto-
-eléctrico, mas também a pressio de radiagio de
Maxwell e, sobretudo, o efeito Compton (em 1923),
ela foi, incontestavelmente, o primeiro trago de uniio
entre essas duas secularmente antagbnicas teorias: a
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corpuscular e a ondulatéria. Bem sabemos que a
posterior teoria da relatividade havia de dar ao seu
autor um maior e inexcedivel destaque na estrutura-
¢do da ciéncia moderna; bem sabemos também que
a concepefio de Einstein, aplicada aos fotdes, nfio era
ainda a afirmagfio da alianca particula material-onda
associada, afirmada por Broglie, como veremos, em
1925. Mas nflo é menos certo que, tendo presente a
relacfio que a teoria da relatividade estabelece entre
os conceitos de energia e matéria, e tendo presente
também a atilizagho feita por Broglie dos métodos
relativistas, a concepgiio de Einstein, tida como re-
voluciondria & data do seu aparecimento, marca uma
étape gloriosa na construgio da meefinica atémica o
na consagraciio do seu génio.

*
* *

O ano de 1925 e o seguinte haviam de ser parti-
cularmente fecundos em criagdes doutrindrias do mais
alto valor.

Estadando, com Kramers, a dispersio da luz, pelos
métodos da que entdo era a teoria quintica, Heisen-
berg criava a mecanica das matrizes.

No mesmo ano, Broglie estabelecia o conceito de
onda associada a tdoda a particula material em movi-
mento. I logo no prineipio do ano seguinte, utili-
zando as ideas de Broglie, langava Schrodinger, em
trés notiveis memoérias, os fundamentos da mecanica
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ondulatéria, por intermédio da qual, pouco depois,
interpretava os principais resaltados da teoria de
Heisenberg.

Entretanto, Dirac iniciava a constru¢lio de uma
verdadeira mecénica racional quéntica, conseguindo
conservar as equagdes diferenciais do movimento
electrénico a forma canénica, exprimindo as condi-
¢des quinticas por parenteses de Poisson, e utilizando
assim t0das as vantagens de invariincia que os ca-
racterizam.

Pelos métodos da sua mecénica das matrizes, jé
em 19250 Heisenberg, com Jordan e Born, recons-
trufa a teoria do oscilador harmoénico e achava direc-
tamente a formula da dispersdio; e logo no principio
de 1926, com Jordan, e utilizando o electrfio girante,
calculava a estrutura fina dos dobletes alcalinos, as
respectivas intensidades no fenémeno Zeeman, dedu-
zia a férmula de Sommerfeld para o fenémeno de
Paschen-Back e, pouco depois, resolvia o problema
do espectro do hélio neatro.

Com o instrumento analitico que acabava de criar,
Dirac demonstrava varios resultados obtidos por
Heisenberg e Jordan e, utilizando os métodos relati-
vistas, explicava o fenémeno Compton, com um rigor
nio atingido pelo método dos fotdes de Einstein.
Mas, nem &le, nem Heisenberg utilizavam, na cons-
trugiio da teoria do Atomo, a geminaglio onda-cor-
ptsculo, que ji aparece na audaciosa concepgiio
einsteineana.
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Essa idea langou-a, como ji dissemos, nesse mesmo
ano de 1925, uma memoria célebre de Luiz de Bro-
glie.

E ela sugerin, logo depois, a Schrodinger a idea
duma meecdnica nova em que o fenémeno ji nio 6
um electrfio mével submetido a forgas, mas uma onda,
cuja funglio caracteristica deve satisfuzer a uma certa
equagfio as derivadas parciais, em que a energia é um
pardmetro. A Schrodinger nem sequer interessava
dar a essa fun¢llo caracteristica das ondas uma signi-
ficagllo fisica; foi Born quem depois atribuiu ao qua-
drado do seu moédulo o significado de densidade de
carga. A teoria de Schrodinger s6 interessava deter-
minar os valores préprios do parimetro energia, de
modo tal que a equagio das ondas tivesse uma solu-
¢lio finica, continua e limitada em todo o espago. E
quais sfio 8sses valores proprios? Sio os niveis de
energia do dtomo.

A aplicagiio da nova mecanica ondulatéria condu-
ziu imediatamente & formula da dispersdo, anterior-
mente achada por Heisenberg, ao célculo da intensi-
dade das riscas do hidrogénio no fenémeno Stark, e
A teoria das perturbagdes. KEssa concordancia dos
seus resultados com a teoria anterior, valorizou, desde
logo, a nova mecéinica, cujos processos, os da teoria
das equagdes diferenciais, tinham ao seu dispor, o que
nflo acontecia com os de Heisenberg, uma das mais
perfeitas e ricas construgdes da andlise matemética.

Em 1927, Davisson e Germer descobriam a di-
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fracglio dos electrdes. Embora de natureza corpus-
cular, 8les produzem interferéncias, como se fossem
radia¢des com um determinado comprimento de onda.
E 8sse comprimento de onda & o previsto pela teoria
de Broglie. Pouco mais tarde, em 1928, Bethe esta-
belecia uma teoria completa da difracclio electrénica,
confirmada pela experiéncia. E ¢ oste, talvez, o mais
s6lido apoio experimental da meecéinica ondulatéria.

No campo puramente matemético, a concepgilo
onda-corptisculo, tem uma notdvel representa¢iio na
teoria das caracteristicas e bicaracteristicas das equa-
¢des diferenciais, que principalmente se dove a
Hadamard e Levi-Civita. So um fen6meno pode ser
representado por um sistema normal de equagdes s
derivadas parciais, as caracterfsticas e bicaracteristi-
cas respectivas traduzem a parte ondulatéria e a
parte corpuscular do fenémeno, nfio sendo possivel
deduzir-se, do simples conhecimento duma das partes
do fenémeno, o sistema de equagdes diferenciais que
o representam.

Este esquema nfio 6 apenas duma grande beleza
teérica. Aplicando as equagdes de Dirae, que silo a
Gltima generalizagio das de Schrédinger, mostrou
recentemente Racah, A custa do conceito de varie-
dade caracteristica, como pode justificar-se em certos
casos, o principio de indetermina¢lio de Heisenberg.

Mas é, sobretudo, nessa dlgebra dos estados, a
que j& aladi, nesse simbolismo em que o conceito de
transformacio e o do grupo dominam todo o racio-
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cinio abstracto, que se encontra, certamente, o pri-
macial instrumento de andlise da fisica moderna,

E, se o dualismo onda-corpusculo traduz, afinal,
como mostron Heisenberg, no campo estritamente
matemdtico, uma simples dualidade de representagdes
equivalentes dos fen6menos atémicos, nio admira que
a teoria fisica hesite na interpretacio désse daalismo.
Para uns, a realidade é o corptisculo e a onda uma
abstracgiio, representativa duma probabilidade. Para
outros, como Bohr, ambos os conceitos sio abstra-
ctos. Mas o que niio pode recusar-se, como lei
fisica, 8o os invariantes dos grupos de transforma-
¢des das grandezas observiveis, E daf provém o
incontestado dominio da teoria dos grupos como
algoritmo fundamental da teoria fisica.

*
* *

Julgo, meus senhores, ter posto suficientemente
em evidéneia, dum lado, a intensidade do labor cien-
tifico, no campo da mecénica atémica, doutro lado,
e a justificar, em parte, essa extraordindria operosi-
dade, a incerteza dos seus resultados, a hesitaclo
das suas Gltimas conclusdes.

Parece-me conveniente para melhor elucidagio de
alguns dos seus mais instantes e mais notdveis pro-
blemas, uma exposi¢ho sumdria dos seus principais
processos de andlise.

Na mecanica clissica, afirmar que um sistema é
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mitltiplamente periodico, é supor que os paridmetros
lagrangeanos ¢; e os respectivos momentos p; sio
susceptiveis de se desenvolver em série de Fourier

2) QI'REQ‘(;?M-.- eizi{nlvl"‘i_"lvl"'"'l‘

sendo vi, vz... as freqiiéncias fundamentais do sis-
tema e my, m2... nimeros inteiros quaisquer. Os
coeficientos ¢, ~do desenvolvimento sdo indepen-
dentes do tempo. Se o nimero de freqiiéncias fun-
damentais é k, o movimento considerado resulta da
sobreposi¢iio dos &£ movimentos fundamentais e do
todos os seus harménicos, uns ¢ outros afectados de
certos coeficientes.

Pretendendo aplicar esta representaglo da teoria
classica & meecdinica atémica, tal como fora criada por
Bohr, é de notar, desde logo, que as freqii®ncias
fundamentais e as amplitudes dos movimentos elec-
trénicos nilo sflo grandezas observédveis. Observiveis
sllo as freqii®necias e as intensidades das riscas os-
pectrais, Por outro lado, nos sistomas da mecanica
clissica as freqiiéncias fundamentais podem ser quais-
quer, ao passo que as freqiiéncias espectrais hio-de
satisfazer ao principio de combinagdo de Ritz, que,
Jjuntamente com a hipétese de existéncia de trajecto-
rias estaciondrias e de niveis energéticos discontinuos,
se traduz no postulado de Bohr

3) wn_wl-k“(m):
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sendo o primeiro membro a diferenga das energias
correspondentes a dois estados estaciondirios e v(mn)
a freqii®ncia correspondente A passagem de um désses
estados para o outro. Sendo cada estado estacionirio
definido por uma conveniente combina¢lio dos niime-
ros quinticos correspondentes a cada electriio, é ma-
nifesta a sua analogia com o harménico da teoria
cldssica. Somente, entre os harménicos e as suas
freqiidneias 6 possivel estabelecer uma correspon-
déncia univoca, ao passo que, na teoria de Bohr, a
cada freqiiéncia espectral correspondem dois estados
estaciondrios,

Recorrea, por isso, Heisenberg & representagio
matricial. Com efeito, uma matriz em que, no eru-
zamento da linha m com a coluna n, se encontra o
elemento

4) . Q(mﬂr) eimiv (uu]l,

dd-nos, para cada parimetro, uma ordena¢do em
fung¢io do tempo. Mas j4 ndlo é possivel determinar
num dado instante, pela soma duma série de Fourier,
o valor duma coordenada lagrangiana, ou dum mo-
mento. A matriz é apenas um conjunto de dados
observiveis na passagem dum estado estaciondrio
para outro; niio comporta uma determinaclio de gran-
dezas num dado instante. Sabemos apenas que o0s
termos diagonais sfio independentes do tempo, visto
que
5) v(nn) = W, — W,=0
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e representam, como os termos independentes do
tempo numa série de Fourier, um wvalor médio do
pariametro respectivo.

E também ainda como numa série de Fourier, em
que cada térmo vem acompanhado do respectivo
conjugado, sabemos que os termos simétricos duma
matriz, em relagfio & diagonal principal, devem ser
conjugados entre si e, portanto, as matrizes da teo-
ria de Heisenberg siio matrizes de Hermite. E daqai
resulta, por ser

6) v (mn)=—v(nm),
em virtade do principio de combinagfio, que
g (mm) e g(nm)

devem ser conjugados. E, portanto, os termos da
diagonal principal devem ser reais.

Na mecanica de Heisenberg ndo se opera, pois,
g0bre naimeros e varidveis numéricas, A custa dos
quais se constroem as equagdes diferenciais do pro-
blema. A 4lgebra das matrizes tem apenas duas
operacdes, a adigio e a multiplicaglio; e, quando
aplicadas & teoria atémica, apenas se exige que a
soma e o produto satisfacam ainda ao principio de
Ritz, se queremos que sses resultados representem,
para cada parametro, a passagem dum estado esta-
ciondrio para outro. Segundo essas regras operatd-
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rias, a soma e o produto de duas matrizes, cujos
elementos sdo, respectivamente 4) e

4!) q’ (mn) eln i(mm)t ,

tém como elementos

6) S (mn) e2=iv(mnt
e

6') P (mn) e®iv(mn)t,
sendo

7) S (mn) = g (mn) + ¢ (mn)
e

7) P (mn) = 2' q(mi) ¢ (in).

A relaglio 7') mostra que a multiplicagio de ma-
trizes nfio é uma operaciio comutativa, o que é fan-
damental no desenvolvimento da teoria. E as rela-
¢bes 6) e 6') mostram que a determinagiio do factor
exponencial é imediata, conhecidos os coeficientes;
de modo que pode dispensar-so a sua escrita, adop-
tando-se as relagdes 7) e T7') como definidoras das
leis operatérias, e o coeficiente como definidor da
matriz.

Com essa convencio, a matriz derivada de ¢ (mn)
6 2ziv q(mn).

Matriz unitdria é a que tem iguais & unidade os
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elementos principais e nulos todos os outros. Repre-
sent4-la-emos por I (mn).

Matrizes reciprocas siio aquelas cujo produto é a
matriz unitdria. Representaremos por A—! a reci-
proca de A. Isto 6,

8) AA-t=I.

Matriz transposta de outra é a que resulta de
trocar nessa outra as linhas em colunas. Represen-
taremos por A a transposta de A ; isto &,

8) A (mn)= A (am).

Na passagem do discontinno para o continuo, ado-
ptou Dirac a evidente substituicio das somas por
integrais; de modo que a lei correspondente do pro-
duto de matrizes serd, em virtude de 7),

) P (mn) = ﬁ (mi) ¢ (in) ds,

resultado que nflo é também comutativo em m o n.
Segundo esta convencilo, a matriz unitéria I (mn)
6 a que satisfaz a condigilo

9) f I (mi) P (in) di = P (mn).

»
* *

Chamemos, com Dirac, nimeros q as grandezas
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matriciais, cujo produto nfio 6, portanto, comutativo,
e numeros ¢ 48 grandezas ordindrias; representemos
as primeiras por maifGsculas e as segundas por mi-
nisculas. E aceitemos o seguinte principio, chamado
de correspondéncia: Se em dois estados estaciondrios
08 nimeros quanticos sdo muito grandes,

@y, Ag...
no primeiro e
b{ 3 b! .

no sequndo, a fregiiéncia v (mn) correspondente & pas-
sagem do primeiro para o segundo, aproxima-se da
freqiiéncia

((I(—h)vg -}-({Iz—-bs)vi—l—...

do harménico da teoria classica correspondente aos
nimeros inteiros a;—b; .

E ficil entdo demonstrar 8ste prineipio fundamen-
tal da teoria de Dirac:

Se A e B sdo nimeros q e a e b os mimeros ¢ cor-
respondentes na teoria cldassica, o elemento (mn) da
matriz

2xi
h

(AB—BA)

tende a coincidir, para grandes nitmeros quanticos,
com o harménico (m—n) do parentesis de Poisson [ab).
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Supde-se, é claro, que as varidveis independentes
sio os parimetros de Lagrange ¢, e os seus mo-
mentos p; de modo que

da b ja 86).

1 = s

Daqui indaziu Dirae, visto que os parimetros ¢; e
os momentos p; da mecénica cldssica satisfazem, evi-
dentemente, As condigdes

[ 1 para i=Fk
1) Pig] 0 parai=k
[P ] =0

o) 0’ quaisquer que sejam @ e k,
Qi Qe|=

que os nimeros ¢ correspondentes da mecénica até-
mica devem satisfazer is condigdes

. para i=Fk
P, Q—P Q={ 27¢
12) 0 para i=k

oy -
fim=5E em todos os casos.

QR—QQ=0
Por outro lado, as equacgdes canénicas da teoria
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cldssica, se for H a hamiltoniana, podem escrever-se

13) ’P'P[HPII

¢i=[Hg]

Portanto. as equagdes do movimento, na teoria
quéntica, poderdo por-se sob a forma

270
h

?Q'a—%i{HQa—Q(B)

(Pﬁ- (H P;—P; H)

14)

sendo H uma matriz.

Como se vé, as relagdes 12) mostram que, tanto
os momentos como os parimetros, sio nimeros ¢
permutiveis entre si dois a dois; um parmetro e
um momento 86 sfo permativeis quando tém indices
diferentes.

Mostram ainda as mesmas relagdes que {udo se
reduz A meefnica cldssica pondo % =0.

As equagdes 12) e 14), induzidas, como dissemos
do principio de correspondéncia, sfio os postulados
da teoria quéntica de Heisenberg-Dirac, mas nilo sio,
como é manifesto, resultados duma demonstracio.

*
* *

Um sistema diz-se nio degenerado quando ndo hé
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dois estados estaciondrios com a mesma energia;
isto &

15) v (mn)=0
quando

m=n.

Por outro lado, o principio da conservaglio da
energia exige que seja nula a derivada da matriz
hamiltoniana H, em ordem ao tempo; isto é

16) 2xiv(mn) H(mn)=0.
Logo, num sistema nfio degenerado,

H (mn) =0,
quando for
m=n.

Isto é, a hamiltoniana H 6 uma matriz diagonal.
E os seus elementos diagonais sfio os niveis de ener-
gia dos estados estaciondrios.

Nos sistemas degenerados, hi estados estaciondrios
para 0s quais a energia 6 a mesma e, portanto,

v(mn)=0.

A matriz H j& nlo serd, em geral, diagonal.

95



INSTITUTO DE ALTOS ESTUDOS

Transformar ama matriz A por meio de outra T
é construir a matriz

17) Ay=T-1AT.

Pois bem, é facil ver que as condigdes 12) cha-
madas de comutagdo, slio invariantes para qualquer
transformacio de matrizes.

Por outro lado, do que atrés fica dito, deduz-se
muito simplesmente que, dado um sistema de ma-
trizes Q; e P;, respectivamente representativas dos
parimetros lagrangianos e dos seus momentos, se
éle satisfaz as condigBes de comutaclio e converte a
hamiltoniana H nama matriz diagonal, ficam, por
8sse facto, satisfeitas as equacdes 14) do movimento
@ 0 problema dindmico fica resolvido. Logo, em me-
ciinica quintica, a resolu¢lio dum problema dinimico
consiste em determinar matrizes de Hermite Q; e P,
que satisfagam s condi¢des de comutagio, embora a
hamiltoniana H, que nelas se exprime, nflo seja dia-
gonal ; e em procurar uma matriz transformadora T,
que converta H numa matriz diagonal.

No caso da continuidade, a que se referem as re-
lagdes 7") e seguintes de Dirac, s#io particalarmente
importantes as chamadas transformagdes unitdrias,
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que satisfazem & condigfio
18) Pef wl,

onde T* representa a matriz conjugada da trans-
posta de T. Essas transformagdes deixam invariante
uma forma hermitiana do espago de Hilbert, a infi-
nitas dimensdes e correspondem &s rotagdes dos
sistemas ortogonais do espaco ordindrio. A trans-
formaglio T que satisfaz A condiglo 18) diz-se nor-
malizada.,

E tudo o que fica dito permite considerar uma
transformaciio de matrizes como uma mudanca de
sistema de coordenadas no espago de Hilbert. Tudo
se reduz, portanto, na resolu¢gio dum problema de
mecénica quintica, a achar um sistema hilbertiano
de coordenadas que torne diagonal a matriz H. Cha-
mar-lhe-emos o sistema (II).

Note-se, de passagem, que a teoria das matrizes
j& tinha estabelecido que a mesma transformagiio
ortogonal que torna diagonal uma matriz, torna
também diagonais todas aquelas que com ela s#o
comutativas.

E tempo de nos referirmos & concepgio de Schro-
dinger e as suas relagbes com a teoria matricial.
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A equagfio das ondas de Schrodinger ¢ da forma

19) H({% %, q:) ¥(=W¥(g),

onde W representa a energia e onde ¥ (g) é a fun-
¢llo das ondas, abreviadamente expressa em todos
os parimetros lagrangianos. Como a hamiltoniana
H(pi, ¢) é fanglio dos parimetros e dos momentos,
supde-se, no primeiro membro de 19), que cada mo-
mento p; é substituido, na expressio de H, pelo
operador diferencial

Como j& dissemos, Schrodinger nfio atribufu ini-
cialmente nenhuma significacio fisica & fun¢io das
ondas V¥ ; procuron apenas determinar os valores da
energia W de modo que a equagfio tivesse uma solu-
¢lo unica, continua e limitada em todo o espago das
fases. Esses valores priprios de W, introduzidos
na equagio de Bohr, fornecem as freqiiéncias espe-
ctrais.

¢Como interpreta Schrodinger, dentro da sua teoria
ondulatéria, a concep¢lio matricial de Heisenberg-
Dirae ?

Notemos, antes de mais nada, que, se a matriz
A (mn) é diagonal, podemos representi-la simples-
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mente por A (m), como é 6bvio; o elemento A (m)
refere-se ao estado estaciondrio m.

Posto isto, suponhamos que o primitivo sistema é
(Q): isto é, um sistema em que os parimetros lagran-
gianos Q sflo matrizes diagonais. E seja T a matriz
transformadora do sistema (Q) no sistema (H) ; isto é

20) T—4 HO T = HEH

sendo H(@ a hamiltoniana no sistema (Q) e H® a
hamiltoniana no sistema (H) (diagonal, portanto).
Pois segundo Schrodinger,

21) H® (m) =Wu;

portanto, a determinagdo dos valores préprios da
equaglio 19) dé-nos a matriz diagonal H. E, se cha-
marmos ¥, (¢) & solucio de 19) correspondente ao
valor W do parametro energia, serd

22) T (nm) = ¥'n (q4),

sendo (g.) o conjunto dos elementos que ocupam a
posiciio » nas matrizes diagonais (Q).

De modo que, determinados, pela equacdio de
Schrédinger, os niveis energéticos W, e as corres-
pondentes fungdes de ondas ¥, (g), a matriz trans-
formadora T fica completamente conhecida.

E aqui estd como se féz o entendimento entre as
duas teorias. A de Schrddinger, como ¢ manifesto,
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pelo mesmo valor algoritmico das equacdes diferen-
ciais, tem um poder de interpretagiio que niio é atin-
givel pela teoria matricial, que conduz, de resto, a
uma infinidade de equagdes simultineas, no caso do
problema discontinuo.

O problema continuo foi resolvido por Dirae, &
- custa da sua teoria da transformacfio, permitindo-lhe
essa teoria deduzir a equaglo das ondas de Schro-
dinger e generalizd-la sob a forma duma equagio
integral, que se chama equagiio de Dirac, em que é
a matriz transformadora T a func¢lio desconhecida, e
que se reduz 4 equaglio de Schrodinger quando a
hamiltoniana é algébrica.

»
» *

Resta-nos averiguar de que maneira serd possivel
interpretar, no campo fisico, os resultados duma
teoria abstracta (se nfio matemdtica no enlace dos
seus conceitos, qudsi sempre estabelecidos, como
vimos, & custa duma correspond®ncia indutiva) ; duma

ria, dizia eu, em que as grandezas sio nimeros ¢
nio comportando uma determinagdo numérica num
dado instante.

E aqui se inicia, na concepclio de Heisenberg e
Dirac, completada pelo significado atribuido por Born
a0 quadrado do moédulo da fun¢do das ondas de
Schrodinger, a mterpretaclo estatistica da teoria
qulntica.
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Como? A custa dos dois seguintes prineipios:

1.°— Uma grandeza representada pela matriz A,
86 pode tomar, como valores, os elementos de A no
sistema (A); isto 6, num sistema em que A seja ma-
triz diagonal ;

2.0 — Se T) é a matriz transformadora do sistema
(A) no sistema (B), |Tyw.|* é a probabilidade de que A
tenha o valor A (m) quando B tiver o valor B(n).

Nio 6 dificil concluir destes principios, por uma
andlise simples, que, sendo Aq e Ap os desvios qua-
driticos médios dum parametro lagrangiano e do
respectivo momento, se verifica a relagiio

h
23) Ap Ag> 55"

E nela se contém o chamado principio de indeter-
minagdo de Heisenberg, que, alids, se deduz também
da concepclio dualistica onda-corpisculo de Broglie.

Numerosas experiéncias tém sido concebidas (em-
bora de impossivel realizagio) em que o referido
principio de Heisenberg, supostas eliminadas todas
as causas de 8rro, seria necessiriamente confirmado.

N#o vou menciond-las, porque nem esta breve re-
senha de conceitos comporta essa exposiglo, nem ela
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é necessdria ao meu intento de ligeiro exame do sen
alcance e das suas conseqiiéneias.

Claro estd que, se por um lado essas experiéncias,
embora ideais, visam a confirma¢lio duma teoria que
nio foi rigorosamente estabelecida por um raciocinio
matemético sem solugdes de continnidade, por outro
lado bastaria uma s6 em contrério para aluir toda a
teoria mecdnica de que as relagdes de Heisenberg
slo uma conseqiiéncia necesséria.

Observemos, antes de mais nada, como o conceito
de probabilidade se introduziu na mecanica quantica,
dando-lhe feiglo estatistica. Tinhamos efectuado o
enlace da teoria matricial de Heisenberg-Dirac com
. a teoria ondunlatéria de Broglie Schrédinger, mas nem
por isso estivamos mais adiantados sob o ponto de
vista da determinagfio numérica das grandezas fisicas,
num dado instante. Nem a representagio por ma-
trizes comporta outro conhecimento que n#o seja o
dum valor médio temporal, definido pelos termos
diagonais, nem a func¢ho das ondas de Schrédinger
tem uma significacfio fisica necessdria. 4O que fize-
mos? Interpretamos simultineamente o quadrado do
mé6dulo duma certa matriz transformadora e o qua-
drado do médulo da fun¢lio de ondas como represen-
tativos duma certa probabilidade, aliando assim as
duas teorias. E, desde entdio, toda a andlise quin-
tica entra nos dominios da estatistica.

Niio confundamos, porém, a fung¢io que o conceito
de probabilidade desempenha na mecénica quéntica
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com a que lhe compete em todos os dominios da
experiéncia. Aquni, as inevitiveis imperfei¢des da
observaglio determinam a incerteza aliatéria que a
teoria dos &rros ensina a corrigir. Além, nflo: a pro-
babilidade intervém intrinsecamente na definiglio do
mesmo campo fenomenal.

¢O que significam as relagdes de incerteza de Hei-
senberg ? Que é impossivel uma ilimitada perfei¢do
simultinea na medida dum parfmetro lagrangiano e
do respectivo momento, visto que o produto dos res-
pectivos desvios quadraticos médios ndo pode ser
inferior a uma certa constante. E, se o pequeno
valor dessa constante nfio consente uma efectiva ve-
rificagio experimental do principio, nem por isso &le
deixa de ser uma conseqiiéncia certa das leis da
mecdnica quintica: se conseguissemos, por uma de-
terminada experiéncia, obter o valor exacto dum
parametro, ficaria, no mesmo instante, completamente
indeterminado o respectivo momento ; para um ponto
movel, o rigoroso exame da sua posiglo, implicaria
a absoluta incerteza da sua quantidade de movimento
e, portanto, da suna velocidade.

Niio serd demais citar um paradoxo célebre do
mesmo Heisenberg, acérea das suas relagles de in-
certeza.

Nada nos impede, diz 8le, de medir, num dado
instante, a posiglio, por exemplo, com uma precisiio
idealmente perfeita; e, num instante futuro, a velo-
cidade, também com o mesmo rigor ideal ; e isso nos

103



INSTITUTO DE ALTOS ESTUDOS

levaria ao conhecimento de ambas as grandezas, num
instanta posterior. TLogo o principio de indetermi-
nacao é falso.

A imperfoigiio déste raciocinio langa muita luz sdbre
o verdadeiro alcance do principio de indeterminagiio.
¢Em que consiste cssa imporfeiclo? Em supor pos-
sivel um observador que nfio influa, com a sua mesma
presenca, nos fenémenos que esti observando. E
ndo 6 assim: tdoda a observaclo perturba o sistema
em que se realiza, alterando o sew estado, a ndo ser
que o estado inicial e a observagdo sejam tais que haja
a probabilidade um, isto é, a certeza, de obter um de-
terminado resultado.

Nio entrarei na andlise daste conceito, magistral-
mente feita por Dirac, ao construir a sua teoria
algébrica dos estados e das observédveis. E é nela,
A custa da nogiio de compatibilidade das observagdes
@ dum principio de sobreposi¢iio de estados em que
superintende a idea de probabilidade, que se baseia
toda a teoria quéntica moderna, e, em especial os
dois principios fundamentais atrds enunciados, e dos
quais deriva o principio de indeterminagfio.

*®
* -

Este principio, de resto, nio é inteiramente novo.
Como se sabe, a velha termodindmica de Carnot-
Clausius, definindo a entropia por um processo de
integragfio, determinava-a a menos duma constante
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arbitraria. E a meclnica estatistica de Gibbs-Bolz-
mann, relacionando a entropia com o conceito de
probabilidade, ndo eliminava essa constante de inte-
gracio.

O principio de Nernst resolvia a dificnldade, mas
ninguém contesta o cardcter arbitririo do seu primi-
tivo enunciado. Por isso, Planck, na sua ZTeoria do
Calor, procurando determinar essa constante, criava
o conceito de células de igual probabilidade. Para
éle, o espago das fases pode dividir-se em células
finitas, tais que, todo o sistema material é decompo-
nivel em sistemas elementares, cada um déles inte-
rior a uma dessas células; e o estado do sistema total,
isto &, o conjunto das observdveis, ndo se altera qual-
quer que seja o deslocamento de cada sistema ele-
mentar dentro da respectiva célula.

iComo isto é j4, e em lingnagem diferente, uma
imperfuita imagem da teoria moderna! Na conce-
pedo de Planck, essas células tém, em cada caso,
dimensdes determinadas e forma definida; e para o
caso dum pardmetro finico ¢ e, portanto, um 86 mo-
mento p, as suas dimensdes satisfazem & condiglio

24) Ap. Ag=h.
¢Que diferenga h4 entre &ste conceito e o principio
de indeterminagfio ? Apenas esta: a substituigfio- de

uma igualdade por uma desigualdade e a iliminac¢io
da idea de forma para as células de igual probabili-
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dade: desde que a dria do rectdngulo de lados Ap e
A g se nlio altere, as dimensdes dos lados sdo indife-

rentes.

%
* *

No principio de Heisenberg, como vimos, h4, por-
tanto, a afirmaglio, dentro da teoria quantica, da
impossibilidade de determinar, num dado instante,
com ignal e tedricamente ilimitada precisfio, os pares
de varidveis canénicas, & custa dos quais, a mecénica
clissica, por intermédio das suas equacdes diferen-
ciais, prevé o futuro dum sistema dinimico. KEssa
impossibilidade de previsio da mecénica quintica
deriva da sua mesma natureza estatistica; e, embora
pondo de parte a insuficidncia da sua estrutaragio
matemética e atribuindo o maior valor & confirmacio
experimental das suas doutrinas, nfio confundamos a
impossibilidade de utilizagio, por seu intermédio, do
principio de causalidade no estabelecimento das leis
fisicas, com a negaclio do referido principio como
norma do conhecimento.

Nio vem, talvez, longe a hora em que seja possivel
construir um mais perfeito esquema da realidade
atdbmica. Ainda hd pouco o desejava e vaticinava
Bohr, julgando esgotadas as possibilidades da teoria
quéintica, por incapacidade de resoluglo dos pro-
blemas do nicleo. E, se assim for, nflo sofrerd a
injaria duma desclassificagio peremptéria e irreme-
didvel aquele principio de conservago a que eu
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aludia no prélogo desta minha prética: o que fica das
teorias que vacilam e baqueiam, o conjunto das rela-
¢des invariantes duma teoria para outra, é cada vez
mais solido, mais extenso e mais claro. Porqué?

Certamente porque, no mesmo interésse da teoria
nova, figura, como condi¢gio da sua perdurabilidade
e do seu @&xito, o respeito daqueles conceitos da
teoria anterior aos quais uma rigorosa experimenta-
¢lio conferira foros de verdade. E éste espirito
conservador da esséncia nfio 6, na evolucio cientifica,
incompativel com a modalidade revoluciondria dos
processos ; porque a discrepincia formal désses pro-
cessos envolve, cada vez mais, uma concordincia de
sentido: o de considerar a lei fisica como o invariante
dum grapo de transformagdes, cuja generalidade leva
implicita a da lei respectiva.

E quem afirmar que é & luz désse conceito de grupo
que hd de estruturar-se tdda a teoria fisica, como ji
se estruturou tdda a teoria geométrica, nfio correr4,
certamente, o risco dum fécil desmentido.

Esse grupo fandamental, cujos invariantes sdo as
leis natorais, é que nfio serd ji um grupo de trans-
formagdes pontuais, deixando invariante uma certa
forma quadrética, como nos espagos riemannianos;
mas sim am grupo de transformagdes de contacto,
como supde o recente principio da subjectividade de
Mariani. Segundo essa concepgfio, o sistema mével
6 apenas o suporte pontual duma multiplicidade ca-
racterfstica, cujo elemento gerador j4 nlo é o ponto,
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mas sim o elemento de contacto; e a sua estrutura
j4 ndo é, em geral, invariante. Neste conceito se
filia, ndo 86 uma generaliza¢io do principio da rela-
tividade, mas também uma interpretagio das incer-
tezas de Heisenberg e da dualidade onda-corptscalo
da teoria de Broglie. E assim podem incluir-se na
mesma figuraclio mateméitica a mecénica relativista o
a mecénica quintica.

| Mais uma confirmagiio do principio de unidade!
{Mais um passo para essa estrutura¢fio unitdria que
ao espirito humano se afigura um ideal de perfei¢io
e um modélo de inteligénecia do universo! |[Mais um
testemunho iniludivel da harmoniosa sabordinagio
das leis 4s premissas do entendimento! Aquele en-
tendimento cujas asas tiveram, no dizer de Sécrates,
o abrolhar inquieto da denti¢fo infantil; e cujo voo,
ora hesitante, ora sereno e firme, tem como destino
a verdade e como galardfio a gléria da sua mesma
existéncia!

———

1'@\'
N,

cunire gldneis viva

OE CARVALHG

-

108




ERRATA






© % I

ENTRG CIENCIA VIVA 1329653“?.

unluuu-l oE COMBAA







	Modernas concepções da mecânica
	RELATIVIDADE
	MECÂNICA QUÂNTICA

