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CAPITULO 1

Natureza abstracta da matematica

No seu inicio, o estudo da matematica presta-se a
provocar uma decepcdo. As suas importantes aplica-
coes, o interesse teorético das suas ideias, bem como o
rigor légico dos seus métodos, dao certamente a impres-
sao de ser possivel obter, com o seu auxilio, uma rapida
introducdo ao conhecimento de miatérias do mais alto
interesse. Dizem-nos que, com a sua ajuda, se pesam as
estrelas e se contam os bilices de molérulas numa gota
de 4gua. Contudo, tal como o espirito do pai de
HAMLET, esta ciéncia escapa-se furtivamente ao esforco
mental que tenta agarra-la — «Esta aqui», «esta acolay,
«Foi-se» — e o que nés realmente vemos nao sugere a
mesma desculpa de falsa aparéncia que podemos dar
no caso do espirito, nobre de mais para ser apreendido
pelos nossos métodos grosseiros. Aquela «atitude de
violéncia» que o personagem da representacio do
HAMLET diz nao ser razoavel tomar, podera ser des-
culpdvel relativamente aos resultados triviais que
enchem as paginas de muitos tratados elementares de
matematica.
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A razdo do fracasso da matematica em correspon-
der a sua reputacdo, estd em que as ideias fundamen-
tais desta ciéncia nfo sdo expostas aos estudiosos
desembaracadas dos processos técnicos invenlados para
facilitar a sua exacta formulacio em casos particulares.
Nestas condicdes, o infortunado aprendiz tem que lutar,
na sua aprendizagem, com uma massa enorme de por-
menores, sem ter a orientd-lo qualquer conceito de
ordem geral. Sem divida, a facilidade técnica é uma
primeira condicdo para se exercer uma actividade men-
tal eficiente: como poderiamos apreciar o ritmo de um
MILTON, ou a paixao de um SHELLEY, se nos fosse
necessario soletrar as palavras ou se tivéssemos hesita-
cado quanto a forma das préprias letras? Neste sentido
pode dizer-se que, em ciéncia, ndoc ha estradas reais.
Mas é igualmente um erro prestar exclusiva atencdo
aos processos técnicos, sem consideracdo pelas ideias
gerais. Fazer tal é abrir o caminho ao puro pedantismo.

O nosso objectivo, nos capitulos seguintes deste
livro, nao é ensinar a Matemdatica, mas apenas mostrar
aos estudiosos, desde o inicio da sua aprendizagem, o
que é e de que trata esta ciéncia, e porque é que ela
€, necessariamente, utilizada na fundamentacao dos jui-
zos exactos quando aplicada no estudo dos fenémencs
naturais. Qualquer alusdo que venha a fazer-se a dedu-
cdes pormenorizadas devera ser tomada como mero
exemplo; tentaremos sempre tornar compreensiveis os
argumentos de ordem geral, mesmo que, aqui e acola,
tenha que ser usado qualquer processo técnico ou sim-
bolo que o leitor ndao conheca bem.

O primeiro contacto que muita gente tem com a
matematica faz-se através da aritmética. O facto de que
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dois e dois sao quatro, é tomado vulgarmente como um
tipo simples de proposicdo matematica que toda a gente
conhece. A aritmética é pois um magnifico assunto para
nos auxiliar a descobrir as caracteristicas mais 6bvias
desta ciéncia. Comece-se por notar que a aritmética é
aplicada a todas as coisas, a gostos e a sons, a macas
e a anjos, a ideias do cérebro ou aos ossos do corpo.
A natureza das coisas é perfeitamente indiferente; seja
ela qual for, é sempre exacto que dois e dois sdo quatro.
Assim, nés afirmamos que a caracteristica dominante
da matematica é que ela trata de propriedades e nocdes
que sdo aplicAveis a coisas, precisamente porque sao
coisas, independentemente de quaiquer sentimentos par-
ticulares, emocdes ou sensacoes com elas relacionadas.
E por isto que se diz que a matemidtica é uma ciéncia
abstracta.

A conclusio a que chegdmos merece atencao.
E natural pensar que uma ciéncia abstracta nao podera
ser de muita importdncia nos negdcios correntes da
vida, uma vez que ela ndo considera coisas de interesse
real. Deve recordar-se que SWIFT, na sua descricio
da viagem de GULLIVER a Laputa tem duas opinices
a este respeito. Descreve os matematicos deste pais como
sonhadores estiipidos e intteis cuja atencdo tinha de
ser despertada por palmadas. Assim o alfaiate mate-
matico mede a sua altura por meio dum quadrante
deduzindo as outras dimensées por meio duma régua e
dum compasso, o que o leva a fazer fatos desajeitados.
Por outro lado, os matematicos de Laputa, com a sua
maravilhosa invencao da ilha magnética flutuante no ar,
governam o pais e mantém a sua ascendéncia sobre os
sthditos. SWIFT, na verdade, viveu num tempo pouco
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proprio para trocar dos matemaéticos seus contempora-
neos. Os Principia de NEWTON acabavam, entdo, de
ser escritos: eles sdo como se sabe uma das maiores
forcas que transformaram o mundo moderno. SWIET
poderia igualmente ter feito troca de um verdadeiro
terramoto.

Mas uma simples lista das realizacoes da matemafica
é um modo pouco satisfatério para chegar a ter uma
ideia da sua importancia. Vale a pena dispender um
pequeno esforco em procurar saber a razao fundamental
que justifica o emprego da matemidtica, justamente
porque é abstracta, como um dos topicos mais impor-
tantes do pensamento. Tentemos esclarecer porque é
gue as .explicacoes da ordem de sucessio dos aconteci-
mentos fisicos tendem a ser de natureza matematica.

Vejamos como os diferentes acontecimentos estio
relacionados uns com os outros. Quando nés vemos
um relampago, esperamos ouvir o trovao; quando ouvi-
mos o vento vemos as ondas no mar; no outono vemos
as folhas cair. Por toda a parte reina a ordem, de modo
que quando alguns factos s@o observados podemos
prever que outros serdo produzidos. O progresso da
ciéncia consiste na observacdo destas interconexdes, e
em mostrar que os acontecimentos deste mundo, em
constante transformacao, sdo apenas exemplos de algu-
mas relacoes ou conexdes gerais chamadas leis. Ver o
gue é geral naquilo que é particular, e o que é perma-
nente naquilo que é transitério, é o objectivo do pen-
samento cientifico. Para a ciéncia, a queda de uma
maci, o movimento de um planeta em volta do sol,
e o arrastamento da atmosfera pela terra, sdo conside-
rados exemplos de uma mesma lei que € a lei da gravi-
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tacdo universal. Esta possibilidade de separar as mais
complexas circunstancias evanescentes em varios exem-
plos de leis permanentes, é a ideia directiva do pen-
samento moderno.

Vejamos agoré que espécie de leis sdo precisas para
realizar completamente este ideal cientifico. O conhe-
cimento que temos dos factos particulares do mundo,
que se passam a nossa volta, é obtido através das nos-
sas sensacoes. Nos vemos, ouvimos, cheiramos, sabo-
reamos, sentimos quente e frio, empurramos, esfrega-
mos, doemo-nos e gueixamo-nos. Estas sdo justamente
as nossas préprias sensacoes pessoais: a minha dor de
dentes nao pode ser a vossa dor de dentes, e a minha
vista ndo pode ser a vossa vista. Mas nés atribuimos
a origem destas sensacées a relacoes entre as coisas
que formam o mundo exterior. Assim o dentista ndo
extrai a dor de dentes, mas sim o dente. E nao apenas
isto mas também nos esforcamos por imaginar o mundo
como uma coleccdo ligada de coisas que servem de base
as percepcoes de toda a gente. Nao hd um mundo de
coisas para as minhas sensacGes e um outro para as
vossas, mas um mundo no qual ambos existimos. Ouvi-
mos e tocamos o mesmo mundo que vemos. E facil
portanto compreender que devemos descrever as
conexdes entre as coisas exteriores de umy modo nao
dependente de qualquer sensacdo particular, muito
menos das sensacoes de qualquer pessoa particular. As
leis que s@o verificadas no decurso dos acontecimentos
no mundo das coisas exteriores devem ser descritas,
sendo possivel, de uma maneira neutra e universal, a
mesma para os cegos como para os surdos, e a mesma
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para seres com faculdades para além das normais como
para seres humanos normais.

Mas quando pomos de lado as nossas sensacoes
imediatas, a parte mais util — pela sua clareza, pre-
cis@o e universalidade — do que é deixado, compde-se
das nossas ideias gerais sobre as propriedades abstrac-
tas formais das coisas; sdo de facto as ideias matema-
ticas abstractas que menciondmos acima. Daqui resulta
que, pouco a pouco sem indicar o completo significado
do processo, a espécie humana tem sido conduzida a
procurar uma descricio matemdtica, das propriedades
do universo, justamente porque, sé desta maneira, pode
formar-se uma ideia geral da sucessio dos aconteci-
mentos, livre de qualquer referéncia a pessoas parti-
culares ou a tipos particulares de sensacao. Por exemplo,
podedse perguntar num jantar: «que é aquilo que jus-
tifica a minha sensacdo da vista, a vossa do tacto e a
doutro do paladar e do cheiro»? A resposta pode ser
«uma maca». Mas na sua analise final a ciéncia procura
descrever uma macd em termos de posicoes e movi-
mentos de moléculas, isto é, uma descricio indepen-
dente da minha pessoa, da vossa ou da do outro, e
igualmente independente do tacto, da vista, do paladar
e do cheiro. Assim as ideias matematicas, em virtude
de serem abstractas, ddo-nos aquilo que precisamos
para uma descricao cientifica do decurso dos aconte-
cimentos.

Este ponto tem sido vulgarmente mal compreendido
ou tem sido apreciado duma maneira bastante limitada.
Pitdgoras vislumbrou-o quando proclamou que os niime-
ros eram a origem de todas as coisas. Nos tempos
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modernos a crenca de que a explicacéo tltima de todas
as coisas devia encontrar-se na mecanica Newtoniana
constituiu um esboco desta verdade: a ciéncia quandc
se desenvolve e tende a aperfeicoar-se, torna-se mate-
matica nas suas ideias e conceitos.






CAPITULO 1I

Variaveis

A matematica, como ciéncia, nasceu no dia em que
alguém, provavelmente um grego, pela primeira vez
demonstrou proposicoes acerca de «qualquer» coisa ou
sobre «alguma» coisa, sem referéncia a coisas particu-
lares determinadas. Estas proposicoes foram primeira-
mente enunciadas pelos gregos, no dominio da Geo-
metria, e, de acordo com isto, pode dizer-se que a Geo-
metria foi a grande ciéncia matematica grega. Depois
da criacio da Geometria, decorreram muitos séculos
antes que a Algebra pudesse desenvolver-se, isto a des-
peito de algumas timidas antecipacoes feitas pelos tlti-
mos matemaéaticos gregos.

As ideias de «qualquer» e de «algum» sao introdu-
zidas na Algebra pelo uso de letras, em vez dos niime-
ros da aritmética. Assim, em vez de dizer que
2 + 3 =3 + 2, afirma-se na Algebra que, sendo de
um modo geral, x e y dois niimeros «quaisquer», se tem
sempre x + y = y + x. Da mesma maneira, em vez
de dizer que 3 > 2, podemos generalizar, e afirmar
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que se x for um nimero «qualquer», existird «algum»
nimero (ou nimeros) y tais que y > x. De passagem,
notemos que esta tiltima suposicio — porque em ltima
analise nao é sen@o uma suposicao — é de vital impor-
tancia, tanto em filosofia como na matematica, porque
é através dela que se introduz a nocao de infinito. Deve,
talvez, pensar-se que o que levou os matemaéticos a
adoptar por conveniéncia técnica, o uso de letras na
representacdo de «qualquer» nimero ou de «alguns»
numeros, foi a introducdo, na notacdo arabe, dos alga-
rismos que, lma vez adoptados, substituiram comple-
tamente as letras na escrita dos ntmeros. Os roma-
nos escreviam o ano em que redigimos este livro
MDCCCCX, enguanto que nés hoje escrevemos 1910,
deixando assim as letras para o outro fim. Mas isto é
mera especulacdo. Depois da criacio da Algebra foi
inventado o caleculo diferencial por NEWTON e
LEIBNIZ, seguindo-se uma longa pausa no progresso
da filosofia da matematica pelo que diz respeito a estas
nocoes, devendo afirmar-se que, apenas nos ultimos
anos, foi novamente reconhecido que as ideias de
«qualquery e «algum» sao de importancia fundamental
em matematica; daqui resultou terem sido abertos,
ultimamente, novos dominios no campo da investiga-
cao matematica.

Vamos dar alguns exemplos simples, com o fim de
fazer compreender exactamente ‘como ocorrem estas
ideias fundamentais.

(1) Para «qualquer» nimero x, éx + 2 = 2 + x;
(2) Para «algum» nimero x é x + 2 = 3;
(3) Para «algum» ntmero x, é x + 2 > 3.~
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Devemos notar, em primeiro lugar, as possibilidades
contidas no significado de «algum» aqui expressas. Visto
que x 1+ 2 = 2 + x para «qualquer» numero x, isto
mesmo ¢é verdadeiro para «algum» nimero x. Assim,
tal como aqui se emprega, «qualquer» implica «algum»
e «algum» nao exclui «qualquer». Por outro lado, no
segundo exemplo, h4 de facto apenas um nimero x
que verifica x + 2 = 3, e este é o numero 1. Logo,
neste caso, «afgum» pode apenas ser um certo namero.
Mas, no terceiro exemplo, qualquer niimero x que seja
maior do que 1, verifica x + 2 > 3. Ha entdo um
numero infinito de niimeros que correspondem ao que
acima se escreve: para «algums» ntimero x, é x -+ 2 > 3.
Assim, «algum» podera situar-se entre «qualquer» e
«somente ums, incluindo qualquer destes casos limites.

E natural substituir as proposicées (2) e (3) pelas
perguntas:

(2’) para que nimero x é x+ 2 = 3?2
(3’) para que nimeros x é x + 2 > 3?

Consideremos (2’); x + 2 = 3 é uma equacio, e
é facil ver que a sua solucio € x = 3 — 2 = 1. Quando
se formula a pergunta relativa & equacdo x + 2 = 3, x
é chamada a incégnita. O objectivo da resolucdo da
equacdo é a determinacao da incégnita. As equacdes tém
grande importancia na matematica; pelo que diz res-
peito a (2'), talvez haja quem tenha a impressio de
que lhe corresponde um significado mais completo e
fundamental do que o que estd contido na proposicao
original (2). Isso é, contudo, inteiramente falso. O con-
ceito de «varidvel» nido determinada que estd contido
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nas expressdes de «algum» ou «algumay e de «qualquer»,
é o que é realmente importante em matematica; por
outro lado, o conceito de «incégnifta» de uma equacao
que deve ser resolvida o mais expeditamente possivel,
embora importante, deve considerar-se como inferior
ao primeiro. Uma das causas da aparente trivialidade
de muitos livros de algebra elementar é a preocupacao
que os seus autores manifestam pela resolucio das equa-
coes. Estas mesmas observacées devem aplicar-se a
resolucdo da desigualdade (3’) quando comparada
com a proposicao original (3). Atenda-se agora a que,
na grande maioria das mais interessantes foérmulas,
especialmente quando esta implicita a ideia de «algum»,
intervém mais do que uma variavel. Por exemplo, a
consideracdo dos pares de ntiimeros x e y (inteiros ou
fraccionarios) que satisfazem a x + y = |, envolve a
ideia de duas variaveis x e y correlacionadas. Quando,
assim, existemn duas variaveis, os mesmos dois referidos
tipos de proposicoes se apresentam. Por exemplo:

(1) para «qualquer» par de nimeros x e y,
x+ty=y-+x;
(2) para. «alguns» pares de nimeros x e y,

x+y=1

(4 1

O segundo tipo de proposicao sugere a consideraciao
dos conjuntos de pares de ntimeros que estdo ligados
por determinada relacéo fixa — no caso citado, pela rela-
cio x + y = I. Uma aplicacdo das férmulas do pri-
meiro tipo, vélidas para «qualquer» par de niimeros, €
a que consicte em fazer substituir qualquer férmula do
segundo tipo por numero indefinido de formas equiva-
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lentes. Por exemplo, a relacio x + y = 1 é equiva-
lente as relacoes:

yvt+tx=1 (x—y) +2y=1 6x + 6y = 6, etc..

Por esta forma, um matematico hébil é sempre
capaz de utilizar, relativamente a certa expresséo que
tenha de considerar, a forma equivalente mais conve-
niente ao fim que tem em vista.

Quando um par de termos satisfaz a uma deter-
minada relacdo, isto, em geral, ndo quer dizer que,
fixado um dos termos, o outro esteja igualmente fixado.
Por exemplo, quando x e y satisfazem a relacéo
y* = x, atribuindo a x o valor 4, y podera ser igual
a + 2 ou a— 2, quer dizer, a um valor positivo de x
correspondem dois valores para y. Do mesmo modo,
na relacdo x + y > |, dado um valor a uma das varia-
veis, a x ou a Y, poderdo atribuir-se infinitos valores
a outra.

‘Ha ainda um outro ponto importante a notar. Se
nos limitarmos aos niimeros positivos, inteiros ou frac-
ciondrios, verificamos que, na relacdo x + y = |, atri-
buindo a x ou a § um valor maior do que 1, nao havera,
para a outra variavel, valor que convenha a relagao.
Assim, o campo que a relacdo oferece aos valores de x
é limitado aos ntimeros inferiores a |, e o mesmo se
dird do campo dos valores de y. Por outro lado, con-
siderando apenas nimeros inteiros, positivos ou nega-
tivos, vejamos que pares de nimeros satisfazem a rela-
cdo y2 = x. Verifica-se que qualquer que seja o valor
atribuido a y, virdA para x um certo numero inteiro.
Deste modo, o campo dos valores de y nao tem qual-
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quer limitacdo entre os nuimeros inteiros, positivos ou
negativos. Quanto ao campo de valores de x, esse é
limitado de duas maneiras. Em primeiro lugar, x deve
ser positivo e, em segundo lugar, visto que supusemos
y inteiro, x deve ser um quadrado perfeito. Por este
modo, o campo de x reduz-se ao conjunto dos inteiros
12 22, 32, 42, etc., isto é, 1, 4, 9, 16, etc..

O estudo das propriedades gerais duma relacido
entre pares de numeros é facilitado pelo uso de um
diagrama construido da seguinte maneira:

Tracem-se duas rectas OX e OY, perpendiculares;
seja um ndmero qualquer x representado por x unida-
des (em qualquer escala) de comprimento segundo OX
e y, por y unidades de comprimento segundo OY. Deste
modo, se OM é igual a x unidades, e ON é igual a y
unidades, completando o paralelogramo OMPN, deter-
minamos um ponto P que corresponde ao par de nime-
ros x e . A cada ponto corresponde um par de niimeros,’
x e y. A cada ponto corresponde um par de nimeros,
e cada par de niimeros corresponde um ponto. Estes
nimeros so chamadas as coordenadas do ponto. Por
este modo os pontos cujas coordenadas satisfazem a
uma determinada relacio, podem ser indicados, quer
tracando uma linha, se todos eles estiverem sobre esta
linha, quer sombreando uma area se todos eles sao pon-
tos desta area. Se a relacéo é representada por uma equa-
cdo como x+y =1 ou y?>= x, entdo os pontos
ficam numa mesma linha, que é uma recta, no primeiro
caso, e uma curva, no segundo. Por exemplo, consi-
derando apenas niimeros positivos, os pontos cujas coor-
denadas satisfazem a x + y = 1, estdo todos sobre a

linha recta AB da fig. 1, sendo OA =1 e OB = 1.
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Assim, o segmento de recta AB da uma representacio
grafica das propriedades da relagdo sujeita a restricao
qgue indicAmos —- niimeros inteiros.

Um outro exemplo de uma relacio entre duas varia-
veis é-nos dado pelas variacoes da pressao e do volume
de uma dada massa de gas, como o ar, a temperatura
constante. Seja v o niimero de pés ciibicos de um certo
volume de gis e p a pressdo em libras-peso por pole-

gada quadrada. A lei, conhecida como lei de BOYLE,

Y,
B
XP
1IN
Yy
0 x M1 A X

Fig. 1

que exprime a relacdo entre p e v, quando sdo variaveis,
afirma que o produto pv é constante, a temperatura
constante. Suponhamos, por exemplo, que a quantidade
de gas e as outras circunstincias sdo tais que podemos
escrever pv = | (o nimero exacto do segundo mem-
bro ndo tem uma importincia essencial).

A fig. 2 indica as duas linhas OV e OP, perpen-
diculares; OM representa v unidades de volume, e
ON. p unidades de pressio. Tracando o paralelogramo
OMQN, obtém-se o ponto Q que representa o estado
do gas quando o volume é de v pés ciibicos e a pressao
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de p libras-peso por polegada quadrada. Se as circuns-
tancias da massa de gas considerada sdo tais que
pv = 1, entdo todos os pontos Q que correspondem a
um estado possivel da mesma massa de gas, devem
estar sobre uma linha curva ABC que contém todos
os pontos para os quais p e v s@io positivos e que satis-
fazem a pv = 1. Assim esta linha da uma representacao
gréfica da relacio que existe entre o volume e a pres-
s@o. Quando a pressdo é muito alta, o ponto correspon-

P ¢
B
(]
” \_—'O—A
: P z
0 v 7] v
Fig. 2

dente Q deve estar perto de C, ou mesmo para além
de C, na parte nio tracada da curva; entdo o volume
serd pequeno. Quando o volume é, pelo contrério,
muito grande, o ponto Q est4 perto de A, ou para além
de A; e entdo a pressio serd pequena. Notar que um
engenheiro ou um fisico pode desejar saber a pressdo
particular que corresponde a um determinado volume.
Temos entdo a determinacdo da incégnita p, sendo v
um nimero conhecido. Mas isto é apenas um caso par-
ticular. E na consideracao geral das propriedades do
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gas e na do seu comportamento, que o fisico deve ter
na sua mente a forma geral da curva ABC e as suas
propriedades. Por outras palavras, o conceito realmente
fundamental é o de par de varidveis que satisfazem a
relacdo pv = I. Este exemplo mostra como a nocao
de variaveis é fundamental, tanto nas aplicacoes como
na teoria da matematica.






CAPITULO III

Meétodos de aplicagao

Nas aplicacoes da matematica é extremamente 1til,
pelo seu valor, o processo segundo o qual se utiliza a
nocdo de variaveis que satisfazem a determinada rela-
¢do, e é por isso conveniente dedicarmos alguma aten-
cao a este assunto.

Comecemos por um exemplo simples:

Admitamos que, na edificacdo de prédios, o custo
de construcdo seja de | xelim por pé ciibico; por
outro lado, sabe-se que 1 libra esterlina é igual a
20 xelins.

Tomando como lei fixa estas relacoes, diremos que
na construcdo de uma casa, quaisquer que sejam as
complexas circunstincias que possam verificar-se
durante a construcio e sejam quais forem as sensa-
coes e emocoes do proprietario, do arquitecto, do
construtor, dos operarios ou dos proprios espectadores,
é constante a relacdo entre o volume e o custo da casa;
mais precisamente, designando por x o nimero de pés
cubicos e por y o custo, em libras, podemos escrever:

20y = x
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Tal relacao entre x e iy é tomada como verdadeira
na construcdo de uma casa, seja qual for o proprietario.
E claro que ndo pode supor-se que, quer o volume da
casa, quer o seu custo, s@o directamente apreendidos
ou revelados por uma sensacdo particular ou faculdade
especial de um homem privilegiado. Admitimos que sdo
estabelecidos de uma maneira abstracta, geral, inde-
pendentemente do estado de espirito do proprietario
que paga a conta.

Insistamos um pouco mais sobre o significado do
que acabamos de dizer. A construcio de uma casa é
um conjunto complicado de circunstancias. Podera ser
possivel, na marcha geral dos acontecimentos, reconhe-
cer que um dado conjunto de ocorréncias constitui um
caso particular na referida construcdo, sem que isto
possa significar uma aplicacBo ou uma verificacio da
lei admitida. Em resumo, podemos conhecer uma casa
que vimos construir e saber, portanto, que determi-
nados acontecimentos se passaram durante a construcdo;
isso podera permitir que sejam determindveis os ele-
mentos necessarios para avaliar o volume e o custo da
casa, Quando assim acontece e sao efectivamente deter-
minados esses elementos, devera ser satisfeita a fér-
mula geral

20y = x

caso a lei admitida seja verdadeira.

Mas que é uma lei verdadeira? As pessoas que
conhecem bem o negécio de construcoes sabem que
admitimos aqui um preco de custo relativamente alto.
Aplica-se a casas excessivamente caras. A propdsito,
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devemos esclarecer um ponto. Quando se faz um cal-
culo baseado na férmula 20y = x, é indiferente saber
se a lei é verdadeira ou falsa. De facto, o significado
atribuido a x ou a y, quer x represente pés cibicos e 7,
libras esterlinas, quer ndo, isso ndo tem a menor impor-
tancia. No calculo matematico interessam apenas as
propriedades da correlacio estabelecida entre os niime-
ros variaveis x e y. Os resultados obtidos serdo aplica-
veis representando, por exemplo, y um certo niimero
de pescadores e x o niimero de peixes que eles pescam.
A lei admitida significa que, em média, cada pescador
apanha 20 peixes. A certeza matematica da determina-
cido efectuada apenas diz respeito aos resultados con-
siderados como exprimindo propriedades da relacao
20y = x. Relativamente ao exemplo das casas, nenhuma
certeza matematica podera ser afirmada quanto ao custo
de uma nova construcdo a fazer. Se a lei nao for com-
pletamente verdadeira, nao serad inteiramente exacto o
resultado que ela fornece. Podera mesmo ser desgraca-
damente falso.

Tudo o que acabamos de dizer podera parecer por
demais evidente. Mas, na verdade, em casos mais com-
plicados, € um erro muito generalizado admitir, que,
por virtude de terem executados calculos matematicos
extensos e de grande exactiddo, se pode ter confianca
absoluta na aplicacdo dos resultados desses calculos aos
factos naturais. Qualquer calculo matematico, feito a
proposito de factos naturais, baseia-se sempre numa
lei da natureza que é admitida, como nds aqui admi-
timos a lei do custo da construcio de casas. Mas, por
mais exactamente que tenha sido determinado que certo
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acontecimento devera produzir-se, devemos sempre
percguntar — E verdadeira a lei admitida?

[E certo que uma lei fornece sempre um resultado
preciso, contudo uma lei nunca é completamente ver-
dadeira. Quer dizer, por maior precisio que haja no
calculo de um resultado obtido através de uma certa
lei, isso nédo significa que este resultado possa ser intei-
ramente confirmado.

As leis, pois, nunca sao inteiramfente verdadeiras;
contudo poderdo ser consideradas, quando estabeleci-
das, como suficientemente boas; e com isto devemos
contentar-nos, visto que é forcoso reconhecer que as
nossas faculdades de observacio sio limitadas e estdo
por isso longe de ter uma precisio ideal.

Vejamos o caso da lei da gravitacao universal des-
coberta por NEWTON. Esta lei afirma que dois corpos
se atraem com uma forca proporcional ao produto
das suas massas, ¢ na raziao inversa do quadrado da
distincia. Se m e M sdo as massas dos dois corpos,
avaliadas, por exemplo, em libras, e d a distincia, em
milhas, que os separa, a forca de atraccdo é proporcio-

mM

d!

nal a

esta forca pode fazer-se igual a K ,

sendo K um niimero que depende da grandeza abso-
luta desta atraccio e também das unidades escolhidas
para medir a forca. E facil wverificar que K é muito
pequeno, avaliando, por exemplo, o peso de uma massa
KEmM
72
igual a4 forca com que se atraem duas massas iguais a
1 libra, 2 distancia de 1 milha; esta forca é extrema-

igual a 1 libra. Fazendo m =M =1, vem

mente pequena.
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Se designarmos a forca de atraccio por F, temos:

m M
a2

F=K

isto é, uma determinada relacdo entre as variaveis
F, mi M e d.

E bem conhecida a histéria da descoberta desta
lei. Conta-se que NEWTON a descobriu ao ver cair uma
maca. Pode ser que a formulacdo da lei lhe tivesse
ocorrido, por acaso, num pomar, mas também pode
ter sido em qualquer outra parte. O que é certo é que
ela nido teria sido descoberta se nido tivessem sido
preparadas as condicoes para a sua exacta formulacao,
durante muitos séculos de trabalho feito por muitos
outros homens. Em primeiro lugar, foi necessario criar
o estado de espirito matematico e os processos mate-
maticos a que nos referimos nos capitulos anteriores.
De outra maneira NEWTON nunca teria podido pen-
sar numa férmula que representa a forca entre duas
massas «quaisquer», situadas a uma distdncia «qual-
query, uma da outra. Além disso, qual é o significado
dos termos empregados, forca, massa, distancia? Tome-
mos o mais simples destes termos, a distincia. Pare-
ce-nos ser extremamente tlaro considerar todos os
corpos materiais como constituindo um todo geomé-
trico finito, concebendo-se facilmente que as distancias
entre eles possam ser medidas, tomando uma certa
unidade de comprimento, como a milha ou a jarda.
Mas isto, em que quase se resume o primeiro aspecto
que nos pode ser apresentado de uma estrutura mate-
rial, é o resultado gradualmente obtido do estudo da
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Geometria e da teoria da medida. E nem sempre é
assim; por vezes € mais conveniente adoptar outros
modos de proceder. Por exemplo, num pais monta-
nhoso poderd ser mais claro avaliar as distancias em
horas. Passando do termo distancia, aos outros termos,
forca e massa, reconhecemos que sfo mais obscuros.
A exacta compreensio das ideias que NEWTON quis
fazer traduzir por aquelas palavras, desenvolveu-se
com muita lentiddo, e, na verdade, foi o préprio
NEWTON o primeiro a dominar, com mestria, os ver-
dadeiros principios gerais da DinAmica.

Durante toda a Idade-Média, sob a influéncia de
ARISTOTELES, a ciéncia seguiu caminho errado.
NEWTON teve a vantagem de nascer depois de uma
série de grandes homens, como GALILEU, na Italia,
que durante os dois séculos anteriores ao seu nasci-
mento reconstruiram a ciéncia, inventando os métodos
exactos de raciocinio. NEWTON completou este tra-
balho. Tendo adquirido ideias claras e precisas sobre
as forcas, as massas e as distancias, pode compreender
como elas se ligavam quer na queda de uma maca,
quer no movimento dos planetas, descobrindo a lei
da gravitacdo que rege todos esses movimentos.

O ponto vital na aplicacdo das férmulas matema-
ticas é ter ideias claras e uma correcta compreensao
da sua ligacioc com os fenémenos naturais. Tanto como
nés, os nossos remotos antepassados, impressionados
com a importadncia dos fenémenos naturais, tiveram
sem diavida o desejo de empregar medidas enérgicas
para regular a sequéncia dos acontecimentos fisicos.
Embora sob a influéncia de ideias erradas, executavam
ceriménias religiosas complicadas para ajudar o nas-
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cimento da lua nova e praticavam varios sacrificios para
salvar o sol durante um eclipse. Nao temos razdes para
supor que eram mais estipidos do que nés. Simples-
mente, na sua época nao tinha ainda havido tempo
suficiente para a lenta acumulacdo de ideias claras e
apropriadas que, como Vvimos, Sao necessarias para a
compreensdo dos fendmenos naturais.

A maneira como as ciéncias fisicas se desenvolve-
ram e adquiriram uma forma susceptivel da aplicacio
dos métodos matematicos, é ilustrada pela histéria do
gradual desenvolvimento da ciéncia do electromagne-
tismo.

Atentemos nas trovoadas; sdo fendmenos naturais
que, pela sua grande extensio, em todos os tempos,
provocaram imenso terror em homens e animais. Nao
admira, pois, que tenham sido objecto das mais extra-
vagantes e fantasticas hipéteses e quase se pode dizer
que as descobertas modernas sobre a electricidade nao
sdo mais espantosas do que certas explicacGes dos povos
selvagens. Comecaram os gregos por descobrir que o
ambar (electron, em grego), friccionado, adquire a
propriedade de atrair corpos leves e secos. Em 1600,
o Dr. CILBERT de COLCHESTER, publicou o pri-
meiro trabalho sobre esta propriedade, mas sem ter
seguido qualquer método cientifico. Limitou-se a indi-
car outras substincias que tém a mesma propriedade e
quando muito pode dizer-se que foi até ao ponto de
referir vagamente uma possivel ligacao dos fenémenos
eléctricos com os magnéticos. Em fins do século XVII
e durante todo o século XVIIl, os conhecimentos mul-
tiplicaram-se e desenvolveram-se. Foram construidas as
primeiras maquinas eléctricas, que produzem descargas
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eléctricas e foi inventada a garrafa de LEYDE que as
intensifica. Durante todo este tempo manifestou-se uma
certa sistematizacdo dos conhecimentos adquiridos, mas
ainda sem qualguer ligacio com nocGes matematicas
apliciveis. FRANKLIN, no ano de 1752, descobriu,
finalmente, por meio de um papagaio que fez subir
até as nuvens, que as trovoadas sao de origem eléctrica.

Entretanto, e a partir dos mais remotos tempos
(2634 a. C.), os chineses empregaram| a agulha magné-
tica sem qualquer conhecimento teérico. Trés mil anos
mais tarde comecou a ser usada na Europa. Foi aqui
que a ciéncia do electromagnetismo acabou por se
desenvolver, ndao por qualquer superior tendéncia, de
ordem pratica, dos europeus, mas apenas porgue no
Ocidente os fenémenos eléctricos e magnéticos come-
caram a ser estudados por homens interessados por
questoes abstractas, de ordem tedrica.

A descoberta da corrente eléctrica é devida a dois
italianos GALVANI (em 1780) e VOLTA (em 1792).
Esta grande descoberta abriu um novo campo de inves-
tigacoes. O mundo cientifico ficou entdo com trés gru-
pos de fenémenos diferentes, mas relacionados, a sua
disposicido: os efeitos da electricidade «estafica», pro-
duzidos pelas maquinas eléctricas, os fenémenos magné-
ticos e os efeitos produzidos pelas correntes eléctricas.
Dos fins do século XVIII até nossos dias, entrelaca-
ram-se estas trés linhas de investigacGes, constituindo-se,
finalmente, a ciéncia do electromagnetismo que transhk
formou, em nossos dias, a vida do homem. Foi a partir
da mesma data que comecou a aplicacio de ideias e
nocoes matematicas.

De 1780 a 1789 COULOMB, fisico francés, des-
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cobre as leis das accoes magnéticas e das accoes eléc-
tricas, leis curiosamente andlogas a da gravitacdo. Em
1820, o dinamarqués OERSTED descobre que as cor-
rentes eléctricas exercem forcas sobre as agulhas magné-
ticas, e quase logo a seguir a lei matematica da forca
exercida é formulada pelo francés AMPERE que, além
disso, descobre igualmente que as correntes eléctricas
exercem forcas umas sobre as outras. «A investigacdo
experimental que conduziu AMPERE a estabelecer a
lei da accdo mecanica entre correntes eléctricas é uma
das mais brilhantes na histéria da ciéncia. Teoria e expe-.
riéncia, no seu conjunto, parece terem saltado, inteira-
mente feitas e completas, do cérebro do «NEWTON
da Electricidadey. Sao perfeitas na sua forma, inataca-
veis na sua exactidao, e exprimem-se numa férmula a
partir da qual é possivel deduzir todos os fenémenos
e que deve ficar como férmula fundamental no estudo
da electrodinamicay (1).

As importantes leis da inducio entre correntes e
entre correntes e magnetes foram descobertas por
MICHAEL FARADAY em 1831-32. Perguntaram um
dia a FARADAY para que servia a sua descoberta.
Respondeu: para que serve uma crianca? — para cres-
cer e ftransformar-se num homem. A crianca de
FARADAY cresceu e atingiu a sua maioridade; a sua
descoberta serve de base as modernas aplicacdes da
electricidade. FARADAY, além disso, foi capaz de reoxr-
ganizar a concepcao teorética desta ciéncia. As suas

(*) Electricidade e Magnetismo, Clerk Maxwell, vol. IL

cap. IIL |
p ‘@\
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ideias, que nao foram logo inteiramente compreendi-
das, puderam contudo ser desenvolvidas por CLERK
MAXWELL, e postas, sob forma matematica, em 1873.
Em resultado das suas investigacGes matematicas,
MAXWELL reconheceu que, sob certas condicoes, as
vibracGes eléctricas podem ser propagadas. Logo suge-
riu que as vibracdes que constituem a luz sio de ori-
gem eléctrica. Esta sugestao foi depois verificada, de
modo que hoje a teoria da luz é um ramo da ciéncia
da electricidade. Foi igualmente seguindo as ideias de
MAXWELL que o alemdo HERZ, em 1880, produ-
ziu vibracdes eléctricas directamiente por meio de fené-
menos eléctricos. As suas experiéncias, neste dominio,
servem de base a telegrafia sem fios.

Nestes tltimos anos, tém sido feitas muitas outras
descobertas fundamentais, continuando o electromagne-
tismo a desenvolver-se em importancia tedrica e em
interesse pratico. Este rapido resumo do seu progresso
mostra como, em virtude de uma introducdo gradual
de ideias tedéricas relevantes, que por um lado séo
sugeridas pela experiéncia pelo outro sdo capazes de
sugerir elas préprias novas experiéncias, se torna pos-
sivel ligar, numa ciéncia coerente, um grande ntimero
de fenémenos naturais isolados e vulgares, e na qual
se verifica que sdo os resultados das deducoes mate-
maticas abstractas tendo como base algumas leis sim-
ples, que fornecem a explicacdo do complexo emara-
nhamento dos acontecimentos fisicos.

Finalmente, deixando este caso particular das
ciéncias do electromagnetismo e da luz, podemos
generalizar o nosso ponto de vista e dirigir a nossa
atencdo para o desenvolvimento da fisica matematica
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considerada comc um dos capitulos mais importantes
do pensamento cientifico. Em primeiro lugar, qual é
em tracos gerais, a historia do seu desenvolvimento?

Nao comecou como uma ciéncia ou como o
resultado da actividade de um determinado grupo de
homens. Na Caldeia houve pastores que observaram
longamente o céu; na Mesopotimia e no Egipto, agen-
tes do Governo que mediram a terra; e por toda a
parte sacerdotes e filésofos que longamente meditaram
sobre a natureza geral das coisas. O vasto conjunto
de operacoes da natureza apareceu nos primeiros tem-
pos como produzido por forgcas misteriosas, impenetri-
veis. «O vento sopra onde lhe apraz» (1).

Havia entdo a maior ignorancia e nada se sabia das
regras estaveis seguidas na sucess@o dos fendémenos.
Contudo a regularidade dos acontecimentos era patente,
mas nenhuma indicacdo havia que fizesse suspeitar a
sua interconexao; nenhuma ciéncia podia assim exis-
tir. Especulacoes destacadas, uma ou outra bala cer-
teira no alvo da natureza das coisas, foram, a princi-
pio, o melhor que poéde ser feito.

Entretanto, os continuados trabalhos de agrimensura
acabaram por conduzir & geometria e as constantes
observacoes do céu por revelar a exacta regularidade
do sistema solar. Alguns dos tltimos sabios gregos,
como ARQUIMEDES, chegaram a ter nocoes seguras
sobre os fenémenos mais elementares da hidrostatica

e da éptica. Na verdade, ARQUIMEDES que aliou o seu

() Citacdo do Evangelho de S. Jodo — Capitulo 3, ver-
siculo 8. — N. T.

3
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génio de matematico a uma perspicacia notivel para a
Fisica, deve enfileirar ao lado de NEWTON que viveu
cerca de dois mil anos mais tarde, como um dos fun-
dadores da fisica matemldtica. Viveu em Siracusa,
grande cidade grega da Sicilia. Quando os romanos
sitiaram a cidade (em 212 a 210 a. C.), conta-se que
ARQUIMEDES conseguiu queimar os navios que faziam
o cerco concentrando neles, por meio de espelhos, os
raios solares. A histéria talvez nao seja exacta, mas é
uma prova da reputacdo que teve ARQUIMEDES entre
os seus contemporineos pelos seus conhecimentos de
optica. No fim do cerco foi morto. Segundo um relato
feito por PLUTARCO, ARQUIMEDES teria sido encon-
trado por um soldado romano no momento em que
estava absorto no estudo de um diagrama geométrico
desenhado no chéo térreo da sua casa. Nao tendo obede-
cido imediatamente as ordens do seu captor teria sido
morto por este. Em abono dos generais romanos con-
ta-se ainda que estes teriam dado ordens aos seus
soldados para poupar a vida de ARQUIMEDES. Mas
had uma outra histéria que se conta, e esta muito mais
verosimil. Fornece-nos uma prova muito importante do
seu génio para a matemética e para a fisica. Felizmente,
é tdo simples que a podemos contar aqui com todos
os pormenores. Constitui um dos mais faceis exemplos
da aplicacio das nocdes matematicas a fisica.
Hierdo, rei de Siratusa, enviou uma certa quanti-
dade de ouro a um ourives para lhe fazer uma coroa.
Feita a coroa, o rei suspeitou que o ourives tivesse
substituido parte do ouro por outro metal mais barato.
Enviou por isso a coroa a Arquimedes pedindo-the
que verificasse se tal tinha sucedido. Hoje em dia uma
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simples andlise quimica teria resolvido a questao. Mas
nesse tempo Arquimedes teve que resolver o assunto
por si proprio. Conta-se que a solugéo lhe surgiu brus-
camente quando tomava banho. Correndo pelas ruas, e
gritando Eureka! Eurekal (Achei, achei) dirigiu-se
imediatamente para o palacio do rei. Se soubéssemos
em que dia isto teria acontecido, deveria hoje ser cele-
brado como o dia em que nasceu a fisica matematica;
esta mesma ciéncia atingiu a maioridade no dia em
gue NEWTON viu cair a maca no seu pomar. Arquime-
des fez, na verdade, uma grande descoberta. Desco-
briu que um corpo mergulhado na agua sofre uma
impulsdo de baixo para cima igual ao peso de 4gua
deslocada. Esta lei pode ser provada, teoricamente, a
partir dos principios mateméticos da hidrostatica e pode
também ser verificada experimentalmente. Se desi-
gnarmos por W o peso, em libras, da coroa, e w o
peso da agua deslocada, W-w representa o peso da
coroa quando estd mergulhada na &gua; este peso
obtém-se fazendo a pesagem com uma balanca como
mostra a fig. 3. Seja F o peso em libras colocado no
prato da balanca. Temos:

F=W  —uw
ou seja
w=W~—F
Daqui se deduz:
Ll Lk

w wW—-F
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W
Isto mostra que a relacio — pode ser calculada a
w

partir das pesagens que dao o peso W e o peso F.

pye 2
Mas — é a razdo entre o peso da coroa e o peso de
w

um igual volume de 4gua. Esta razio é a mesma para
o mesmo metal; é o que se chama o peso especifico do
metal e depende apenas da natureza intrinseca do
metal e ndo da sua forma ou quantidade.

Logo, para verificar se a coroa era ou niaoc toda

- Weight's

Fig. 3

feita de ouro, Arquimedes ndo fez mais do que deter-
minar, pelo mesmo processo, o peso especifico do ouro
utilizando na determinacio um bocado de ouro puro.

Contamos isto com desenvolvimento porque, em
primeiro lugar, trata-se de um exemplo preciso da apli-
cacio das nocoes matematitas a fisica; em segundo
lugar é também um exemplo simples e perfeito do
que deve ser o método e o espirito da ciéncia.

A morte de Arquimedes as maos de um soldado
romano simboliza um processo de transformaciao do
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mundo de grande importincia: os gregos, homens teé-
ricos, com o seu amor pelas ciéncias abstractas foram
substituidos na chefia do mundo europeu pelos roma-
nos, homens praticos. Lord Beaconsfield, numa das
suas novelas, definiu um homem pratico como sendo
um homem que pratica os erros dos seus antepassados.
Os romanos foram uma grande raca mas foram ator-
mentados pela esterilidade que provoca o espirito pra-
tico. Nao aperfeicoaram os conhecimentos dos seus
antepassados e todos os seus progressos se limitaram a
pequenos pormenores técnicos de engenharia. Nunca
foram pensadores capazes de obter novos pontos de
vista; nunca por isso conseguiram obter novos domi-
nios sobre as forcas da natureza. Também nenhum
Romano perdeu a vida por ter ficado, algum dia,
absorto na contemplacdo de um diagrama matematico.
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CAPITULO IV

Dinamica

O mundo teve que esperar 1800 anos pelos suces-
sores dos fisicos matematicos gregos. Nos séculos XVI
e XVII da nossa era, homens iminentes italianos, par-
ticularmente o artista Leonardo de Vinci (nascido
em 1452, morto em 1519) e Galileu (nascido em 1564,
morto em 1642) redescobriram o segredo, que Arqui-
medes conheceu, de relacionar as nocées abstractas da
matematica com a investigacdo experimental dos fené-
menos naturais. E verdade que os estudiosos da filosofia
natural beneficiaram, nesta época, para as suas inves-
tigacoes, do lento progresso da matematica que, entre-
mentes, se havia realizado, bem como da acumulacéo
de conhecimentos astronémicos precisos. Por outro lado,
a presuncao egoista da época, a preocupacdo avara
pelas experiéncias pessoais, levaram os pensadores a
verificar directamente os pormenores das suas préprias
experiéncias, por tal forma que lhes foi facil fazer a
descoberta do segredo da relacio da teoria matemé-
tica com a experiéncia no raciocinio indutivo. Foi um
acto eminentemente caracteristico da época que Galileu,.
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o filésofo, tivesse lancado corpos pesados do alto da
torre inclinada de Pisa. Sempre houve homens de pen-
samento e homens de accdo; a fisica matematica é o
produto de uma época que soube combinar, nos mes-
mos homens, impulsos de pensamento com impulsos
de accao.

Este gesto do lancamento de corpos pesados do
alto da tcrre marca pitorescamente um passo essen-
cial dado no caminho do conhecimento, que nio é de
importancia inferior ao que foi dado quando se con-
seguiram as primeiras ideias correctas na Dindmica,
ciéncia fundamental nesta matéria. O ponto especial
em questdo era o de saber se corpos com pesos dife-
rentes caiam da mesma altura no mesmo tempo.
Segundo Aristételes, universalmente respeitado naquela
época, os corpos mais pesados caiam mais depressa.
Contra isto afirmou Galileu que caiam no mesmo tempo,
e provou-o com as suas experiéncias da torre de Pisa.
As aparentes excepcoes a esta regra verificam-se
quando, por gualquer razao, tal como a extrema leveza
ou a grande velocidade, se torna importante a resis-
téncia do ar. Desprezando, porém, a resisténcia do ar,
a lei é exacta.

O bom éxito das experiéncias de Galileu nao foi o
resultado de qualquer feliz suposicdo. Explica-se pelas
suas ideias correctas sobre a inércia e a massa. A pri-
meira lei do movimento — tal como ela foi enunciada
por Newton — diz que todos os corpos mantém o seu
estado de repouso ou de movimento uniforme em linha
recta, a nido ser que sejam obrigados a modifici-lo pela
accho de forcas aplicadas. O ponto em questdo pode
ser compreendido tirando da lei a frase: ou de movi-
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mento uniforme em linha recta. Obtém-se entio o que
pode ser designado como a férmula de oposicio de
Aristételes: todos os corpos mantém o seu estado de
repouso a nao ser que sejam obrigados a modifica-lo
pela accio de forgas aplicadas. Nesta expressio incor-
recta afirma-se que, nao havendo forcas, um corpo esta
em repouso, e portanto se um corpo esta em movVi-
mento é porque sobre ele actuam forcas; cessando a
forca, cessa o movimento. A lei de Newton aceita um
ponto de vista diametralmente oposto. O estado de um
corpo sobre o qual nfo actua uma forca é o de movi-
mento uniforme em linha recta, e portanto as forgas
nao sdo consideradas como a causa, ou, se assim qui-
serem dizer, ndo sdo o acompanhamento invariavel deste
movimento uniforme rectilineo. O repouso é apenas
um caso particular de tal movimento; neste caso a
velocidade é e mantém-se igual a zero. Logo, quando
um corpo estd em movimento, nao deve logo procurar-se
a influéncia externa que o determina; sé o fazemos
quando ha variacao de velocidade. Enquanto um corpo
se move com a mesma velocidade, na mesma direccéo,
nao ha raziao para admitir a accio de qualquer forca.

A diferenca entre os dois pontos de vista aparece
nitidamente na teoria do movimento dos planetas.
Copérnico, astrénomo polaco, nascido em 1473 em
Thorn na Prissia Ocidental e morto em 1543 mostrou
como era extremamente simples considerar os planetas,
e portanto também a terra, movendo-se em volta do
sol, em érbitas quase circulares; mais tarde, em 1609,
Kepler, matematico alem&o, mostrou que, na verdade,
as oOrbitas sdo praticamente elipticas, isto é, uma espécie
de curvas ovais que mais adiante consideraremos com
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pormenor. Imediatamente foi posta a questdo de saber
quais as forcas que produzem o movimento dos pla-
netas. Segundo o ponto de vista antigo de Aristételes,
que Kepler também adoptou, a simples velocidade exi-
gia a existéncia de forcas. Por isso Kepler admitiu a
existéncia de forcas tangenciais como mostra a fig. 4.
Pelo contrario, secundo o ponto de vista newtoniano
independentemente de qualquer forca, os planetas deve-
riam mover-se com a velocidade que tivessem, em linha

Fig. 4

recta, o que os levaria a afastarem-se do sol. Newton,
portanto, teve que determinar a forca capaz de curvar a
trajectéria do movimento, transformando-a numa 6rbita
eliptica em volta do sol. Mostrou que s6 poderia ser
uma forca dirigida para o sol como mostra a fig. 5.
De facto, a forca é a atraccio de gravitacdo do sol
que se exerce segundo a lei da razdo inversa do qua-
drado da distadncia a que nos referimos anteriormente.

A ciéncia da mecénica nasceu, entre os gregos, por
virtude de consideracées feitas a volta da vantagem
mecéanica que oferece o uso da alavanca, e de varios
outros problemas relacionados com o peso dos corpos.
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Foram assentes as suas bases nos fins do século XVI
e durante o século XVII, como anteriormente mostra-
mos, nao sé6 em consequéncia da explicacio tedrica da
queda dos graves mas sobretudo em virtude do esta-
belecimento de uma teoria dos movimentos planetarios.
Posteriormente, a dindmica manifestou a ambicao de
se tornar a ciéncia fundamental de que as outras deve-
riam depender. Resultou isso do ponto de vista em
que se colocou segundo o qual as diversas qualidades

Planet

Fig. 5

das coisas que os nossos sentidos revelam correspondem
ao modo particular como apreciamos as mudancas de
posicdo de elementos materiais que existem no espago.
Olhemos para a Abadia de Westminster. Vemo-la imé-
vel com o seu aspecto cinzento escuro e sabemos que
esta ali ha séculos. A teoria dindmica explica a cor
escura que, sob certo aspecto, nos dA uma forte apa-
réncia de imobilidade, pelos movimentos rapidos das
moléculas que formam a camada exterior, transmitidos
a uma substincia especial, o éter, e que por este meca-
nismo chegam até ndés, dando-nos a referida sensacao.
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Se, por outro lado, tocamos com as maos as pedras e
notamos a sua temperatura, sentindo o frio tdo carac-
teristico das coisas inertes, a teoria dindmica explica
que a impressao resulta de uma passagem de calor das
nossas maos para as pedras, e que o calor ndo € mais
do que o estado de agitacdo das moléculas dos corpos.
Finalmente, se dentro da Abadia é o érgdao que toca,
preduzindo sons musicais, a teoria afirma que isso
resulta dos movimentos do ar transmitidos ao timpano
dos nossos ouvidos.

Quer dizer, o propédsito de fornecer a explicacdo
dinamica dos fendmenos consiste na tentativa da sua
interpretacdo por meio de afirmacées de cardcter geral,
tais como as que resultam de se dizer que tal substan-
cia estava em certo lugar e estd agora noutro lugar.
Chega-se assim a conclusao fundamental de que todas
as sensacoes sao o resultado de comparacoes relativas
a modificacdo nas configuracées das coisas no espaco,
em instantes diferentes. Se isto fosse exacto, as leis do
movimento, isto é, as leis das mudancas nas configura-
¢bes das coisas seriam as leis definitivas de toda a
Fisica.

Na aplicacdo da matematica a investigacdo experi-
mental, no dominio da filosofia natural a ciéncia pro-
cede sempre por via sistemética enquanto que o racio-
cinio vulgar procede casualmente. Quando falamos de
uma cadeira, significamos determinada coisa que vimos
ou sentimos; quase toda a nossa linguagem contém o
pressuposto de que as coisas existem independentemente
das nossas sensacoes visuais ou de tacto. Na fisica mate-
matica procede-se de modo diferente. Uma cadeira é
concebida sem qualquer relacdo com qualquer coisa
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de particular ou com qualquer modo especial de per-
cepcdo. Daqui resulta que a cadeira é concebida como
um conjunto de moléculas no espaco ou como um
grupo de electrées, ou como uma porcio de éter em
movimento, ou ainda de harmonia com qualquer outra
concepcao cientifica icorrente. O ponto essencial é que
a ciéncia reduz a cadeira a coisas que se movem no
espaco e que influenciam outros movimentos., Deste
modo os varios elementos ou factores que entram num
conjunto de circunstincias, assim concebidas, sio mera-
mente coisas, como comprimentos de linhas, grandezas
de angulos, dreas e volumes pelas quais as posicoes dos
corpos no espaco podem ser determinadas. Certamente,
além destes elementos geométricos, o movimento ou
a sua variacdo exige a introducio da variacdo temporal
destes elementos, isto é, a consideracdo de velocidades,
velocidades angulares, aceleracoes, ou coisas parecidas.
A Fisica matematica, pois, ocupa-se das correlacdes
entre nimeros varidveis que correspondem @s que
existem na natureza entre as medidas daqueles elemen-
tos geométricos e as das suas variacoes temporais. Mas
o que sempre se verifica é que as leis matematicas se
referem a variaveis, e é somente na verificacdo ocasio-
nal destas leis, em operacdes experimentais, ou no uso
das leis quagglo se pretendem obter previsGes especiais,
que as referidas variaveis sdo substituidas por ntime-
ros determinados.

O ponto que interessa nesta concepcio do mundo,
obtida por via abstracta no estudo da fisica matema-
tica, e em que somente as posicoes e formas das coisas
sdo consideradas, bem como as suas possiveis varia-
coes, é que um tal mundo abstracto seja suficiente para
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«explicar» as nossas sensacées. Quando ouvimos um
som, logo dizemos que as moléculas de ar entram em
vibracdo; produzido este movimento ou melhor pro-
duzidas as ondas sonoras, como hoje sio chamadas,
todas as pessoas normais ouvem esse som; € se nao
ha ondas sonoras, ndo ha som. Por igual forma dize-
mos que uma causa fisica, ou uma certa origem, ou
acontecimento (ou como queiram chamar-lhe) esta
sempre na base da explicacio de outras sensacoes. Os
nossos préprios pensamentos aparecem CcOmMoO COTITes-
pondendo a conformacées e movimentos do cérebro;
causar qualquer lesio no cérebro, € atingir por igual
forma o raciocinio. Entretanto os acontecimentos do
universo fisico sucedem-se uns aos outros, obedecendo
a leis matematicas, e sido inteiramente indiferentes as
nossas sensacoes especiais, pensamentos ou emogoes.

Indubitavelmente, este é o aspecto geral das rela-
¢oes entre o mundo da fisica matemftica e o das nos-
sas emocoes, sensacoes e pensamentos; sobre isto muito
se tem dito e muita tinta se tem gasto. Devemos ape-
nas notar uma coisa. Tudo isto resultou, como vimos,
das tentativas feitas para descrever um mundo exterior
«explicativoy» das diversas sensacoes e emocoes indi-
viduais, independentemente de determinada sensacao
particular ou de determinado individuo gm especial.
E um tal mundo apenas um enorme conto de fadas?
Os contos de fadas sdo fantasticos e arbitrarios; se na
verdade existe um tal mundo deve-se submeter a uma
exacta descricio em que se determinem com rigor as
suas diversas partes e as suas mutuas relacées. O mundo
da ciéncia submete-se a esta condicido e permite que os
seus acontecimentos sejam estudados e previstos pelo
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conjunto das ideias abstractas da matemaética. Parece
talvez que encontramos aqui uma verificacdo indutiva
das nossas suposigées iniciais. Deve admitir-se que
nenhuma prova obtida por inducéo é concludente; mas
se esta ideia de um mundo que tem uma existéncia
independente das nossas percepcoes particulares que
dele podemos ter, é errénea, deveria explicar-se por
que é que a tentativa para o caracterizar, em termos
daquele remanescente matematico das nossas ideias que
lhe é aplicavel, tem tido um notavel sucesso.
Seriamos levados muito longe se tentassemos dar
aqui uma explicacdo pormenorizada das outras leis do
movimento. O final deste capitulo vai ser dedicado a
exposicio de nocoes muito importantes que sao fun-
damentais, tanto na fisica matemidtica, como na mate-
mética pura: queremos referir-nos as grandezas vecto-
riais e a regra do paralelogramo relativa a adicao
vectorial. Vimos que, essencialmente, um movimento
consiste em que um corpo que estava em A se encontra
depois em C. Este deslocamento de A para C requer
dois elementos distintos para a sua completa determi-
nacdo, a saber a sua grandeza (isto é, o comprimento
AC) e a sua direccdo. Qualquer quantidade, como este
deslocamento, que seja completamente definida pela
determinacio de uma grandeza e de uma direccio, é
chamada um vector. Por exemplo, uma velocidade exige
o conhecimento de uma grandeza e de uma direccéo.
Deve dizer-se que terminada velocidade é de tantas
milhas por hora e tem determinada direccdao. A exis-
téncia e independéncia destes dois elementos na deter-
minacao de uma velocidade sao bem ilustradas pela
accdo de um capitdo de um navio quando da as suas
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ordens aos subordinados: indica ao chefe maquinista
o niimero de nés a que deve ser feita a viagem, e ao
timoneiro em que direccio deve manter o leme. Outro
exempio de uma grandeza vectorial é fornecido pela
acelerac@o que corresponde a variacdo temporal da velo-
cidade. Um outro exemplo é dado pelas forcas que, do
ponto de vista dindmico, sdo também grandezas vecto-
riais. Na verdade, a natureza vectorial das forcas esta
de harmonia com os principios da dindmica, pelas
relacoes estabelecidas entre elas e as velocidades e as
aceleracGes; mas isto é um ponto no qual ndo entramos
agora. E suficiente dizer aqui que uma forca actua sobre
um corpo com uma certa intensidade e numa certa
direccéo.

Os vectores podem ser representados graficamente
por segmentos de rectas. Tudo o que se tem a fazer
consiste em 1) tomar uma escala segundo a qual uma
certa unidade de comprimento corresponda a uma uni-
dade de intensidade do vector — por exemplo uma pole-
gada para representar uma velocidade de 10 milhas por
hora, no caso das velocidades, e uma polegada para
representar um peso de 10 toneladas, no caso das
forcas — 2) tomar uma direccio que represente a
direccio do vwvector. Deste modo, um segmento de
recta com um certo nimero de polegadas de compri-
mento e na direccan devida, representa o vector que se
deseja representar. Esta representacio grafica é de
grande importancia. Com o seu auxilio, podemos enun-
ciar a famosa «lei do paralelogramo» da soma de vec-
tores da mesma espécie que tém direccdes diferentes.

Suponhamos que o vector A C da fig. 6 representa
o deslocamento de um corpo de A para C; dizemos



DINAMICA 49

que este vector é um vector de deslocamento. Note-
mos que s= todos os fendmenos fisicos pudessem ser
reduzidos a simples mudancas ou variacoes de posicao,
como atras vimos, os vectores de outros tipos poderiam
ser reduzidos a vectores do tipo deste vector de des-
locamento.

O referido deslocamento de A para C podera igual-
mente efectuar-se imaginando um deslocamento de
A para B, seguido de um cutro deslocamento de B para
C. ou ainda, para completarmos o paralelogramo

D c

A B
Fig. 7

A B C D, podemos também imaginar um deslocamento
de A para D, seguido de um outro de D para C.
A consideracdo sucessiva destes deslocamentos, corres-
ponde @ sua adicdo. Nisto consiste a verificacdo do que
chamamos adicio de deslocamentos. Considerando as
linhas paralelas como linhas com a mesma direccéo, os
deslocamentos de B para C e de A para D podem
ser tomados como o mesmo deslocamento aplicado a
corpos nas duas posicoes iniciais B e A. Desta maneira
podemos falar de um deslocamento de A para D apli-
cado a um corpo em qualquer posicido, por exemplo,
em B. Podemos entdo dizer que o deslocamento A para

4
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C é a soma dos dois deslocamentos A para B e de
A para D, qualquer que seja a ordem em que sejam
considerados. Enuncidmos assim a lei do paralelogramo
relativa A adicdo de deslocamentos, a saber: dados dois
deslocamentos, um de A para B, outro de A para D,
a sua soma ¢é dada pela diagonal AC do paralelogramo
ABCD.

Tudo isto, & primeira vista, pode parecer muito
artificial. Mas podemos observar que a prépria natu-
reza nos conduz a esta ideia. Por exemplo, um vapor
move-se na direccio AD (vid. fig. 6) e suponhamos
que um homem passeia no convés. Se o vapor estivesse
parado, o homem chegaria num tempo igual a |1 minuto,
por exemplo, a B; mas se durante este minuto o ponto
de partida A do convés se move até D, entdo o tra-
jecto do homem no convés move-se de AB para DC,
De modo que, de facto, o deslocamento do homem é
de A para C relativamente a superficie do mar.

Tal deslocamento apresenta-se contudo como a
soma dos dois deslocamentos, um de A para B, relati-
vamente ao vapor, e outro de A para D que representa
o deslocamento do vapor. Se entrarmos em linha de
conta com o tempo, no caso referido, um minuto, AC
representa a velocidade do homem. Logo AB e AD
representam igualmente duas velocidades, que sido res-
pectivamente a velocidade do homem relativamente ao
vapor e a velocidade do vapor, e é a «soma» destas
velocidades que determina a velocidade resultante do
homem. Torna-se assim evidente que os diagramas e
as definicoes que dizem respeito a deslocamentos se
podem transformar em diagramas e definices relati-
vas a velocidades, imaginando que os deslocamentos se
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efectuam durante um tempo igual & unidade do tempo.
Por igual forma se pode imaginar que diagramas e
definices que dizem respeito a velocidades se podem
transformar em diagramas e definicoes relativas a ace-
leraces, supondo que umas e outras dizem respeito a
variacoes efectuadas por unidade de tempo.

Em resumo, a adicdo de velocidades vectoriais ou
de aceleracoes vectoriais efectua-se utilizando a regra
do paralelogramo.

Do mesmo modo, tendo em atencdo as leis do
movimento, uma forca poderd ser representada pelo
vector aceleracio que ela produz num corpo de dada
massa. lL.ogo as forcas adicionam-se e o seu efeito
resultante pode ser calculado a partir da mesma regra
do paralelogramo.






CAPITULO V

O simbolismo da matematica

Retomando as nossas consideracées sobre a mate-
matica pura, vamos analisar com mais rigor o conjunto
de nocbes que constituem a base desta ciéncia. Tome-
mos como primeiro objectivo uma analise do seu sim-
bolismo, comecando por considerar os simbolos mais
simples e universalmente conhecidos: os da aritmética.

Admitamos por agora que temos ideias suficiente-
mente claras sobre os niimeros inteiros representados,
na notacdo arabe, pelos simbolos 0, 1, 2,... 9, 10, 11...
100, 101,... etc.. Sabe-se que esta notagédo foi introdu-
zida na Europa pelos Arabes que possivelmente a obti-
veram dos Indios. O primeiro trabalho conhecido em
gue esta notacdo se encontra explicada sistematicamente
é um trabalho de um matematico indio, Bhaskara (nas-
cido em 1114). Contudo os actuais algarismos devem
ter sido inventados no Tibete, no século VII da nossa
era. Seja como for, a histéria da notagio é um porme-
nor que nao nos interessa. O ponto interessante a notar
é que este sistema de algarismos representa um magni-
fico exemplo de uma boa notacdo. Aliviando o cére-
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bro de todo o trabalho desnecessirio, uma boa notacao
permite-lhe que se concentre em problemas mais com-
plicados, aumentando por isso a poténcia mental da
raca humana. Antes da introducdo da notacao arabe a
simples multiplicacdo era uma operacéo dificil e a divi-
sdo, mesmo de inteiros, exigia a aplicacAo das mais
altas faculdades matemaéticas. Provavelmente, o que
mais poderia causar admiragdo, no mundo moderno, a
um antigo matematico grego era vir a saber que, sob
a influéncia de uma educacio obrigatéria, a grande
maioria da populacio da Europa efectua hoje com a
maior facilidade a divisio de nlimeros, por maiores que
sejam estes nimeros. Este facto deveria parecer-lhe
completamente impossivel. A consequente extensdo da
notagdo as fraccées decimais ndo poéde ser efectuada
antes do século XVII. A maneira como hoje, com toda
a facilidade, se calculam fraccoes decimais, é o resul-
tado mais milagroso da descoberta de uma notacdo
perfeita.

A mateméatica é muitas vezes considerada uma
ciéncia dificil e misteriosa, em virtude dos numerosos
simbolos que emprega. Certamente, nada é mais incom-
preensivel do que um simbolismo que nao é conhecido.
E um simbolismo que apenas se conhece parcialmente
e ao qual nao estamos habituados, s6 com muita difi-
culdade pode ser seguido. Por igual forma os termos
técnicos de uma profissdo sdo incompreensiveis para
aqueles que néo foram ensinados a usa-los. Isto ndo quer
dizer que, por si préprios, sejam dificeis. Pelo contrério,
invariavelmente a sua utilizacdo serve para facilitar as
coisas. Da mesma maneira, na matematica, desde que
se dé uma atencdo séria as ideias matematicas, o sim-
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bolismo representa invariavelmente uma enorme sim-
plificacio. Nao é apenas de uso pratico mas é também
de grande interesse. Representa uma analise das ideias
relativas as matérias em estudo e uma representacdo
quase pictural das suas miituas relagées. Se alguém
duvida da utilidade dos simbolos, que escreva por
extenso, sem utilizar qualquer simbolo, o significado
completo das seguintes equacdes que representam algu-
mas das leis fundamentais da &lgebra:

xty=y—+zx (@5
(xtvy) tz=x+ (v +2) (2)
xXy=y Xx 3)
(x Xy) Xx=xX (y X 2) (4)

xX (x+2) =(xXy)+ (xXz) (5)

(1) e (2) exprimem respectivamente as leis comu-
tativa e associativa da adicdo; (3) e (4) respectiva-
mente as leis cumutativa e associativa da multiplicaco;
(5) a lei distribuitiva da multiplicacdo relativamente .
a adicdo. Por exemplo, nao utilizando simbolos, (1)
corresponde a dizer-se: Se adicionarmos um segundo
nimero a um dado ntimero o resultado que se obtém
é o mesmo que se obtém adicionando o referido pri-
meiro nimero aoc mesmo segundo nimero. Este exem-
plo mostra que, com o auxilio de simbolos, podemos a
simples vista fazer mudancas em raciocinios que de
outra maneira poderiam exigir a aplicacio das mais
altas faculdades do cérebro.

E um truismo completamente errado, repetido em
muitos livros e por muito boa gente em discursatas, que
nés devemos cultivar o habito de pensar o que esta-
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mos a fazer. E precisamente o contrario. A civilizacdo
desenvolve-se na medida em que se tornam cada vez
mais numerosas as operacdes ou os actos que podemos
executar sem pensar. As operacées mentais sido seme-
lhantes as cargas de cavalaria numa batalha — sao
estritamente limitadas em niimero e exigem sempre
novos cavalos, devendo por isso apenas ser dadas nos
momentos decisivos.

Uma propriedade importante de gqualquer simbo-
lismo é a sua concisdo; deve ser rapidamente apreen-
dido pela vista e ser escrito com rapidez. Sobre este
aspecto da concisdo pode dizer-se que, na escrita e
colocacdo de simbolos, nada pode ser mais conciso do
que a sua imediata justaposicdo. Portanto numa boa
notacdo simbélica a justaposicio dos simbolos deve ter
um significado importante. E este um dos méritos da
notag¢io arabe dos algarismos; por meio de dez sim-
bolos, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e por simples justa-
posicao é possivel representar qualquer niimero. Do
_mesmo modo, na algebra, dados dois ntiimeros varia-
veis x e y, deve escolher-se o significado que convém
atribuir i sua justaposicdo xy. Entre as operacGes mais
importantes que é preciso empregar a cada passo, con-
tam-se a adicdo e a multiplicacdo. Os matematicos atri-
buiram a xy o significado x X y.

Deste modo as leis (3), (4) e (5) podem escre-
ver-se com as formas

xy =yx (xy)z= x(yz), x(y+ z) =xy+ xz

mais concisas do que as anteriores.
O mesmo significado é atribuido a justaposicao de
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um nimero e de uma variavel: escreve-se 3x em vez
de 3 X x, e 30x em vez de 30 X x.

E evidente que deve haver o maior cuidado na
substituicdo das varidveis por ntimeros, de maneira a
voltar a escrever o sinal x, para nao haver confusdao
-com a notagdo arabe. Assim quando substituimos
x por 2 e y pot 3 na expressdo xy, devemos escrever
2 x3 e nao 23 que significa 20 + 3.

E interessante notar como, por vezes, um simbolo
de aparéncia modesta desempenha um papel impor-
tante no desenvolvimento da ciéncia. Pode servir para
representar de uma maneira bem expressiva uma certa
nocdo por vezes até um conceito subtil, e o simples
facto da sua existéncia pode evidenciar a relacido deste
conceito com outros em que ele igualmente intervém.
Por exemplo, consideremos o mais modesto de todos
os simbolos, o simbolo 0, que representa o niimero zero.
Na antiga notagdo romana nao havia o simbolo zero;
esta ideia do ntimero zero talvez embaracasse muitos
matematicos do velho mundo. Porque, na realidade,
trata-se de um conceito subtil e que ndo é, de forma
alguma, 6bvio. O significado da quantidade zero tem
merecido grande discussao em muitos trabalhos de filo-
sofia. Diga-se porém que o zero nao é nem mais dificil,
nem de significacdo mais subtil, do que qualquer outro
algarismo. Que significam os simbolos 1, 2 ou 3?
Embora todos nés estejamos familiarizados com eles,
muita gente talvez nio esteja muito a vontade para
explicar as nocoes que lhes servem de base. Sobre o
zero pode dizer-se que néo é necessirio o seu uso nas
operacoes correntes da vida quotidiana. Ninguém vai
A praca para comprar zero peixes, O zero é, contudo,
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sob certo aspecto, o mais civilizado dos algarismos;
a sua utilizagdo é-nos imposta por necessidades de pro-
cessos de pensamento de nivel relativamente elevado.
Que utilidade tem pois o simbolo 0 que representa o
numero zero?

O simbolo apareceu por necessidade da notacdo
arabe de que é parte essencial, Na verdade, nesta nota-
¢ao o valor de um digito depende da posicio em que
se encontra na escrita de um nimero. Considere-se,
por exemplo, o digito 5, nos nimeros 25, 51, 3512,
5259,

No primeiro niimero, 5 representa o niimero cinco;
no segundo, 5 representa cinquenta, no terceiro, o
niimero quinhentos, e no quarto, o nimero cinco mil.
No segundo caso, quando se escreve 51, o digito |
coloca o digito 5 no segundo lugar (a contar da direita
para a esquerda) e faz com que ele passe a representar
o numero cinquenta. Mas que fazer para escrever o
numero cinquenta? £ preciso dispor de um digito no
lugar das unidades de modo a nada acrescentar ao
total mas que coloque o cinco no segundo lugar. E este
servico que presta o simbolo 0. E possivel que os homens
que pela primeira vez utilizaram o simbolo 0 com
este fim, nio tivessem ideias seguras sobre o ntimero
zero. Apenas tiveram necessidade de uma marca para
simbolizar o facto qué indiciAmos. O conceito de zero
tomou forma gradualmente, no desenvolvimento da
ideia da comparacdo do seu significado com o signifi-
cado ligado aos outros algarismos 1, 2,... 9. Nao é
este o Unico exemplo de um caso em que uma nocao
é introduzida em matemdtica tendo tido, na sua origem,
apenas uma conveniéncia de ordem pratica.
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Portanto, o primeiro uso do simbolo 0, foi tornar
possivel a notacdo arabe — servico nada pequeno.
E de supor que quando foi inventado com este fim,
os chamados homens praticos, que dizem ndo gostar
de ideias fantasistas, ndo tenham querido identifica-lo
com um ntiimero — o nimero zero. Atitude errada esta,
como sempre a daqueles que nioc querem limitar-se
a fazer apenas aquilo de que sdo capazes. E que, na
verdade, os outros serVicos que o simbolo 0 veio a
prestar, resultam essencialmente da funcdo que lhe foi
atribuida de representar o niimero zero.

Consideremos uma outra aplicacio do simbolo 0,
e esta tdo simples que talvez um principiante se nao
aperceba da sua importincia. Vamos dar um exemplo
simples. No capitulo Il indicAmos a correlacdo entre
dois nimeros variaveis x e y definida pela equacéo
x +y=1.HA outras maneiras de indicar esta
mesma relagdo, por exemplo x = 1 —y, y = | —x,
2x + 3y — 1 = x++ 2y, etc.

Mas uma outra forma muito importante é:

x+y—1=0

Da mesma maneira, a equagdo x = 1, pode escre-
ver-se com a forma

x—1=0
e a equacdo 3x — 2 = 2x2, com a forma

2x*—3x 4+ 2 = 0.
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O ponto essencial é que todos os simbolos que
representam variaveis, como x e y, e os simbolos que
representam ntmeros definidos, como 1, 2, etc. sdo
escritos do lado esquerdo da expressio, de modo que
fica esse lado esquerdo igual ao nimero zero. Diz-se
que foi Tomas Harriot, nascido em Oxford em 1560
e falecido em 1621 o primeiro que escreveu uma equa-
cdo com esta forma. Mas que importéncia pode isso
ter? Foi isso que tornou possivel o desenvolvimento
do conceito moderno de forma algébrica.

Aqui estd uma ideia a que constantemente se
recorre; ndo é ir longe de mais dizer-se que a mate-
matica moderna néo pode compreender-se sem o seu
auxilio. O conceito de forma é tdo geral que é
dificil caracterizd-lo em termos abstractos. Aqui
apenas podemos dar alguns exemplos. Assim, as
equacoes 2x—3 =0, x— 1 =0, 5x— 6 = 0, 830
equacoes da mesma forma, isto é, equacdes com uma
s0 incognita X, em gue nao entram os produtos
x X x ou x X x X x. Do mesmo modo, as equacdes
X —2x+ 1=0,x*—3x+2=00ux>—4=0,
sdo equacoes da mesma forma, equacées em que a
incégnita x aparece multiplicada por ela prépria
x X x = x*® Estas equacées sdo chamadas equagoes
guadraticas. Temos também equacdes cibicas em que
aparece x*?, etc.. Entre as trés equacdes quadraticas
escritas acima, ha uma pequena diferenca entre a
dltima x> — 4 = 0 e as outras duas, visto que nestas
dltimas aparece x (quantidade distinta de x?). Mas
esta diferenca é pouco importante em comparacdo com
o facto de todas elas serem equacoes quadraticas.

No caso de duas varidveis x e y, sao chamadas
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formas lineares, as formas de que podemos dar os dois
seguintes exemplos:

2x +3y—8=10

Dizem-se lineares em virtude da sua representacio
grafica; sdo representadas, conforme vimos no final do
capitulo II, por linhas rectas. Também hé, para equacdes
com duas variaveis, formas quadraticas, ctbicas, etc..
O ponto essencial a notar é que este estudo da forma
é facilitado, torna-se por assim dizer possivel, em vir-
tude da maneira como sdo escritas as eqguacdes, colo-
cando o simbolo 0 no segundo membro da equacio.

Ha ainda um outro papel desempenhado pelo 0
nesta questio do estudo da forma. Qualquer que seja o
nimero x, ¢ 0 X x = 0, e x + 0 = x. Tendo em aten-
cdo estas propriedades podem fazer-se desaparecer
diferencas insignificantes de forma. Por exemplo, a
diferenca a que nos referimos entre as equacgdes
x*—3x+2=0 e x*—4 =0, pode atenuar-se
escrevendo a tltima equacio com a forma x2 +
+ (0 X x) — 4 = 0, porque em virtude do que se
disse, temos x*- (0 X x) —4=x>+4+0—4 =
= x* — 4. lL.ogo a equacdo x> — 4 = () é apenas um
caso particular das equacdes quadraticas, tem portanto
a mesma forma para a equacdo x2— 3x + 2 = 0. Por
estas trés razoes o simbolo 0 que representa o ntimero
zero é essencial na matematica moderna. Tornou pos-
sivel tipos de investigacdo que teriam sido impossiveis
sem ele.
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O simbolismo da matematica é, na verdade, a
expressao feliz das nocGes gerais que dominam a cién-
cia. Encontrdmos até aqui dois conceitos de ordem
geral, o de varidvel e o de forma algébrica. A juncao
destes conceitos impés na matematica um outro tipo
de simbolismo, embora quase singular no seu aspecto,
nao deixa de ser menos eficiente. Vimos que uma equa-
cao com duas variaveis, x e I, representa uma deter-
minada relacio entre um par de variaveis. Assim x + y
— 1 = 0 representa uma certa relacédo, e 3x + 2y —
— 5 = 0 representa uma outra relacdo definida entre
as variaveis x e y; ambas tém a forma de relacoes linea-
res. Mas como poderemos representar «qualquers rela-
¢ao linear entre as variaveis x e y?

Torna-se necessario simbolizar uma relacdo linear,
qualquer que ela seja, da mesma maneira que x simbo-
liza um nimero qualquer. Isto faz-se transformando os
nimeros que figuram numa determinada relacdo, como
3x + 2y — 5 = 0, em letras. Obtemos ax + by —
— ¢ = (. Nesta expressao, a, b e c representam niimeros
variaveis, como x e 4; mas ha uma diferenca entre
estes dois grupos de variaveis. Estudam-se as proprie-
dades gerais da relacao entre x e y, tendo a, b, ¢ wvalo-
res fixos; ndo se indicam que valores sdo estes; quais-
quer que eles sejam, sio fixos no estudo da relacao
entre as varidveis x e y, para todos os valores pos-
siveis de x e y. Obtidas as propriedades desta relacgao,
nota-se que, em virtude de ndo terem sido indicados
os valores de a, b e ¢, foram demonstradas propriedades
que pertencem a esta relacdo, qualquer que ela seja.
Fazendo, em seguida, variar a, b e ¢, verifica-se que
ax + by — ¢ = 0 representa uma relacao linear varia-
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vel entre x e y. Relativamente a x e a y, as trés varia-
veis a, b e c sao chamadas constantes. Estas variaveis
também se desigham com o nome de parametros.

Os matematicos geralmente poupam-se ao trabalho
de dizer quais das suas variaveis devem ser considera-
das como «constantes» e quais devem ser consideradas
como «variaveis», usando, para as primeiras, as pri-
meiras letras do alfabeto, e para as segundas, as 1lti-
mas letras, como x, i, etc. Os dois sistemas encontram-se
no meio do alfabeto. Muitas vezes, uma palavra ou
duas de explicacdo sdo necessarias; mas verifica-se que
o uso corrente ou o senso comum sao suficientes para
evitar qualquer confusdo.

O resultado desta constante eliminacio de ntime-
ros definidos por camadas sucessivas de parametros,
leva os matematicos a ocuparem-se cada vez menos de
questoes de aritmética. Muitos matematicos nao gos-
tam dos calculos numéricos e nao tém uma grande
inclinacio para ele. O terreno préprio da aritmética
tem como fronteira os pontos em que comecam a
exercer o seu dominio os conceitos de «varidvely e de
«forma algébrica».
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CAPITULO VI

Generalizagdes do conceite de niimero

Um dos aspectos caracteristicos da matematica con-
siste no desenvolvimento de uma série de conceitos que
foram criades a partir dos niimeros inteiros. Estes con-
ceitos podem ser chamados extensoes ou generalizaces
do conceito de nimero. Em primeiro lugar, aparece o
conceito de ntimero fraccionario ou fraccdo. O mais
antigo tratado de aritmética, hoje conhecido, foi escrito
por um sacerdote egipcio chamado Ahmes, entre 1700
a. C. e 1100 a. C., devendo ser, provavélmente, uma
copia de um trabalho muito mais- antigo. Ocupa-se ja
com grande mintcia das propriedades das fracgoes.
Parece, pois, que este conceito é muito antigo na his-
téria da matematica. Na verdade, relaciona-se com
questoes de interesse ébvio. Dividir um campo em trés
partes iguais e tomar duas dessas partes, é um género
de operacdo que muitas vezes deve ter ocorrido. Nao
devemos portanto surpreendermo-nos com o facto de
os homens das mais antigas civilizacGes estarem familia-
rizados com a nocao de dois tercos e outras semelhan-
tes. O conceito de fraccéo é, pois, a primeira generali-

5
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zacao do conceito de niimero. Os gregos ocuparam-se
das fraccoes sob a forma de razées; um grego deveria
naturalmente dizer que uma linha de dois pés de com-
primento estd para uma linha de trés pés na razdo
de 2 para 3. Sob a influéncia da nossa notacdo algé-
brica, dizemos que a primeira linha é dois tercos do
comprimento da outra, atribuindo aos dois tercos a
propriedade de ser um factor numérico.

Em ligacdo com a teoria das razées, ou das frac-
coes, os gregos fizeram uma grande descoberta que deu
lugar a largas investigacoes tanto no campo da mate-
matica, como no da filosofia. Descobriram as razdes
«incomensuraveis». Demonstraram, na verdade, no
decurso das suas investigacGes geométricas que, par-
tindo de uma linha de dado comprimento, € possivel
encontrar outras cujos comprimentos nao estdo para
o comprimento da primeira na razao de dois niimeros
inteiros — ou, por outras palavras, existem linhas cujo
comprimento ndo é uma fraccdo exacta de um outro
dado comprimento.

Por exemplo, a diagonal de um quadro n&o se pode
exprimir como sendo uma determinada fraccdo do
lado do mesmo quadrado: segundo a notacao modernag,
o comprimento da diagonal é \/9 vezes o compri-
mento do lado, e ndo ha nenhuma fraccio que seja
igual exactamente a \/2 , Podemos determinar valores
aproximados, e tdo aproximados quanto gquisermos,

de V2. Por exemplo, % é um pouco inferior a /9,

e — um pouco superior, de modo que podemos dizer

= 5 : (i 3
que VQ estA compreendido entre — e =, Mas o
5 2
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modo mais sistematico de obter valores sucessivamente
aproximados de \/9 é determinar uma sucessio de
fraccoes decimais, sendo qualquer delas maior do que
a anterior; nisto consiste o método ordinario de extrac-
cdo da raiz quadrada. Neste caso, a sucessio é

14 141 1414

1 _F T S 1 etc

10 100 1000

As razoes desta espécie foram chamadas pelos gre-
gos «incomensuraveisy. Foram a origem, desde os tem-
pos dos gregos, até nossos dias, de grande discussao
filoséfica, e s6 recentemente foram esclarecidas as
dificuldades que se tinham levantado a sua volta.

Juntaremos as razées incomensurdveis as fraccaes,
e consideraremos o conjunto dos ntimeros inteiros, frac-
cionarios e incomensuraveis como constituindo uma
classe de niimeros a que chamaremos «nimeros reais».
Imaginaremos sempre os nimeros reais dispostos por
ordem de grandeza crescente, a partir do zero. Estes
niimeros reais podem ser representados, por uma forma
conveniente, pelos pontos de uma linha recta. Seja OX
uma linha recta, e O a origem. Tomemos um ponto A de
modo que OA represente um comprimento igual 4 uni-
dade. Marquem-se, depois, comprimentos AB, BC,
CD, etc. iguais a OA. Entdo o ponto O representa o
nGimero zero, A o ntmero I, B o mimero 2, etc..
O numero representado por gualquer ponto sera a
medida da sua distincia contada a partir de O, tendo
como unidade de comprimento OA. Os pontos entre
O e A representam as fraccoes proprias e os nimeros
incomensuraveis inferiores a 1; o meio de OA repre-
senta 1—, o meio de AB, o nﬁmero%, o meio de BC, o

-
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X b
nimero — etc.. Deste modo, qualquer ponto de OX

representa um determinado niimero real, e qualquer
nimero real é representado por um determinado ponto
de OX.

A sucessdo (ou fila) de pontos ao longo de OX,
partindo de O, representa os niimeros reais dispostos
por ordem de grandeza crescente.

Tude isto parece muito simples mas ha algumas
ideias interessantes a notar. Consideremos a sucessdo
de pontos que representam os ntimeros inteiros, isto é,
os pontos O, A, B, C, etc. Temos aqui um primeiro
ponto O, a seguir um outro ponto A, e todos os pontos,
como A ou B, tém um nimero que os antecede e um
outro que lhes sucede, com excepcdo do ponto O que
nio tem nenhum que o anteceda; por outro lado, a
sucessdo é infinita. Esta espécie de ordem é chamada
o tipo de ordem dos inteiros. Consideremos agora os
inteiros e os nimeros fraccionarios, excluindo portanto
apenas os niimeros incomensuraveis. A espécie de ordem
que agora temos é diferente da anterior. HA ainda um
primeiro termo que é O; mas nenhum termo tem um
imediato anterior ou um imediato sucessor. E facil ver
que assim é, porque entre duas fraccées quaisquer, pode-
mos sempre encontrar uma outra com valor interme-
diario. Uma maneira simples de fazer isto consiste em
somar as fraccées e dividir o resultado por 2. Por
exemplo, entre 2 ei, existe a fracg:éiol (g - E) isto

3.4 2N -4
o 5 LRSS S S A
e, —; enfre —e— existe a fraccio — (—-]— —) 1sto
24 3 24 2
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, 83
e!

, etc.. Em virtude desta propriedade, diz-se que

a sucessdio é compacta. A primeira vista pareceria que
a sucessdo obtida com os nimeros inteiros e, fracciona-
rios seria do mesmo tipo que a obtida com todos os
nimeros reais, inteiros, fraccionarios, e incomensuraveis,
isto é, com todos os niimeros que correspondem a todos
os pontos da recta OX. Ha uma diferenca importante
a notar. A auséncia dos incomensuraveis na sucessdo
das fraccoes traduz-se pela auséncia de pontos-limites
de certas classes. Assim, consideramos o incomensura-
vel \/9. Na sucessio dos niimeros reais, este niimero
esta entre todos os niimeros cujos quadrados sio meno-
res do que 2, e todos aqueles cujos quadrados sao
maiores do que 2. Se tivéssemos sé a sucessao das
fraccGes, sem os incomensuraveis, nao teriamos na
sucessao va, portanto ndo haveria nenhum ntimero
que tivesse a propriedade de dividir a sucessio da
maneira que se indicou, isto é, de maneira que de um
lado houvesse niimeros cujos quadrados fossem meno-
res do que 2, e do outro lado ntimeros cujos quadra-
dos fossem maiores do que 2. Logo na sucessao dos
numeros fraccionarios existe um corte que deve ser
preenchido pelo nimero \/9. A existéncia de cortes
na sucessao das fraccoes pode parecer pouco impor-
tante; mas qualquer matemaético sabe que a possivel
auséncia de limites ou de méximos numa classe de
nlimeros, que se nao estende ao conjunto dos niimeros,
nao é pequena dificuldade. E para evitar esta dificul-
dade que a introdugdo dos incomensurdveis se torna
atil, visto que entfo se obtém uma sucessdo completa
sem lacunas.
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Ha ainda um outro ponto a assinalar. E possivel
dispor os niimeros fracciondrios numa sucessao como
a dos inteiros, isto é, tendo um primeiro termo e tal
que qualquer outro termo (excepto este primeiro)
tenha um imediato que seja anterior, e um outro que
seja posterior. Podemos mostrar como isto se faz.
Suponhamos que cada termo na sucessdo dos niimeros

fraccionarios e dos inteiros seja escrito sob a forma de
= 1 2

uma fraccdo, por exemiplo, Tpara I, — para 2, etc.,
1

e o mesmo para todos os inteiros, a4 excepcdao do zero.
Suponhamos igualmente que ndo reduzimos as fracgées

a sua expressio mais simples, quer dizer, que as frac-

p ZordiEsGrragEeas b
COES COMIO-—, — ' — 820 tomadas como distintas

i) )

Hesf =)
Agrupemos as fraccées em classes, somando o nume-
rador e o denominador de cada fraccdao. Por simpli-

cidade, chamaremos a esta soma o indice da fraccéo.

: e T 4 2 3 :
Assim, 7 sera o indice de— , e também dez e ainda

2 L4 5
de — . As fraccoes de uma mesma classe terdo o mesmo

indice que sera chamado o indice de classe. Dispo-
nham-se agora as classes por ordem de grandeza cres-

cente dos seus indices. A primeira classe, é a classe

de indice 2: tem apenas um membro que éi. A segunda

2
classe tem o indice 3, e os seus membros sdo —e —,
-
2
A terceira tem o indice 4, e os seus membros
Sl =2
sdo —,

3 9’

1 25
a3 A quarta tem o indice 5, e os seus mem-
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bros sao ,wj— E,i, etc.. E facil verificar que o nu-
mero de membros de uma classe qualquer é igual ao
indice da classe diminuido de 1. Note-se igualmente que
dentro de cada classe os diferentes membros podem
ser dispostos de modo que o primeiro seja a fraccdo
com o numerador |, o segundo a fraccdo com o nume-
rador 2; desta maneira o dltimo tem o numerador
n— 1, sendo n o indice da classe. Assim, os mem-
bros da classe de indice n, aparecem com a seguinte
ordem:

1 2 3 n—1
n—1"n—2"n—3"""" 1 °

Os membros indicados acima das quatro primeiras clas-
ses foram dispostos exactamente por esta ordem. Temos,
finalmente, o conjunto dos nimeros fraccionarios dis-
postos por uma ordem semelhante & dos inteiros, como:

ll%l'i]iiiéi n—2
1!2}1!31 2 |1|4,3,2,1,......, 1 :
1 2 3 n—1 1
) ) ey = et e co o
n—1l n—2 n—3 i n

Podemos agora desembaracar-nos das fraccoes
repetidas com o mesmo valor, cortando-as da sucessdo,
logo a seguir ao seu primeiro aparecimento. Por exem-

= : X ;
plo, a fraccéo 5 que acima envolvemos num paréntesis

recto. Feito isto, a sucessdo fica com as mesmas pro-
priedades caracteristicas, a saber:



72 INTRODUCAO A MATEMATICA

(a) — existe um primeiro termo;

(b) — cada outro termo tem um antecedente
€ um consequente;

(c) — a sucessdo é infinita.

Demonstra-se que o conjunto dos niimeros reais
nao goza das mesmas propriedades. Este facto curioso
foi descoberto por Georg Cantor, matematico alemao,
e é da maior importincia na filosofia dos conceitos
mateméticos. Tocamos aqui o dominio dos grandes
problemas relativos ao significado matematico da con-
tinuidade e do infinito.

Uma outra extensdo do conceito de ntimero resulta
da introducdo de certa ideia que pode ser designada,
conforme ¢ ponto de vista, como uma operacdo ou
como um passo. Exemplifiquemos. Consideremos a pro-
vosicdo 2 + 3 = 5. Juntamos 3 a 2 e obtemos 5. Pen-
sando na operacdo «somar 3», podemos designa-la
por + 3. Assim em vez de considerar os nameros
reais em si proprios. podemos considerar as operacgoes
de os somar ou de os subtrair; deste modo em vez
de\/9, podemos igualmente considerar + V96—V 9,
como correspondendo as operacdes de somar \/9 ou
de subtrair \/9. A soma de duas operacées é uma
tinica operacdo que tem o mesmo efeito que as duas
operacoes aplicadas sucessivamente. Em que ordem
devem ser aplicadas as duas operacdes? A ordem ¢€
indiferente, visto que, por exemplo

et | = o ed

isto é, a adicio dos passos+ 3 e + | é comutativa.
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Os matematicos tém o habito que embaraca sobre-
tudo aqueles que sé se preocupam com significacoes
precisas, habito contudo muitas vezes 1util na pratica,
de usar o mesmo simbolo com sentidos diferentes
embora ligados. O requisito essencial a que deve satis-
fazer um simbolo é que, quaisquer que sejam as possiveis
modificacoes do seu significado, sejam as mesmas as
leis formais utilizadas para a sua aplicacio. De acordo
com este costume a adicAo de operacoes € designada
pelo sinal + , utilizado para a adicio de nimkros.
Assim escreve-se

(+3)+(+1)=+4

onde o sinal -+ que figura no meio do primeiro membro
representa ‘a adicdo das operacoes + 3 e + 1. Por
outro lado, como néo ha necessidade de sermos pedan-
tes no nosso simbolismo, podemos suprimir os outros
sinais + e os paréntesis, e escrever simplesmente:

34+1=4

qgue podemos interpretar ou como simples adicio numé-
rica, ou como a adicio de operacées que acabamos de
indicar, ou ainda como exprimindo o resultado da apli
cacdo da operacdo + | ao mimero 3, para se obter o
nimero 4. Qualquer interpretacdo, que seja possivel, é
sempre correcta. Mas a ninica interpretacdo que € sem-
pre possivel, mediante certas icondicdes, é a que se
refere as operacoes. As outras interpretacées podem,
as vezes, nao ter sentido.

Isto conduz-nos imediatamente a uma questio que,



74 INTRODUCAO A MATEMATICA

com certeza, deve ter sido j& posta pelo leitor: a ques-
tao de saber para que serve tudo o que acabamos de
dizer. Sobre isto o nosso amigo, o homem; pratico, deve
adiantar-se para nos dizer que tudo se reduz a teias
de aranha que devemos varrer do cérebro. Responder-
-lhe-emos que o matematico investiga a generalidade.
Trata-se de um conceito que deve ser colocado ao lado
dos conceitos de Variavel e de Forma sob o ponto de
vista da sua importancia na orientacdo do procedimento
matematico. Qualquer limitacdo a generalidade de um
teorema, ou de uma prova, ou de uma simples inter-
pretacao, é repelida pelo instinto matematico. Estas
trés nocoes, a de variavel, a de forma, e a de genera-
lidade, constituem uma espécie de trindade sempre pre-
sente na matemética. E que, na verdade, elas tém a
mesma origem; todas elas sdo a consequéncia da natu-
reza abstracta da matematica.

Vejamos, entdo, como se consegue maior genera-
lidade ao introduzir a nocio de operacio. Tomemos
a equacio x + | = 3; a solucio é x = 2. Podemos
aqui interpretar os nossos simbolos como simples niime-
YOS, € O recurso a «operacoesy nao € Necessario. Mas
se x é um simples nimero a equacdo x + 3 = 1 nao
tem sentido, porque x deve representar o niimero de
coisas que restam quando de | coisa se tiram. 3 coisas,
e isto nao tem sentido. Aqui vai intervir a nossa nocao
de forma algébrica, vista sob certo aspecto geral. Con-
sideremos, a propésito, a equacdo geral da mesma
forma que x + | = 3. Esta equacdo é x +a=bh; a
sua solucdo é x = b—a. Com esta forma as nossas
dificuldades tornam-se mais agudas porque ela sé
podera ser utilizada limitando-nos a uma interpretacéo
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simplesmente numérica, se b for maior que a, e nao
podemos portanto dizer que a e b sdo constantes quais-
quer. Por outras palavras, introduzimos uma limitacdo
a variabilidade das «constantes» a e b que devemos
arrastar como uma cadeia em todos os raciocinios. Ora
sob tais condicoes seria impossivel levar muito longe
a investigacdo matematica. Uma equacio deveria ser
rodeada de um sem-niimero de limitacées. Contudo, se
interpretarmos os nossos simbolos como «operacéesy,
todas as limitacoes desaparecem como por encanto.
A equacdo x+ 1 =3 da x= + 2, a equacdo
x+3=1 dax=—2, e a equacio x+ a= b,
da x = b —a que é a operacdo de adicdo ou de sub-
traccio conforme os casos. Nao é preciso em cada caso
dizer se b — a representa a operacdo de adicdo ou de
subtraccio, porque as regras de tratamento dos sim-
bolos sdo as mesmas nos dois casos.

Nao cabe dentro do plano deste trabalho escrever
um capitulo pormenorizado de &lgebra elementar.
O nosso objectivo é simplesmente tornar claras as ideias
fundamentais que orientam a formacéo desta ciéncia.
Por isso ndo daremos explicacdes sobre as regras pelas
quais se multiplicam ou se combinam os «niimeros posi-
tivos e negativosy. ExplicAmos atris que os niimeros
positivos e negativos sdo operacoes. lambém lhes cha-
mamos «passos». Assim + 3 é o passo pelo qual pode-
mos ir de 2 até 5, e— 3 o passo em sentido inverso
para ir de 5 até 2. Consideremos a linha OX dividida
pela forma atras indicada. Entdo + 2 é o passo para
ir de O até B, ou de A até C ou (se as divisées forem
prolongadas no sentido OX’) para ir de C’ até A’, ou
de [ até B’, etc.. Semelhantemente, — 2 é o passo
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para ir de O até B’, ou de B’ até I/, ou de B até O, ou
de C até A.

Podemos admitir que o ponto que é alcancado por
um passo a partir de O representa o mesmo passo.
Assim A representa + 1, B representa + 2, A’ repre-
senta — |1, B’ representa — 2, etc. Pode assinalar-se
que, enquanto que, anteriormente, com o0s nimeros
reais sem sinal, os pontos de um lado de O somente,
isto é, ao longo de OX, representavam ntimeros, agora,
com os referidos passos, cada ponto da linha que se
estende para um e outro lado de O, representa um passo.
Isto é uma representacéo grafica da generalizacao intro-
duzida pelos niimeros positivos e negativos, isto é, das
operacoes ou dos referidos passos. Estes niimeros «com
sinaly sdo também casos particulares do que nés cha-
mamos vectores (do latim veho, vou). Com isto pode-
mos pensar que uma particula é transportada de O até
A ou de A até B.

Ao sugerir atras que o homem pratico teria reagido
contra a subtileza da introducio dos ntimeros positivos
e negativos, talvez tivéssemos injuriado este excelente
individuo. Porque, na verdade, nés estamos no domi-
nio de um dos seus maiores triunfos. Para confessar a
verdade, diga-se que foi o homem pratico quem pri-
meiro empregou os actuais simbolos + e — . A sua
origem nao é muito certa mas parece provavel que eles
resultaram de tracos marcados a giz nas caixas de mer-
cadorias nos armazéns alemaes para indicar o excesso
ou o defeito de mercadoria relativamente a certo peso
padrdo. A primeira indicacio a seu respeito encontra-se
num livro publicado em Leipzig em 1489. Foram pela
primeira vez empregados, em matemética, por um
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matematico alemao, Stifel, num livro publicado em
Nuremburg em 1544. Contudo sé nos tltimos tempos
é que os alemées tém sido considerados como homens
praticos. HA um velho epigrama que atribui o império
dos mares aos ingleses, o da terra aos franceses e o
das nuvens aos alemaes. Seguramente, deve ter sido
das nuvens que os alemdes trouxeram o + e 0 — ; os
conceitos que estes simbolos permitiram desenvolver
sao demasiadamente importantes para o bem-estar da
humanidade para que possam ter vindo qguer do mar,
quer da terra.

As possibilidades de aplicacdo dos niimeros posi-
tivos e negativos sio bastantes 6bvias. Se as distan-
cias num dado sentido sdo representadas por niimeros
positivos, as distdncias num sentido oposto sdo repre-
sentadas por numeros negativos. Se uma velocidade
num dado sentido, for positiva, num sentido oposto
serid negativa. Se uma rotacdo no sentido oposto ao dos
ponteiros de um relégio (sentido anti-horario) for posi-
tiva, a rotacdo no sentido horario serd negativa. Se o
saldo de uma conta num banco for positivo, um levan-
tamento de dinheiro serd negativo. Se a electrizacdo
vitrea for considerada como positiva, serd negativa a
electrizacio resinosa. Uma série interminavel de exem-
plos poderia ser dada. Os conceitos de nimero positivo
e de niimero negativo constituem, do ponto de vista
pratico, uma das subtilezas da matematica que maior
sucesso tem tido.






CAPITULO VII

Numeros imaginarios

Se as ideias matematicas que expusemos no tultimo
capitulo tiveram um grande sucesso, as do presente
capitulo ndo tiveram menos. Contudo, o seu sucesso
teve um outro caracter, a que os franceses chamam um
succés de scandale. Nao somente o homem préatico, mas
também homens de letras e fil6sofos exprimiram o seu
espanto pela devocdo dos matematicos por entidades
misteriosas que pelo seu proprio nome sao designadas
como imaginérias. A propésito € 1util observar que um
certo tipo de mentalidade tem por habito importunar-se
a si préprio e importunar os outros discutindo a apli-
cabilidade dos termos técnicos. Serdo os ntimeros inco-
mensuraveis, propriamente, nimeros? Serdo os ntme-
ros imaginarios realmente imaginarios, e serdo niimeros?
— s@o tipos de perguntas fiteis. Deve claramente com-
preender-se que, em ciéncia, os termos técnicos sdo
nomes arbitrariamente postos como sdo postos os nomes
préprios as criancas quando nascem. Ndo pode pér-se
a questdo de saber se o nome estd bem posto ou mal
posto. Podem ser judiciosos ou ndo, porque podem as
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vezes ser arranjados para serem faceis de fixar ou para
sugerirem nocoes importantes e relevantes. Deste modo
ndo vamos ahorrecer-nos em saber se os niimeros imagi-
narios sdo imaginarios ou se eles sio niimeros; tomare-
mos o nome como um nome arbitrario atribuido a certo
conceito matematico que vamos passar a explicar.

A origem do conceito é semelhante & dos niimeros
positivos e negativos. Provém igualmente dos trés
grandes conceitos matemdticos, o de variavel, o de
forma algébrica e o de generalizacdo. Os nimeros posi-
tivos e negativos resultam da consideracdo de equacées
como x+ 1 =3,%x+ 3=1 e da forma geral x +
-+ a = b. Da mesma maneira, a origem dos nimeros
imaginarios resulta de equacgdes como x* + | = 3,
x* 4 3i=:] exde x* '+ a = b: A equagaoc x* + 1. .=13;
da x* = 2, e esta tem duas solucdes, a saberz = VE )
£ = — V2 . A afirmacio da existéncia desta alter-
nativa, é usualmente indicada escrevendo z = + \/9.

Até aqui nada de novo aparece que nao tivesse ja
sido indicado. Consideremos, porém, agora a equa-
cdo x*+ 3 = 1|; daqui resulta x2 = — 2, e sabe-se
que ndo ha nenhum nimero positivo ou negativo que,
multiplicado por si préoprio, dé um niimero negativo.
Logo, se os nossos simbolos representarem apenas os
niimeros até aqui indicados, positivos e negativos, a
equacdo x? = — 2 ndo tem solugcio, e ndo tera por
isso qualquer sentido. Tomando a forma geral x* + a
= b, temos o par de solucées x — + vm,
somente quando 5 for maior do que a. Portanto nao
podemos afirmar sem restricbes que as «constantes» a
e b podem ser quaisquer nimeros, isto é, no caso indi-
cado, as «constantes» a e b ndo poderdo ser, como



NUMEROS IMAGINARIOS 81

deveriam, variaveis independentes, sem qualquer res-
tricio, e assim sucessivamente, diversas limitacces e
restricoes deveriam acumular-se & nossa volta & medida
que prosseguisse o nosso trabalho.

Nestas condicoes, devemos tomar uma atitude
idéntica as anteriores: devemos dar uma nova inter-
pretacdo aos nossos simbolos, de maneira que as solu-
gées +\ (h—gq) da equacdo x* + a = b tenham
sempre sentido ou um significado. Por outras palavras,
exige-se uma interpretacdo dos simbolos de maneira
que \/a tenha sempre um determinado significado, quer
a seja positivo, quer seja negativo.

Evidentemente, a interpretacio deve ser tal que
todas as leis formais ordinarias da adicdo, da subtrac-
cdo, da multiplicacdo e da divisio se mantenham, e
que ao mesmo tempo essa mesma interpretagéo nao
interfira com a generalizacdo que obtivemos quando
introduzimos os niimeros positivos e negativos. Na
realidade, até deve ser feita num sentido que inclua
esta como um caso particular. Quando a for negativo,
podemos escrevé-lo com a forma — c¢2, porque c? é
positivo. Entdo, temlos

Va=V(—e)=V](=1)=<e|=Vi—1)Vei=
=—cV(—1),

Deste modo, se pudermos interpretar os nossos simbo-
los de maneira que \/ (— 1) tenha um certo signifi-
cado, atingiremos o nosso objectivo. Portanto \/ _(‘:#1‘)
deve considerar-se como a cabeca ou a fachada de
todas as quantidades imaginarias. A tarefa de encon-
trar uma interpretacdo para \/ (—1) é mais ardua

]
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do que a que foi feita para dar um significado a — 1.
De facto, enquanto que esta 1ltima, muito mais sim~
ples, foi resolvida quase instintivamente logo que sur-
giu, a primeira foi considerada, no principio, mesmo
pelos maiores matematicos, como nao sendo possivel.
Equacdes da forma x* = — 3, quando apareceram,
formam simplesmente postas de lado como sem sentido.
Contudo, pouco a pouco, durante o século XVIII, e
mesmo mais cedo, foi-se tornando evidente que seria
conveniente interpretar estes simbolos sem sentido,
O raciocinio formal podia ser utilizado com estes sim-
bolos, admitindo simplesmente que eles satisfaziam as
leis algébricas ordinarias de transformacéo; foi visto
que um mundo de resultados interessantes poderia ser
obtido, apenas com a condicdo de os utilizar legitima-
mente. Muitos matematicos ndo eram entao muito cla-
ros quanto a légica deste procedimento e daqui resul-
tou ter-se pensado que, por um modo misterioso, era
possivel utilizar simbolos sem qualquer significado,
desde que fossem convenientemente manipulados, para
obter provas validas de certas proposicoes. Nada pode-
ria ser mais errado. Um simbolo que néo é convenien-
temente definido nido é um simbolo. E simplesmente
um borrao de'tinta no papel, apenas com! forma facil-
mente reconhecivel. Nada se poderd provar com uma
sucessio de borrdes, a nao ser a existéncia de uma
ma caneta ou de um escritor pouco cuidadoso. Foi
durante esta época que a designacdo de imanginario foi
aplicada a V(:ﬁ O que entéo foi realmente obtido,
foi uma série de proposicées cuja forma confusa é esta:
se existem interpretacées a dar a \/( —1), e a adicio,
subtraccdao, multiplicacdo e divisao de \/ (—1), que
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satisfazem as regras algébricas ordinarias (como, por
exemplo, x + y = y + x, etc.), entdo tais e tais resul-
tados podem ser obtidos. E natural que os matematicos
que assim falavam ndo ficassem muito satisfeitos com
este «se» que devia preceder o enunciado dos seus
resultados.

Deve dizer-se que a interpretacdo que convira fixar
naoc € aqui tao facil de conseguir como o foi para os
mimeros negativos. A atencio do leitor deve recair
sobre uma cuidadosa explicacdo prévia. Ja tivemos
ocasidao de falar da representacdo de um ponto por
dois niimeros. Com o auxilio dos niimeros positivos e
negativos podemos agora representar a posicao de qual-
guer ponto num plano por um par destes niimeros.
Assim, tomemos as duas linhas rectas XOX’ e YOY’,
perpendiculares, como eixos para todas as nossas medi-
das. Os comprimentos medidos ao longo de OX e OY
sfo positivos e os medidos ao longo de OX’ e OY’
sdo negativos. Suponhamos que um par de niimeros,
escritos numa certa ordem, por exemplo ( + 3, + 1),
isto é, com um certo ntimero, em primeiro lugar ( + 3,
no exemplo escolhido) e um outro em segundo lugar
( + 1, no mesmo exemplo) representa um compri-
mento marcado a partir de 0, ao longo de XOX’ para
o primeiro niimero, e ao longo de YOY’, para o segundo.
Assim, na fig. 9 ( + 3, + 1) significa marcar 3 uni-
dades ao longo de XOX’, no sentido positivo do eixo,
e | unidade ao longo de YOY’ também no sentido
positivo, Da. mesma maneira (— 3, + 1) significa
marcar 3 unidades no sentido OX’, e | unidade no
sentido OY.

Chamemos por agora a um tal par de nilimeros
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um «par ordenadoy». Assim, a partir dos dois nimeros
I e 3, podemos formar oito pares ordenados, a saber:

RIS —=lr =3 )5
(—1L—3),(+1,—3)
B ) Bl
(—3,—1),(+3—1)

Cada um destes «pares ordenados» determina um

processo de medida ao longo de XOX’e de YOY’

D ¢
1,y r
2 x

A 4 8
Fig. 7

que é diferente do processo determinado por qualquer
dos outros.

Os processos de medida representados pelos alti-
mos quatro pares ordenados, sio dados graficamente
na figura. Os comprimentos OM e ON correspondem
a (+ 3, + 1), os comprimentos OM/ e ON corres-
pondem a (— 3, + 1), OM|e ON" a (—3,— 1)
e OM e ON’ a( + 3, — 1). Vé-se agora que, comple-
tando os rectingulos indicados na mesma figura, o
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ponto P determina e é determinado pelo par ordenado
(+ 3, +1), o ponto P por (— 3, + 1), o ponto
P” por (— 3, —-1) e o ponto P por ( + 3, —1).
De uma maneira geral, na fig. 8, ao ponto P corresponde
o par ordenado (%, ¥), sendo x e y positivos, ao ponto
P’, o par (%, v) sendo x’ negativo, ao ponto P” o par
(x/, ¥'), sendo x' e ¥’ negativos, e ao ponto P’/ o par
(x, ¥/). Portanto, um par ordenado (x, y), sendo
X e y numeros positivos ou negativos, determina um
certo ponto, e reciprocamente. Introduzamos agora

Y
P’ N P
»‘ef—.
v y Yy
M’ 1
X £ g 0 x M X
.y! ‘y’ J,J
N’
pn pa
» Y’_
Fig. 8

alguns nomes. No par ordenado (x, y) o primeiro
numero é chamado a «abcissay do ponto correspon-
dente, e o segundo nimero a «ordenada» do mesmo
ponto; os dois ntimeros, em conjunto, sdo chamados
as coordenadas do ponto. A ideia da determinacdo da
posicio de um ponto pelas suas coordenadas nido era
nova quando foi criada a teoria dos «imaginarios.
E devida a Descartes, grande matematico e filésofo
francés que a publicou no seu livro «Discours» apare-
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cido em Leyden no ano de 1637. A nocdo de par
ordenado como uina coisa que deve ser considerada
pelo seu préprio interesse desenvolveu-se mais tarde e
é o resultado dos esforcos feitos para interpretar os
imaginarios da maneira mais abstracta possivel.
Ainda poderd ser indicado, como ilustracdo do
mesmo conceito de par ordenado, que o ponto M da
fig. 9 é o par ( 4 3, 0), o ponto N, o par (0, + 1),
o ponto M’, o par ( — 3, 0), o ponto N’ 0 par (0, — 1)

v
P’ N P
+
- -3 +3, ¥
I N > P ¢
=/
y-1J N F-LJ
y
Fig. 9

e o ponto 0, o par (0, 0).

Um outro modo de representacdo do par ordenado
(%, ¥) é considera-lo como representando a linha tra-
cejada OP. Assim um par ordenado representara deter-
minada linha tracada a partir da ¢origems» 0, com um
certo comprimento e com uma certa direccdo. A linha
OP é o vector OP. Vemos, assim, que por enquanto
nos limitAmos a generalizar a interpretacdo que pri-
meiramente demos dos niimeros positivos e dos niime-
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ros negativos. Este método de representacido por vec-
tores é muito 1til quando consideramos o significado
que devera atribuir-se s operacdes de adicdo e multi-
plicacdo de pares ordenados.

Consideremos, agora, com efeito, esta questio e
comecemos por perguntar que significado serd conve-
niente atribuir 2 adicido de dois pares ordenados
(x, v) e (¥, ¥). A interpretacéo deve

a) fazer com que o resultado da adicdo seja
um outro par ordenado,

b) fazer com que a operacdo seja comutativa,
de maneira que

(xy) + (xy) = ) + (xy),

c) fazer com que a operacido seja associativa,
de maneira que

Haoy) + (2y") [+ (w,0) = (2,9) + 1 (2,y') + (4,0) |

d) fazer com que o resultado da subtraccdo
seja tinico, de modo que quando se pre-
tenda determinar o par ordenado desco-
nhecido (x, y), por forma a satisfazer a
equacao

(x. y) + (a, b) = (¢, d)

haja apenas uma tinica resposta repre-
sentada por

(x, y) = (¢, d) — (a, b).
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Todos estes requisitos serdo satisfeitos se escre-

VEImos:
= y) + &5 y)=(Ex=xi"v v

Notemos que adoptimos o habito matematico
de usar o mesmo simbolo + com sentidos diferentes.
O sinal + no primeiro membro da equagdo tem o
significado que acabamos de dar a este sinal, enquanto
que os dois sinais + do segundo membro tém o signi-
ficado da adicdo de niimeros positivos e negativos que
indicAmos no tltimo capitulo. Praticamente nenhuma
confusdo se poderd produzir com este duplo uso do

mesmo sinal.

Como exemplos de adicdes, temos:

O i P S B B i G B ) e (e S G )
(+3,—1)+(—2,—6)=(+1,—7)
(+3 +1)+ (—3,—1) = (0,0).

Quanto a subtraccao, temos:

(x,y) — (0, v) = (x—u, y—v).

Logo:

(=3 D) =— Gl =tk di =)
(+1,—2)—(+2,—4)=(—1,+ 2)
(—1,—2)—(+2,+3)=(—3,—5).
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E fécil ver que
&) —=Aw v) =i ) (e i )

e que

(xs ..v) T (x| Y) = (0» 0)'

Logo (0, 0) deve ser considerado como o par orde-
nado zero. Por exemplo:

(x,y) + (0,0) = (z,5).

A representacdo grafica da adicao de pares orde-
nados é surpreendentemente facil.

Suponhamos que OP representa (x, y), isto &,
OM = x e PM = y; suponhamos ainda que OQ repre-
senta (x,, y.), isto é, OM, = x, e QM,; = y..

Complete-se o paralelogramo OPRQ, tracando as
linhas PR e QR; entdo a diagonal OR representa o par
ordenado (x + x;, ¥ + y1). Com efeito, tracemos PS
paralelamente a OX; entao os triangulos OQM,; e PRS
sao iguais. Logo MM’ = PS = x, e RS = QM, e assim
temos:

OM’'=OM + MM’ = x + x,
RM'=SM'"+ RS =y + y..

Portanto OR representa o referido par ordenado.
Esta figura poderia igualmente ser considerada com
OP e OQ nos outros quadrantes.

E evidente que voltdmos a lei do paralelogramo que
indichmos no capitulo VI, a propésito de velocidades
e de forcas. Devera recordar-se que se OP e OQ repre-
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sentarem duas velocidades, diz-se que uma particula
se move com uma velocidade igual & soma destas velo-
cidades, se se mover com uma velocidade igual a OR.
Por outras palavras OR é a resultante das duas veloci-
dades OP e OQ. Do mesmo modo, as forcas que actuam
num ponto de um corpo podem ser representadas da
mesma mianeira, sendo ainda valida a mesma lei do
paralelogramo para a resultante dessas forcas. Daqui

Y R
Q o snttle
. R’. s
X 220, M, N n X
y!
Fig. 10

resulta que podemos considerar um par ordenado como
representando uma velocidade ou uma forca, e a regra
que demos para a adicio de pares ordenados é afinal
a regra que corresponde as leis fundamentais da meca-
nica da adicao de forcas e velocidades. Uma das carac-
teristicas mais fascinantes da matemdtica é o modo
surpreendente pelo qual se ligam uns aos outros resul-
tados e conceitos de partes diferentes da ciéncia.
Durante a exposicio dos assuntos deste e do 1ltimo
capitulo, fomos simplesmente guiados por consideragdes
matematicas puramente abstractas; e contudo no final
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fomos conduzidos a leis fundamentais da natureza, leis
que estdo sempre presentes no espirito de qualquer
engenheiro quando constréi uma maquina ou de qual-
quer construtor naval quando calcula a estabilidade de
um navio. Ndo constitui paradoxo algum dizer-se que
no meio das nossas divagacoes teéricas, por mais te6-
ricas que sejam, estamos semipre perto das consequentes
aplicacoes praticas.






CAPITULO VIII

Niimergs imaginarios (continuacio)

Na definicio da multiplicacio de pares ordenados
vamos ser guiados pelas mesmas consideracées que
fizemos a propésito da adicdo. A interpretacio da
multiplicacdo deve ser tal que;

a) o resultado seja um outro par ordenado;
) a operacdo seja comutativa, isto €, seja

(xy) X (xhy) = &, ¥) X (xy)
1) a operacdo seja associativa, de modo que:
(@) < (2 y') | < (w,0) = (2,y) < | (2/,y") < (u,v) |

8) o resultado seja um nimero tinico (excep-
tuando o caso do par zero (0, 0), de
modo que quando se pretenda determinar
o par desconhecido (x, y) que satisfaca a
equacao

(x, Y) X (as b) = (C. d)
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se obtenha um e s6 um resultado que representamos por

(z,y)=(¢c,d)+(a,d)
ou por
__(e,d)
(x,y)——(a’b) .

¢) Finalmente, a operacdo seja distribuitiva,
de modo que

(z,y) ><}(a,b) 4 (c,d) | = | (=,y) =< (a,b) | +
+ | (z,y)>=<(c,d) | .

Todas estas condigcdes (a), (B), (1), (3), (¢)
podem ser satisfeitas se admitirmos uma certa inter-
pretacdo que poderd, a principio, parecer complicada
mas é, por outro lado, susceptivel de uma interpreta-
cdo geométrica simples.

Por definicdo, pomos:

(z,y)<(z'y') =] (xz' —yy'), (zy'+2'y) {. (A)

Assim se define o significado que deve ter o sim-
bolo X colocado entre os dois pares ordenados (x, y)
e (x/, ¥'). Resulta evidentemente desta definicio que o
resultado da multiplicacdo € um outro par ordenado e
que o valor do segundo membro da equagdo (A) nao
é alterado trocando x com ¥’ e y com ¥ Logo as con-
dicGes (a) e (B) s@o evidentemente satisfeitas. Quanto
as outras condicdes (), (8), (e) vai ser igualmente
facil mostrar que sdo satisfeitas desde que se dé a refe-
rida interpretacdo geométrica. Mas antes disso sera
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interessante verificar se alcancdmos o objectivo que
tinhamos em vista.

Dissemos que equacoes da forma x* = — 3 néo
tinham solucdes considerando apenas os niimeros reais,
positivos ou negativos. Provamos entdo que as nossas
dificuldades desapareceriam se pudéssemos interpretar

a equacdo x* = — |, isto é, se pudéssemos definir

v (—1) de modo que fosse:

VSt < V(=1 =~1,

Consideremos, agora, os trés pares ordenados espe-
ciais (0,0), (1,0) e (0,1). JA mostrdmos que:

(xy) + (0,0) = (x,y)

Além disso, temos agora:
(xy) X (0,0) = (0,0).

Logo, quer relativamlente a adicio, quer relativa-
mente & multiplicacdo, o par (0,0) desempenha o papel
do zero na aritmética ou na algebra elementar; com-
parem-se, com efeito, as anteriores equacbes como
x+0=xexX0=0

Considere-se, em seguida, o par (1,0); este desem-
penha o papel do niimero 1, que na élgebra se traduz
por x X | = x, para todos os valores de x. Aqui, pela
lei admitida da multiplicacdo, temos:

(2,y) < (1,0) =} (z—0), (y +0){=(z,y) .



9 INTRODUCAO A MATEMATICA

Logo (1,0) é o par unidade.

Considere-se finalmente (0,1); este interpretara,
como vamos ver, o simbolo \/(_1) . Com efeito,
devera ser satisfeita a propriedade caracteristica

Vv (—1)>=< \/ (o 13 — — 1. Pela lei da multiplicacao

temos
(0,1)><(0,1)=}(0—1),(040) {=(—1,0).

Mas o par (1,0) é o par unidade, de modo que
(— 1,0) é o par unidade negativo; deste modé6 (0,1)
tem a propriedade enunciada. H4a, contudo, duas raizes
de—1, a saber V 4 \/(_ 1) .  Consideremos
(0,—1); recordando que (—1)2=1, temos
(0, — 1) = (0,— 1) = (— 1,0). Portanto (0, — 1)
é a outra raiz procurada. Deste modo, os pares orde-
nados (0,1) e (0, — 1) representam iV(—- 1)
Mas qual é a correspondéncia? Correspondera (0,1)
adt V(—1) e, —1)a _V(_1)p ouserd

o contrario? A resposta é que podemos adoptar uma

qualquer destas correspondéncias.

Os pares ordenados podem dividir-se em trés tipos:
(1) «os imaginarios complexos» da forma (x,y), em
que x e y sdo diferentes de zero; (2) imaginarios do
tipo «real» (x,0): (3) «imaginarios puros» do tipo
(0,y).

Consideremos as relacoes entre estes diversos tipos.
Multipliqguemos «um imaginario complexo» (x,y) por
um do tipo «real» (a,0); temos:

(a,0) X (xy) = (ax, ay)
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Assim, o efeito da multiplicacio é apenas multi-
plicar cada termo do par (%,y) pelo niimero real posi-
tivo ou negativo, a. Em segundo lugar, multipliquemos
o «imaginario complexo» (x,y) por um «imaginario
puros (0,b); temos: :

(0,b) X (xy) = (— by, bx),

Aqui o efeito da multiplicacio é mais complicado;
serA melhor compreendido adiante quando dermos a
interpretacdo geométrica a que ja aludimos.

Em terceiro lugar, multipliquemos o par «real»
(a,0) pelo imaginario (0,b); obtemos:

(a,0) X (0,b) = (0, ab)

Em quarto lugar, multipliqguemos os dois pares
«reais» (a,0) e (a’,0); obtemos:

(a,0) X (a,0) = (a 2, 0)

Finalmente, multipliquemos os dois imaginarios

puros (0,b) e (0,b’); obtemos:

(0,b) X (0,b") = (—Dbb’, 0)

Posto isto, consideremos a aludida interpretacéo
geométrica, comecando por alguns casos especiais.

Tomemos os pares (1,3) e (2,0) e consideremos
a equacao

(2,0) X (1,3) = (2,6)
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No diagrama (fig. 11) o vector OP representa
(1,3), o vector ON representa (2,0), e o vector OQ
o par (2,6). Assim, o produto (2,0) X (1,3) pode
ser determinado geométricamente pelo vector OQ cujo
comprimento é o produto dos comprimentos dos vec-

4
N aQ
wi—fP
R N,
= x
W, oM N
Fig. 11

tores OP e ON, e (no caso presente) prolongando
OP até Q.

Por outre lado, considere-se o produto (0,2)
X (1,3); temos:

(0,2)_X (1,3) = (—6,2)

O vector ON; representa (0,2) e o vector OR o
produto ( — 6,2). Verifica-se que OR é perpendicular
a OQ e tem o mesmo comprimento. Notemos que tam-
bém neste caso o comprimento de OR é o produto dos
comprimentos dos dois vectores ON, e OP,. Contudo
agora como temos ON; dirigido segundo OY, em vez
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de ON que era dirigido segundo OX, a direcgio de Op \.
sofreu uma rotacao de 90°,

Nos dois exemplos que acabamos de dar conside-
ramos o vector OP como modificado pelos vectores ON
e ON,. Podemos igualmente considerar que os vectores
ON e ON, siao mlodificados pelo vector OP, e isto
podera dar-nos uma sugestao importante para esta-
belecer uma lei geral sobre a direccdo dos vectores.
Verifica-se que a direccdo do vector ON, depois de
transformado (isto é, OQ), se determina dando uma
rotacdo no sentido anti-horério, de OX para OY, igual
ao angulo XOP (no caso particular citado, esta rotacéo
fez com gque OQ ficasse com a direccao de OP). No
produto de ON, por OP, a nova direccdo para o vector
ON,, depois de transformado (isto é, OR), determi-
na-se fazendo rodar ON; no mesmo sentido anti-hora-
rio de um angulo igual a XOP, isto é, do angulo N;OR
gue é igual a XOP.

A regra geral da representacio geométrica da mul-
tiplicacdo pode agora enunciar-se nos seguintes termos:

O produto de dois vectores OP e OQ é um vector
OR cujo comprimento é o produto dos comprimentos
de OP e OQ e cuja direccéo é tal que o angulo XOR é
igual A soma dos angulos XOP e XOQ. Assim podemos
supor que o vector OP faz rodar o vector OQ de um
angulo igual a XOP (o angulo QOR = angulo XOP),
ou que o vector OQ faz rodar o vector OP de um
angulo igual a XOQ (angulo POR = Angulo XOQ).

Podemos agora mostrar que a lei associativa (indi-
cada atrds em 7 da multiplicacdo é satisfeita. Consi-
derando primeirc o comiprimento do vector resultante,
vimos que é obtido pelo processo ordindrio da multi-
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plicagio de niimeros reais; deve por isso satisfazer a
referida lei. Quanto & direcgio, vimos que é obtida
pela soma de angulos, para a qual se verifica igualmente
a lei associativa.

Acabamos de ver como uma &algebra ou «um cal-
culo» de vectores, num plano, pode ser obtida de modo
a que, dados dois vectores quaisquer, eles podem ser
somados, subtraidos, multiplicados ou divididos. Nao
consideramos pormenores técnicos de todos estes pro-
cessos porque isso levar-nos-ia muito longe; mostramos
apenas o modo geral de procedimento. Quando inter-
pretamos os nossos simbolos algébricos da maneira
indicada, dizemos que empregamos «quantidades ima-
ginarias» ou «quantidades complexasy. Estes termos
s30 meros pormenores e por isso ndo devemos deter-
-nos para pensar se eles foram ou ndo bem escolhidos.

O resultado claro que obtivemos é que equagdes
como X + 3= 2 ou (x + 3)2 = — 2 podem sempre
interpretar-se em funcéo de vectores, e que é sempre pos-
sivel, nestes termos, encontrar as respecﬁvas solugﬁes.
Procurando tais interpretacdes, note-se que em vez de
3 podemos escrever (3,0) e em vez de — 2, ( — 2,0).
Quanto a incégnita x poderd escrever-se com a forma
(u, v). Deste modo aquelas equagdes escrevem-se com
a forma:

(%,v,) + (3,0) =(—2,0)
i (uv,) +(3,0) {*=(—2,0) .

Resolvidas assim as dificuldades iniciais que nos
apareceram, note-se que, de generalizacdo em genera-
lizacdo, obtivemos um conjunto de nocdes mais rico do
que aquele que nos serviu de ponto de partida. Criado

i
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na ciéncia um novo dominio, verifica-se que este serve
todos os objectivos que anteriormente eram atingidos,
além daqueles, inteiramente novos, para os quais ele
foi construido. Mas, antes de nos congratularmos com
os resultados até aqui obtidos, devemos desfazer uma
suspeita que certamente ja nasceu no espirito do leitor.

”

A pergunta que naturalmente deve fazer é a seguinte:

R

0 X
Fig. 12

Onde para ou até onde vai toda esta invencao de novas
e sucessivas generalizacoes? E exacto que resolvemos a
dificuldade de encontrar uma solucéo para toda e qual-
quer equacao quadratica, como x* — 2x + 4 = 0. Mas
hd um nimero sem-fim de outras gquacdes, por exem-
plo, x*—2x+4=0, x* + x* + 2 = 0, etc.. Deve-
remos proceder a uma nova generalizacdo sempre que
nos aparece uma nova equacao? Se assim fosse, o con-
junto das nossas anteriores investigacdes, se bem que,
para muitos espiritos, interessante, seria na verdade de
importancia insignificante. O facto saliente, que tornou
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possivel a anilise moderna, é que, com o auxilio do
calculo vectorial, qualquer equacfio pode ter uma inter-
pretacio adequada; e a «incégnitay correspondente
representar determinado vector. Neste aspecto a mate-
matica podera julgar-se completa pelo que diz respeito
aos seus conceitos fundamentais.



CAPITULO IX

Coordenadas geométricas

Os métodos e os conceitos da Geometria, pelo que
diz respeito as cocrdenadas, foram indicados nos capi-
tulos anteriores. Ocupemio-nos agora deles com mais
mintcia, com o fim de melhorar a nossa compreensao
sobre outros assuntos que ja considerdmos. Neste capi-
tulo, e nos seguintes, voltamos aos niimeros reais, posi-
tivos e negativos, pondo de lado os imaginarios.

Ja dissemos que, tomando dois eixos XOX’ e YOY”
(fig. 13) qualquer ponto P do plano é determinado
por um par de nimeros positivos ou negativos x e ¥,
sendo x o comprimento OM, e y o comprimento PM.
Esta é a ideia fundamental do emprego das coordena-
das geométricas. A sua descoberta é importante na his-
téria do pensamento mateméatico. Deve-se (como ja foi
dito) ao filésofo Descartes, e conta-se que lhe ocorreu
uma manhad quando estava deitado na cama. A ciéncia
deve muitos dos seus melhores conceitos aos filésofos
que conheceram a fundo a miateméatica. Pelo contrério,
aqueles outros filésofos com uma preparacdo matema-
tica defeituosa e adquirida & pressa, quase sem excep-
cdo se pode dizer que tém feito sobre a matematica



104 INTRODUCAO A MATEMATICA

consideracdes triviais ou mesmo completamente erradas.
O facto é bastante curioso, porque afinal as ideias fun-
damentais da matematica sdo muito simples e estdo
dentro dos limites do pensamento filoséfico. Provavel-
mente é a sua prépria simplicidade a causa dos erros
cometidos; quase sempre nao hd preparacdo para pen-
sar em coisas abstractas embora simples, e por isso é
preciso um longo treino para conseguir uma imunidade

> o ]

x
M

yl

Fig. 13

contra o erro, logo que nos afastamos das coisas mais
correntes.

A descoberta das coordenadas geométricas, e da
geometria projectiva na mesma época, ilustra um outro
facto que tem sido verificado na histéria do conheci-
mento, a saber que as maiores descobertas muitas vezes
sao feitas entre os assuntos melhor conhecidos. Nas
alturas do século dezassete, a geomietria ja andava estu-
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dada hé dois mil anos, mesmo que datemos o seu apa-
recimento do tempo dos Gregos. Euclides, nasceu em
330 a. C., e ele préprio nao fez mais do que sistema-
tizar e generalizar o trabalho de uma longa série de
antecessores, alguns deles homens de génio. Depois
dele, geracdes e geracoes de matematicos fizeram lon-
gas investigac6es. Ndo pode dizer-se que as investiza-
¢oes tivessem sido prejudicadas pela fatal limitacdo ao
progresso que consiste em estarem, confinadas a um
estreito grupo de homens da mesma origem — pelo
contrario, até ao século dezassete elas foram| feitas por
Egipcios e Gregos, Arabes e Alemaes. E contudo, apesar
do longo trabalho feito por tantos homens, importantes
segredos da Geometria nao foram descobertos durante
todo este tempo.

Ninguém pode estudar os elementos da Geometria
sem sentir a falta que faz um método orientador.
Quando se torna necessario, para demonstrar cada
nova proposicio que aparece, recorrer a um novo
artificio engenhoso, falta na ciéncia em que isso se da
um requisito indispensavel ao pensamento cientifico, o
método. O interesse especial que representou, para a
Geometria, o aparecimento das coordenadas geométri-
cas, foi que com elas se introduziu um método de racio-
cinio. As dtltimas deducées de um ramo das ciéncias
matematicas ndo sdo de importincia teorética primacial.
Qualquer ciéncia ndo pode considerar-se perfeita
enquanto nao consegue um conjunto de métodos liga-
dos pelos quais se possam obter as informacdes que
sejam necessarias sobre qualquer assunto que lhe diga
respeito. O desenvolvimento da ciéncia nao é feito,
primariamente, em volume, mas em conceitos. Quanto
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mais se desenvolvem os conceitos, menos deducdes é
necessario fazer. Infelizmente, nos livros de texto de
matemética repetem-se sem necessidade iniimeras pro-
posicoes subsidiarias cuja importancia hd muito se per-
deu pelo facto de se terem tornado casos particulares
de verdades mais gerais — insistamos em que a gene-
ralidade é o verdadeiro espirito da matematica.

As coordenadas geométricas ilustram ainda um
outro aspecto da matematica, que ja foi apontado, a
saber que os diversos ramos da matemética tendem,
no seu desenvolvimento, a entrelacar-se, aproveitando
nocoes comuns. A razdo estd ainda no aspecto de gene-
ralidade da matemaética, na circunstancia de ela tratar
de verdades gerais que se aplicam a todas as coisas,
em virtude da sua prépria existéncia como coisas.
A este respeito o interesse das coordenadas geométricas
estad no facto de, através delas, a geometria, tomada a
principio, como ciéncia do espaco, se ligar a algebra
que tem a sua origem na ciéncia do nimero.

Retomemos as ideias fundamentais destas duas
ciéncias e vejamos como se relacionam pelo método de
Descartes. Consideremos, em primeiro lugar, a algebra.

Pondo de parte os nimeros imaginarios, apenas
consideramos os niimeros reais, positivos e negativos.
A ideia fundamental é que qualquer nimero, nimero
variavel, é representado por uma letra e ndo por alga-
rismos determinados. Passemos @& consideracdo das
correlacGes que se podem estabelecer entre varidveis.
Por exemplo, se x e y sdo duas varidveis, podemos
concebé-las como relacionadas pelas equacées x + y = |
oux—y=1, ou de qualquer outro modo. Isto con-
duz-nos imediatamente ao coriceito de forma algébrica.
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Podemos assim passar do conceito de niimeros varia-
veis ao conceito de correlacGes varidveis de niimeros.
Isto é, podemos generalizar a correlacdo x +y =1, e
escrever ax + by = c. Aqui, a, b e c representam quais-
quer niimeros, e sdo de facto também variaveis. Con-
tudo sdo as varidveis que determinam a correlacio
variavel; por sua vez, fixada uma correlacao, esta passa
a relacionar os niimeros variaveis x e y. Variaveis,
como a, b e ¢ que sdo usadas para fixar uma certa
correlacdo sdo chamadas «constantes» ou parametros.
O uso do termo «constante» relativamente a uma varia-
vel, pode parecer, & primeira vista, pouco préprio, mas
é, na verdade, perfeitamente natural. A investigacio
matematica incide sobre a relacdo entre as varidveis
x e y, depois de fixadas as «constantes» a, b e c. De
modo que, relativamente a x e y, as «constantes»
ab e c sdo constantes. A expressio ax + by = c repre-
senta a forma geral de uma certa forma algébrica, isto
é, a correlacdo variavel que pertence a uma certa classe.
Do mesmo modo, se generaliza x* — y* = |, escre-
vendo-se ax® + by? = ¢, ou ainda ax® + Zhxy + by® =
= ¢, ou também ax? + 2 hxy -+ by* + 2 ex + 2fy = c.
Temos aqui igualmente correlacées variaveis que sao
indicadas pelas suas diversas formas algébricas.
Consideremos agora a Geometria. O nome desta
ciéncia faz-nos imediatamente pensar em figuras e dia-
gramas sob a forma de trifingulos, rectangulos ou qua-
drados, circulos, etc.. O estudo das propriedades mais
simples destas figuras & o objectivo da geometria ele-
mentar, tal como é apresentado ao principiante.
Contudo, um momento de reflexdo mostra-nos que
nao é este exactamente o referido objectivo. Podera
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ser proprio para uma crianga comecar o seu raciocinio
pensando na forma de figuras como tridngulos e qua-
drados que ela prépria podera talhar com uma tesoura.
Que é, contudo, um tridngulo? E uma figura tracada e
limitada por trés bocados de trés linhas rectas, Con-

>

tudo, a limitacAo de espacos por porcoes de linhas é
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Fig. 14

uma nocdo um pouco complicada, e nfo é prépria para
nos dar ideias simples sobre a esséncia do citado objec-
tivo. Precisamos de qualquer coisa mais simples e mais
geral. Foi a obcessio com as primitivas nogoes —
embora naturais e boas para a criacio dos primeiros
pensamentos sobre o assunto — que foi a causa da
relativa esterilidade do estudo da Geometria durante
muitos séculos. A Descartes se deve, com o emprego
das coordenadas geométricas, a revelacdo dos objec-
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tivos verdadeiramente simples do pensamento geomé-
trico.

Em vez de uma porcdo de linha recta, considere-
mos toda a linha, em toda a sua infinita extensao. Esta
deve ser a nocao geral de que devemos partir. Parece
que os gregos nunca utilizaram esta nocdo que é hoje
fundamental em todo o moderno pensamento geomé-
trico. Euclides sempre considerou uma linha recta como
tracada entre dois dados pontos, e é extremamente
cauteloso quando ela deve considerar-se prolongada
para além destes pontos. Nunca considerou uma linha
recta como uma entidade dada em toda a sua extensao.
Esta circunstancia da exclusio de um infinito ndo ime-
diatamente aparente aos sentidos, é caracteristica dos
Gregos em todas as suas actividades. Esta inscrita na
diferenca que existe entre a arquitectura grega e a
arquitectura gética, e entre a religido grega e a reli-
gido moderna. A espiral das catedrais géticas e a impor-
tancia da linha recta infinita na geometria actual sdo
ambas caracteristicas da transformacé@o que caracterizou
a formacdao do mundo moderno.
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CAPITULO X

Secgoes conicas

Logo que os geémetras gregos completaram, segundo
eles préprins pensavam, o estudo das propriedades mais
simples e mais importantes das figuras feitas com linhas
rectas e circulos, voltaram-se para o estudo de outras
curvas; e com o seu instinto quase infalivel que sem-
pre tiveram em descobrir coisas realmente valiosas, con-
sagraram-se principalmente ao estudo das sec¢oes conicas,
isto €, das curvas que resultam da intercepcao de planos
com superficies cénicas. Foi Menaechmus (nascido em
375 a. C. e morto em 325 a. C.) o primeiro geémetra
grego que se ocupou deste estudo; foi discipulo de
Platdo e um dos tutores de Alexandre, O Grande. Ale-
xandre, a propésito, € um notavel exemplo das van-
tagens de uma boa educagio; um outro dos seus tutores
foi o filésofo Aristoteles. Tem-se a impressio de que.
Alexandre deve ter considerado Menaechmus um pro-
fessor confuso, porque conta-se que o discipulo exigia
sempre do mestre demonstragées mais curtas e claras.
Foi a propésito disto que Menaechmus um dia respon-
deu: «no pais existem estradas particulares e estradas
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reais mas em geometria s6 ha uma estrada para todos».
Esta resposta é exacta no sentido que Menaechmus quis
fazer compreender a Alexandre. Mas se Menaechmus
pensava que as suas demonstracdes nao podiam ser
encurtadas e tornadas mais claras, enganava-se por
completo; se hoje em dia tivéssemos que estudar as
demonstracies feitas pelos antigos geémetras, isso seria
uma auténtica macada. O ganho obtido pela introducao,
em ciéncia, de noc¢des relevantes verifica-se pelo pro-
gressivo encurtamento das demonstragﬁes gue acom-
panha o enriquecimento conceptual. Existe um certo
tipo de matematico que estd sempre impaciente quando
se demora a pensar sobre as nocoes de determinada
matéria: estd sempre ansioso em chegar rapidamente a
demonstracdo dos problemas «importantes». A histé-
ria da ciéncia ndo lhe d4 razdo. Ha estradas reais em
ciéncia; mas os primeiros que as percorrem sao Os
homens de génio e ndo os reis.

A maneira como as secgoes cénicas, pela primeira
vez, foram apresentadas, é a seguinte: consideremos um
cone (fig. 15) cujo vértice é V, e STU a base circular
devendo imaginar-se que as linhas geométricas sdo pro-
longadas nos dois sentidos; tem-se assim um duplo cone,
havendo portanto além da seccéo referida STU, a sec-
cao circular PQR. O eixo do cone CVC’ passa pelos
centros destes circulos e é perpendicular aos seus planos
que sdo paralelos entre si. Na figura, as partes das cur-
vas que sdo supostas estar atrds do plano do papel estao
tracejadas. Suponha-se, agora, que este duplo cone é
cortado por um plano que ndo seja perpendicular ao
eixo CV(C’, ou, pelo menos, ndo necessariamente per-
pendicular. Entéo trés casos se podem apresentar:
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1) O plano pode cortar o cone segundo uma curva
como AB A’B’ que esta inteiramente de um dos lados
do vértice; quer dizer, o plano corta apenas um dos
cones. Uma tal curva é uma elipse. Um caso particular
é aquele em que o plano é perpendicular ao eixo CVC’,

Fig. 15

entdo a seccdo, como STU ou PQR, é uma circunfe-
réncia. Logo, a circunferéncia é um caso particular
da elipse.

2) O plano pode ser paralelo a um plano tan-
gente ao longo de uma das generatrizes; por exemplo,
o plano da curva D; A, D,” na figura é paralelo ao
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plano tangente que passa por VS; a curva estd ainda
limitada a um dos cones, mas nao € agora uma curva
fechada, uma tal seccdo cénica é uma parabola.

3) O plano pode cortar os dois cones de modo
que a curva que resulta da intercepcdo consiste em
duas porcoes ou «ramos»; € o caso ilustrado pelos dois
ramos G; A; G’ e L, Al, L’;. Nenhum dos ramios é
fechado. Uma tal seccdo cénica é chamada hipérbole.

H4, pois, trés tipos de seccGes conicps, a saber:

B
I C N R
Bl
Fig. 16

elipses, pardbolas e hipérboles. E fécil ver que, num
certo sentido, as pardbolas constituem um caso limite,
entre as elipses e as hipérboles.

Os trés nomes foram dados por Apollonio de Perga
(nascido em 260 a. C. e morto em 200 a. C.) que
escreveu um tratado sobre as seckdes iconicas, consi-
derado como uma obra fundamental até ao século XVL

E de notar que a investigacdo das propriedades
destas curvas deve ter sido dificil para os geometras
eregos. As curvas sio curvas planas, mas o seu estudo
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exize o tracado, em perspectiva, de um sélido. Por
exemplo, na figura aqui tracada quase que ndo traca-
mos linhas auxiliares, e contudo o desenho é relati-
vamente complicado. As formas das trés curvas, guando
tracadas no seu plano, estio indicadas nas figs. 16,
17 e 18. Os pontos A e A’, nas figuras, sdo cha-
mados os vértices e a linha AA’ o eixo maior. Deve
notar-se (fig. 17) que a pardbola tem apenas um vér-

Fig. 17

tice. Apollonio demonstrou (') que a razio de PM:?
2

para AM. MA’, isto é, —-—‘EM'——

AM . MA'

a elipse como para a hipérbole (figs. 16 e 18) e que
a razdo de PM* para AM é constante para a parabola
(fig. 17); toma como base, em quase todos os seus
trabalhos, esta propriedade.

é constante tanto para

(*) Vid. BALL, loc. cit., na sua referéncia a Apollonio e
Pappus,
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Nas figs. 16 e 18, estio marcados dois pontos
S e &, e na fig. 17 um ponto S. Sdo os focos das cur-
vas, pontos muito importantes. APOLLONIO mostrou
que, no caso da elipse, a soma de SP e de S’P, isto é,
SP -+ §’P é constante, qualquer que seja o ponto P da
curva considerado, e é igual a AA’. No caso da hipér-
bole a diferenca S’P — SP é constante e igual a AA’
quando P é um ponto de um dos ramos, e a diferenca
SP — S’'P’ é igualmente constante e igual a AA’ quando

-
A

P’ é um ponto do outro ramo. Nada disto existe no

=

Fig. 18

caso da parabola.

Quinhentos anos depois do iltimo geémetra grego,
Pappus de Alexandria descobriu o segredo final que
completou esta linha de pensamento. Nas figs. 16 e 18
estdo indicadas duas linhas XN e X’N’ e na fig. 17 a
linha XN. Sao as directrizes das curvas, duas para a
elipse e a hipérbole e uma para a parabola. Cada direc-
triz corresponde ao foco mais préximo.

A propriedade caracteristica de um foco, S, e da
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corespondente directriz XN, para uma qualquer das

SP

trés curvas, é que a razao SP para PN, isto é, o

é constante, sendo PN a perpendicular baixada de
P sobre a directriz e P um ponto qualquer. Temos aqui
uma propriedade comum as trés curvas. Para as elipses

a razao (')Elié menor do que |, para as parabolas

igual a 1, e para as hipérboles maior do que 1.

Quando Pappus terminou este estudo deve ter ficado
com a impressdo de que, aparte uma ou outra proprie-
dade menos importante, o assunto estava esgotado, e
se lhe tivesse sido possivel prever o desenvolvimento
da ciéncia durante mais de mil anos, teria acabado por
ficar convencido de que assim era. Contudo, as ideias
reaimente fecundas neste dominio nio tinham ainda’
sido descobertas e ninguém tinha ainda conseguido ver
as suas importantes aplicacées no estudo da natureza.

Sirva este caso de aviso impressionante para aque-
les que limitam o conhecimento e as investigacées ao
que é aparentemente til; as seccGes conicas foram
estudadas durante 1800 anos de uma maneira pura-
mente abstracta, sem o pensamento da sua utilidade
imediata, apenas por simples desejo dos mateméticos,
e contudo no fim deste longo periodo descobriu-se que
constituiam uma chave necessiria para a compreensao
das mais importantes leis da natureza.

E que, entretanto, um outro estudo inteiramente
distinto daquele, tinha sido efectuado, o da astronomia.

(*) Vid. Nota B.
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O grande astrénomo grego Ptolomeu (morto em 168)
publicou o seu tratado fundamental sobre astronomia
na Universidade de Alexandria, explicando os mowi-
mentos aparentes, entre as estrelas fixas, do sol e dos
p]anetas, na suposicao de que a terra estd em repouso
e sdo os planetas e o sol que se movem em torno dela.
Durante os 1300 anos seguintes, o nimero das obser-
vacoes astrondémicas aumentou, bem como a sua pre-
cis@o, tornando-se entdo cada vez mais complicada, na
explicacio dos movimentos, a hipétese de Ptolomeu.
Copérnico (nascido em 1473 e morto em 1543) obser-
vou que os movimentos dos corpos celestes podiam ser
explicados de uma maneira mais simples supondo fixo
o sol, e méveis & sua volta, a terra e os outros plane-
tas. Contudo, s.drnitiul ainda para estes movimentos a
‘forma circular, apenas modificada por pequenas cor-
reccoes impostas arbitrariamente aos movimentos pri-
marios circulares. Era isto que se admitia quando Kepler
nasceu em Stuttgart, na Alemanha, em 1571. Havia
entdo duas ciéncias, a da geomietria das seccdes conicas
e a da astronomia, estudadas desde longa data, inde-
pendentemente uma da outra, sem qualquer suspeita de
uma ligacdo entre elas. Kepler foi astrénomo mas foi
também um habil geémetra, e sobre a questido das sec-
coes conicas chegou a nocoes bastante avancadas para
a sua época. Fste & um dos muitos exemplos que pro-
vam a falsidade do conceito de que o éxito na investi-
gacéo cientifica exize uma exclusiva atencio numa tnica
e estreita linha de pensamento. As nocoes novas apa-
recem mais facilmente quando hd uma certa vastidao
de conhecimentos, ndo necessariamente uma enorme
vastiddo de conhecimentos, mas tais que seja possivel
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licar métodos e conceitos de diferentes linhas de pen-
samento. Deve recordar-se que Carlos Darwin, para
chegar & sua concepcao da lei da evolugdo, foi muito
auxiliado pela leitura do famoso Ensaio sobre a Popula-
¢do de Malthus, um trabalho que trata de um assunto
diferente, pelo menos, conforme entdo se pensava.

Kepler enunciou trés leis sobre o movimento dos
planetas, as primeiras duas em 1609, e a terceira dez
anos miais tarde. SAo as seguintes:

1) As érbitas dos planetas sao elipses de que o
sol ocupa um dos focos.

2) O raio vector dirigido do sol para um planeta
descreve areas iguais em tempos iguais.

3) Os quadrados dos periodos sio proporcionais
aos cubos dos eixos maiores das érbitas.

Estas leis foram um primeiro passo dado para um
mais amplo desenvolvimento dos conceitos a que estdo
ligadas. Newton (nascido em 1642 e morto em 1727)
concebeu a ideia da gravitacdo universal segundo a
qual dois corpos se atraem proporcionalmente as mas-
sas e na razao inversa do quadrado da sua distancia.
Esta lei geral, combinada com as leis do movimento a
que ele deu igualmente a sua forma geral, permitiu
explicar satisfatoriamente os fenémenos astronémicos,
incluindo as leis de Kepler, constituindo hoje uma lei
fundamental da Fisica.

Entre outras coisas, demonstrou-se que os cometas
tém trajectérias elipticas muito alongadas, ou parabé-
licas ou hiperbédlicas. Os cometas que voltam — como
o cometa de Halley — movem-se seguramente descre-
vendo o6rbitas elipticas. Mas o facto essencial na demons-
tracio da lei da gravitacio foi a verificacdo das leis de
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Kepler ligando o movimento dos planetas com a teoria
das seccbes coénicas.

Do século dezassete para c4, a teoria abstracta das
curvas resultou do duplo renascimento da geometria
provocado pela introducdo da geometria analitica e da
geometria projectiva. Na geometria projectiva as nocoes
fundamentais andam a volta da consideracdo de feixes
de rectas que passam por um ponto. Como se vé na
fig. 19, se A.B,C,D forem quatro pontos fixos de uma

P

Fig. 19

seccdo conica e P um ponto varidvel da mesma curva,
o feixe de rectas PA, PB, PC e PD goza de uma pro-
priedade especial. Basta-nos dizer aqui que isso coms-
titui uma ideia fundamental da geometria projectiva.
Hoje em dia a ideia de «secgdo» tem importancia insi-
gnificante de modo que podemos hoje dizer simples-
mente cénicas, em vez de secgbes cénicas.

Voltemos um pouco atras, ao 1ltimo capitulo. Dis-
semos que a forma algébrica geral ax + by = ¢ cor
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respondem linhas rectas. Vimos que qualquer linha recta
tem uma equacdo desta forma, e que a cada equacdo
corresponde uma linha recta. Vejamos agora outras for-
mas algébricas. Por exemplo, formas em que interve-
nham x% xy e y*. A forma geral podera ser escrita da
seguinte maneira:

ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy + ¢ = 0.

Que representa esta equacdo? A resposta é que
(gquando realmente representa um lugar geométrico) a
equacdo determina uma seccdo coénica, isto €, a equa-
cdo de qualquer cénica pode sempre escrever-se com
aquela forma.

A discriminacido da forma particular da coénica a
partir da sua equacdo é muito féacil. Depende de
ab — h?. Se ab — h® é um ntimero positivo, a curva é
uma elipse; se ab— h2 = 0, a curva é uma parabola,
e se ab— h® é um nimero negativo a curva é uma
hipérbole.

Por exemplo, escrevamosa = b =1, h =g = [ =
= (, c = — 4. Temos entao a equacdo x* + y*—4 = 0.

»

E facil provar que esta é a equacao de uma circunfe-
réncia cujo centro é a origem e cujo raio é igual a
2 unidades de comprimento. Neste caso ab — h? é igual
al X 1 —02 isto é, |, e, portanto, é um niimero posi-
tivo. Assim deve ser porque a circunferéncia é um
caso particular da elipse. Generalizando, a equacdo de
uma circunferéncia é da forma:

a (x2+y?) +2¢x+ 2 fy + c¢c = 0, para a qual
ab — h? é igual a a® — 0, isto é, a% que é essencial-
mente uma quantidade positiva.
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A forma geral da equacdo de uma pardbola é

(dx + ey)? + 2gx + 2fy + ¢ =0

isto én
d2 x* 4+ 2 de xy +.¢* y* + 2gx + 2y +c = 0;

por comparacdo temos: a = d?, h=de, b=2¢e2 e
portanto ab — A* = d%* — (de)? = 0. Deste modo é
satisfeita a condicdo indicada. A equacgdo 2xy — 4 = 0,
para a qual a=b=g=f=0, h=1 c=—+%
representa uma hipérbole. Neste caso, com efeito,
ab— h? é igual a 0 — I?, isto & — 1.

A limitacdo que indicAmos atrds ao escrever —
quando a equagdo geral representa um lugar geométrico
— é necessaria, porque em alguns casos a equacdo
geral ndo representa um lugar geométrico real. Por
exemplo, 2* + y* + I = 0 é uma equacdo que nao
pode ser satisfeita por valores reais de x e y. E per
vezes costume dizer que o lugar geométrico correspon-
dente é constituido por pontos imaginarios. Trata-se de
um conceito um pouco complexo que aqui ndo consi-
deramos.

Alguns casos excepcionais sdo incluidos na forma
geral da equacdo que podem ndo ser imediatamiente
reconhecidos ‘como secgbes cénicas. Escolhendo conve-
nientemente as constantes, a equacio Ipoderé represen-
tar duas linhas rectas. Nio se pode dizer que este caso
ndo caiba dentro do conceito grego de seccdo cénica.
Com efeito, considerando a figura do duplo cone pode
ver-se que existem planos que passando pelo vértice
V cortam o cone segundo linhas rectas que se inter-
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ceptam em V. O caso' de duas linhas rectas paralelas
pode também ser incluido no caso geral, basta consi-
derar o cilindro como um caso particular do cone. Seja
como for, se ou nio os antigos gregos consideraram
estes casos especiais como seccoes conicas, eles estdo
certamente incluidos entre as curvas representadas pela
forma algébrica geral do segundo grau que indicAmos.
Este facto deve ser posto em relevo, porque é carac-
teristico da matematica moderna o incluir entre as for-
mas gerais todos os casos particulares que primeira-
mente foram considerados a parte ou tratados por
modo especial. Isso resulta do seu propésito constante
de generalizacao.






CAPITULO XI

Funcodes

O termo funcdo é usado na matemaética como tam-
bém na linguagem: vulgar. Por exemplo, diz-se «o seu
temperamento é funcdo da sua digestdo» com um signi-
ficado andlogo ao que se emprega em matematica. Com -
a afirmacéo quere-se significar que é possivel indicar o
temperamento de uma pe336a quando se conhece a
sua digestdo. Assim, o conceito de «funcido» nao é
dificil; vejamos porém como ele se deve precisar quando
se aplica em matematica a ntimeros variaveis. Consi-
deremos primeiro alguns exemplos concretos: se um
comboio se desloca com a velocidade de 20 milhas por
hora, a distancia s (em milhas) percorrida num certo
niimero de horas, digamios, ¢ horas, é dada por
s = 20 X t. Assim, s é chamada uma funcao de f.
Também podemos dizer que 20 X t é uma funcdo de
¢ com a qual s se identifica. Se Jodo tem mais um ano
do que Tomas, entdo quando Tomas tiver a idade x,
Jodo terd a idade y = x + 1; y é funcdo de x, a saber,
y é a funcdo x + 1.

Nestes exemplos, f e x sio chamados os argumentos
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das funcoes em que aparecem. Assim, f é o argumento
da funcdo 20) X t, e x é o argumento da funcdo x + 1.
Ses =20 Xt,ey = x + 1, entdo s e y sdo chamados
os «valores» das tuncées 20 X t e x + | respectiva-
mente.

Considernado agora o caso geral, podemos defi-
nir uma fungdo, em matemaética, como uma correlacao
entre dois niimeros variaveis, chamados respectivamente
o argumento e o valor da funcdo, tal que, qualquer
que seja o valor atribuido ao «argumento da funcao»,
seja determinado univocamente o «valor da funcao».
O inverso nao é necessariamente verdadeiro, isto &,
guando o valor da funcido é dado, pode ndo ser uni-
vocamente determinado o argumento. Qutras funcoes
do argumento x sao y—=x% y—2x*+ 3x -+ 1,
y= x, vy = log x, y = sen x. As duas dultimas fun-
coes deste grupo exigem o conhecimento da Algebra
e da trigonometria. SAo aqui dadas apenas a titulo de
exemplo. '

Até aqui, se bem que tivéssemos dito o que se
devia entender em geral por funcdo, apenas menciona-
mos varias funcoes especiais. Mas a matemética, fiel
aos seus métodos gerais de procedimento, representa
por simbolos o conceito de funcio. Assim, escreve-se
F (x), [ (x). g {x), © (x), etc. para qualquer funcio
de x, estando o argumento x dentro de um paréntesis,
e uma letra qualquer fora para exprimir a funcao. Esta
notacdo tem os seus defeitos. Assim, como é &6bvio,
choca com a convencao feita de que uma simiples letra
deve representar um ntmero varidvel, visto que aqui
as letras F, [, g, @, etc., escritas antes do paréntesis
representam funcées variaveis. Um modo de evitar qual-
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quer confusdo seria usar as letras gregas (como, por
exemplo, @) para representar as funcées; ou entao
usar s6 as letras f e F' (letras iniciais da palavra funcio)
para as funcdes, com outras adjacentes quando fosse
necessario.

Geralmente escreve-se y = [ (x), sendo y o valor
da funcio cujo argumento € x; [ (x) pode representar
qualquer funcdo como x + I, x* —2x + 1, sen =x,
log x ou préprio x. O ponto essencial é que quando
x seja dado, y seja bem determinado. E importante
notar a generalidade deste conceito. Assim, y = [ (x)
pode exprimir, se assim o desejarmos, o valor zero para
todos os valores inteiros de x, e o valor | para todos
os outros valores de x. Portanto, nestas condicdes, ao
escrevermos § — [ (x) significamos que y é igual ou
a zero ou a |, conforme x é igual a um nimero inteiro

ou ndo. Isto é f (1) =0, [ (2) =0, f(%):l,
f(\/-i)= 1, etc..

Esta escolha do significado de [ (x) fornece uma
funcdo perfeitamente boa do argumento x segundo a
definicao geral de funcao.

Uma funcdo, que é afinal apenas uma espécie de
correlacdo entre duas variaveis, é representada como
outras correlacoes, por um grafico, isto é, pode ser
representada pelo método da geometria analitica. Por
exemplo, na fig. 2 do capitulo ll, representa-se o gra-

2 ]

fico da funcdo — sendo v o argumento e p o valor da
v

funcéo. Neste caso, o grafico estd apenas tracado para

valores positivos de v que sfo os tnicos que tém signi-
ficado fisico. Da mesma maneira, na figz. 14 do capi-
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tulo IX, a linha AB é o grafico da funcdo x + I, sendo
x o argumento e y o valor da funcio; na mesma figura
a linha A, B é o grafico da funcdo I -— x, a linha LOL’
é o grafico da funcdo x, sendo x o argumlento e y o
valor da funcao.

Estas funcoes, que sdo expressas por férmulas algé-
bricas simples, sio préprias para serem representadas
por graficos. Mas no caso de algumas funcées esta repre-
sentacdo poderad conduzir a erros sem uma cuidadosa
explicacdo, ou mesmo ser impossivel. Assim, conside-
re-se a funcio que acima indicAmos que tem os valores
0 ou | para valores respectivamente inteiros ou ndo
inteiros de x. Poderia parecer que o seu gréfico seria
a linha ABA’ (fig. 20) tracada paralelamente ao eixo
XOX’, e a distancia de | unidade de comprimento.
Mas os pontos B, C;, C,, C;, C;, etc. correspondentes
aos valores 0, 1, 2, 3, 4 do argumento x ndo repre-
sentam valores da funcdo; em vez destes devem ser
tomados os pontos 0;, B;, B., B;, B, etc., sobre o
eixo OX. E facil indicar funcées para as quais a repre-
sentacdo grafica é nao sé inconveniente mas mesmo
impossivel. Essas funcées sio muito importantes na
alta matemdtica; ndo temos aqui necessidade de nos
ocuparmos de tais funcoes.

Uma divisdo importante que pode ser feita das fun-
coes consiste em dividi-las em funcoes continuas e fun-
coes descontinuas. Uma funcdo é continua quando o
seu valor varia gradualmente para variacoes graduais
do argumento e é descontinua quando o seu valor faz
saltos bruscos. Assim as funcées x + I e I — x cujos
graficos estdo representados na fig. 14 do capitulo IX
sao funcdes continuas, e o mesmo se dia com a fun-
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o e - =
¢do — figurada no capitulo Il, considerando apenas os
v

valores positivos de v. J4 a funcdo representada na
fiz. 20 deste capitulo é descontinua visto que para os
valores x = 1, x = 2, etc., do seu argumento, o seu
valor experimenta variacoes bruscas.

Consideremos alguns exemplos de funcoes que se
nos apresentam no estudo da natureza, com o fim de

1%

A’ BQC?C’{.“CJ A
’ B, 1By [Bs |B; [Bs

= 0 o e S ) X
%

Fig. 20

precisarmos melhor o significado da continuidade e da
descontinuidade.

Considere-se um comboio na sua marcha a partir,
por -exemplo, da estacao de Euston, o término, em
Londres, da «lLondon and North-Western Railyway».
Ao longo da linha estao as estacoes de Bletchley e
Rugby. Designe-se por t o ntimero de horas de percurso
do comboio, contado a partir de Euston, e por s o
numero de milhas percorridas. Deste modo s é funcao
de ¢, isto é, é o valor varidvel que corresponde ao
argumento varidvel f. Conhecendo os pormenores da
marcha do comboio, determina-se s logo que ¢ seja
dado. Pondo de parte milagres, podemos confiadamente

9
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admitir que s € uma funcio continua de f£. E impossi-
vel admitir a eventualidade de, tendo seguido de um
modo continuo a marcha do comboio de Euston até
Bletchley, vé-lo surgir inesperadamente na estacdo de
Rugby. A ideia é fantastica de mais para entrar nos
nossos calculos: corresponde a possibilidades que se néo
descortinam fora das «Noites arabesy ; e mesmo naque-
las histérias a pura descontinuidade do movimento estd
longe de ser imaginada; tais histérias apenas ousam
forcar a nossa credulidade com velocidades fantasticas.
Mas tais velocidades n@o estdo em contradicio com a
lei da continuidade do movimento que parece verifi-
car-se na natureza. A luz, por exemplo, propaga-se
com a velocidade enorme de 190.000 milhas por
segundo, e vem-nos do sol em cerca de oito minutos;
mas apesar desta velocidade, o caminho percorrido é
sempre uma funcio continua do tempo.

Nem sempre é simples pensar que a velocidade de
um corpo é invariavelmente uma funcio continua do
tempo. Considere-se o comboio num dado instante f:
move-se com uma certa velocidade, seja de v milhas
por hora, sendo v igual a zero quando o comboio estad
parado numa estacdo, e negativa quando o comboio
recua. Facilmente admitimos que v nfo pode variar
rapidamente no caso de um comboio, grande e pesado.
Se, por exemplo, um comboio se mover com a velo-
cidade de 40 milhas por hora entre as 11B 45™ e o
meio-dia, nido poderid passar bruscamente para uma
velocidade de 50 milhas por hora. Pelo contrario admi-
timos que qualquer variacdo da velocidade é sempre
um processo gradual. Mas que dizer de certos impul-
sos rapidos de intensidade adequada? Suponhamos que
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dois comnboios chocam um com o outro; ou melhor,
para considerar objectos mais pequenos, suponhamos
que damos um pontapé numa bola. Aparentemente, a
bola é posta em movimento bruscamente. Aqui os nos-
sos sentidos ndo repudiam a possibilidade de a veloci-
dade ser uma funcdo descontinua do tempo, contraria-
mente ao que se verifica no exemplo que atrds demos
quando faldmos no brusco aparecimento do comboio
na estacio de Rugby, depois de deixar a estacio de
Bletchley. Contudo, na natureza, se sao verdadeiras as
leis do movimento que conhecemios, ndao ha velocidades
descontinuas. Quando uma velocidade nos parece des-
continua, na realidade é uma velocidade que sofre uma
variacdo gradual, embora ripida. Seria contudo teme-
rario generalizar a ponto de se dizer que nao aparecem
funcces descontinuas no estudo dos fenémenos naturais.
Um homem que, confiado na informacao que lhe dessem
de que a altitude média da terra, acima do nivel do
mar, entre Londres e Paris, é uma funcido continua da
distdncia, contada a partir de Londres, caminhasse de
noite junto do rochedo de Sjakespeare, perto de Dover,
contemplando a via lactea, morreria antes que tivesse
tempo de reorganizar as suas ideias sobre a necessi-
dade de tomar sempre cuidado com certas conclusdes
cientificas.

E fAcil indicar funcGes descontinuas, mesmo se nos
limitarmos as mais simples férmulas algébricas. Por
exemplo, tomemos a funcio y = lque ja atras con-

z
siderdmos com a forma p =—=—, com a limitacéo de v
v

ser positivo. Suponhamos agora que x pode ter qual-
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quer valor, positivo ou negativo. O grafico da funcio
esta tracado na fig. 21. Considere-se a variacdo de x
desde um valor negativo muito grande até zero e
depois até valores positivos sucessivamente crescentes.
Se, por exemplo, um ponto mével M representar x
sobre XOX’, o ponto M partird da extrema esquerda
da figura e passara sucessivamente pelos pontos
M, M., M, M., etc.. Os pontos correspondentes da
funcio sdo P, P,, P;, P,, etc.. E facil ver que existe um.
ponto de descontinuidade para x = 0, isto é, na ori-
gem. O valor da funcfio a esquerda da origem torna-se
infinitamente grande, mas negativo; a funcio reapa-
rece a direita da origem infinitamente grande mas posi-
tiva., Logo tendendo para zero o segmento M, M.,
verifica-se que ha uma variacdo brusca dos valores da
funcio em M. e em M,. Isto é, quanto mais pequeno é
o segmento M, M, contendo sempre a origem, maior
é a variacdo da funcio nesses pontos. A figura mostra
bem que para muitas funcoes as descontinuidades
somente ocorrem em pontos isolados, como também
se verifica na fig. 20, de modo que limitando os valores
do argumento pode obter-se uma funcéo continua para
esses valores. Assim é evidente na fig. 21 que a fun-

= = > e

cdo y=-— é continua para valores positivos de x,
H

excluindo a origem. E igualmente continua para valo-

res negativos de %, excluindo a origem. Do mesmo
modo a funcéio representada na fig. 20 é continua entre
B e C, e entre C; e C,, e entre C, e C;, etc., excluindo
sempre os pontos limites.

Ha contudo funcGes que sdo descontinuas em todos
os pontos. Por exemplo a funcao f (x) que é igual a
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I, f (x) = 1, para valores fraccionarios de x, e igual
a 2, f(x) = 2, para valores irracionais de x, é descon-
tinua em todos os pontos. '
Consideremos mais de perto a definicio de con-
tinuidade. Dissemos que uma funcéo é continua gquando
o seu valor varia gradualmente para variacdes graduais
do argumento, e é descontinua quando varia por sal-
tos bruscos. Esta definicao contentava os nossos mate-

v

yl
Fig. 21

maéticos do passado mas nao satisfaz os modernos. Vale
a pena gastar algum tempo com isto; porque se che-
garmos a compreender as objeccoes feitas contra
aquela definicdo, compreenderemos bem o espirito da
matematica moderna, A diferenca entre a antiga e a
nova matematica estd em que termos semi-metafdricos
e vagos como «gradual» ou «gradualmente» sdao hoje
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postos completamente de lado nos enunciados exactos
da matematica. A matematica moderna somente admite
enunciados, definices e argumientos que empreguem
exclusivamente as nocoes simples e correctas de
niimero, de grandeza e de variavel que constituem a
sua base. Dados dois nlimeros, um pode ser maior ou
menor do que o outro, ou pode ser determinado mil-
tiplo, mas nenhuma relacdo de «gradual» se pode esta-
belecer entre eles, e portanto o termo é inadmissivel.
Isto pode parecer, a primeira vista, mero pedantismo.
A esta censura podemos dar duas respostas. Em pri-
meiro lugar, durante a primeira metade do século XIX,
foi demonstrado por alguns grandes mateméticos, como
Abel na Suécia, e Weierstrass, na Alemanha, que mui-
tas questGes tratadas & maneira antiga estavam simples-
mente erradas. Macauley no seu ensaio sobre Bacon
poe em confronto a certeza da matemética com a incer-
teza da filosofia, e & maneira de exemplo retérico diz:
«Nunca houve reacciio contra o teorema de Taylor».
Nao podia ter escolhido pior exemplo, porque, mesmo
sem fazermos uma andlise dos livros ingleses de mate-
mética da época em que foi escrito aquele ensalo, pode-
mos hoje dizer que o teorema de Taylor estd em todos
eles enunciado e demonstrado de uma maneira errada.
Justifica-se pois a ansiosa precisio da matematica
moderna que é necessaria a cuidadosa exactidao dos
enunciados. Em segundo lugar, é necessaria a propria
investigacdo. Conduz a clareza do pensamento dando-
-lhe uma maior seguranca e maior fecundidade no exer-
cicio da combinacdo de novas nocoes. Quando os
enunciados iniciais sio vagos e pouco cuidados, a cada
passo, no desenvolvimento de um raciocinio, o senso
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comum tem que intervir para limitar as aplicacGes ou
explicar o seu significado. Mas no raciocinio criador o
senso comum é um mau mestre. O seu tUnico critério
num juizo € que as novas no¢oes se parecam com as
antigas. Por outras palavras, a sua actuacao desfaz toda
a originalidade.

Abrindo o nosso caminho no sentido de uma defi-
nicdo precisa de continuidade (aplicada as funcdes)
consideremos mais de perto a afirmacdo que fizemos
de que nenhuma relagdo de «graduacdo» existe entre
ntimeros. Pode perguntar-se, nio pode um niimero ser
apenas um pouco maior do que um outro niimero, ou
por outras palavras, nao podera a diferenca entre dois
niimeros tornar-se pequena? O ponto essencial é que,
abstractamente, pondo de lado qualquer aplicaciao arbi-
trariamente dada, ndo existe o que possa chamar-sé um
nimero grande ou um ntimero pequeno. Um milhdo de
milhas é um niimero pequeno de milhas para um astré-
nomo que estuda as estrelas, mas umi milhdo de libras
é ja um grande rendimento anual. Muitos exemplos se
poderiam dar para mostrar que grande ou pequeno,
em sentido absoluto, ndo tem aplicacio abstracta a
ntimeros. Dados dois niimeros podemos dizer que um
é maior ou menor do que o outro mas nao pode dizer-se,
sem especificacdo de circunstincias particulares, que
um dos ntimeros é grande e o outro pequeno. Deve-
mos, pois, definir a continuidade sem qualquer refe-
réncia a variacdo gradual ou pequena no valor de uma
funcao.

Com este fim vamos dar nomes a algumas nocées
que nos serdo tuteis igualmente quando considerarmos
os limites e o calculo diferencial.
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Um «intervalo» de valores do argumento x de uma
funcdo [ (x) é constituido por todos os valores com-
preendidos entre dois dados valores do argumento. Por
exemplo, o intervalo entre x = 1 e x = 2 é constituido
por todos os valores de x entre I e 2, isto é, por todos
os nimeros reais entre | e 2. Os niimeros limites de
um intervalo podem nfo ser inteiros. Um intervalo
de valores do argumento confém um nimero a, quandeo
a é um membro do intervalo. Por exemplo, o inter-

valo entre 1 e 2 contém i, —El, 1,
234

Um conjunto de ntmeros aproxima-se de um
nimero a, com uma certa aproximacdo k, quando a
diferenca entre a e um nimero qualquer do conjunto
é inferior a k. Diz-se que k é o médulo da aproxi-
macao.

Assim o conjunto 3, 4, 6, 8 aproxima-se do
nimero 5, com uma aproximacao inferior a 4. Neste

etc..

caso a aproximacio a menos de 4 nao é a mais pequena
que poderia ser indicada, assim o mesmo conjunto apro-
xima-se de 5 com aproximacoes inferiores a 3,1 oun
3,01 ou 3,001. Do mesmo modo, os numeros 3,10,
3,141, 3,1415, 3,14159 aproximam-se de 3,13102
com aproximacdoes inferiores a 0,032 ou ainda infe-
riores a 0,03103.

Estas duas nocdes de intervalo e de aproximacao
de um certo niimero com uma determinada aproxima-
cdo, sdo muito simples; a sua iinica dificuldade é que
parecem triviais. Mas quando combinadas com a nocéo
seguinte — a de vizinhanca de um ntimero — formam
o fundamento do moderno raciocinio matematico. Que
é que queremos significar dizendo que determinada
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coisa é verdadeira para a funcéo [ (x) na vizinhanca do
valor a do argumento x? E esta nocap fundamental que
vamos agora precisar.

Diz-se que os valores de uma funcdo f (x) tém
determinada caracteristica na «vizinhanca de a» gquando
é possivel encontrar um intervalo que 1.°) contenha o
numero a sem ser como ponto limite, e 2.°) seja tal
que os valores da funcdo, correspondentes a valores
diferentes de a, e pertencentes ao intervalo, possuam
a referida caracteristica. O valor f (a) da funcdo para
o valor a do argumento pode ou néo ter essa caracte-
ristica. Nada fica decidido sobre este ponto quando se
diz vizinhanca de a.

Por exemplo, consideremos a funcdo x2. Na vizi~
nhanca de 2, os valores de x* sdo inferiores a 5. Na
verdade, podemos determinar um intervalo, como de
Il a2l, que 1.°) contém 2 sem ser como ponto limite
e 2.°) é tal que, para valores de x, dentro dele, x* é
inferior a 5.

Sabemos agora, combinando as nocoes precedentes,
o que deve entender-se quando se diz que na vizinhanca
de a, a funcéo [ (x) se aproxima de ¢ com uma certa
aproximacdo k. Com isso significa-se que pode deter-
minar-se um intervalo que 1.°) inclui a ndo como ponto
limite e 2.°) é tal que todos os valores de [ (x) para
valores de x dentro do intervalo sem ser para o valor
a, diferem de ¢ de uma quantidade inferior a k. Por
exemplo, na vizinhanca de 2, a funcédo \/; aproxima-se
de 1,41425 com uma aproximacio inferior a 0,0001.
Isto é assim porque a raiz quadrada de 1,9999 6164 é
1,4142, e a raiz quadrada de 2,00024449 é 1,4143;

logo para valores de x no intervalo 1,99996164 a
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2,00024449, que contém 2, sem ser como ponto limite,
os valores da funcdo | = estio todos entre 1,4142 e
1,4143, e diferem de 1,41425, com| uma aproximacio
inferior 0,0001. Neste caso, se desejarmos, podemos
fixar um moédulo de aproximacao mais pequeno, a saber
0,000051 ou 0,0000501. Consideremos um outro
exemplo: na vizinhanca de 2 a funcio x*> aproxima-se
de 4 com uma aproximacao inferior a 0,5. Na verdade,
(1,9)2 = 3,61 e (2,1)2 = 4,41; o intervalo exigido,
1,9 a 2,1, contém 2 sem ser como ponto de limite. Este
exemplo mostra bem que determinada proposicao sobre
umma funcdo f (x) na vizinhanca de um ndmero a, é
distirtta doutras relativas ao valor de [ (x) quando
x — a. A indicacAo de um intervalo para o qual uma
proposicao seja verdadeira, é semjpre precisa. Assim,
o simples facto de ser 22 = 4 nada nos diz se ou nao,
na vizinhanca de 2, a funcio x? é igual a 4.

A compreensiao das nocoes anteriores auxilia-nos a
compreender os fundamentos da mateméatica moderna.
Empregaremos nocoes analogas no capitulo sobre as
séries e também no capitulo sobre o Calculo dife-
rencial.

Estamos agora preparados para definir - «funcées
continuasy. Uma funcdo [ (x) é «continuay para um
valor a do seu argumento quando na vizinhanca de a o
seu valor se aproxima de [ (a), qualquer que seja a
aproximacdo fixada. Por exemplo, x* é uma funcéo
continua para o valor 2 do seu argumento, porque
qualquer que seja a aproximacido k escolhida, pode-se
sempre determinar um intervalo que 1.°) contenha 2
sem ser como ponto limite, e 2.°) é tal que os valores
de x* para valores do argumento compreendidos no
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intervalo, aproximam-se de 4 (isto é, de 22) com a apro-
ximacao desejada k. Assim, suponhamos que escolhe-
mos a aproximacao 0,1; temos (1,999)2 = 3,996001 e
(2,01)2 = 4,0401, diferindo estes niimeros de 4 de
um nitmero inferior a 0,1. Logo, dentro do intervalo
1,999 a 2,01, os valores de x* aproximam-se de 4 com
uma aproximacao inferior a 0,1. Da mesma maneira um
outro intervalo podera ser indicado para outra aproxi-
macdo que se desejar.



..
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CAPITULO XlI

A periodicidade na natureza

Toda a vida da Natureza é dominada pela exis-
téncia de acontecimentos periddicos, isto é, pela exis-
téncia de acontecimentos sucessivos tAo analogos uns
aos outros que, sem qualquer esforco de linguagem,
podem ser considerados como repeticoes de um mesmo
acontecimento.

A rotacao da terra produz os dias que se sucedem
uns aos outros. E certo que cada dia é diferente dos
dias anteriores, por mais abstractamente que seja defi-
nido, excluindo os fenémenos casuais. Mas com uma
definiciio suficientemente abstracta de dia, a distincdo
de propriedades entre dois dias torna-se pequena e des-
tituida de interesse pratico; assim, cada dia pode ser
considerado como a repeticio do fenémeno da rota-
¢do da terra. Da mesma maneira o movimento da terra
em volta do Sol produz a repeticao anual das estacoes,
e imp6e uma outra periodicidade em todas as opera-
coes da natureza. Uma outra periodicidade, embora
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menos fundamental, é fornecida pelas fases da lua. Na
vida civilizada moderna, com a sua luz artificial, estas
fases sdao de pequena importincia, mas nos tempos
antigos, e em climas em que os dias sio quentes e o
céu claro, a vida humana foi largcamente influenciada
pela existéncia do luar. A divisdao estabelecida das sema-
nas e dos meses, com as suas ligacgoes religiosas, esten-
deu-se por toda a Europa, vinda da Siria e da Meso-
potdmia, se bem que observacoes independentes sobre
as fases da lua tivessem sido feitas em quase todas as
nacoes. E contudo através do fenémeno das marés,
e ndo pelas suas fases, que a periodicidade da lua
mais tem exercido a sua influéncia sobre a histéria
da terra.

A nossa vida corpérea é essencialmente periédica.
E dominada pelo bater do coracdo e pela repeticio da
respiracao. A pressuposicido da periodicidade é de facto
fundamental na nossa concepcao da vida. Nao podemos
imaginar uma evolucdo da natureza sobre a qual, a
medida que os acontecimentos se produzem, nao pudés-
semos dizer: «lIsto aconteceu antes». O homem encon-
trar-se-la a cada passo em novas situactes sem qual-
guer fundo de semelhanca com o passado. Os préprios
processos de medida do tempo, como uma quantidade,
néo seriam possiveis. Os acontecimentos poderiam ainda
ser reconhecidos como produzidos em série, uns pro-
duzindo-se primeiro e outros depois. O facto é que nés
podemos ir mais longe do que esta simples verificacdo.
Podemos nao s6 dizer que trés acontecimentos A, B, C
se produzem nesta ordem, isto é que A é anterior
a B e B a C, mas também que o intervalo de tempo
entre os acontecimentos A e B é, por exemplo, duplo
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do que existe entre os acontecimentos B e C. E que a
quantidade de tempo é essencialmente dependente da
observacdo do ntimero de repeticoes de fenémenos
naturais que possam produzir-se no mesmo intervalo
de tempo. Podemos dizer que um espaco de tempo
entre A e B foi de tantos dias ou de tantos meses
ou de tantos anos, conforme o tipo de repeticio que
seja util usar. Na verdade, no comeco da civilizacdo,
estes trés modos de medida de tempo foram realmente
distintos. Foi uma das primeiras tarefas da ciéncia
entre as nacoes civilizadas e semicivilizadas, fundi-los
numa medida corrente. A completa extensdo desta
tarefa pode ser compreendida. E necessario determinar,
ndo somente o nimero de dias (por ex., 365,25...),
gue tem um ano, mas também que o mesmo nimero
de dias existe em anos sucessivos. Poder-se-ia imaginar
um mundo no qual existissem periodicidades mas tal
que nao fossem iguais os nimeros de dias em cada ano.
Nalguns anos poderia haver 200 dias e noutros 350,
A determinacdo da consisténcia geral e larga das mais
importantes periodicidades foi um dos primeiros pas-
sos da ciéncia. Esta consisténcia provém ndo de uma
lei intuitiva abstracta do pensamento, é apenas um facto
observado da natureza garantido pela experiéncia. Na
realidade, tdo longe estd de ser uma lei necessiria,
que nao ¢ mesmo exactamente verdadeiro. Ha diver-
géncias que sempre se manifestam. Nalguns casos estas
divergéncias sdo facilmente observadas e sdo por isso
imediatamente aparentes. Noutros casos requerem obser-
vacoes cuidadas. De uma maneira geral, todas as repe-
ticoes que dependem dos seres vivos, tais como o bater
do coracdio, estio sujeitas quando comparadas com
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outras repeticoes, a rapidas variacoes. As repeticoes
mais estiveis — estaveis no sentido de estarem confor-
mes umas com as outras com grande precisdo — sdo as
que dependem do movimento da terra como um todo,
ou dos movimentos dos corpos celestes.

Admitiremos portanto que estas repeticoes astro-
némicas marcam intervalos iguais de tempo. Mas obser-
vacoes astronémicas precisas revelam pequenas discre-
pancias. Como fazer? Parece que somos obrigados a
admitir como hipétese arbitraria que um ou outro de
certos fenomenos marca intervalos de tempo iguais, por
exemplo, podemos admitir que todos os dias sdo iguais,
ou que todos os anos tém igual duracdo. Isto ndo é
inteiramente assim: tém que ser feitas algumas hipé-
teses; a hipétese sobre a qual se baseiam as determina-
¢Ges astronémicas na medida do tempo é a de que as
leis do movimento devem verificar-se exactamente,
Antes de explicar como isto é feito, é interessante obser-
var que esta atribuicdo aos astrénomos da determinacio
da medida do tempo provém (como foi dito) da con-
sisténcia estdvel das repeticoes de que eles se ocupam.
Se uma igual consisténcia tivesse sido notada entre as
repeticées caracteristicas na vida do corpo humano,
naturalmente entregariamos aos médicos o cuidado de
regularem os nossos reldgios.

Ao considerar como as leis do movimento inter-
vém neste assunto, notemos que dois processos incon-
sistentes de medida do tempo, dariam diferentes varia-
coes da velocidade de um mesmo corpo. Por exemplo,

suponhamos que definimos a hora como a fraccéo ;

do dia, e tomemos o caso de um comboio com movi-
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mento uniforme, durante um percurso de duas horas,
com a velocidade de vinte milhas por hora. Adoptando
uma outra medida do tempo nao consistente com: a
primeira, o movimento ndo seria uniforme o caminho
andado na primeira hora seria diferente do caminho
andado na segunda. A questdo pois de saber se um
moével se desloca com movimento uniforme ou nio,
depende do padrao do tempo adoptado.

Atenda-se, porém, a que, em todos os processos
que ocorrem a superficie da terra, os varios fenémenos
astronémicos que sdo tomados para medida do tempo
constituem repeticoes que podem ser consideradas como
absolutamente consistentes; admitindo a sua consistén-
cia, as referidas leis do movimento sdo verificadas com
suficiente exactiddo. Mas apenas com suficiente exac-
tiddo e nao com inteira exactidao. S6 admitindo ‘ligei-
-ras diferencas nas rotacGes e movimentos dos planetas
e das estrelas, é que as leis do miovimento sdo exacta-
mente verificadas. De tudo isto resulta o facto geral
de que o decurso uniforme do tempo depende da obser-
vacdo de acontecimentos periédicos. :

Mesmo certos fendmenos que parecem casuais ou
excepcionais, mantém-se, por outro lado, com uma
_persisténcia uniforme, e sdo devidos a remotas influén-
.cias ‘de acontecimentos periédicos, Seja, por exemplo,
o caso da ressonancia. A ressonédncia produz-se sempre
que dois conjuntos de circunstincias ligadas tém os
mesmos periodos. Segundo uma lei dindmica as peque-
nas vibracdes dos corpos que sdo livres efectuam-se
em intervalos de tempo que sdo caracteristicos desses
corpos. Assim, um péndulo oscila com um certo periodo,
que depende apenas da sua forma e distribuicio do

10
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peso, e do seu comprimento. Um corpo mais compli-
cado pode ter varios modos particulares de vibracio,
mas cada um deles tem um periodo préprio. Estes
periodos de vibracio de um corpo sdo chamados perio-
dos préprios ou livres do corpo. Um péndulo tem ape-
nas um periodo préprio de vibracdo, mas uma ponte
pode ter varios. Uma corda de violino tem varios perio-
dos de vibracdo; se f é o miais longo os outros sdo

1 1

—1, -, etc. Suponhamos entao que excitamos as

2 3

vibracoes de um corpo com uma causa que pode tam-
bém ser peridédica; se o periodo da causa é aproxima-
damente um dos periodos do corpo, o modo de
vibracdo correspondente é violentamente excitado,
mesmo que a grandeza da excitacdo seja pequena.
Nisto consiste o fenémeno da ressonéncia. A razio
disto é facil de compreender. Se queremos deslocar
vma pedra, empurramo-la de harmonia com as suas
oscilac6es. Se ndo fazemos assim, o nosso esforco nao
é aproveitado. A palavra «ressondnciay foi primeira-
mente usada nos fendémenos aciisticos; o fenémeno
estende-se a outros dominios. Encontra-se na 6ptica, nos
fenémenos de absorcdo e de emissdo da luz; utiliza-se
na sintonia dos aparelhos receptores de radio, e tem
efeitos nocivos em certos casos, como no da passagem
ou marcha cadenciada de tropas militares sobre uma
ponte, ou em certos navios em que o bater ritmico das
méquinas, para certas velocidades, pode produzir vibra-
¢oes excessivas. A coincidéncia de certas periodici-
dades pode poiz produzir fenémenos permanentes
quando existe uma associacio constante de dois acon-
tecimentos periddicos, ou pode produzir viclentas €
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rapidas destruicées quando a associacao é fortuita e
temporaria.

Dada a generalidade dos fenémenos periédicos na
Natureza, deve a matematica dispor de elementos que
possam servir para os interpretar. Neste sentido deve
compreender-se o interesse que representa o estudo
que vamos fazer das funcgées periddicas.






CAPITULO XIII
A trigonometria

O aparecimento da trigonometria nio se deve a
consideracio geral da periodicidade dos fenémenos
naturais. A sua histéria é analoga a das seccoes conicas
que tem a sua origem em conceitos muito particulares.
Um estudo comparativo entre ambas revela analogias
e também contrastes instrutivos. A trigonometria, como
as secgoes conicas, teve a sua origem entre os Gregos.
O seu inventor foi Hiparco (nascido cerca de 160 a. C.),
astronomo grego, que fez as suas observacoes em
Rodes. Prestou grandes servicos a astronomia; pode
dizer-se que a trigonometria nao foi a este respeito a
menor das suas invencoes. Ptolomeu, o grande astré-
nomo de Alexandria, foi o continuador de Hiparco.

Pode indicar-se desde ji um contraste entre a tri-
gonometria e as seccoes conicas. A origem da trigo-
nometria deve-se a necessidades de ordem pratica; foi
necessaria ao desenvolvimento da astronomia. A ori-
gem do estudo das seccées cénicas foi antes de ordem
teérica. Note-se que estas foram estudadas cerca de
150 anos antes do aparecimento da trigonometria,
numa época que pode considerar-se a melhor do pen-
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samento grego. A importancia da trigonometria, tanto
para a teoria como para as aplicacGes da matematica,
é apenas um dos numerosos exemplos das ideias dteis
que em geral a ciéncia obtém a partir das suas aplica-
coes praticas.

Vejamos como é que a trigonometria pode ter sido
desenvolvida pelo estudo da astronomia. Em primeiro
lugar: que medidas podem ser feitas por um astrénomo?
Sao principalmente medidas de tempo e medidas de
angulos. O astrénomo pode ajustar o seu telescopio
numa determinada direccdo, mével em, volta de deter-
minado eixo fixo orientado de oriente para ocidente;
o telescépio pode assim ajustar-se para o sul, com
uma maior ou menor elevacio da direccio, ou vol-
tado, passando pelo zénite, apontar para o mnorte.
Tem-se assim o instrumento de passagens para a deter-
minacdo exacta dos tempos de passagens das estrelas.
Indirectamente, este instrumento mede Angulos. Por-
que depois de ter sido notado o tempo decorrido entre
as passagens de duas estrelas, admitindo a rotacao uni-
forme da terra, pode obter-se o angulo de que a terra
girou durante aquele tempo. Por outro lado, com outros
instrumentos, pode medir-se directamente o angulo
entre duas estrelas. Sendo E a posicio do astrénomo,
e EA e EB as direccées em que sao vistas duas estrelas,
é facil empregar instrumentos para medir o angulo AEB.
Quando um astrénomo observa o céu, mede de facto
angulos para fixar as posicoes relativas das estrelas e
dos planetas em cada instante.

Da mesma maneira, no problema analogo da medida
da terra, sio os Angulos o objectivo principal das medi-
das. As medicdes directas de comprimentos sio raras
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vezes possiveis com suficiente exactidiao; rios, casas,
florestas, montanhas e outras irregularidades da super-
ficie da terra impedem ou dificultam as medidas direc-
tas. A agrimensura de uma regido depende apenas de
uma ou duas medidas directas de comprimento, feitas
com a maior exactiddo em lugares escolhidos, como
a planicie de Salisbury. A parte principal do trabalho
é a medida de angulos. Por exemplo, A, B e C sao

A

Fig. 92

pontos escolhidos na regido a medir, sejam os cimos
de torres de igrejas, bem visiveis uns dos outros.
E facil medir em A o angulo BAC, em B o angulo ABC,
e em C o angulo BCA. Teodricamente, é apenas neces-
sario medir dois destes angulos, porque, em virtude de
um teorema de geometria muito conhecido, a soma
dos trés angulos de um tridngulo é igual a dois angulos
rectos, e nestas condicées, conhecidos dois angulos, o
terceiro pode ser calculado. E melhor, contudo, na pra-
tica medir os trés angulos, de modo a controlar peque-
nos erros de observacdo. Na agrimensura de uma regido,
todo o terreno é completamente coberto por triangulos.
Este processo é chamado triangulacio.

Note-se agora que quando sdo conhecidos os angu-
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los de um triangulo, é conhecida a sua forma, forma
esta ‘que é distinta da sua grandeza. Consideremos,
posto isto, o principio importante da semelhanca geo-
meétrica. Esta ideia é bastante famfliar nas suas aplica-

B

h S
o

Fig. 23

coes praticas. | odos nds estamos familiarizados com a
nocéo de um certo mapa tracado com uma certa escala.
Assim, se a escala de um mapa é de uma polegada por
jarda, um comprimento de trés polegadas no mapa

A

8 E- ¥ E F
Fig. 24

representa um comprimento de trés jardas na regido
representada. Além disso as formas representadas no
mapa sdo as formas do original; por exemplo, um
angulo recto no original é representado por um angulo
recto no mapa. Se no mapa um lugar estda a N — NW



A TRIGONOMETRIA 153

de outro, é porque assim é sobre a superficie da Terra.
Em resumo, os angulos do mapa sdo iguais aos aAngulos
da regiao representada.

A semelhanca geométrica pode definir-se da seguinte
maneira: Duas figuras sao semelhantes 1.°) se a qual-
a de EF para BC ou ainda a de FD para CA. Com
quer ponto de uma figura corresponde um ponto de
outra figura, de modo que a uma linha corresponda

A D F

B c /2
Fig. 25

uma linha e a qualquer angulo corresponda um angulo,
e 2.°) se os comprimentos das linhas correspondentes
estao numa relacdo fixa, e as grandezas dos angulos
correspondentes sdo as mesmas. A proporcio fixa entre
os comprimentos das linhas correspondentes no mapa
e na superficie da terra representada, é chamada a
escala do mapa. JA foi indicado que dois tridngulos
cujos angulos sdo iguais sdo semelhantes. Assim, se os
dois triangulos ABC e DEF tém os angulos em A e
D iguais, os angulos em B e E e também os angulos
em C e F iguais, a proporcao entre DE e AB é igual
outras figuras nem sempre a semelhanca é garantida
pela simples igualdade dos angulos. Tomemos como
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exemplo, os casos conhecidos de um rectingulo e de
um quadrado. Seja ABCD um quadrado, e ABEF um
rectangulo. Os angulos correspondentes sdo iguais,
mas enquanto que o lado AB do guadrado é igual ao
lado AB do rectingulo, o lado BC do quadrado é
metade do lado BE do rectangulo. Logo ndo é exacto
que o quadrado ABCD seja semelhante ao rectangulo
ABEF., A propriedade particular exibida pelo tridngulo
que nao pertence a outras figuras rectilineas, faz com
que ele seja a figura fundamental na teoria da seme-
lhanca. Assim se justifica que em agrimensura a trian-
gulacdo seja um processo fundamental. E daqui provém
ainda a palavra «trigonometriay derivada das duas
palavras gregas frigonon, triangulo e metria, medida.

O problema fundamental posto pela trigonometria
é o seguinte: dadas as grandezas dos angulos de um
triangulo, que poderad dizer-se das grandezas relativas
dos lados? Notemos que dissemos «grandezas relativas
dos lados», visto que, pela teoria da semelhanca, sé
sao conhecidas as proporcées que tém entre si os lados.
Com o fim de responder a pergunta, sdo consideradas
certas funcoes da grandeza dos angulos, tomada como
argumento. Inicialmente estas funcées foram obtidas
pela consideracio apenas dos tridngulos rectangulos,
sendo a grandeza do angulo definida pelo comprimento
do arco de um circulo. Nos livros elementares moder-
nos. a posicio fundamental do arco de circulo para
definir a grandeza de um angulo foi posta em plano
secundério, sem vantagem para a teoria ou para a
clareza da exposicao. Deve-se notar que, relativamente
a questao da semelhanca, o circulo tem a mesma posi-
cao fundamental entre as figuras curvilineas que tem
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o triangulo entre as figuras rectilineas. Dois circulos sao
figuras semelhantes; diferem apenas na sua grandeza.
Os comprimentos das circunferéncias de dois circulos,
tais como APA’ e A,P;A/’, da fig. 26, sdo proporcio-
nais aos comprimentos dos seus raios. Além disso, se
os dois circulos tém o mesmo centro O, como os dois

Fig. 26

~ ¢irculos da fig. 26, entio os arcos AP e A,P, inter-
ceptados pelos lados do mesmo angulo AOP sdo tam-
bém proporcionais aos raios. Logo a razdo do compri-
mento do arco AP para o comprimento do raio OP,

3 , arco AP ,
15sto e — ¢

raio OP

comprimento OP e é ainda igual a fraccao

um nimero que é independente do
arco Ay P1
raio OP;
Esta fraccao do «arco dividido pelo raio» representa
o modo tedrico préprio para medir a grandeza de um

angulo. Assim a fraccéo representa a grandeza do
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angulo AOP. Trace-se agora PM perpendicularmente
a OA. Os matematicos gregos chamavam a linha PM
o seno do arco AP, e A linha OM o co-seno do arco AP.
Eles sabiam bem que a importincia das relaces des-
tas varias linhas, entre si, depende da teoria da seme-
lhanca em que faldmos. Mas néo fizeram com que as
suas definicGes exprimissem as propriedades que resul-
tam desta teoria. Também nao tinham ainda na cabeca
as ideias gerais modernas sobre as fungdes que rela-
cionam pares de niimeros variaveis, nem de facto esta-
vam informados sobre pontos importantes da andlise
algébrica moderna.

De acordo com isto, pode considerar-se como
natural que tivessem apenas pensado em certas rela-
¢oes entre as linhas de um diagrama. Para nés o caso
é diferente: desejamos juntar todas as mocoes verda-
deiramente eficazes.

Assim, na matematica moderna, em vez de consi-
: Ty, | 5
derar o arco AP, consideramos a fraccao W que é

um nimero sempre o mesmo qualquer que seja o com-
primento OP; e, em vez de considerar as linhas PM e

oM

8 —— que tam-
OP
bém ndo dependem do comprimento de OP. Entdo

OM, tomamos antes as fraccaes

definimos o niimero como sendo © seno do niimero

PA
OP’.
PA

—— . Representemos por u a fraccao f"oP Que é a medida

oP

; oM 5
e o numero — como sendo o ¢2-5éno do ntimero
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.. PM

do angulo AOP e por v a fraccdo —— , e por w a frac-
oM oP

cao 315 Entdo u, ¢ e w sdo nimeros, e, visto que deve-

mos considerar qualquer angulo AOP, siao niimeros
variaveis. Existe uma correlacio entre eles, de maneira
que quando u (isto é, o angulo AOP) é dado, as gran-
dezas de v e w sdo determinadas. Logo v e w sao fun-
coes do argumento u. Chamamos a v o seno de u, e
a w o co-seno de u. Escrevemos:

V=8n u e w — cos u.

O significado destas fungdes sen e cos que rela-
cionam os pares de niimeros, u e v e & e w € o seguinte:
as referidas relacGes funcionais podem determinar-se
construindo (fig. 26) um angulo AOP, cuja medida
«AP dividido por OP» é igual a u, sendo entio v o
nimero dado por «PM dividido por OP,» e w o niimero
dado por «OM dividido por OPs».

E evidente que, ndo dizendo mais nada, cairiamos
em dificuldades quando u é muito grande. Porque
entdo o arco AP pode ser maior do que um quarto
de circunferéncia, e o ponto M (figs. 26 e 27) pode
estar entre O e A’ e ndo entre O e A. Do mesmo modo
P pode estar abaixo da linha AOA’, e ndo acima como
na fig. 26. Para eliminar estas dificuldades, recorre-
mos a nocoes e convencoes da geometria analitica,
dando definicées completas do seno e do co-seno.

Tomemos um dos lados OA do angulo AOP, como
eixo OX, e prolonguemo-lo no sentido negativo OX’.
"Tracemos o outro eixo YOV’ perpendicular a X’OX.
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Seja P um ponto a distancia r de O, com as coorde-
nadas x e y. Estas coordenadas sao ambas positivas no
primeiro «quadrante» do plano, por exemplo, as coor-
denadas x e y de P na fig. 27. Nos outros quadrantes,
uma ou a outra, ou ambas as coordenadas podem ser
negativas. E o que se di com as coordenadas x’ e y de

¥

B
Pilxy) P(xy)
Ai‘
b o8 e - M [A X
) Pry)
B!
rl"
Fig. 27

P,x ey de P, e x e y de P”, na fig. 27, em que

x' e y’ sdo niimeros negativos. O angulo positivo POA
5 FnF il
é o arco AP dividido por r; o seu seno é — e o seu
T
7 z e 5
co-seno €—; o angulo positivo AOP’ é o arco ABP’

y '
&«

dividido por r; o seu seno é —e o co-seno —; o angulo
> r

positivo AOP” é o arco ABA’B’P” dividido por r; o

r

- y - - .. "
8€u s€eno € — € o 8eu co-8€No € — ; o nngu]o positivo
r ¥
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AOP” é o arco ABA’B’'P” dividide por r; o seu seno
- @
é—-¢ o co-seno .

Nao fomos ainda contudo suficientemente longe.
Porque suponhamos que escolhemos u como sendo um
nimero maior do que a razdo de toda a circunferéncia
para o raio. Em virtude da semelhanca que existe entre
todos os circulos, esta razdo é a mesma para todos.
E indicada pelos matematicos pelo simbolo 27 em
que 7 é a forma grega da letra p; o seu nome em grego
é «pi». Demonstrou-se que = é um ntimero incomensu-
ravel, e portanto o seu valor ndo pode exprimir-se por
nenhuma fraccdo ou ntimero decimal. O seu valor
expresso com algumas decimais é 3, 14159; para mui-

: e o : y 27 ;
tos fins podera indicar-se o valor aproximado —2 Ja
7

foi calculado o valor de = com 707 casas decimais. Um
tal calculo é uma simples curiosidade e ndo tem qual-
quer interesse pratico ou tedrico. A exacta determina-
¢ao € um dos aspectos do famoso problema da quadra-
tura do circulo. O outro aspecto do problema é, por
meio de métodos tedricos de geomietria pura, descre-
ver uma linha recta igual em comprimento a uma
circunferéncia. Tanto um como outro sao impossiveis,
e o problema insolivel perdeu agora interesse pratico
ou tedrico por ter sido envolvido em problemas mais
gerais.

Depois desta digressdo sobre o valor de =, volte-
mos a questao da definicio geral da grandeza de um
angulo, de modo a poder-se construir um angulo que
corresponda a qualquer valor de u, Suponhamos que
um ponto mével Q parte de A sobre OX (fig. 27)
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no sentido anti-horario, dando varias voltas, parando,
finalmente, num ponto, por exemplo, em P, ou P/, P”
ou P,

Entio o comprimento total da trajectéria circular
percorrida, dividido pelo raio do circulo r, é a defi-
nicdo geral de um angulo positivo de qualquer gran-
.deza. Sejam x e y as coordenadas do ponto em que
para o ponto mével Q, isto é, uma das quatro posi¢cdes
indicadas na fig. 27; estas coordenadas serdo ou
xely, oux ey oux ey, ouxe y. O seno deste

5 Y . & ol
angulo é— e o seu co-seno é—,Com estas definicces, as
r 7

relaces funcionais v = sen u e w = cos u estao, final-
mente, definidas para todos os valores reais positivos
de u. Para valores negativos de u, faremos simples-
‘mente girar Q no sentido horario.

Estas funcées do seno e do co-seno, tal como as
definimos, permitem-nos tratar os problemas relativos
aos tridangulos dos quais resulta o interesse pela trigo-
nometria. Estamos por outro lado em posicao de rela-
cionar a trigonometria com a ideia mais geral de perio-
dicidade cuja importancia foi explicada no ltimo
‘capitulo. E fécil mostrar que as funcées sen u e cos u
sao funcoes periddicas de u. Consideremos a posicao
P (fig. 27) do ponto mével Q que, partindo de A, gira
sobre a circunferéncia. Esta posicio P marca os angulos

arco AP arco AP arco AP
—_— 224+ ——— 42—, 674
> r r
arco 4 P =
S+ u-‘—t—;_—-—, etc.. Todos estes angulos tém o mesmo seno
i x

e 0 mesmo co-seno, a saber, respectivamente, — 8 —.
( r
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Podemos pois escrever:

sen u=sen (2z+u) =sen (4=+ u) =
= sen (6= + u), etc,

cos u=cos (2x'+u) =cos (4= +u) =
=cos (6 © + u), etc..

Exprime-se este facto dizendo que o seno de u e
co-seno de u sdo funcées periédicas com um periodo
igual a 2 =.

O grafico da funcdo y = sen x (note-se que agora
empregamos y e x, em. vez de v e u#) estd indicado na

f g :
X 21/ \am MAm’
o, oy et i -

Fig. 28

fig. 28. Toma-se sobre o eixo dos xx um comprimento
arbitrario para representar o nimero = e sobre o eixo
dos yy um outro comprimento arbitrario para repre-
sentar o nimero 1. Os valores numéricos do seno e do
co-seno nunca sao superiores a 1. Nota-se a repeticdo
do gréfico, depois de periodos iguais a 2 7. Quanto

11
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5 8 s
a funcdo co-seno note-se que cos x = sen m-{—é- ;

logo o grafico da funcdo cos x seria o da fig. 28 tra-
cando simplesmente o eixo OY de maneira a passar

peJo ponto marcado é sobre OX.

E facil construir uma funcao sinusoidal cujo periodo
tenha um valor determinado a.
Escreve-se:
27z

y—sen

Tem-se, com efeito:

sen

M:Se‘n m+2ﬁ — gsen 2nx
a a a

O periodo da funcdo é, como se deseja, a.

Demos, agora, uma definicdo geral da funcao perié-
dica. A funcéo f (x) é dita periédica, com o periodo a,
se 1.°) para qualquer valor de x, temos f (x) =
= f (x + a), e 2.°) ndo existe nenhum niimero b mais
pequeno do que a para o qual seja f (x) = f (x + b).

A segunda condicdo € necessdria porque tendo a

Qnx

funcao sen ela € periédica niao sé com o periodo

@
a, mas também admite os periodos 2%, 3%, etc., visto que:

2%(xz+3a 2xx 2xx
sen ——L(—"’r——'}:sen ( 4= GTC) = sen :
a a a

A maior parte da teoria das funcdes periédicas,
bem como as aplicacées da teoria as ciéncias fisicas, sdo
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dominadas por um importante teorema, chamado teo-
rema de Fourier. Segundo este teorema, se [ (x) é
uma funcio periédica, com o periodo a, e se [ (x)
satisfaz a certas condicGes que sdo sempre praticamente
verificadas pelas funcées que se encontram no estudo
dos fenémenos naturais, a funcdo f (x) pode escre-
ver-se com a forma de uma soma de termos:

2% drg +92)+
a

a

s +€1)+ Cgsm(
— +eg)—}—etc..
a

Cy+ Cy sen (
~+ O3 sen (

Nesta expressao C°, C,, C,, C,, etc., e também
e,, e, es, etc., sdo constantes. Pode perguntar-se: quan-
tos termos se devem escrever? Se bem que, nalguns
casos particulares, um ntimero limitado de termos seja
suficiente, noutros contudo serd preciso um niimero
infinito de termos: isto conduzir-nos-4 a teoria das
séries de que trataremos no préximo capitulo.

O método anterior de exprimir uma funcio perié-
dica, como a soma de termos sinusoidais, chama-se
«analise harmoénica da funcdo». Pode aplicar-se esta
analise aos fenémenos periédicos naturais. Por exemplo,
o fenémeno das marés, as vibracGes da corda de um
violino, as vibracdes de uma coluna de ar podem ser
analisadas, determinando-se cs termos do desenvolvi-
mento que atras indicAmos. Trata-se de um processo
fundamental da Fisica matemaética que diz respeito ao
importante facto natural da Periodicidade.






CAPITULO XIV
Séries

Parte alguma da Matematica é mais atingida pela
trivialidade da sua apresentacéo inicial aos principiantes
do que o importante assunto das séries.

Dois simples exemplos de séries — a série aritmé-
tica e a série geométrica — sdo apresentados; estes
exemplos sdo importantes porque sdo os exemplos mais
simples de uma importante teoria geral. Mas as ideias
gerais nunca sdo expostas, e nestas condicGes os exem-
plos, que nada exemplificam, reduzem-se a banais tri-
vialidades.

O conceito matemiético geral de série () é o de
um conjunto de coisas dispostas numa certa ordem.
Este significado corresponde exactamente ao emprego
usual do termo. Considere-se, por exemplo, a série dos
Primeiros Ministros ingleses durante o século XIX, dis-
postos por ordem da sua posse do lugar. A série
comeca com William Fitt e termina com Lord Rose-
bery. Poderiamos considerar outras ordens, por exem-
plo, disp6-los segunde a sua estatura ou o seu peso.
Estas outras ordens possiveis poderdo ichocar-nos tra-

(‘) O autor ndo distingue o conceito de sucessio do de

série (N, T.).
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tando-se de Primeiros Ministros, e nao é natural que
sejam consideradas, mas abstractamente, sdo tdo boas
como a primeira. Quando uma certa ordem para dispor
varios termos é muito mais importante do que qualquer
outra diz-se que é a ordem desses termos. Assim a
ordem dos inteiros é aquela que os dispoe por ordem
de grandeza crescente. Mas evidentemente existem
outros modos de os dispor. Quando o ntimero de termos
considerado é finito, o niimero de maneiras diferentes
de os dispor é chamado o niimero das suas permuta-
¢coes. O nimero de permutacdes de um conjunto de n
objectos, sendo n um inteiro, é:

nX (nh—1) X(n—2) X (n—3) X
DG S g By o B A

isto é, o produto dos n primeiros inteiros; este produto
€ tao importante na matematica que € costume usar um
simbolo especial para o representar — edcreve-se nl.
Astitns 2123 o= =3 1eSe 3 9o [ oG =
=4 32 X1 =224y ST=05X0d=X 306G e
= 120. Quando n aumenta, o valor de n! aumenta
rapidamente; assim 100! é cem vezes maior do que 991.

E facil verificar no caso de pequenos valores de n
que n! é o nimero de modos de dispor n objectos por
ordem. Assim consideremos dois objectos a e b; temos
ou ab ou ba, isto é, um nimero igual a 21 = 2. Do
mesmo modo, tendo trés objectos, podemos dispo-los
das seguintes maneiras, abe, acb, bac, bca, cab, cba;
temos assim um namero igual a 3! = 6.

A coisa importante a fazer com uma série de mime-
ros — usaremos daqui em diante o termo «série» no
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sentido restrito que agora fixamos — é somar os ter-
mos sucessivos.

Assim, se u;, us, u3... un. . sio respectivamente o
primeiro, o segundo, o terceiro, etc., termos de uma
série de nimeros, formamos sucessivamente as séries
Uiy U T-ug, uy PO - S0 AR ay - W ete.s a
soma dos n primeiros termos é

w4 uyuy .,

Se a série tem apenas um ntmero finito de termos,
obtemos deste modo a somia de todos os niimeros da
série. Mas se a série tem um ntimero infinito de termos,
este processo de formar sucessivamente as somas dos
diferentes termos, nao tem fim, e neste sentido nio existe
o que possa chamar-se a soma de uma série infinita.
Mas porque é que é importante somar sucessivamente
ps termos de uma série da maneira que se indicou?
A resposta que devemos dar é a de com isso simboli-
zamos o processo mental fundamental da aproximacao.

E um processo que € nitil mesmo fora da matema-
tica. A nossa limitada inteligéncia nao pode por vezes
considerar ao mesmo tempo coisas complicadas, e o
recurso é utilizar o método das aproximacoes. Um poli-
tico ao pensar num discurso poe os assuntos principais
em primeiro lugar e deixa em segundo lugar os outros.
Existe, é verdade, o método artistico inverso de pre-
parar a imaginacio com a apresentacdo, em primeiro
lugar, de pormenores secundérios e especiais, para dar
em seguida o conjunto. De qualquer modo o processo
consiste num= adicao gradual de efeitos; e é isto o que
€ feito exactamente pela adicdo sucessiva dos termos
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de uma série. O nosso processo habitual de indicar
nimeros, é um tal processo de soma gradual, pelo
menos no caso de numeros grandes. Assim, 568213
apresenta-se-nos ac espirito como sendo:

500000 + 60000 + 8000 + 200 4+ 10 + 3

No caso de fraccoes decimais sucede o mesmo. Por
exemplo 3, 14159 é

1 4 1 5 9
Gap oot g
"FwT&m+&mm+mdemmm
1 1 1
Not SO T W S SR e LS
i e b T A | R T T
4 1 5

4 1 1
SN SR [ T
+100+1000 +10+]_OO+1000+100{}00

sdo aproximacoes sucessivas do resultado completo
3,14159. Se lermos 568213 da direita para a esquerda,
comecando nas 3 unidades, usamos o processo artistico.
preparando gradualmente o espirito até atingir 500000,
O processo habitual da multiplicacBo numérica
emprega o método da soma de séries. Considere-se a
operacéao
342
6568
2736
1710
20562
225036

As trés linhas que se somam constituem uma série,
sendo o primeiro termo a primeira linha. Esta série
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segue o referido método artistico de apresentacao do
termo mais importante em ultimo lugar, ndo por qual-
quer sentimento artistico, mas apenas em virtude da
conveniéncia que se obtém, sem modificar a casa das
unidades, em omitir alguns zeros, formalmente neces-
sarios.

Mas quando tentamos fazer uma aproximacado por
adicoes sucessivas dos termos de uma série infinita, de
que é que nos aproximamos? A dificuldade estdi em
que a série nao tem «soma» no sentido proprio da
palavra, visto que a operacio de somar sempre os seus
termos nac pode ter fim.

A resposta que devemos dar é a de que nos apro-
ximamos do limite da soma da série, e devemos por
isso agora explicar o que é o «limite» de uma série.

A soma de uma série aproxima-se de um limite
quando a soma de um nitimero qualauer dos seus ter-
mos, contanto que este niimero seja suficientemente
grande, é tdo préxima deste limite quanto quisermos.
Mas este modo de definir a aproximacao de um limite
€ vago e nao esta de harmonia com a indole da mate-
matica moderna. Que significa «suficientemente grandey,
ou «tidop préxima... quantoy ? Estas frases vagas devem
ser explicadas em funcdo das nocoes simples e funda-
mentais da matematica.

Sejam u,, u,, u,, u,... u, os termos sucessivos de
uma série, de modo que u, é o termo de ordem n.
Representemos por s, a soma dos primeiros n termos,
de modo que seja

8 = Uy, Ss — Uu; + uy, s3 = u; + u, + uy e

By —ah o ay by Hass Sy
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Entdo os termos s;, S, Sy ... 5, formam uma nova
série, e a formacdo desta série é o processo de soma
da série original. A «aproximacdo» da soma da série
original de um «limite» significa a «aproximacdo» dos
termos da nova série de um limite. Temos agora que
explicar o que significa a aproximacao de um limite
dos termos de uma série.

LLembrando a definicio (dada no capitulo XII) de
«médulo de aproximac@o», a nocao de limite exprime
que: / é o limite dos termos da série s;, S5, Sz... Spy.e.
se, em correspondéncia com um numero real k, tomado
como médulo da aproximacao desejada, se pode deter-
minar um termo s, da série tal que os termos suces-

sivos (isto é, etc.) se aproximem de I

e n+1 Su + 2
com a referida aproximacao k.

Considerando a série original u;, u,, us... U, ... 0
limite dos termos da série s;, ss... S0 c€ chamada a
«somay» da série original. Mas é evidente que este
emprego da palavra «somay é artificial e nio podemos
por isso admitir que se verifiquem relativamente a esta
«somay as propriedades que se encontram com somas
de um ntmero finito de termos. Consideremos um
exemplo. Seja a dizima 0,111... lsto representa, no
fundo, a «somas» de 0,1, 0,01, 0,001, etc.. A série
correspondente é s, = 0,1, s, = 0,11, s;= 0,111,

e g ek
s, = 0,111, etc.. O limite dos termos desta série é —,

o que é facil de verificar por simples divisao:

1 1 1 1
= =0l =0 s =T = = efo
9 * %0 * 500 T 5600



SERIES 171

Se tomarmos tomo aproximacao k, o nimero —,

0,1 e todos os termos seguintes diferem de —;;— menos

1

3

do que—; se se toma k—=——, 0,111 e todos os
17 1600

outros termos seguintes diferem de — menos do que

, etc., e assim por diante qualquer que seja a

1000

escolha que possamos fazer de k.

Nem sempre uma série tem um limite. Quando
existe este limite a série é convergente; quando nao
existe, é divergente.

Um exemplo simples de série divergente é dado
pela série dos niimeros inteiros 1, 2, 3 ... n.... Um
outro exemplo, é a série 1,— 1, 1, — 1 etc., isto é,
a série cujos termos sao alternadamente 1 e — 1.
A soma de um niimero impar de termos é 1, e a de
um nimero par é zero. Parece que se poderia admitir
que a condicdo para que a série u;, Us... U, tivesse
um limite fosse a de que u, deveria diminuir quando n
aumenta. Se assim fosse, a matemiatica seria uma ciéncia
facil. Infelizmente uma tal suposicio nao é verdadeira.

Por exemplo, a série

1 i i e,
7 ) 1] Al i
¢ divergente.

£ facil ver que assim é; considere-se soma de n
termos comecando no termo de ordem n + 1. Estes
termos sao:

1 1 1 1

n+1' ' n42’ n43 "’ 2n
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= 5ok
S&o ao todo n termos e o menor deles erz——. Logo,
n

isto (E,l . Mas
2

a sua soma é maior do que n vezes
2n

sem modificar a «soma» no caso de ela existir, pude-
mos juntar termos vizinhos, e obter a série

=

e

+

Cl’!—‘-

-I|H

1l 1 1
g, R S
isto é, em virtude do que dissemos, uma série cujos
termos, depois do 2.° sdo maiores do que os termos
da série

1

11 a_l"'}l‘:etc-y
a2

(B2]

em que todos os termos, & excepcao do primeiro, sio
iguais. Mas esta série é divergente. Logo a série ori-
ginal é divergente ().

Esta questdo da divergéncia mostra que devemos
ser cuidadosos ao estender propriedades da soma de
um nimero finito de termos a soma de séries. Porque
a propriedade mais elementar de um nimero finito de
termos é a de que, num tal caso, existe sempre uma
soma, € o mesmo se nao da com as séries. [E fre-
guente indicar a soma de uma série

g, Uz Ug... U, ... poOr

uy + Uz "" u;z + s ’+ u” + “ee

(') Vid. Nota C, pag. 210.
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Generalizemos agora este conceito de série, tomando
como termos qualquer funcdo de x. Podemos conside-
rar as séries

1 XX e e XD
YRR "

Ly — g —y e

Ay e, n
De uma maneira geral. temos:

L) B(x), B(E)s f(x)...

Uma tal série pode ser convergente para certos
valores de %, e divergente para outros. E raro encon-
trar séries de fungdes de x que sejam convergentes
para todos os valores de x. Examinemos a série «geo-

métricay

3

s 2k Hh LIV, & BSROC,

A soma dos n primeiros termos, é:
o = (e s G e
Multiplicando por x, temos:
zy=x++... +a"+a"t1.
Subtraindo, membro a membro, vem:
su(l—2)=68y—z8p=1—zn+!
e portanto (se x ‘ndo é igual a 1)

1__$n+1 1 xn-i-[
L s —= — -
1—2x 1—=x 1—w
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Se x ¢ menor do que |, para valores suficiente-
" 1
o o

mente grandes de n, é sempre inferior a k,

1l —=
qualquer que seja k. Logo para valores de x inferio-
res a 1, a série

2
B8, 0 0 e

5 1 o1
€ emergente, sendo ——— o seu limite.
1—=z
Escreve-se:
1

ﬁ—=1+x+x2+...—{—.:c"—l—...(-—l{q:{l).

Mas para valores de x maiores do que 1 ou para
x = 1, a série é divergente.

Por outras palavras, se x estd dentro do intervalo
— 1, +1, a série é convergente; mas se x é igual
a —1 ou a +1, ou se x estd fora do intervalo
— 1, -1, a série é divergente. Assim, a série é con-
vergente em todos os «pontos» do intervalo — 1,
-+ 1, excluindo estes pontos.

A este propésito surge um problema importante
que deve ser esclarecido. Suponhamos que a série:

L@@ L)+ 5 F L@+ ..

é convergente para todos os valores de x num inter-
valo a, b, isto é, a série é convergente para qualquer
valor de x maior do que a2 e menor do que b. Admi-
tamos agora que para representar o limite com uma
certa aproximacio k, escolhemos um certo niimero de
termos. Podera sempre dizer-se que tomando n ou
mais termos, se tera sempre a aproximacaoc gue se
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fixou, qualquer que seja o valor de x tomado no inter-
valo? Devera dizer-se que muitas vezes assim sucede,
outras nao, para cada valor de k que se escolhe. No
primeiro caso, a série é uniformemente convergente,
no intervalo considerado, e no segundo caso nio é
uniformemente convergente no mesmo intervalo. Con-
sideremos um exemplo; seja a série geométrica:

142"+ +a" ...

A série é convergente no intervalo — 1 a -1,
excluindo os pontos limites x = = 1. Mas nao é uni-
formemente convergente em todo o intervalo. Porque
se representarmos por & (2) a soma dos n primei-

ros termos, demonstrdmos atras que a diferenca entre

1 .’L‘”+I
8 (@) e o limite ;6 . Nestas condi-
"

1—= 11—z
¢oes, e sendo n um certo numero de termos, diga-

mos 20, fixemos k = 0,001. Tomando x suficiente-

mente préximo de + 1 ou de— 1, podemos fazer
21

com que o valor numeérico de --1——w seja maior do
—x

que 0,001. Nestas condicoes, os referidos 20 termos

nao chegam para representar, com a aproximacao

fixada, o valor limite, em todo o intervalo de conver-

géncia da série.

O mesmo raciocinio pode aplicar-se qualquer que
seja o nimero de termos tomados, em vez de 20, e
gualquer gue seja a aproximacdo desejada, em vez da
que se indicou 0.001. Logo, a série geométrica
1+x+x*+x* +.. +x* +... ndio £ uniforme-
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mente convergente em todo o intervalo de convergén-

cia de — 1 a + 1. Mas se tomarmos um intervalo mais
1 snieirrin i :

pequeno, por exemplo, entre 0 e —, a série é ja uni-

formemente convergente dentro deste intervalo. Se

k= 0,001, e sendo x :i, temos:
. 10

()
n41 T
o e B s WG SR T
l1—= 1_._1_ 90
10
n+1 Rl
para n=2, & el 100 ol =0,00111...
t—a 1 900
10
()
s '16') 1
para n=3, :’_w = = 5000 = “000L11....

;| e
10

Deste modo, trés termos sdo suficientes para todo
o intervalo.

Notemos que, em virtude da série |-+x+x*+..
= x" -+ ... ser convergente (se bem que ndo unifor-
memente) no intervalo de — 1 a + 1, para cada valor
de x no intervalo, é possivel determinar um nimero
suficiente n de termos a que corresponda uma apro-
ximacdo desejada k; mas para valores de x préximos
de + 1 ou de — 1, devera ser necessario tomar um
mimero n de termos tanto maior quanto mais pro-
ximo x estiver dos pontos limites.
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E curioso que esta importante distincio entre con-
vergéncia uniforme e nao uniforme s6 foi indicada em
1847 por Stokes — mais tarde Sir George Stokes —
e depois dele, em 1850, por Seidel, matematico alemao.

Os pontos criticos em que se verifica a ndo con-
vergéncia uniforme n@o sdo necessariamente os pontos
limites do intervalo de convergéncia. O caso indicado
da série geométrica é um caso especial.

Foi possivel indicar, para a séritl: geométrica

Seh arat el e R e e 1 H , com o res-
1—a

pectivo intervalo de convergéncia. Mas nem sempre

assim acontece. Um processo muito importante de

definir uma funcao é indicd-la como o limite de uma

série convergente. Na andlise elementar hA uma série

muito importante, a série:

@ x ®

em que n! tem o significado que atras se indicou. Esta
série é absolutamente convergente para todos os valo-
res de X, e uniformemente convergente em qualquer
intervalo que se tome. Tem todas as boas propriedades
que uma série pode ter. E chamada a série exponen-
cial. Designa-se o seu limite por exp. x. Tem-se, por

definicao:
10 2 3

oxp. e=14o+ 0+ ?3”—,+...+-§T+...

A funcio exp. x é chamada a funcio exponencial.
E facil demonstrar que

(exp. x) X (exp. y) = exp (x+¥)eveecnics A

12
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ou de outra maneira que:

(exp. =) X (o y)—1+(=c+y)+( Ty
+(w+y eesdet ol (w+y) +

Relativamente as funcées sen x e cos x, também

se demonstra que: 2 : .
@ x @
sena:-*a:—ﬁ——}— = ———-——,—-E—..

2 4 l3
x

cos:c_l-—-——+—1————|-

O grafico da funcdo exponencial é dado pela
fig. 29. Corta o eixo OY no ponto y = 1, como deve
ser, visto que quando x = 0, todos os termos da série
sdo nulos, excepto o primeiro.

Y
A
/ !
X’ 0 X
Fig. 29

A importancia da funcio exponencial estd no facto
de ela servir para representar quantidades fisicas cuja
variacAo temporal, em cada instante, é igual a uma
percentagem uniforme do seu valor no mesmo instante.

Uma outra funcio importante é a funcdo exp
( — x?). O gréafico da funcdo y = exp ( — x?) é dado
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pela fig. 30; representa a curva dos erros. E por isso
muito importante na teoria da estatistica.
| 4

Fig. 30
A funcao
TX

y=exp. (— cx) X sen 2

estd representada na fig. 31. Os pontos A, B, O, C,

ms i

4 e 3

Fig. 31
D, E, F, estdio a distancias iguais uns dos outros —
a distincia é % p. Esta funcdo representa as oscila-

¢oes amortecidas de um corpo que oscila submetido
a forcas de amortecimento.






"

CAPITULO XV
O calculo diferencial

A invencdo do calculo diferencial marca um
momento de crise na histéria da matematica. O pro-
gresso da ciéncia divide-se entre periodos caracteriza-
dos por uma lenta acumulacio de ideias, e periodos
em que um homem de génio, inventando novos méto-
dos ou tomando pontos de vista, transforma os mate-
riais acumulados, dando-lhes um mais alto nivel. Os
contrastes entre estes periodos, que assim se verificam
no progresso da histéria do pensamento, sdo compa-
rados por Shelley com a formacio de uma avalancha

«The sun — awakened avalanche! whose mass,
Thrice sifted by the storm, hadgathersthere

Flake after flake, — in heaven-defying minds =
As thought by thought is piled, till some great truth
Is loosened, and the nations echo round.»

Na ciéncia, o homem de génio que, finalmente, tem
a sorte de emitir o conceito que transforma um domi-
nio inteiro do pensamento, ndo é necessariamente supe-
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rior aos seus antecessores que trabalharam para a for-
macdo das ideias preliminares. E ingratiddo limitar a
nossa admiracio ao primeiro.

No exemplo particular que agora vamos considerar,
o assunto tinha j4 uma longa histéria quando adqui-
riu a sua forma final dada pelos seus dois inventores.
Encontram-se vestigios nos trabalhos dos matematicos
gregos; igualmente Fermat (nascido em 1601 e morto
em 1665), notidvel matematico francés, formulou con-
ceitos e ideias que ndo estavam longe das que mais
tarde foram utilizadas.

Nao devemos limitar a nossa admiracdo quer a
Newton, quer a Leibniz. Newton foi matematico e
fisico; Leibniz foi matematico e filésofo. Ambos foram
notaveis homens de génio. A invencdo do calculo dife-
rencial feita ao mesmo tempo, por um e pelo outro,
deu origem a uma lamentéivel disputa. Newton usou o
método das fluxGes na redaccio dos seus Principia, mas
86 publicou exposicido do seu método em 1693, Leibniz
publicou o seu primeiro trabalho em 1684. Este foi
acusado pelos amigos de Newton de ter copiado o
método de Newton. Por sua vez Lleibniz acusou Newton
de plagio. A verdade é que ambos descobriram inde-
pendentemente um do outro, o céalculo diferencial.
O assunto estava naquela época, por isso dizer, maduro.

Estas descobertas simultineas sio vulgares na cién-
cia. Limitando-nos apenas @s descobertas em que houve
interferéncia de homens ingleses, podemos citar a for-
mulacio simultinea da lei da seleccio natural por
Darwin e por Wallace, a descoberta simultinea de
Neptuno por Adams e pelo astrénomo francés Leverrier.
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As questoes de prioridade levantam-se as vezes por um

simples motivo de nacionalismo.

A importancia do calculo diferencial provém da
prépria natureza do assunto que é a consideracio sis-
tematica da variacdo das funcoes. Esta ideia apresenta-
-se-nos imediatamente no estudo da natureza; a velo-
cidade é o aumento por unidade de tempo do caminho
percorrido, a aceleracio é a variacio por unidade de
tempo da velocidade. Assim, a nocdo fundamental de
variacdo, que estd na base da nossa percepcio dos
fenémenos, sugere imediatamente a investigacao de
como se efectua a variacio. Os termos familiares.de
«rapidamente» ou «vagarosamente» ganham em clareza
qguando se associam com a nocao de variacio por uni-
dade de tempo.

Este conceito de variacdo estava com certeza no
espirito de Newton; transparece na linguagem com a
qual ele se exprimiu. Pode duvidar-se, porém, se este
ponto de vista, derivado do estudo dos fenémenos
naturais, estaria no espirito dos matematicos seus ante-
cessores. Estes preocuparam-se com os problemas mais
abstractos do tracado de tangentes a curvas, da deter-
minacdao do comprimento de curvas ou das areas limi-
tadas por essas curvas. Estes dois tiltimos problemas, o

da rectificaciio das curvas e o da sua quadratura, per-

tencem ao Calculo Integral que, contudo, esta interes-
sado nas mesmas questoes gerais do Calculo Diferencial.

A introducdo da Geometria analitica fez ligar os
dois pontos de vista. Seja (fig. 32) A @Q P uma curva,
e P T a tangente no ponto P. Sejam O X ¢ O Y os
eixos de coordenadas, e y =f (x) a equacdo da
curva, de modo que O M =x e P M = y. Seja agora
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Q um ponto mével sobre a curva de coordenadas
X; e yi; entdo y; = f (%;). Seja ainda Q' o ponto
da tangente com a mesma abcissa x;; suponhamos que
as coordenadas de Q' sdo x; e y/. Admitamos que N
se move ao longo de O X, da esquerda para a direita,
com o movimento uniforme; entdo é facil mostrar que
a ordenada y’ do ponto Q da tangente 7 P cresce
uniformemente durante o movimento correspondente de
@’ sobre a tangente. Na verdade, é facil mostrar que

¥
P
()
Q
A Q'
7] T N M x
Fig. 32

a razao do aumento de Q" N, por unidade de tempo,
para o aumento de O N, no mesmo tempo é igual a
razao de Q° N para T N, que é constante. Mas o
aumento de Q N, por unidade de tempo, que é o
aumento de f (x,), varia de ponto para ponto ao longo
da curva. Quando Q passa por P, o aumento de | (x;)
(x; é entdo igual a x) é o mesmo que o aumento de
y’ sobre a tangente em P. Logo, se tivermos um método
geral para a determinacdo do acréscimo de uma funcao
f (x) de uma variavel x, podemos calcular a inclinaciao
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da tangente num ponto (x,y) da curva, e portanto
traca-la. Assim, o problema do tracado de tangentes, a
uma curva, e o da determinacdo do acréscimo de uma
funcdo sdo idénticos.

Consideremos alguns casos especiais com o fim de
nos familiarizarmos com as nocdes que necessitamos
tornar bem precisas. Um comboio estd em movimento
— como serd possivel determinar a sua velocidade
num dado instante, por exemplo, ao meio-dia? Pode-
mos tomar um intervalo de tempo igual a cinco minu-
tos dentro do qual esteja o instante considerado, e
medir o espaco andado durante este tempo. Suponha-
mos que este espaco é de cinco milhas. Daqui podera
concluir-se que o comboio anda a razio de 60 milhas
por hora. Mas cinco milhas é uma distancia relativa-
mente grande, e por isso ndo podemos garantir que o
comboio se mova exactamente com esta velocidade ao
meio-dia que foi o instante considerado. Podera, por
exemplo, mover-se com a velocidade, nesse instante, de
70 milhas por hora e passar depois a mover-se mais
lentamente, em virtude de o maquinista ter apertado os
travoes. Nestas condicoes, serdA melhor utilizar um
intervalo de tempo mais pequeno que contenha ainda
o instante considerado, por exemplo, um intervalo igual
a um minuto. Contudo podera ainda ser este intervalo
grande de mais se se deseja obter um resultado pre-
ciso, Na pratica, os erros inevitaveis das medidas pode-
rao tornar inttil o cuidado de tomar intervalos de tempo
muito curtos. Mas, tedricamente, quanto mais pequeno
for o intervalo de tempo, melhor serd para se obter um
resultado preciso, e somos assim tentados a dizer que
devemos escolher intervalos de tempo infinitamente
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pequenos. Os mateméticos antigos, e em particular
Leibniz, foram ndo sé tentados, como eles préprios
adoptaram este ponto de vista. Hoje mesmo isso cons-
titui um modo 1til de expressio contanto que se saiba
o que isso quer dizer na linguagem do senso comum.
E curioso notar que, na sua éxposicio dos fundamen-
tos do céaiculo, Newton, o cientista tenha sido mais
filésofo do que Leibniz, o filésofo, e que, por outro
lado, tivesse sido Leibniz quem inventou a notacido que
foi realmente essencial ao desenvolvimento do assunto.

Tomemos agora um outro exemplo dentro do pré-
prio campo da matematica. Determinemos o modo
como aumenta a funcio x2, para qualquer valor x do
seu argumento. Nao dissemos porém ainda de uma
maneira rigorosa o que deve entender-se por «modo
como a funcio aumentay. Quando x aumenta de h e
passa a ter o valor x+h, a funcdo x* aumenta para
(x+h)®> de modo que o acréscimo total da funcido é
(x+h)? — x* devido ao acréscimo h do argumento.
Logo, no intervalo x a x+h, o acréscimo médio da
funcdo por unidade de acréscimo do argumento é

(@ +k) —a
TSy
Mas
(x4 1)} =o'+ 2hz | A°
e portanto:

(w4 2) — o = 2 ha 4 1

=2w hu
h h +
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Assim 2x-+h é o acréscimo médio da funcéo x? por
unidade de acréscimo do argumento, tomando-se a
média no intervalo x a x+h. Mas 2x-+h depende de A
que é o valor do intervalo. Logo evidentemente tere-
mos o modo como aumenta a funcdo para o valor x
do argumento, fazendo com que h diminua cada vez
mais. No limife, quando h tiver diminuido indefinida-
mente, dizemos que 2x determina como a funcio varia
para o valor x do argumento.

Aqui apenas aparentemente pusemos de parte a
nocao de quantidades infinitamente pequenas ao dizer-
mos «no limite quando A tiver diminuido indefinida-
mente». Leibniz sustentou que, por mais misteriosas
gue pudessem parecer, existem coisas infinitamente
Pequenag, e portanto ntimeros infinitamente pequenos
que lhes correspondem.

A linguagem e os conceitos de Newton estavam
mais perto do pensamento moderno mas foi pouco claro
na sua exposicdo. A primeira exposicao clara do assunto
foi dada por Weierstrass e pela escola de Berlim pelos
meados do século dezanove. Mas entre Leibniz e Weier-
strass publicaram-se imensos trabalhos, tanto matema-
ticos como filoséficos, sobre essas misteriosas quanti-
dades infinitamente pequenas que os mateméaticos des-
cobriram e os filésofos tentam explicar.

Newton exprimiu a questio dizendo que, quando
h se aproxima de zero, no limite 2x -+ A torna-se igual
a 2x. Mostremos que desta maneira ele nio admite
dissimuladamente a existéncia das quantidades infini-
tamente pequenas de Leibniz. Liendo com cuidado o
método de Newton, é-se tentado, para obter uma maior
simplicidade, a dizer que 2x + h é 2x quando h é igual
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a zero. Mas isto ndio é bem assim, porque desta maneira
elimina-se o intervalo de x a x+hA para o qual se cal-
cula o acréscimo médio da funcdo. O problema con-
siste em, ao mesmo tempo, conservar o intervalo para
o qual se deve calcular o acréscimo referido, e tratar A
como se fosse zero, Newton conseguiu isto pelo con-
ceito de limite; vejamos como Weierstrass explicou o
assunto.

Em primeiro lugar notemos que, ao considerar-
mos 2x-+h, tomamos x como fixo e A como variavel.
Por outras palavras, x é considerada como uma varia-
vel «constante» ou parametro, como atras explicAmos
no Capitulo IX; consideramos na verdade 2x-+h como
funcdo do argumento A. Podemos generalizar a ques-
tao e perguntar o que significa dizer que a funcéo [ (h)
tende para o limite /, quando o argumento h tende para
zero. Mas por outro lado veremos que o valor espe-
cial zero do argumento ndo é exigido essencialmente;
por isso, generalizando mais, podemos perguntar o que
significa dizer que a funcio [ (h) tende para o limite
! quando h tende para o valor a.

Contudo, segundo o ponto de vista weierstrassiano,
esta nocdo de h tendendo para o valor a, se bem que
dé uma espécie de representacdo metaférica do que
queremos representar, estd fora do que desejamos. Na
verdade, torna-se 6bvio que, retendo como ideia fun-
damental qualquer coisa como «h tendendo para a»,
se bem que dé uma espécie de representacio meta-
férica do que queremos representar, esta fora do que
desejamos. Na verdade, torna-se 6bvio que, retendo
como ideia fundamental qualquer coisa como «h ten-
dendo para ay, estamos nas garras do infinitamente
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pequeno, visto que isso implica a nocdo de h se apro-
ximar infinitamente de a. Mas é disto justamente que
nos queremos desembaracar.

De acordo com isto, retomemos a frase que que-
remos explicar, e perguntemos antes o que significa
dizer que o limite da funcéo [ (h) em a, é L

O limite de f (h) em a é uma propriedade da vizi-
nhanca de a, entendendo-se por «vizinhanca» o que
dissemos no Capitulo XI, a propésito da continuidade
das funcoes. O valor da funcéo f () em a é | (a);
mas o limite é uma nocdo distinta do valor, e pode
mesmo ser diferente dele, podendo existir sem que haja
necessidade de definir o valor. Utilizaremos também o
significado que demos de «aproximacdo» no mesmo
Capitulo XI. De facto, na definicdo de «continuidades
. que demos quase no fim daquele capitulo, definimos
praticamente a nocéo de limite. A definicdo de limite é:

Uma funcdo f (x) tem o limite [ para o valor a do
seu argumento x quando na vizinhanca de a os seus
valores se aproximam de I/, qualquer que seja a apro-
ximacao desejada.

Compare-se esta definicio com a ja dada de con-
tinuidade, a saber:

Uma funcio f (x) é continua para o valor a do seu
argumento, quando na vizinhanca de a os seus valo-
res se aproximam do seu valor em a qualquer que
seja a aproximacao desejada.

Torna-se imediatamente evidente que uma funcio
é continua em a quando 1.°) possui um limite em
a e 2.°) aquele limite é igual ao seu valor em a. Assim
os exemplos de continuidade que demos no fim do
Capitulo XI exemplificam a nocéo de limite, visto que
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eles mostram que f (2) é o limite de f (x) em a para
funcoes consideradas e para o valor a considerado.
E realménte mais instrutivo considerar o limite num
ponto em que a funcéo néo seja continua, Por exemplo,
consideremos a funcdo cujo grafico demos na fig. 20
do Capitulo XI. Esta funcdo f (x) é definida como
tendo o valor |1 para todos os valores do argumento
excepto os inteiros 0, 1, 2, 3, etc., sendo igual, para
estes valores, a zero. Vejamos qual o seu limite para
x = 3. Notemos que na definicio de limite o valor da
funcio em a (neste caso a = 3) é excluido. Mas,
excluindo f (3), os valores de f (x) quando x esta
dentro de qualquer intervalo que 1.°) contenha 3 sem
ser como ponto limite, e 2.°) ndo se estenda a 2 ou a
4, sdo todos iguais a |; isto é, estes valores aproxi-
mam-se de | qualguer que seja a aproximacao desejada.
Logo 1 é o limite de f (x) para o valor 3 do argu-
mento x, mas por definicao f (3) = 0.

Este é o exemplo de uma funcdo que possui nao
s6 um valor como um limite para o valor 3 do seu
argumento, mas o valor ndo é igual ao limite. No fim
do Capitulo XI, a funcio x? foi considerada para o
valor 2 do argumento. O seu valor em 2 é 22, isto é, 4,
e prova-se que o seu limite é também 4. Este é o
exemplo de uma funcdo cujo valor comcide com o
limite.

Finalmente, chegamos ao caso que é essencialmente
importante ao fim que temos em vista, a saber, ao caso
de uma funcio que tem um limite, mas ndoc tem um
valor definido para um certo valor do seu argumento,
Nao precisamos ir muito longe para ter uma tal fun-
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= > ; 2a

cdo; bastard considerar a funcdo — . Em qualquer
@

livro de matemética poderd encontrar-se a equagio

2

—— =2, escrita sem qualquer hesitacio ou comen-

x
tario.
Contudo existe uma dificuldade, porque quando x
— R e
€ igual a zero, fica— =—, 6 —ndo tem qualquer

x 0

: o~ =8

significado definido, Logo o wvalor da fum;ao——x— para
®

x = 0, ndo tem um valor definido, mas para qualquer

outro valor de x, o valor da i"l.tng:é'\oz—‘n é 2. Logo o

S 2w S e ®
limite de — no ponto x = 0, é 2.

z 2

Da mesma maneira o limite de — no ponto x = a,

L 2

5 : — &
é a qualquer que seja a, de modo que o limite de — ,

92 xr

5 x

para x = 0, é 0. Contudo o valor de — para x = 0

x
toma a formaﬁ que nido tem um valor definido, Poz-

S — = :
tanto a fungde — tem um limite mas ndo tem um
x

valor definido no ponto x = 0.

Voltemos agora atrds ao problema que nos con-
duziu a esta discussio sobre a natureza dum limite.
O problema consiste em definir como varia a funcéo x*
para um valor qualquer x do seu argumento. Vimos
gue tinhamos que considerar o limite da funcao
(z + &) —2o

h

para o valor zero do seu argumento h.
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(Note-se que x é aqui uma «constantes). Apliquemos
a nossa definicio de limite. Temos:

(24 h)} —2a 2 Qha+h' _ h(2x-+h)
3 h = h :

h(2a - h)
h

Na determinaciao do limite de para o

valor 0 do argumento h, o valor (se existir) da funcao
para h =0 ndo tem que ser considerado. Por outro
lado. para todos os valores de A, excepto para h = 0,
podemos dividir a expressio por h.

Logo o limite de L}jﬂk) para h=0 é o

mesmo que o limite de 2x+h para h = 0. Agora, qual-
quer que seja o grau de aproximacéo k escolhido, con-

siderando o intervalo de —%k a +%k, vemos que
para valores de A dentro deste intervalo, 2x-+h difere

1 . %
de 2x menos do que Sk, isto é, menos do que k. Isto

=4

é verdadeiro para qualquer grau de aproximacdo k
fixado. Portanto na vizinhanca do valor zero para h,
2x+h aproxima-se de 2x qualquer que seja o grau de
aproximacao fixado, isto é, 2x é o limite de 2x-+h
para h = 0. Nestas condicoes, pelo que dissemos, 2x

2 9
é o limite de gi—l-:—?%)-—i para o valor 0 de h. Este

método conduz-nos pois ao mesmo valor que o modo
leibniziano de fazer com que A se torne «infinitamente
pequenoy. Os termos mais abstractos de «coeficiente
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diferencials ou de «funcdo derivaday sdo utilizados

para exprimir aquilo que designamos por «modo como

varia a funcao». A definicao geral é a seguinte: o coe-

ficiente diferencial da funcdo [ (ix) € o limite (quando

fle4-h)—
k

para o valor zero do seu argumento.

existe) da funcéo fi=) do argumento h

Como é que, com esta definicio e com a defini-
cao auxiliar de limite, evitAmos a nociao de «quanti-
dades infinitamente pequenas» que tanto afligiram os
matematicos antigos?

Para eles a dificuldade resultava de, por um lado,
serem obrigados a considerar um intervalo de x a x+hA
para o qual se deve calcular o acréscimo médio da
funcdo, e pelo outro, terem necessidade de conside-

yar h — 0.

8 c E F
Fig. 33

Parecia pois, que havia a necessidade da conside-
racio de intervalos de extensido igual a zero. Como
eliminar a dificuldade?

Neste sentido, utiliza-se o conceito de que, em cor-
respondéncia com um grau de aproximacao qualquer,
pode determinar-se um cerfo intervalo com tais e tais
propriedades. A diferenca estd em que nés hoje apreen-

13
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demos completamente a importancia da nociao de
«variavel», o que nao foi feito pelos antigos. Assim,
no final da nossa exposicdo sobre as nocdes essenciais
da analise matematica, somos conduzidos as ideias que
atrds ja expusemos no Capitulo I, quando dissemos
gue, o que é realmente fundamental, sdo os conceitos
de «qualquer» coisa ou de «alguma» coisa.



CAPITULO XVI

A geometria

A geometria, como o resto da matematica, é abs-
tracta. Estuda as propriedades das formas e das posi-
coes relativas dos objectos. Num tal estudo, ndo é
necessario saber quem observa os referidos objectos,
nem saber se eles se tornam conhecidos pela vista, pelo
tacto ou pelo ouvido. Em resumo, a geometria ignora
as sensacGes particulares. Além. disso, objectos parti-
culares, tais como o edificio do Parlamento ou o globo
terrestre nao sao considerados. As proposicoes da geo-
metria referem-se a todas as coisas com tais e tais pro-
priedades geométricas. Por outro lado, é evidente que
auxiliamos a nossa imaginacao vendo e observando
objectos particulares com a forma de esferas, de cones,
de tridngulos ou de quadrados. Contudo, as proposi-
coes enunciadas néo se referem sé as figuras impressas
num livro, mas a toda e qualquer figura. Nestas condi-
coes, a geometria, como a algebra, é dominada pelas
mesmas ideias de «qualquer» ou de «alguma» coisa.
Do mesmo modo ela estuda as relacSes reciprocas entre
varios objectos. Por exemplo, consideremos dois tridn-
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gulos quaisquer ABC e DEF. Que relacoes devem
existir entre algumas partes destes triAngulos para que
os triangulos sejam iguais? E um dos primeiros estudos
feitos na geometria elementar. Mostra-se que dois trian-
gulos sdo iguais se:

a) tém dois lados respectivamente iguais e o
angulo compreendido, ou

b) dois lados e um angulo, ou

c) os trés lados respectivamente iguais.

Esta dltima condicAo conduz-nos naturalmente a
perguntar, que acontece quando sdo os trés angulos
respectivamente iguais? Esta pergunta concduz a teoria
da semelhanca (vid. Cap. XIII) que é um outro tipo
de correlacao.

Tomemos ainda um outro exemplo; consideremos
a estrutura interna do tridngulo ABC. Existem rela-
coes entre os lados e os angulos — o maior angulo
opoe-se ao maior lado e os dngulos da base de um
tridngulo isésceles s@o iguais. Se recorrermos a trigo-
nometria, mostra-se que:

senA __ senB _ senC

a b e
a?—Db2-} ¢ —2bc cos A .

Demonstra-se ainda que a soma dos angulos de
um triangulo é igual a dois éangulos rectos e que a
soma dos comprimentos de dois lados quaisquer é
maior do que o comprimento do terceiro.

O estudo da geometria comeca pela consideracdo
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de figuras simples como o tridngulo, o paralelogramo
e o circulo, para os quais se enunciam certas correla-
¢oes entre as diversas partes. O gedémetra tem na sua
mente nidoc uma proposicao destacada, mas uma figura
com as suas diversas partes mutuamente interdepen-
dentes. Como na algebra, generaliza a nocdo de trian-
gulo e considera o poligono, e dai passa as seccoes
conicas. Classifica os triAngulos conforme a sua forma
em equildteros, isésceles e escalenos, os poligonos con-
forme o nimero dos lados e as seccoes conicas, con-
forme também a sua forma, em hipérboles, elipses e
parabolas.

Os exemplos anteriores mostram como as nocdes
fundamentais da geometria sdo como as da algebra;
enquanto que a algebra trata de nimeros, a geometria
trata de linhas, angulos, dreas e outros seres geomé-
tricos. Esta identidade fundamental é uma das razces
pela qual muitas verdades geométricas podem ser enun-
ciadas com a forma algébrica, Assim se A, B, C sio
0s niimeros de graus dos angulos do tridngulo ABC,
a correlacio entre os angulos é representada pela
equacao:

A+ B+ C=180%
e se a, b, ¢ sdo os comprimentos dos trés lados, tem-se:

a<b+e b<c+a c<<a-+bd.

Assim, as nogées de variavel e de correlacio entre
variaveis sio tdo essenciais na algebra como na geo-
metria.
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O paralelismo entre a geometria e a algebra pode
ainda ser levado mais longe em virtude do facto de
serem mensuraveis os comprimentos, as areas, o0s
volumes e os Angulos, de modo que uma qualquer des-
tas grandezas pode ser comparada com uma unidade
da mesma espécie. As férmulas trigonométricas exem-
plificam isto mesmo. Mas tudo isto recebe a sua maior
aplicacio na geometria analitica. Esta importante apli-
cacdo é muitas vezes designada pelo nome de Estudo
analitico das Seccoes Cébnicas fixando-se assim a aten-
cdo apenas sobre uma das suas subdivisées, e isto
nao estad certo. E como se chamassemos a Antropolo-
gia, Estudo dos Narizes pelo simples facto do nariz ser
uma parte saliente do corpo humano.

Se bem que os processos matemdaticos na geome-
tria e na algebra sejam essencialmente idénticos e inter-
ligados no seu desenvolvimento, hd necesssariamente
uma distincio fundamental entre as propriedades do
espaco e as propriedades do niimero — de facto toda
a diferenca essencial entre espaco e nimero. A «espa-
cialidades do espaco e a «numerosidade» do niimero
sac coisas essencialmente diferentes, e devem ser
apreendidas directamente. Nenhuma das aplicacoes da
algebra a geometria ou da geometria a algebra pode,
no seu desenvolvimento, obliterar esta distincac vital.

Uma diferenca bem acentuada entre o espaco e o
nimero é que o primeiro parece ser muito menos abs-
tracto e fundamental do que o dltimo. O nimero dos
arcanjos pode ser contado porque sdo coisas. Quando
vimos a saber que os seus nomes sio Rafael, Gabriel
e Miguel e que estes nomes distintos represzntam seres
distintos, ficamos a saber, sem por qualquer outra
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questdo, que eles sdo trés. Garantidas as premissas,
quaisquer subtilezas feitas & volta das suas existéncias
angélicas ndo modificam este facto. Contudo estamos
completamente ds escuras guanto as suas relacdes com
o espaco. Existem no espaco? Talvez ndo tenha sen-
tido dizer-se que eles estio aqui, acold, ou em qual-
quer outra parte, ou em toda a parte. A sua existéncia
pode nido ter nenhuma relacio com qualquer locali-
zacao no espaco, Por consequéncia, enquanto que os
nimeros se podem aplicar a todas as coisas, o espaco
nao.

A percepciio da localizacao das coisas ou dos objec-
tos acompanha ou implica muitas ou todas as nossas
sensacdes. E independente de qualquer sensacdo parti-
cular visto que anda acompanhada sempre por mui-
tas sensacces. Constitui, contudo, uma particularidade
dos objectos que noés apreendemos pelas nossas sen-
sacoes. A apreensao directa do que nés exprimimos
falando das posicées dos objectos, uns relativamente
aos outros, € uma coisa sui generis, tal como a apreen-
sdo dos sons, das cores, dos paladares ou dos cheiros.
A primeira vista parece que a matematica, porque
inclui a geometria no seu dominio, ndo é abstracta no
sentido definido no Capitulo . Isto porém nao é assim,
visto que a «espacialidade» do espaco nao intervém
nos raciocinios geométricos. Intervém nas intuicoes
geométricas dos matematicos por um modo pessoal e
patticular a cada um deles. Mas o que intervém nos
raciocinios sio meramente certas propriedades das
coisas no espaco ou das coisas que ocupam o €espaco,
e estas sio completamente abstractas no sentido defi-
nido no Capitulo I; estas propriedades nao envolvem
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qualquer apreensdo espacial particular ou intuicdo
espacial ou sensacdo espacial. Estdo no mesmo pé das
propriedades matematicas do niimero. Portanto a intui-
cdo espacial que é essencial como ajuda no estudo da
geometria é logicamente ndo aplicivel; nao intervém
nas premissas quando estas sdo definidas correcta-
mente, nem em qualquer fase dos raciocinios. Tem
apenas a importancia pratica de fornecer exemplos
essenciais para estimular o pensamento. De resto, os
exemplos sao igualmente necessarios para estimular o
pensamento quando se trata de ntimeros. Quando pen-
samos em «doisy ou «trés» vemos ou pancadas numa
bulha ou bolas num monte ou qualquer outro conjunto
de coisas particulares. A particularidade da geometria
é a fixidez e a importéancia preponderante de um exem-
plo particular determinado que ocorre ao nosso espi-
rito. A forma légica abstracta das proposicées, quando
inteiramente enunciada, é «se uma coleccio particular
de objectos tem tais e tais propriedades abstractas, do
mesmo modo tem tais outras propriedades abstractasy.
Mas o que aparece ao espirito é uma coleccdo de pon-
tos, linhas, superficies e volumes no espacgo: o exemplo
aparece inevitavelmente, e o exemplo por si da a pro-
posicdo todo o seu interesse. Contudo, apesar da sua
importancia preponderante, nio passa de um exemplo.

E facil compreender a importincia pratica do
espaco na formacao do conceito cientifico de um mundo
fisico exterior. Por um lado, as nossas percepcoes espa-
ciais estdo ligadas a outras sensacoes. Normalmente
pensamos que tocamos um objecto no mesmo lugar em
que o0 Vemos; € mesmo nos casos anormais tocamo-lo
N0 Mesmo espaco em que o vemos e este € o facto fun-
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damental real que liga, em conjunto, todas as nossas
diversas sensacoes. Isto é, as percepcdes espaciais s@o
neste sentido a parte comum das nossas sensacoes.

Em resumo: 1) as propriedades do espaco que
sao investigadas na geometria, exactamente como as
dos nimeros, séo propriedades que pertencem ‘as coi-
sas, como coisas, sem referéncia especial a qualquer
modo particular de apreensdo; 2) a percepcdo espa-
cial acompanhada as nossas sensacoes, talvez todas, e
certamente muitas; mas nao parece ser uma qualidade
necessaria das coisas que elas devam todas existir num
espaco ou em qualquer espaco.






CAPITULO XVII

Grandezas

No capitulo anterior indicAmos que os comprimen-
tos se podem medir comparando-os com uma unidade
de comprimento, as superficies com uma unidade de
superficie, e os volumes com uma unidade de volume.

Quando temos um conjunto de coisas, tais como
os comprimentos, que se podem medir tomando uma
como unidade, dizemos que sao grandezas da mesma
espécie. Portanto, os comprimentos sio grandezas da
mesma espécie, e o mesmo se diz das superficies ou
dos volumes. Pelo contrario, uma superficie nao é uma
grandeza da mesma espécie de um comprimento, ou
de um volume. Vejamos o que queremos exprimir
quando dizemos que as grandezas se podem medir,
tomando os comprimentos como exemplo.

Os comprimentos podem medir-se com uma régua
de um pé. Com ela podemos saber se dois compri-
mentos sao iguais ou nac. Podemos ainda verificar que
trés comprimentos adjacentes, cada um de um pé de
comprimento, formam um comprimento de trés pés.
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~ Pode pois definir-se a igualdade e a adigdo de com-
primentos. Nao pode tomar-se, porém, arbitrariamente
qualquer critério como critério de igualdade, nem qual-
quer processc como processo de adicdo. Os resultados
das operacdes de adicdo ou de verificacdo de igualdade
devem estar de acordo com certas condicoes prévias.
Por exemplo, a adicio de dois comprimentos gran-
des deve dar um comprimento maior do que a adicio
de dois combrimentos mais pequenos. [Essas diversas
condicdes prévias, quando formuladas exactamente,
podem ser chamadas o0s axiomas das grandezas. A finica
questdo a pér quanto a sua verdade ou falsidade é a
de se obter, quando os axiomas sao aplicados, os resul-
tados proprios do que vulgarmente se considera como
grandezas. Se nao é assim, entao o nome de axiomas
das grandezas é mal posto, e sobre isto nada mais ha
a dizer.

Estes axiomas sao inteiramente abstractos, tais
como as propriedades matematicas do espaco. Sdo os
mesmos para todas as grandezas, e nao pressupoem
nenhum modo especial de percepcdo. As ideias asso-
ciadas com a nocao de grandeza resultam dos modos
pelos quais um continuo, como uma linha, nma super-
ficie ou um volume pode ser dividido em diversas par-
tes. Estas partes podem ser contadas; deste modo os
ntimeros podem ser usados para determinar as proprie-
dades exactas de um todo continuo.

A nossa percepcao do curso do tempo e da suces-
sao dos acontecimentos é um exemplo importante da
aplicacio destas nocoes ligadas com o conceito de
orandeza. Mede-se o tempo (como foi dito a propé-
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sito da periodicidade) pela repeticio de acontecimen-
tos idénticos — a combustio de partes iguais de uma
vela homogénea, a rotacdo da terra relativamente as
estrelas fixas, a rotacio dos ponteiros de um relégio
sio exemplos de tais repeticoes. Acontecimentos des-
tes tipos tomam aqui o lugar da régua de um pé rela-
tivamente aos comprimentos. Ndo é necessario admitir
gue os acontecimentos de um qualquer destes tipos
sdo exactamente iguais em duracdo, para cada repeti-
cao. O que é necessario, é que uma determinada regra
seja conhecida que permita exprimir as duracdes rela-
tivas de, digamos, dois exemplos do mesmo tipo. Por
exemplo, podemos, se quisermos, supor que a rotacdo
da terra diminui, de modo que cada dia se torna maior
que o precedente com uma diferenca de uma pequena
fraccao de um segundo. Tal regra permite-nos compa-
rar a duracdo de um dia com a de um outro dia. O que
é essencial é que uma série de repeticoes, tais como os
dias sucessivos, possa ser tomada como uma série
padréo; se os diferentes acontecimentos da série nao
sao tomados como de igual duracéo, entdo deve enun-
ciar-se uma regra que determine a duracio a atribuir a
cada dia em funcdo da duracio de um outro dia qual-
quer. Mas que requisitos deve possuir uma tal regra?

Em primeiro lugar, deve conduzir a atribuir dura-
coes aproximadamente iguais aos acontecimentos que
o senso comum julga terem iguais duracoes. L.ogo, o
primeiro requisito é o acordo com o senso comum.
Mas isto niao é absolutamente nada suficiente para
determinar a regra porque o senso comum é um mau
observador e por outro lado com pouco se satisfaz.
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Um outro requisito é o de permitir um enunciado
simples das leis da natureza. Por exemplo, os astré-
nomos dizem-nos que a rotacdo da terra diminui len-
tamente, tornando-se os dias sucessivamente maiores.
A dnica razdo para uma tal afirmacdo é que sem ela
deveriam abandonar as leis newtonianas do movimento.
Com o fim de conservarem as leis do movimento
simples, alteram a medida do tempo. Isto é um pro-
cedimento perfeitamente legitimo quando bem com-
preendido.

Tudo o que foi dito sobre a natureza abstracta das
propriedades matematicas do espaco aplica-se com
mudancas verbais apropriadas as propriedades matema-
ticas do tempo. O sentido do fluxo do tempo acom-
panha todas as nossas sensacoes e percepcoes, e pra-
ticamente tudo o que nos interessa relativamente ao
tempo pode ser posto em paralelo com as propriedades
matematicas abstractas que lhe atribuimos. Inversamente,
o que dissemos sobre os dois requisitos que devem ser
satisfeitos pela regra segundo a qual se determina a
duracio do dia, também se aplica & regra para a deter-
minacdo do comprimento de uma jarda, que deve con-
servar o mesmo comprimento quandaq se desloca. De
acordo com o segundo requisito, uma régua de uma
jarda dilata-se ou contrai-se com as variacoes de tem-
peratura conforme a natureza da substancia de que
é feita.

Se nao fosse a circunstidncia de as nossas sensa-
coes serem acompanhadas de percepcoes de localizacio
e de duracdo, e o facto ainda de serem grandezas, cada
uma por seu modo, as linhas, as superficies e os volu-
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mes, a teoria dos niimeros seria de pequena importincia
na exploracio das leis do Unliverso. E visto que é
assim, as ciéncias fisicas tém como base as nocdes de
nGimero, grandeza, espaco e tempo. As ciéncias mate-
maticas que também as consideram ndo constituem
toda a matematica mas sio o substractum da fisica
matematica tal como ela existe hoje.

FIM






NOTAS

A (pag. 55) Na leitura destas equacoes deve
notar-se que um paréntesis é utilizado no simbolismo
matematico para indicar que as operacoes que estdo
dentro dele devem ser efectuadas em primeiro lugar.
~Assim (1 + 3) + 2 significa que deve juntar-se pri-
meiro 3 a 1 e s6 depois juntar 2 ao resultado; da
mesma maneira | + (3 + 2) significa que primeiro
se deve juntar 2a 3, e depois somar | ao resultado.

Um exemplo numérico da equacdo (5) é
oG 4) S (2 )k (2E5h)

Efectuam-se primeiro as operacoes dentro dos

paréntesis, obtém-se

2X7=6++38

B (pag. 117) A razz’io;ié chamada excentrici-

dade da curva. A forma da curva, distinta do seu tama-
nho ou grandeza, depende do valor da excentricidade.
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E errado pensar que as elipses em geral, como as hipér-
boles, em geral, tétm, em cada caso, uma mesma forma.
As elipses de diferentes excentricidades tém formas
diferentes enquanto que as suas grandezas dependem
dos comprimentos dos eixos maiores. Uma elipse com
pequena excentricidade é quase um circulo, e uma
elipse de excentricidade quase igual & unidade é uma
longa oval achatada. As parabolas tém a mesma excen-
tricidade e sdo todas portanto da mesma forma, se
bem que possam ser tracadas com escalas diferentes.

C (pag. 172) Se uma série com todos os termos
positivos é convergente, a série modificada fazendo
alguns termos positivos e outros negativos, segundo
determinada regra, é também convergente. Cada uma
das séries assim obtida, incluindo a série original, &
chamada «absolutamente convergente». E contudo pos-
sivel que uma série com termos positivos e outros nega-
tivos seja convergente, e a série correspondente com:
todos os termos positivos seja divergente. Por exemplo
a série

1 1 1
trg g oy haesly
€ convergente, enquanto que a série:
1 1 1
14+—+—-+—+ ete.
s 2 o 3 4 4

é divergente. Tais séries convergentes que nao sao abso-
lutamente convergentes sao muito mais diffceisr_de tratar

do que as séries absolutamente convergentes.

2\
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