
 



 



 



 



 



Materias que constituem esta Bibliotheca

1.- SERIE-:fmeD1entos Geraes

l-Desenho linear.
a-Arirhmetica pratica.
3-Algebra elernentar.
4-Geometria plana e suas applícações.
5-Elementos de Phisica.
6-Elementos de Chimica.
7-Elementos de Electricidade.
8-Elementos de Mecanica.

2.' SERIE - Mecanica

l-Desenho de Machinas.
2-Nomenclatura de Caldeiras de vapor.
3-Nomenclatura de Machinas de va-

por.

a-Problemas de Machinas.
5-Phisica Industrial.
6-Chimica Industrial.
7-Motores especiaes,

3.a SERIE - Construcção Civil

g-Geometria no espaço.
to-Elementos de projecções.
I l-Sombras e perspectiva.
12-Applicações e traçados praticos das

projecções, penetrações, sombras,
etc.

13-Trabalhos manuaes.

l-Elementos de Architectura. 4-Arte decorativa e Estylos.
2-Materiaes de Construcçâo, 5-Estylisação, composição e ornamen-

3-Construcções Civis. tação,
4.- SERIE-Construcção Naval

I-Construcção Naval.

I 3-Construcção de navios.
a-Materiaes de sonstrucção e proces- 4-Historia da construcção naval.

sos de ligação.
5." SERIE - Manuaes de oftlcios (em formate apropriado)

r-Conductor de Machinas. i2-Pintor e Decorador.
a-Torneiro mecanico. 13-Pedreiro ou trolha.

3-Forjador. 14-Canteiro.
4-FundiJor. 15-Tintureiro.
S-Serralheiro e Montador. rô-Sapateiro.
6-Caldeireiro. 17-Selleiro e correeiro,
7-Electricista. 18-Fiandeiro e tecelão.
8-Carpinteiro Civil. Ig-Funileiro.
9-Marceneiro. ao-Encademador,

lo-Entalhador. :u-Tanoeiro.
I l-Modelador, formador e estucador.

6." SERIE - ConheciD1entos geraes de diversas

industrias, etc.

l-A Hulha. I r r-Industria da Borracha.
z-Metallurgia. a-Industria de Relojoaria.
�-Fiação e Tecelagem. 13-Galvanoplastia.
4-Industria de Illuminação, 14-Industria de Chapelaria.
5-Industria do Vidro. I;-Artes graphicas.
ô-Industria do Papel iõ-Phorographia Industrial.
7-Industria Ceramica. II-Hygiene das officinas.

•

8-Industrias de alimentação. I8-Escripturação industrial.
g-Industria do alcool, cerveja, licores, I�-Inventos Modernos.

etc. so-Leis do trabalho e ensino indus-
lo-Industria do Azeite, Oleos, Sabões trial.

e Adubos.
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MANUAL DO OPERARIO

ELEMENTOS DE GEOMETRIA PLANA E SUAS APPLICAÇÕES

PREFACIO

SEGUiNDO
na orientação que nos guiou na redacção dos compendios

elementares já publicados por esta Bibliotheca, apresentamos
sob a f6rma que nos pareceu mais clara e simples, e ao mesmo

tempo mais pratica, o presente livro Elementos de geometria plana
e suas applicações.

Sendo o nosso fito ensinar os elementos de geometria indispen­
saveis ãquelles que têem necessidade de os applicar na pratica, poze­
mos de parte complicadas theorias, que proveitosamente são substi­

tuídas por variadas applicações da geometria ás artes, ás industrias

e ao desenho.

Tratamos da linha recta, da circumferencia, das linhas propor­
cionaes e das medidas de superficie, acompanhando este estudo com

a resolução de problemas numericos e graphicos. Comtudo, para evi­

tar repetições de materia, abstrahimo-nos de descrever a construcção
graphica d'alguns d'estes problemas, visto já o termos feito no Dese­

nho Linear d'esta Bibliotheca, livro que servirá de complemento a

este compendio,

.A. Cunha rRosa
Professor da Escola Industrral AffoDSO Domingues
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NOÇÕES PRELIMINARES

J .-Corpos são os diversos objectos que nos cercam, e que de

qualquer fórrna impressionam os nossos sentidos.

2.-Espaço é o que podemos conceber abstrahindo de todos os

objectos da natureza.

3.-Extensão é qualquer porção limitada do espaço.
A extensão póde ter uma só dimensão, p6de ter duas e tres; mas

não póde ter mais de tres.

4·-Volume de um corpo é a porção de espaço occupada pelo
mesmo corpo, ou a extensão com tres dimensôes: comprimento, lar­
gura e altura,

A altura póde denorninar-se tambem espessura ou grossu­
ra e profundidade ou fundura.

Assim se diz: a altura de um homem ou de uma casa, a es­

pessura de uma parede, a grossura de uma tábua, a profun­
didade do mar, e a fundura de um poço.

5.-Superficie. Quando se pega em um corpo, toca-se na sua

superficie, quando se olha para um corpo opaco, é a sua superfície
que se vê, quando se enverniza um movei, se pinta uma porta ou

caia uma parede, é a superficie do movei, da porta ou da parede que
é envernizada, pintada ou caiada.

A superficie é, portanto, a parte exterior de todos os objectos,
o limite dos corpos em todos os sentidos, ou a extensão com duas
dimensões: comprimento e largura.

Uma folha de papel, por exemplo, tem duas superficies, a fren­
te e o verso. Em um vaso qualquer ha igualmente duas superficies,
uma interior e outra exterior.

6.-Linha. O que vulgarmente se chama contorno das superfi­
cies, é uma linha ou uma serie de linhas.
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Assim a orla de um rio é a linha que separa a terra da agua.
Esta linha póde ser representada por um fio muito fino, que se­

gue fielmente as sinuosidades do rio.
O traço deixado por um lapis sobre uma folha de papel ou uma

superficie qualquer, é uma linha.
A linha é, portanto, o limite das superficies ou a extensão com

uma só dimensão: comprimento,

7.-Ponto. Muitas vezes a palavra ponto é empregada como­

synonymo de logar; é tambem no mesmo sentido que se emprega pa­
ra indicar o cruzamento ou o encontro de duas ou mais ruas.

Se considerarmos essas ruas, mais ou menos largas, reduzidas a

simples linhas, o seu encontro ou o ponto onde se cruzam é o ponto
geometrico.

O ponto geometrico não tem comprimento nem largura nem es­

pessura, isto é, não tem extensão alguma e póde ser considerado co­

mo o limite das linhas.

8.-As linhas são de duas especies: rectas e curvas. Da combina­
ção d'estas duas especies fundamentaes de linhas resultam as linhas

polygonaes e mixtas.

g.-Linha recta é aquella que póde girar sobre os seus extre­

mos, sem mudar de posição, ou, é o caminho mais curte entre dois

pontos, e mede a distancia entre

elles.
Dão-nos exemplo da linha re­

cta, um fio bem esticado, tal como

a corda de uma viola.
Para designar uma linha re­

eta, escreve-se uma letra em cada extremidade e lêem-se successiva­
mente. Assim se dirá: a linha AB, fig. I. Diz-se tambem o ponto A
ou o extremo A da linha AB.

Fig, I

IO. - Duas rectas AB e GD fi�. 2, são
iguaes quando collocando o ponto A da recta

AB sobre o ponto C da recta CD e fazendo
girar aquella em torno do ponto C, o ponto B
vae coincidircom o ponto D. Fig. :1

-r----B
.. c J) x

As linhas rectas são grandezas
que pódem sommar-se e subtrair se.

Para fazer a somma de duas
linhas rectas AB e CD, fig, 3, col­
loca-se o extremo A da linha AB'
sobre o extremo D da linha CD, e

-:

Fig_ 3



faz-se girar aquella recta em torno d'este ponto até que o ponto 73
vá cahir em E, situado sobre a recta indefinida determinada pelos pon­
tos C e D, na direcção CD. A somma procurada será pois a recta CE.

Se se faz girar a recta AB em torno do ponto D. de f6rma que
o seu extremo B vá cahir em urn ponto F, na direcção DC, a quan·
tidade CF é a differença entre as duas rectas dadas.

Uma linha recta AB é duas, tres, quatro vezes maior que uma

outra CD, quando é igual á somma de duas, tres ou quatro rectas

iguaes a CD.
Diz-se então que CD é metade, um terço ou um quarto de AB.

I I - Linha curva é aquella que não é recta nem composta de
linha rectas. .

Indica se geralmente por tres letras
Tal é a linha A B C, fig. 4. Os pontos
A e C são os seus extremos.

Se a linha curva A B C girar sobre
os seus extremos A e C, andará em volta
da recta AC e mudará de logar. A qual­
quer das suas partes, A d B, por exem­

plo, acontecerá o mesmo a respeito da
recta AB, se girar sobre os seus extre-

Fig 4
mos. Assim podemos tambem dizer que:
Linha curva é aquella que não pode girar sobre os seus ex/remos sem

mudar de logar.
Dão nos exemplos da linha curva: o arco-iris, o contorno das fo-

lhas das plantas, etc.
'

12. - Linha quebrada. Uma serie de linhas rectas dispostas
em diversas direcções, unidas duas a duas pelos seus extremos e for­

mando o que vulgarmente se cha­
ma zig-zag, não é uma nova es­

pecie de linha, mas sim uma linha
composta.

Denomina-se linha quebra­
da ou polygonal, pelo facto de
representar uma linha recta partida
em différentes partes, mas sem que

Fig. 5 estas estejam separadas d'aquella,
muito embora tenham tomado di­

recções differentes. Indica-se por letras collocadas nos extremos das
rectas componentes. Tal é a linha A B C D E, fig. S. As letras
M, N, Z, dão nos um exemplo da linha quebrada.

13. - Linha mixta é a composta de rectas e curvas coniuncta­
-

mente.

GEOMETRIA PLANA 5
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A linha A B C D E F, fig. 6, é mixta.

Fig. fi Fig. 7

14. - As superficies pódem ser planas, polredricas ou curvas.

Superficie plana ou plano é aquella sobre a qual se póde
ajustar uma recta em qualquer direcção, fig. 7.

Chama-se plano nas officinas, a uma chapa metal/ica cuja super­
ficie tem sido rigorosamente aplainada e desempenada por meio de
uma regua de aço perfeitamente direita que se faz applicar em todos
os pontos e sobre todas as direcções.

Serve esta peça de ferramenta para assentar sobre ella outras

peças que se desejam desempenar e verificar.

IS. - Superficie polyedrica é a superfície formada por duas
ou mais superficies planas que se cortam duas a duas. Exemplo: um

dado de jogar.

16. - Superficie curva é toda a superficie que não tem parte
alguma apreciavel que seja plana. Exemplo: uma bola.

dizem-se iguaes, fig. 8, quando
pódem sobrepôr-se uma á

outra, o que exige que haja
igualdade na fórma e na

extensão; similhantes,
fig. 9, quando têem a

mesma forma, embora não
tenham a mesma extensão;
e equlvalentes.jîg. IO,

embora não tenham a mesma

17, - Figura é um nome generico dado aos volumes, superfi­
cies, linhas e pontos, ou ao conjuncto de algum d'estes elementos.

Figuras planas são aquellas que estão completamente assentes

em um só plano.

18. - Duas ou mais figuras

Fig.8

quando têem a mesma extensão,
tórrna.
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Ig. - Geometria. Os volumes, as superficies e as linhas têern
formas diversas e portanto propriedades particulares para cada uma

QO vr�"i. I
_ __j

Fig. (I Fig. IO

d'essas fôrmas. Assim a linha recta não tem as propriedades da cur­

va nem esta as da circumferencia.
A geometria estuda as diversas propriedades das figuras e

principalmente a medida dos volumes, das superficies e das linhas.
Divide-se em : geometria plana e geometria no espaço.
A primeira estuda as figuras CUJos pontos estáo todos n'um mes­

mo plano; a segunda as que não estão todas no mesmo plano.
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Traçado das linhas rectas

20 - Regua; sua verificação. Traçam-se as linhas rectas
sobre uma superfície bem plana com o auxilio d'uma regua, que é
geralmente uma prancha de madeira, de faces planas, de pequenissi­
ma espessura, com bastante largura e muito comprimento.

As reguas têem ás vezes um bordo chanfrado, para que, usando­
se da tinta, que póde adherir á regua_ não suje o papel.

Tendo uma boa regua, o traçado de uma linha recta não offere­
ce difficuldades. Approxima-se um dos bordos da regua dos dois pon­
tos por onde se quer traçar a linha, ficando á mesma distancia d'el­
les, distancia tão pequena quanto o permitta a grossura do instrumen­
to empregado no traçado; apoia-se o lapis ou o tira-linhas sobre o pa­
pel junto de um dos extremos da regua, e percorre-se com elle o pa­
pel até ao outro extremo, tendo o cuidado de conservar sempre a

ponta traçante na mesma situação a respeito do bordo da regua.
A regua deve ser bem desempenada e deve ter um dos bordos,

pelo menos, bem rectilineo.
Verifica-se se está desempenada assentando-a sobre uma super­

ficie bem plana, e vendo se fica algum intervallo entre essa superficie
e a regua.

Verifica-se se um dos bordos da regua é rectilineo, da fórma se­

guinte:
Marcam-se dois pontos A e B (fig. I), traça-se por elles uma li­

nha com a regua, e voltando esta de modo que, a face que era infe­
rior, se torne superior, e vice-versa, sem inverter a posição dos seus

extremos, traça-se uma nova linha pelos mesmos pontos. Se o bordo
da regua de que nos servimos é bem rectilíneo as duas linhas assim
traçadas entre os pontos A e B coincidem; porém, se as duas linhas
não coincidem, é claro que não são rectas e que por conseguinte a re­

gua deve ser regeitada.

'I - Os meios empregados nas artes para traçar uma linha re­

cta, quando se torna impossivel o uso da regua, são mui varios.



G�OMETRIA PLANA 9

Os pintores, serradores, carpinteiros, etc, servem se de um bar­
bante ou cordel esfregado com giz, ou embebido n'uma tintura de

negro de fumo ou de almagre.
Esse barbante, depois de esten­

dido e fixado nas duas extremi­
dades, fig. II, é puxado verti­
calmente para cima com dois
dedos da mão direita, e é depois
abandonado; cahindo com forca
sobre a peça de madeira, pedra,
etc., elle traça, em todo o com­

primemo, uma linha branca, pre-
ta ou vermelha. Fig. Il

22. - Na agrimensura e na topographia, traçam-se as linhas re­

ctas por meio de balisas ou bandeirolas. As balisas são formadas de
hastes de madeira A fig. 72, de lW,50 a 2 metros
de comprimento, aguçadas na parte inferior, afim de
se poderem cravar facilmente no terreno, e fendidas
na extremidade superior, onde se mette um rectan­

guIo de papelão, de madeira ou de lata, bi-partido
de branco e encarnado para se poder distinguir a dis­

tancia, ou se prega uma bandeirinha de panno das
mesmas côres, tomando então a balisa o nome de
bandeirola.

23 - Fixas e estacas. As fixas B,jig. I2, são
ordinariamente feitas de grosso arame de ferro de S
millimetros de diametro, tendo n'uma das extremida­
des urna argola de 4 a í centimetros de diametro, ter­

minando a outra extremidade em ponta aguda, afim
de se poder cravar no solo.

As fixas rêem de comprimento 30 centimetres.
Fig. 12 Ha ainda outra especie de fixas C, fig. I2, que

têem na parte superior do annel um reforço, afim de
se apoiar n'elle o dedo pollegar, para quando se deixa cahir a fixa
sobre o terreno seguir uma direcção vertical, o que é de grande con­

veniencia nas operações topographicas.
As estacas são pequenas peças de madeira E, fig, I2, tendo n'u­

ma das extremidades um rectangulo D tambern de madeira, pintado
metade de preto e metade de branco. Servem para indicar o logar
da balisa ou de qualquer instrumento que se collocar acccidental­
mente.

24. - Traçar uma 1inha recta entre dois pontos. Quan­
do a distancia entre dois pontos é pouco considerável, colloca-se em

(\ B o

�� �(\ Ô
1.1 !.: lii,
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!
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cada um d'elles uma balisa ou bandeirola A e B, fig. I3. O operador
estabelece-se a alguns passos aquem da balisa A e enfia a balisa B de
maneira que se não veja nenhuma das SU'lS partes para a direita ou

esquerda da linha visual que passar por AB.
Se a distancia entre esses dois pontos fôr superior a Som, O ope·

rador deverá ser acompanhado d'um ajudante, por quem mandará
cravar balisas intermedias. Para isso o operador colloca-se em A e o

Fig. 13

ajudante munido de bastantes balisas, caminha de B para A; quando
chega a 40 ou 50 metros de B, ao ponto n, pára e faz mensão de
cravar uma balisa; o operador então, visando na direcção AB, obser­
va se a balisa está no alinhamento; faz signal ao ajudante com o bra­
ça esquerdo ou direito, segundo seja necessario chegal-a mais para a

direita ou esquerda, e finalmente, quando a balisa esconde a cravada
em B, faz signal de a fixar, estendendo o braço direito e movendo-o
de cima para baixo.

Em seguida o ajudante continua a caminhar para A, cravando a

balisa m, pela mesma fórma que a precedente, e assim successiva­
mente até chegar ao extremo A.

Medida das linhas rectas

25.- Medir uma grandeza é comparai-a com a unidade de
medida adoptada; isto é, determinar quantas vezes a unidade de me­

dida se contem na extensão a medir.
A unidade de medida adoptada entre nós, é o metro que está

dividido em 10 partes iguaes, denominadas decimetros; cada uma d'es­

tas em outras IO partes ou centimetres, e ainda estas se dividem em

millimetros.
Para medir uma linha recta, applica se o metro sobre a recta,

tantas vezes quantas fôr possivel; se ficar resto applica-se ainda sobre
elle o metro, e vê-se quantos decímetros, centímetros e millimetros
contem o resto.

Supponhamos que applicando o metro sobre a recta que se quer
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medir, se contem n'ella 5 vezes e deixa um resto que abrange 4 decí­
metros, 3 centimetros e 9 millimetros; é claro que a recta tem 5439
millimetros.

As rectas traçadas sobre o papel, são geralmente, pequenas, e

então usa-se para as medir o duplo decimetro, isto é, uma regua
de comprimento pouco superior a dois decimetros, dividida em centi­
metros e millimetros, e algumas vezes meios millimetros.

26. - Cadeia metrica. Quando a recta está determinada no

terreno, é sempre facil a sua medição. Para esse fim, emprega-se
uma cadeia de IO ou 20 metros de comprimento,
denominada cadeia metrica ou de agrimensor, fig.
14, que é composta de :>0 em 100 fuzis de arame

de ferro, de dois decimetros de comprimento cada
um, e de tres a cineo millimetros de diametro. Os
fuzis estão ligados uns aos outros por meio de
armeis B do mesmo metal. De metro em metro.

as argolas de ferro são substituidas por argolas C
de latão, e de cada uma d'estas pende uma chapa
com o numero de ordem, a fim de ser facil a con­

tagem dos metros. A cadeia termina por duas ar­

golas A, que fazem pane dos fuzis a que estão li­

gadas; isto é, argolas e fuzis não excedem Om,2.

27,- Verificação da cadeia metrica.
Antes de nos servirmos da cadeia é preciso veri­
ficar a sua exactidão. Para isto, traça se sobre uma

superficie uma linha recta de comprimento igual Fig. 14

ao instrumento.

Quando o comprimento da cadeia não coincide com a linha to­
mada para medida, é preciso alongai-a até que a coincidencia se effe­

ctue; mas como é impossível extendei a rigorosamente sem perigo de
a quebrar, dá-se-lhe por isso mais 5 ou b millimetros a fim de com­

pensar a curvatura que naturalmente apresenta quando é esticada.
Póde igualmente empregar·se na medição das distancias a fita

me/rica.
28. - Fita metrica. Este instru­

mente, fig. IS, consiste n'uma pequena
caixa cylindrica, dentro da qual se enrola
sobre um eixo, uma fita de 5, IO ou 20

metros de comprimento. A fita é dividida
em metros, decimetros e centímetros, sen­

do o primeiro decimetro dividido em mil-

l' 5
rimetros. Ha uma manivella de latão, para

rg. I
enrolar a tita em volta do eixo interior, e

um pequeno annel tambem de latão, Que facilita a extracção da fita, e
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ao mesmo tempo obsta a que ella se introduza inteiramente na caixa
pela abertura D.

29, - Medição das distancias com a cadeia. Torna-se
a primeira balisa do alinhamento que se pretende medir, á qual o

operador encosta uma das pégas da cadeia, marchando o seu ajudan­
te sobre o alinhamento com a outra péga segura, até que a cadeia
fique bem estendida. Logo que isto se dê, crava-se no terreno por
dentro da argola que serve de péga, uma 'fixa de ferro. Em seguida
o operador desprende a extremidade da cadeia, e marcham ambos
sobre o alinhamento, até que a cadeia fique novamente esticada, e

ahi crava o ajudante a segunda fixa, como já se disse. Continuam
assim a operação até que o ajudante chega ao fim do alinhamento,
então o operador deixa a cadeia estendida no chão, approxirna-se da
ultima fixa cravada, e faz a contagem dos metros, pelo numero das

fixas que foi arrancando á maneira que caminhou sobre o alinhamen­
to, representando cada uma o comprimento da cadeia, ou IO metros.
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Da linha recta

1.° - Angulos

30. - Angulo, vertice, lados. Diz se angulo �a figura for­
mada por duas linhas rectas partindo do
mesmo ponto, ou a inclinação reciproca de
duas rectas que se encontram, fig. rti. O
ponto commum ás duas rectas diz-se vel-lice,
e as duas rectas, prolongadas tanto quanto se

quizer, chamam-se lados.
Designa-se um angulo escrevendo uma

letra em cada lado, e outra no vertice, de- Fig. 16

vendo na enunciado ser esta nomeada entre

as duas outras. Quando o vertice não pertença senão a um angulo
basta a letra do vertice.

Para melhor se perceber a

idéa de angule, supponha-se que
sobre a recta A B, fig. I7, as­

sentava uma outra U C, que de­
pois começava a girar em torno

do ponto O, tomando as posições
successivas O C', O C", O CIII,
O C"" ... t. N'este movimento a

recta iria gerando os angulos
C' O B, C" O B, C" O B ... , Fig.17
successivamente maiores.

A grandeza de um angulo depende pois da posição e não do
comprimento dos lados. Dois angulos dir-se-hão iguaes, quando asseri-

1 Deve ler-se: o,c lin Ira; o,c duas tinhss; o,c tres linhas; o,c quatro linhas.

C
,II
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tando um lado de um sobre um lado do outro, de modo que os ver­

tices coincidam, os outros dois lados tomam a mesma direcção; quan-
do assim não succeda os angu­
los dir-se-hão desiguaes, e será
maior aquelle dentro do qual ca­

hir o segundo lado do outro an­

gulo. Assim, os angulos A e A',
fig. I8, são iguaes; e, fig. Ig,
o angulo B é maior do que o an-

Fig_ 18 guIo C.

AL L·A'

� C

31. - Dois angulos dizem-se adjacentes, quando têem o mes-
,

mo vertice, um lado commum e os

outros dois para lados differentes.
Tèles são os angulos A O C e C
O B, fig. 20.

32. - Angulos rectos e

obliquos. Quando uma linha re­

cta encontra outra, forma com ella
dois angulos adjacentes que pódern
ser iauaes ou desiguaes. No primei­

denorninarn-se rectos, como A C B e A C D,

Fig 70

ro caso os angulos

A
I

I
I

.

R--
C

-D

Fig. 21

Fig. 19

/

/
/

_L_--�-�DB --- -

I'

Fig. 22

fig.2/. No segundo caso os angulos sfio obliquos, como A C B

c A C D, ft�. 22. Podemos pois dizer que:
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Angulo recto é um dos angulos que uma recta faz com outra

não se inclinando mais para um lado do que para o outro d'essa outra

recta; e Obliquo quando essa inclinação não é a mesma para am­

bos os lados.
Os angulos obliquas são: agudos e obtusos.
Angulo agudo é o que é menor do que o recto. Tal é o an­

gulo ACU, fig. 22.

Angulo obtuso é o que é maior do que o recto. Tal é o an­

guio ACB, fig. 22.

33. - Angulos complemen­
tares são aquelles cuja somma é igual
a um angulo recto.

Angulos supplementares
são aquelles cuja somma é igual a dois

angulos rectos.

Assim os angulos EBD e DBC

fig. 23, são complementares; e os an­

gulas ABD e DBC supplementares.
Fig. �3

34·-Angulos verticalmente
oppostos. Se fôr dado um angule e prolongarmos os seus lados

além do vertice, formaremos um

segundo angule igual ao primeiro.
Estes dois angulos denominam­

se uerticalmente oppostos. Taes são
os angulos ACD e BeE, jig. 24,
bem como ACE e lJCE.

35. -Bissetriz de um angulo
é a recta que o divide em duas

partes Iguaes. A bissetriz do an­

gulo ABG� jig. 25, é a linha BD.

Fig.24

36. - Todos os angulos rectos
são iffU.aes.

Sejam com effeito 0<; angulos
rectos A CD, A' C'D', jig. 26. Se

sobrepozermos a recta AB sobre
A'B' de modo que o ponto C fique
sobre 0, a recta CD não póde
deixar de tomar a direcção de C'IY, Fig. 25

porque se tomasse outra, C'1i por
exemplo, seria o angulo EC'B' menor do que EC'A', por quanto os
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angulos A'CD' e D'C'B' são iguaes (32), ECB' é menor que D'G'B'
e EC'A' é maior que A'C'D', e então a recta CD formando com AB

D

A-L-B
J)' L'

I c

A�-B'
Fig, 26

angulos desiguaes não lhe seria perpendicular, ou, o que tanto vale,
não seria recto o angulo ACD, contrariamente ao que haviamos esta­

belecido.

E

<: '1)/
/

/'

--B.\- O

37' -A somma dos angulos formados
em torno de um ponto e para o mesmo

lado d'uma recta vale dois angulus rectos.

Sejam os angulos A O C, C O D e

D O B, fig. 27. A sua somma vale dois
rectos, porque é igual á dos angulos re­

ctos A O E e E O B.

38.-A somma de todos os angulosfor-
Fig. 27 mados em torno de um ponto pale quatro

ang vlos rectos.

Sejam os angulos A O B, B O C"
C O D e D O A, jig. 28. Prolongando a

recta A O vê-se que a somma d'estes an­

gulos vale quatro rectos, visto que a dos
da parte superior da recta A E vale dois
rectos, e a dos da parte inferior vale ou­

tros dois.

2,o-Perpendicnlares e obliquas
Fig.28

39. - Uma recta diz-se perpendi­
cular a outra, quando f6rma com ella dois angulos adjacentes iguaes,
de modo que cahindo sobre ella não se inclina mais para um lado do
que para outro. DIz-se obliqua, quando os dois angulos adjacentes
formados pelas duas rectas são desiguaes.

Assim a recta E B, fig. 23, é perpendicular a A C por se­

rem os dois angulos adjacentes E B A e E B C iguaes, e a recta
D B é obliqua a A C visto serem desiguaes os angulos D B A e

D B C, sendo a sua inclinação ou obliquidade determinada pelo me-
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nor dos angulos formados, isto é, pelo angulo D B C e não por
DBA.

O ponto B denomina-se pé da perpendicular E B, bem como da

obliqua D B.

40. - A distancia que vae de um ponto a uma recta mede-se

pela perpendicular baixada d'esse ponto sobre essa recta.

Assim a distancia que vae do ponto E á recta A C, fig, 23, é
representada pela perpendicular E B, que se mediria com a unidade
linear (metro) e seus multiplos e submultiples.

41. - A perpendicular baixada de um ponto sobre uma recta é
menor do que qualquer obliqua tirada do
mesmo ponto para essa recta.

Para provar que a perpendicular C D,
fi«. 29, é menor que a obliqua C E, du­
plique se a figura para a parte inferior de
A B, e então, pela propriedade da linha
recta, teremos:

C C' < C E C'

e conseguintemente:

_I CC,<_I CEG'
7. 7.

e, como metade de C Ct é C D e metade de C E C' é C E, tere­

mos finalmente:

,�2, - Duas obliquas tiradas do mesmo ponta exterior para lima

recta são iguaes, se se desviam igualmente do pé da perpendicular
baixada daquelle ponto sobre a recta, e é
maior aquella que se desv ia m i is

1.0 Sejam iguaes as distancias D E e

D E', fig. 30. Para se ver que as obliquas
C E e C E' são iguaes dobre- se o plano
pela recta C D (perpendicular); a recta

D B toma a direcção D A por serem re ..

ctos, c portanto iguaes, os angulos C D B
e C D A, c o ponto E cairá sobre E' por
serem iguaes as distancias D]:,' e D E';
conseguintemente coincidirão as rectas C E

Fig. 30 e C E'. Fica incidentemente provado que
GEOMETRIA PLANA 3

CD<:CE

Fig. 29
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são tambem, n'este caso, iguaes os angulos E C D e E' C D, que
as duas obliquas iguaes formam com a perpendicular.

2.° Para se provar que a obligua
C F, jig. 31, é maior do que C E, du­
plique-se a figura para a parte inferior
de A B. Por ser a envolvente maior do

que a envolvida será:

CFC'>CE(}

C FC'> _I G E C'
2 �

c F> C E

Fica incidentemente provado gue
Fig.31 é maior o angulo D C F formado pela

maior obliqua com a perpendicular.
Se as obliquas não estivessem am­

bas para o mesmo lado da perpendi­
cular, por exempla C E e C G, fig. 32,
reduzia-se a demonstracão ao caso

precedente, transportando uma d'ellas,
G C por exemplo, para o lado da ou­

tra, para o que basta tomar D F igual
a D G e unir por uma recta os pon­
tos F e C.

43- - E' igualmente verdadeira a

reciprocá d'esta proposição: Duas obli- Fig ..h

quas tiradas do mesmo ponto exterior

para uma recta desviam-se igualmente do pé da perpendicular se são

iguaes, e se são desiguaes a maior desvia-se mais.
Demonstra-se, como quasi sempre acontece nas recíprocas, ra­

ciocinando pela reducção ao absurdo, isto é, mostrando que de se

suppôr o contrario do que se affirma resulta um absurdo:
1.° Se duas obliquas íguaes não se desviassem igualmente do pé

da perpendicular, uma desviar-se-ia mais e seria conseguintemente
maior (42), o que vae contra a hypothese que estabelecemos de que
elias são iguaes.

2.
° Se a obliqua maior se não desviasse mais do que a mener, ou

se desviaria o mesmo e então seria igual á outra, ou se desviaria menos

e então seria menor que a outra; em ambos os casos se iria contra a

hypothese estabelecida de que a obliqua considerada é maior que a

outra.
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44. Da primeira parte do principio (42) resulta que s p erpendicular
ao meio de uma recta tem cada um de seus pontos équidistante dos
extremos d'essa recta.

45. Da primeira parte do principio (43) resulta que do mesmo pau­
to não se podem tirar para uma recta duas obliquas. que, sendo iguaes,
fiquem para o mesmo lado da perpendicular baixada d'esse ponto, por
isso que, devendo desviar-se ambas igualmente do pé da perpendi­
cular, não seriam distinctas, visto ficarem ambas para o mesmo lado.

46. Qualquer ponto da bissetri; de um angule equidisto dos lados
d'esse angule.

Seja o angulo ABC, fig, 33, e BD a sua bissetriz. Tomemos
um ponto O sobre ella e d'elle baixe­
mos as perpendiculares O M e O N
sobre os dois lados. Para provar que
essas perpendiculares são iguaes dobre­
se a figura por B D. a recta B C to­

mará a direcção de B A, e o ponto N
não p6de deixar de cair sobre M, por­
que de contrario ha veria do mesmo

ponto O, duas perpendiculares, O M
e O N, á mesma recta A B, que é ab-
surdo. Fig_ 33

47. - Logar geometrico. Denomina-se logar geometrico a

linha ou superfície que passa por todos os pontos que gozam da mes­

ma propriedade.
Póde-se pois dizer:
O lagar geometrico de todos os pOlItOS equidistant es dos extremos

duma recta é a perpenaicular levant ada ao meio
dessa recta; a bissectriz d'um angulo é o lagar
geométrico dos pontos equidistantes dos lados do

angulo.

48.-Linha vertical é a que segue a direc­
ção do fio de prumo.

Em architectura a vertical é muitas vezes de­
nominada, linha de prumo, e prumada.

Linha horizontal é a linh I perpendicular
á vertical, ou a que p6de assentar-se completa­
mente sobre a superficie da agua em repouso.

Tambem se denomina linha de nivel.
Se fizermos fluctuar sobre a superficie trano

quilla, da agua contida n'urn copo, fig- 34, uma

pequena palha, e mergulharmos, cruzando com
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esta, um fio de prumo, obteremos a imagem d'uma linha vertical
cahindo perpendicularmente sobre a horizontal.

Quando se lança uma pequena porção de liquido, sobre uma su­

perficie plana, bem lisa e rija, como por exemplo uma chapa de vidro
OIJ de metal, ou uma prancha de madeira apparelhada, se o liquido
não corre em sentido algum, a superficie está horizontal.

A superficie das aguas de uma lagôa, de um tanque, ou de um

vaso, em quietacão, é horizontal ou de nivelo
A superfície horizontal e a linha horizontal, são perpendi­

culares ã linha de prumo.
Convem não confundir vertical com perpendicular. A vertical se­

gue sempre a direcção do fio do prumo e só é perpendicular á hori­
zontal, ernquanto que uma linha recta póde ser, em qualquer direcção
perpendicular a uma outra. Assim (veja se applicações), o niuel do car­

pinteiro, jig. 47, não dá o angulo recto, e, portanto, a perpendi.
cular senão quando o fio do prumo OC, passa pelo ponto central, D,
da peça transversal, A B. Pelo contrario, o esquadro empregado no

desenho, jig. 3-', apresenta sempre um angulo recto CDF� seja qual
fôr a posição em que se colloque, visto o lado CD ser sempre per­
pendicular ao lado DF.

APPLICAÇÕES
Traçado das perpendiculares com o esquadro

48. - Nas artes industriaes, as perpendiculares são traçadas por
meio d'um instrumento que se denomina esquadro e que se com­

põe essencialmente de duas reguas perpendiculares entre si.
Ha varias espécies de esquadros.

49.- 1.0 Esquadro do desenhador.
E' uma pequena prancheta de madeira bern
plana e delgada, com dois lados em angulo re­

cto, e munida d'uma abertura circular para se

poder manejar facilmente, fig. 35.
Um esquadro é perfeito quando tem urn

angulo rigorosamente recto. Para verificar esta

condição, applica-se um dos lados D F do ins-
Fig.35 trumento contra uma regua A B, jig. 35, na

posição M, e traça-se uma recta seguindo se

com exactidão o outro lado DC. Volta-se depois o esquadro a tomar

a posição M', de fórma que o vertice D fique no mesmo ponto, e tra­

ça-se uma nova recta D Cl -eguindo o mesmo lado De. Se as duas
rectas coincidem, o esquadro é bom; não coincidindo, é falso, de­
vendo portanto ser abandonado, porque não serve para operações
rigorosas.

c c'

¥��M'
.�



GEOMETRIA PLANA 21

PROBLEMA. - Tirar por um ponto dado uma perpendicular a uma recta

50. - 1.° Se o ponto dado O, estiver sobre a recta AB, fig. 36,
para traçar a perpendicular ajusta-se sobre
AB a aresta d'uma regua R, e faz-se correr

ao longo d' ella um dos lados do angulo re­

cto d'um esquadro M, até que o vertice d'es­
te angulo attinj a o ponte O; estando os instru­
mentos n'esta posição, firma-se o esquadro
e traça-se pelo outro lado do angulo recto

a recta oe, que será a perpendicular pedida.
2.° Se o ponto é dado fóra da recta, H,

por exemplo, procede-se de fórma identica
F- 36

ao primeiro caso, parando o movimento do Ig.

esquadro, quando o lado perpendicular á regua passe pelo ponto H.

51 _2.° Esquadro do marceneiro e do carpinteiro.
Este esquadro compõe-se de duas reguas
faceadas A, B, formando angulo recto, fig.
37. A regua A é mais grossa que a outra e

fórma um resalto que torna bastante commo­

do o uso do instrumento.
Applica-se com efleito este resalto con­

tra o bordo da tabua
na qual se deseja le­
vantar a perpendicu­
lar, e traça-se a linha

seguindo o segundo
Fig. 37 lado do esquadro.

52. _3.° Esquadro dos canteiros.
O esquadro dos canteiros é de ferro e do mes­

mo feitio que o dos marceneiros; sómente diffe­
re d'e-te, em ter as duas reguas de igual espes­
sura, fig. 38. Fig_ 38

53·-4·° Esquadro em T. E' um duplo esquadro, fig, 39,
muito util quando haja necessidade de tirar
um grande numero de perpendiculares á mes­

ma linha recta, como por exemplo no dese­
nho architectonico.

A folha de papel que deve receber o

desenho está ordinariamente collocada sobre
um estirador, portanto, applicando contra

Fig. 39 um dos seus bordos o lado mener do instru-
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mento que tem um resalto, a regua maior ficará em todas as suas

posições perpendicular a este bordo.

54.-5.0 Esquadro d'agrimensor. O esquadro d'agrimen­
sor serve para determinar perpendiculares no ter­

reno.

Este instrumento consta d'uma caixa de latão
de fórma prismatica au cylindrica. Tendo a fórma

prismática, jig. 40, duas das suas faces são per­
pendiculares a outras duas, e cada uma d'estas 4
faces tem uma abertura longitudinal, sendo a me­

tade fresta e a outra metade janella, com o respe­
ctivo fio de seda ou de arame fino de ferro, col­
locado no prolongamento da fresta; a fresta d'uma
face corresponde á janella da face opposta. As

quatro faces estão pois dispostas de tal forma, que
os planos visuaes dos dois systemas de faces, es­

tão perpendiculares entre si, e determinam sobre
o terreno um systema de rectas igualmente per­
pendiculares.

As outras 4 faces são apenas munidas de fres­
tas, tendo na parte superior um orificio, formando

igualmente outros dois systemas de faces, cujos
planos são tambem perpendiculares entre si.

Este systema combinado com o primeiro, ser­

ve para traçar angulos de 45.0
Fig. 40

Este instrumento é sustentado por uma haste
de madeira que tem proximamente 1m,S de com­

primento, e na qual uma das extremidades M é feita de modo que
se possa adaptar n'ella o instrumento, e a outra P tem uma ponta
de ferro aguçada, para se cravar com facilidade no terreno.

No caso do esquadro ser cylindrico, a sua superficie contem S
fendas longitudinaes, collocadas a igual distancia.

Querendo com este instrumento levantar a perpendicular á recta

AB, no ponto C, por exemplo, fig. 41,
crava se n'este ponto a extremidade da
haste, de fórma que fique bem vertical, e

duas bandeirolas uma em cada um dos

pontos A e B da recta dada. Faz-se então

girar o esquadro, até que se veja d'um e

outro lado do instrumento, por duas faces

oppostas as referidas bandeirolas; dirige­
se em seguida o raio visual pelas duas

faces .

collocadas perpendicularmente ás Fig. 41
pnmeiras e crava-se ao longe uma outra

bandeirola, que determina a direcção da perpendicular pedida.
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No terreno, pódem fazer-se construcções identicas ás que se fa­
zem no desenho, empregando uma corda, cadeia metrica ou fita gra­
duada e duas estacas; uma para marcar os centros dos arcos e fixar
a corda, cadeia, etc., e a outra, para riscar no terreno os arcos ne­

cessarios, á determinação da perpendicular.

55. - 6.° Cordel esquadro. Este instrumento serve igualmen­
te para determinar perpendiculares no ter­

reno.

Consiste n'um cordel com quatro nós,
jig. 42, dados de modo tal que, dividindo
em quatro partes iguaes a distancia do pri­
meiro ao segundo nó, a distancia d' este ao

terceiro tenha tres d'essas partes, e a do
terceiro ao quarto cinco partes.

Querendo-se levantar a perpendicular
a AB no ponto A, crava-se uma estaca

n' esse ponto, e assenta-se sobre a recta a Fig. 42

primeira divisão do cordel-esquadro,
de modo que o 2.° nó fique junto á estaca do ponto A; segura-se o

cordel, bem junto do J.O nó, com outra estaca, e, com essa mesma

se prende a outra extremidade junto ao 4.° nó; em seguida, pega·se
no cordel-esquadro, exactamente pelo 3.° nó, puxa-se até que
as duas divisões, segunda e terceira fiquem bem tensas, e, crava-se

junto ao nó a :;.a estaca.
A distancia comprehendida entre o 2.° e 3.° nós, determinará

com exactidão bastante a direcção da perpendicular pedida, como

adiante veremos.

de prumo. O fio de prumo, jig. 43, consta de
tres partes: 1.° do pião b, que é um duplo tron­
co do cone, de ferro ou de cobre; 2.° do fio c de­
nominado chicote, passado pelo eixo do pião,
e que é seguro por meio de um nó dado na ex­

tremidade; 3.° d'uma placa e, propria para en­

rolar o chicote e que é chamada noz.

O diametro do bojo do pião é do mesmo

comprimento que o do eixo da noz.

Determinar a vertical que passe por
um ponto dado. Seja a o ponto dado, jig. 4].
Suspenda-se o prumo, superior ou inferiormente
ao ponto a, de modo que um dos nós do fio, o de
cima ou o de baixo, coincida com o ponto; e o chi-

oJ cote do prumo marcará então a vertical do ponto.
57'- Para deterrninar horizontaes, empre­

gam-se instrumentos denominados niveis, dos
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quaes ha dois sy�temas: um que se funda n'um principio de phisica
de que: «a superficie livre de um liquido homogeneo contido em vasos

communicantes se eleva em todos elles á mesma alturas ; outro na per­
pendicularidade da linha de prumo sobre a horizontal.

58. - 8.0 Nivel de agua. Este instrumento compõe-se de um

tubo cylindrico de metal AB,
fig· 44, de um metro pouco
mais ou menos de cornprimen­
to, por 30 a 35 millimetros de

diametro, recurvado em angulo
recto nas suas extremidades, ás

quaes se ligam dois tubos de
vidro. O diametro interior d'es­
tes tubos é igual; e para evi

Fig. 44 tar que possam quebrar-se com

facilidade, quando se transpor­
ta o instrumento, cobrem-se com capsulas ou mangas de metal, do
feitio da peca indicada pela letra D.

O tubo metallico AB tem adaptada, a meio do seu comprimento,
uma virola que sustenta o boccal C, onde entra a haste em volta da

qual gira o instrumento, quando montado no competente tripé.
O liquido enche o vão interior até metade ou dois terços da al­

tura dos tubos, e a capillaridade fazendo elevar a superficie do liqui­
do junto das suas paredes fórma um annel ou menisco que a refie­
xão torna mais escuro do que o resto do liquido, e que estando a
mesma altura em ambos os tubos determina a linha (pontuada) de
nivel apparente. Os niveis do segundo systema são principalmente o

de pedreiro e o de carpinteiro.

5g. - g.o Nivel de pedreiro. Consta este instrumento ou de

uma prancha rectangular de madeira, com um fio de prumo, como

representa a fig. 45, ou d'um caixilho, com o respectivo fio, como na

fig, 46· O nive] de pedreiro determina horizontaes, quer pelo lado supe­
rior, quer pelo inferior. Para determinar uma horizontal, assenta-se o

nivel por cima da linha ou encosta-se-lhe por baixo; em qualquer dos
casos, logo que o fio ajuste com a sua linha de té, a linha está hori­
zontal. Este nivel serve também de esquadro.



o

A.,���,7/ A
,\;,.

//
C··

GI!OMETRIA PLANA

60. _10.0 Nivel de carpinteiro ou de perpendiculo.
Compõe-se de duas reguas de madeira de iguaes dimensões e forman­
do angulo, fig. 47. Estas peças es-

tão ligadas a uma terceira AB, tam­
bem de madeira no meio da qual
existe um traço D, que correspon­
de á direcção do fio de prumo oe
quando o instrumento estiver sobre
uma superficie horizontal.

Este nivel não determina a ho­
rizontalidade d'uma linha situada
por cima, senão, mudando-se o pon- Fig. 47
to de suspensão do fio de prumo.

Para reconhecer a horizontalidade d'um plano, emprega-se geral­
mente o nível de bolha d'ar.

61. - 11.0 Nivel de bolha d'ar. Este nivel, fig. 48, consiste
n'um tubo de vidro cylindrico AB, ligeiramente curvo e quasi cheio
de liquido. Dentro d'este tubo existe uma pequena porção de ar for­
mando uma bolha moveI que tende constantemente a collocar-se na

parte mais elevada do tubo, que é graduado
em partes iguaes, tendo o zero ao centro,
(em O).

Reconhece-se que uma superficie está
horizontal, quando o instrumento collocado

Fig. 48 em duas direcções que se cruzem, tiver
em ambas a bolha de ar com os extremos

a igual distancia do zero.

O tubo de vidro que encerra o liquido, é introduzido n'outra de
latão para evitar que se quebre quando fôr transportado, tendo na

parte superior uma fenda m n que deixa ver os movimentos da bolha­
Este tubo, assim resguardado, é fixo a uma regua de latão, formando
um unico carpo.
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3.° - Pa.rallelas

62. - Nota-se que os dois carris de uma via ferrea estão sempre
á mesma distancia um do outro. Caminham a par, sem se afastarem
nem approximarem e por mais que se prolonguem ou se supponham
prolongados será impossivel encontrarem-se.

Se considerarmos os carris assentes sobre uma superficie plana
e seguindo em linha recta. e os substituirmos por simples linhas geo­
métricas, diremos que elIas são parallelas.

E' condição essencial que estejam no mesmo plano. pois, do con­

trario, não são parallelas duas linhas, que, prolongadas nunca se eo­

-contram.

GEOMETIl'A 4
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Por exemplo: se considerarmos como linhas uma das bordas de
uma mesa e um dos pés do lado opposto e as prolongarmos indefinida­
mente, elias nunca se encontram; apezar d'isso não são parallelas, visto
não estarem no mesmo plano. Assim:

Rectas parallelas são as gue
estando situadas no mesmo plano,
por mais que se prolonguem nunca

se encontram, ,fig· 49,
Duas rectas parallelas são equi­

distantes em todos os seus pontos; as-

sim nafig. 49, será ab igual a cd. Fig.49

63. Curvas parallelas.-Vê-se que o que caractérisa duas re,

etas parallelas é o estarem situadas no mesmo plano e sempre a igual
distancia. Por consequencia duas
linhas curvas podem igualmente ser

parallelas, como por exemplo as li­
nhas ABC e DEF, fig. 50.

64. - A doutrina das paral­
lelas baseia-se no seguinte principio
(conhecido pelo nome de postulado
d'Euclides): Uma recta perpendi-

Fig. 50 cular a outra é encontrada por qual­
quer obliqua a esta.

Assim, a recta CD, fig. SI, perpen­
dicular a AB é encontrada pela recta EF

obliqua a AB, quando sejam sufficiente­
mente prolongadas.

65. - Duas perpendiculares á mesma

recta são pa
ralle/as entre

Fig. 52

A __ �� c
ti

: :
: .

C b d
--D

si.
Sejam

com effeito Fig. 5 I

CD e CD',
fig. 52, perpendiculares a AB. Se pro­
longando-as se encontrassem n'um pon­
to, 0, d'este ponto teriamos então duas

perpendiculares á mesma recta, o que
não póde admittir-se por ser absurdo.

66. - Se uma de duas parallelas
róI' perpendicular a uma recta lambem
a outra o será,
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Sejam com efíeito as duas parallelas AB e

quaes é perpendicular a EF, fig. 53; CD ha de
ser tambem perpendicular a EF, porque, se

lhe fosse obliqua, encontraria AB (Õ4) e não
lhe seria portanto parallela, como haviamos es­

tabelecido.
Esta proposição é reciprocá da precedente.

67' - Por um ponto exterior a uma recta
só se pôde tirar uma parallela a essa recta.

Seja a recta AB e o ponto O, fig. 54. Para Fig. 53
se ver que é possivel tirar por O uma parallela

a AB, basta considerar que, se se

baixasse sobre AB a perpendicular
OC, e se sobre esta se levantasse
pelo extremo O a perpendicular DE,
esta seria parallela a AB (65). Pelo
mesmo ponto O não seria possivel
tirar outra parallela a AB, porque
qualquer outra recta, D'E', que por
elle passasse, sendo obliqua a OC,

Fig. 54 encontraria AB (64), e não lhe seria

portanto parallela.

68. - Duas parallelas são equidistantes em todos os seus pontos.
Sejam as duas parallelas AB e A' B', fig. 55. Tomemos sobre a

primeira os pontos C e D e d'elles baixemos sobre A'B' as perpendi­
culares CC' e D D'. Para provar
que estas são iguaes, tome-se o

meio de CD e por esse ponto, M,
baixe-se a perpendicular MN.
Dobrando a figura por MN a re­

eta MB tomará a direcção MA,
a recta NB' tomará a direccão
NA', o ponto D cairá sobre'C,
por serem iguaes as distancias Fig. 55 •

MD e MC, e portanto a per-
pendicular DIY coincidirá com CC', porque de contrario do mesmo

ponto baixar-se-iam duas perpendiculares á mesma recta.

6g.-Quando duas rectas são cortadas por uma outra, a que se

dá o nome de transversal ou secante, formam-se oito angulos, que
têem denominações especiaes, fig. 56, segundo a sua posição.

O. angulos I e 2, ou 'l e 8 dizem-se externos adjacentes.
Os angulos 3 e 4, ou 5 e 6 dizem-se internos adjacentes.

2�
I

CD, a primeira das

E

A=j=BC D
,

F
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Os angulos I e 7, ou 2 e 8 dizem-se externos do mesmo

lado da secante.

70. - Os angulos inter­
nos-alternos formados por duas pal-aile/as cortadas por uma secante
são iguaes.

Sejam as parallelas AB
e CD e a secante EF. fig· 57.
Para mostrar que os angulos
AMN e DNM são iguaes, to­

me-se o ponto O, meio de MN,
e tire-se por elle a recta PQ
parallela a AB e portanto tam­

bem a CD. Cortando a figura
pela recta PQ, e fazendo gi
rar a parte inferior em torno

do ponto O até que a recta aQ
tome a direcção de OP, a re­

cta ON tomará a direccão de
OM por serem iguaes os an­

gulos NOQ e MOP (34), o

ponto Ncairá sobre M, por ser

ON igual à OM, e a recta ND tomará a direcção de MA por serem

ambas parallelas a PO (67)' Portanto são iguaes os angulos AMN e

DNM.
Por serem iguaes os angulos verticalmente oppostos, fica inciden­

temente provado que tambem são iguaes os angulos externos-a/ternos
e os correspondentes, isto é, que dos oito angulos são iguaes entre si
os quatro agudos e bem assim os quatro obtusos, sendo tambem cada
um dos agudos supplemento de cada urn dos obtusos.

Fig. �6

Os angulos 3 e 5, ou 4
e 6 dizem-se internos do
mesmo lado da secante.

Os angulos I e 8, ou 2

e 7 dizem-se externos-al­
ternos.

Os angulos 3 e 6, ou 4
e 5 dizem-se internos-al­
ternos.

Os angulos I e 5, ou 3
e 7, ou 2 e 6, ou 4 e 8 dizem­
se correspondentes.

Fig. 57
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APPLICAÇÕES

Traçado das parallelas com a regua e esquadro

71• - PROBLEMA. - Tirar por urn ponto dado urna recta parallela a outra .

r.
0 Sobre o papel.

Seja C o ponto e AB a recta dada, jigs. 58 e 59. Ajuste-se um

lado do esquadro sobre a recta dada, e, encostando uma regua a

qualquer dos outros lados, faz-se escorregar o esquadro sobre esta,
até que o lado que se ajustou com a recta dada esteja sobre o ponto

Fig. 58 Fig. 59

pelo qual se quer tirar a parallela; fixando os dois instrumentos n'es­
ta posição, traça-se uma recta ao longo do lado B'G', a qual será a

parallela pedida, visto serem iguaes os angulos correspondentes
GBK e G'H'E.

=r=
A D H

2.° Sobre o terreno.

Seja C o ponto e AB a recta dada,
fig. 60. Baixe-se primeiramente do ponto C
uma perpendicular Cu sobre AB empre­
gando o esquadro de agrimensor; depois com

o mesmo instrumento levante-se no ponto C
uma perpendicular FG sobre CD, as linhas
FG e AB são parallelas por serem perpen-

Fig.60 diculares á mesma recta CD.



72. - Graminho. Vimos (68) que duas rectas parallelas são equi­
distantes em todos os seus pontos. Esta propriedade é posta em

pratica pelos marceneiros quando empregam o

graminho para traçar parallelas. O graminho é
formado por uma prancheta quadrada A, de
madeira, bem desempenada, e denominada
guiador, jig. 61, atravessada por uma haste
T, com uma ponta P n'um dos seus lados; uma

chave C, mais larga n'uma das extremidades
do que na outra, permitte fixar ou tornar movei a

haste.
Para tirar uma parallela, encosta-se a pran­

cheta á borda da peça de madeira; a haste encur­

ta-se ou alonga-se segundo a distancia a que ha
de ficar a parallela, fixando-se em seguida por

Fig.61 meio da chave, e a ponta conservando-se cons-

tantemente á mesma distancia do bordo rectilíneo
da peça de madeira, traça uma parallela a este bordo.
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II

C1rcumferencla

1 .• - Definições e propriedades principaes

73. - Entre as diversas especies de linhas
curvas ha uma notavel pela sua perfeita regu­
laridade, da qual podemos ter idéa pelo con­

torno da roda de qualquer viatura, e que tem

na geometria o nome de circumferencia.
Circumferencia é uma linha curva pla­

na, cujos pontos estão todos equidistantes de
um ponto interior chamado centro.

Circulo é a porção de plano limitada

pela circumferencia.
As rectas tiradas do centro para qualquer

ponto da circumferencia dizem-se raios. E claro Fig.62-
que todos os raios do mesmo circulo são iguaes.

Um ponto do plano d'um circulo é exterior ou interior á circumfe­
rencia d'esse circulo, segun­
do a sua distancia ao centro

é maior ou menor que o raio.
Arco de circulo é

uma porção qualquer da cir­
cumferencia.

Dois arcos do mesmo

raio são iguaes quando ap­
plicados um sobre o outro,
coincidem em todas as suas

partes.
Corda é a recta que

une as extremidades de um

arco.

Flecha é a porção do
raio perpendicular á corda,
comprehendida entre ella e

o arco.

Diametro é a recta

que, passando pelo centro,
circumferencia. E' clare que

tOdOS.
.' I{· (:..,�;::,

"otrtu�O. 1 f.;l

Fig.63

tem os seus extremos na
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metros do mesmo circulo são iguaes, por ser cada um d'elles igual
ao dobro do raio.

Tangente á circumferencia é a recta que com ella tem s6 um

ponto commum. Este ponto diz-se ponto de tangencia ou de contacto
Secante é toda a transversal que corta a circumferencia,
Sector circular é a porção do circulo comprehendida entre

um arco e os raios tirados para os seus extremos.

Segmento circular é a porção de cir­
culo cornprehendida entre um arco e a corda
respectiva.

Qualquer corda divide o circulo em dois
segmentos.

74.-Duas circumferencias dizem-se con­

centricas, fig. 64, quando têem o mesmo cen­

tro; e excentricas no caso contrario.
Diz-se corôa circular a porção do cir-

Fig_ 64 culo maior comprehendida entre duas circumfe­
rencias concentricas.

Se duas circumferencias não rêem ponto al­
gum commum nem os seus circulos se sobre­
põem, dizem-se exteriores; se a menor se en­

contra toda no interior da maior, sem ter ponto
algum de commum com ella, diz-se interior a

esta, fig. 65.
Se tivermos duas círcurnferencias exterio­

res de raios differentes, fig. 66, e approximar-
mos successivamente uma da outra, veremos que, FIg. 65
n'um dado momento ellas se tocam, fig· 67, Isto

é, passam a ter um ponto de contacto C; continuando a de menor

Fig. 66 Fig. 67

raio a ser exterior á outra. N'esta posição as circumferencias dizem-se
tangentes exteriores.

Continuando a approximar-se as circumferencias, observamos
que, primeiramente se interceptam nos pontos C e D,fig. 66, e em se­

guida tornam a ter um s6 ponto commum C, fig. 67, achando-se
então a de menor raio, interior á outra. No primeiro caso as circum-
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ferendas dizem-se seccantes e no segundo tangentes inte­
riores.

São portanto cinco as différentes posições relativas que podem
ter duas circumferencias situadas no mesmo plano:

1. o Exteriores.
2.0 Tangentes exteriores.
3.° Seccantes.
4.° Tangentes interiores.
5. ° Interiores.

N'estes diversos casos, ha sempre relação entre a distancia dos
centros e a somma ou differença dos raios. Assim, pela simples ins-

pecção d'aquellas diversas figuras, vê-se que na jig. 66, onde as cir­
cumferencias são exteriores, a distancia dos cent ros AB é maior que
AC + DB, somma dos raios.

Na jig. 67, onde as circumferencias são tangentes exteriormente é
AB =A C +CB, isto é a distancia dos centros igual á somma dos raios.

Na fig, 68, onde as circumferencias são seccantes, AB é menor

que A C + CB, ou ainda. a distancia dos centros me nor que a somma

dos raios.
A jig. 69, mostra-nos as circumferencias tangentes interiormen­

te, e então AB = AC. - BC, isto é que a distancia dos centros é

igual á differença dos raios.
Finalmente na jig. 65, que representa duas circumferencias inte­

riores, é AB menor que AD - BC, isto é, a distancia dos centros me­

nor que a differença dos raios.

75.-As circumferencias e os circulos de raios iguaes são iguau,
porque, se ajustarmos os centros e sobrepozermos os planos dos dois
circulos, as curvas coincidem.

Um circulo, ou circumferencia, designa-se por um dos seus raios,
ou, quando d'isso não resulte confusão, pela letra que designa o

centro.

Fig.68

GEOMETRIA

Fig.69

5
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76.-0 diametro divide a circumferencia e o circulo em duas par­
tes iguaes, por isso que, dobrando um circulo por um dos seus dia­
metros, todos os pontos de um dos arcos cairão sobre os do ou­

tro arco.

diametro é a maior de todas as cordas.
Para provar que o diametro BC' é maior

do que a corda AB, jig. 70, una-se o extremo A
da corda com o centro O.

Pela propriedade da linha recta será:

77.--0

BA< BO+ OA

ou, por ser AO igual a OC:

Fig. 70

Fig 72

AB<BO+ OC
AB<BC

78. � A perpendicular baixada do centro sobre qualquer corda
passa pelo meio da corda e pelo meio do arco.

Seja OC, fig. 7I, a prependicular a AB.
Dobrando a figura pelo diametro DD' as duas
semicircumferencias ajustam-se, a recta CB
toma a direcção de CA, e portanto o ponto
B eae sobre o ponto A, o que mostra ser

C o meio da corda AB e D o meio do arco

ADB. Fica tambem incidentemente provado
que D' é o meio do arco AD'B.

79. - No mesmo circulo ou em circulos
iguaes a arcos iguaes correspondem cordas

iguaes, e ao maior arco corresponde corda
maior.

Fig. 7l

1.0 Seja o arco AB, fig. 72, igual ao

arco lJ C. Tirando o diametro MN que
passa pelo meio do arco B C, e dobrando
por elle a figura, as duas semicircumfe­
rendas ajustam-se; o ponto C cairá sobre
B, por serem iguaes os arcos MB e MC,
e o ponto D sobre A, por serem iguaes os

arcos BA e DC, o que mostra que são
iguaes as cordas AB e CD, cujos extre­

mos, depois da sobreposição, coincidiram
cada um com cada um.

2.° Sejam os arcos desiguaes AC e

AB, fig. 73; vamos demonstrar que a cor-
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da AC é maior que a corda AB. Tire-se a corda BC, baixe-se do
centro sobre ella a perpendicular OE, e una-se o ponto D com B.,
Pela propriedade da linha recta será:

AB<AD + DB

e visto que DB é igual a DC, por serem

ambas obliquas igualmente desviadas do

pé da perpendicular (42) será ainda:

ou finalmente:

AB<AD + DC

AB<AC Fig, 73

Se as cordas estivessem cada uma em seu circulo, ou se, estando
ambas no mesmo circulo, não tivessem a disposição considerada na

demonstração precedente, reduzia-se a esses termos transportando
uma d'ellas, para o que bastaria tornar um arco igual ao que corres­

ponde a uma d'ellas a partir de um extremo do arco da outra e no

mesmo sentido) e tirar depois a corda respectiva.

80.-A reciprocá da proposição precedente: No mesmo circulo
ou em circulos iguaes a cordas iguaes correspondem arcos iguaes, e á

maior corda corresponde o maior arco de­
monstra-se analogamente ao n.? (43), racio­
cinando pela reducçõo ao absurdo.

81. - No mesmo circulo ou em circulos
iguaes, cordas iguaes equidistam do centro, e

a corda maior dista menos.
I. o Sejam as cordas iguaes AB e CD,jig.

74, e OE e OF as distancias a que estão
do centro, Para provar que estas distancias
são iguaes tire-se o dia­
metro MN que passa

Fig. 74 pelo meio do etxoBl),
e dobre-se por elle a

figurá; o ponto D cairá sobre B, o ponto C so­

bre A, e o ponto E, que é meio da corda AB,
coincidirá com o ponto F, que é meio da corda
CD, o que mostra ser OE igual á OF.

2.° Seja agora a corda AC, fig. 75, maior

que AB; queremos demonstrar que a distan-
cia OE é menor que OD. Com effeito, sendo Fig. 75
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OE menor do que OF (41), por maioria de rasão será OE menor do

que OD.

82.-A reciprocá da proposição precedente: No mesmo cir culo
ou em circulos ''$Uaes cordas igualmente afastadas do centro são ig uaes,
e a corda que dIsta mais é menor demonstrá-se analogamente ao n." (43).

83. - Tres pontos não em linha recta deter­
minam uma circumferencia.

Sejam os tres pontos A, B e C fig. 76. Ti­
rando a recta A B e levantando-lhe pelo meio a per­
pendicular GD, todos os pontos d'esta equidistarão
de A e de B (44); tirando igualmente a recta BC
e levantando-lhe pelo meio a perpendicular EF,
todos os pontos d' esta equidistarão de B e de C;
portanto o ponto de intersecção, O, de GD com EF,
equidistando de A, B e C, será o centro da cir-

Fig. 76 cumferencia que por elles passa.

84. - A tangente a uma circumferencia
é perpendicular ao raio tirado para o ponto
de tangencia.

Seja AB,fig. 77, a recta tangente á cir­
cumferencia O no ponto T. A recta O Tque
une o centro com o ponto de tangencia será
um raio, ao passo que outra qualquer, OE,
tirada do centro para um ponto da recta será
maior do que o raio, d'onde se conclue que
OT é perpendicular a AB, visto ser a menor

recta que de O se póde tirar para AB (41). Fig. 77

85. - Reciprocamente: A perpendicular tirada pela extrem idade
de um raio é tangente á circumferencia, porque se encontrasse a cir­
cumferencia n'outro ponto, unindo-o com o centro teriamos uma obli­
qua e uma perpendicular tiradas do mesmo ponto para uma recta am-

bas iguaes, por serem raios do mesmo cír­

culo, o que vae contra o principio (4 I).

86. - Duas cordas parallelas interceptam
na circumferencia arcos iguaes.

Sejam AB e CD as cordas parallelas: va­

mos demonstrar que o arco AC é igual a BD,
fig. 78. Baixando do centro uma perpendicu­
lar sobre CD, que o será tambern a AB (66),

F' 8
e dobrando por ella a figura, o ponto D cairá

Ig. 7 sobre C e o ponto B sobre A, o que mostra
ser o arco AC igual a BD.

�--''''''''�j]l�� __ �_
-
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87.-Para traçar circumferencias sobre um plano, empregam­
se os compassos.

Ha duas especies de compassos: de pontas
fixas ou de divisão, e de pontas moveis.
O primeiro consta de duas hastes metallicas cha­
madas pernas, terminadas em ponta n'uma das
suas extremidades e reunidas na outra por uma

charneira, que permitte abrir mais ou menos o

angulo formado pelas pernas.
O compasso de pontas moveis, fig, 79

só differe do antecedente em ter uma perna disposta
para receber e reter, por meio de um parafuso de
pressão, um porta-lapis, ou um tira-linhas.

Para descrever uma circumferencia de raio da­
do, dá-se ao compasso uma abertura igual ao raio,
fig. 80, colloca-se uma das pontas no centro, e gi- Fig. 79
ra-se com a outra sobre o plano; sendo constante
a distancia entre as pontas, a moveI descreve uma circumferencia.

Quando se quer traçar uma circumíerencia muito grande, como

GEOMETRIA PLANA

APPLICAÇÔES
Traçado das clrcnmferencias

Fig. 80 Fig. 81

acontece aos jardineiros, seria impossível fazer uso do compassso; re­

corre-se então a um cordel, fig. 8I.
Na extremidade do cordel faz-se ou prende-se uma argola, met­

te-se ahi uma estaca, e crava-se esta no logar onde se quer fazer
centro; depois, ata-se uma segunda estaca ou um ponteiro de ferro á
outra extremidade da corda, e descreve-se a circumferencia girando ao
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redor do centro, tendo cuidado em que o cordel se conserve sempre
bem estendido, e a argola da .estaca do centro não se eleve ou se

abaixe.
A corda deve ser do comprimento do raio do circulo que se quer

formar.

:2." -Medição dos arcos e dos angulos

88. - Os arcos medem-se não pelo seu comprimento rectificado,
isto é, reduzido a uma linha recta, mas sim pela sua relação com a

circumferencia,
Para os representar com facilidade suppõe-se a circumferencia

dividida em 360 partes iguaes chamadas graus, ou em quatro partes
iguaes chamadas quadrantes, tendo cada um d'estes, go graus, cada

grau 60 minutos e cada minuto 60 segundos.
Os graus designam-se escrevendo um pequeno

o á direita e aci
ma do numero que os exprime; os minutos designam-se por um ac­

cento agudo anaIogamente situado, e os segundos por dois accentos

agudos. Assim, um arco que fosse a quarta parte de um quadrante
(quarta parte de go graus) seria representado por 22° 30' (22 graus e

30 minutos).
89. - A grandeza dos angulos avalia-se tam­

bem pelo numero de graus do arco de circulo

descripto do seu vertice como centro e com qual.
quer raio e que fica comprehendido entre os

seus lados; assim, fig. 82, se o arco be fosse a

Fig. 82 terça parte do quadrante, diriamos que o an­

gulo A tinha 30°.
E' claro que a grandeza do angulo recto é de goo.

go.-Esta substituição dos arcos aos angulos resulta dos seguin-
tes principios.

.

I. No mesmo circulo ou em circulos
iguaes, angulos ao centro (isto é, que têem
° vertice no centro) iguaes interceptam ar­

cos f guaes.
Sejam com effeito iguaes os angulos

A OB e COD, fig. 83. Para demonstrar que
o arco AB é igual ao arco CD, tire-se o

diametro que seja bissectriz do angulo BOe,
e do bre-se por elle a figura; OB tomará a

direcção de OC e OA a direcção de OD, e

portanto o arco BA coincidirá com o arco Fig. 83

CD.
II. No mesmo circulo ou em circulos iguaes os angulos ao centro

tstão mire si como os arcos. '

'
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Sejam os angulos BA C e B'A'C, fig. 84. Descrevam-se dos ver­

tices A e A' como centros e com raios iguaes os arcos D E e D' E';
queremos demonstrar que a razão entre os dois angulos é igual á
razão entre os dois arcos.

Supponha-se que um certo angulo
E A M, que tomâmes por unidade subsi­
diaria, se contém duas vezes em B A C
e cinco vezes em E'A' O; n'este caso a ra­

zão entre os angulos será:

III. O angulo ao centro tem a mesma medida que o arco compre­
hendido entre os seus lados, uma ve1 que se tome para unidade dos
angulos o angulo correspondente á unidade dos arcos.

Com effeito se o angulo B'A' C' fosse a unidade adoptada para a

d· � d I
� BA C . .

me içao os angu os, a razao
BIA'C'

sena o numero que representana
o angulo B A C expresso n'essa unidade; da mesma forma, se o arco

DIE' fosse a unidade adoptada para a medição dos arcos, a razão �!:,
seria o numero que representaria o arco D E expresso n'essa unidade;
e portanto a proporção deduzida no principio precedente mostra que
o mesmo numero exprime a medida do angulo B A C e do arco DE.
D'aqui se conclue que, em vez de procurarmos a medida do angulo,
podemos procurar a medida do arco, uma vez que, tendo-se escolhido
para unidade principal dos angulos o angulo recto, se considere como

unidade principal dos arcos o quadrante.
E' este o modo usado para a medição dos angulos e facilitado

pelo emprego do instrumento conhecido no desenho pelo nome de
transferidor; poderiamos, porém, ainda medil-os considerando-os co­

mo inscriptos, isto é, como tendo o vertice sobre uma circumferencia
e por lados duas cordas.

BA C 2
--=-

B'AtC' 5

Em virtude, porém. do principio pre­
cedente os arcos DM, ME, IYM',M'M" ...

são todos iguaes, e portanto a razão entre

os arcos será:
DE 2

DIE,=5"

d'onde se conclue que
BAC D E
--=-

B'AtCl D'E'
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91 - O angule inscripto tem por medida metade do arco com­

prehendido entre os dois lados.
Assim, se o arco comprehendido entre

os lados de um angulo inscripto fôr a quarta
parte do quadrante, o angulo terá metade
de 22° 30' ou 11° 15'.

I.° Consideremos primeiro o angule
A B C, fig. 85, em que um dos lados é dia­
metro. Para demonstrar que elle é medido
por metade do arco A C, tire-se pelo cen­

tro, O, uma recta A'B' parallela a A B. Os
arcos A A' eBB' são iguaes por estarem

comprehendidos entre cordas parallelas e

os arcos B B' e A' C são tambem iguaes por
Fig. !:S, serem iguaes os angulos verticalmente op-

postos A' O C e BOB', logo o arco A' C é

igual a AA' ou é metade de AC. Ora o angulo ABO, sendo igual a

A'OC, por lhe ser correspondente, tem a mes­

ma medida que este, isto é, A' C ou metade
de A C, como queriamos demonstrar.

z,
o Se o centro, 0, do circulo está dentro

do angulo, fig. 86, tirando o diametro B D
dividimos o angulo proposto em dois, A B D
e D B C, cujas medidas são respectivamente
metade de A D e metade de DC, e portanto
a medida do angulo A B C, sendo a somma

d'estas duas, será metade de A C.
3.° Finalmente, se o centro do circulo está

fóra do angulo, fig. 87, tirando o diametro
B D vemos que o angulo proposto, A B C, é Fig 86

B

m'\ I.
.>

C D

Fig.87 Fig.88

igual ao angulo A B D menos o angulo C B D, e, como as medidas
d' estes são respectivamente metade do arco A D e metade do arco
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C D, a do angulo A B C será a differença d'estas, isto é, metade
de AC.

92-Do principio precedente conclue-se:
(.0 Todos os angulos inscriptos no mes­

mo segmento são iguaes.
Assim,{iK' 88, os angulos em A, B e C

são iguaes, porque qualquer d'elles tern por
medida metade 110 arco M N.

2.° O angulo inscripto n'um semi-circulo
é recto.

Assim, fig. 8g, o angulo A B C é re­

cto, porque tem por medida metade da semi­
circumferencia A D C, isto é, um quadrante.

APPLICAÇÓES
Medida dos angulos

Fig.89

93.- Transferidor. Este instrumento serve para medir angulos
e para os construir com um determinado numero de graus. Consiste
n'uma placa semi-circular de qualquer materia transparente ou de
metal, jig. go, cujo bordo exterior chamado limbo está dividido em

dois sentidos differentes em

graus, meios graus ou quar­
tos de grau. O diametroAB,
ou linhadefé, temno cen­
tro um pequeno entalhe de­
nominado centro do trans­
feridor.

Querendo, por exem­

plo, medir o angulo MON,
jig. go, ajusta-se o centro do

Fig. go transferidor com o vertice O
do angulo de forma que a

linha de fé coincida com um dos lados ON, por exemplo; a divi­
são do limbo correspondente ao outro lado OM indica a medida do
angulo.

A construcção d'um angulo de grandeza dada faz-se tambem por
meio do transferidor, da seguinte fórrna: traça se uma recta AN, fi­
gura go, e marca-se sobre ella um ponto O; ajustando a linha de fé
do transferidor com AN de modo que o centro coincida com aquelle
ponto, marca-se um ponto C junto á divisão que indica a grandeza

GEOMETRIA 6
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do angule; tirando em seguida o transferidor e unindo o ponto C ao

ponto O, ter-se-ha construido o angulo MON com a grandeza dada.
D' aqui se vê que, o transferidor póde servir para tirar uma per­

fpendicular a uma recta n'um ponto dado,
para o que, basta construir um angulo re­

cto, em que a linha dada seja um dos seus

lados. Póde tambem fazer-se uso d'elle,
para tirar por um ponto uma parallela a

uma recta.

Seja A o ponto e BC a' recta dada,
fig. 9I. Traça-se pelo ponto A uma recta

qualquer AO que intercepta BC no pon-
Fig. 91 to O.

Medindo o angulo AOB e construin­
do no ponto A um angulo FAO igual a AOB de maneira que estes

dois angulos tenham a posição d'alternos-internos, obter-se-ha uma

recta GF parallela a BC.j
,��

94- Graphometro. O graphometro é um instrumento com que
se medem os angulos sobre o ter­

reno. Compõe-se principalmente
d'um semi-circulo de latão RKS,
fig. 92, de duas reguas, ou alida­
des do mesmo metal, CC' e BB', a

primeira fixa e a segunda móvel, e

de um bocal aonde se adapta um

tripé T que permitte collocar o

apparelho convenientemente para
o trabalho.

O semi-circulo ou limbo está
dividido em graus e meios graus
sexagesimaes.

A alidade fixa C C' fórma o

diametro do circulo, e a móvel BE'
gira sobre um eixo A, podendo
percorrer as divisões do limbo e

medir os angulos.
Cada alidade tem nas extre­

midades perpendicularmente ao

seu plano uma pequena placa ou

pinnula de platina ou de latão.
Cada pinnula tem no meio uma

fenda estreita ou fresta e uma aber­
tura larga ou janella, dividida em

duas partes iguaes por um fio de

seda, crina ou arame muito fino, Fig. 92



no prolongamento exacto da fresta. As frestas e as janellas das duas
pinnulas são dispostas de modo que, por cima ou por baixo de urna

janella fica uma fresta em cada pinnula, e cada jan ella de uma pin­
nula é opposta a uma fresta da outra.

A alidade movei tem fixa a cada extremidade um nonio circular,
isto é, urn arco de cir­
culo, fig. 93, dividido
em 30 partes iguaes.
A primeira divisão, ze­

ro, está gravada em

cada extremidade da
recta que passa pelo
centro do instrumento
e as aberturas das pla­
cas da alidade moveI.
Como as trinta divisões
do nonio correspon­
dem a vinte e nove do
limbo, claro está que
devem ser mais peque-

I

nas do que estas 3;'
do grau ou de 60', isto Fig. 93

é, 2'. Este quebrado que
indica a difíerença entre uma divisão do nonio e uma do limbo, de­
nomina-se natureza do nonio.

Póde adaptar-se a este instrumentouma bussola O,fig. 92, para de­
terminar relativamente aos pontos cardeaes, a posição do logar em que
se opera, ou a dos objectos sobre que se dirigem os raios visuaes.

Fig·94

GEOMETRIA PLANA 4t

Uso do graphometro.-Mede­
se com este instrumento um angulo GAE,
fig. 94, formado por duas rectas bali­

sadas, collocando o graphometro de fór­
ma que o seu centro corresponda exacta­

mente ao vertice A do angulo, o que se

obtem collocando o tio de prumo no cen­

tro do tripé do instrumento, ou então
deixando cair uma pedrinha d'esse ponto,
e observando se ella eae exactamente no

buraco aonde estava collocada a balisa.
Em seguida faz-se com que o limbo

fique perfeitamente horisontal, (o que se

consegue por meio do nivel de bolha d' ar),
e dirige-se a alidade fixa para um dos

pontos C ou E, para E por exemplo, gi-
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rando com o limbo e applicando um olho a uma das frestas até con­

seguir que o fio da janella opposta da segunda pinnula, se confunda
com a balisa do ponto E.

Feito isto, fixa-se o limbo por meio d'um parafuso, e dirige-se a

alidade móvel para o ponto C. Então o angulo formado pelo diame­
tro 0°-180° e a linha media da alidade móvel, é igual ao angulo pe·
dido CAE, cujo valor é dado pela divisão do limbo, que coincide com

o traço marcado no chanfro do extremo da alidade movel.
Póde porém acontecer que a linha media da alidade móvel, de­

nominada linha de fé, não ajuste exactamente com alguma divisão do
limbo, e n'este caso, como a medida que se obtem não vem em nu­

mero exacto de graus, torna-se necessario o emprego do nonio, Sup­
ponhamos que a linha de fé da alidade rnovel caíu entre 5�0 e 59°, o

angulo terá n'este caso 58° e uma fracção do grau, que se calcula por
meio do nonio, sendo bastante procurar a divisão do nonio que coincida
com uma divisão do limbo, a qual seja 7, por exemplo:

Multiplicando então este numero 7 pela natureza do nonio, que,
como já se disse, é de 2' (no graphometro), ter-se-ha o producto 14'
que juntos aos 58°, darão a medida exacta do angulo, a qual é por­
tanto 58°" 14"

3.0-Rectificação da circu:rnferencia e dos arcos

9�' - Em todas as circumferencias é constante a rasão da cir­
cumferencia para o diametro, isto é, ha um numero constante que
multiplicado pelo diametro de qualquer circulo dá o comprimento da
circumferencia rectificada, ou reduzida á fôrma de uma linha recta.

Esse numero é representado pela letra grega -rr (gue se lê pi) e tem

para valor o numero incommensuravel ::S,1415g26 ... ou approxima-
22

damente -. D'este ultimo valor devido a Archimedes, no qual se vê,
7

que a circumferencia tem approximadamente o comprimento de tres

diametros e mais a setima parte de um diametro, deduz-se um meio
muito simples para rectificar graphicamente a circumferencia, conhe­
cido de alguns antigos operarios, pela denominação de regra de
tres e um setimo. Consiste em dividir o diametro em sete partes
iguaes, e em juntar uma d'ellas a uma recta que contenha tres vezes

o mesmo diametro. Nos problemas em que se não exije grande rigor
pode-se tomar para -rr o valor 3,14; quando porém se quer fazer um

I I· I
- 355 ,. Ica cu o com maior certeza, emprega-se a re açao -3 que e igua a

Il

3,1416. Convem saber de cór estas expressões.
A I

- 355
f ·1 d

.

re açao - conserva-se aCI mente e memorra, porque es-
113

crevendo o numerador á direita do denominador obtem-se o numero
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113355 formado pelos tres primeiros algarismos impares tomados
duas vezes.

Representando por C a circumferencia e por R o raio será

D'onde se deduz:

C=21':R e
c

R=-
2 11"

A primeira d'estas ultimas formulas mostra que multiplicando o

raio pelo dobro de 1': se obtem o comprimento da circumferencia, e a

segunda mostra que dividindo o comprimento da circumferencia pelo
dobro de 1': se obtem o raio.

PROBLEMAS:
r. 0 Rectificar a circumferencia que tem de raio 4m,6.

C = 2 1': R = 6,28 X 4m,6 = 28m,888

2.° Qual é o raio da circumferencia que tem 50 metros de des­
envolvimento 't

ft
a=21':RX-

360

c Som
R =-=-=7m,96

2'11" 6,28

96. - Se se quizesse apenas rectificar o arco a, cujo numero de
graus, minutos e segundos, n, é conhecido bem como o raio, servir­
nos-iamos da formula:

tendo em vista que o valor de n deve ser reduzido a incomplexo da
infima especie, e que o denominador 360 deve ser substituido por
360 X 60 se Il fôr expresso em minutos e por 360 X 60 X 60 se

fôr expresso em segundos.

PROBLEMAS:
1.

o Rectificor um arco de 44° d'um circulo de 8 metros de raio.

2. o Rectificar um arco de 270 I2' d'um circulo de IO metros de
raio.

X
1632

a = 2 X 3,14 X IO --

21600
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3.° Qual i o numero de graus, minutos e segundos d'um arco de
4·,5 n'um circulo de IO metros de raio?

Da formula precedente deduz-se

que applicada ao problema dá

n=
a X 180

1':XR

n-
4,5 X 648000/1

3,14 X IO

= 92879"
= 25° 47' 59"

III

Polygonos

1.·- Definic;ões

97 _ Polygono é uma figura plana terminada por linhas re­

ctas unidas duas a duas pelos seus extremos, de modo que fechem
espaço. As linhas que o limitam chamam-se lados; a somma d'estes,
perimetros; os angulos formados por cada dois lados contiguos, an­

gulos internos do polygonQ; os pontos communs a dois lados contiguos,
vertices do polygono; e as rectas que unem dois vertices não consecuti­
vos diagonaes.

Duas figuras que rêem perimetros iguaes
dizem-se isoperimetras.

Um polygono designa-se lendo sucees­

sivamente as letras escriptas nos seus ver­

tices.
Um angulo de um polygono diz-se sa­

liente. quando os prolongamentos dos dois
lados que o constituem se dirigem para fóra
do polygono, e reintrante no caso con­

trario. Os polygonos cujos angulos são to­

dos salientes, são convexos, jig. 95, e é
d'elles que vamos especialmente tratar. São
concavos os polygonos que têem um ou

Fig. 95 mais angulos reintrantes, fig. 96.
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Diz-se estrellado o polygono concavo, cujos angulos são alter­
nadamente salientes e reintrantes, fig· 97.

Um polygono diz-se equilatero, quando tem todos os seus lados
iguaes; equiangulo, quando tem todos os seus angulos iguaes ; e

regular, fig. 95, quando é simultaneamente equilatero e equiangulo.

Fig·96 Fig·97

Nos polygonos regulares ha um ponto igualmente afastado de to­

dos os vertices e de todos os lados, que se denomina centro do
polygono. A perpendicular baixada do centro sobre qualquer dos
lados diz-se apothema do polygono; a recta tirada do centro

para qualquer dos vertices diz-se raio do polygono; e o angulo
formado por dois raios contiguos diz-se angulo ao centro do po­
lygono.

98 - Os polygonos têern diversos nomes segundo o numero de
lados. Assim, diz-se:

Triangulo o polygono de 3 lados
Quadrilatero » 4 »

Pentagono .. 5
Hexagono » 6 »

Heptagono » 7 J

Octogono J) 8 »

Eneagono D 9 »

Decagono D IO

Endecagono J) II J

Dodecagono D 12 J

Pentadecagono J) l� J

Icosagono » 20

o triangulo é o_mais simples de todos os polygonos, porque me­
nos de tres rectas nao fecham espaço.
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base, fig. 98, de um triangulo, e em geral de

qualquer figura, o lado sobre o qual se

suppõe que elle assenta; vertice o ponto
mais afastado da base; e altura a per­
pendicular baixada do vertice sobre a

base.
'

100 - Os triangulos, quanto á gran­
deza relativa dos lados, podem ser:

equilateros, fig. 99, se têem todos os

lados iguaes; isosceles, fig. 100, se

Fig. 93 têem só dois lados iguaes; e escale-
nos, fig. lOI, se os tres lados são des­

iguaes. Nos triangulos isosceles toma-se sempre para base o lado que
não tem outro igual, e conseguintemente a altura passa pelo meio da
base e é bissectriz do angulo do vertice, jig. 104.

99 - Chama-se

Fig. 99

�.o -. Triangulos

Fig.100 Fig. 101

101 - Os triangulos, quanto á natureza dos seus angulos, dizem­
se rectangulos, fig. 102, se um dos angu-
los é recto; obtusangulos,jig. 98, se um

dos angulos é obtuso; e acutangulos, fig.
100, se todos os tres angulos são agudos. Os
triangulos acutangulos e obtusangulos têem
o nome commum de obliquangulos.

Nos triangulos rectangulos o lado op­
posto ao angulo recto diz-se hypothenusa,
e os outros dois dizem-se cathetos. Fig. 101

102 - N'um triangule cada lado é menor do que a somma dos ou

tros dois e maior do que a sua differença,
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Seja o triangulo A B C, fig. 103, no qual é AB > AC> B C.
Pela propriedade da linha recta será:

AB < AC + BC.
AC < AB + BC.
BC < AB + AC.

o que justifica a primeira parte do principio.
Da primeira d' estas desigualdades tira-se:

e da segunda:

AB -AC <BC.
AB -B C< AC.

AC - BC< AB.

o que justifica a segunda parte do principio.

103 - A somma dos tres angulos d'um triangulo vale dois angu­
los rectos.

Seja o triangulo AB C,jig. 103.
Tire-se pelo vertice B uma parallela
a A C. O angulo D B A é igual ao

angulo A, por serem internos-alternos,
e o angulo E B C é igual ao angu­
lo C pela mesma razão; logo os tres

angulos formados em torno do ponto
B para a parte inferior de D E são

iguaes aos tres do triangulo, e, como

a somma d'aquelles, vale dois rectos

(37), a d'estes valerá o mesmo. Fig. 103
Conclue-se que:
I.· Um triangulo não pode tel' mais de um angulo recto ou obtuso,

nem um recto e um obtuso.
2.0 Conhecidos dois angulos de um triangulo; conhece-se o terceiro

achai: «o-se o supplemento da sua somma. Assim, se n'um triangulo
dois dos angulos tiverem respectivamente 100° e 30° o terceiro tem

50·, que é quanto falta a 1300 para perfazer 1800 (dois rectos).
3. ° Dado o valor de um angule agudo de um triangulo rectan­

-gulo, obtem-se o outro achando o complemento do primeiro.
Assim, se um angulo agudo de um triangulo rectangulo fôr de

36°Ib', o outro será de 53G4z'.
4.° Se dois angulos de um triangulo são iguaes a dois angulos de

outro, os terceiros são tambem iguaes.

104 - N'um triangule a lados iguaes oppõem-se angulos iguaes,
e ao maior lado oppõe-se o angule maior.

7
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1.0 Seja o lado A B igual ao lado B C, jig. 104; vamos demons­
trar que o angulo C é igual ao angulo A. Baixando
a perpendicular B D, sabemos (42) que os angu­
los A B D e C B D são iguaes, como sendo os que
obliquas iguaes fazem com a perpendicular e por­
tanto sel-o-hão tambem os angulos A e C, que são
os seus complementos (103).

2.° Seja o lado A B maior que o lado B C,
jig. 105; vamos demonstrar que o angulo C é
maior que o angulo A. Baixando a perpendicular
B D, o angulo D B C será menor do que o angu-

Fig. 10� lo D BA (42) e portanto o angulo C, que é o

complemento do primeiro, será maior do que o an­

gulo A, que é complernento do segundo.

105. - A reciprocá d'este principio:
N'um triangule a angulos iguaes oppõem se

lados iguaes, e ao maior angule oppõe-se o

maior lado, demonstra-se raciocinando pela
reducção ao absurdo (45).

Conclue-se que:

I. ° Para conhecer os tres angulos de um triangule isosceles bas­
ta conhecer um opposto ou adjacente â base. Assim se o angulo do
vertice fôr de 40°, devendo os outros dois ter 140°, será cada um de
70°; e se um angulo adjacente á base for de 500, como o outro tam­

bem é de !)OO, o do vertice será de �oo.
2. ° Os angulos agudos do triangulo rectangulo isosceles lêem ca­

da um 450.
3.° Cada angule de um triangule equilatero vale 600, visto que

o triangulo equilatero é tambem equiangulo.

Fig.105

106-0s casos de igualdade dos triangulos são quatro:
I.

° Dois triangulos
são iguaes, quando um

lado de um é igual a um

lado do outro e dois an-
, gulos do primeiro são res­

pectiuamente iguaes a dois

angulos analogamente si-

Fig. 106 tuados do segundo, jig.
Io6, o que facilmente se

prova sobrepondo-os e ajustando o lado A' B' com A B.
2.0 Dois triangulos são iguaes, quando dois lados de um são res­

pectivamente iguaes a dois lados de outro e iguaes os angulos por



elles formados, fig· IO'J. Prova.
se por sobreposição, começan
do por ajustar A'B I

com AB-
3. o Dois triangules são

iguaes, quando os trés lados de
um são respectivamente iguaes .

aos tres lados do outro, fig. 108. FIg. 107

N'este caso não podemos empregar a sobreposição, porque não

GEOMETRIA PLANA

Fig. 108

sendo conhecida a igualdade entre nenhuns angulos, sobrepondo dois
lados iguaes não poderiamos justificar que os contiguos tomam iguaes
direcções; e então trataremos de demonstrar que um angulo do pri­
meiro é igual ao angulo igualmente situado do segundo, porque d'es­
ta fórma caímos no caso precedente.

Para isso assentemos o lado A' C' sobre A C e rebatamos o ver­

tice Br para a parte inferior de A C; o triangulo ArB' C' occupará a

posição AB"C, e, por ser BC = B"C e BA = B'íA, a recta CA será
perpendicular ao meio de BB", e portanto serão iguaes os angulos
BCA e BI/CA (ou BrOA'), como pretendiamos mostrar.

4.
o Dois triangulos são iguaes, quando dois lados de um são res­

pectivamente iguaes a dois
lados do outro e igualo an­

gulo opposto ao maior d'el­
les. fig, I�9. Prova-se por
sob r e posição, começando
por assentar BC sobre Br C'
e recorrendo ao principio Fig. 109
(45).

Vê-se que havendo n'um triangulo seis elementos, tres lados e

tres angulos, não é necessario senão o conhecimento de tres d'esses
elementos, um dos quaes, pelo menos, ha de ser um lado para que o

triangulo fique determinado e seja, portanto, possivel construil-o.
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a.o-Quadrilateros

107 - Esta familia dos polygonos, para mais methodo na sua

classificação e no estudo das suas propriedades, consideral-a-hemos
dividida em dois generos, subdividos ainda em duas espécies, como se

vê no quadro seguinte:

G
��

..

'

, _£ \
�. \

"

I'" !
I"j

Losango

..
T'rn'pez io rectunguto

-

(�uadradl)
Para Helog ru milli,

Qunds-itutc ro

'l'rapezto
Tra�o i!'IJsccl,,:!'

Parallelogrammo é o quadrilatero que tem os lados oppos­
tos parallelos. O parallelogrammo diz-se rectangulo quando tem

os angulos rectos, e losango quando tem os lados iguaes. Diz-se
altura de um parallelogrammo a perpendicular baixada sobre a base

(99), de qualquer ponto do lado opposto. No rectangulo a altura é
evidentemente igual ao lado contiguo á base.

O parallelogrammo gosa da propriedade de ter os lados oppos­
tos iguaes e bem assim iguaes os angulos oppostos.

Trapezio é o quadrilatero que tem só dois lados parallelos, os

quaes se denominam bases. Diz-se trapezio rectangulo quando
um dos lados não parallelos é perpendicular ás bases, e trapezio
isosceles ou symetrico quando os dois lados obliquos são iguaes.

A altura de um trapezio é a equidistancia entre as bases, repre­
sentada pela perpendicular baixada sobre a base inferior, de qualquer
dos pontos da base superior.

Quadrado é o quadrilatero que tem os lados iguaes e os angu­
los rectos. E' a figura regular da familia dos quadrilateros, e n'elle
coexistem as propriedades das duas especies de parallelogrammos,
por ser um rectangulo-losango.

108 - Em todo o parallelogrammo os lados e angulos oppostos.
sâo iguaes.
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Seja o parallelogrammos A B C D, jig. I IO. Tirando a diagonal
A C dividimol-o em dois triangulos, que
são iguaes pelo primeiro caso (106) por
terem o lado A C commum, o angulo
C A B igual ao angulo A C D e o angulo
A C B igual ao angulo C A D; d'onde se

conclue que o lado A B é igual a C D e

A D igual a B C.
Igualmente se mostra que o angulo

B é igual ao angulo D por estarem op- Fig. I IO

postos a lados iguaes em triangulos
iguaes e que o angulo A é igual ao angulo C por serem sommas de

partes iguaes.
�

109 -Em todo o parallelogrammo as diagonaes cortam-se em

duas partes iguaes.
Para se concluir que A O, jig. I II, é

••••••••• igual a O C e O B iguala O D, basta atten­

der a que os triangulos A O B e D O C são

iguaes pelo primeiro caso, por ser A B =

D C, O D C = O B A e O C D = O AB.
O pouto de intersecção das duas diagonaes,
diz-se centro do parallelogrammo.

"'-- -
_'

.>:

.' ··�(i···.·.···
,

..
-'

-"-

Fig. III

I 10 -Doisparallelogrammos são iguaes,
quando tëem dois lados contiguos iguaes cada um a cada um e o

angulo por elles formado tambem igual.
Sejam com effeito os parallelogrammos A B C D e A' B' cr D',

fig. 1I!J, nos quaes é D C = D' C', A D = A'D' e D = D'. Sobre-

Fig.112

pondo-os de modo que o lado D' Cise ajuste com o lado, D C, a re­

cta IY A' cairá sobre D A por serem iguaes os angulos il, e D', e, co­

mo os lados são iguaes, o ponto A' cahirá sobre A; a recta A' B' to­

mará a direcção de A B, por isso que de um ponto não póde tirar­
se mais do que uma parallela á mesma recta, e pela mêsma razão a

li recta C' B' to�ará a direcção de C B, coincidindo portanto o verti­
ce B' com o vertice B.
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Il I - Conclue-se que:

[,0 Um parallelogramma fica determinado e póde portanto ser

construido, quando são conhecidos dois lados contiguos e o angulo pot"
elles formado,

2,0 Para determinar um rectangulo bastam dois lados contiguos
visto ser recto o angulo por elles formado.

3,° Para determinar um losango basta um lado e um angulo, vis­
to ser o outro lado do angulo igual ao primeiro.

4.
o Para determinar um quadrado basta um lado.

4.0.Propriedades &,eraes dos p�lygonos

I 12 - De um vertice de um polygono podem tirar-se tantas dia­
gonaes, quantos são os lados menos tres, ficando o polygono decom­
posto em tantos triangulos, quantos os lados menos dois.

1.0 Do vertice A, jig. II3, podemos tirar diagonaes para todos
os vertices menos para A e para os contiguos,

I

BeF, e, como ha tantos lados quantos os ver­

tices, segue-se que o numero das diagonaes saí­
das de A é igual ao numero de lados menos tres.

Como cada diagonal produz um triangulo
e a ultima produz dois, o numero dos triangu­
los será o numero das diagonaes mais um, isto
é o numero dos lados menos dois.

2 r X (n - 2)

1 13 - A semma de todos os angulos inter­
nos de um polygono pale tantas ve�es dois re-

F' 3 ctos, quantos são os lados do polygono menos
ig. Il

dois.
Para se evidenciar este principio basta attender a que um poly­

gono se póde decompôr por meio das diagonaes, em tantos triangu­
los quantos os lados menos dois (112), que a somma dos angulos d'es­
ses triangulos é precisamente a mesma que a dos angulos do poly.
gono e que a somma dos angulos de cada triangulo vale dois
rectos (103).

114 - Se representarmos por n o numero de lados de um poly­
gono, a somma uos seus angulos internos será representada pela fór­
mula

Notando que 2 r equivale a 1800 e dando a n os valores 3, 4,
5. •. obtemos os seguintes resultados:
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Somma dos angulos internos do triangulo 1800 X r = 1800
» » » D do quadrilatero = 1800 X 2 = 3600
» J) » l) do pentagono - 1800 X 3 = 5400
» J) » II do hexagono 1800 X 4 = 720"
» D » » do heptagono - ISOO >< 5 =.=: gooO
» » » » do octogono - 1800 X 6 = 10800

Etc. Etc. Etc.

Se o polygono fôr regular, obter-se-ha o valor de um angulo in­
terno, dividindo o valor da somma de todos elles pelo seu numero.

Assim:

O angulo interno do triangulo equilatero vale ... - ....
180· = 60°

3

O D » do quadrado J) •• e ••••• 3600 = goO
4.

O » » do pentagono regular » ........
540· = 108°

5

O I) It do hexagono , » ........
7200 = 1200

6
O D » do octogono , , ........

1080' = 1350
8

Etc. Etc. Etc.

I 15 - Como a somma dos angulos ao centro de um polygono
vale 3600 (38) e elles são tantos quantos os lados, 11, cada um valerá,

360·
sendo o polygono regular, -, fórmula que dá os seguintes resul­

n

tados:

O angulo ao centro de um triangulo equilatero vale .•.. 360· = 120°
3

O , II , quadrado vale ....
3600 = goO

4

O D » • pentagono regular vale ....
360· = 72°

5

O » » » hexagono » vale ....
3600 = 60°

6
O » • D octogono • vale ....

�60° = 45°
8

O , » » decagono » vale ..•. 3600 = 36°
10

O , , » dodecagono » vale. '" 360- = 30°
12
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APPLICAÇÕES
I ,6 - De um ponto dado C baixar uma perpendicular sobre uma

recta A B do terreno, quando o pé da per­
pendicular é inacessivel,jig. II4.

Supponharnos gue no pé F da perpen­
dicular C F havia um tangue, por exemplo.
Une-se o ponto C com um ponto qualquer
D de AB, e mede-se com o graphornetro o

angulo CDF; em seguida construe-se no jJon­
to C um angulo D C F igual aa complernen­
to de C D F. A recta C F assim obtida é

perpendicular a A B. Com effeito, valendo a

somma dos dois angulos C D F e D C F
do triangulo D F C um angulo recto (par serem complernentares), o

terceiro angulo D F C valerá um angulo recto.

Fig. 114

117 - Determinar a distancia de um ponto A a um ponto ina­
cessivel, fig. IIS.

Levante-se no oonto A uma perpendicu
lar A M sob, lo! AB; determine-se com o es­

quadro um ponto C de A M tal que o angulo
B C A seja metade de um recto. Resulta d'a­
gui qu e o 3.0 angulo A B C vale tambem um

semi-recto. O triangulo A B C é portanto
isosceles, e A C =co AB; mede-se A C e tem­
se a distancia procurada.

Fig. lib

118 - Medir
a distancia entre
dois pontos inaces­
siuets A e B, fig. 11'tJ.

Escolhe-se »m ponto qualquer C so­

bre o terreno acessivel, e depois Je ter

balisado as direccões C A e C B, levantam­
se com o esquadro perpendiculares C x,
C B', sobre estas rectas. Determinam-se,
como no problema precederne, os pontos
A' e B' taes que CA' = CA, C B' = CB
e unem-se estes pontos por uma recta. Os
angulos ACE e A' C Bisão iguaes por te­

rem os lados perpendiculares ; os triangu­
los A B C e A' B' C são iguaes por terem

um angulo igual comp. ehendido entre dois
lados iguaes cada um a cada um.

D'onde se conclue que A' B' = A B.

Fig. 115
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119 - Achar o valor de um angule A B C, cujo
vertice está muito afastado ou é inacessível, jig.
117· .

Basta cortar os lados do angulo por uma

recta qualquer A C, medir os dois angulos B A C,
B C A e tomar o supplemeuto da sua sam­

ma.

Fig. 1'7

IV

Figuras semelhantes

I.' - Linhas proporcionaes

120 - Uma recta r óde ser representada por um numero, compa-
rando-a com uma unidade linear.

.

12 1- Razão entre duas quantidades é o quociente indica­
do da divisão d'uma quantidade por outra. Assim, a razão entre 8 e.

4 é �, que tambern se escreve 8 : 4, e lê-se oito dividido por qua-
4

tro, ou oito está para quatro.

Fig. 118

125 -Quatro linhas dizem-se

proporcionaes, quando os seus va­

lôres numericos referidos á mesma

unidade formam uma proporção.
Assim, suppondo que a unidade
A u, fig. II8, se contem 3 vezes na

recta AB, 2 em C D, 6 em E Fe

CH
3 6.

4 em , por ser - = -, dl-
2 4

8

122 - Proporção é a igualdade de duas razões. Exemplo:
8 24 b 8 IA

.

d"- = -, que tam em se escreve : 4 : : 24 : 12, e e-se alto lVI-

'" 12

dido por quatro igual a vinte e quatro dividido por doze; ou 8 está

para 4, assim como 24 está para 12.
.

123 - Proporção continua é aquella que tem os meios iguaes.

u4 - Razão entre duas rectas é a razão dos numeras que
as exprimem, quando medidas com a mesma unidade. Assim, se me­

dirmos duas rectas A B, e C D, fig. Il8, e acharmos que é AB = 3
.

CD
. AB 3

cennmetros e = 2 cennrnetos, será
C D

=

--;-.



5& BIBI.IOTHECA :OE INSTRUCÇÃO PROFISSIONAL

remos que estas rectas são proporcionaes, e poderemos formar tambem
com elIas a seguinte proporção:

AB EF

C D
=

(iH

J26-Quarta proporcional a tres rectas, é o quarto termo de
uma proporção.

127-Terceira proporcional a duas rectas, é o quarto termo

d'uma proporção continua.

I28-Meia proporcional ou meio geometrico, é o termo

medio de uma proporção continua.

129-Diz-se que muitas linhas são proporcionaes a outras,
quando os seus valores numericos referidos á mesma unidade, formam
uma serie de razões iguaes, Assim, diremos, que as rectas A B, C D,
HF ..... , são proporcionaes a � I' B', C' D', E' P ..... , se fôr:

AB CD EF

H'FI
- .•.••

A'B'
=

UD'

N'este caso, se A' B' fosse, por exemplo, 1 :000 vezes menor que
A B, C' D'seria tam bern 1:000 vezes menor que C D, E' F 1:000

vezes menor que E F, etc.

130 - Tomando sobre uma recta urn ponto, essa recta fica divi-
dida por elle em duas partes a que se

dá o nome de segmentos. Diz-se que
esses segmentos são proporcionaes a

dois numeros dados, quando a sua ra­

zão é igual á d'esses numeros. Assim

Fig. I J 9 dir-se-ha que os segmentos A O e OB
da recta A B, jig. 119, são proporcio­

naes a 2 e a 3, visto que é :

o
i --

- 'B
I

A O 2

VB 3

�•• - Polygonos lliIe:rnelhantes

J31 - Polygonos semelhantes são aquelles que têem os an­

gulos respectivamente iguaes, cada um a cada um, e os lados que
terminam nos vertices dos angulos iguaes respectivarnente propor
cionaes.
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Assim, o polygono A B C D E será semelhante ao polygono A' B'
C' Dt Et, fig. 120, se tiverem:

Fig. 120

A=A', B=B', C= C', D=IY,E=E'

132 - De um modo geral e breve póde dizer-se que as figuras
semelhantes, fig. 121, são caracte­

rizadas pela ieuatdade dos angulos e

proporcionalidade dos lados, vindo as­

sim a differir na grandeza e na fórma.
Vê-se que são figuras semelhan­

tes os polygonos regulares do mesmo

numero de lados e bem assim os cir­
culos.

Em figuras semelhantes dizem-se vertices homologos os que
pertencem a angulos respectivamente iguaes; lados homologos os

que terminam em vertices homologos. e, em geral linhas homo­
í

og'as e pontos homologos os que estão semelhantemente dis­

postos.

e bem assim

BCAB CD

Fig In

D�E E A

D' E'
=

li' A'

Fig. 121

Assim, tiefig, 120, o la­
do C' D' é homologo de C D,
o vertice A' homologo de

A, a diagonal A'D' homo­

loga de A D, o ponto F ho­

mologo de F' e a linha E' F'
homologa de E F.

133 - Nas figuras seme­

lhantes, a razão constante
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que existe entre as linhas homologas diz-se razão de semelhança,
e no desenho tem o nome de escala.

Assim, nos triangulos semelhantes da Jig. 122, a razão de seme-

lhança é -;-, isto é, os lados do triangulo A B C são respectivamente
metade dos do triangulo A' B' O.

134 - Compasso de reducção, Este ínstrumento, jig. 123,
compõe-se de duas pernas iguaes de latão, termi­
nadas em pontas de aço. As pernas são vasadas
de modo a formar duas fendas, no interior das
quaes se move um pequeno cursor constituido por
duas pequenas chapas de latão, que se podem fi­
xar uma contra a outra por meio d'um parafuso
que as atravessa. Apertado o parafuso por meio
d'um botão que lhe serve de cabeça, fica impedi­
do o movimento de rotacão das hastes em torno

do eixo do parafuso.
'

Este instrumento serve para obter rapida-
I I I 1 l,

mente -, -, -, etc .,
- ou - d um com:

2 3 4 IO 12 "

primemo dado.

Supponhamos que se deseja, por meio do

compasso de reducção, tomar a metade d'uma li­
nha recta AB. fig. /23. Fecha-se o instrumento e

faz-se escorregar o cursor até que o comprimento
Fig. 123 0-,1 seja metade de O E, o que tem logar quando

a linha de fé ou traço indicador gravado sobre a

chapa de latão coincide com a divisão _1_, da escala gravada n'urna
2

das pernas do compasso.
Abre-se então o instrumento collocando

as pontas D e E nas extremidades da recta AB
e o affastamento AC das outras duas pontas
represenrará exactamente a metade de _tB.

O compasso de reducção é sobre tudo
vantajoso quando se deseja reduzir um grande
numero de linhas na mesma relação.

APPLICAÇÓES

135 - Compasso de proporção.
Este instrumenro serve para dividir uma linha
recta em partes proporcionaes a numeros da­
dos. E' composto de duas reguas iguaes _10, Fig. 124
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OB, fig. 124, moveis em torno d'uma charneira O, cujo centro é o

ponto de encontro dos bordos interiores das duas reguas. Estes bor­
dos são divididos, a partir do eixo, em um mesmo numero de partes
iguaes, seguidamente numeradas:

1.0 Supponhamos que se procuram os _±_ d'uma recta CD. Abre-
9

.

se o compasso até que a distancia das divisões 9 das duas reguas seja
igual á recta dada; toma-se em seguida o comprimento da recta E F

que une os dois pontos 4; EF representará os 2. de CD. E é cla-
4

ro, porque do centro até CD ha 9 partes iguaes; por isso o lado Ol)

se afasta de OC, ao fim de cada intervallo, � de CD; e no fim dos
9

nove intervallos está afastado toda a distancia CD. Logo, ao fim de

4 intervallos, isto é, no ponto 4, o afastamento vale"±' de CD.
9

2.
o Pretende-se dividir a recta C D proporcionalmente aos nume-

ros 2, 3 e 4. A grandeza de cada uma das partes será respectivamen-
2 2 3 3 4 4

te de
+3+

ou -, -+3+
ou - e

+' +
ou - de CD. Bas-

2 492 4 9 234 9
tará pois abrir o compasso até que a distancia das divisões 9 seja
igual á recta dada; as rectas que unirem os pontos das divisões, 2, 3
e 4 serão as linhas procuradas.

136 - Escalas. E' muito raro que um objecto possa ser dese­
nhado na sua grandeza natural; umas vezes ha necessidade de o am­

pliar na copia, para se poderem analysar melhor os seus detalhes,
outras é preciso reduzil-o, isto é, desenhai-o em ponto menor, para
que a copia possa caber no papel do desenho. Ora, quer se amplie,
quer se reduza a copia, para que o desenho seja exacto, tem de se

modificar proporcionalmente todas as dimensões; d'onde resulta que a

copia, n'este caso, é uma figura semelhante á do objecto na sua gran­
deza natural.

137 -As escalas pódem ser numericas ou graphicas.
As escalas numericas representam-se por uma fracção cujo

numerador exprime o comprimento de um lado do desenho e cujo
denominador representa o valor do lado homologo ou corresponden­
te do objecto; sendo de toda a vantagem practica que ella tenha por
numerador a unidade, o que se consegue dividindo ambos os termos

da fracção pelo seu denominador. Assim, se medirmos um lado do

objecto, e acharmos que elle é igual a 200 metros, e nos fôr conve­

ninente represental-o no desenho só com 2 decimetros de comprimen­
to, a escala será

200
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ou reduzindo os termos da fracção a decimetros virá

2.

2000

e dividindo os termos pelo numerador teremos

1000

o que quer dizer, que a mil metros no original, corresponde 1 metro

no desenho.

138 - A base fundamental das escalas numericas é representada
pela fracção

comprimento tomado no aesenho J

n comprimento tomado no objecto O

Logo d ,.!!_ e O = d X n
n

o que quer dizer: Um comprimento graphico é igual ao quo­
ciente que se obtem dividindo o seu homologo natural pelo denomma­
dor da escala.

Um comprimento natural é igu I ao producto do seu ho­

mologo graphico pelo denominador da escala.

Se tivermos um desenho na escala ---;;- , e d esejarmos passal-o
. 1

para a escala I' teremos pela base fundamental
n

d

O
0=11 d

n

d 'onde
d'

n' O
O -;- 11' d'

logo 11 d = n'd' e d' = nn�' isto é, para obter as grandezas d'do de­

senho a executar na escala _1_, basta multiplicar .as grandezas d do
n'

desenho na escala
"

pela relação :' dos denominadores das es­

calas.
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,

Se fôr -;- > I teremos uma ampliação.
n

Se fôr --;- < I teremos uma reducção.
n

139 - As escalas geralmente mais usadas são:

simples .

As decimaes duplas , .

subduplas .

IO D

�

IO n

Z X IO n

IEspeciaes .

25 X IO·

I
e as -;-, ó'

I

7'8'9'
-,
12

140 - Erro tolerado, é a grandeza que reduzida á escala nos dá
outra que não se p6de apreciar graphicamente.

I

Exemplo: Om,1 �a medição natural para a escala
1000'

con-

I ,

stirue o erro tolerado, porque na escala de - ; Om,I será representa·1000

do por om ,000 r, dimensão esta que mal se p6de apreciar á vista des­
armada.

141- Escalas graphicas. Estas escalas dão immediatamente
a grandeza das linhas do desenho ou do objecto, sem ser necessario
recorrer ao calculo. São figuras geometricas, que devem, sempre que
fôr possivel, ter uma extensão igual á linha correspondente ao maior
lado, e contar um certo numero de multiplos e submultiplos da unida­
de adoptada.

São geralmente empregadas no levantamento de plantas, no tra­

çado de cartas e no desenho de machinas.
Uma simples recta dividida em partes iguaes, não é sufficiente

para apreciar com exactidão as fracções da unidade, por isso, quando
se deseja fazer um desenho rigoroso, emprega-se a escala de dt�ima,
ou escala de decimas partes, cuja construcção é a seguinte.

Sejam AB, B C, etc., fig. 125, uma serie de comprimentos
iguaes á unidade. Levante-se no ponto A uma perpendicular e mar­

quem·se sobre ella IO comprimentos iguaes de grandeza arbitraria; ti­
rem-se por todos os pontos de divisão parallelas a A B, e pelos pon­
tos B, C, etc., parallelas B E, CF á linha Â D. Divida-se D E em IO

partes iguaes; una-se a divisão I com o ponto A e tirem-se pelos ou-
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tros pontos de divisão, 2, 3, 4 ... g, E parallelas a I A, que dividirão
AB em dez partes iguaes; cada uma d'estas partes será um decimo
da unidade.

Posto isto, é facil mostrar que as porções de parallelas compre-

D E

A

Fig. 125

hendidas entre os lados do tnangulo BEG e marcadas I, 2 3 ...

I 2 3
são respectivarnente iguaes a -, -,

-

... de G B. Com effei-
IO IO IO

to, se se considera a septirna parallela m n, os triangulos semelhantes
mn lin 7

m E neG E B dão G B
=

J:!; B =-;c;'
Estas parallelas representam pois centesimas da unidade.
Supponhamos que se pretende tomar sobre esta escala um com­

primento de ',47. Collocar-se-ha uma das pontas do compasso em H
sobre a 7.a parallela a AB, e a outra ponta em k, de sorte tal que a

distancia m k comprehenda quatro divisões inteiras iguaes a GB.
A recta H k sendo composta: 1.0 de H n = I, 2.° de m k = 0,4,

3.° de m n = 0,07, é igual a 1,4Î'
Reciprocamente para medir um comprimento dado, toma-se uma

abertura de compasso igual a esse comprimento, e por tentativas,
procura-se a parallela sobre a qual as duas pontas pos5am coincidir
com duas divisões H e k, por exemplo; em seguida avalia-se facil­
mente este comprimento, pela forma acima indicada.

No levantamento de plantas, a unidade A B representa geral­
mente 100m, G B, 10m e as porções de parallelas, comprehendidas
entre os lados do triangulo BEG, ,m,o.

142 - Medição de distancias inaccessiveis. O emprego
dos triangulos semelhantes permitte medir com sufficiente exactidão
a distancia entre pontos inaccessiveis:

1.0 Achar a distancia d'um ponto accessivel A.fig. 126
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a um ponto C, do qual esta separado por um obsta­
culo, um rio por exemplo. Traça-se sobre o terreno accessivel
uma recta A B, chamada base, que se mede

rigorosamente. Em seguida com o graphorne­
tro, medem-se os angulos GAB e C B A;
traça-se no papel uma recta a b que represen­
ta n'uma escala conhecida a linha A B, (to­
ma-se geralmente um millimetro por metro), e

com o transferidor fazem-se em a e b os an·

gules c a b e c b a respectivamente iguaes a

CA B e CBA.
Os triangulos a b c e A B C são seme-

lhantes por serem equiangulos, e por tanto os Fig. 126
lados homologos são proporcionaes. Basta pois
avaliar na escala do desenho o lado a c para se obter a distancia
procurada.

2.° Avaliar a distancia entre dois pontos inaccesiveis
C e D, fig. I27'

Toma-se uma base qualquer A B,
na parte mais plana e mais unida do
terreno accessivel, e mede-se; e so­

bre um papel, traça-se uma recta a b
n'uma escala conhecida, I millimetro
por metro por exemplo. Depois, col­
locando o graphometro no ponto A,
medem-se os angulos C A B e D BA;
e passando o instrumento para B,
medem-se os angulos C B A e DBA.

Fig. 127
No desenho, fazem-se então com o

transferidor, os angulos c a b e d a b,
assim como c b a e d b a, iguaes aos medidos no terreno, e igual­
mente dispostos na figura; a recta
c d, que une as intersecções c e d,
será, na figura traçada, a homologa
da distancia C D dos pontos do ter­
reno. Medindo então c d, quantos
millimetros tiver, tantos serão os me­

tros de CD.
3.° Medir a altura d'uma

torre A B, cujo pé é accessivel,
.fig. 128.

Colloca-se a uma certa distancia
do edifício, no ponto 0, um graphe­
metro pondo a linha de fé horizontal
e o limbo n'um plano vertical passan-
do pelo eixo da torre. Fig. 128

GEOMETRIA PLANA
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Feito isto, dirige-se a alidade movei para o vertice B e mede-se
o angulo BOD.

Conhecido este angulo e a distancia O D, do triangulo rectangu­
lo O D B, construe-se sobre o papel um triangulo b o d semelhante
áquelle, no qual o lado d b homologo de D B, terá tantos millimetros

...
I

quantos os metros de D B, se a escala empregada for de -.
1000

Finalmente, junta-se á distancia obtida a altura D A, que é igual
á altura do instrumento se o terreno fôr horizontal. .

4·° Medir a altura d'uma torre, cujo pé é inaccessi­
vel, fig. I29'

Traça-se sobre umter­
reno sensivelmente hori­
zontal uma recta C D cuja
direcção vá passar pelo
centro da base da torre;
mede-se essa recta bem
como os angulos E BFe
E A F; construe-se n'uma
certa escala um triangule
e a b semelhante a E A B;
baixa-se do ponto e a per­
pendicular ef sobre fb ;

.
o comprimento d'esta per-

FIg- 129 pendicular será, na escala
do desenho, a altura E F, á qual se juntará a altura. do instrurnento,

5.° Medir a altura d'uma montanha,jig. I3o.
Traça se ao pé da

montanha uma recta

A B, e mede-se. Com
o graphometro, me­

dem-se os angulos C
A B e C B A, collo­
cando-se o plano do
limbo do insrrumento
no plano do triangulo
A C B. Colloca-se em

seguida o graphome­
tro no ponto A com o

limbo n'um plano ver­

tical, passando pelo
vertice C da monta- Fig. 130
nha, e com a linha de
fé em posição horizontal; mede-se então o angulo C A D dirigindo a

alidade movei para o ponto C.
Construindo n'uma escala conhecida, um)riangulo semelhante a
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A B C, obter-se-ha o comprimento da recta A C. Um segundo trian­
gulo semelhante a C A D dará o comprimento da vertical C D, isto
é, a altura da montanha acima do ponto A.

LevantaDlento de plantas
143 - Levantar a planta d'um terreno é construir sobre o papel

uma figura semelhante aquella que esse terreno representa.
No levantamento das plantas usa-se geralmente da cadeia metri­

ca, e como este instrumento tem IO metros de comprimento, dá-se­
lhe o nome de decametre.

Quando o operador chega ao terreno para começar as operações,
o seu primeiro cuidado é percorrei-o em toda a sua extensão, a fim
de conhecer qual é a configuração que apresenta. Em seguida faz o

croquis ou o esboço da parte que se pretende levantar, sem atten­
der a uma grande precisão no valor dos angulos, e no comprimento
dos lados. Depois, traçando linhas auxiliares (diagonaes e per­
pendiculares), decompõe o polygono que comprehende a area do
terreno que se propõe levantar, da maneira que julgar mais util
ao trabalho a que vae dar começo.

O operador terá o cuidado de cravar balisas nos angulos, e so­

bre as linhas onde julgar mais conveniente estabelecer os alinha­
mentos.

Empregam-se differentes methodos segundo os instrumentos de
que se p6de dispôr.

144- Levantamento com o metro. Seja A B C D E,
fig. I3I, o polygono traçado sobre o terreno. Determina-se sobre A E

Fig. 13,

um ponto F que esteja a uma distancia conhecida, IO metros, por
exemplo do ponto A; e, sobre o lado A B, um ponto G que esteja
tambem a IO metros de A; e mede-se a recta F G.
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Depois de ter caminhado para B medindo A B, ahi se opéra co­

mo em A, e assim succesivamente até que se tenha voltado ao ponto
A, depois de ter percorrido o perimetro do polygono.

Para construir a planta construe-se primeiramente um triangule
a fg, tendo por lados os comprimentos reduzidos á escala dos lados
do triangulo A F G. Estes dois triangulos serão semelhantes por te­

rem os tres lados proporcionaes, e por tanto serão iguaes os angulos
a e A. Toma-se sobre a g o comprimento de A B reduzido e faz-se
no ponto b um angule igual ao angulo B, construindo um triangulo
semelhante a B H K. Toma-se sobre o lado b k o comprimento de
B C reduzido, etc. Os polygonos a b c d e e A B C D E, serão seme­

lhantes por terem os angulos iguaes e os lados homologos propor­
cionaes.

145 - Levantamento com o graphometro. Quando se

dispõe d'um graphometro, medem-se succesivamente todos os angu­
los do polygono e todos os lados com a cadeia métrica; depois faz-se
a construcção do polygono como no caso precedente, com a difleren­
ça de serem os angulos construidos com o transferidor, e não por
meio de um triangulo cujos lados se conhecem. Este methodo é de­
nominado de caminhar e medir.

146 - Levantamento
com o esquadro. Seja AB
CDFG, fig. 1:32, o polygono
tracado sobre o terreno.

,

Balisa-se uma base de ope­
ração, ordinariamente a maior

diagonal. Baixam-se de todos os

vertices B, C, F, G, sobre esta

base perpendiculares B B', C C,
FP eGG' que se medem, bem
como os comprimentos AB',
AG', AC', AF' e AD.

Para construir a planta, to­

ma-se sobre uma linha indefi­
nida a d e a partir do ponto a os

comprirnentos de A B', A G',
A C', A FI e A D, reduzidos á

escala, e nos pontos obtidos b',
c', I', g', levantam se perpendi-

Fig. Ih culares iguaes aos comprimen-
tos reduzidos das rectas B B' ,

CC, FP, GG'; unindo por meio de rectas os pontos a, b, c, d, I, g,
obter-se-ha um polygono semelhante ao polygono A B C D F G.

147 - Levantamento com a prancheta. A prancheta é
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um dos instrumentos mais uteis e usados nos levantamentos em de­
talhe, offerecendo ao mesmo tempo uma grande promptidão na sua

execução. E' uma simples mesa de trabalho semelhante a um estira­
dor de desenho, perfeitamente desempenado e assentando por meio
de um joelho de duas conchas sobre um tripé; esta disposição per­
mitte a sua inclinação em todos os sentidos de Iórma a poder ficar
perfeitamente horizontal, posição em que é fixada por meio d'um pa·
rafuso de pressão. Cobre-se o estirador com uma folha de papel so­

bre a qual se desenha a planta d? polygono que se deseja levantar.
A prancheta é sempre acompanhada d'uma alidade de pinu­

las, analoga á do graphometro, mas completamente livre e podendo
ser collocada sobre a prancheta em todas as direcções possíveis.

Esta alidade serve de regua para traçar as rectas sobre o papel;
para isso, é chanfrada n'um dos lados, de fórma que o bordo cavado
fique situado no plano determinado pelos fios das pinulas. A recta

traçada ao longo d'este bordo deve coincidir com a direcção do raio
visual razando os fios das pinulas.

148 - Declinatoria. E' um instrumento de que se faz uso no

levantamento das plantas, para orientar a prancheta.
A declinatoria consta de uma caixa rectangular ABeD, fig. IEE,

de 12 a I:' centimetros de compri­
mento por 6 a 8 de largo e 20 a 25
millimetros de altura, no meio da

qual ha uma agulha magnetica em

fórrna de losango muito alongado,
posta em equilibrio pelo centro so­

bre um fulcro de aço, collocado

perpendicularmente ao plano infe- Fig. 133
rior da caixa, de maneira tal que a

agulha, tendo a propriedade de ter urna das suas pontas dirigida para
o norte da terra, dá, mudando o instrumento de logar, direcções pro­
ximamente parallellas, todas as vezes que se opéra em sitios pouco
distantes entre si. No fundo da caixa está tracada uma linha de fê
que marca a direcção norte- sul magnetica do'instrumento.

149 -- Precaução a tomar no levantamento das plan­
tas com a prancheta. Antes de começar a levantar urna planta
com a prancheta, é preciso haver o cuidado de estabelecel-a n'uma

posição horizontal, o que se consegue por meio de tres parafusos pro·
prios e empregando um nivel de bolha de ar A prancheta deve ser

collocada de modo que se não desarranje durante todo o tempo que
estiver em estação, havendo o cuidado de verificar de quando em

quando se ella se conserva de nível e perfeitamente orientada.
As estacas ou as balisas visadas deverão ser sempre cravadas

bem verticalmente. Quando se passa de uma estação a outra é pre-
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ciso ter cuidado de deixar a balisa no mesmo sitio, para poder servir
depois para alguma observação ulterior.

Escolhe-se, em fim, para base de operações, dois pontos do
terreno, dos quaes se possa descobrir alternativamente todos os ver­

tices dos angulos da tigura, medindo horizontalmente a distancia en­

tre elles com o maior cuidado, porque o bom resultado do trabalho
que se pretende levar a effeito depende do rigor d'esta operação.

150 - Orientar a prancheta. No levantamento das plantas
com a prancheta a primeira operação a fazer-se, é oriental-a. Pa­
ra isso, colloca-se na primeira estação, e dispõe-se de maneira tal, em

relação ao terreno que queremos levantar, que se possa fazer o ma­

ximo trabalho possivel ; depois colloca-se sobre ella a declinatoria, e

move-se até que a agulha tome a direcção de N. S., (isto é norte sul),
traçando pelo seu maior lado uma linha que representará o meri­
diano magnético. Em qualquer outra estação que fizermos, pon­
do em contacto o referido lado com a linha traçada sobre o papel,
gira-se horizontalmente com a prancheta até que a agulha tome a di­

recção N S, ficando assim orientada, (porque em uma estação qual­
quer todos os pontos situados sobre o plano corresponderão exacta­

mente com os do terreno que se pretende levantar). D'este modo a

prancheta conservará sempre uma posição parallela á primeira es­

tação em que foi collocada.

151 - Para levantar com a prancheta o polygono A B C D E,
jig. 134, opera-se do seguinte modo:

Colloca-se a prancheta em estação no ponto A, de fórma que o

Fig. 134

ponto a do desenho se encontre sobre a vertical de A. Em a crava-se

uma agulha, e dirige-se a alidade sobre o ponto C, a fim de se poder
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traçar uma linha na direcção AC; faz-se mover depois a alidade em

volta da agulha cravada no ponto a, e traçam-se d'este ponto ao longo
da alidade, rectas dirigidas para todos os verticesD, E,B, do polygono.

Querendo-se determinar ao mesmo tempo a posição de um obje­
cto qualquer, por exemplo, uma arvore O, dirige-se a alidade de a

para O e traça-se uma linha na direcção a o.

Tendo determinado todas estas linhas na primeira estação A, me­

de-se a distancia A C do terreno (isto é, a distancia que se adopta pa­
ra a base da operação), achando, por exemplo, que esta distan­
cia é de 7 decametros e I metro, toma -se este comprimento na escala
adoptada e applica-se a partir de a para a direcção de C, obtendo-se
assim o ponto e.

Feito isto transporta-se a prancheta para a segunda estação C, de
modo que o ponto c do papel corresponda verticalmente acima do

ponto correspondente C do terreno na direcção AC. Tendo obtido
estas condições, dirige-se a alidade de c para todos os vertices, fa­
zendo-a mover em volta da agulha que se crava perpendicularmente
em c, e traçam-se rectas em todas aquellas direcções, ao longo da

alidade; estas rectas vão encontrar as que já estavam traçadas no pa­
peI nos pontos d, e, b, o que são os vertices homologos dos do poly­
gono ABCDE.

Quando exista no interior do polygono um ponto O, jig. 135, do

qual se possa ver todos os seus

vertices, colloca-se a prancheta
n' esse ponto, de fórma que um .

ponto o marcado sobre o papel
fique na vertical do ponto O,
traçam-se com a alidade rectas

dirigidas do ponto o para to­

dos os vertices, e tornam-se so

bre estas rectas a partir de o

comprimentos o a, o b, o c, o d,
o t iguaes aos comprimentos re­

duzidos á escala, das rectas OA,
OB, OC, OFquesemedemcom
a cadeia.

Unindo por meio de rectas
os pontos a, b, c, d, f, obtem­
se um polygono a b c df seme­

lhante a ABCDF.
A primeira f6rma de exeo Fig. 135

cutar o levantamento. denorni-
na-se por intersecções e a segunda por uma s6 estação.
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Relação numerica entre os tres lados de um triangulo rectangulo

I 52 � Em geometria chama-se quad rado de uma recta a

segunda potencia do numero que exprime a medida d'essa recta.

O quadrado de uma recta representa, como se verá, a superfí­
cie do quadrado construido sobre essa recta.

153 - Entre a grandeza dos tres lados de qualquer triangulo re­

ctangulo ha uma relação notavel, que se enuncia do seguinte modo:
N'um triangulo rectangulo o quadrado construido sobre a hypo­

thenusa é igual á somma dos quadrados construidos sobre os cathetos.
Assim, no triangulo rectangulo ABC, fig. I36, será: I

lJ (..'2 = A Jj't. + A c"t.

Fig.• 36

Para demonstrar esta verdade construam-se dois quadrados, ten­
do por lado a somma dos dois (AB + AC); n'um d'elles levantem-se
perpendiculares nos pontos A' e D e no outro unam-se os pontos .A",
Et F e G, que em cada lado estabelecem a divisão dos comprímen­
tos dos dois cathetos. As partes tracejadas são equivalentes em am-

t A notação BC) designa o quadrado aa recta B C.
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AC = V;2 =-AB?:
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bos os quadrados, por representarem quatro triangules iguaes a ABC;
c, como são iguaes os quadrados totaes, o quadrado A" E F G será

equivalente á semma dos dois quadrados A' B' D O e O N H M. Ora
o quadrado Ali E F G tem por lado a hypothenusa B C do triangulo
consíderado, o quadrado A I B' D O tem por lado o catheto maior AB
e o quadrado O N H M tem por lado o catheto menor A C; portanto
o quadrado construido sobre a hypothemisa é equivalente á somma

dos quadrados construidos sobre os cathetos, o que demonstra a pro­
posição.

154 - Este principio permitte calcular o valor de um lado de um

triangulo rectangulo conhecidos os outros dois, porque d' elle se

deduz:
I.

o A '!ypothenusa de um triangule rectangulo é igual á rai; qua­
drada da somma dos quadrados dos dois cathetos.

BC = V�H2 + ACZ
2.

o Um catheto de um triangule rectangulo é igual á raiz qua­
drada. do- quadrado da hypothenusa. menos o quadrado do outro ca­

the/o.

1 SS - Com tres rectas que sejam proporcionaes aos numeras 3,
4 e 5, póde formar-se um triangulo rectangulo, por ser �2 = 42 + 32,
au 2' = 16 + g.

Eis em que se funda o cordel esquadro (55), empregado no tra­

çado de perpendiculares sobre o terreno.

Problenl.as

1. Applicou se uma escada a uma parede, de modo que o pé da
escada ficou 4m,2 distante do pé da parede. Que comprimento precisa
ter a escada pa,-a chegar á altura de sm ,61

Como a incognita do problema é a hypothenusa de um triangulo
rectangulo, cujos cathetos têern respectivamente 4m,2 e 5m,6, te­

remos:

.. 112" +
-

(j"x =-= V·,'
. tl·

= V17,61-=1-- ;]l,:;I;
= V4�'
= 7m

GIOMETRIA PLANA IO
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II. A que altura chega uma escada de gm,S, cujo pé ficou SIU,7
distante do pé da parede a que fot" applicadai .

.

Como a incognita do problema é um dos cathetos de um trian­

gulo rectangulo, cuja hypothenusa tem gm,S e o outro .catheto sm,7
será:

Fig.I37

x = V9�5t - 5,72

= V !10,25 - 32,4,9

= V 57,76
= 7"',6

III. Qual é a altura de um triangule equz­
latero de 12m,6 de lado?

Pela fig. 137 se vê que a incognita é um ca­

theto de um triangulo recrangulo, em que os ou­

tros dois lados são conhecidos, e portanto será:

IV. Qual é a diagonal do qua1rado de 4"\8
de lado'?

A simples inspecção àsfig, 138 mostra que é:

x = V4,s-; +. 4,8z = 6'",78

Se representassemos a diagonal por d e o lado
por I, deduziríamos a formula geral:

d = V/2:"02
= V2Xl;

.

=IXV2

Fig,I38

o que mostra que a diagonal de qualquer quadrado se obtem imrne­

diatamente multiplicando o lado por V2, isto é por 1,4' 4.
V. Qual é o lado do quadrado cuja diagonal tem IO metros"
Pelo principio do n." 153 temos que:

x2 -k x2 -,:- 102
x2=50

x=�i;'07
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Fig.139

VI. O perimetro de um triangule isosceles tem

29 metros, e a base 8m,5. Qual é a altura?
Tendo o perimetro 29 metros e a base 8m,5. os

dois lados obliquos terão ao todo 20m,S ou IOm,25
cada um. A questão reduz-se pois, fig. I3g, a cal­
cular um catheto de um triangulo rectangulo, cuja
hypothenusa tem IOm,25 e o outro catheto 4m,25.

x = J10,252 -=- 4,25�

= J87
= 9"',32

Fig. 140 Fig.141

VI

Polygonos inscriptos e circumscriptos
156 - Diz-se que um polygono está inscripto n=um circulo,

quando tem todos os vertices na circumferencia d'esse circulo. N'esse
caso diz-se re.:iprocamente, que, o circulo está circumscripto ao poly­
gOl1o,fig. I40.

Polygono circumscripto a um circulo é o que tem todos

:.:::--- -�:--
<,Ir \ \/ i II \I I

\ '

\/ /����

os lados tangentes á circumferencia. N'este caso diz-se que o circulo
está inscripto no PO!ygollo, fig. I4I.

157 -- E' claro que, para um polygono ser inscriptivel n'um cir­
culo, é necessario que haja no polygono um ponto O igualmente afas­
tado de todos os vertices; e para que seja circumscriptivel, é preciso
que haja n'elle um ponto 0/ igualmente affastado de todos os lados.
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Só o triangulo é que gosa da propriedade de poder ser sempre
inscripto e circumscripto n'um circulo, fig. I42. OS outros polygonos
não regulares pódem, segundo os casos, ser ou não inscriptiveis e

circumscriptiveis; assim, por exemplo, o rectangulo é inscriptivel mas

Fig. '42

13 = r XY3
Z4=rXY2
!r;=-i-XV10-2Y5
h=r

Is=rXV2-V2
lw=-i-X Vã-1
/12 = r X V 2 - yr:

não circumscriptivel, e o losango é circumscriptivel mas não inseri­

ptivel ,

IS8 - Todos os polygonos regulares pódem ser inscriptos e cir­
cumscriptos n'um circulo, fig. [4]. O raio do circulo inscripto é o

raio do polygono. N'este caso o mesmo ponto (o centro do polygono)
é centro do circulo inscripto e do circumscripto.

ISg-Em muitos dos polygonos regulares ha uma relação entre
o lado e o raio, cie modo qUI! sendo conhecido o raio se p6de calcu­
lar o lado e reciprocamente.

Essas relações são:

No triangulo t
••••••..•.•••

No quadrado .

No pentagono .

No hexagono .

No octogono ......•.......•

No decagono .

No dodecagono..... . .•....

1 13, /4. 15' .• (que se lêem l indece 3, I indece 4, I indece 5, ... ) designam o lado
do triangule, do quadrado, do pentagono, etc.
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Estas formulas servem para se calcular os lados dos polygonos
inscriptos n'um circulo de raio conhecido. Se quizessemos os lados dos

polygonos circumscriptos, teríamos de calcular primeiro os lados dos

polygonos inscriptos e substituir depois esse valor e o do raio na se­

guinte formula, que dá o lado dos polygonos circumscriptos :

x=

Problemas

I. Qyal é o lado do decagono regular inscripto n'um circulo de

4rD,5 de raio?

=

401.5
X (2,23 - 1).2

= 2m,25 X 1,23

II. Qual é o raio de um pentagono regular que tem de lado :Jru,4?
Da formula do lado do pentagono tira-se:

e substituindo:

2xl
r=--------

vlO-2\!fJ
_

2 X 2,40
_ 2m 042r -

--,
2,35

III. Qual é o apothems de um hexagono regular inscripto n'um
circulo de 12 metros de raio?

Como o apothema é catheto de um triangule rectangulo em que
a hypothenusa é o raio e o outro catheto é o semi-lade, será, visto o

lado do hexagono ser igual ao raio: t

1 Poder-se-ia determinar a grandeza do apothema, com uma sufficiente approxi­
mação, por um processo graphico. Bastaria para isso construir um hexagono regular,
cujos lados representassern 12 metros n'uma escala escolhida, traçar o a pothema ,
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x= V122 - 6':

= V 108

= lOm,39

IV. Qual é o apothema de um octogono regular inscripto r/um
circulo de 4m,6 de raio?

Calculo do lado

Is=rXV2-V'2
= 4rn,6 X 0,86

= 3m,956

h=: V 10 - 2 y5
= 4 X 2,35'

= 9m,4

Calculo do apothema

x = V 4,62 ..=-],978 li

V 17,247516

= 4m,153

V. Qual é o lado do pentagono circumscripto a um circulo de 8-
me/ros de raio?

Caloulo do lado do pentagono Inscripto

rnedil-o com um duplo-decimetro e, por ultimo, vêr a quantos metros corresponde
1

essa medida. Assim, se tivessemos escolhido a escala
100

' na qual cada metro é

representado por um centimetro, medindo o apothems da figura encontrariamos
0",104, o que mostraria que elle tem approximadamente 10, L

Póde proceder-se analogamente nos outros problemas, devendo, porém,
notar-se que d'este modo, por causa dos erros provenientes dos instrumentos e da

execução, nunca se póde obter o rigor que dá o calculo. e que a approx:imaçio
será tanto maior quanto maior fôr a escala adoptada, por isso que nas escalas pe­
quenas um erro insignificante na figura se traduz n'um grande erro no problema.
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Calculo do lado do pentagono circumscripto

2XrXI
x=---

V 4Xr2-=l2
2 X 8 X 9,4

=--

J 4 X 82 - 9,42

150,4

J 167,64

= 11m,6

rôo=-Diz-se area de uma figura a medida da sua superfície. Esta
medida podia fazer-se escolhendo para unidade uma superficie bem
conhecida, geralmente o quadrado que tem por lado a unidade linear,
e vendo directamente quantas vezes essa unidade se contém na super­
ficie a medir; a geometria, porém, ensina a avaliar as areas pela me­

dição de determinadas linhas das figuras, o que é notavelmente mais

simples.

161 - A area de um rectangulo é expressa pelo producta da base

pela a/tura (dois lados contiguos).
Esta expressão quer dizer que o rectangulo contém tantas vezes

a unidade de superficie, quantas as unidades que tem o producto
de dois numeros que representam a base e a altura, na hypothese de

que a unidade de superficie é o quadrado construido
sobre li unidade linear, com que foram medidas a

base e a altura. Assim, se o rectangulo tivesse de
base 5 metros e de altura 3 metros teria de super­
ficie 15 metros quadrados.

E com effeito, se a unidade linear A U,fifr· 144,
se contem 5 vezes na base do rectangulo e 3 vezes Fig '4'"
na altura, tirando perpendiculares pelos pontos de

.

divisão o rectangulo fica dividido em 3 fileiras, tendo cada uma 5 qua.

D�-,C
, ,... ," �
A�B

VII

Areas
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drados construidos sobre uma unidade linear, isto é, contém 15 vezes

ou (3 X 5) vezes, a unidade de superficie.
Representando por S a superficie do rectangulo, por B a base e

por H a altura, a expressão da area do rectangulo acha-se na formu­
la seguinte:

Problemas

I Qua: é a superficie d'um terreno de 17 metros de comprimen­
to e 611l�8 de largura?

S = 17m X 600,8 = lISmq,6

II, Uma cauallariça tem 4m,6 de largura e 3311lq,I2 de super­
ficie. Qual é o comprimento

î

Como dividindo o numero que exprime a superficie do rectangu­
lo pelo que exprime uma das suas dimensões se deve encontrar para
quociente a outra dimensão, teremos:

S= L2

162 -.A area de um quadrado é expressa pela segunda potencia
do seu lado, porque o quadrado é um rectangulo que tem a base e a

altura iguaes ao lado.

Representando por S a superfície do quadrado e por L um dos
seus lados, a area do quadrado será expressa pela formula seguinte:

Problemas

I. Qual é a area de um quadrado de 3"',2 de lado?

S = 3'D,22 = 11 mq,24
II. Qual é o lado de um quadrado que tem de area I2mq,25?
Se o quadrado do lado produz a area, a raiz quadrada da area

produz o lado, e portanto sera:

L = V ï2mQ,20 = 3m,5

163 -A area de um parallelogrammo é expressa pelo producto
da base pela altura, Assim, a area do parallelogrammo ABeD,
fig. 145, é expressa por DC X AE.
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Na verdade, comparando as jigs. I45 e I46 vê-se que, se no

parallelogrammo ABeD cortarmos o triangulo AED e o collocarmos

adjacentemente ao lado B e, resultará o rectangulo equivalente
AA'EE', que tem a base e a altura respectivamente iguaes ás do pa­
rallelogrammo. A area do parallelogrammo é portanto expressa pela
formula S = B X H sendo S a superficie do parallelogrammo, B a

base e H a altura.

164 - A area de um triangule é expressa por metade do pro­
ducto da base pela altura.

As figs. I47 e I48 mostram que o triangulo A B e é equiva-

GEOMBTRIA PLAIIA I(

M' D'D M EE' M'

Am.
Fig. 147

lente ao rectangulo A' B' M" M que tem a mesma base que o trian­

gulo, mas uma altura (MG) que é metade da do triangulo.
A formula da area do triangulo é pois a seguinte:

S=�XH
2

ProbleDl.fts

Qual é a area de um triangulo equilatero de I2 m,6 de lado'
A altura, calculada como foi ensinado no problema III de pago 74,

seria IOm,9 I e portanto a area pedida será:

126 X 10· 91
S =

'

2

'
= 6m,3 X lom,91 = 6Smq,733
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165 - Sendo conhecidos os tres lados de um triangulo póde de­
terminar-se-lhe a area por meio da formula

s = Vp X (p - a) X (p - b) X (p - c)

na qual p representa metade do perimetro do triangulo, e a, b e c os

tres lados.

Proble:rnas

Qual é a area do triangulo, cujos lados têem 9 metros, 7 metros
e 6 melros'

S = VU X (11 - 9) X (11 - 7) X (11 - 6)

= Vll X 2X4x5

= V8SO
= 2901Q,66

Fig.149 Fig. 150

16õ - A area de um trapesio é expressa pela semi-somma das
bases multiplicada pela altura. Assim, a area do trapesio ABCD é,

AD+BCfig· I49, 2
X E F.

A inspecção da fig. 150, na qual se deslocaram convenientemen-

B E C

�_4 H F L D

te os triangulos AGH e KLD, mostra que o trapesio ABCD é equi­
valente ao rectangulo HH'L'L, que tem a mesma altura que o trape­
sio e cuja base é igual á serni-somma das duas bases do trapesio.

A expressão da area do trapesio é pois a seguinte:

S=B+bXH
2

Proble:rnas

I. O perimetro de um trapesio isosceles é 48 metros e as bases
têem 6m,6 e 4m,:J. Qual é a area'
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Como a somma das duas bases é IOm,8, a somma dos dois lados

obliquos será 7m,2, isto é, cada um terá 3111,6.
Determinar-se-ha pois a altura do trapesio, cal­
culando o catheto AB, fig. ISr, do triangulo
rectangulo A B C, no qual a hypothenusa é de
3111,6 e o outro catheto BC de Im,2, metade da
differença entre 6m,6 e 4m,2 logo

Fig. 151

Portanto a area pedida será;

\

II. A area d'um trapesio é IImq,JÓ e as bases téem 3m,4 e 5"',6.
Qual é a altura?

B+b. 2S
Da formula S =

-2- X H tira-se H =

B+b
e portanto será:

H __

2 X llmq,25
_ 'lIa"3",4 + 5·,6

p,_____ A
,'. 4 �
� 2 :&1

1 ;;Jp

n " II I) /)

/; /�\./�\
·1 "}l C Il f: "

166 - A area d'um polygono regular obtem-se
.

multiplicando metade do perimetro pelo apothema.
Comparando as figs 152, 153 e IS4 vê-se que

o polygono A B C D E é equivalente ao rectangulo
A p A' PI cuja base A P é igual á metade do peri­
metro do polygono, e cuja altura A P' = O M é o

seu apothema.
Fig. 15, Representando por S a superficie do polygo-

Fig. 153 Fig. 154

no, por p o perimetro e por a o apothema, teremos para a expres- .

ião da area:
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ProblelDRI!lI

I. Calcular a area d'um hexagono regular de 12 metros de lado.
Sendo o lado do hexagono regular 12 metros, o perimetro será 72

metros, e portanto, para obter a area pedida basta multiplicar 36 me­

tros pelo apothema.
O apothem a póde facilmente ser calculado, pois que sendo no

hexagono regular o raio igual ao lado, será O M (fig. 152), o catheto
d'um triangulo rectangulo, cuja hypothenusa é Â O = 12 ·metros e o

outro catheto A M= 6 metros; será pois:

a = v'121 - 6i ,_ 10m,39

E portanto a area pedida será

S=36mX lom,39=374mq,04

Oalculo do apothems.

II. Qual é a area d'um pentagono regular de zometros de lado?
Como é dado o lado, e portanto o perimetro, é preciso calcular

o apothema, para depois conhecer a area. Sendo, porém, preciso co­

nhecer o raio e o lado para calcular o apothema será pelo calculo do
raio que deveremos começar.

O raio do pentagono obtem-se recorrendo á formula <l_ue nos dá
o lado d'este polygono expresso no raio do circulo circumscripto (159),
da qual se tira

2Xl 'lX20
r= =--=17-

• / l J- 2,35
VlO-2yó

4-V 172-101=VÏs9=13-,7
Oalculo da area

1<>0-
S =-2-X13.,7=685 mq

167 -A area de um circulo asalia-se multiplicando met ade da cir­
eumferencia pelo raio.

Mostra-se intuitivamente a veracidade d'esta proposição conside
rando as figs. ISS e z56, pelas quaes se vê que a area do circulo é
equivalente á de um rectangulo, tendo por base metade da circuæfe­
rencia rectificada e por altura o raio.



GEOMETRIA PLANA 85

Fig. 155

I68-Como a circumferencia p6de ser representada por 2 'Ir r (gS)
o circulo sel-a-ha por c= 2;r Xr ou por 'Ir ri, formula que dá com

maior facilidade a area do circulo, conhecido o raio, e da qual se de-

duz esta outra r= yi-ii' que dá o raio conhecida a area. Para obter

a area de um circulo basta, portanto, multiplicar por � o quadrado
do raio,

Fig.156

ProbleDls.

I. Qua/ a area de um circulo de 5 metros de raio?

c = 25mq X 3,14 = 7Srnq,15

II. Qual é o raio de um circulo que tem de area 120 melros qua­
drados?

r='
/ 120

= V 38,2165=6-,18V 11,14

III. Calcular a area de uma corôa circular, (jig. 64), sendo os raios
dos dois circulos 10 melros e 5 metros. Como:

area do circulo maior. . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . .. 314mq
area do circulo menor.. . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . 78,5

será area da eorôa (differença). . . . . • . . . . .. 235.5

16g-A area de um sector circular avalia-se multiplicando metade
do producto do arco rectifîcado pelo raio.

E' uma consequencia da proposição precedente, visto que o se­

ctor é a porção do circulo cornprehendida entre dois raios.
A expressão da sua superficie será representada pela. formula:
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sendo S a superficie do sector R o raio, e a o comprimento do arco.

Se o arco é dado em graus, como geralmente acontece, podemos
dispensar a rectifícação do arco e empregar a formula seguinte:

n·
S=7!:R'J_

860·

isto é, a area de um sector é igual ao producto da area do circulo,
pela razão do numero de graus do arco correspondente, para 3600•

I. Qual é a area de um sector de 44° n'um circulo de 8 metros de
raio?

O compnmento do arco, calculado como foi ensinado no pro­
blema do n." 96, é de 6m,14, e portanto será:

6m 14
S =-�X8= 24mq,56

Proble:rnas

metros.
II. Calcular a area de um sector de 60° no circulo de raio 'ro

170 - Para

Fig.157

avaliar a area de um segmento circular A C B seria
preciso tomar a differença entre o sector corres­

pondente ao seu arco A C BU e o triangulo
formado pela corda e pelos raios extremos do se­

ctor OB A,jig. I57'

Proble:rna

Calcular a area de um segmento de go. n'um
circulo de I2 metros de raio.

.

Como o arco A C B, por ser um quadran­
te, tem

2 X 3,14 X 12"

4
ou 18m�84, a area do sector será:

s = 9m,42 X 12m = 113mq,04

Ora, no caso actual, o triangulo A O B, sendo rectangulo e

tendo por cathetos dois raios do circulo, terá por area



Fig 158

GEOMETRIA PLANA

Portanto, a area do segmento será:

S = 113mq,04 - 72mq = 4Imq,04

171-Para avaliar a area de um polygono irregular, tira-se no

sentido da maior dimensão uma diagonal, a que se dá o nome de di­
rectris, e baixando sobre ella perpendiculares de todos os vertices,
decompõe-se o polygono em triangules rectangulos e trapezios rectan­

gulos, cujas areas se calculam depois de haver medido essas perpen­
diculares e as distancias entre os seus pés.

No caso considerado na fig. 158, seria:

Triangule .................. - 5m
10"5

26mq,25(I) X-' -

2

(2) Trapesio ...... 14m X 10m,5 + 8m
mq 5............ -�=I29 ,

(3) Trapesio................... 700 X
800 + 18m

9Imq---=

2

(4) Triangulo., 12m,S X
18m

I12mq,52
-

9m
42mq,75=

2(5) Triangulo.................. 9m,5 X

(6) Trapesio ' 19m,S X
9m � 14.5

= 229mq,375

(7) Triangulo.. 1100.5 X 14;,5 - 831Dq,375
Area total. ....•.. - 614mq,5
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172-Avalia-se approximadamente a area de uma figura de con­

torno curvilineo, considerando-a como um polygono de lados muito
pequenos, e decompondo depois este em triangulos e trapesios. Se o

contorno fôr óra concavo, óra convexo, convem dispôr os lados do

polygono de modo que os erros d'isso resultantes, sendo óra por ex­

cesso, óra por defeito, se neutralizem quanto possivel.

EXERCI:CI:OS

1 •• - Achar os complementos dos seguintes angulos: 38°; 47° 25'; 65· :&4' 43//;
27° 35' 17",43; 68· 44' 37,053; 15110' 0",25.

2.0 _ Achar os supplementos dos seguintes angulos: 58°;lI25°; 57° 23'; 760 15134";
108° 2" 15",75; 18° 01 011,024.

3 .• - Achar a razão numerica dos seguintes angulos: 47° 25' e 53° 37'; 250 17' 3611
e 7.· 24'; 23° 32' 0",76 e 54° o' 18",53.

4.0 _ Calcular o valor do arco igual a 5 vezes 45°23' 36" + .

5.0 _ Calcular a metade e a quarta parte do angulo de 125° 431•
6.0 __ Que partes são da circumferencia os arcos seguintes: 120°; 72'; 60·; 45.;

36°; 30°; 18°'; g••

7,0 _ Converter em grados, os seguintes angulos: 38° 23' 34",18; 85° 37'; 54· 25'
33//,74·

8.0 _ Converter em graus, minutos e segundos sexagesimaes o valor de um an­

gulo de 75 gradus; o de um angulo de 25gr.,6h4; o de um angulo de
ogr.,3614·

9 o_Se os dois angulos de um triangulo valem 128°,,47', quanto vale o terceiro?
10:. - Quantos graus vale cada um dos angulos de um triangulo equilátero?
11.0 _- Calcular a razão entre o arco de 35°54'45/' e o quadrante.

12.0 _ Um dos angulos de um triangulo rectangulo vale � de um angule recto,
qual é o valor do outro?

13.0 - Um dos angulos agudos de um triangulo rectangulo vale 27°43'18",3, qual
é o valor do outro?

14,0 _ O angulo do vertice de um triangulo isosceles vale + do angulo recto,

qual é o valor de cada um dos angulos da base?
15,0 - DOIS lados A B e A C de um triangulo A B C teem respectivamente 85-

e 54"; por um ponto D situado sobre AB, e distanciado do vertice 26·,30,
tire-se uma paralella ao 3.· lado 'BC; calcular os segmentos que ella de­
termina sobre o lado A C.

16,. - Os raios de dois circulos concentricos teem respectivamente 20" e 2J· j
calcular o comprimento d'uma corda do circulo maior tangente ao menor.

17.0 _ Qual é .0 compnmento d'um arco de 35°40' n'uma circumferenda de IO·
de raio ?

18,0 _ Qual é o raio do circulo no qual um arco de 43°50' tem 25"' de compri­
mento?

19,0 _ Um arco de circulo tem 32m de comprimento; o seu raio é de 9-' Qual é o

valor d'este arco em graus?
20 o_Qual é o arco cujo comprimento é igual ao raio?
21:. - Calcular a area de um sector de 40.,35' n'um circulo de 12·,30 de raio.
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22.0 - N'um circulo de 10m de raio, um sector tem uma superficie de 125mq; qual
é o numero de graus do seu arco?

23.0 -- Qual é o raio d'um circulo no qual um sector de 25° tem uma superficie
de 150mq?

24.0 - Cada um dos angulos da base de um triangulo isosceles vale 2_ do an-
4

guio recto, qual é o valor do angulo do vertice?

25.0 - Um dos angulos agudos d'um triangulo rectangulo vale + de um angulo
recto; qual é o valor do outro?

26 o_Um dos angulos agudos de um triangulo rectangulo vale 28° 35' 47",83;.

qual é o valor do outro?
27 o_Cada um dos angulos da base d'um triangulo isosceles vale 25° 12! 38",24;

qual é o valor de angulo do vertice?

28.0 - O angulo do vertice de um triangulo isosceles vale 50°; qual é o valor de
cada um dos angulos da base?

29.0 __ Calcular .a hypothenusa d'um triangulo rectangulo, cujos cathetos valem

respectrvamente 4"',50 e 6"',19,
30.0 - Calcular um dos cathetos de um triangulo rectangulo, cuja hypothenusa

vale 14m,; e o outro catheto 8"',30.
31.0 _ Dado um circulo de raio 6m,30 e um ponto que dista do centro 8m,40, calcu­

lar o comprimento da tangente ao circulo tirada pelo ponto dado.
32 .• -- Calcular a altura d'um triangulo isosceles, cujo perimetro é igual a 14"',50

e a base 04m,60.
33.0 _ Calcular a altura d'um triangulo equilatero, cujo lado vale 8m,50.
34.0 __ Calcular, com um erro inferior a um millimetro, a diagonal de um quadra­

do cujo lado vale 8m,625.
35 .• - Calcular, com um erro inferior a um míllimetro, o Jado de um quadrado,

cuja diagonal vale 14m,523.
36.0 _ Calcular o angule interno de um polygono equiangulo de 18 lados.
37.• - Calcular a somma dos angulos de um polygono de 13 lados, de Iglados

e de 37 lados.
38.0 __ A somma de todos os angulos internos de um polygono vale 38 angulos

rectos, calcular o numero de lados.
39.0 _ Calcular o angulo interno dos seguintes polygonos regulares: de 17 lados,

de 15 lados, de 18 lados de 20 lados e de 25 lados.

40.0 _ Calcular o angulo no centro dos seguintes polygonos regulares: de 6 la­
dos, de IO lados, de 12 lados, de 15 lados, de 20 lados, de 24 lados e de
2' lados.

41.0 _ Calcular o lado do quadrado inscripto no circulo do raio sm,30.
42.0 _- Calcular o diagonal do quadrado cujo lado vale '4m,20.
43 .• _- Calcular o lado do quadrado cuja diagonal vale 68m,30.
44.0 _ Calcular o lado do triangulo equilátero inscripto no circulo de raio 26"',h.
45 .• _ Calcular a altura d'um triangulo equilatero cujo lado vale 14"',18.
46.0 __ Calcular o apothema do hexagono regular inscripto no circulo de raio 6",50.
47 .• - Calcular o comprimento da circumferencia de raio 25m,30.
48.0 _ Calcular o raio da circumferencia, que tem de comprimento 535",86.
49.0 _ Calcular o raio da circumferencía, que tem de comprimento um metro.

50 .• __ Calcular o comprimento do arco de 650 no circulo de raio 8 metros.

51.0 _ Calcular o comprimento do arco de 380 25' no circulo de raio um metro.

52.0 _ Calcular o numero de graus do arco que tem de comprimento 25",30 no

circulo de raio IS-,50. /

53 .• - Calcular o comprimento do arco de I° no circulo de raio 100 metros.

54.0 - Calcular o numero de graus do arco, cujo comprimento é I metro, no cir­
culo de raio 2 metros.

-55.0 _ Calcular o comprirnento de um arco de 86° 28' 361',40 no circulo de raio
4m,20.

GEOMETRIA PLANA 12
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56.0 _ O diametro de uma moeda de quinhentos réis tem 3 centímetros, calcular
o cornpnrnento da circumferencia.

57.0 _ Calcular a area de um rectangulo que tem um lado igual a 8m,50 e a dia­
gonal igual a 12'",20.

58.0 _ Um quadrado tem de area 610 ares e 38 centiares; calcular o valor do lado-
com um erro inferior a om, I.

69.0 _ Calcular a area de um quadrado cuja diagonal vale Sm,18.
60.0 _- Calcular o lado do quadrado cuja area é omq,q374.
61.0 _- Calcular a area de um triangulo equilatero cujo ládo vale 7m,50.
62.0 _ Calcular o raio do circulo circumscripto ao quadrado cujo lado vale 30m,So.
63.0 _ Calcular o lado do octogono regular inscripto no circulo de raio 6m,:o.
64.0 - Calcular o raio do circulo circumscripto ao octogono regular cujo lado-

vale 16m,58.
65.0 -- Calcular o lado do triangulo equilatero inscripto no circulo de raio 18",26.
66.0 - Calcular o apothema do decagono regular inscripto no circulo de raio 6m.Z4'
67 o - Calcular o lado do dodecagono regular inscripto no circulo de raio 15m,'4.
68.0 - Quanto se deverá dispender, á razão de zoo réis o metro quadrado, com

a pintura das quatro paredes e o tecto de uma sala rectangular, que tem

6m,15 de comprimento, 3m,75 de largura e ,.m,go de altura?
69.0 __ Quanto será preciso de tapete, tendo Im,20 de largo, para atapetar um

quarto rectangular, cujas dimensões são 4'",50 e 5m,40?
'70.0 _- Pede-se a area de um triangule, cujos lados sejam 16m, 12m e hm.

71.0 _ Qual é a superficie de uma chapa de ferro, de fórma rectangular, tendo­
um dos lados 16jec,518, e o outro 6dec,IZ5?

72.0 __ Pretende-se cobrir urna superficie de 25 metros quadrados com chapas de
ferro quadradas, tendo de lado om,8. Quantas serão necessarias?

73.0 _ Qual será a superficie do embolo do cylindro de uma machina a vapor;
cujo diametro é dt: 56 centimetros �

74 o -- Qual é o valor do lado do quadrado igual em area a um circulo cujo dia­
metro tem l;m,6?

75.0 __ Qual é o valor do lado do quadrado igual em area a um circulo cuja cir­
cumferencia tem 5600,8 ?

76.0 __ Sendo o diametro de um circulo igual a 16 centimetres, qual é o valor do
lado do quadrado inscripto?

77.0 __ Calcular a area de um parallelograrnmo, que tem 25m de base e 17m d'al­
tura.

78.0 __ Achar a superficie de um trapezio, cujas bases têern 37m e 59m,75, e cuja
altura é igual a z5m•

79.0 __ O comprimento d'uma porção de terreno é igual a 512m, e a area tem 182
ares; qual é a largura?

80.0 _ Um triangulo que tem 120m,5 de base e 20',84 de altura, que superficie tem?
81.0 __ Qual é o diametro de uma roda, cuja circumferencia mede 30m?
82.0 __ Um pombal circular tem uma linha horizontal de frestas, cada uma das

quaes, incluindo-se a separação, abrange o,m -+0; tendo o diametro do

pombal 8m,25, quantas serão as frestas da linha toda?
83.0 -- Qual é a superficie de cada uma das faces circulares d'uma mó de moinho­

cujo raio é igual a 1,"07?
84.0 _ Achar a area da superficie de nivel d'um tanque circular, cuja volta exte­

rior mede 4::ím,', sendo de om;�5 a espessura da cortina.
85.0 __ Calcular a area de uma corôa circular, que mede 26m por fóra e 16m,4 pelo

lado de dentro.
.

86.0 __ A inclinação mais conveníente, de uma escada lançada a um muro, é a de

_!__ da sua altura. Posto isto, determinar o comprimento de uma escada
4

que deverá chegar a uma altura de 15m•
87.0 _ Calcular a area do triangulo isosceles, cujo perimetro é de 12m,3625 e a..

base ;m,05.
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88.0 _ Qual é o perimetro do triangulo isosceles que tem de area omq,627 e de
base om,018?

89.0 _ Qual é o lado do quadrado equivalente ao triangule de base om,86 e d'al-
tura Om,4û

gO.o _ Avaliar a area do sector de 85°,18"48" do circulo de 2",018 de raio.
1:>1.0 _ Calcular a area do segmento de ��o no circulo de Im,215 de raio.
92 .• - Sendo :128 metros quadrados a area de um trapezio, 9 metros a altura e

30 metros uma das bases, calcular a outra base.
93 .• -- Calcular a arca de um sector circular, cujo arco vale 58°,25' e o raio de

circulo 15m,20.
94.0 -- Calcular a area do pentagono regular inscripto no circulo de raio 2",4°.
95.0 -- Calcular a area de um sector circular, cujo arco vale 36°,48', 58",34 e o

raio de circulo 3 metros.

96.0 _ Um terreno, em forma de triangulo, com 600 metros de base por 800 de
altura, que superficie tem e que porção de trigo precisa para o semear,
levando cada metro 4 litros?

97.0 - Qual é a area de um trapezio isosceles, cujo perimetro é de 26"' e as ba­
ses têem 5"',8 e 3,4?

98.0 __ Calcular a area de um hexagono regular de 18m de lado.
99.0 _- Calcular a area de um pentagono regular, cujo lado tem 15m e ° apothe­

ma 8"',6.
100.0 - Qual é a superficie d'um pentagono regular com 84m de perimetro, e cujo

apothema é igual l;m,14 ?
101,0 __ Um quadrilatero irregular é dividido em dois triangulos por uma diago­

nal que lhes serve de base commum e que tem 235m,48 de comprimento.
Um dos triangulos tem de altura 58m4 e o outro tem 63",14, Qual é a

superficie total do quadrilatero?
102,0 -- Calcular o lado e a altura de um triangulo equilatero inscripto n'um

circulo de raio igual a 5"',18,
103.0 - Qual é o comprimento de um dos cathetos d'um triangulo rectangulo, sa­

bendo-se que o quadrado construido sobre a hypothenusa tem 70mq,56
e quadrado construido sobre o outro catheto tem 12mq,25?

104." -- Calcular o raio do circulo equivalente a um triangulo isosceles, cuja base
vale 3m.40 e o perimetro 1211180.

105,0 - Sendo omq,�274 a area do hexagono regular inscripto, calcular o raio do
circulo.



Resolução expedita de alguns problemas geometricos
-'I",

" �'" / 1
Como nem sempre se dispõe do graphometro ou de qualquer ou­

tro instrumento para medir angulos, vamos indicar os meios expedi­
tos de resolver os problemas do n.? 116 e seguintes, bem como outros

semelhantes, apenas com o emprego do metro.

Os processos que va-

¥ J:� ::;o:e�e.:,c��r�� �I�����:
��ª-���§§� res, nem por isso deixam
===== � de ter a maior utilidade

/ pratica.

�� I -Processogra-
� � - phico para achar a

\ D distancia de um pon-
<. /\ to a outro ponto inacces-

/" ./
/' sivel. - Seja B A, fig, I59, a

>/ \ distancia pedida, sendo o ponto
/ <, A um logar inaccessivel, isto é,

/
/'" <, \ além de um obstaculo, de um

/ "rio, por exemplo. Para isso, tra-

L / � ce-se sobre o terreno a partir do
- - - - - - - - ponto B uma linha recta qual-B

.

c
quer B Ci sobre as direcções BA

FIg. 159 e CA marquem-se com bandei-
rolas os pontos arbitrários D e Fi assim se

formam no terreno os dois triangulos B F C ,���������e B D C, que têern um lado commum B C �

que se mede, bem como os outros lados B F,
FC, B D e D C. Feito isto, trace-se n'uma
folha de papel na escala adoptada uma li­
nha b c, fig. I60, e sobre ella construam-se

os triangulos b fce b d c, semelhantes aos

triangulos BFe e B D C, cujos lados são
conhecidos. Depois prolonguem-se os lados
b t e c d até se encontrarem em a i me­

dindo finalmente na escala o comprimento
a b e reduzindo este a metros, tem-se im­
mediatamente a distancia procurada.

Como sabemos, para construir um trian- Fig.160
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guio sendo conhecidos os lados, traça-se uma recta, fig. 161, represen­
tando um d'elles, e dos seus extremos como centro

e com os raios respectivamente correspondentes a

cada um dos outros lados, descrevem-se dois arcos

de circulo, os quaes se interceptarão n'um ponto,
ficando assim determinado o terceiro vertice do trian- �---�--..t­

guIo.
Fig. 161

II - Processo graphico para achar a

distancia entre dois pontos inaccessiveis. - Seja, por exem­

plo, achar a distancia entre a arvore A e a casa B,jig. 162, que são
dois pontos inaccessi­
veis. Traça-se primei­
ramente sobre o ter­

reno uma linha recta
arbitraria C D,
cUJo comprimen­
to se mede; em

seguida pelo pro--;�, cesso anterior,
_, --------./ I

�,=
_, _,� C.-7��-:-�1 Î

- ---
-

determinam-se

�- � .... 'L,�,y I �- �-- <r> oscomprimentos
___

-- ;:>-:--:::.:- -- :....:.
_::j

- das linhas A D,
./.

/

_ _

_/., ""-<,;O'y.cz._ \-:::::_�,
-

_

A C, B D e B C

�:i que formam os

I!��¥� ���!Ê��
_--

I /" _�
eB.

� .. ��C_Y;ê#4��-" �:�o�i�iH��
I

/ <, \ pel, fig. 163, e na es-

I / <,
\

cala adoptada aquelles
/ dois triangulos com o

l --2l lado commum C D;
D C medindo depois no pa-

Fig. 162 pel a distancia A B e

transformando-a na es­

cala em metros, teremos a distancia procurada.
III - Achar a altura de um objecto por meio da sua

sombra. - Querendo, por exemplo, determinar a altura de uma ar­

vore A, fig. 164, cuja sombra se projecta nitidamente no terreno, pro-
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cederemos da seguinte fórrna : Crava-se bem verticalmente no ter­
reno uma vara a b, ou uma canna mui­
to direita, cuja sombra se projectará
evidentemente sobre o terreno n'uma
direcção parallela á sombra B C da ar­

vore. Teremos assim formado dois

triangulos rectangulos a b c e A B C,
que são semelhantes por terem os an­

gulos respectivamente iguaes cada um

a cada um. Por isso, e por serem pro­
porcionaes os lados homologos dos

triangulos semelhantes, medindo os

comprimentos da vara, da sua som­

bra e da sombra da arvore, podemos
estabelecer a proporção entre esses

comprimentos e achar a quarta pro­
porcional, que é a altura pedida.

Exemplo. Sejam 3 metros o comprimento da vara a b acima do
terreno, 2 metros o comprimento b c da sua sombra e 8

í
- _.� metros o comprimento B C da sombra da arvore; tere­

�� mos então a seguinte proporção entre os lados homo­

I .:,\ logos dos triangulos semelhantes a A B C e a be,
\
\

\

Fig. 163

, d'onde
\
"

\
\
,

\

\
\

\

\
,

\
\

2 8
-=-

3 AB

3 X 8
AB=--= 12

2

A altura da arvore é portanto igual a

12 metros.

IV -Me­
dirumaaltu -

ra por meio
de duas va­

ras direitas.
-Obtem-se a

altura de um

objecto qual­
quer por meio
de duas varas

ou duas cannas

muito direitas,
da maneira se­

guinte:



GEOMETRIA PLANA 95
Crava-se verticalmente a uma distancia arbitraria do objecto a

medir, uma vara com tres a quatro metros de comprimento; em se­

guida no alinhamento do objecto e da vara, crava-se tambem vertical­
mente uma outra vara mais pequena e de fórma tal que, olhando pe­
las extremidades superiores das duas varas, se veja o ponto do obje­
cto cuja altura se pretende.

Como se vê distinctamente na jig. 165, teremos

t
assim formado dois triangulos semelhantes A C D e

a c D, que pretendemos resolver. Para isso, mede-se
I
a distancia b E entre as duas varas, a qual é igual a

t
c D, e a distancia E B da vara pequena ao edifício, a

tqual é igual a D C; fazendo a differença dos compri­
mentos das duas varas, acharemos a grandeza do lado

a c, do segundo triangulo.
-,

Feito isto, só nos resta calcular por proporção
! '''''', o lado A C do primeiro triangulo e juntar-lhe o

I "<, cornpnmento da vara pequena D E, Igual a

I "C B, para termos a altura A B procu-
" rada.

'" Exemplo. Seja Im,50 o com-

", primento da vara pequena, 3 me-
" tros o da vara maior, 2 me-
'" tros a distancia entre elias

. "'", e 14 metros a distan-
- I -e-

-R
cia do pé do

I ,

.

t "edificio á ,:ara
; r---'-- - --_.__.__ �D menor. A diffe-

,Il "

UE rença dos com-

f-. - - __._ -12."'-- _._ - ��",_J primentos das
i,..._ -

-',� -.--14-'"'-'._ --_._j duas varas, dá-
FIg. 165

nos logo o lado
a c do triangulo a c D igual a Jm,50. Podemos agora estabelecer entre

os lados homologos dos triangulos semelhantes AC D e a c D a seguinte
proporção:

T

l,50 A C
--=-

2 14
d'onde

J,50 X 14 21

A C= =-= 10,502 2

Juntando a A C a altura CB, igual á altura da vara mais pequena
E D, que sabemos ser Im,50, teremos para altura procurada

AB=A C+ CB= 10,50+ I,50=I2metros.



V -Achar a altura d'um objecto cujo pé é inacces­
sivel. - Se quizermos, por exemplo, achar a altura da arvore A B,
jig. 166 que está separada de nós por uma ribeira, procederemos do
seguinte modo:

Pelo processo do Problema I determinaremos a dis­
,'�:, taneia do ponto B ao ponto G; conhecida essa distancia,
�&"\, não teremos mais que applicar aqui o processo anterior

\�� ,

-,
....

,

das duas varas, para resolver o problema proposto.
('\If" "-

(j� '"
"

VI - Medir uma profundidade por meio

"", de d uas varas. - Querendo medir a pro-
<, fundidade d'um fosso, ou d'um poço, etc.,

"'" a maneira mais pratica é certamente

"" amarrar urna pedra a um cordel, lar-

'" gal-o até que a pedra toque
-, no terreno ou na agua e medir

"" depois o comprimento do cor-

"'....... del. Se porém não

��-=-=--=-----_,_ "" Il.__
di s_pozermos

�.
-

-�l'j:_� vo' senao de duas

__ ,_ � ,c, -, reguas, varas,

� :. ;::::;-==_�----r--. -=1 ��d����s�spr��

�_:_�: .

--.

::����o��;;
.lo -';'" tendemos me-

Fig. 166 dir a profundi-
dade d'um po­

ço, fig. 167, até ao lume d'agua; atravessemos na bocca do poço e

segundo o diametro, uma regua ou uma vara H G; em seguida, en­

costada a esta regua e ao longo da parede interna do poço, faça-se
escorregar uma outra regua A F, até que pela sua extremidade A
se veja o pento E diametralmente opposto na superficie da agua j
marque-se então um traço na intersecção C do raio visual A E com

a regua H G. Medindo agora os comprimentos A B, da regua acima
da borda do poço, B C da borda do poço ao raio visual e o diame­
tro B O do poço, teremos os elementos necessarios para calcular a

profundidade do mesmo.

Com effeito, teremos dois triangulos semelhantes A B C e A D E,
nos quaes os lados homologos AB, B C e A D, D E são proporcio­
naes, isto é

96 BIBLIOTHECA DE INSTRUCÇÁO PROFISSIONAL
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Sendo A B e B C quantidades
nhecida a quantidade D E que
é o diametro do poço, facil se tor­

na achar o valor da altura A D;
achado este valor, basta subtra­
hir-lhe o comprimento conhecido
A B para termos a profundidade
B D procurada.

Exemplo. Seja Im,20 o com­

primento A B da regua vertical
acima da borda do poço, om,40
a distancia B C da borda do poço
á intersecção do raio visual A E
com a regua horisontal e 2 me­

tros o diametro do poço. Tere­
mos então a seguinte proporção:

1,20 0,40
AD =-2-

da qual se tira

AD= 1,20 X 2
6

0,40

6 metros é portanto a dis­
tancia de A ao lume d' agua, ti­
rando a essa grandeza lm,20 que
é a distancia A B da borda do

poço á extremidade A da regua
vertical, teremos para profundi­
dade do poço

BD=AD-AB=6-
- 1,20 = 4,80.

conhecidas e sendo tambem co-

FIM DA GEOMETRIA PLANA
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