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NOTICIA BIOGRAPHICA S O B R E F. DA P O N T E HORTA 

O homem illustre cujo nome vem de ser mencionado e cuja 
perda a sciencia portugueza soííreu ha menos de um anno, repre-
sentou um dos principaes papeis entre os rnalhematicos do nosso 
paiz na segunda metade do século que vem de terminar. Este 
jornal, que elle illustrou com valiosos trabalhos, julga do seu dever 
dar aos seus leitores uma noticia da sua vida e da sua obra scien-
tifica, e é este dever que hoje cumpre, prestando assim a sua 
homenagem ás altas qualidades de talento e caracter do illustre 
extincto. 

Francisco da Ponte Horta nasceu em Faro em 6 de março de 
1818 e era filho do brigadeiro Francisco da Fonte Horta e de 
D. Julia IMaxima Horta . Resolvendo seguir, como seu pae, a 
carreira das armas, assentou praça como voluntário no regimento 
de Artilheria n.° 2 em 24 de dezembro de 1832, fazendo logo 
depois as campanhas de 1833 e 1834 no deposito de artilhei ia 
de Faro e no 3.° batalhão de Artilheria. Em outubro de 1835 
matriculou-se no 1.° anno da Academia de Marinha, e em ou-
tubro de 1836 no 2.° anno da mesma Academia, que concluiu 
na Escola Polytechnica. Continuou depois a frequentar esta ultima 
escola até 27 de junho de 1840 , data em que terminou o curso 
preparatório para a matricula no curso de Artilheria da Escola 
do Exercito. Era n'esta occasião 2 .° tenente de Artilheria, posto 
a que havia sido promovido em 7 de setembro de 1837 . Nos 
annos lectivos de 1840 a 1841 e de 1841 a 1842 frequentou o 
curso de Artilheria da Escola do Exercito, sendo depois promo-
vido a l .° tenenle d'esta arma em 7 de outubro de 1845 . Voltou 
depois ainda á Escola Polytechnica para estudar algumas cadeiras 
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que não faziam parte do curso preparatório de Artilheria, que 
anteriormente tinha concluído, fazendo exame de princípios de 
Metalurgia em junho de 18 5.3 e de Astronomia em junho de 
1849 . 

O seu curso tanto na Iiscola Polvtechnica como na Escola do 
Exercito foi muito distincto. São prova d'isso os prémios que 
recebeu nas cadeiras de Mecanica e Astronomia da primeira d'estas 
escolas e na cadeira de Resistencia de Alateriaes da outra. 

Munido de documentos tào honrosos e preferindo à vida agitada 
das armas o serviço socegado da sciencia e do ensino, concorreu 
a uma vaga de lente substituto da cadeira de Mecanica e Art i -
lheria da Escola naval, sendo despachado para este Iogar em 9 de 
janeiro de 1848, e mais tarde a uma vaga de lente substituto de 
Mathematicas da Escola Pohtechnica1 sendo despachado para 
esse Iogar em 12 de janeiro de 1852. Na primeira d'estas escolas 
foi promovido a lente proprietário de Astronomia e navegação 
em 18G8, e na segunda foi promovido a lente proprietário de 
Mechanica em 28 de janeiro de 1854. lira então capitão de 
Artilheria, posto a que havia sido promovido em 29 de abril 
de 1851. 

F. Horta conservou-se na regencia da sua cadeira da Escola 
naval até 1809 e na da Escola Polvtechnica até 17 de maio de 
1883, annos em que lhe foi concedida a respectiva jubilarão, sendo 
entretanto promovido a major em 23 de junho de 1867, a tenente 
coronel em 18 de dezembro de 1872, a coronel em 1 de feve-
reiro de 1878, e finalmente reformado no posto de general de 
divisão em 9 de maio de 1883. l)o modo levantado como exerceu 
a sua missão, do zelo e intelligencia com que regeu as suas ca-
deiras dão testemunho os que tiveram a felicidade de o ter como 
professor. 

F. Horta não foi só um professor excellente. Foi também um 
geometra distincto. Esta qualidade chamou para elIe a attenção 
da Academia Heal das Sciencias de Lisboa, que o elegeu socio 
effectivo em 6 de maio de 1858, sendo relator do respectivo 
parecer o dr . Thomaz (!'Aquino de Carvalho, e servindo de base 
ã candidatura um trabalho sobre uma curva a (pie deu o nome 
de quadrilolio balístico, depois publicado nos Annaes de Sciencias 
da mesma Academia. Os deveres d'este cargo honroso cumpriu-os 
elle com grande zelo e talento notável, como o provam as col-
lecçôes académicas, onde se encontram muitos trabalhos valiosos 
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sobre diversos pontos das sciencias mathematicas, que elle ahi 
publicou. D'estes trabalhos e dos que publicou Iora das collecções 
académicas vamos apresentar uni i lista, onde são enumerados, 
segundo a ordem, em que foram publicados, e acompanhados 
de uma indicação succinta do seu objecto: 

I.0 Quadriplio Iialisiiro (.1 unaes <le Sciencias, t. i. 1837). 
O a lictor dá o nome de quailri folio Imlistico á curva a que 

hoje se dá o nome de espiral sinusóide de quatro folhas, e estuda 
nVIV as suas propriedades. XVste trabalho merece especial a t e n -
ção a descoberta de uma relação entre esta curva e a curva 
notável a que hoje se dá o nome de astroide. 

2.° ParaIIehigraimno das farras (Annaes de Sciencias, t. i, 
1857) . 

Versa este artigo sobre a demonstração anahtica do theorema 
relativo á composição das forças concorrentes. 

.'L0 Formula symbolici do sr. Daniil (Annaes de Sciencias, 
t. i, 1837 . 

O auctor dá n este artigo uma demonstração de uma formula 
symbolica notável de que Daniel Augusto da Silva fez uso na sua 
memoria sobre as congruências binomias. 

•í.° Oulra formula sipnbolica (Annaes de Sciencias, t. í, 1837). 
XVste artigo aão demonstradas por meio de uma anaivse sym-

bolica as formulas conhecidas que dão a somma dos senos e a dos 
cosenos de uma serie de ângulos em progressão arithmetica. 

5.° Uma propriedade dos coeficientes do binomio (Annaes de 
Sciencias, t. n, 1858). 

XVste artigo demonstra F. Horta algumas relações conhecidas, 
pertencentes á theoria das dilferenças, e demonstra também o 
seguinte theorema geral que as contóm : 

Multiplicando os termos do desenvolvimento do binomio (I —1 m 

por Ii|, Iii —b\, Iii — 1b\, . . . Ii\ -Inbl, os termos da somma re-
sultante por Iiji, hi — 2b}, . . . Iî  — mbi, e assim successivamente, 
vem sempre zero, excepto no fim de m multiplicações, em que 
vem 1 . 2 . . . mb j Iii. . . bm. 

6.° Parecer da commissão que propõe o sr. Daniel Auqusto da 
Silva para o loqar de socio de mérito da /." classe (Annaes de 
Sciencias, t. n, 1858) . 

XVste parecer, muito bem feito, do qual foi relator I7. Horta, 
presta-se uma alta e justa homenagem aos méritos scientificos 
do geometra eminente a que é consagrado. 
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7.° Estudo synllielico sobre as serções cónicas (Memorias da 
Academia Real das Sciencias de Lisboa, nova serie, t. 111, parte 2 . \ 
1865) . 

Esta bella e importante memoria é a mais notável (los traba-
lhos de F. Horta Nei la applica o illustre geometra os methodos 
geometricos de Chasles ao estudo das propriedades das curvas 
que representam o logar gcometrico das intersecções dos raios 
homologos de dois feixes homographicos. Estas curvas coincidem 
com as cónicas, cuja theoria é assim estabelecida de um modo 
muito elegante. Notam-se n'este trabalho alguns theoremas novos 
de muito interesse e methodos elegantes para resolver alguns 
problemas importantes relativos ás curvas consideradas. 

8.° Nola sobre a possibilidade de assentar lima cónica dada 
sobre um cone egualmenle dado (Memorias da Academia Real das 
Sciencias de Lisboa, nova serie, t. iii, parte 2 a, 1865 . 

Dá-se n'esta memoria uma solução geometrica simples do pro-
blema que tem por fim, dado um cone de base circular, achar a 
secção plana d'este cone que 6 egual a uma cónica dada. 

9.° Nota sobre a egualdade das polygonos (Jornal de Sciencias 
mathematicas, physicas e naluraes, t. i, 1866). 

IO.0 Nota sobre alguns theoremas de Geometria [liem, ISS6). 
N'estes artigos são demonstrados alguns theoremas de Geo-

metria elementar e são resolvidos, por meio d'elles, alguns pro-
blemas interessantes. 

11.° Exercidos de Geometria analytica (Item, t. i, 1866J. 
12.° Nola sobre algumas proposições arithmelicas (Item, t. i, 

1866). 
N'este artigo são demonstradas algumas proposições relativas 

á reducção das fracções ordinarias a dizima. 
13.° Nota sobre uma proposição de Statica (Item, t. 11, 1870 '. 
N'este artigo dá F. Horta uma elegante demonstração analy-

tica da proposição seguinte, da qual Bresse dera anteriormente 
uma demonstração geometrica: 

No equilíbrio do frio Ilexivel e inextensivel a tensão varia na 
razão composta do raio osculador e componente normal das forças. 

14.° Nota sobre um problema de Geometria (liem, t. n, 
1870) . 

N'este artigo o auctor dá um meio de resolver o problema 
que tem por objecto deterrniuar qualquer diâmetro d uma hyper-
bole definida por suas asymptotas e pelo eixo real. 
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Io . 0 Nota sobre algumas proposições de Geometria (liem, t. 11, 
1870). 

N este trabalho interessante o uuctor deduz de uma fórmula 
de Cliasles um theorema conhecido da theoria das cordas s u p l e -
mentares da ellipse e meios para reconhecer se uma curva dada 
é uma cónica e, no caso de o ser, qual a sua especie. 

16.° Algumas propriedades das cónicas deduzidas da sua ge-
ração parallelogrammici (Item, tom. m, 1870). 

N'este artigo continua F. Horta a estudar a theoria das cónicas 
pelo methodo geometrico empregado na memoria intitulada — 
Estudo syntlietico das secções cónicas, anteriormente citada. 

17." Notasobre um problema de Cinematica (Item, t. v, 1874) . 
O movimento de uma figura plana no seu plano pôde ser pro-

duzido pelo rolamento de uma curva, ligada á figura, sobre uma 
curva fixa no espaço. F. Horta mostra como se pode determinar 
uma d'estas curvas quando 6 dada a outra e a trajectória de um 
ponto da figura movei. 

18.° Um subsidio á Cinemalica (/ em, t. v u , 1877). 
N e s t e artigo demonstra F. Horta algumas proposições de 

Geometria necessarias para explicar um mechanismo por meio 
do qual se faz a transmissão do movimento de rotação, n u m a 
razão constante de velocidades, entre dois eixos situados no mesmo 
plano. 

19.° Sobre a divisibilidade dos números (Jornal de sciencias 
mathematicas e astronómicas, t. i, 1877). 

Encerra este artigo demonstrações das regras de divisibilidade 
por 3, 7, 9, II e 13 fundadas na egualdade 

xm ±am . . 
= inteiro 

x ± a 

e alguns lheoremas relativos á divisibilidade dos números por 
estes factores. 

20 .° Sobre o movimento de um ponto actuado por uma força 
perpendicular ao raio vector (Item, t. i, 1871). 

O andor deduz as equações diíFerenciaes do movimento consi-
derado e integra-as. 
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21 .° Estudo sobre o prol/lema proptsln no n.° 10 [Item, t. i, 
1877 e t. ii, 1878). 

F. Horta estuda n'este artigo com todo o desenvolvimento, por 
meio de Geometria analytica, o problema proposto n'este jornal 
por Amorim Vianna, que consiste em determinar um circulo que 
corte dois circulos dados debaixo de ângulos dados. 

22 . ° Nota sobre um problema de Geometria (Jornal de seiencias 
mathenutlicas, physicas e naturaes, t. v . i i , 1881). 

N'este artigo é estudado o problema seguinte : Dadas três rectas 
em um plano, conduzir uma secante n uma direcção dada de modo 
que as partes interceptadas tenham uma razão dada. 

23 . ° Algumas propriedades das cónicas (Jornil de seiencias 
mathematieas e astronómicas, t. iv, 1882). 

Continuação do estudo das cónicas feito no artigo intitulado 
— Algumas propriedades das cónicas deduzidas da sua geração 
parallclogrammica, anteriormente mencionado. 

2 4 . ° Estudo elementar dos determinantes, seguida de uma parte 
complementar relativa principalmente aos determinantes funccio-
naes, Lisboa, 1889. 

2o . ° Nota sobre os determinantes (Jornal de seiencias mathe-
matieas, physicas e naturaes. 2." serie, t. li, 1890). 

Xos tomos ix (paginas 51) c x (p<'>g- 20) d'este jornal deu-se 
noticia dos dous trabalhos de F. IIorta que vimos de mencionar 
ultimamente. O primeiro 6 um livro cxcellente para o estudo da 
theoria dos determinantes, onde esta Ihcoria importante í-exposta 
com muita clareza, elegancia e bom mel bodo. O segundo trabalho 
encerra algumas notas a respeito do livro anterior, onde são con-
sideradas algumas questões de grande interesse relativas ãs alie-
raçôes que soffrem os determinantes por meio do movimento de 
rotação A roda do centro ou das diagonaes, e depois algumas 
especies de symetria dos determinantes. 

Os trabalhos de F. Horta sobre a Iheoria dos determinantes 
mereceram a npprovação do illustre professor inglez T. Muir t 

auctor de trabalhos importantes relativos a esta theoria. Foi-nos 
permittido ver cartas dirigidas pelo sábio anahsta inglez ao nosso 
illustre geometra a respeito d'esies trabalhos, N'uma d'es!as cartas 
T. Muir referindo-se a um theorema de F. Horta relativo ao 
desenvolvimento dos determinantes segundo os elementos da pri-
meira diagonal, publicado no segundo dos trabalhos referidos, 
diz que este theorema deve figurar em todos os livros de texto 



MATHEMATTCAS A ASTRONÓMICAS 9 

para o estudo dos determinantes e que elle o lia de mencionar 
no seu Trcalisc on lhe tlieorij of deter mi nanls, quando publicar 
uma nova edição d'esta obra. 

2(5.° Dois theoremas de Geometria elementar (Jornal de scien-
cias mathematicas e astronómicas, t. xi, 1892). 

IVeste trabalho 6 demonstrado o theorema seguinte: Se Ires 
circumferencias de circulo se interceptarem no mesmo ponto, e 
as suas três outras intersecções estiverem em linha recta, os 
centros d'estas circumferencias estarão n'outra circumferencia 
que passará pelo ponto commum das tres primeiras. 

Os trabalhos scientiílcos de F. Horta foram todos publicados 
por elle em idade já bastante avançada. Tinha 39 annos quando 
publicou o primeiro e 74- quando publicou o ultimo. Depois da 
publicação d'este ultimo, viveu ainda alguns annos, Fallcccndo 
finalmente em Lisboa no dia 24 de março de 1899 . 

Porto, outubro de 1899. 
GOMES TEIXEIRA. 

\ L 
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BlBLIO GB APHl A 

M. d'Oeagne: Trailé de Nomographie. Paris, Gautliier-Villars, 
1899. 

Depois do IraIinlho de invenção não ha trabalho mais útil que 
possa lazer um homem de sciencia, do que coordenar e expòr 
didarticnmente os assumptos a que se referem as suas descober-
tas. E o que vem de fazer o sr. M. d'Ocngne para o ramo de 
sciencias mathematicas que traia dos abacos (no qual chamou 
Nomographia) de que elle 6 um dos principaes fundadores e a 
respeito do qual tem publicado importantes indngações em varias 
publicações periódicas e ainda em um volume especial, intitulado 
— Lescalculs usuels e/feclués an mmjni des abaques (Paris, 1891), 
que contém os seus primeiros ensaios sobre este assumpto. Os 
leitores de s t e jornal conhecem de certo estes trabalhos que têm 
aqui sido analysados ou pelo menos indicados. 

Graças a estes trabalhos e aos trabalhos d'outros auctores que 
se occuparam d'esle assumpto, a Nomographia tomou rapidamente 
um grande desenvolvimento, e utilisada pelos engenheiros, que 
lhe reconheceram a grande utilidade na practica da sua arte, 
vulgnrisou-se também em breve tempo. N'estas circumstancias 
tornava-se necessário um livro didáctico que contivesse tudo o que 
existe de essencial n'esta theoria, e, para o fazer, ninguém estava 
em melhores condições do que o sr. M. d'Ocagne. Este livro vem 
felizmente de apparecer, e o seu titulo é o que vem indicado no 
principio d'esia noticia. 

Na redacção da sua bella obra o auctor teve cm vista um du-
plo fim: apresentar aos engenheiros uma obra útil, oITerecer aos 
mathematicos um trabalho interessante. Conseguiu este duplo fim. 
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Os primeiros encontrarão nos primeiros capítulos tudo o que ne-
cessitam saber para usar d 'este meio precioso de fazer os cálculos 
a que o exercicio da sua profissão os obr iga ; os segundos estu-
darão com vivo interesse o ultimo capitulo, onde é considerado 
o problema geral da representação plana das equações com um 
numero qualquer de variaveis. 

As doutrinas consideradas pelo sr. d 'Ocagne estão distribuídas 
por seis capítulos segundo a ordem que consiste em passar de 
casos mais simples para casos cada vez mais complicados. Com 
esta disposição dos assumptos procurou o auctor ser util aos 
teclmicos. O capitulo l . ° ó consagrado á theoria da representação 
das equações de duas variaveis e aos diversos ábacos d'estas equa-
ções. O capitulo 2.° é consagrado ao estudo da representação das 
equações de tres variaveis pelo melhodo dos crusamentos. Encon-
t ram-se n'estes capítulos os resultados de Lalanne sobre o prin-
cipio da anamarphose. O capitulo 3 .° é consagrado ainda á repre-
sentação das equações de tres variaveis, sendo n'elle considerado 
o methodo inventado pelo sr. d 'Ocagne, a que elle chamou pri-
meiramente melhodo dos pontos isoplelhos e actualmente melhodo 
dos pontos alinhados. Xo capitulo í." são considerados os svste-
mas de duas equações e são applicados os resultados achados ao 
calculo dos aterros e desaterros. No capitulo 3.° são consideradas 
equações de mais de tres variaveis. Em todos estes cinco capí-
tulos encontram-se muitas e importantes applicações das doutrinas 
expostas a varias questões techn cas. 

Todos os methodos de representação das equações por meio 
de abacos descobertos pelos que se occuparain d'csta doutrina 
antes do sr. d 'Ocagne e também os que descobriu este illustre 
geometra estão subordinados a uma theoria única. Esta theoria 
que foi descoberta pelo proprio auctor do livro que estamos consi-
derando, é exposta com toda a generalidade no lxdlo e interes-
santíssimo capitulo (capitulo 6 . q u e Cecha, com chave de ouro, 
a obra notável a que nos estamos referindo. 

Ernest Lebon : Histoire abrégée de /' Astronomie. Paris, Gaulhier-
Villars, IS99. 

Não ha ramo algum da historia das sciencias que interesse a 
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maior numero de pessoas do que o que se refere à Astronomia. 
(Jue pôde, com elleito, Iiaver de mais attraliente do que a nar-
ração dos esforços que tantos homens de génio fizeram, desde a 
antiguidade até aos nossos tempos, para descobrir os segredos do 
Universo? A historia da Astronomia é todavia vasta e era porisso 
desejável um livro onde aquelles que não podem dispor de tempo 
para a leitura de trabalhos extensos possam tomar conhecimento 
do que n'ella ha de mais essencial. A este fim satisfaz plenamente 
o evcellente livro que vem de publicar o sr. E. Lebon, o qual 
encerra uma exposição das grandes descobertas e dos trabalhos 
importantes da Astronomia acompanhada de curtas biographias 
dos principaes astronomos. 

O auc to rd iv i l e a historia da Astronomia em Ires períodos. 
O período antigo, que vae até ao meio do século x v i ; o periodo 
moderno, que vae até ao meio do século \ i x ; o periodo contem-
porâneo que comprehende a segunda me 'ade d'este século. 

A parte do livro relativa ao periodo antigo é dividida em dois 
capítulos, um consagrado As primeiras observações dos Chaldeos, 
Phenicios e (1 regos, o segundo consagrado á historia do syslema 
de Plolomeo. 

A parte do livro relativa ao periodo moderno é dividida cm 
nove capítulos com asepigraphes seguintes: 1 Svstema de Copér-
nico. 11. Svstema dos torhilliões. Ill Lei da attracção universal. 
IV Figura da Terra . Y Problema dos Ires corpos. YI Mecanica 
celeste. YlI Aperfeiçoamento da Astronomia physica. YIII Gco-
desia. IX Meteorologia. 

Encontram-se n'esta parte do livro as biographias de Copérnico, 
Thyco-Hrahe, Kepler, Galileu, iíuygens, Newton, Hradley, La-
grange, Laplace, Gauss, W. llerschel, Bessel1 Arago, etc. 

A parte da obra do sr. Lebon consagrada ao periodo contem-
porâneo está dividida em dez capítulos, onde são considerados os 
assumptos: I Progressos dos methodos da Mecanica celeste. 
II Progressos da Astronomia estellar. IlI Experiências, observa-
ções e hvpotheses. IY Analyse espectral em Astronomia, V Geo-
desia. Yl Meteorologia. N II A photographia em Astronomia. 
Ylll Descobertas de pequenos planetas e sateliles. Siderostatõ 
de oculo. X Mecanica celeste no fim do século x ix . 

Encerra esta parte do livro as biographias de Cauchy, Delau-
nay, Leverr ier1Argelander, W. Struve, Perrier, Gould, Monchez, 
Tisserand, Gylden, etc. 
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Terminaremos esta noticia aconselhando vivamente a leitura 
d'este bello livro a toda a pessoa culta que desejar conhecer o 
que lia demais imporbn te na historia da Astronomia. Accrescen-
taremos ainda que elle 6 adornado com retratos de Copérnico, 
Kepler, Galileu, Newton, Laplace, NV. Herschel, Arago, Janssen, 
Perrier , M. Loevy, S. Neweomh, S. Kovalewsky, Tisserand l 

Poincaré e Fave. 

E. Duporcq: Prcmicrs príncipes de Géomelrie moderne. Paris, 
GauthLr-ViIlars, 1899. 

O pequeno livro, cujo titulo vem de ser escripto, não encerra 
um tratado de Geometria moderna, mas sim uma exposição, feita 
com muita clareza e precisão, de que 6 fundamental e mais essen-
cial nesta Geometria, para uso dos que a querem estudar pela pri-
meira vez. Esta exposição é acompanhada de applicações muito 
bem escolhidas, próprias a habilitar os alumnos a applicar os 
methodos fecundos que são estudados no livro. 

O livro está dividido em seis capítulos. No primeiro capitulo 
occupa-se o aiiclor do uso dos imaginarios em Geometria e dá 
as primeiras noções sobre as transformações. No capitulo segundo 
são estudadas as divisões e os feixes homographicos e faz-se appli-
cações d'elles á geração das cónicas e das superfícies de segunda 
ordem. O capitulo terceiro 6 consagrado ás transformações liomo-
graphicas e correlativas. No capitulo quarto são estudadas pelos 
methodos da Geometria moderna as principaes propriedades das 
cónicas. No capitulo quinto são estudadas pelos mesmos methodos 
as propriedades das quadricas. Finalmenle no capitulo sexto encon-
tram-se applicações das transformações liumographicas, um estudo 
geometrico da inversão, o estudo das transformações quadraticas 
planas e algumas indicações rapidas sobre as transformações de 
contacto de S. Lie. 

Com a publicação d'este livro de leitura fácil e agradavel, pres-
tou o sr. ])uporcq um bom serviço aos que quizerem estudar os 
methodos com que Poncelet e Chasrles enriqueceram a Geometria, 
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Henri Pinel: Mémoire sur une nouvelle méthode pour la résolu-
tion das équalions numeriques. Paris, Nony et C.'e, 1899. 

N'esla memoria interessante o auctor apresenta um methodo 
para calcular as raizes inteiras das equações algébricas, que obriga 
a menos tentativas do que o methodo clássico que se emprega 
para este fim. É acompanhada por um appendice onde o sr. E. 
Krauss dá a indicação de todas as operações que é necessário 
fazer para resolver uma equação numérica dada pelo methodo dado 
na memoria do sr. Pinel. 

G. Pirondini: Proiezione slereografica e sua applicazione alio 
studio di alcune lince sferiehe (Periodico di Matcmalica, 1899). 

Sur Ia spirale Iogarilhmique (Mal Iiesi s, 1899). 

G. Pesci: Application de la Nomographie au jaugeage des tonneaux 
(Le Génie civil, 1899). 

G. Vivanti: Sulle funzioni iranscendenli inlere (liend. dei R. 
Islitulo Lombardo, 1899). 

Sul conceito di derivata nclla teoria elemenlare delle funzioni 
analiliche (Rend. dei Circolo malematico di Palermo, 1899). 

Rellazzi: Sulla defniizione dei numero (Periodico di Malemalica, 
1899). 
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G. Loria : Aperçu sur Ie développement Iiistorique de la lliéorie des 
courbes planes ( VerhandIungen der erslen internalionalen Mathe-
maliker Kongresses, 1898). 

G. Vailati: Le speculazioni <li Giovani Benedetti sur moto dei 
gravi (Remi. delia li. Accadeniia di Torino, 1897-1898). 

M. Lerch : Sur quelques propriétés d une transcendanle uniforme 
(Comptes rendas du quatrieme Congrès seientifique des calholi-
ques tenu à Fribourg, 1898). 

Dieintegratoren, Systeme R. Riilf (Der Mechaniken. Rerlin, 1898). 

Eugene et François Cosserat: Sur Ies équalions de Ia théorie de 
lélasticité (Comptes rendus de l'Aeadémie de Paris, 1898). 

Sur Ies fonctions potentielles de la théorie dé lélasticité. (Ibi-
dem). 

Sur la déformalion infinimenl pelile d'un ellipsoide élaslique. 
(Ibidem). 

J. Duran Loriga: Sur les triples de cercles associes (Malhesis, 
1898). 
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R. Guimarães: Cnlculudo volume de um segmento espherieo inde-
pendentemente do conhecimento do volume dos corpos esphcricos 
(Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa, 1898). 

Sobre uns problemas de 'Lopographia (Recista de Obras pu-
blicas, 1899). 

G. T. 

BiiIidKt Gsral d* Uwwlutii 

M |962 
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DE L ACTION D U N E F O R C E A C C É L É R A T R I C E 
SUR LA P R 0 P A G A T I 0 N DU SON 

PAR 

OTTO D 'ALENCAR SILVA 

(à Rio do Jane iro ) 

On nous adressa, il y a quelque deux ans, une queslion que 
iious pouvons résumer ainsi: 

1.° La vitesse du son, dans un milieu indéfini, souffre-t-elle 
quelque modification, si I on tient eompte des forces accélératrices 
de la pesanteur? 

2.° Et cetle inlluence pourra-t-elle se révéler dans la formule 
usuelle ? 

3.° Si elle existe, en quoi consiste cette modification? 

A la deuxième partie, nous répondimes qu'il était incohérent 
de prétendre trouver cette inlluence dans une formule, dont la dé-
duction suppose Ie milieu impondérable. 

Mais, en restituant au gaz son poids propre, devrait-on modi-
fier l'équation connue de Laplace, comme on Ie fit pour celle de 
Newton, qui ne supposait pas Ia distension adiabatique des Ilui-
des? Nous ne pumes pas la dire. La réponse dépendait, en efíet, 
d une équation aux derivées partielles, bien plus complexe que 
celles de Ia chaleur, bien plus compliquôe môme que Ies équations 
liabituelles du son. Et cela depassait Iout ce que nous savions de 
ces eas dilíiciles. Conséquence de Ia fonction des forces exté-
rieurs, de nouveaux termes s'introduisent dans 1'équation; elle 
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perd ainsi ce caractòre de simplicilé qui permit à Kirchlioff 
d 'énoncer son beau théorème. 

Voilà pourquoi Ies Ionctions plus quharmoniques, définies par 
1'équation de Poisson l quoique bien étudiées, ne nous furent d'au-
cun secours, dans Ie cas que nous allons traiter. 

l íeureusement , de plus récentes Ieetures nous éclaircirent: et 
ce fut presque par hasard, avouons-le, que nous a r rhâmes à Ia 
solution de cet admirable problème de philosophie naturelle. 

Ce qui nous semblait plein de sérieuses difficultés d'analyse, 
nons apparut simple, dans Ies Iravaux de Gomes de Souza: Ies 
obstacles cedèrent, sous Ia main puissanle du maitre. Les «Mé-
langes de Calcul Integral», si injustement oubliés, et dont Ie 
renom est celui d'épouvantables hiéroglyphes, sont cependant l'in-
destructible attestation de Ia profundeur des vues de notre illustre 
compatriote. 

Ce livre, et tout spécialement Ie mémoire sur Ie son, fut la 
source oú nous allàmes pouiser 1'essence de notre travail. 

Avant d'entrer en matière, faisons cependant au lecteur une 
utile observation : il ne trouvera pas ici une dissertation sur I Ana-
lyse, avec cet examen rigoureux, auquel Font habitué Ies livres 
de Cauchy, Abel et, dernièrement, Ies oevres de M. Poincaré ; 
il n'y trouvera nullement une dissertation «à la moderne». 31 ais 
ce manque apparent de rigueur n'aura point de fàcheuses consé-
quences. Ce qui est vraiment utile — et c'est là la pensée de 
Gomes de Souza — ne dépend point de la détermination des fon-
ctions inconnues sous Ies signes dintégration. Sou théorème nous 
épargne d autres delails. 

Cela posé, soient <p Ie potentiel des vitesses et V Ia fonction 
des forces extérieures. Dans Ies cas ordinaires, on néglige Ies 
puissances supérieures des dérivées de <p, et Ies termes qui dé-
dependent de V. La première hypothèse suppose la vitesse des 
molecules très-peti tes,— ce qui parfois est faux; — Ia deuxième, 
que Ie milieu est impondérable. 

On trouve alors, avec Ia correction de Laplace, 

(O 
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OU 

S i ? 2 . 

A étant Ie paramòtre de Lamé et a Ia constante i / —, ou w, 
V pcI 

p, c, ci sont la pression, Ia densité et Ies clialeurs spécifiques du 
Saz-

Les conditions initiales doivent donner, comme I on sait, Ies 
vitesses composantes des molecules et Ia condensation pour 1 = 0: 
on aura donc 

<p = 4)(íc, y, z), 

(2) ^ = y,z), 

pour t = 0. 
Disons rapidement comment on intôgre 1'équation (1). 
Écrivons 

? = ?' + <(.", 

9' et 9" étant deux solutions de 1'équation (I) . 
Supposons que pour 9' Ies condilions initiales soient 9 = 0 et 

rí?' 
—-— = W (x, y, z), et que pour 9'' ces conditions soient 

9'' = <J>(.r, y, 2),—^— = 0; 9 satisfera aux équations (2) et à 
l'équation (1). 

Or, il est facile de vérifier, qu on aura une solution de 1'équa-
tion (1) avec Ia première condition initiale de 9, en écrivant 

(' F C E . , , O 
(3' ^ J J J J J J ^ ¾ * 9 + " ^ 4 

+ w [z - D] sin [a Vil* + r2 + w 2 . Odl dr, < du dv Jw. 
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Les inlégrations sont étendues à íout 1'espace. 
Posons 

i = x + r\ s i n Qj C O S ? J , 

'1 = 2/ + H sin Ô, s inç j , 

£ =z + r\ cos6j , 

u = r 2 s in ( i 2 cos ? 2 , 

v = r 2 sin Õ2 sin 0¾, 

w = r 2 c o s 8 2 . 

On suppose implicitement que ; —w, tj —y, £ — z, u, v, 10 
sont Ies coordonnées cartésiennes des points m et m'. On peut 
encore disposer des systèmes sphériques rj Oj 91 , r2 Ô2 <?2, de 
manière que 

r j r 2 cos S2 = u (; — ÍE) + v (¾ — y) + ic (Ç — z). 

J) 'un autre coté, on a 

du dv d\o — r 2 sin O2 dr 2 dÔ2 </?» 

2 
d£ án d£ = r sin 0j d f | dôj d? j . 
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L ' intégrale devient 

/

J-I=OO /»>>=00 /»<?,= 2- /»02=2JT f>H=T. ^ t = T . 

/ / / / / í" i=0y >y=0V ? , = 0 J ? 2 =0 J 9 l = 0 7 8 2 = 0 

2 

F . c o s ( r i r-2 cos S2) • sin (ar8í) r sin Ijl dr\ (Zf)1 r2 s i r i ( Z r 2 (ZO2 (Zcp2 

/ » r , = oo / V i = oo /»6i=- /*çi=2* = ^ i t / I I I Frisin(rir2)sin(ar2<)dri J V1=OJ Vi=Oj 6i=0/ Iji1=O 

dr 2 sinOj í/Ô! á?t 

/»>-,= *> / V 2 = oc /»«,=- / »9 ,=2 -
= 2Tt / / / / F r j [cos r (rj — aí) — 

i / r , = 0 c / r , = 0 J 6 1=0 i / ? 1 = 0 

— cos r 2 (ri + aí)] sin Oi (ZO1 (Zoj (Zr1 (Zr2. 

Faisons 

F (rj) = - j - T (as+ ri SinO1 cos y + n sin O1 sincpi, s + ri cos O1). 

1F, on Ie voit, doit être nulle pour Ies valeurs négatives quel-
conques de r j . 

L'intégrale précédente peut être mise sous la forme 

/*- /»2- /»r2=oc /»: 
(5) 9 = 2 * / / sinô|(Zô, d ? , / / 

J 0 t/ 0 J r 2 =0 «./ I 

r,=ao 

r2=U i/ r , = —oo 

1F [cos r 2 (ri — aí) — cos r2 (ri + a í ) ] (Zri (Zr2. 
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On transformera encore cette expression, en intégrant par 
rapport à r\ et , à l'aide de la formule de Fourier (*). 

On aura donc 

i r r-T-
(6) 9 = — I I yFflX + a(s\n O1 cos ç j , y + al sin Oj sin ? t , 

4 V o J o 

z + a/cosQi) sin Q1 ldy\ í /O j . 

Cette expression s'annulle pour < = 0, et sa derivée est, pour 
Ia même valeur, 

/

r. /-»2-

/ W (ix, y, z) sin O1 (/<?, Jf j l = T (oc, y, z). . Q J 0 

çp est donc capable de satisfaire aux conditions de ç'. 
Par un calcul analogue, on trouvera 

1 5 r ^ 
<p" = —— - T - I I $ (a; + a í sin cosçpi, y + a< sin 8) sin ç t . 

4 * c / O j 0 

z + al cos Õi) sin õi dOi-

Pour ( = 0, cette expression se réduit à 

$(a?, y, z), 

et sa dérivée est nulle pour la même valeur de í. 

(*) Voir Fourier, Théorie de la chaleur, pag. 408; Mathieu, Physique 
Mathématique, pag. 8o. 
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La solution complète, donnée par Poisson, será 

~ Í f tW(x-
4 V 0 J o 

(7) 9 = I I t ~qr ( x -f at sin 8 cos 9, y + at sin 9 sin 9, 

z + at cos 'í) sin & do d f j -f 

1 a rlT- r 
I I <<I>'íc-f-a<sinôcos9,t/+a<sin0sin(p, 

4* V 0 J 0 

z 4- at cos 0) sin 0 d9 db. 

Snpposons que Fagitation, à Tinstnut initial, existe seulement 
dans Ia spbère de rayon três petit e, a j an t Ie cenlre à 1'origine 
des coordonnóes. 

Pour Ies points satisfaisant à la relation 

X* + y* + Z*> 82, 

on aura, à cette époque, 

Wfa Vi z)=0. 

Il est facile de montrer qu'à la fin du temps t, il n'y aura de 
mouvement que dans une couche d'épaisseur e, située sur la su r -
face de la sphère de rayon at. 
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En effêt, si l'on écnt 

x + al sin 0 cos cp ^ 6 cos 

y + al sin 0 sin <p ^ a cos p., 

z + al cos e cos v , 

Ies fonctions, qui se trouvent sons Ies signes d'intégration, serout 
constamment nulles pour toutes Ies valeurs de x, y, z qui ne 
satisfont pas aux relations précedentes. Le mouvement n'existera 
pas aux points ou l'on aura 

(x 4- al sin d cos cp)2 + [y + al sin 0 sin ? ) 2 + (z + al cos o ) 2 > e2 

Si donc on décrit une sphère de rayon al et de centre à 1'ori-
gine, Ie mouvement n'existera qu'aux points situées à une dis-
tance inférieure à e de la surface de cette sphòre. Une telle 
surface est celle de 1'onde sonore. 

D'un autre coté, e étant três petit, on a 

Le son se propage avec une vitesse constante égale à a. C'est 
un résultat connu. 

(8) r2 = a.s + J / í + . 5 = a 2 1 \ 

Supposons inointenant que Ies molecules soient sollicitées par 
des forces dérivées d'un potentiel, et tel est Ie cas de la nature. 
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Nous aurons, pour définir la condensation 

(9) « V - U - g . 

Mais 1'équation de continuité des íluides nous donne 

òt Ox oy õz 

o u p = p 0 ( l + y ) . 
Gomme nous 1'avons dit plus haut, Ies forces extérieures déri-

vent d'une fonction de forces 

U = / X d a ; - | - Ydt / + Z dz. 

On verra facilement qu'en négligeant toujours Ies carrés des 
composantes de la vitesse, Ie mouvement sera réprésenté par 

W ^ 2 a A ? + i x . & + ^ . ^ + & . & ( ) , 

équation plus complexe que celle qui suppose Ie milieu impon-
dérable. 

(*) Pour plus de détails, voir la Mécanique analytique de Lagrange, 
tome II, pag. 330. 
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Admettons d'abord Ie cas três simple, ou 

a u a u a u 
-y- = 0, = O, — = y, 
Ox Ot/ OZ 

comme Ie fait Gomes de Souza, à la page 2 5 8 de son Recueil. 
L/équation (10) devient 

( 1 1 ) - ^ = a2Açp + « — v ' w az 

Celie est, dit 1'auteur, Texpression anah tique du mouvement 
vibratoire, dans l'hypothèse de la gravite constante et égale à y. 

Il y a ici, ce nous semble, une e r r e u r : non seulement on ne 
peut pas admettre la constance de la gravité, dans ce sens ; mais 
il est encore impossible de Irouver une fonction de forces qui 
satisfasse aux conditions 

Sx ' õy ' Sz ^ 

La marche même suivie par Tauteur pour transformer Téqua-
tion (11) ne nous paraít pas admissible. Ecrivons en effet 

a2? a? 
* = A « AÇ + Y - R -

51* oz 

Cette équation, dit Gomes de Souza, est une transformée de la 
suivante 

a2? _L = O2Ao + il2?, 
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ou l'on doit faire 

2 a 

et ? = 2 a ' f 

Cela est faux, parce que l'on trouve facilement, en efFectuant 
Ies calculs, 

Al1 „2 „4 J K i J s j y 

Supposons cependant qu'il y ait là des fautes typographiques 
— quoique M.r Edourd Lucas en ait revu Ies calculs — et 1'accord 
sera possible. 

En effet, imaginons Ia gravité constante et ógale á g, l 'axe 
des z vertical et dirigó du zenith au nadir positivement; négli-
geons, d'un autre çoté, !'inlluence de la chaleur. On aura alors, 
dans cette hypothèse 

( 1 , bis) 

Considérons maintenant 1'équation 

(«) ^ a ' A ^ + 6 Y 

et faisons 

, 2a2 
y == e <p. 
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On en deduira 

gz 
d2+ lã» <58? = e 
dfl ~ 9fl* 

gz 
^ f j ta» = e 
òx* Sxi ' 

gz 

•• e 
Sy i dy* ' 

OH + 
a 2 " Sz 4a 4 

En faisant Ies substitutions dans 1'équation (o), on aura 

identique à celle que nous avons proposée. 
Soit 11'intégrale de (a). On en dóduira la solution de (11 bis', 

à savoir: 

SL 
J a i T > = e .1. 

Le problème se reduira donc à trouver l'intégrale de (a). Cest 
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sur ce point que nous reviendrons plus tard, avec des dévelop-
pements plus intimement liés à 1'objet de ce travail. 

Considerons, en second lieu, Ie cas d'une force inversement 
proportionnelle à 1'ordonnée verticale. 

Nous aurons alors 

(12) 
a«? a? 

Cette équation est un cas particulier de la suivante (*). 

Nous allons Tintégrer parla méthode de la page 128 de 1'oeu-
vre citée. 

Posons, avec 1'auteur, 

( 1 4 ) 9 = eamt+nx+py J ; 

m,n,p sont des constantes e J une fonction de 2 seulement. 

(*) Voir Gomes de Souza Mélanges de Calcul Integral, page 98. 
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On aura 

ot 
? - o * i n * É n , B Í + w * + W . J , 

A? = 
di] 

Jípt + n*) + -^ .amt+nx+py 

dz ' dz' 

L'équation deviendra 

a 2 m2 J = a 2 J ( / j 2 + n2) + 
ds 2 • * f ; i . z dz z1 

OU 

, , o J d 2 J a tfJ (15) í ' — + — z — + 
(/s2 o2 dz T + '/ ;S + —»W2)22 J = O, 

ou, en faisant, pour simplifier, 

p i f n 2 — m 2 = — ft2, 

Cette équation est de celles qu'on intègre par fonctions cylin-
driques. 
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Posons 

(17) J = zXu 

et faisons, dans Ia t ransformée, 

( 18 ) 5 ( 3 - 1 ) + - ^ 5 + 

L'équation deviendra 

(16 bis) « , . o . 
(Izt z az 

ou l on a 

2 k = 25 + 

On integre immódiatemcnt IVquation ' 16 bis), sans recourir , 
comme 1'auteur, à la méthode de Laplace. 

Son intégrale est la solution connue de 1'équation de Bessel 

CL I " c o s ( z / i c o s 0 V X - 1} S i u 2 f c - 1 OdO + 

J l 

+ C 2 Z 1 - 2 ' 0 I "cos (zh cos O V''— 1) s i n - 2 f c + ' QdO. 
O 

Pour ne point l imiter Ies valeurs positives de 21c, prenons la 
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première integrale, c 'est-à-dire la solution particulière 

M = Cj I cos (zh cos O / — 1) S i i r i ' - 1 OdO, 
J o ' 

ou bien, ce qui est la môme cliose, 

(19) u = C I "ez,lC0á\ sin2í-lOdO, 
J O 

expression qui coincide, à pari Ies notations, avec Ia formule 2 1 6 
de la page 129 du Recueil. 

Nous avons donc, pour la solution de 1'équation (13) , 

9 =G e a m í + 1 l x + P y J "z* C z h c o s 6 S in 2 f c - 1 OdO 

et , en remarquant que 

m = ± vV-* + p"- + Iii, 

9 = C e>w+Py I "z* ez/lC0s 6 sin27-—1 bd'J e±^«HPHT* 
J O 

On aura encore une autre solution de Ia mCme équation, en 
écrivant 

(20) ? = C e^+PVz^J "ezhcos 9 S in 2 7 c " 1 OdO 

e—at\/n'--\-p*+Íií _ g-ffl^wHpH^j 

' I' 
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Quant aux quantités^(s) pour Ies valeurs impaires s = 3 , 5 , 7 , etc., 
ou ne sait rieu sur Ieur nature arithmétique, qui semble être fort 
compliquée; on s'est borné à établir des séries à convergence 
plus rapide qui permellent Ies calruler , objet bieu secondaire 
puisque on parvient au mème but à 1'aide du développement se-
niieonvergent. Nous resterons cependant dans ce problème, dont 
nous avons donné nutre Ibis une solution à I aide d une catégorie 
des séries, présentant beaucoup d'analogie avec certains clévelop-
pements de Ia théorie des fonctions elliptiques : 

ou <?'&_1 (») represente la somme des puissances d'ordre 2s—1 
de tous Ies diviseurs impairs de I entier n; Ia quantité £(.<), pour 
s impair, s'exprime sous forme Iinie à 1'aide des quantités <J>/;, Ia 
complication de Tcxpression augmentant d ailleurs avec Ia valeur 
de s. 

Cette fois nous allons considérer Ies entiers de la forme 4/c — 1, 
pour lesquels nous allons donner une solution beaucoup plus sim-
ple et tròs élémentaire dans son exposition. En partant de l i den -

prenons X =—— en divisant en mème tem])s par nous 
aurons n 

tité 

1 + a ^ - l 

~i + x 

Qni + Ht) mik--5- + (m* -I- n 2 ) n u ~ 2 _ 

Les séries à double entrée qu'on obtient en prenant la somme 
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pour m,n = 1 , 2 , 3, í , . . . sont éudemment convergentes et 
I*on aura 

+ y . » t « - 2 ( m 4 + n 2 ) — 1 N i ' ' - 2 ( m 2 + n 2 «j 
m, » ' m, n 

ik-l oo 1 
= S M ^ 1 S - 2 n - * 

V = 1 II = I Ml: 
H-' — • J n i i i - 2 " 

Les deux séries au premier membre sont identiques, et Ies (ermes 
dn second membre sont Ies produils de deux valcurs £(2v) et 
'(,(4/f — 2v) et sont ógaux deux à deux, sauf Ie terme moyen v = k. 
On aura donc léqualion 

(¾ V 
| A - I 

m'k~- (/ih + íi-) —1 v ; ^v ^v 
v 1 

dont nous allons simplifier Ie premier membre. On a en efíet 

OC 

s-
11=1 

-Oi + n-

2 * 1 
+ 

et si L'on pose TI = m, on aura en divisant par ' et prenant 
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la somme, 

2 S S M « _ S ( M S + N « ) = 2 L T
 mík-l 

W | ^ 1 

m—1 m=l 

Au moyen de cette équation la formule (3} devient 

+ 2 ( - 1 ) ' - 1 ^ ) ^ - 2 * ) 
V = I 

OO 1 1 
— —I m 'ík—l e2m)t _ 1 

m=l 

résultat qui daprès (2) peut s'écrire comme il suit 

( 2 * ) " - 1 

m=l 

W 

B 2 f c + ( - I y f c " 1 ( ^ V 2 W/c/ fc 

,=1 V2v/ J 

OO 1 1 
~~ " - j Wi i f c - 1 e-""1 — í' 

»i=l 
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A 1'aide de cette formule Ie calcul numórique de la quantité 
^ (4/c — 1) est réduit à Ia sommation d 'une série à convergence 
rapide dont Ies coefiicients sont Ies inverses des quantités e2*—1, 
e1*— 1, eGir—1 et se calculent une fois pour toutes. 

Si pour la pratique cette formule presente quelque avantage, 
son importance théorique me semble apparaltre plutôt dans la 
forme suivante 

WS C0thyp (2mw) 
m=l V ' 

= B2fc + ( - 1 ) * - * i - Q B9; + 2 ( - I r 1 Q B , BB2fc-V 

exprimant que Ie premier membre est un nombre rationnel dont 
il est aisé d'obtenir Ie denominateur a priori. 



7 0 JORNAI. DK SCIENCIAS 

SUR Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S D E T R O I S C E R C L E S 
C O N C E N T R f Q U E S Â U N E E L U P S E 

PAR 

JORGE F. D 'AVILLEZ 

Yicomte de Reguengo 

Dans son mémoire «Sur Ies courbcs parallèles à 1'ellipse» (*), 
M. Gomes Teixeira donne (p. 19), Ie theorème suivant: 

«Si un point (x, y) parcourt une circonférence concentrique avec 

une ellipse, la somme des carrés des distances du point (— x, 
1 \ ( V 2 
— y J aux pieds des normales à l ellipse tirées par Ie point (x, y) 

reste constante». On a dans ce cas 

2 ^ , = ^ + ^ + 2 (a2 + 62). 

Nous allons considérer trois cas particuliers: 
Supposons d'abord que Ie cerc'e soit Ie cercle orthoptique 

(#) Mémoires de 1 'Académie ItoyaIe de Belgi i jue j t. LVIII, 1898. 
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(cercle de Monge); on a alors 

S d 2 = 3 (a2 + 6«). 

Si Ie cercle est Ie premier ou Ie second cercle de Chasles, ou 
trouve respectivement 

2A2 = 3 ( a 2 + 62) + 2 a ò 

= 3 (a 8 + ò2) — 2 ab. 

On a alors Ies égalités suivantes: 

2 A 2 - ^ 2 = 4 a ò (1) 

2á2-Sdi = 2ab (2) 

2 « 2 - 2 d 2 = 2 a & (3) 

2 A 4 + 2 ) 2 = 2 2d 2 . (4) 

Les trois premières égalités donnent Ies théorèmes suivants: 
«•Si un point (V, y') parcourl Ie premier cercle de Chasles, et 

un point (x' ' , y") silué sur Ic même rayon, parcourt Ie second cer-
/ 1 ele de Chasles, la somme des carrés des distances du point í — x ' , 

l \ , , . v 2 

— y'1 aux pieds des normales à Vellipse tirées par Ie point 

(x', y'), diminuée de la somme des carrés des distances du point 
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/ 1 , 1 \ 
í — x", — )''J aux pieds des normales à 1'ellipse tirées par Ie 

point (x", y''), est égale au reclangle des ares de lellipse». 
Si un point ( \ ' , y') parcourt Ie premier crrcle de Chasles, et si 

un point (x'", y"'), situe sur Ie même rayon, parcourt Ie cercle 

orthoptique, la somme des carrés des distances du point (— x ' , 
1 \ , V 2 

— v ' ) aux pieds des nr males à 1 ellipse In ees par Ie point (x', 

y'), diminuée de la somme des carrés des distances du point 
" 1 1 \ 

— x , — v" ) aux pieds des normales à 1'ellipse tirées par Ie 

point (v", y'7), est égale ait double du reclangle des demi-axes». 
uSi un point (x'", y'") parcourt Ie cercle orthoptique, et si un 

point (x", y''), situe sur Ie même rayon, parcourt Ie second cercle 

de Chasles, la somme des carrés des distances du point ( x"', 
1 , \ . . . V 2 

— V'"J aux pieds des normales à I cllipsc tirées par Ie point 

[x ", y'"), diminuée de la somme des carrés des distances du point 
— x", —- y ' ) aux pieds des normales à 1'ellipse tirées par Ie 
Zt Ja J 

point (x'', y"), est égale au double du reclangle des demi-axes». 
Si 1'on considère un rayon central de 1'ellipse, O étant Ie 

centre, Ies distances de O aux points P ' ( x \ y'), P"(x" , y''), 
P" ' (x '" , y") vérifient Ies relations 

O P ' 2 _ a 2 + 6 2 

O P ' O P " = 

O P ' 2 + OP' '2 = 2 O P " 2 . 

Comme I on sait, Ie cercle orthoptique est Ie Iieu des points d o u 
l'on peut mener deux tangentes rectangulaires à 1'ellipse, et la 
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courbe de sixiòme ordre 

(«2 - ò 2 ) 2 (a21/2 - i2 x9-) = (a 2 + (a2 -r t/2) (a2 y2 + ò2 a 2 ) 2 

est Ie Iieu des points d'oíi l'on peut mener deux normales rectan-
gulaires à 1'ellipse. 

On sait que l'aire de cette courbe estégale à I aire du second 
cercle de Chasles ; donc 

U = Tt ( a - b)*. 

D'autre pari, 1'aire de la podaire centrale de la développée de 
1'ellipse est donnée par 1'expression (#) 

W = J L ( a -6)2. 

On a donc Ie théorème suivant: 
«L aire de la courbe, Iieu des points doti l'on peul mener deux 

normales rectangulaircs à 1'ellipse, est égale au double de 1'aire de 
la podaire centrale de Ia développée de 1'ellipse». 

La podaire centrale de 1'ellipse a pour aire 

W = - J - (a + 6)2 . 

(#) Barisicn, Mathesis j 1896., pag .265; Nouvelles Annales, 1895, pag. 210. 
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On peut donc énoncer Ie théorème suivant: 
o Vairt de la courbe, Iien des poinls d'oú Von peut mener deux 

tangentes rectangulaires à íellipse, est égale au double de 1'aire de 
la podaire centrale de 1'ellipse». 

Si l'on appelle U 1'aire du cercle orthoptique, on trouve alors 
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SUR Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S D E S C O N i Q U E S 

NOTE DE 

GEMINIANO PIRONDINI 

(à P a r m e ) 

I. Soient: (A, B), (C, C0) deus couples de points fixes, placés 
respectivement sur Ies axes coordonnés Ch;, Oy et définis par Ies 
égalités: 

OA = a, OB = 6 , OC = m, OC0 = n ; 

et (M, N) deux points de AB mobiles de façon à vérifier cons-
tamment la condition: 

h étant une constante queleonque. Les droites CM, C 0 N ont 
pour équations: 

Y - V = ^ X - * ) , 
x 

Y — y = - — — (X — x), 
x 
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(.r, y) étant Ies coordonnés du point P de Ieur renconlre. Et comme 
on dórive d ' ic i : 

O M - - - ^ - . O N 
j/ — ni y — n 

la condition (1) développée démontre que Ie Iieu du point P est 
la conique K définie par 1 équalion : 

(2; 
jm» (1 4 h) Xi + [an + bm — h (am + 6n)] xy + ab (1 — h) y2 — 

(- mn {a + b)(l-h)x-ab(m + n)(l-h)y+ abmn (1 - h) = 0. 

On aperroit sans peine: 
1.° que Ia conique K passe par Ies points A, B, C, C0 . 
2.° que Ie Iieu du point Q, commun aux droites CN, C 0 N est 

une autre conique Kj passant par Ies quatre [ioinls dits, et repré-
sentée par 1'équation qu'on derive de (2), en permutant Ies Iet-
tres m, n entre elles. 

On peut donc énoncer Ie théoròme précédent sous la forme: 
«Si dans la déformalion d'un quadrangle coniplet MNPQ, deux 

points-diagonaux C, C0 demeurent fixes et deux sommels opposés 
M, N se déplaeenl sur une droite Ali de façon à vérifer conslam-
menl Ia condition (1), Ies aulres sommels opposés, P, Q, qui ne 
sont pas sur la droite AB, se déplaeenl sur deux coniques K, Kj 
passant par Ies quatre points fixes A, B, C, C 0». 

Les deux coniques K, K j , dans la gónéralité des cas, ont seu-
lement quatre points communs, car pour Ieur coíncidence on doit 
avoir: 

(1 + h) (a — b) iin — n) = 0. 

Il suit que Ies coniques K, Ki coincident quand Ies ensembles 
ABMN sont liarmoniques, ou bien quand Ies points A, B, ou Ies 
aulres C, Co, sont symelriques par rapport à O. 
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L'équat ion : 

Y = n + X X , 

(X étant un paramètre arbitraire) rcprésente une droite passant 
par Ie point C 0 . Elle coupe Ia droite AB, Ia eonique K et Ies 
droites BC, CA aux points Cj , E, A j , Bi ayant pour abscisses: 

n ab (m — n) (1 — h) >. + n [m — n) (a — bh) 
1 H = _ T ' Pi== rnnlT-hj+[an+bm-h (am+6H)]X+ab[l- IiJli ' 

b (m — n) a (m — n) 
Pt = T-TT- ' Pi = 1 . • m + bh m + a l 

Et comme 011 dérive d i c i : 

( 3 ) (CJ E A I B I ) = — — — : V J - J H = J 1 = ( A B M N ) , 
Ps-Pi Pi-Pz 

on voit que la valeur du rapporl anharmonique (C iEA)B]) ne 
depetid nullemenl de la posilion de Ia Iransversale issue du point 
fixe C0 . 

II. On peut se donner arbi t ra i rement la eonique K, Ie triangle 
inscrit ABC et Ie point Co et déterminer ensuite Ia valeur qu'011 
doit a t t r ibuer à la constante li, pour qu'il ait Iieu la propriété 
qu'on vient de démontrer . 

Menons, en elíet, CM arbitraire, coupanl Ia eonique K en P; 
menons ensuite Ie rayon CqI ' , en Ie prolongeant jusqu'à Ia ren-
contre N avec AB. Il sullit alors d'envisager Ie problème du § I, 
en plaçant Ies points fixes en A et B, Ics centres de projection 
en C et CO et en attr ibuant à h Ia valeur du rapport anharmoni-
que (ABMN), pour tomber sur la eonique K. 
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Lc liou de I', en eííet, est une conique II passant par Ies cinq 
points A, 15, C, C0, I', ee qui en l ra ine évidemment l ' identité des 
coniques l i , K. On a donc, en Yertu de Ia relation (3) : 

« Tuules Ies Iransversales issues d'un point fixe d'une conique 
coiipent Ies côlés d'un Iriangle inscrit fixe et Ia conique, suivant une 
infinité d'ensembles de quatre points, ayant un rapporl anharmo-
nique constant». 

La mòme relation (3) démontre que : 
«Pour un Iriatigle délenniné ABC, inscrit dans une conique K, 

on peul fixer Ie point Cy de sorte que Ies Iransversales issues de 
Co coupent AB, K, BC, CA suivant une infinité d'ensembles de 
quatre points Cj , l i , Ai , l í j , dont Ie rapporl anliarmonique est un 
Iiombre constant, clioisi arbitrairement d'avance». 

Le point Co est unique, si, dans Ia considéralion des côtés du 
triangle ABC, on garde Tordre qu'on vient de considérer . Mais 
si l'on eílectue toutes Ies permulations possibles, on trouve deux 
autres points Bo. Ao jouissant de Ia mème proprit té du point Co-

Ces points sont placés sur Ia conique de sorte que Ies diciles 
AAo, BBo, CCo Concoureiit à un mème point. 

L'hvpolhèse l i = — i , dans tout ce qu'on vient d 'exposer , 
constitue une particularisation três remarquable . 

Si, par exemple, on suppose que, dans ce cas, la droite NPCo 
soit tangente en P à Ia conique, Ia polaire du point N est la droite 
PC, et conséquemmet la droite EC est 1'autre tangente à la co-
nique issue de N. On a ainsi Ie t héo rème : 

«Si d'un point N extérieur u une conique on mène Ies tan-
gentes NP , NC, et une Iransversale quelconque NBA, Ia conique 
donnée et Ies côlés du Iriangle ayant la base BA et Ie sommel en 
un des i oinls de conlact, sont coupés suivant quatre points harmo-
niqiies par tout rayon issu de I aulre point de conlact 

IH. Soi t : 

(4) A X 2 4 2 B X Y + CY 2 + 1)X + KY I F = O 

1'équalion d'une conique L rapportée À deux axes eoordonnés O J , 
Oy arbi traires . 

A (0, li) étant un point donné de Oy, on demande de détermi-
ner une ligue K de façon que tout rayon issu de A coupe la coni-
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que L, la droile Ox cl la liqne 1\ suivant quatre points -M, N, P, 
Q constituant un ensemble harmonique». 

Kn désignant par x, y Ies coordonnées de K, l'équation de la 
droile AQ e s t : 

Celle-ci, combinée avec (4), donne : 

[A®* + 21) J: (y - h) + C(y-/>}*] Y i + [-ZXhxii- -IMx (ij - h)+ 

+ Dx (y-h)-\-E <y-h)*]Y+Ah*x9— Dlix ( y - Ii)-F(/y - Iiji= 0. 

Si donc sont Ies ordonnées des points SI, N oíi la transver-
sale AQ coupe la conique L, on a : 

_ Ah i x^- Dli (y - h ) x + F (y - It -
1 2 = AJ i + 2 1 5 1 y - h ) x + C Jy - Kf 

_ 2 A Kxi+ 2 B/t (y - li) x -1) ( / / - l i ) x - E ( y - lif 
/1 + la - /<) x + C J / - Kf ' 

Dail leurs Ies ordonnées V, des points P, Q sont : )-3 = 0, 
)-4 = ?/. Conséquemment la condition : 

X 1 X 2 _ _ (X1 + U) (X 3 4 - ) - 0 + >:I" í = 0 , 

exprimant que Ies quatre points considérés sont harmoniques, se 
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réduit à 1 'autre: 

í j i - y ) [ ± \ h x n ( 2 B / Í — D ) Í R Y — ( E h - 2 ¥ ) y + 2 F / I ] = 0 . 

Celle-ci represente Tensemble de la d ro i t e : 

y — h 

et de la conique : 

(S ) 2 A / I X 4 + ( 2 B / Í - D ) J R Y - E Y S - T 2 Dlix+ ( E / I - 2 F ) Y + 2 F A = 0 . 

Et comme la droite, dans Ia question dont il s 'agit, n'a |ias d'im-
portance, on conclut que Ia liynr K cherchée est nne conique. 

On reconnait sans peine que celle conique K passe par Ie point 
fixe A, par Ies points B, C (réels ou imaginaires) ou la conique 
donnée 1- est eoupee par Ia droite fixe OJ', par Ies points I), LÍ 
(réels ou imaginaires) ou Ia conique donnée L est coupée par Ia 
polaire du point A, par Ie milieu de Ia carde (réelle ou imagi-
naire tirée, dans la conique donnée I„, du point A, parallèlement 
à Ia droite fixe OJ'. 

Que Ton décrive deux coniques L, I! ayant quatre points 15, 
C, 1), li communs et placées de 1'açon que Ies tangentes à L en 
I), E se coupent dans un point A de 1'autre conique E. 

Si Ton résout Ie problème précédent, en prenant L pour coni-
que donnée, A comme point lixe et IJC comine droite lixe, on 
arrive à la conique K. 

Par conséquent : Toute transversale issue de A coupe la droite 
HC, Ia conique K et la conique L en quatre pninls IiarmoniqiKs. 

Fn particuiier, en supposant HC tangente à la conique I . : 
«Si I on circonscrít un Iriangle a une conique quelconque L, 

et Ion décrit une d eu ri eme conique K passant par Ie sommet A, 
par Ies points de cnntact 1). Ii et tangente au troisième cólé en H, 
toute transversale issue de A coupe Ia tangente en B, Ia coniqueK 
et Ia conique L en quatre points harmoniques». 
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UEMAHQLK.— Si diins Ies résultats de ce paragraphe, on sup-
pose cjiie Ia eonique donnée L soit réduite à une couple de droi-
tes, on tombe sur Ies propriétés déduisibles de celles du § II, en 
supposant Ii = — I. 

On pourrait aussi avoir bien d 'autrrs propriétés remarquables, 
en appliquant Ie príncipe de dualité aux résultats qu'on vient 
d 'exposer. 

I arme, avril 1900 . 

6 
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BIBLIOGRfiPHIfl 

II. Ándoyer: Lcrons sur la théorie des formes el la Géométrie ana-
lytique supérieure, t. i. Paris, G. Villars, 1900. 

A theoria das formas pôde ser considerada debaixo de dois 
pontos de vista diITerentes: ou debaixo de um ponto de vista 
puramente analvtico, ou debaixo de um ponto de vista analytico-
geometrico, em que a sua representação geometrica representa 
um [tapei essencial. Para fazer esta representação tornou-se ne-
cessário ciear uma Geometria analytica mais geral do que a 
ordinaria, a que o sr. Andoyer chama Geomelriu analytica supe-
rior. É o segundo modo de considerar a theoria das formas que 
0 sábio professor emprega na excellente obra, cujo titulo antecede 
esta noticia, na qual é exposta didacticamente, com a maior cla-
reza, elegancia e riqueza de informações, aquella theoria. 

A obra constará de dois volumes. O primeiro \em de ser pu-
blicada e é consagrada á theoria das formas binarias e ternarias, 
e á Geometria correspondente dos espaços a uma e a duas dimen-
sões. O segundo volume será consagrado, como diz o auctor, ás 
formas quaternarias e á Geometria correspondente dos espaços a 
tres dimensões. 

O volume que vem de ser publicado está dividido cm duas 
partes ou livros. O primeiro consagrado á Geometria binaria, con-
tém dez capítulos, onde são estudados os assumptos seguintes: 
1 Theoria geral dos invariantes dos systemas binários. 11 As for-
mações invariantes geraes. IlI Os systemas lineares. IV As resul-
tantcntes e os descriminantes. V As formas bilineares. VI Os 
systemas quadraticos. VII As formas canónicas em geral. A fórma 
cubica, a fórma biquadratica e a fórma quintica. VlII A fórma 
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lineo-quadratica e a fórma duplamente quadratica. IX Estudo 
directo das formas com duas series de variaveis. X A Geome-
tria métrica binaria. 

A segunda parte do primeiro volume, consagrado á Geometria 
ternaria, divide-se em IG capítulos, onde são estudados os assum-
ptos seguintes: 1 Theoria geral dos invariantes dos systemas te r -
nários. 11 Os s js temas lineares. III Os elementos communs a duas 
ou muitas series. IV As propriedades geraes das series. V Gera-
ções diversas das series ternarias. VI A fórma bilinear e a homo-
graphia. VII A serie quadratica. VIII O systema de duas fórmas 
quadraticas. IX A correspondência reciproca entre dois espaços 
coincidentes. X O systema de duas fórmas bilineares. A corres-
pondência quadratica biracional. XI Estudo geomelrico da rede 
de series quadraticas. XII A serie cubica. XIII A fórma trilinear. 
XlV A serie quartica. XV A Geometria analytica ternaria ge-
ral. XVI. A Geometria métrica ternaria especial. 

Por esta simples indicação das matérias mal se pôde fazer ideia 
de quanto é rica em assumptos a obra a que nos estamos refe-
rindo ; nem 6 fácil dar d'isso ideia em pequeno espaço. O nosso 
fim porém com esta noticia foi só chamar a attenção para esta 
excellente obra, onde é exposta a theoria das fórmas debaixo do 
seu aspecto mais util e mais adequado ás applicações importantes 
a que dá logar. 

L. P. da Motla Pegado: Curso de Geometria descriptiva da Es-
cola Polytechnica. Lisboa, 1899. 

O único tratado de Geometria descriptiva que até agora existia 
em Iingua portugueza foi impresso no Rio de Janeiro em 1812 
e é devido a José Victorino dos Santos. Nenhum outro foi publi-
cado depois d'esta epocha remota : e porisso o ensino d'esta 
sciencia é ha muito feito, nas escolas do nosso paiz, por meio 
de livros estrangeiros. Felizmente esta lacuna da nossa litteratura 
scientifica vem de ser preenchida, e é com o maior prazer que 
damos noticia d'este facto, pelo sr. Motta Pegado, que vem de 
publicar uma excellente obra sobre o referido assumpto, a qual 
se pôde collocar na lista das melhores, que são empregadas hoje 
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nos diversos paizes, para o ensino d'aquella sciencia. Iledigido 
por quem tem excellentes qualidades de geometra, como o tem 
provado por bellos trabalhos, e larga pratica do ensino, ao qual 
tem consagrado toda a sua vida, o novo livro reflecte estas qua-
lidades do auctor pela fórma original com que estão redigidas 
algumas passagens, pela clareza e precisão com que são expostos 
todos os assumptos tratados n'el!j, pela boa escolha dos mesmos 
assumptos e pela ordem com que estão dispostos. 

Passando a dar uma rapida noticia das matérias que o illustre 
professor reuniu na obra, principiaremos por notar que ella não 
encerra só a Geometria descript ;va propriamente dieta. Conven-
cido, e com razão, o auctor das vantagens que tiram os alumnos 
de estudar junctamente com a Geometria de Monge algumas 
noções da bella e importante sciencia a que se dá o nome de 
Geometria projectiva ou de Geometria superior, consagrou a esta 
sciencia uma introducção de 41 paginas e alguns capítulos do 
livro, que reunidos todos formam um pequeno tratado d'esta scien-
cia. Para apreciar a utilidade da reunião d'estes dois ramos da 
Geometria na mesma obra, basta notar que nas escolas portugue-
zas não existe cadeira alguma consagrada especialmente â Geo-
metria projectiva, e que por isso é indispensável que ella seja estu-
dada na cadeira destinada á Geometria descriptiva, onde tem 
logo as suas primeiras applicações. Para redigir estes elementos 
de Geometria projectiva inspirou-se o sr. Pegado, como era na-
tural, nos importantes trabalhos que Chasles consagrou a este 
assumpto, extraindo d'elles as doutrinas mais essenciaes, que con-
seguiu resumir sem em ponto algum lhe fazer perder a clareza. 

Os assumptos que se referem á Geometria descriptiva estão 
dispostos em cinco partes, ou livros, em que está dividida a obra, 
pela ordem que vamos \òr. 

0 primeiro livro ó consagrado aos primeiros princípios e à 
Geometria da recta e do plano. Está dividido em oito capi-
tulos, onde são respectivamente considerados os assumptos se-
guintes : 

1 Sobre a representação graphica das figuras em geral e do 
ponto em particular. II Representação das rectas e dos planos 
sobre dois planos de projecção. III Intersecção de planos e de 
rectas. IV Mudanças de planos de projecção, !lotações e rebati-
mentos. V Distancia entre dois pontos. Ângulos de rectas e pla-
nos. VI Rectas e planos perpendiculares entre si. Menor distancia 
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de um ponto a um plano. Menor distancia de duas rectas. 
VlI Resolução do angulo triedro. VIII Projecções cotadas. 

O livro segundo é consagrado ás theorias geraes relativas a 
curvas e a superfícies, e á determinação dos planos tangentes e 
das secções planas das superfícies cylindricas e cónicas e das su-
perfices de revolução. Está dividido em seis capítulos, sendo o 
primeiro e o terceiro consagrado a varias questões geraes rela-
tivas ás curvas e ás superfícies, o quarto á representação dos 
cyIindros e cones, determinação dos seus planos tangentes, etc., 
o quinto á determinação das secções planas d'estes solidos, o 
sexto á representação das superfícies de revolução, determinação 
dos seus planos tangentes e das suas secções planas. Contém 
ainda um capitulo de Geometria projectiva consagrado á theoria 
pas cónicas. 

No livro terceiro occupa-se o auctor das intersecções das su-
perfícies curvas. É dividido em quatro capítulos, onde são respe-
otivamente consideradas as intersecções das superfícies cónicas; 
as intersecções das superfícies cylindricas, as intersecções de duas 
superfícies de revolução, e as intersecções de uma superfície de 
revolução com uma superfície cylindrica ou cónica. 

O livro quarto é consagrado à theoria das superfícies empena-
das. O objecto de cada um dos quatro capítulos em que se divide 
é o seguinte: I Quadricas empenadas. Planos tangentes e secções 
[danas. II Das superfícies empenadas em geral e da sua concor-
dância. Pontos centraes e parametros de geratriz. Linhas de es-
tricção das quadricas empenadas. III Exemplos de superfícies 
empenadas (cylindroide, conoides, etc.) IV Superfícies helicoides. 
( jos helicoides regrados. 

É objecto do livro quinto a curvatura das superfícies, a deter-
minação das linhas de sombra, e a representação das superfícies 
^opographicas. 

Eis, em traços largos, os pontos de que se occupou o sr. Pe-
gado na sua obra. Cada um d'elles abrange muitas questões de 
que não podemos dar noticia n'este logar, devendo comtudo obser-
var que ha n'ella riqueza de informações e que o illustre pro-
fessor não deixou de mencionar questão alguma que seja essen-
cial conhfcer. 

Lendo o livro com attenção encontram-se muitas demonstra-
ções diflerentes das que são empregadas nos outros manuaes de 
Geometria descriptiva, que conhecemos, e que nos pareceram 
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novas. A este respeito pareceu-nos ofíerecer principal interesse 
o capitulo 1.° do livro consagrado á theoria da curvatura 
das superfícies, onde o auctor apresenta uma Itella relação entre 
as curvaturas de quatro secções planas de uma superlicie e os 
ângulos diedros que formam entre si estes planos, a qual lhe 
serve de fundamento para chegar aos theoremas clássicos relativos 
a esta theoria por um modo elegante e original. 

II. Iirocard: Noles de Iiihliographis des courbes géométriques. 
Bar-Ie-Duc, IS97. 

Notes de Uibliographie des courbes gêométriques. Partie com-
plementaire. Uar-Ie-Buc, 1899. 

A Geometria das curvas notáveis tem attrahido muito nos úl-
timos tempos a attençào dos geómetras. Chamou esta attenção 
para cilas, em primeiro logar, a Iieal Academia das Sciencias de 
Madrid com o seu programma de concurso a premio para 1894, 
em que pedia um catalogo ordenado de todas as curvas de qual-
quer classe, que tenham recebido nome especial, acompanhado 
de uma ideia succinta da fórma, equações e propriedades geraes 
de cada uma e com noticia das obras ou andores que primeiro 
a deram a conhecer. Mais tarde chamou também a attençào para 
este assumpto o sr. Haton de la Goupillière no íntermédiaire des 
mathématiciens (t. i. pag. 37), em que se refere ao interesse e 
utilidade que teria uma obra em que fossem estudadas as theo-
rias das curvas notáveis por qualquer conceito ou por suas appli-
caçôes. Ao primeiro concurso aberto pela Academia de Madrid 
não houve concorrentes, por isso a questão Ioi de novo proposta 
no concurso para 1897 . Dando o primeiro passo para a realisa-
ção dos desejos expressos no programma de Madrid e na questão 
do Íntermédiaire, resolveu o sr. Brocard publicar um vocabulario, 
onde se encontram dispostos pela ordem alphabetica, não só os 
nomes das curvas conhecidas por designações especiaes, mas tam-
bém certos nomes que exprimem determinadas relações das cur-
vas umas com as outras e ainda os nomes que certas curvas tomam 
nas applicações ou em diversas circumstancias em que se apre-



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 8 7 

sentam. Este trabalho é uma parte de outro, de maior alcance, em 
que o sábio mathematico trabalha ha muitos annos, e no qual 
tem em vista apresentar um vocabulario geral das sciencias raa-
thematicas. 

No trabalho presente cada vocábulo 6 seguido das indicações 
necessarias para se saber o que significa e o papel que representa 
a curva ou curvas a que elle se r e f e re ; e. quando se trata de 
uma curva com nome especial, da equação, a indicação da 
forma e das propriedades principaes. É também seguido de re-
sumidas indicações históricas e de preciosas indicações biblio-
graphicas. 

A edição das Notes de Hibliographie, etc. , é l i thographada. O 
sr. Brocard, desejando que o seu trabalho seja o mais completo 
e o mais perfeito possível, considera esta edição como provisoria, 
e pretende fazel-a seguir mais tarde da edição definitiva. E. para 
que esta ultima seja o mais completa e perfeita possivel, convida 
aquelles a quem estes assumptos interessam a dar-lhe as indica-
ções que julgam concorrer para o aperfeiçoamento da obra. Aqui 
tomaremos por isso a liberdade de lhe fazer uma indicação a 
respeito do vocábulo Conclioide parabolique ou Parabole de Des-
cartes. Diz a este respeito o auctor, seguindo A. Conte : 

Le pôle de cette conclioide est Ic foijer de la par abole. Son équa-
tion est donc 

1 + cos a 

(Voir N A. 1894, page 41/,, A. Conte). 
Considera pois o auctor a Conchoide parabólica de Descartes 

como o Iogar geometrico dos pontos que se obtêm tirando pelo 
foco de uma parabola rectas, e tomando sobre ellas, a part ir das 
suas intersecções com a curva, um segmento de comprimento 
constante e egual a k. Ora a curva assim obtida 6 diíferente d'a-
quella que Descartes considerou na sua célebre Geometria, como 
podendo ser gerada por um modo analogo a um dos modos de 
gerar a Conclioide de Nicomed"S, e á qual Montucla (.Hisloire des 
mathémaliques, t. n, pag. 3Í-0), deu o nome de Conclioide de 
Descartes e Charles (.Apcrçu historique, 2° ed., pag. 60) o nome 
de parabola de Descartes. A equação d'esta ultima curva é, com 
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eífeito, 

(y i <0 0 / - - <>h) 
X = , 

aU 

e coincide por isso com um tridente de Newton, em quanto que 
a e q u a ^ o da curva considerada pelo sr. Brocard é 

4 (X2 + J/2 + kx)* = {p - k - Xji ( X 2 + I /2) . 

Julgamos pois que á curva considerada pelo sr. Brocard se 
pode dar o nome de Conchoide parabólica, mas não o nome de 
Conclwide parabólica de Dascartes nem o de Parabola de Des-
cartes. 

Vamos terminar esta noticia, já um pouco longa, mas antes 
d'isso devemos dizer que os dois volumes que o sr. Brocard vem 
de publicar a respeito das curvas notáveis revelam a vasta e no-
tável erudição do geometra illustre que as escreveu, e exprimindo 
o nosso desejo de que brevemente seja publicada a edição defini-
tiva d'esle trabalho, ou melhor ainda o vocabulario geral das ma-
thematicas, que tantos e valiosos serviços pôde prestar aos estu-
diosos, e para a realisação do qual o sr. Brocard tem uma com-
petência muito especial. 

H. Fehr: Application de la méthode viclorielle de Grassmann à la 
Géométrie infinitésimale. Paris, Carre et Naud, 1899. 

O ramo importante das sciencias mathematicas descoberto por 
Grassmann e a que elle deu o nome de Ausdelinungslehr, ou 
sciencia das grandezas extensivas, tem sido nos tempos modernos 
objecto de muitos trabalhos importantes, uns destinados a expol-o 
e vulgarisal-o, outros destinados a fazer d'elle novas applicações. 
O trabalho excellente que o sr. II. Felir vem de consagrar a este 
assumpto é destinado a este ultimo fim. O auctor faz, com eífeito, 



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 8 9 

n'elle applicaçSo do calcido geometrico de Grassmann á Geome-
tria infinitesimal, expondo os trabalhos já consagrados a este 
objecto por Herm. Grassmann, filho do eminente geonietra do 
mesmo nome, e desenvolvendo e continuando estes trabalhos. 

O livro abre por uma introducçào onde se encontra uma expo-
sição resumida, muito bem escripta, da parte essencial do calculo 
de Grassmann, de que o auctor tem de fazer uso. São depois 
expostos cm cinco capítulos os assumptos a que o livro é expres-
samente consagrado, sendo o capitulo í . ° consagrado a questões 
relativas á curvatura e torsão das curvas empenadas; o capitulo 2.° 
a algumas questões geraes relativas á theoria das superfícies ; o 
capitulo 3 .° á curvatura das curvas traçadas sobre uma superfície ; 
o capitulo 4.° á curvatura media e curvatura total das superfí-
cies, o capitulo 5.° finalmente ao estudo das linhas particulares 
traçadas sobre uma superfície. 

A exposição de todos os assumptos é feita com elegancia e 
simplicidade, o que torna a leitura do livro muito agradavel. 

S. Orlu Carboni: Sunto di Geometria elcmentare. Planimetria. 
— Livorno, R. Giusti, 1900. 

Este pequeno volume faz parte de uma collecção de pequenos 
livros que, com o titulo de IiibIiotheca dos estudantes, tem publi-
cado a casa editora de 11. Giusti, de Livorno. É consagrado á 
Geometria plana e, apesar do seu pequeno formato (116 paginas), 
tem tudo o que é necessário conhecerem os que estudam esta 
sciencia com o fim de adquirirem uma cultura scientifica geral. 
Aos que pretendem estudar a Geometria elementar como prepara-
tório para estudos mathematicos mais desenvolvidos pôde este livro 
prestar também bons serviços, como livro inicial dos seus estudos. 
Para este fim o auctor supprimiu certas doutrinas mais delicadas, 
que se encontram em livros de Geometria elementar mais exten-
sos, as quacs os alumnos não intendem quando fazem o seu pri-
meiro estudo. Fez porém a exposição e a escolha das doutrinas 
que apresenta de modo que esta omissão não represente uma 
lacuna nem dê Iogar a um estudo incompleto da sciencia a que 
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é consagrado. PcIo contrario as doutrinas apresentadas seguem-se 
ligadas e ordenadas de modo a formarem um todo harmonico. 
Accrescentaremosainda que a exposição dos assumptos 6 feita com 
muita clareza, como era necessário, tratando-se de um livro des-
tinado aos primeiros estudos da sciencia a que é consagrado. 

5. Stéphanos: Sur une extension du calcul des substitutions linéai-
res (Journal des malhématiques, 1900). 

IVesta bella memoria faz o sábio professor da Universidade de 
Athenas duas extensões importantes de um calculo symbolico de 
multiplicação associativa, de muita vantagem na theoria das sub-
stituições lineares applicadas ao estudo das formas bilineares e 
quadraticas. 

E. Pascal: Repertorio di Malemaliche Snperiori, vol. n. Milano, 
U. Iloegli, 1900. 

Deu-se já n'este jornal noticia do primeiro volume d'esta im-
portante publicação. Dissemos então qual era a indole da obra e 
referimos-nos ás excellentes qualidades do volume a que essa 
noticia dizia respeito. IIoje temos a accrescentar que vem de ser 
publicado o volume segundo da mesma obra, o qual é consa-
grado á Geometria, e que este tem as mesmas boas qualidades 
que o anterior. Pela seguinte indicação do summario de cada 
capitulo pode-se vêr quaes os assumptos de que o sr. Pascal se 
occupa no presente volume da sua obra : 

I Geometria das fórmas continuas fundamentaes. II Geometria 
das fórmas discontinuas. III Geometria invariantiva das fórmas 
algébricas connexas. IV As cónicas. V As quadricas. VI Theoria 
geral das curvas planas algébricas. VII As cubicas planas. VIII As 
quarticas planas. IX Theoria geral das superfícies e curvas em-
penadas algébricas. X As curvas empenadas de diversas ordens. 
XI As superfícies de terceira ordem. XII As superfícies de quarta 
ordem. XIlI Superfícies de ordem superior á quarta. Superfícies 
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regradas. XlV A Geometria das rectas no espaço e a Geometria 
da esphera. XV Geometria numerativa. XVI Theoria infinitesi-
mal das curvas e superficies. XVII Principaes gerações e trans-
formações metrieamente especialisadas de curvas e superfícies. A 
Geometria de curvas especiaes. XVIII Analisis situs. Theoria dos 
polvedros. ConnexSo das superfícies de Riemann. XIX Geometria 
projectiva dos hvperespaços. XX A Geometria infinitesimal e in-
trínseca nos hyperespaços lineares e nos espaços de curvatura 
constante. XXI A Geometria absoluta e especialmente a Geome-
tria não euclideana no plano e no espaço. XXII A Geometria 
moderna do triangulo. 

A respeito da utilidade d'esta obra temos a accrescentar ao 
que dissemos na noticia anterior, que a publicação a que se está 
procedendo de traducçôes em lingua allemã e polaca mostram 
como ella tem sido reconhecida. 

Ch. André: Traiíé d'Aslronomie slellaire. Deuxicme Parlie. Pa-
ris, Gaulhier-Villars, 1900. 

Deu-se jã n'este jornal noticia da Primeira parte d'esta for-
mosa e importante obra, e n'essa occasião dissémos quanto era 
agradavel a sua leitura. A Segunda parte vem de ser publicada, 
e é, cotno a anterior, vivamente interessante. Occupa-se n'ella o 
sr. Andró das estrellas duplas e múltiplas e das nebulosas. 

Quando se observa o cóo com um telescopio distinguem-se 
grupos compostos de duas estrellas, que vistos a olho nu ou com 
telescopios de menor força parecem reunidas e formar uma es-
trella única. Estes binários de estrellas foram estudados pela pri-
meira vez por W. Herschel, que mostrou que uma d'ellas se move 
á roda da outra considerada como fixa, e a elles são consagrados 
os primeiros capítulos do livro a que nos estamos referindo. A 
historia de sua descoberta, os meios empregados para as observar 
e para achar as suas orbitas apparentes, os methodos para se 
deduzir d'estas orbitas as suas orbitas rcaes, o modo de determi-
nar as suas dimensões, massas e distancias, são o objecto dos pri-
meiros dois capítulos do livro, aos quaes se segue um terceiro 
consagrado á historia e descripção de alguns dos mais importantes, 
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O movimento irregular de algumas estrellas tem levado os 
astronomos a descobrir outras (jue constituem com as primeiras 
systemas binários e que são a causa d'aquellas per turbações , 
antes que o telescopio as revele. A Bessel é devido a primeira 
descoberta de uma estrella por este processo, e outras foram 
depois feitas por outros astronomos. A esta bella e importante 
questão é consagrado um largo capitulo do livro, com a epigraplie 
de Astronomia cio invisível, onde são expostos os methodos para 
determinar a orbita da estrella desconhecida, e a dcscripção dos 
systemas binários que têm sido descobertos por este meio. 

Muito interessantes também são os tres capítulos seguintes, 
consagrados o primeiro ás estrellas duplas espectroscopicas, isto 
6, ás estrellas duplas cujo desdobramento não pôde ser feito por 
meio do telescopio, em virtude da proximidade das duas estrellas 
componentes, mas cuja duplicidade foi reconhecida por uma du-
plicação periódica do seu espec t ro : e os outros dois ás estrellas 
duplas photometricas, isto 6, ás estrellas de brilho variavel, o qual 
é devido ao eclipse que produz uma estrella do grupo quando 
passa deante da outra . 

Ao estudo das estrellas duplas segue-se o das estrellas triplas, 
quadruplas, etc., e o das aglomerações de estrellas e das nebu-
losas. São consagrados a este assumpto tres capítulos, onde é 
exposto o que se conhece actualmente a respeito d'estes corpos 
celestes. Depois vem um capitulo consagrado ás estrellas coradas. 

Fecham o livro dois capítulos do mais alto interesse, nos quaes, 
como epilogo natural a tudo o que precede, se procuram as rela-
ções geraes en t re todos os corpos do nosso sysíema sideral. Um 
d'elles é destinado a expor e examinar a theoria de Míidler a 
respeito da existencia e posição do centro dynamico do nosso sys-
tema s idera l ; e o outro a algumas considerações sobre o mundo 
celeste. 

C. de Freyeinel: Les planeies télescopiques. Application de la lliéo-
rie de Laplace. Paris, G. Villars, 1900. 

É bem conhecida a bella hypothese cosmogonica que Laplace 
publicou na Nota VlI da sua celebre Hrposilion du syslème du 
monde. Segundo esta hypothese, a nebulosa solar contrahindo-se 
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abandonou anneis. Cada um d'estes parliu-sc depois, e os seus 
Fragmentos, reunindo-se, formaram um ou mais planetas. Ora o 
sr. Freycinet estuda, no seu interessante trabalho, a disposição 
das orbitas e o agrupamento de 4 2 8 planetas telescópicos, para 
mostrar que, em concordância com a hypothese de Laplace, pa-
recem ter pertencido a um pequeno numero de anneis, fixando 
mesmo em cinco o numero de anneis a que parecem ter perten-
cido 401 d'estes pequenos astros. 

Walter F. WisUcenus : Astronomischer Jahresbericht. I Band-Ber-
Iin. G. Reinar, 1900. 

É considerável o numero de livros, memorias, notas, etc., re-
lativas a assumptos astronomicos, que todos os annos são publica-
das. O Annuario que o sr. Wislicenus vem de fundar, e cujo titulo 
vem de ser escripto, tem por fim dar a lista de todas ellas e no-
ticias mais ou menos resumidas do objecto de cada uma. Os t ra-
balhos considerados são dispostos rio Annuario ordenadamente, 
segundo os assumptos de que tratam, e cada volume contém os 
trabalhos relativos a um anno. Assim o volume que vem de ser 
publicado, e que é o primeiro da obra, refere-se aos trabalhos 
publicados em 1899. 

A utilidade de uma publicação d'esta natureza é tão evidente 
que é desnecessário recommendal-a, e basta indicar o seu appa-
recimento. É indispensável a todos os observatorios e a todas as 
pessoas que se occupam de trabalhos astronomicos, que serão, 
estamos certos d'isso, vivamente reconhecidos ao sábio astronomo 
que a fundou, pelo valioso serviço que com ella lhes presta. 

Rodolpho Guimarães: Les mathématiques en Portugal au xix.e 

siècle. Coimbre, 1900. 

Contém este opusculo um catalogo de todos os trabalhos de 
auctores portuguezes publicados em Portugal ou no estrangeiro 
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durante o século xix. Cada um dos trabalhos indicados 6 seguido 
por uma pequena noticia em que é rapidamente indicado o íeu 
objecto. Na classificação e disposição d elles seguiu o sr. Guima-
rães os preceitos adoptados pela coinmissâo organisadora do He-
pertoire de Bibliographie malliémalique, assim como, para indicar o 
objecto de cada um, os signaes recommendados pela mesma com-
missão. 

O catalogo é precedido de uma rapida noticia sobre o movi-
mento de progresso das seiencias mathematicas, primeiro na 
Europa, e depois em especial, no nosso paiz, durante o referido 
século. 

Millag-LefPer: Surla représentation analylique d'une branche uni-
forme d'une foticlion monogène (Acta malhemalica, t. 25). 

A lista dos seus trabalhos, hoje celebres, sobre a theoria das 
funcções analyticas, vem de junctar o eminente geometra sueco 
um da maior importancia. Trata-se n'elle de dar uma represen-
tação analjtica dos ramos uniformes das funcções monogeneas, a 
extensão do ramo sendo tão grande quanto possível. Esta repre-
sentação 6 feita por uma serie de funcções inteiras que o auctor 
ensina a determinar. 

E. Lampe: Die reine Mathemalilc in den Jahren 1S84-1899. 
Berlin, JS99. 

N'este opúsculo muito interessante, escripto pelo auctor para 
commemorar o centenário da fundação da Escola technica supe-
rior de Berlin, é descripto a traços largos o movimento progres-
sivo das mathematicas nos annos de 1884 a 1899 . Encerra 
também o opusculo vários documentos relativos ao professor da 
mesma Escola S. Aronhold, e um retrato d este eminente geo-
metra. 
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C. Juel: Indledning i Laeven cm de grafiske Kurver (Memoires de 
VAcadémie des Sciences de Copenhague, 1809). 

Esta memoria, escripta em língua dinamarqueza, é seguida por 
um resumo, escripto em francez, cujo titulo 6 — Inlroduction à 
l'elude des courbes graphiques. O auctor chama curvas graphicas 
as curvas planas traçadas por meio de um Iapis no papel e de-
monstra a respeito d elias um principio, que elle chama —pr inc i -
pio graphico de correspondência, por meio do qual faz o estudo 
das curvas graphicas de segunda, terceira e quarta ordem. Este 
principio conduz, em especial, o auctor a uma enumeração com-
pleta das formas possíveis das curvas de quarta ordem. 

Juan Duran-Loriga: Sur Ies cercles remarquahles du triangle 
(Associalion française. Congrès de Nantes, 1898). 

Este interessante trabalho ó a continuação de um outro, apre-
sentado pelo auctor no Congresso de Saint-Etienne, o qual já foi 
mencionado n'este jornal. 1'õe-se n'elle em evidencia o papel im 
portante do centro de gravidade na sua relação com os differen-
tes circulos do plano do triangulo e consideram-se alguns círculos 
e rectas novas cuja importancia se faz notar. 

D. Antonio Tarrazona: Memoria sobre el eclipse lotai de Sol de 
28 de mago de 1900. Madrid, 1899. 

IVeste importante trabalho, publicado pelo Observatório astro-
nomico de Madrid, o auctor dá noticia das particularidades mais 
notáveis que ha de olíerecer o eclipse total de Sol que ha de ter 
logar em 28 de maio de 1900, dá a explicação das diversas pha-
ses do phenomeno e suas causas, e dá elementos para que se 
possam calcular em cada localidade as circumstancias particulares 
que n ella oííerece o phenomeno. Encerra ainda o livro duas cartas 
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geographicas onde estão representados, na primeira, os logares 
da terra que verão as principaes phases do eclipse, e, na segunda 
os logares da nossa peninsula que verão as diversas phases do 
mesmo. 

Quando esta noticia for publicada já de certo terá passado o dia 
do eclipse. Todavia pareceu-nos dever fazer aqui menção d'este 
livro, por causa das suas relações com o problema da predição 
dos eclipses e porque é elle, para assim dizer, o primeiro capi-
tulo da historia d'aquelle a que se refere. 

G. T. 
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Publica-se o Jornal de Seiencias Mathematicas e Astronómicas 
em. fascículos de 32 paginas. Cada 6 fascículos formarão um vo-
lume de 192 paginas. 

Preço de cada volume — 2j>400 réis. 

A correspondência relativa ao Jornal de Sciencias Mothema-
licas e Astronómicas deve ser dirigida para o Porto, rua de 
Costa-Cabral. 

F. GOJlES TEIXEIRA 

C u r s o d e A n a l y s e i n f i n i t e s i m a l 

Tomo I (Calculo differencial); 
Tomo Il (Primeira parte do Calculo integral;; 
Tomo III (Segunda parte do Calculo integral). 

Preço de cada volume — 2-3500 réis. 
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