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NOTICIA BIOGRAPHICA SOERE F. DA PONTE HORTA

O homem illustre cujo nome vem de ser mencionado e cuja
perda a sciencia portugueza soffreu ha menos de um anno, repre-
sentou um dos principaes papeis entre os mathematicos do nosso
paiz na segunda metade do seculo que vem de terminar. Esle
jornal, que elle illustrou com valiosos trabalhos, julga do seu dever
dar aos seus leitores uma noticia da sua vida e da sva obra scien-
tifica, e é este dever que hoje cumpre, prestando assim a sua
homenagem as altas qualidades de talento e caracter do illustre
extincto.

Francisco da Ponte Horla nascen em Faro em 6 de margo de
1818 ¢ era filho do brigadeiro Francisco da Ponte Horta e de
D. Julia Maxima Horta. Resolvendo seguir, como seu pae, a
carreira das armas, assentou praga como voluntario no regimento
de Artilheria n.° 2 em 24 de dezembro de 1832, fazendo logo
depois as campanhas de 1833 ¢ 1834 no deposito de artilheria
de Faro e no 3.° batalhao de Artilheria. Em outubro de 1835
matriculou-se no 1.° anno da Academia de Marinha, e em ou-
tubro de 1836 no 2.° anno da mesma Academia, que concluiu
na Escola Polytechnica. Continuou depois a frequentar esta ultima
escola até 27 de junho de 1840, data em que terminou o curso
preparatorio para a matricula no curso de Artilheria da Escola
do Exercito. Era n’esta occasido 2.° tenente de Artilheria, posto
a que havia sido promovido em 7 de setembro de 1837. Nos
annos lectivos de 1840 a 1841 e de 1841 a 1842 [requentou o
curso de Artilheria da Escola do Exercito, sendo depois promo-
vido a 1.° tenenle d’esta arma em 7 de outubro de 1845. Voltou
depois ainda & Escola Polytechnica para estudar algumas cadeiras
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que niio faziam parte do curso preparatorio de Artilheria, que
anteriormente tinha concluido, lazendo exame de Iirin{'ipius de
Metalurgia em junho de 1843 e de Astronomia em junho de
1849.

O seu curso tanlo na Escola Polytechnica como na Escola do
Exercite [oi muilo distinclo. Sao prova d'isso o0s premios que
recebeu nas cadeiras de Mecanica e Astronomia da primeira d’estas
escolas e na cadeira de Resistencia de Materiaes da outra.

Munido de documentos tio honrosos e preferindo 4 vida agitada
das armas o servigo socegado da sciencia e do ensino, concorreu
a uma vaga de lente substituto da cadeira de Mecanica e Arli-
Iheria da Escola naval, sendo despachado para este logar em 9 de
janeiro de 1848, e mais tarde a nma vaga de lente substituto de
Mathematicas da Escola Polytechnica, sendo despachado para
esse logar em 12 de janeiro de 1852, Na primeira d'eslas escolas
for promovido a lente proprictario de Asironomia e navegacio
em 1868, e na segunda foi promovido a lente proprietario de
Mechanica em 28 de janeiro de 1854, Era entdo capitio de
Artilheria, posto a que havia sido promovido em 29 de abril
de 185

F. Horta conservou-se na regencia da sua cadeira da Escola
naval até 1869 e na da Escola Polytechnica até 17 de maio de
1883, annos em que lhe foi concedida a respectiva jubilagdo, sendo
entretanto promovido a major em 23 de junho de 1867, a tenente
coronel em 18 de dezembro de 1872, a coronel em 1 de feve-
reiro de 1878, e finalmentle reformado no posto de general de
divisio em 9 de maio de 1883. Do modo levantado como exerceu
a sua missdo, do zelo e intelligencia com que regeu as suas ca-
deiras dao testemunhio os que tveram a felicidade de o ter como
professor.

F. Horta ndo fui s6 um professor excellente. Foi tambem um
geometra distineto. Esta qualidade chamou para elle a attengio
da Academia Real das Sciencias de Lisboa, que o elegeu socio
effectivo em 6 de maio de 1858, sendo relator do respectivo
parecer o dr. Thomaz d’Aquino de Carvalho, e servindo de base
i candidatura um trabalho sobre uma curva a que den o nome
de quadrifolio balistico, depois publicado nos Annaes de Sciencias
da mesma Academia. Os deveres d’este cargo honroso cumpriu-os
elle com grande zelo e talento notavel, como o provam as col-
lecgdes academicas, onde se encontram muitos trabalhos valiosos
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sobre diversos pontos das sciencias mathematicas, que elle ahi
publicou. D'estes trabalhos e dos que publicou [6ra das colleccdes
academicas vamos apresentar uma lista, onde sio enumerados,
sezundo a ordem, em que foram publicados, e acompannados
de uma indieagdo succinta do sea objecto:

1.° Quadrifi lio balistico (Annaes de Scicneas, t. 1. 1857

0 auctor da o nome de quadrifolio balistico & curva a que
hoje se dd o nome de espiral siunsoide de quatro folhas, e estuda
n'elle as suas propriedades. N'este trabalho merece especial atten-
cio a descoberta de uma relacio enlre esta curva e a curva
notavel a que hoje se dd o nome de astroide.

2.° Parallelogrammo das forcas (Annaes de Sciencias, L. 1,
1857).

Versa este artigo sobre a demonstracio analytica do theorema
relativo a |'=1m|m:tin_':'rr: das forcas concorrentes.

3.° Formula symbolica do sr. Daniel (Annaes de Sciencias,
t. 1, 1857).

O auctor da n'este artigo uma demonstracio de uma formula
symbolica notavel de que Daniel Augusto da Silva fez uso na sua
memoria sobre as congrueucias binomias,

1.° Ouira fhri.am?r: symbolica ( Annaes de Sciencias, .1, 1857).

N'este artigo aio demonstradas por meio de uma analyse sym-
bolica as formulas conhecidas que ddo a somma dos senos e a dos
cosenos 111‘ uma h'-i'r;l' ﬁll' ilIEgH!H,‘«' em I]rfT;ri‘."‘.i:‘i” Jlri”llﬂk‘li['“.

5. Uma ;u'nr!'r‘m&'thh' dos rm-l,“fi'f'."ﬂm's o binomio (Annaes de
Sciencias, t. n, 1858).

N'este artigo demonstra F. Horta algumas relacdes conhecidas,
pertencentes & theoria das differencas, e demonstra tambem o
seguinte theorema geral que as contém:

Multiplicando os termos do desenvolvimento do binomio (1 —1)m
por hy, by —by, hy — 28y, . .. hy —mby, os termos da somma re-
sultante por hg, ha — 20y, . . . hy —mby, e assim successivamente,
vem sempre zero, excepto no fim de m multiplicacdes, em que
vem 1.2...mby bg...bm.

6.° Parecer da commissio que propde o sr. Daniel Augusto da
Silva para o logar de socio de merito da 1." classe (Annaes de
Sciencias, t. 1, 1858).

N'este parecer, muilo bem feito, do qual foi relator F. Horla,
presta-se uma alta e justa homenagem aos meritos seienlificos
do geomelra eminente a que & consagrado,
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7.° Estudo synthetico sobre as secdes conicas (Memorias da
Academia Real das Sciencias de Lisboa, nova serie, t. mn, parte 2.°%
1865).

Esta bella e importante memoria é a mais notavel dos traba-
Ihos de F. Horta N'ella applica o illustre geometra os methodos
geometricos de Chasles ao estudo das propriedades das curvas
que representam o logar geometrico das intersecgdes dos raios
homologos de dois feixes homographicos, Estas curvas coincidem
com as conicas, cuja theoria ¢é assim estabelecida de um modo
muito elegante. Notam-se n'este traballio alguns theoremas novos
de muito interesse e methodos elegantes para resolver alguns
problemas importantes relativos as curvas consideradas,

8.° Nota sobre a possibilidade de assentar wma conica dada
sobre um cone equalimente dado (Menorias da Academia Real das
Sciencias de Lisboa, nova serie, t. 11, parte 2" 1865).

Di-se n’esta memoria uma solu¢do geomelrica simples do pro-
blema que tem por fim, dado um cone de base circular, achar a
secclo plana d'este cone que ¢ egual a uma conica dada.

9.° Nota sobre a equaldade dos polygonos (Jornal de Sciencias
mathematicas, physicas e naturaes, t. 1, 1866).

10.° Nota sobre alguns theoremas de Gceometria [ltem, 1886).

N'estes arligos sdo demonstrados alguns theoremas de Geo-
meltria elementar e sdo resolvidos, por meio d'elles, alguns pro-
blemas interessantes.

11.° Exzxercicios de Geomelria analytica (Item, t. 1, 1866).

12.° Nota sobre algumas proposicées arithmeticas (ltem, t. 1,
1866).

N'este artigo sdo demonstradas algumas proposicdes relativas
& reducgdo das [raccdes ordinarias a dizima.

13.° Nota sobre uma proposigiao de Statica (Item, t. 11, 1870,

N'este artigo da F. Horta uma clegante demonstragdo analy-
tica da proposi¢lo seguinte, da qual Bresse dera anteriormente
uma demonstraglio geometrica:

No equilibrio do frio flexivel e inextensivel a tensdo varia na
razdio composta do raio osculador e componente normal das forcas.

14.° Nota sobre um problema de (Geomelria (Item, t. u,
1870).

N'este artigo o auctor di um meio de resolver o problema
que tem por objecto determiuar qualquer diametro d’'uma hyper-
bole definida por suas asymptotas e pelo eixo real,

e —
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15.° Nota sobre alyumas proposicies de Geometria (ltem, 1. 1,
1870).

N'este trabalho interessante o auclor deduz de uma formula
de Chasles um theorema conhecido da theoria das cordas supple-
mentares da ellipse e meios para reconhecer se uma curva dada
¢ uma conica e, no caso de o ser, qual a sua especie.

16.° Algumas propriedudes das conicas dedusidas da sua ge-
ragio parallelogrammica (ltem, tom. 1, 1870).

N'este artigo continua F. Horta a estudar a theoria das conicas
pelo methodo geometrico empregado na memoria intitulada —
Estudo synthetico das secgées conicas, anteriormente citada.

17.° Nota sobre um problema de Cinematica (Item, t. v, 1874).

O movimento de uma figura plana no seu plano péde ser pro-
duzido pelo rolamento de uma curva, ligada 4 figura, sobre uma
curva fixa no espaco. F. Horta mostra como se pode determinar
uma d'estas eurvas quando ¢ dada a outra e a trajectoria de um
ponto da figura movel.

18.° Um subsidio @ Cinematica (L'em, t. vu, 1877).

N'este artigo demonstra F. Horta algumas proposicdes de
Geometria necessarias para explicar um mechanismo por meio
do qual se faz a transmissio do movimento de rolagiio, n'uma
razio constante de velocidades, entre dois cixos sitluados no mesmo
plano.

19.° Sobre a divisibilidade dos numeros (Jornal de sciencias
mathematicas e astronomicas, t. 1, 1877).

Encerra este arlizo demonstragdes das regras de divisibilidade
por 3, 7, 9, 11 e 13 fundadas na egualdade

J.m —;—_ ﬂJI’l . ;
—— == nleiro
ax*xa

e alguns theoremas relativos & divisibilidade dos numeros por
estes faclores.

20.° Sobre o movimento de wm ponto actuado por uma forga
perpendicular ao raio vector (ltem, t. 1, 1877%).

O auctor deduz as equagdes dilferenciaes do movimento consi-
derado e integra-as,
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21.° Estudo sobre o problema propests no n.° 10 (Item, t. 1,
1877 e t. u, 1878).

F. Horta estuda n'este artigo com todo o desenvolvimento, por
meio de Geometria analytica, o problema proposto n’esle Jornal
por Amorim Vianna, que consiste em determizar um cireulo que
corte dois circulos dados debaixo de angulos dados.

22.° Nota sobre um problema de Geometria (Jornal de sciencias
mathematicas, physicas e naturaes, t. v, 1881).

N'este artigo é estudado o problema seguinte : Dadas tres rectas
em um plano, conduzir uma secante n'uma direccio dada de modo
que as partes intercepladas tenham uma razdo dada.

23.° Algumas propriedades das conicas (Jorn:l de sciencias
mathematicas e astronomicas, t. v, 1882).

Continuagdo do estudo das conicas feito no artizo intltulado
— Alqumas propriedades das conicas dedusidas da swa geragio
parallelogrammica, anteriormente mencionado.

24.° Estudo elementar dos determinantes, sequida de uma parte
complementar relativa principalmente aos determinantes [unecio-
naes, Lisboa, 1889.

25.° Nota sobre os determinantes (Jornal de sciencias mathe-
malicas, physicas e naturaes, 2. serie, t. n, 1890).

Nos tomos 1x (paginas 51) e x (pag. 20) d’este jornal deu-se
noticia dos dous trabalhos de F. Horta que vimos de mencionar
ultimamente. O primeiro & um livro excellente para o estudo da
theoria dos determinantes, onde esta theoria importante 6 exposta
com muita clareza, elegancia e bom methodo. O segundo trabalho
encerra algumas notas a respeito do livro anterior, onde sio con-
sideradas algumas questdes de grande interesse relativas #s alie-
racdes que soffrem os determinantes por meio do movimento de
rotagio & roda do centro ou das diagonaes, e depois algumas
especies de symetria dos determinantes.

Os trabalhos de F. Horta sobre a theoria dos determinantes
mereceram a approvacio do illustre professor inglez T. Muir,
auctor de trabalhos importantes relativos a esta theoria. Foi-nos
permittido ver cartas dirigidas pelo sabio analysta inglez ao nosso
illustre geometra a respeito d’estes trabalhos, N'uma d’estas eartas
T. Muir referindo-se a um theorema de F. Horta relativo ao
desenvolvimento dos determinantes segundo os elementos da pri-
meira diagonal, publicado no segundo dos trabalhos referidos,
diz que este theorema deve figurar em todos os livros de texto
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para o estudo dos determinantes e que elle o ha de mencionar
no seu Treatise on the theory of determinants, quando publicar
uma nova edi¢io d'esta obra.

26.% Dois theoremas de Geometria elementar (Jornal de scien-
cias mathematicas e astronomicas, L. xi, 1892),

N'este trabalho ¢ demonstrado o theorema sezuinte: Se tres
circumferencias de circulo se interceptarem no mesmo ponlo, e
as suas tres outras intersecgdes estiverem em linha 1ecla, os
centros d'estas circumflerencias estardio n'oulra circumlerencia
que passard pelo ponto commum das tres primeiras.

Os trabalhios scientificos de F. Horta foram todos [m!n]is'.nlus
por elle em idade ja bastante avancada. Tinha 39 annos quando
publicou o primeiro ¢ 74 quando publicon o ultimo. Depois da
publicacio d’este ultimo, viveu ainda alguns annos, fallecendo
finalmente em Lisboa no dia 2% de marco de 1899,

Porto, outubro de 1899,
Goumes TeIXEIRA,
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M. d'Ocagne: Traité de h'nf.‘rn;{_ﬂ'a..':ﬂ.ﬂ}'. Puris, Gauthier-Villars,
1899.

Depois do trabalho de invencio ndo ha trabalho mais util que
possa fazer um homem de sciencia, do que coordenar e expdr
didacticamente os assumptos a que se referem as suas descober-
tas. E o que vem de fazer o sr. M. d'Ocagne para o ramo de
sciencias mathematicas que trata dos abacos (a0 qual chamou
Nomographia) de que elle ¢ um dos principaes fundadores e a
rL':-'|u.'iJ.l} do c[u:ll lem [ml)]ic:u]u impurlamlvs i||t|i|g4|4;|’:es em varias
publicagdes periodicas e ainda em um volume especial, intitulado
— Les calculs usuels effectués an moyen des abaques (Paris, 1891),
que contém os seus primeiros ensaios sobre este assumpto. Os
leitores d'este jornal conhecem de certo estes trabalhos que tém
aqui sido analysados ou pelo menos indicados.

Gragas a estes trabalhos e aos trabalhos d’outros auctores que
se occuparam d’este assumpto, a Nomographia tomou rapidamente
um grande desenvolvimento, e utilisada pelos engenheiros, que
lie reconheceram a grande utilidade ma practica da sua arte,
vulgarisou-se tambem em breve tempo. N'estas circumstancias
lornava-se necessario um livro didactico que contivesse tudo o que
existe de essencial n'esta theoria, e, para o fazer, ninguem estava
em melhores condigdes do que o sr. M. d'Ocagne. Este livro vem
felizmente de apparecer, e o seu titulo é o que vem indicado no
principio d'esta noticia.

Na redaccio da sua bella obra o auctor teve em vista um du-
plo fim: apresentar aos engenheiros uma obra util, offerecer aos
mathematicos um trabalho interessante. Conseguiu este duplo fim.
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0s p-rlmemjs encontrardo nos |:r1|n{-|rn> [‘npllu!uq tudo o que ne-
cessitam saber para user d'este meio precioso de fazer os caleulos
a que o exercicio da sua profissio os obriga; os segundos estu-
dariio com vivo interesse o ultimo capitulo, onde ¢ considerado
o problema geral da representacio plana das equacdes com um
numero qualquer de variaveis.

As doutrinas consideradas pelo sr. d'Ocagne estio distribuidas
por seis capitulos segundo a ordem que consiste em passar de
casos mais simples para casos cada vez mais complicados. Com
esta disposicio dos assumptos procurou o auctor ser util aos
technicos. O capitulo 1. é consagrado & theoria da representagio
das equacdes de duas variaveis e aos diversos nbacos d’estos equa-
¢oes. O capitulo 2.° ¢ consagrado ao estudo da representacio das
equacdes de tres variaveis pelo methodo dos erusamentos. Encon-
tram-se n'estes capitulos os resultados de Lalanne sobre o prin-
cipio da anamarphose. O capitulo 3.° é consag rllilndmdu i re pe-
sentacho das equagdes de tres variaveis, sendo n'elle considerado
o methodo inventado pelo sr. d'Ocagne, a que elle chamou pri-
meiramente methodo das pontos isoplethos e aclualmente methody
dos pontos alinhados, No capitulo 4.° siio considerados os syste-
mas de duas equacdes e sio applicados os resultados achados ao
calculo dos aterros e desaterros. No capitulo 5.° sio consideradas
equagdes de mais de tres variaveis, Em lodos estes cinco capi-
tulos encontram-se muilas e importantes applicacdes das doutrinas
expostas a varias questdes techn’cas.

Todos vs methodos de representacio das equacdes por meio
de abacos descobertos pelos que se occuparam d'esta doutrina
antes do sr. d'Ocagne e tambem os que descobrin este illustre
geometra estdo subordinados a uma theoria unica. Esta theoria
que foi descoberta pelo proprio auctor do livro que estamos consi-
derando, é exposta com toda a gl.'m‘r':llidauh' no bello e interes-
santissimo capitulo (capitule 6.°) que lecha, com chave de ouro,
a obra notavel a que nos estamos referindo.

Ernest Lebon : Histoire abrégée de I Astronomie. Paris, Gautlier-
Villars, 1899.

Nao ha ramo algum da histeria das sciencias que inleresse a
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maior numero de pessoas do que o que se relere & Astronomia,
Que pode, com effeito, haver de mais attrahente do que a nar-
ragiio dos esforgos que tuntos homens de genio fizeram, desde a
antiguidade alé aos nossos tempos, para descobrir os segredos do
Universo ? A historia da Astronomia & todavia vasta e era porisso

dl'ht'_i.'l‘n'| um livro onde .'I:Elll".'.r,-» que ndo pod

em dispdr de tempo
para a leitura de trabalhos extensos possam tomar eonhecimento
do que n'ella ha de mais essencial. A este fim satisfaz |-]|-|1.-|||1--||I'1-
o excellente hvro que vem de |J|:f|1.ie';u' o sr. E. Lebon, o qual
encerra uma exposicio das gran

es descobertas e dos trabalhos
in|||-1f?..|!|'|-'ﬁ da Astronomia -'I'I'!llllli'II'I.IJ-I la de curlas Jril_-:r'.'ljlili-lh
dos principaes astronomos,

O auctor divile a historia da Astronomia em (res in-liu]!m.
O periodo antigo, que vae alé ao meio do seculo xvi; o periodo
moderno, que vae até ao meio do seculo x1x : 0 |-.--:fn|ln conlem-
poraneo que :'-IIH!I!\'}:I'II-!I' a secunda metade d'este seculo.

A El-‘ll'h' do livro l'ﬁ'!;|1i1i1 ] [wl'i-ndil .‘|J:!i-._=,=| e il{:\iliicl-l e&m t]l'iri
capitulos, um consagrado &s primeiras observacdes dos Chaldeos,
Plienicios e Gregos, o sezundo consagrado & historia do systema
de Ptolomeo. :

A parte do livro relativa ao periodo moderno ¢ dividida em
nove l'-'||-iii.'!-|- com as ep ;_'t‘.|[:|.t'_\' seouintes « 1 ?'il\,-l:*:]lel de l!:u[n'r-
nico. 11. .‘:ﬁ:-.-h'm-'l dus torbilhdes. I Lei da atlraccio universal,
IV Figura da Terra. V Problema dos tres corpos. Y1 Mecanica
celeste. VII Aperleicoamento da Astronomia physica. VII Geo-
desia. IX Meteorologia,

Encontram-se n’esta parte do livro as biographias de Copernico,
Thyco-Brahe, Kepler, Galileu, Huygens, Newton, Bradley, La-
grange, Laplace, Gauss, W. Herschel, Bessel, Arago, etc.

A parte da obra do sr. Lebon consagrada ao periodo contem-
poraneo estd dividida em dez capitulos, onde sdio considerados os
assumptos: I Progressos dos methodos da Mecanica celeste.
IT Progressos da Astronomia estellar. Il Experiencias, observa-
¢des e hypotheses. 1V Analyse espectral em Astronomia, V Geo-
desia, VI Meteorologia. VII A phetographia em Astronomia.
VIII Descobertas de pequenos planetas e satelites. Siderostato
de oculo. X Mecanica celeste no fim do seculo xix.

Encerra esta parte do livro as biographias de Cauchy, Delau-
nay, Leverrier, Argelander, W. Struve, Perrier, Gould, Monchez,
Tisserand, Gylden, ete.
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Terminaremos esta noticia aconselbando vivamente a leitura
d’este bello livro a toda a prssoa culta que :Jt.'_-ii-j.'ir conheeer o
que ha de mais importante na historia da Astronomia. Accrescen-
taremos ainda que elle é adornado com retratos de ':irll[‘.rilil'tl,
Kepler, Galileu, Newton, Laplace, W. Herschel, Arago, Janssen,
Perrier, M. Loevy, S, Newcomb, S. Kovalewsky, Tisserand,
Poincaré e Faye.

E. Duporcq: Premiers principes de Géometrie moderne. Paris,
Gawthi.r-Villars, 1899.

O pequeno livro, cujo titulo vem de ser escripto, nio encerra
um tratado de Geometria moderna, mas sim uma v\}m:-‘il_'.’m, feita
com muita clareza e precisio, de que & flundamental e mais essen-
cial nesta Geomeltria, para uso dos que a querem estudar pela pri-
meira vez. Esta exposicdo é acompanhada de applicagdes muito
bem escolhidas, proprias a habilitar os alumnos a applicar os
methodos fecundos que sdo estudados no livro.

O livro estd dividido em seis capitulos. No primeiro capitulo
occupa-se o auctor do uso dos imaginarios em Geomelria e da
as primeiras nogdes sobre as transformacdes. No capitulo segundo
siio estudadas as divisdes e os [eixes homographicos e laz-se appli-
cagdes d'elles & geracio das conicas e das superficies de segunda
ordem. O :‘.-lpiiulu terceiro 6 1'ur|-.-a;_>r;ulu s transformacdes homo-
graphicas e corrclutivas. No capitulo quarto sdo estudadas pelos
methodos da Geometria moderna as principaes propriedades das
conicas. No capitulo quinto sio estudadas pelos mesmos methodos
as propriedades das quadricas. Finalmen!c no capitulo sexto encon-
tram-se applicagdes das transformacdes homographicas, um estudo
geomelrico da inversdo, o estudo das transformagdes quadraticas
planas e algumas indicagdes rapidas sobre as transformagdes de
contaclo de 8. Lie.

Com a publicagio d'este livro de leitura facil e agradavel, pres-
tou o sr. Duporeq um bhom servio aos que quizerem estudar os
methodos com que Poncelet e Chasrles enriqueceram a Geometria,
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Henri Pinet : Mémoire sur une nouvelle méthode pour la résolu-
tion das équations numeriques. Paris, Nony et €., 1899.

N‘I'F\‘i] IIIt!‘II]lJ]'ii] il]'lll'l'l‘_'!}'\.:!"li‘ o auclor E1|II'£‘$|'HT.". um IIIEilJﬂ[]O
para calcular as raizes inteiras das equacdes algebricas, que obriga
a menos tentativas do que o methodo classico que se emprega
para este fim. E acompanhada por um appendice onde o sr. E.
Krauss da a indicacdo de todas as operagdes que & necessario
fazer para resolver uma gnlliu{.’lu numerica dada J:hl.'lu methodo dado
na memoria do sr. Pinet.

G. Pirondini : Proiesione stereografica e sua applicazione allo
studio di alcune linee sferiche (Periodico di Matemalica, 1899).
—— Sur la spirale logarithmique (Mathesis, 1899).

G. Pesci: Application de la Nomographie au jaugeage des lonneauz
(Le Génie civil, 1899).

;. Vivanti: Sulle funzioni (ranscendenti tniere {Rend. del R.
Istituto Lombardo, j_\[}ﬂ_"l_

—— Sul coneetto di derivata nella teovia elementare delle funzioni

analitiche (Rend. del Circolo matematico di Palermo, 1899).

Bettazzi: Sulla definizione del numero | Periodico di Matemaltica,
15899).
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G. Loria: Apergu sur le développement historique de la théorie des
courbes pfuurs (Verhandlungen der ersten internationalen Mathe-
maliker Kongresses, 1898).

. Vailati : Le s;;.«'."ufq:,fmrr' di Giovani Benedetti sur molo dei
grm'i ['ff.r'mf, della R. Accademia di Torino, 1897-1898).

M. Lerch : Sur quelques propriélés d une transcendante uniforme
(Comples rendus du quatricme Congrés .w'f'rntfﬁqur des catholi-
ques lenu i f'}'flhr.'ﬂ?"ff, Hf."ﬁ.,‘.‘z',

Die integratoren, Systeme B. Rillf (Der Mechaniken. Berlin, 1898).

Eugene et Frangois Cosseral : Sur les équations de la théorie de
Uélasticité (Comptes rendus de I Académie de Paris, 1898).
—— Sur les fonctions potentielles de la théorie dé I'élasticité, (Ibi-

dem).
—— Sur la déformation infiniment petite d'un ellipsvide élastique.
(Ibidem).

J. Duran Loriga: Sur les triples de cercles associés {M{Hﬁﬂé‘l‘s,

1898).
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R. Guimardes: Calculo do volume de um segmento r’.H‘.'..rl erico inde-

L ndentemente do conhecimento do volume dos corpng e-.-';.-.’urr'ms
Jornal da Academia das Sciencias de Lishoa, 1898).
—_ Sobre uns ‘r'.'u-J..'l- mas de -f;'.l;'ﬂ.l.i'l'-']_l.'-'-'-:-'I'l IH' vista de Obras ‘I-H—

blicas, 1899).

G.T.
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DE L'ACTION D'UNE FORCE ACCELERATRICE
SUR LA PROPAGATION DU SON

PAR

O110 D'ALENCAR SILVA
(& Rio de Janeiro)

On nous adressa, il y a quelque deux ans, une question que
nous pouvons résumer ainsi:

1.° La vitesse du son, dans un milieu indéfini, souffre-t-elle
quelque modification, si I'on tient compte des forces accélératrices
de la pesanteur?

2.° Et cette inlluence pourra-t-elle se révéler dansla formule
usuelle ?

3.” Si elle existe, en quoi consiste celte modification ?

A la deuxitme partie, nous répondimes qu'il était incohérent
de prétendre trouver cette influence dans une formule, dont la dé-
duction suppose le milieu impondérable.

Mais, en restituant au gaz son poids propre, devrait-on modi-
fier I'équation connue de Laplace, comme on le fit pour celle de
Newton, qui ne supposait pas la distension adiabatique des flui-
des ? Nous ne pimes pas la dire. La réponse dépendait, en effet,
d'une équation aux deriviées partielles, bien plus complexe que
celles de la chaleur, bien plm t"ulnla]inim‘u méme que les équntiuns
habituelles du son. Et cela depassait tout ce que nous savions de
ces eas difliciles, Conséquence de la fonction des forces exté-
rieurs, de nouveaux termes s'introduisent dans I'équation ; elle

o3
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perd ainsi ce caraclére de simplicité qui permit @ Kirchhoff
d’énoncer son beau théoréme.

Voila pourquoi les fonctions plus qu'harmoniques, définies par
I'équation de Poisson, quoique bien ¢tudiées, ne nous furent d'aun-
cun secours, dans le cas que nous allons traiter.

Heureusement, de plus récentes lectures nous éclaircirent ; et
ce fut presque par hasard, avotions-le, que nous arrivimes 2 la
solution de cet admirable probléme de philosophie naturelle.

Ce qui nous semblait plein de séricuses difficultés d’amalyse,
nons apparut simple, dans les travaux de Gomes de Souza: les
obstacles cedérent, sous la main puissanie du maitre. Les «Mé-
langes de Calcul Intégral», si injustement oubliés, et dont le
renom est celui d’épouvantables hi¢éroglyphes, sont cependant I'in-
destructible attestation de la profundeur des vues de notre illustre
compalriote,

Ce livre, et tout spécialement le mémoire sur le son, fut la
source oil nous allimes pouiser I'essence de notre travail.

Avant d’entrer en malidre, faisons cependant au lecteur une
ulile observation: il ne trouvera pas ici une dissertation sur 1'Ana-
lyse, avec cel examen rigoureux, auquel l'ont habitué les livres
de l'.inlrh:.. Abel et, dermérement, les oevres de M. Poincaré;
il n'y trouvera nullement une dissertation «a la modernes. Mais
ce manque apparent de rigueur n'aura point de ficheuses consé-
quences. Ce qui est vraiment utile— et cest la la pensée de
Gomes de Souza — ne dépend point de la détermination des fon-
clions inconnues sous les signes d'intégration. Son théoréme nous
épargne d'autres deails,

Cela posé, soient ¢ le potentiel des vilesses el V la fonction
des forces extéricures. Dans les cas ordinaires, on néglige les
puissances SIJIH"I'il'IJI'f‘H des dérivées de ¢, et les termes 'l”‘i dé-
dependent de V. La premiére hypolhése suppose la vitesse des
molecules Iri':-i-pelilus,-— ce 1|11i ||.'u'|'0i5 est faux ; — la deuxiéme,
que le milieu est impondérable.

On trouve alors, avee la correction de Laplace,

dat ﬁy‘ z2

2 2 : 2
(1) ‘i;—mﬂ(ﬁ? t”+'”)
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ou
% _
" ki g

; : pc
A étant le paramétre de Lamé et a la constante ~—, ot p,
P

p» ¢, ¢y sont la pression, la densité et les chaleurs spécifiques du

gat.

L]

Les conditions initiales doivent donner, comme l'on sait, les
vitesses composantes des molecules et la condensation pour t = 0:
on aura done

9= (@, y. 2)

@) i’f -¥ (2, y. 5),

pour { =0.

Disons rapidement comment on intégre |'équation (1).
[1‘1‘1\1)1];

p=0¢ +¢",

%' et §” étant deux solutions de I'équation (1).

Supposons que pour ¢ les condilions initiales soient ¢ =10 et
37 o , 5 y
fﬁl -=Y¥(x, y, z), et que pour 'i‘" ces conditions soient
i # 3 a"“‘ P . f
¢ =@ (2, 9, 3),——=0; 5 satislera aux équations (2) et &
I'équation (1). at

Or, il est facile de vérifie r, qu'on aura une solution de 1'équa-
tion (1) avec la premiére condition initiale de 7, en écrivant

(3) ’ ‘ ‘ ’ ” K& .08 [u(@—2)+ v (y—n)+

Vul+ot+w?

+w (z—)]sin [aV u+ v+ wd.()dE dr, @ du dv dw.
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Les inlégrations sont étendues a tout I'espace.
Posons

£E=a+ ry sin f; cos 34,
n =y -+ ry sin 01 sin g,
{ =z rycosfy,
u==rg 8in fig COS 33,

v ==1rgsin U sin fig,
w=ry cos fz.

On suppose implicitement que £ —w, "—y, {—3, 4, 0, W

sont les coordonnées carlésiennes des points m et m. On peut
encore disposer des systémes sphériques ry 65 31, ry bg 92, de
maniére que

rirgcosfa=u(;—x)+v(m—y)+wl—2z).
D'un autre coté, on a

du dv dw = r: sin fig drg dbs d3a

d dn df = r: sin 0y dry dby d3,.

—
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L'intégrale devient
M=o (A= =2= =1 My==x =%
/ ——n /‘q_ f,z_.u =0 /. b
F.cosryrycos 83).sin (argt) r ﬁm f1 dry dyy dyy ry sin Oy dry db doy

rl =2 Yy= =% (=1
/ / Fry sin :r;rg)sira[argt) dr
8 =0

={ , r:=>0 ¢ o =0

drg sinfly dby dz,

j= o == =P
=32 / / / Fr| [cos r (ry — atl) —
’l‘_[. !—“ w L._fl _“

—cos ry (ry + at)] sin iy dby dyy dry drs.
Faisons
1 . ; 2
F(ry) = I:"F (@ + ry sin 9 cos 39, y + rysin gy singy, 2+ ry cos ),

W, on le voit, doit étre nulle pour les valeurs négatives quel-
conques de ry.
L'intégrale précédente peut étre mise sous la forme

= &t o ry=u% =%
B) o= ER[L / sin Oy dfy df;,[. [ ry.-
v 0 t 0 % T?"—=n t ry=— —oo ﬂis

W [cos ry (ry — af) —cos ry (ry+ at )] dry drs.
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On transformera encore cette expression, en intégrant par
rapport & ry et ry, A l'aide de la formule de Fourier (*).
On aura done

e 9=
i ] 7 : y
(6) 1=—/ [ ¥ (x + atsin iy cos g1,y + at sin §; sin 3y,
an e g R

z -+ atcosby) sin 8y tdyy dfy.

Cette expression s’annulle pour t=0, et sa derivée est, pour
la méme valeur,

o 1=
el ¥ (x, y, z) sin by d3y dyy = ¥ (2, ¥, 3).
o) el el ;

o est donc capable de satisfaire aux conditions de ;'.

Par un calcul analogue, on trouvera

= 9=
1 ) I - ’ . X
?u=E ; [ f @ (& + at sin g cos 3y, y + at sin Oy sin 5y,
w " " 0

z + at cos by sin 4 tdyy dby.

Pour t=0, cette expression se réduit
& (@ v 9),

et sa dérivée est nulle pour la méme valeur de ¢.

{(*) Voir Fourier, Théorie de la chalewr, pag. 408; Mathien, Physique
Mathématique, pag. 85,
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La solution compléte, donnée par Poisson, sera

G 1 d
1 g L3
(7) ?——j /l { ¥ (x+alsingcosy,y+alsinbhsing,
=/ o) o

z+atcos ) sinOdy dy +

-h:_ 61[ / td'x+ atsing cos p, y+ atsinf sin g, '

z + at cos 0) sin § dz db.

Supposons que l'agitation, & I'instant inilial, existe seulement
dans la sphére de rayon trés petit ¢, ayant le centre & Vorigine
des coordonnces,

Pour les points satisfaisant A la relation

FeE e L LR
on aura, & cette époque,
Dlxyy35) =
W (2 g1 5)=0.

Il est facile de montrer qu'd la fin du temps ¢, il n'y aura de
mouvement que dans une couche li'épaisscur ¢, située sur la sur-
face de la sphere de rayon at.
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En effét, si l'on écrit
x -+ atsin § cos ?‘éa co8 J,,

y + at sin i sinp Secos

z-[—atmsagems»,

les fonctions, qui se trouvent sous les signes d'intégration, serout
constamment nulles pour toutes les valeurs de x, y, z qui ne
satisfont pas aux relations précedentes. Le mouvement n'existera
pas aux points ol 'on aura

(@ +atsin® cos9)*+ (y + at sinf sin 9)2 + (s + atcos )2 > ¢

Si donc on décrit une sphére de rayon at et de centre a I'ori-
gine, le mouvement n'existera qu'aux points situées i une dis-
tance inférieure & ¢ de la surface de cette sphire. Une telle
surface est celle de 'onde sonore.

D’un autre colé, ¢ étant trés petit, on a

(8) rPegttyt+22=alsd,

Le son se propage avec une vitesse constante égale a a. Clest
un résultat connu.

Supposons mointenant que les molecules soient sollicitées par
des forces dérivées d'un potentiel, et tel est le cas de la pature.
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Nous aurons, pour définir la condensation

©) aty=U— 22,

Mais I'équation de continuité¢ des {luides nous donne

i-l- BE.puj +dff1t)+5(pw'| Tea
ot éx dy 3

¥

ol p=pg (14+). _
Comme nous I'avons dit plus haut, les forces extéricures déri-
vent d’une fonction de forces

U=/Xde+Ydy+Zds.

On verra facilement qu'en négligeant toujours les carrés des
composantes de la vitesse, le mouvement sera réprésenté par

3% U d U o U &
{ Pkt (S § S e TAVR IS SRt Ul e s .
19, S Fors 3z " Oz z dy ~ dy ds " Oz (*);

équation plus complexe que celle qui suppose le milicu impon.
dérable.

(*) Pour plus de détails, voir la Mécanique analytigue de Lagrange,
tome II, pag. 330,
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Admettons d’abord le cas trés simple, od

ol g U
I e
oz dy oz

comme le fait Gomes de Souza, & la page 258 de son Recueil.
L'¢quation (10) devient

tif‘ -
5 ] 7- Q?
(‘ tJ: Yy = l‘.‘lgj? '|" y —_—
ol oz

Celle est, dit I'auteur, I'expression analytique du mouvement
vibratoire, dans U'hypothése de la gravité constante et éqale @ y.

Il y aici, ce nous semble, une erreur: non seulement on ne
peut pas admeltre la constance de la gravité, dans ce sens ; mais
il est encore impossible de trouver une fonction de forces qui
satisfasse aux conditions

d ol g
_U__U, A RER _}it
ik dy %

La marche méme suivie par 'auteur pour transformer I'équa- |
tion (11) ne nous parait pas admissible. Ecrivons en effet

02y g
T |

—=atAo+y—,

ae® rry 71

Cette équation, dit Gomes de Souza, est une (ransformée de la
suivante

3% 2 2,
_617__“ Jf'i"b T
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ot 'on doit laire

¥ s
b= 5oV — 1
y?
et p=24"y,

Cela est faux, parce que I'on trouve facilement, en effectuant
les calculs,

* 3 CATIRS x
—— =g A Sl LU P N
- el +3y 5y+¢+a* hat”

Supposons cependant qu'il y ait 12 des fautes typographiques
— quoique M. Edourd Lucas en ait revu les caleuls — et I'accord
sera possible.

En eflet, imaginons la gravité constante et égale 4 g, l'axe
des z vertical et dirigé du zenith au nadir positivement; négli-
geons, d'un autre goté, l'influence de la chaleur. On aura alors,
dans cette hypothése

'

iy a7
1 i — 2, (o] —
(11 bis) 3 = 0749 +g i

Considérons maintenant 1'équation

3%y
(a) A at Ay + by,
et faisons
!
b=-2V —a,
2a a
iz
b= eéaz @,
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_
On en deduira
b
d’q‘ 2t 9%
= ey
ded ot
: =
3% 3t 8%
- W
. e
* 3@ %
L T L g
dy* oy*
9z /3% g 9oz g%
W ga =+ L+ 20 ),
— =" \ 3t T "3 | dal
gzt
En faisant les substitutions dans I'équation (a), on aura
bt >
Uy o7
' q T
= =g* Ay 4+ —
3t P
identique & celle que nous avons proposée.
Soit ITintégrale de (a). On en déduira la solution de (11 bis',
a savoir:
g5
ey 2at ] B

Le probléme se reduira donc a trouver l'intégrale de (a). C'est
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sur ce point que nous reviendrons plus tard, avec des dévelop-
pements plus intimement liés & l'objet de ce travail.

Considerons, en second lieu, le cas d'une force inversement
proportionnelle & I'ordonnée verticale.
Nous aurons alors

3% kB
\ -_J- !
(12 ar? o P

Cette équation est un cas particulier de la suivante (*).

3ty a 0 . B
b — O AD Sl D
(13d 5 a*Ae+ s + = it

Nous allons I'intégrer par la méthode de la page 128 de I'oeu-

vre citée,
i Posons, avec 'auteur,
i' (1‘1} Q- gami-nz+py j :
!

m, n, p sont des constantes e J une [onction de z seulement.

(*) Yoir Gomes de Sonza Mélanges de Calcul Intégral, page 98,
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On aura

("...f#

1 a
T - atm? ¢
ol

aimd—-nr--py I

: 2
A9 = ] _.j-‘g : H‘) iy rf !J l“”m: { H,a'..:..;u‘

=]
dz*

d.
dz’

b E-Jm! tnr-4py 3

L’équation deviendra

d*)

iz

a®mt] =at|J(pt+4nt) 4+

+

p
fa

i) 1] 3 .
(15) st bl t ot - [—-é- + (Pt +nt—m?) :*—l J=0,

dz® a* dz a
ou, en [aisant, pour simplifier,
prt+nt—mi=_—h2

dJ ) B \
-4 + (= —h%;!).l=n.

&

e ]
z

+ -u
ds? dz \ a

Cette équation est de celles qu'on intégre par fonctions cylin-
driques.
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Posons

(17) J=zlu

el faisons, dans la transformée,

: & . B
d3—1)+—0+ —<=0.
(18) 3(3—1)4 g8+
L'équation deviendra
o du 2k du .
(tﬁ I.JIS) Ti_ !——,Il'!.l':ﬁ'!
dz z ds
oii I'on a

On intégre immédiatement I'équation (16 bis), sans recourir,
comme 'auteur, d la méthode de Laplace.
Son intégrale est la solution connue de I'équation de Bessel

,

u=_C; ‘ cos (shcos 6V —1) sin—10d0 +
J 0

+ G gl—% I cos (sheos 0 V —1)sin™
0
L =

e+ g,

| Pour ne pninl limiter les valeurs positives de 2k, prenons la
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premiére integrale, c’est-d-dire la solution particuliére

. b oy s —
u=Cy ] cos (zh cos 0V — 1) sin*—1 649,
0

L

ou bien, ce qui est la méme chose,

(19) u=C ‘ g2hcost gin2k—1 o
L]

o/

expression qui coincide, a part les notations, avec la formule 216
de la page 129 du Recueil.
Nous avons donc, pour la solution de I'équation (13),

L .
. =5 o | - rOIS o L
9 il o ami--nz+py ’ zd {,-h s ﬁsm-. i.:.‘,“,

J 0

el, en remarquant que

m= Vnl+p?+i?,

T
= ﬂ l,,”-J' '!"-"_‘!' ’ :.!‘ E_,:lrf cost hlll:'”_l adrj E:E:N?—:r I,u?—'f— e, Hf‘
o U

On aura encore une autre solution de la méme équation, en
Gerivant

{2“} = o H.E'-—JI-JIr.IIf:"'r L‘:h cosh hi"E.-'.-—l 60
L 7 “
! atVnt-piie — g Taty nt+ptf e/

~
)
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SUR LA FONCTION z(s) POUR LES VALEURS IMPAIRES
DE L'ARGUMENT

KOTE DE

M. LErcn

Professeur & 1'Université de Fribourg (Suisse)

Les valeurs de la fonction

i
| L
(1) i+ tet 4+

que Riemann a désignée par 7 (s), sont connues sous forme fime,
si argument s est un entier pair, et on a, comme on sait,

- (272
(5 Y s . Bl
(2) 2% (2n)= (n)] B,,
en désignant par B : B : B : les nombres d
Signan H | =y Dgmm——, [ige=—,,,. 08D )T 2
Bernoulli. 6 30 2

e

v

e T D P b T T —_
o —— - -
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Quant aux quantités?(s) pour les valeurs impaires s=3, 5,7, ete.,
on ne sait rien sur leur nature arithmétique, qui semble étre fort
(‘mnllli.{m'-l': on s'est borné & élablir des séries & convergence
plus rapide qui permettent les caleuler, objet bien secondaire
puisque on parvient au méme but & I'aide du développement se-
miconvergent. Nous resterons cependant dans ce probléme, dont
nous avons donné autre fois une solution 4 'aide d'une i'.'lI:";_‘:uriL'
des séries, présentant lu'ﬂ:l{‘l_m[l ij'.'nl;llu_:.'.iq'. avee certains {I(‘FElup-
pements de la théorie des fonctions elliptiques :

3 I_:Jﬁ_c—l .\”}
fpﬁ,:- s —"S oy = e—v—.l'r'

L

olt €'y (n) représente la somme des puissances d'ordre 2s—1
de tous les diviseurs impairs de I'entier n; la quantité Z (s), pour
§ impair, s'exprime sous forme finie & I'aide des quantités @y, la
complication de I'expression augmentant d'ailleurs avec la valeur
de s.

Cette fois nous allons considérer les entiers de la forme 4k —1,
pour lesquels nous allons donner une solution beaucoup plus sim-
ple et trés élémentaire dans son exposition. En partant de I'iden-
tité

i + a%—1
il e [ir s K AN T + g2%—2
i+ 2
9
renons = =—— en divisant en méme temps par n¥m"%=2; nous
P n* I
aurons
1 |
(m*+ n*)mik—2 (m*+ n?)ni—2

Les séries & double entrée qu'on obtient en prepant la somme
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pour m, n=1,2, 3, %,... sont évidemment convergentes et
I"on aura

E i ) I 2 =5 ih—2 I Ty
mi—2 (gt 4 32 ot =2 (4 pl
™, f ; m, n ¢ )
2h—1 & =4 v 1
=% (_ U‘—' » 2 NS z
el i By el mi.l,_,,-
v n=l ni=w

Les deux séries au premier membre sont identiques, et les termes
du second membre sont les produits de deux valeurs G (2v) et
S8k —2v) et sont égaux deux a deux, saufl le terme moyen v = k.
On aura done |':'-||u.-|[§-.g|

i k—1 . :

(3 5 — == 3 (1) =1L (2) 7 (B —2v)

: St (m? | gt) - ' /
m, 5 L |

2 g - & 7
n* + n* er®s —1 "

el si l'on pose i=m, On aura en divisant par mik=1 @at I]rvnnnl
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la somme,

2% B =2 S i
o U () * 2 o1 Ams__ |
m=1 a=1 m=1
S
4 D L LB 4 ey T
m=1 m=1

Au moyen de cette équation la formule (3) devient
= 1 i
5 U= 1) = 5 L)+ (= DT 511

-1
+32 (= 1172 ¢ (8k—2v)

=]
B Ry S
d o Uk —1 e!mﬂ_l'
m—1

résultat qui d'aprés (2) peut §'écrire comme il suit

(& 1 (@) BT
i, E i & k=1 - I
—II ’“ill.'——1 lrirl [B k + ' 2 f ‘2!‘_) ;.I-

n

k—1 =
'_ 1”|
(i} 1: + E Il 2 } H " P—v
T | 'il s
gy At ed
= n;'l.".‘—l eimT __ |'
m=]

e
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A laide de cette formule le calcul numérique de la quantité
C(4k— 1) est réduit & la sommation d'une série & convergence
rapide dont les coefficients sont les inverses des quantités e**—1,
elm—{, eb7—1 gt se calculent une fois pour toules.

Si pour la pratique cette formule présente quelque avantage,
son importance théorique me semble apparaitre plutét dans la
forme suivante

m=1 v

i(-if.‘ B> 17 cothyp (2m=)

& al—l
(= By + (— 1)1 ( ;,; ) B 3 (— 1,~—-1(_§1’- ) B, BBy
l -

exprimant que le premier membre est un nombre rationnel dont
il est aisé d'obtenir le denominateur a priori.
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SUR QUELQUES PROPRIETES DE TROIS CERCLES
CONCENTRIQUES A UNE ELLIPSE

PAR

Jorge F. p’AviLLEZ

Yicomte de Reguengo

Dans son mémoire «Sur les courbes paralldles i I'ellipses (%)
M. Gomes Teixeira donne (p. 19), le theoréme suivant ;
«Si un point (x, y) parcourt une circonférence concentrique avec

L]

. ; : 1
une ellipse, la somme des carrés des distances du point (? X,
1 - SR .
3y )our pieds des normales a Uellipse tirées par le point (x, y)
reste constante». On a dans ce cas

Y8y =24y + 2 (ad+ 1Y),

Nous allons considérer trois cas particuliers:
Supposons d’abord que le cercle soit le cercle orthoptique

(#) Mémoires de I'Académie Royale de Belgique, t. Lvin, 1898,

e
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{cercle de Monge); on a alors

Yd2=3 (a®+bY),

Si le cercle est le premier ou le second cercle de Chasles, ou

trouve respectivement
3A00=3 (a2 + 0% + 2ab
332 =3 (a?+b%) —2ab.
On a alors les égalités suivantes :
A 332 =fab
332 —3dt=2al
202 — %2 =24qab
A4 ¥ 12 =2 342,

Les trois premidres égalités donnent les théorémes suivants :

2)
(3)
(%)

« Si un point (X', y') parcourt le premier cercle de Chasles, et

F o

un point (x", y") situé sur le méme rayon, parcourt le second cer-

cle de Chasles, la somme des carrés des distances du point (-} s

e,
g ]

)mu: pieds des mormales a f'eﬂfpse tirées par le point

(x', ¥'), diminude de la somme des carrés des distances du point




A g P

T L

R y—

72 JORNAL DE SCIENCIAS

I 1] l iy * : i 5 - |
(? X, 5 ) aux preds des normales a Uellipse tirées par le
point (x", y"), est égale au rectangle des azes de U'ellipsen.

Si un point (x', ¥') parcourt le premier cercle de Chasles, et si

un point (X", y"), situé sur le méme rayon, parcourt le cercle
: A s 1

orthoptique, la somme des carrés des distances du point - x'
{ plq 1 e
. '_v“) aux pieds des n.rmales a Uellipse tirées par le point (x',
'), diminude de la somme des carrés des distances du point
£ e : Sy s ;

( . x"s % 3”) aux pieds des normales a [ellipse tirées par le
oint (X", v'"), est égale au double du rectangle des demi-axes».
P \ ) i ]

«Si un point (x", y') parcourt le cercle orthoptique, el si un
point (x", y"), situé sur le méme rayon, parcourt le second cercle

: s d o
de Chasles, la somme des carrés des distances du point (——2— X7,
1

"

) ) awr pieds des normales a Ucllipse tirées par le point

(x"', ¥"), diminuée de la somme des carrés des distances du point

i : : Lo 2
(? X 5 }") aux pieds des normales & l'ellipse tirées par le
point (x", y"), est égale au double du rectangle des demi-azesn.

Si I'on considére un rayon central de I'ellipse, O étant le
centre, les distances de O aux points P’ (x5 Pixhs 40
PY (x", ¥"') vérifient les relations

OP'? a4t
OP OP” ~ a*—0?

0P? + 0P =200,

Comme I'on sait, le cercle orthoptique est le lieu des points d'oit
I'on peut mener deux tangentes rectangulaires a I'ellipse, et la
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courbe de sixiéme ordre
({,‘i i ,gi;,! ".“E y! =T i.!} = (a* 4 'I_J.E: [.: e y'i. ':u?- y! + b Ji}*!

est le lieu des points d'oit I'on peut mener deux normales rectan-
gulaires & l'ellipse.

On sait que l'aire de cette courbe est ¢gale a l'aire du second
cercle de Chasles; donc

U =1:(rr—.'; 2

D’autre part, I'aire de la podaire centrale de la développée de
Iellipse est donnée par I'expression («)

W= (a—02.

On a donc le théoréme suivant ;

« L'aire de la courbe, liew des points d'ote I'on peut mener deux
normales rectangulaires & ['ellipse, est égale au double de l'aire de
la podaire centrale de la developpée de I'ellipsen.

La podaire centrale de I'ellipse a pour aire

W=

3

’; (a+ b)x.

(#) Barisien, Mathesis, {896, pag. 265 ; Nouvelles Annales, 1895, pag. 210,
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On peut donc énoncer le théoréme suivant :

al'aire de la courbe, liew des points d'elt Uon peut mener deux
tangentes rectangulaires a Uellipse, est égale au double de I'aire de
la podaire centrale de ellipsen.

Si I'on appelle U l'aire du cercle orthoplique, on trouve alors

T=wW" (5)

BARBAD RS S R R A A

Do)
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SUR QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES
NOTE DE

GEMINIANO PrRONDINI

(a4 Parme)

I. Soient: (A, B), (C, C,) deus couples de points fixes, placés
respeclivement sur les axes coordonnés Oz, Oy et définis par les
égalités :

OA=a, OB=08, OC=m, 0Cy=n;

et (M, N) deux points de AB mobiles de fagon & vérifier cons-
tamment la condition :

., AM AN
"l fa H N.i=“_—':——=
(1) (ABMN) B BN h,

h étant une constante quelconque. Les droites CM, Cy N ont
pour équations :




i
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(x, y) étant les coordonnés du point P de leur rencontre. Et comme
on dérive d'ici :

M i S N s
y—m y—n

la condition (1) développée démontre que le liew du point P est
la conique K définie par I équation :

mn (1 +h) 2 + [an + bm — h (am + bn)) 2y + ab (1 — k) y2—
(2
—mn (a+b) (1—h)x—ab(m+n) (1— h)y+abmn (1—h)=0.

On apercoit sans peine :

1.° que la conique K passe par les points A, B, C, C,.

2.° que le lieu du point Q, commun aux droites CN, Cy N est
une autre conique Ky passant par les quatre points dits, et repreé-
sentée par I'équation qu'on dérive de (2), en permutant les let-
tres m, n entre elles.

On peut donc énoncer le théoréme précédent sous la forme :

« 51 dans la déformation d'un quadrangle complet MNPQ, deuax
points-diagonauz C, C, demeurent fixes et deuz sommets opposés
M, N se déplacent sur une droite AB de fagon a vérifier constam-
ment la condition (1), les aulres sommels opposés, P, Q, qui ne
sont pas sur la droite AB, se déplacent sur deux coniques K, K,
passant par les quatre points fixes A, B, C, Cy»

Les deux coniques K, Ky, dans la généralité des cas, ont seu-
lement quatre points communs, car pour leur coincidence on doit
avolr :

(14h)(a—b)(m—n)=0,
Il suit que les coniques K, Ky coincident quand les ensembles

ABMN sont harmoniques, ou bien quand les points A, B, ou les
autres C, Co, sont symetriques par rapport a O,

——

T T e e

i

= e

e
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|
| =3

L’équation :

Y =n+231X,

(% étant un paramétre arbitraire) représente une droite passant
par le point Cy. Elle coupe la drmlt- AB, la conique K el les
droites BC, CA aux points C;, E, Ay, By ayant pour abscisses :

n ab (m —n) (1—h)2r+n( (m—n) (a—Dbh)
AJes T FEEs mn (1—h) -|-Lan+.'un—h|:nm+bn 1+a£l 1—.':)1‘
b (m—n) am—n)
}g = - c o -— = »
=t i Pt a

Et comme on dérive d'ici:

8) o (GEAB =L BT g ABMN);
Ps—p2 Pi—p2

on voit que la valewr du rapport anharmonique (C{EA{By) ne
depend nullement de la position de la transversale issue du point
fixe Cy.

1L Un peut se donner arbitrairement la conique K, le lrm||rr1{=
inscrit ABC et le point Cy et déterminer ensuite la valeur qu on
doit attribuer & la constante k, pour qu'il ail lieu la propriété
qu'on vient de démontrer.

Menons, en elfet, CM arbitraire, coupant la lumquL KenP;
menons ensuile le rayon Cy P, en le prolongeant jusqu’a la ren-
contre N avee AB. 1l suffit alors d’envisager le probléme du § I,
en plagant les points fixes en A et B, les centres de projection
en C et Cp et en attribuant a k la valeur du rapport anharmoni-
que (ABMN), pour tomber sur la conique K.
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Le licu de P, en effet, est une conique H passant par les cing
points A, B, G, Gy, P, ce qui enlraine évidemment I'identité des
coniques 11, K. On a donc, en vertu de la relation 3):

« Toutes les transversales issues d'un point fixe d'une conique
coupent les cités d'un triangle inscrit fize et la conique, suivant une
infinite d'ensembles de quatre points, ayanl un rapporl anharmo-
nigque constants,

La méme relation (3) démontre que:

« Pour un triangle déterminé ABC, inscrit dans une conique K,
on peut fixer le point Cy de sorte que les transversales issues de
Co coupent AB, K, BC, CA suivant une infinité d'ensembles de
qualre points Cy, E, Ay, By, dont le rapport anharmonique est un
nombre constant, choisi arbitrairement d avance».

Le point Gy est unique, si, dans la considération des cdtés du
triangle ABC, on garde l'ordre qu'on vient de considérer. Mais
si I'on effectue toutes les permutations possibles, on trouve deux
aulres points By, Ag jouissant de le méme propricté da point Cy.

Ces points sont places sur la conique de sorte que les droites
ANy, BBy, CCy comeourent a un méme point,

L'hypothése h=—1, dans tout ce qu'on vient d':-\pnser,
constitue une parlicularisation tris remarquable.

Si, par exemple, on suppose que, dans ce cas, la droite NPCo
soit tangente en P & la conique, la polaire du point N est la droite
PC, et conséquemmet la droite EC est l'autre tangente & la co-
nique issue de N. On a ainsi le théoréme :

«5t d'un point N extérieur G une conique on méne les tan-
gentes NP, NC, ¢t une transversale quelconque NBA, la conique
donnee et les cotés du triangle ayant la base BA et le sommet en
un des poinis de conlact, sont coupés suivant quatre points harmos
niques par tout rayon issu de I'autre point de contacts,

L. Soit:

AX2+4+2BXY 4+ CY2 4+ DX4+EY+ F=0

I'équation d'une comque L rapportée & deux axes coordonnés O,
Oy arbitraires.

A (0, h) étant un point donné de Oy, on demande de détermi-
ner une ligne K de fagon que tout rayon issu de A coupe la coni-
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que L, la droite Oz et la ligne K suivant quatre points M, N, P,
Q constituant un ensemble harmonique».

En désignant par z, y les coordonnées de K, I'tquation de la
droile AQ est:

Sl T

£
Celle-ci, combinée avec (%), donne :
[A2® + 2Bz (y — k) + C (y — h)?] Y+ [—2Aha*—2Bha (y — h)+

+ Dz (y=h)+-E (y—h)2 )Y+ AR 22— Dhae (y— h)—F(y — h 2=0.

Si donc %y, %3 sont les ordonnées des points M, N oi la transver-
sale AQ coupe la conique L, on a:

AR a2—Dhi(y=h\x+F(y—h 2

) .".. —
14 Az?+ 2B (y—hjx+ C(y—h)?

T 2A he+2Bh (y—h)a—D (y—h)x—E (y — h)2
M T A== ————— 3 : ; ; , 3 — s
Az?+2B(y—h) x4+ C y—h)*

D'ailleurs les ordonnées g, Ay des points P, Q sont: k3=0,
hj=1y. Conséquemment la condition :

ki dg—— (a1 +29) g+ 2+ 2g §=0,

exprimant que les quatre ponts considérés sont harmoniques, se
I !

s

o
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réduit & l'autre:
(h—y :'_?.-’\h.;‘—' +(2Bh—D) ry—Ey*+2Dha + (ER—2F)y 1 2Fh]=0.

Celle-ci représente I'ensemble de la droite:

_Ij'=||ll'

et de la t't:llilitu".

(5) 2Aha?+ (2Bh=D)ay—Ey*+ 2Dha+ (ER—2F )y +2Fh=0.

LY

Et comme la droile, dans la question dont il s’agit, n'a pas d'im-
portance, on conclut que la ligne K cherchée est une conique.

(In reconnail sans peine que cetle conique K passe par le point
ﬁ:f‘ A, par les ‘:-ui-m'.'-' H, C (réels ou !l!.'.'rl:'ﬂ'.l'lri;!'rl' ot la f'mu-rl!lur
donnée L est roupee par la droite ﬂ.w Ox, par les ;rJr'H!.\' D, E
(réels cu imaginaires) ot la e'r-r..r'.r-m- donnée L. est coupée par la
Jl“r!r‘fflf.f' iJI” F” -f‘l’l'sr ,‘\‘ "'Jl'-lll’. ff' ]'.”-f‘l'l-f-f'ﬂ Fff’ Ir‘f !’"-i"fh' _f’i"‘l"!l‘li' ote fl”-'fflfff--
naire) tirée, dans la conique donnée L, du point A, parallélement
a la droite fire O,

Que I'on décrive deux |'ni|i||lu'- L. H ayant quatre Pninl,ﬂ B,
C, D, E communs et placées de fagcon que les tangentes a L en
D, E se coupent dans un point A de 'autre conique K.

Si 'on résout le [-I'l\Jrh'lln' F-rn"rq'a|1'1|1_ en prenant L pour Coni=
que donnée, A comme point fixe et BC comme droite fixe, on
arrive & la comque K.

Par conséquent : Toute transversale issue de A ¢ mpe la droite
BC, fla F'HJJfr‘;H.‘ K et la F'-'J.i‘Hln'Jf'H‘ L en -'Jra('u‘r'f' l.l.-J-Hf-'_»‘ fl-rHH.erH'f‘Hu.i,
En particulier, en supposant BC tangente & la conique L:

o .H'r' f-:n’r i'a’ll'(‘r;!im'.l'.'-n‘ un :r;-‘IIJf"'IJ' fI]' Hhe 1'{1”."."”4'? r],-ur'.'ld'rm'[w‘ l,,

el 'on décrit une dewrxiéme conique K passant par le sommel A,
par les points de contact D, E et tangente au troisidme coté en B,
toute lransversale issue de A coupe la tangente en B, la conique K
el la conique L en quatre points harmoniques».

w,




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 81

Remangue.—Si dans les résullats de ce paragraphe, on sup-
pose que la conique donnée L soit réduite & une couple de droi-
tes, on tombe sur les propriétés déduisibles de celles du § 11, en
supposant h=— 1,

On pourrait aussi avoir bien d'autres propriélés n-m.‘zrquul:]vs.
en appliquant le principe de dualité aux résultats qu'on vient
il't-.\pust'r.

Yarme, avril 1900,
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BIBLICGRAPHIA

H. Andoyer : Lecons sur la théorie des formes el la (zéomélrie ana=
lytique supérieure, (. I. Paris, . Villars, 1900,

A theoria das férmas péde ser considerada debaixo de dois
pontos de vista differentes: ou debaixo de um ponto de vista
puramente analytico, ou debaixo de um ponto de vista analytico-
geometrico, em que a sua representaciio geomelrica representa
um ]ulul essencial, Para fazer esta representagio tornou-se ne-
cessario crear uma Geomelria .H'Iul['t-'liil mais geral do que a
(Ii{l[ll |||=}. a lllll' 0 ST. _‘ll'illﬂ'\ll {,}I Hna {IFFHIH'“-‘I f“if.flrflﬂ' €a \HJJ'H"
rior. E o segundo modo de considerar a theoria das f6rmas que
o sabio pm[t-uur emprega na excellente obra, cujo titulo antecede
esla noticia, na qual ¢ exposta didacticamente, com a maior cla-
reza, elegancia e riqueza de informacdes, aquella theoria.

A obra constara de dois volumes. O primeiro vem de ser pu-
blicada e ¢ consagrada & theoria das [6rmas binarias e ternarias,
e & Geomelria correspondente dos espagos a uma e a duas dimen-
sdes. O segundo volume serd consagrado, como diz o auctor, &s
formas quaternarias e & Geometria correspondente dos espagos a
tres dimensoes.

O volume que vem de ser publicado estd dividido em duas
partes ou livros. O primeiro consagrado a Geometria binaria, con-
tém dez capitulos, onde sio estudados os assumplos seguintes :
I Theoria geral dos invariantes dos systemas binarios. 11 As for-
macdes invariantes geraes. 11l Os systemas lineares. IV As resul-
tantentes e os descriminantes. V As [érmas bilineares. VI Os
systemas quadraticos. VII As [6rmas canonicas em geral. A f6rma
¢ubica, a forma biquadratica e a férma quintica. VIII A f6rma
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lineo-quadratica e a [6rma duplamente quadratica. IX Estudo
directo das f6rmas com duas series de variaveis. X A Geome-
tria metrica binaria,

A segunda parte do primeiro volume, consagrado 4 Geometria
ternaria, divide-se em 16 capitulos, onde sdo estudados os assum-
ptos seguintes: 1 Theoria geral dos invariantes dos systemas ter-
narios. 11 Os systemas lineares, 111 Os elementos communs a duas
ou muitas series. IV As propriedades geraes das series. V Gera-
¢oes diversas das series ternarias. V1 A f6rma bilinear e a homo-
graphia. VII A serie quadratica. VIII O systema de duas férmas
quadraticas. IX A correspondencia reciproca entre dois espagos
coincidentes. X O systema de duas formas bilineares. A corres-
pondencia quadratica biracional. XI Estudo geometrico da réde
de series quadraticas. XII A serie cubica. XIII A férma trilinear.
XIV A serie quartica. XV A Geometria analytica ternaria ge-
ral. XVI. A Geometria metrica ternaria especial.

Por esta simples indicagdo das materias mal se pode fazer ideia
de quanto é rica em assumptos a obra a que nos estamos refe-
rindo ; nem & facil dar d'isso idein em pequeno espaco. O nosso
fim porém com esta noticia foi s6 chamar a attengdo para esta
excellente obra, onde & exposta a theoria das formas debaixo do
seu aspecto mais util e mais adequado as applicagdes importantes
a que da logar.

L. P. da Motta Pegado: Curso de Geometria descriptiva da Es-
cola Polytechnica. Lisboa, 1899.

O unico tratado de Geometria descriptiva que até agora existia
em lingua portugueza foi impresso no Rio de Janeiro em 1812
e é devido a José Victorino dos Santos. Nenhum outro [oi publi-
cado depois d’esta epocha remola: e porisso o ensino d'esta
sciencia & ha muito [eito, nas escolas do nosso paiz, por meio
de livros estrangeiros. Felizmente esta lacuna da nossa litteratura
scientifica vem de ser preenchida, e ¢ com o maior prazer que
damos noticia d'este facto, pelo sr. Motta Pegado, que vem de
publicar uma excellente obra sobre o referido assumpto, a qual
se pode collocar na lista das melhores, que sio empregadas hoje

e
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nos diversos paizes, para o ensino d’aquella sciencia. Redigido
por quem tem excellentes qualidades de geometra, como o tem
provado por bellos trabalhos, e larga pratica do ensino, ao qual
tem consagrado toda a sua vida, o novo livro reflecte estas qua-
lidades do auctor pela férma original com que estdio redigidas
algumas passagens, pela clareza e precisio com que sio expostos
todos os as\umlltus tratados n'el's, pela boa escolha dos mesmos
assumptos e pela ordem com que estio dispostos.

Passando a dar uma rdpula noticia das materias que o illustre
professor reuniu na obra, principiaremos por notar que ella nao
encerra s6 a Geometria descriptva propriamente dicta. Conven-
cido, e com razdo, o auctor das vantagens que tiram os alumnos
de estudar junctamente com a Geometria de Monge algumas
nogdes da bella e importante sciencia a que se di o nome de
Geometria projectiva ou de Geometria superior, consagrou a esta
sciencia uma ntroducgao de &1 paginas e alguns mpltuluﬂ do
livro, que reunidos todos formam um pequeno tratado d’esta scien-
cia. Para apreciar a ulilidade da reunido d'estes dois ramos da
Geometria na mesma obra, basta nolar que nas escolas porlugue-
zas nio existe cadeira alguma consagrada especialmente & Geo-
metria projectiva, e que por isso é indispensavel que ella seja estu-
dada na cadeira destinada & Geometria descriptiva, onde tem
logo as suas primeiras applicagdes. Para redigir estes elementos
de Geomelria projectiva inspirou-se o sr. [e"udo. cOmo era na-
tural, nos importantes trabalhos que Chasles consagrou a este
assumplo, extraindo d'elles as doutrinas mais essenciaes, que con-
seguiu resumir sem em ponto algum lhe fazer perder a clareza.

Os assumplos que se referem & Geomeltria descriptiva estdo
dispostos em cinco partes, ou livros, em que esti dividida a obra,
pela ordem que vamos ér.

O primeiro livro é consagrado aos primeiros principios e &
Geomelria da recta e do plano. Estd dividido em oito capi-
tulos, onde sio respectivamente considerados os assumptos se-

uintes :

I Sobre a representagio graphica das figuras em geral e do
ponto em particular. II Representacio das rectas e dos planos
sobre dois planos de projecgio. Il Interseccdo de planos e de
rectas. IV Mudancas de planos de projecclio. Rotagdes e rebati-
mentos. V Distancia entre dois pontos. Angulos de reclas e pla-
nos. VI Rectas e planos perpendiculares entre si. Menor distancia
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de um ponto a um plano. Menor distancia de duas rectas.
VII Resolugdo do angulo triedro. VIII Projeccdes cotadas.

O livro segundo é consagrado 4s theorias geraes relalivas a
curvas e a superficies, e & determinagdo dos planos tangentes e
das secgdes planas das aupcrﬁut‘snhndrm.1s g conicas e {l'h su-
perfices de revoluglo. Esta dividido em seis capitulos, sendo o
primeiro e o lerceiro consagrado a varias questdes geracs rela-
tivas &s curvas e #s superficies, o quarto 4 representacio dos
cylindros e cones, determinaglio dos seus planos tangentes, ete.,
o quinte & determinacio das seccdes planas d'estes solidos, o
sexto & representacio das superficies de revolugdo, determinagdo
dos scus pl.mm tangentes e das suas secgdes planas, Contém
ainda um capitulo dc Geomelria projectiva consagrado & theoria
pas conicas.

No livro terceiro occupa-se o auctor das intersecgdes das su-
perficies curvas. E dividido em quatro capitulos, onde sié respe-
otivamente consideradas as interseccdes das superficies conicas ;
as intersecgdes das superficies cylindricas, as interseccdes de duas
superficies de revolugio, e as intersecgdes de uma superlicie de
revolugio com uma superficie eylindrica ou conica.

O livro quarto é consagrado & theoria das superficies empena-
das. O objecto de cada um dos quatro capitulos em que se divide
é o seguinte: I Quadricas empenadas. Planos tangenles e secgies
planas. I Das superficies empenadas em geral e da sua concor-
dancia. Pontos centraes e parametros de geralriz. Linhas de es-
tricgho das quadricas empenadas, 11 Exemplos de superficies
empenadas (cylindroide, conoides, ete.) 1V Superficies helicoides.
qos helicoides regrados.

E objecto do livro quinto a curvatura das superficies, a deter-
mina¢do das linhas de sombra, e a representagdo das superficies
jopographicas.

Eis, em tragos largos, os pontos de que se occupou o sr. Pe-
gado na sua obra. Cada um d'clles abrange muitas questdes de
que ndo podemos dar noticia n'este logar, devendo comtudo obser-
var que ha n'ella riqueza de informacdes e que o illustre pro-
fessor nio deixou de mencionar questio alguma que seja essen-
cial conhecer.

Lendo o livro comn altengdo encontram-se muitas demonstra-
¢des differentes das que sio empregadas nos outros manuaes de
Geometria descriptiva, que conhecemos, e que mos pareceram
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novas. A este respeito pareceu-nos offerecer principal interesse
o capitulo 1. do livro 5.°, consagrado & theoria da curvatura
das superficies, onde o auctor apresenta uma bella relagdo entre
as curvaluras de quatro secgdes planas de uma superlicic e o8
angulos diedros que formam entre si esles planos, a qual lhe
serve de fundamento para chegar aos theoremas classicos relativos
a esta theoria por um modo elegante e original.

H. Brocard: Notes de Bibliographiz des courbes géometriques.
Bar-le-Due, 1897.

—— Notes de Bibliographie des courbes géométriques. Partie com-
plementaire. Bar-le-Due, 1899,

A Geometria das curvas nolaveis tem altrahido muito nos ul-
timos lempos a atlencio dos geometras. Chamou esta attencdo
para ellas, em primeiro logar, a Real Academia das Sciencias de
Madrid com o seu programma de concurso a premio para 1894,
em que pedia um catalogo ordenado de todas as curvas de qual-
quer classe, que tenham recebido nome especial, acompanhado
de uma ideia succinta da forma, equacdes e propriedades geraes
de cada uma e com noticia das obras ou auctores que primeiro
a deram a conhecer. Mais tarde chamou tambem a attengio para
este assumpto o sr. Haton de la Goupillicre no Intermédiaire des
mathématiciens (L. 1. pag. 37), em que se refere ao inleresse e
utilidade que teria uma obra em que fossem estudadas as theo-
rias das curvas notaveis por qualquer conceito ou por suas appli-
cagdes. Ao primeiro concurso aberto pela Academia de Madrid
niio houve concorrentes, por isso a questdo foi de novo proposta
no concurso para 1897. Dando o primeiro passo para a realisa-
¢do dos desejos expressos no programma de Madrid e na questao
do Intermédiaire, resolven o sr. Brocard publicar um voeabulario,
onde se encontram dispostos pela ordem alphabetica, ndo s6 os
nomes das curvas conhecidas por designacdes especiaes, mas tam-
bem cerlos nomes que exprimem determinadas relagdes das cur-
vas umas com as outras e ainda 0s nomes que certas curvas tomam
nas applicagbes ou em diversas circumstancias em que se apre-
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sentam. Este trabalho é uma parte de outro, de maior alcance, em
que o sabio mathematico trabalha ha muitos annos, e no qual
tem em vista apresentar um vocabulario geral das sciencias ma-
thematicas.

No trabalho presente cada vocabulo é seguido das indicagdes
necessarias para se saber o que significa e o papel que representa
a curva ou curvas a que elle se refere; e. quando se traia de
uma curva com nome especial, da equacdo, a indicagio da
forma e das propriedades principaes. E tambem seguido de re-
sumidas indicacdes historicas e de preciosas indicagbes biblio-
graphicas.

A edigio das Notes de Bibliographie, etc., é lithographada. O
sr. Brocard, desejando que o seu trabalho seja o mais completo
e o mais perfeito possivel, considera esta edi¢io como provisoria,
e pretende fazel-a seguir mais tarde da edigdo definitiva. E, para
que esta ultima seja o mais completa e perfeita possivel, convida
aquelles a quem estes assumptos interessam a dar-lhe as indica-
¢des que julgam concorrer para o aperfeicoamento da obra. Aqui
tomaremos por isso a liberdade de lhe fazer uma indicacio a
respeito do vocabulo Conchoide parabolique ou Parabole de Des-
cartes. Diz a este respeilo o auctor, seguindo A. Conte :

Le pdle de cette conchoide est le foyer de la parabole. Son équa-
tion est done

e SRR
r_1+t‘05a ;

(Voir N. A. 1894, page 414, A. Conte).

Considera pois o auctor a Conchoide parabolica de Descartes
como o logar geometrico dos pontos que se obtém tirando pelo
foco de uma parabola rectas, e tomando sobre ellas, a partir das
suas intersecgdes com a curva, um segmento de comprimento
constante e egual a k. Ora a curva assim obtida ¢é differente d’a-
quella que Descartes considerou na sua célebre Geometria, como
podendo ser gerada por um modo analogo a um dos modos de
gerar a Conchoide de Nicomed-s, e & qual Montucla (Histoire des
mathématiques, t. 1, pag. 310), deu o nome de Conchoide de
Descartes e Charles (Apercu historique, 2." ed., pag. 60) o nome
de parabola de Descartes. A equaglo d’esta ullima curva ¢, com
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effeito,

I'y + f..‘) (:_I'.‘! - r!ﬁ:]
22 _—_-r-:y— :

e coincide por isso com um tridente de Newton, em quanto que
a equaclio da curva considerada pelo sr. Brocard ¢

b2ty +ka?=(p—k—z)2 (2 + ¢,

Julgamos pois que & curva considerada pelo sr. Brocard se
péde dar o nome de Conchoide parabolica, mas nio o nome de
Conchoide parabolica de Dascartes nem o de Parabola de Des-
cartes.

Vamos terminar esta noticia, Ji um pouco longa. mas antes
d'isso devemos dizer que os dois volumes que o sr. Brocard vem
de publicar a respeito das curvas notaveis revelam a vasta e no-
tavel erudicdo do geometra illustre que as escreveu, e exprimindo
0 nosso desejo de que brevemente seja publicada a edigio defini-
tiva d'este trabalho, ou melhor ainda o vocabulario geral das ma-
thematicas, que tantos e valiosos servigos pode prestar aos estu-
diosos, e para a realisacio do qual o sr. Brocard tem uma com-
petencia muito especial.

H. Fehr: Application de la méthode victorielle de Grassmann a la
(réométrie infinitésimale. Paris, Carré et Naud, 1899.

O ramo importante das sciencias mathematicas descoberto por
Grassmann e a que elle deu o nome de Ausdehnungslehr, ou
sciencia das grandezas extensivas, lem sido nos tempos modernos
objecto de muitos trabalhos importantes, uns destinados a expol-o
e vulgarisal-o, outros destinados a fazer d'elle novas applicagdes.
O trabalho excellente que o sr. H. Fehr vem de consagrar a este
assumpto ¢ destinado a este ultimo fim. O auctor faz, com effeito,
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n'elle applicacdo do calculo geometrico de Grassmann & Geome-
tria infinitesimal, expondo os trabalhos ja consagrados a eslte
objecto por Herm. Grassmann, filho do eminente geometra do
mesmo nome, e desenvolvendo e continuando estes trabalhos.

O livro abre por uma introduccio onde se encontra uma expo-
sicio resumida, muito bem escripta, da parte essencial do calculo
de Grassmann, de que o auctor tem de fazer uso. Sio depois
expostos em cinco capitulos os assumptos a que o livro é expres-
samente consagrado, sendo o capitulo 1.° consagrado a questdes
relativas & curvatura e torsiio das curvas empenndas ; o capitulo 2.°
a algumas questdes geraes relativas & theoria das superficies ; o
capitulo 3.° & curvatura das curvas tragadas sobre uma superficie ;
o capitulo 4.° & curvatura media e curvatura total das superfi-
cies, o capitulo 5.° finalmente ao estudo das linhas particulares
tracadas sobre uma superficie.

A exposigio de todos os assumplos & feita com elegancia e
simplicidade, o que torna a leitura do livro muito agradavel.

8. Ortu Carboni: Sunto di Geometria elementare. Planimetria.
— Livorno, R. Giusti, 1900.

Este pequeno volume faz parte de uma collecgio de pequenos
livros que, com o titulo de Bibliotheca dos estudantes, tem publi-
cado a casa editora de R. Giusti, de Livorno. E consagrado &
Geometria plana e, apesar do seu pequeno formato (116 paginas),
tem tudo o que & necessario conhecerem os que estudam esta
sciencia com o lim de adquirirem uma cultura scientifica geral.
Aos que pretendem estudar a Geometria elementar como prepara-
torio para estudos mathematicos mais desenvolvidos péde este livro
prestar tambem bons servicos, como livro inicial dos seus estudos.
Para este fim o auctor supprimiu certas doutrinas mais delicadas,
que se encontram em livros de Geometria elementar mais exten-
sos, as quaes os alumnos ndo intendem quando fazem o seu pri-
meiro estudo. Fez porém a exposicio e a escolha das doutrinas
que apresenta de modo que esta omissio niio represente uma
lacuna nem dé logar a um estudo incomplcto da sciencia a que
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¢ consagrado. Pelo contrario as doutrinas apresentadas seguem-se
ligadas e ordenadas de modo a formarem um todo harmonico.
Accrescenlaremos ainda que a exposigio dos assumplos é feita com
muita clareza, como era necessario, tratando-se de um livro des-
tinado aos primeiros estudos da sciencia a que é consagrado.

S. Siéphanos: Sur une extension du calcul des substitutions lindai-
res (Journal des mathématiques, 1900).

N'esta bella memoria faz o sabio professor da Universidade de
Athenas duas extensdes importantes de um calculo symbolico de
multiplicag@io associativa, de muita vantagem na theoria das sub-
stituicdes lineares applicadas ao estudo das formas bilineares e

quadraticas.

E. Pascal : Repertorio di Malematiche Superiori, vol, 1r. Milano,
U. Hoegli, 1900,

Deu-se ji n'este jornal noticia do primeiro volume d'esta im-
portante publicagio. Dissemos entio qual era a indole da obra e
referimos-nos &s excellentes qualidades do volume a que essa
noticia dizia respeito. Hoje temos a accrescentar que vem de ser
publicado o volume segundo da mesma obra, o qual & consa-
grado & Geomelria, e que este tem as mesmas hoas qualidades
que o anterior. Pela seguinte indicacdo do summario de cada
capitulo pode-se vér quaes os assumplos de que o sr. Pascal se
occupa no presente volume da sua obra :

I Geometria das [6rmas continuas fundamentaes. 11 Geometria
das [ormas discontinuas. Il Geometria invariantiva das férmas
alzebricas connexas, 1V As conicas. V As quadricas. VI Theoria
geral das curvas planas algebricas. VII As cubicas planas. VIII As
quarticas planas. IX Theoria geral das superficies e curvas em-
penadas algebricas. X As curvas empenadas de diversas ordens.
XI As superficies de terceira ordem. XII As superficies de quarta
ordem, XHI Superficies de ordem superior 4 quarta. Superficies
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] regradas. XIV A Geometria das rectas no espaco e a Geometria
da esphera. XV Geometria numerativa. XVI Theoria infinitesi-

" mal das curvas e superficies. XVII Principaes geracdes e trans-

formacdes metricamente especialisadas de curvas e superficies, A
Geometria de curvas especiaes. XVIII Analisis situs. Theoria dos
polyedros. Connexiio das superficies de Riemonn. XIX Geometria
projectiva dos hyperespacos. XX A Geometria infinitesimal e in-
trinseca nos hyperespacos lineares e nos espacos de curvatura
constante. XXI A Geometria absoluta e especialmente a Geome-
tria ndo euclideana no plano e no espago. XXII A Geometria
moderna do triangulo.

A respeito da utilidade d'esta obra temos a accrescentar ao
que dissemos na noticia anterior, que a publicacio a que se esl
procedendo de traducgdes em lingua allema e polaca mostram
como ella tem sido reconhecida.

Ch. André : Traité d’ Astronomie stellaire. Deuxiéme Partie. Pa-
ris, Gauthier-Villars, 1900,

Deu-se ja n’este jornal noticia da Primeira parte d’esta for-
'\ mosa e importante obra, e nessa occasido dissémos quanto era
agradavel a sua leitura. A Segunda parte vem de ser publicada,
e é, como a anterior, vivamenle inleressante. Occupa-se n'ella o
sr. André das estrellas duplas e multiplas e das nebulosas.
Quando se observa o céo com um lelescopio distinguem-se
grupos compostos de duas estrellas, que vistos a olho nu ou com
telescopios de menor forca parecem reunidas e formar uma es-
trella unica. Estes binarios de estrellas foram estudados pela pri-
. meira vez por W. Herschel, que mostrou que uma d'ellas se move
| 4 roda da outra considerada como fixa, e a elles siio consagrados
os primeiros capitulos do livro a que nos estamos referindo, A
| historia de sua descoberta, os meios empregados para as observar
e para achar as suas orbitas apparentes, os methodos para se
deduzir d'estas orbitas as suas orbitas reaes, 0 modo de determi-
nar as suas dimensdes, massas e distancias, sdio o objecto dos pri-
meiros dois capitulos do livro, aos quaes se segue um terceiro
consagrado & historia e descripgio de alguns dos mais imporlantes,
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O movimento irregular de algumas estrellas tem levado os
astronomos a descobrir outras que constiluem com as primeiras
systemas binarios e que sio a causa d'aquellas perturbagdes,
antes que o telescopio as revele. A Bessel & devido a primeira
descoberta de uma estrella por este processo, e outras foram
depois feitas por outros astronomos. A esta bella e importante
questio é J;:l_m:-:algrrlu:]u um largo (‘.’lpilllll} do livro, com a cpigraphe
de Astronomia do invisivel, onde sio expostos os methodos para
determinar a orbita da estrella desconhecida, e a descripcdo dos
systemas hinarios que tém sido descobertos por este meio.

Muito interessantes tambem slo os tres capitulos seguintes,
consagrados o primeiro és estrellas duplas espectroscopicas, isto
é, 4s estrellas duplas cujo desdobramento nao péde ser feito por
meio do telescopio, em virtude da proximidade das duas estrellas
componentes, mas cuja duplicidade foi reconhecida por uma du-
plicacao periodica do seu espectro: e os outros dois fs estrellas
duplas photometricas, isto é, 4s estrellas de brilho variavel, o qual
é devido ao eclipse que produz uma estrella do grupe quando
passa deante da outra.

Ao estudo das estrellas llllp.T{l.-i segue-se o das estrellas triplas,
quadruplas, etc., e v das aglomeragies de estrellas e das nebu=
losas. Siio consagrados a este assumplo tres capitulos, onde é
exposto o que se conhece actualmente a respeito d'estes corpos
celestes, Depois vem um capitulo consagrado &s estrellas coradas.

Fecham o livro dois c:apim'Ens do mais alto interesse, nos quaes,
como epilogo natural a tudo o que precede, se procuram as rela-
ghes geraes entre todos os corpos do nosso systema sideral. Um
d’elles é destinado a expdr e examinar a theoria de Madler a
respeito da existencia e posigho do centro dynamico do nosso sys-
tema sideral; e o outro a algumas consideracdes sobre o mundo
celeste.

C. de Freycinet : Les planétes télescopiques. Application de la théo-
rie de Laplace. Paris, G. Villars, 1900.

E bem conhecida a bella hypothese cosmogonica que Laplace
publicou na Nota VII da sua celebre Ezposition du systtme du
monde. Segundo esta hypothese, a nebulosa solar contrahindo-se
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abandonou anneis. Cada um d’estes partiu-se depois, e os scus
fragmentos, reunindo-se, formaram um ou mais planetas. Ora o
sr. Freycinet estuda, no seu interessante trabalho, a disposicao
das orbitas e o agrupamento de 428 planetas telescopicos, para
mostrar que, em concordancia com a hypothese de Laplace, pa-
recem ter pertencido a um pequeno numero de anneis, fixando
mesmo em cinco o numero de anneis a que parecem ler perlen-
cido 401 d'estes pequenos astros.

Walter F. Wislicenus : Astronomischer Jahresbericht. I Band-Eer-
lin. . Reiner, 1900,

E consideravel o numero de livros, memorias, notas, etc., re-
lativas a assumptos astronomicos, que todos os annos slio publica-
das. O Annuario que o sr. Wislicenus vem de fundar, e l:ujn titulo
vem de ser eseripto, tem por fim dar a lista de todas ellus e no-
ticias mais ou menos resumidas do objecto de cada uma. Os tra-
balhos considerados sdo dispostos no Annuario ordenadamente,
segundo os assumptos de que tratam, e cada volume contém os
trabalhos relativos a um anno. Assim o volume que vem de ser
publicado, e que & o primeiro da obra, refere-se aos trabalhos
publicados em 1899.

A utilidade de uma publicacdo d’esta natureza é tdo evidente
que é desnecessario recommendal-a, e basta indicar o seu appa-
recimento. E indispensavel a todos os observatorios e a todas as
pessoas que se occupam de trabalbos astronomicos, que serdo,
estamos certos d'isso, vivamente reconhecidos ao sabio astronomo
que a fundou, pelo valioso servico que com ella lhes presta.

Rodolpho Guimaraes : Les mathématiques en Portugal au xix.*
sitele. Coimbre, 1900.

Contém este opusculo um catalogo de todos os trabalhos de
auctores portuguezes publicados em Portugal ou no estrangeiro
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durante o seculo xix. Cada um dos trabalhos indicados & seguido
por uma pequena nolicia em que ¢ rapidamente indicado o seu
objecto. Na classificagio e disposicio d’elles seguiu o sr. Guima-
ries os preceitos adoptados pela commissio organisadora do Re-
pertoire de Bibliographie mathématique, assim como, para indicar o
objecto de cada um, os signaes recommendados pela mesma com-
missao,

O catalogo é precedido de uma rapida noticia sobre o movi-
mento de progresso das sciencias mathematicas, primeiro na
Europa, e depois em especial, no nosso paiz, durante o referido
seculo.

Mittag-Leffler : Sur la représentation analytique d'une branche uni-
forme d'une fonction monogéne (Acta mathematica, t. 23).

A lista dos seus trabalhos, hoje celebres, sobre a theoria das
funcgdes analylicas, vem de junclar o eminente geometra sueco
um da maior importancia. Trata-se n'elle de dar uma represen=
tacdo analytica dos ramos uniformes das funcgdes monogencas, a
extensiio do ramo sendo tao grande quanto possivel, Esta repre-
sentagdo & feila por uma serie de funccdes inteiras que o auctor
ensina a determinar.

E. Lampe: Die reine Mathematik in den Jahren 1884-1899.
Berlin, 1899,

N'este opusculo muito interessante, escripto pelo auctor para
commemorar o centenario da fundagdo da Escola technica supe-
rior de Berlin, & deseripto a tragos largos o movimento progres-
sivo das mathemalicas nos annos de 188% a 1899. Encerra
tambem o opusculo varios documentos relativos ao professor da
mesma Escola S. Aronhold, e um retrato d'este eminente geo-
metra.
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C. Juel : Indledning i Laeven om de grofiske Kurver (Mémoires de
I’ Académie des Sciences de Copenhague, 1899).

Esta memoria, escripta em lingua dinamarqueza, é seguida por
um resumo, escripto em francez, cujo titulo é — Introduction a
Uétwde des courbes graphiques. O auctor chama curvas graphicas
as curvas planas tracadas por meio de um lapis no papel e de-
monstra a respeito d'ellas um principio, que elle chama — princi-
pio graphico de correspondencia, por meio do qual faz o estudo
das curvas graphicas de segunda, terceira e quarta ordem. Esle
principio conduz, em especial, o auctor a uma enumeragio com-
pleta das formas possiveis das curvas de quarta ordem.

Juan Duran-Loriga: Sur les cercles remarquables du triangle
(Association frangaise, Congrés de Nantes, 1898 ).

Este interessante trabalho ¢ a continua¢io de um outro, apre-
sentado pelo auctor no Congresso de Saint-Etienne, o qual ja foi
mencionado n'este jornal. Poe-se n'elle em evidencia o papel im
portante do cenlro de "r'inillil[!l' na sua relaclio com os differen-
tes circulos do plano du triangulo e consideram-se alguns circulos
e rectas novas cuja nujmrldnum se faz nolar.

D. Antonio Tarrazona: Memoria sobre el eclipse total de Sol de
28 de mayo de 1900. Madrid, 1899,

N'este importante trabalho, publicado pelo Observatorio astro-
nomico de Madrid, o auctor da noticia das particularidades mais
notaveis que ha de offerecer o t"lli.ll"i[' total de Sol que ha de ter
logar em 28 de maio de 1900, da a explicagdo das diversas pha-
ses do phenomeno e suas causas, ¢ da elementos para que se
possam calcular em cada localidade as circumstancias particulares
que n'ella offerece o phenomeno. Encerra ainda o livro duas cartas
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geographicas onde estio representados, na primeira, os logares
da terra que verdo as principaes phases do eclipse, e, na segunda
os logares da nossa peninsula que verdio as diversas phases do
mesmo.,

Quando esta noticia for publicada Ja de certo terd passado o dia
do eclipse. Todavia pareceu-nos dever fazer aqui menglo d'este
livro, por causa das suns relugbes com o problema da predigio
dos eclipses e porque ¢é elle, para assim dizer, o primeiro capi-
tulo da historia d’aquelle a que se refere. as
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