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Vé-se bem, como, para qualquer outro numero n primo, se
pode formar o respectivo quadrado magico. Se para o quarto
grau em vez de n=2, como a formula d, se quizesse fazer
n =4, niio se poderia obter um quadrado d’estes resultando :

da mesma sorle, para o nono grau, em que deve ser igual a 3
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i.2 3. 4%
2.4 6 8
3 6 » 3
48 3 T
LWL B2
63 » 6
7. %8 ;834
8+7 6 b

No nono grau

raizes sio todas

¥

drado magico.
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2 4
3 »
i 2
b 4

y
6

3

=4 ~]

=

8
T
G
As estrellas estdo repre-
5|  sentando o valor de n,
) que nio péde entrar
& nos quadrados magi-
CO8s.
3 :
2
1y

a expressio da raiz, para as equacdes, cujas
5 a— e Sy—
conjugadas, ¢ a+ Vb+ Ve+ vVd e nio

3

4

a+ Vb+ Ve, como era indispensavel que fosse para haver qua-

Nio sendo as raizes de x® =1 todas primitivas, excepto 1,

. . . : 6r— [ The
tambem & impossivel o haver n'ellas a raiz a +v b+ \/t.', e, para
este caso, obtemos, em lugar de quadrado magico, o seguinte:

Reconhece-se aqui mais
uma vez, que n deve
ser primo,

Demonstragio especial para o terceiro grau, de que as raizes
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d’esta equaciio sio sempre conjugadas e determinagdo directa dos
seus valores. — A equaglo de terceiro gran péde considerar-se
sempre desdobrada em duas, ou o seu primeiro membro com-
posto de dois factores: um de primeiro grau, outro de segundo
y®—2ay + (a2— b*) =0, com as duas raizes a+ Vb e a— vVb;
a e b quaesquer.

Uma equagdio de terceiro grau, sem segundo termo, resultara
da multiplicagio do factor do segundo por y+ 2a:

Y —(3a +b)y+ (a®*—b)2a=0

com as tres raizes: —2a; a +V b; a—Vb, e identificando-a com
uma equagdo dada, y3+ py + ¢ =0, seré:

p=—(3a*+b); g=(a*—10)2a

ou
b P q
!+ f— — 3_ o — 3
a 3 = 3 a ﬂb 2
ah® b p3
i L
u“+ab+—3-—+-27— o7 "

ab—2a'h+a = %-

p-’l q! als - 2 b3 : Vf_ 3
el e el e i T — /] —— — f} —
- _ 3ath 3 a4 3| a ( )

T e R e

e R e 3 TN

-
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i
e, como a¥ —ab — j.f_‘ vem

{ N 3
prie o b =
—?—+i._a3—a4';+ V3.ab,Vh.V—-1— (\/——) V—1=
2 VY 3

Vem para uma raiz:

3 e 3 = P
.. WS V-3
£V bl ) —o—H=-J),
2V { 2

logo, as duas outras téem por expressoes:

PR S T
Vo= el d
a4V g H+——1,

=\ AV L 1 Y
H+

PR PR . 4 il

2
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Niao ha, pois, a indeterminagio da formula de Cardan, apre-
sentando-se conjugadas as raizes, que téem para expressdes:

H+J; rHy4r2; r2H+rl.

Péde da mesma sorte fazer-se a demonstragio especial para o
quarto grau com a unica difficuldade de serem laboriosos os cal-
culos ; mas nem n'este, nem no caso do terceiro grau, era pre-
cisa a confirmaclo do que se deduziu.

Transformadas. Resolugdo das equacides
cujas raizes sdo conjugadas.

2.° grau

Péde reduzir-se ao primeiro, privando-a do segundo termo,
mas o que unicamente interessa n’este estudo & o consideral-a
como transformada de uma equagio de quarto grau, cujas raizes
SA0 :

a+Vi+Ve a+Vo-Ve

a~Vo=vVe a=¥o+Ve

K =(Vo+Ve)

K-(Vi-Va)"

X .
- 1

]
A transformada, de raizes K;e K

yr1—20b+e)y+(b—ct=0;
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identificando-a com a equaglo y2+ py+ g =0 resulta:

P
P Fs Rt s
btcm—E s Blemt Vg b e 1.
+c 3 ¢ g: b 3 3
Vg
c=———:—q:
2
2 sy ” g P P
K, =—"_ 94/ s al —
2 \/m i 2 e

Obtéem-se assim as formulas classicas, reconhecendo-se @ poste-
riori, que a equagio de segundo grau se subordina mas suas
raizes & formula geral das mnjurrndm Este processo, que nio é
praticamente o mais simples, creio que apresenta algum inte-
resse, nio s6 por se apoiar na analogia d’esta ﬂluaciio com as
dos graus seguintes, como lambem por se affastar consideravel-
mente dos processos seguidos: o usual e os indicados por Gru-
nert, Sommer, Heilermann e Clebsch.

A resolugio da equagdo pode ainda fazer-se, sem obter a

trun:l‘ormdda introduzindo n'ella, em vez de y, o valor de h ou
ou de h € vird no primeiro ¢aso :

{\r"r_£7+|"/l;-)i+p ('-”E: +\’;;)e+q={]

que, fazendo nullo o coefficiente de V}E!—:. se desdobra nas duas
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equagdes :

(b+ {'_}! { &be + p :_II'J +e¢)+g=0,
2(b4¢)+p=0,

e e )2
(Vo=Vef=m ’; -_»-\/:’;__q.

resultando as duas raizes e, se y=(z — a)¥

=1 p j;‘ o
il /o s
g S \/ ¥

sendo ri uma das raizes de z¢ =1 para cada grupo de duas rai-
zes de F (y)=0.

3.° grau

E transformada da equagiio do nono grau, cujas raizes sdo:
- 3 3 \ 3 - T ¥ 7 i
a+ vb+ ¥Y¥e a+ vh+rve a+r Vh+
7 P 3 ' f o = i i s
a+r vb+r v g a4r Vh+rive at+r¥b+r ve

9 = ll.'l,-" i:d-_ L ¥ 3r— 3
at+rivb+r*ve a+rWhb4+ Ve a+ vh+r2ve
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em que r e r? representam as duas raizes, differentes da unidade,
de x3=1. As raizes da transformada téem por expressdes :

Kf_(ﬁﬂ‘f?}ﬂ; l{zﬂ(’y’3+r:’:}5;

B L T
K,~(v b+v ¢)s,

ou os cubos das raizes da segunda, ou da terceira linha, na re-
lagio das do nono grau; o que ¢ indispensavel vem a ser que as

tres expressoes : l{?. Ke' Ks‘ diversifiquem.
A transformada, com segundo termo, é:

YP=30+c)yt+3[(b+c)*—9bc]y—(b+c2=0
e, privada d’elle :
y3—27 be . y—27be (b+ ¢) =0.
As raizes da ultima equaciio véem a ser:
(Vo+ Ve —+e): (Votrve )= +¢);

(rVo+Ve ) —(b+0)

ou

8 =3 Vbe(Vo+Ve):8a=3Voe(rVo+r Ve );

S3=3 Vbe {r* Vb+ ri’:).




125

MATHEMABCAS E ASTRONOMICAS

Nestas expressoes ha de notavel o resaltar d’ellas a significaglio
analytica das quantidades e %, a que recorreu Cayley (*), para
fazer cessar a indeterminagio da formula de Cardan, a fim de
obter os tres valores necessarios entre os nove, que a formula da.

Raizes obtidas

3 Vb2 +3Vber=3Vbe(Vo+Ve),
r.3 Vbl%+r2.37bcd = 3Vbe(rv b+ rt)
rt. 3 ilfiii +r.3. :';-'u:‘_—. 3 -L .I';r'[.-'! :‘I!:h + ¥

Raizes de Cayley

Podemos, por simplicidade, representar as tres raizes d'este

modo :
riz+rC

a+C: ra+r2C;

*} Cayvley, Phil. Mag., vol. xxi1, 1861; Collected Mathematical Papers,
vol. v, n.° 310 ; Weber, Traité de Algébre superieure, pagg. 151 ¢ 142,
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e virh a equaciio:
y?—32C.y — (2*+ C3) =0,

e, identificando-a com :

y' +pytg=0; g=—(a+C

ou

ou

que é a expressdo classica, da qual se deduzem todas as raizes.
A 5t B
Pode substituir-se K. K, o K,. por y na equagio de 3.° grau,

e, annullando os coefficientes dos incommensuraveis, chegaremos
ao mesmo resultado. -

Ora
(Vo+ Ve)'=b+ o+ 3(Vete+ Viet) =K,
e na transformada, sem segundo termo, a expressdo da incognita é
BN R b e ks
y=hi—.\b+c;= Vet Yw:
substituindo este valor em

Y+py+q=0
resulta

w+w+3 c/u_;w(:"‘;+ V&T}+p('¥;+ Vti::]+q—0,
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d’onde .
w+tw+g=0; 3V ww+ p=0,
¢
+ &
stw=—q; wib=—_—,
2 27
chegando-se, assim, por um caminho bem curto & formula de A
Cardan.
Se
y=(z—a)
obter-se-hdio as raizes com facilidade.
4.9 grau
E transformada da equagio do oitave grau, cujas raizes sdo
ra— y— ‘- —_ -— =

a+Vb+V c-H‘/d; a—Vb+Ve+Vd;

a +-'..b—'n-lf:+-l-"’u': a i"f'._fj-l-lﬁ.;—'l'.ﬁi

a— 'Ir:E— V lc =l E : a+b .I—- 'l"lt_'—- L_;'”,:

a=Vo+Ve--Vd; a=Vo—VetVd;
serdio

] e, /)2 .2 eI e ! e
K=(Vo+VetVa); K=(—Vb+Ve+Va)y
L O T T ey N TR T
K = (Vo—Ve4Va); hl=(u b+Ve—Vd)
0
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as raizes da transformada, com segundo termo, a qunl

=4 btetdy*+ b+ cA+dY)+ 5 (et bd+od |yt
— 51034 S+ d— (b2 + b + o2+ M+ d2b + de) +
+10 bed| y
+ 04+ et 4 d'— & (b3 + b3 + ¢®b + 3d + d3b + d¥%) 4
+ 6 (6% + 022 + ¢¥d?) + Gbed (b+ ¢+ d) =0.
A transformada, sem segundo termo

yl — 2 (be + bd + l'l‘j: _J;! —8 fl."{f.y { l;f)il!i + bt + o2d?
&

—2hed (b+c+ d)| =0,
cuja resolugio estd dependente da equagio de terceiro grau

-&-r-—-p’ Rk ' 9

.:3 " ; i
2q % b

se identificarmos a ultima transformada com

yi4 pyi+ gy +r=86.

Podemos ainda, como anteriormente para o segundo e terceiro
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grau, deduzir os valores das raizes por substituicio do valor de y

na ultima equaciio.

Podemos ainda, como anteriormente para o segundo e ter-
eeiro grio, deduzir os valores das raizes por substituigio na ullima
equagiio do valor de y:

Si=K3®—(b+¢+ d) =31V be 'rJf;f-{-‘.I['_[f:

o que da

(@ +B+72+A(ftay+E)+patBty)+r=

\ baztPt+y)+2p=0
’ 8Vafy +q=0
donde
p* q
atf+y= g alf+ay +[y T i.ulj;,.m_?
e
P q
=0 e - Ee
-~ + -) o (I{‘ ) +
ou
v 3 :
=5 14 3 P pr %
Rt e e g 1Y

fazendo desapparecer o segundo termo da equacio anterior,
9
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Faga-se
1 p? pr
A + .
2< 25 3% ' 283 +“')
= |— — +9 —_—,
5 § ( 28,33 & 24.3 ) 3¢ 212 3¢
Resultara
a=z,=—% + JA+VB+ VA-VB=M,

,’3:31=—EL3 +r 4 A+VB +r‘*VA—V"E="~L

- nime o /A VB 4r YA—VB =P,

&=y

e para a equaglio proposta obteremos sem indeterminagio alguma
as quatro raizes seguintes:

y = |VM+VN+VP [P~ (M+N+P),
y' = —VYM+VN+VP*—(M+N+P),
g = VM —VN+VPP—(M+N+P),

yv = VM +VN—V P[*— (M +N +P).
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TERCEIRO CONGRESSO SCIENTIFICO
LATINO-AMERICANO

O terceiro Congresso scientifico latino-americano ha de reunir
em 1905 no Rio de Janeiro em dias que ainda nio estio fixados.
A Commissdo organisadora apresentou ja os seus trabalhos a
respeito das questdes que n'elle serdo tratadas, entre as quaes
figuram as seguintes : :

1.° As diversas escolas mecanicas, e particularmente a de
Hertz ;

2.° A theoria dos mecanismos segundo as ideias de Konigs
e Reuleaux ;

3.° Os methodos graphicos nas mathematicas applicadas ;

4.° As orbitas heeubianas;

5.7 As pl.-rlurh.'iyq’rers comelarias ;

6.° Os phenomenos thermo-capillares.

O Congresso anterior leve logar em Buenos-Aires, e a respeito
do que se passou na secclo de mathematica ja os leitores d'este
jornal téem conbecimento pela nolicia que n'elle se den do vo-
lume das aclas correspondente.

[
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BIBLICGRAPHIA

G. Loria: Spezielle algebraiche und (ransscendente ebene kurven.
Leipzig, Teubner, 1902.

Esta obra magistral ¢ consagrada 4 historia e theoria das curvas,
notaveis por qualquer conceito, que téem sido até agora consi-
deradas pelos geometras. Para escrever um trabalho sobre tal
assumplo poucas pessoas estavam tio bem preparadas como o
llustre professor da Universidade de Genova, ao mesmo tempo
geomelra e analysta distincto, e cujo nome figura entre os dos
primeiros historiadores da mathematica do nosso tempo,

E tao grande o numero de curvas consideradas pelo sr, Loria
n'esla obra e sdo tantos os detalhes scientificos, historicos e biblio-
graphicos que sio apresentados a respeito de cada uma d’ellas,
que, ao percorrel-a, admira-se a cada passo a vaslissima erudigio
do sabio mathematico que a escreveu, Mas, por estes mesmos
molivos, ndo nos ¢ possivel dar aqui, em jornal de tao pequenas
dimensdes, noticia assaz detalhada da obra, ¢ vamos limitar-nos
a indicar quaes as principaes curvas que n'ella sio conside-
radas.

A primeira parte da obra, composta de 3 capitulos, é con-
sagrada & recta, ao circulo e &s conicas. A respeito d’estas linhas
sdo dadas apenas algumas indicagdes historicas, visto que a sua
theoria faz parte de obras especiacs bem conhecidas,

A parie sequnda, composta de 1% capitulos, é consagrada s
cubicas. Os tres primeiros capitulos sdo consagrados & classifi-
cagio dada por Newton d'estas curvas, & theoria das cubicas
unicursacs e & theoria dus cubicas circulares. Nos restantes
capitulos sdo estudadas a cissoide de Diocles e suas generalisagdes,
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o folium de Descartes, a strophoide e suas generalisagdes, a con-
coide de Sluse, a cubica de Agnesi, as trisectrizes de Maclaurin,
Catalan e Longchamps, ete.

A parie terceira, composta de 16 capitulos, ¢ destinada 4s
quarticas, sendo o primeiro consagrado & classificacio d'estas
curvas, o segundo s quarticas unicursaes, o lerceiro 4s bicircu-
lares e os restantes s spiricas de Perseo, 4 concoide de Nico-
medes, ao caracnl de Pascal, @ hy pocicloide de tres reversdes, 4
parabola virtualis, fs ovaes de Descarles, ete.

Na parte quarta sio estudadas as curvas de grau determinado,
superior a0 quarto. Ahi sdo consideradas a astroide, a curva de
Watt, a atriphtaloide, ete.

A parte quinta & consagrada 4s curvas algebricas de ordem
qualquer. Sdo n'ella estudadas as parabolas e hyperboles de qual-
quer ordem, as curvas de Lamé, as rosaceas de Grandi, as spi-
raes sinusoides, as curvas de Lissajous, e muitas outras ligadas a
diversas theorins geometricas, que niio podemos aqui indicar.

A parte sexta ¢ destinada ds curvas transcendentes, Sio n'ella
estudadas a quadratriz de Dinostrato, a de Tschirnhausen, as
espiraes de Archimedes e de Cotes, a espiral logarithmica, a
espiral parabolica, a espiral hyperholiea, a clothoide, as linhas
cycloidaes, as curvas de Debeaune, de Klein e Lie, de Mercator,
ete.

A parte setima ¢ destinada ao estndo de algumas curvas deri-
vadas de outras por diversos meios. N'ella sao considerados os
principaes meios de derivagio, e as curvas notaveis a que cada
um d’estes meios de derivacio da origem.,

Termina o livro por algumas notas e por um epilogo, muito
interessante, sobre o desenvolvimento historico da theoria das
curvas planas.

R. Marcolongo : Teoria matematica delle equilibrio dei corpi elas-
tici. Milano, U. Hoepli, 1904,

A bella colleccio de Manuali Hoepli, apesar de ser ji vastis-
sima, é todos os annos enriquecida com novos volumes. Para os
redigir o seu editor recorre a0s homens mais distinctos do seu
paiz, onde lem encontrado um apoio digno de todo o elogio,

=Ty
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O presente volume, composto de 366 paginas, ¢ consagrado &
theoria mathematica do equilibrio dos corpos elasticos e, para o
escrever, encontrou Hoepli um homem de grande competencia
no sr. R. Marcolongo, o sabio professor da Universidade de Mes-
sina, que os leitores d'este jornal conhecem bem pelos artigos
interessantes com que téem honrado as suas paginas.

Na sua redacgdo procurou o sr. Marcolongo ser o mais claro
possivel, para que o livro podesse ser util a8 maior numero
possivel de leitores, e, em especial, aos engenheiros, que tanto
necessitam de conhecer a doutrina que n'elle & estudada. Mas,
apezar d'isso, penetrou com certa profundeza na theoria a que o
livro ¢ consagrado, para que os leitores fiquem conhecendo o que
n'ella existe de mais essencial, incluindo os resultados mais re-
centemente obtidos.

Para o mesmo fim, ja indicado, de ser util ao maior numero
possivel de leitores, abriu o auctor a sua obra por um capitulo
sobre a theoria das funcdies harmonicas, ao qual segue outro
sobre a theoria das func¢des potenciaes newtonianas e outro ainda
sobre os principios de Mechanica dos corpos continuos.

Entrando depois propriamente na doutrina a que o livro é
consagrado, oceupou-se dos assumplos seguintes:

Cap. IV. Equagdes do equilibrio e do movimento dos corpos
elasticos isotropos. Cap. V. As equacdes da elasticidade para 08
corpos anisolropos. Cap. VI. Theoremas geraes sobre as equagdes
do equilibrio dos corpos elasticos. Methodo de integragao de
Betti. Cap. VIL Problema de Boussinesq e Cerruti. Cap. VIIL
A deformaciio de uma esphera isotropa. Cap. IX. O problema de
Saint-Venant sobre as deformades das varas cylindricas. Cap. X.
Deformagdes das pilastras cylindricas, ou problema complementar
de Saint-Venant. Cap. XI. O problema de Voigt e a deformaglo
das constantes elasticas dos cristaes,

Terminaremos recommendando este excellente manual aos
professores e alumnos das nossas escolas de engenharia, e tam-
bem aos alumnos da cadeira de Physica mathematica da nossa
Universidade, que encontrardo n'elle, exposto com a maxima
clareza ¢ com uma feicio muito moderna, o que de mais impor-
tante se tem encontrado sobre a doutrina a que é consagrado
desde Navier, Cauchy, Lamé e Saint-Venant até Boussinesq,
Voigt, Cerruti, Fredholm, Gebbia,
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H. Lebesque: Legons sur U'intégration et la recherche des fonetions
primitives, Paris, . Villars, 1904,

Este bello trabalho faz parte de uma colleccio de monogra-
phias sobre a theoria das funccdes, que, debaixo da direcgiio de
M. Borel, anda publicando M. Gauthier-Villars, e é consagrado
ao estudo do desenvolvimento da nog¢lo de integral no caso das
funcgdes de variaveis reaes. O auctor introduz uma noglio de
integral mais geral do que a de Riemann, necessaria para resol-
ver alguns problemas que offerecem interesse.

‘ dEis aqui o objecto dos sete capitulos em que a obra esta divi-
ida :

I. O integral antes de Riemann. II. A definicio de integral
dada por Riemann. lI. Definicdo geometrica de integral. IV. A
funcgdo de variaglo limitada. V., A integracio das funcgdes pri-
mitivas, VI. Auxilio prestado pelo integral definido as funcgdes
primitivas. VII. As func¢des sommaveis,

Ao que precede acerescentaremos que, para lér esta obra, é
apenas necessario conhecer as propriedades elementares das func-
¢hes continuas.

E. Borel: Legons sur les séries a termes positifs. Paris, G. Vil-
lars, 1902.

Este opusculo pertence 4 mesma collecglio de monographias
que o anterior, e contém as ligdes sobre a theoria das séries de
termos positivos, professadas pelo sr. Borel no Collegio de Franca
em 1900-1901, as quaes foram recolhidas e redigidas pelo
sr. R. Adhémar. Sio nellas estudadas de uma maneira magistral
a theoria da convergencia das séries e a correspondente da con-
vergencia dos integraes, tanto no caso das séries e inlegraes
simples, como das séries e integraes multiplos, e uma theoria,
constituida pelo eminente auctor do volume, do crescimento das
funcgdes, importante, como elle faz notar, em muitas questdes de
analyse, e em particular n'aquella a que o livro é consagrado.
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J. Tannery et J. Molk : Eléments de la théorie des [onetions elli-
ptiques, t. 1v. Paris, G. Villars, 1902,

Temos-nos occupado por varias vezes, n'este jornal, d'esta obra
importante, dando noticia dos tres primeiros volumes & medida
que elles foram apparecendo, e temos feilo n'essas occasides
referencia ds suas excellentes qualidades. Hoje temos a acrescens
tar que no volume presente revelam-se as mesmas qualidades que
tornam esta obra tio propria para estudar desenvolvidamente a
theoria a que é consagrado.

No volume terceiro tinham os auctores principiado, como jo
se disse, a exposicdo da theoria da inversio. A primeira parte
do presente volume ¢é ainda destinado a esta douirina, & qual
sio n'elle consagradoes quatro capitulos.

Outra parte d’este volume ¢ destinado fs applicagdes das func-
¢des ellipticas, sendo um capitulo consagrado a diversas applica-
¢des geometricas e outro a diversas applicagdes & Algebra e 4
Arithmetica,

Terminam o volume diversas notas, cheias de interesse, uma
das quaes é devida a Hermite, onde o grande geometra demonstra
algumas formulas que anteriormente tinha dado, sem demon-
stracdo, no seu trabalho sobre a equacio do 5.° grau.

H. G. Zewthen: Histoire des Mathématiques dans P'antiquité et le
moyen dge. Paris, G. Villars, 1902.

Niio ¢ necessario fazer o elogio de uma obra composta por um
homem tio altamente collocado na sciencia e que tem estudade
tao profundamente os methodos empregados pelos antigos geo-
metras, como o sabio professor de Copenhague. Vamos porém
indicar. rapidamente o ponfo de vista em que se collocou para
escrever esta obra. Este ponto de vista ¢ por elle mesmo indis
cado no prefacio, onde diz que se esforgou para por principal-
mente em relevo o que aos estudantes e professores importa
saber. que é, ndomm grande numero de detallies historicos, nem
quem primeiro descobriu esta ou aquella verdade, este ou aquelle
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methodo, mas as formas debaixo das quaes estas verdades e
melhodos se manifestaram,

Abre a obra por algumas paginas consagradas ao periodo pre-
historico das mathematicas ¢ 4 historia d’estas sciencias no velho
Egypto e na Babylonia.

Vem depois a historia das Mathematicas na antiga Grecia, e
ahi o auctor, seguindo os Elementos de Euclides passo a passo,
e, em connexdo com clles, as obras de Archimedes, Appolonio,
etc., estuda as f[érmas que os antigos geometras davam aos me-
thodos de indagacio que empregavam, germen dos methodos
modernos. Assim considera as hypotheses geomelricas dos Ele-
mentos, que [az seguir de um commentario cheio de interesse, a
sua theoria da proporcionalidade, a demonstracio por exaustio,
as delerminagdes infinitesimaes feitas por Archimedes, ete. Con-
sidera tambem os problemas celebres a que os antigos applica-
ram os seus methodos, dando a historia dos problemas da trisecgdo
do angulo, da quadratura do circulo e da duplicagio do cubo.

Depois da historia: das mathematicas helenicas, a que ¢ consa-
grada, como ¢ natural, a maior parte da obra, véem alguns capi-
tulos, cheios de interesse, consagrados & historia das mesmas
sciencias na India e, na edade media, entre os arabes, ¢ ao seu
reapparecimento na Europa.

Accrescentaremos ao que precede que esta obra foi primitiva-
mente publicada em dinamarquez, que foi em seguida traduzida
em allemio e que & ao sr. Mascart que & devido o importante
servigo de traducgdo franceza, a que nos estamos referindo.

G. Vivanti : Complementi di Matematica ad uso dei chimici e dei
naturalisti, Milano, U, Hoepli, 1903,

Eis um outro trabalho excellente com que vem de ser enri-
quecitia a collecglio do Manuali Hoepli. Contém a parte das scien-
cias mathematicas que téem necessidade de estudar aquelles que
cursam eslas sciencias como preparatorias para o estudo das
sciencias chimicas ou naturaes. .

A primeira parte é consagrada 4 Algebra ¢ contém os assum-
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ptos mais applicados na Geometria analytica e a theoria das
séries.

A parte segunda & consagrada & Geometria analylica, e con-
tém a theoria da recta e do plano, das curvas e das superficies
de segunda ordem, o estudo de algumas curvas notaveis, ete,

A parte terceira & consagrada ao Calculo infinitesimal. Sao
estudadas nella com cuidado as nocdes de funecio, de derivada
e de integral, as regras mais simples de derivagio e integracao,
algimas applicagdes geometricas, a theoria dos maximos e mini-
m-5, a theoria da série de Taylor, a integragiio de algumas equa-
goes differenciaes simples, ete,

A parte quarta é consagrada ao Calculo das probabilidades,
e a ¢ste respeito sio dados os principios geraes e a theoria dos
erros.

As defini¢des e os principios fundamentaes da Mechanica sio o
objecto da parte quinta e os principios da Thermodynamica e da
Mechanica chimica siio o objecto da parte sexta da obra.

A exposi¢iio dos assumplos é [eita com muita simplicidade e
clareza, como & indispensavel em um livro com o destino que
este tem, sem todavia faltar o rigor. Os exemplos que esclarecem
o0s assumptos slio quasi sempre relativos as sciencias para o estudo
das quaes o auctor tem em vista preparar e sio quasi todos
interessantes.

G. Papelier : Précis d'Algébre et de Trigonoméirie: Paris, Nony
et Cie, {1903.

Contém este volume a parte da Algebra e da theoria das fune-
¢des angulares que em Portugal se estuda no primeiro anno dos
nossos cursos superiores de Mathematica. Escriplo com muila
clareza e completo rigor, péde elle ser vivamente recommendado
aos alumnos que seguem os cursos a que venho de me referir,

Eis o objecto de cada um dos capitulos em que esta dividido :

Livio primemro. L. Identidade dos polynomios. II. Formula
do binomio. III. Divisdo dos polynomios. IV. Maior divisor
commum de dois polynomios. V. Theoria dos determinantes.

Liveo secusvo. I. Funcgdes e limites. II. Funcgiio exponen-
cial e logarithmica. 1II. Funcoes trigonometricas. 1V. Theoria
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das séries. V. Desenvolvimento de e. VI. Derivadas e differen-
ciaes. VII. Func¢des primitivas e integraes. VIII. Desenvolvi-
mento das luncgoes em série. IX. Formas indeterminadas. X Va-
riacio das funcgdes, XI. Funccdes de muilas variaveis.

Liveo TeErcemo. I, Numeros imaginarios. Il. Propriedades
geraes dos polynomios. IlI. Continuidade das raizes. 1V. Fune-
¢des symetricas. V. Eliminagio. VI. Theoria das raizes eguaes,
VII. Theorema de Descartes. VIII. Theorema de Rolle. IX. Me-
thodos de approximacio. X. Decomposicio das [fracgdes ra-
cionaes.

Tricoxomernia. I. Divisdo dos angulos. II. Equagio binomia,
IlI. Equacio do terceiro grau.

Stoffaes : Cours de Mathématiques supérieures. Paris. G. Villars,
1904.

Os que estudam as sciencias mathematicas como preparatorias
para as sciencias physicas ndo téem necessidade de conhecer
alguns assumptos que os que pretendem seguir um curso regular
das primeiras sciencias téem de aprender, nem de penetrar tio
profundamente, como estes, nos assumptos de quo uns e outros
téem de occupar-se.

Por isso, & bem util a publicacio de livros especiaes, onde
estes encontrem sé as doutrinas de que carecem, e expostas do
modo mais proprio para os fins que téem em vista. Ora a obra
cujo titulo vem de ser enunciado é destinada principalmente aos
que se querem preparar para o estudo da physica e ¢ um bom
auxiliar para este fim.

Os assumptos nella considerados estio dispostos em seis livros.

O primeiro é consagrado a uns complementos de Algebra, e
n'elle siio estudadas a theoria dos determinantes, o caleulo com-
binatorio, o calculo dos imaginarios, as séries, os logarithmos, ete,

O livro segundo é destinado ao calculo das derivadas.

O livro terceiro e quarto contéem os pruuetrus prlmlplua de
Geometria analytica, sendo um destinado 4 Geometria plana e o
outro & [:cumelm a tres dimensoes.
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No livro quinto apresenia o auctor uns elementos de Calculo
differencial e integral e as suss applicacdes analyticas mais im-
portanles.

No livro sexto ¢ completada a Geomelria analytica e sdo dadas
as applicacdes mais usuaes do Caleulo differencial e integral a
esta sciencia.

Finalmente o livro setimo ¢ consagrado 4 theoria das equa-
coes diflerenciaes,

Todos os assumptos sio expostos de um modo muito claro e
simples, em conformidade com o destino que o livro tem,

P. Constan: Cours élémentaire d’ Astronomie el de Navigation,
Deuxiéme Partie. Paris, G. Villars, 1904.

O primeiro volume d'esta obra utilissima ¢ consagrado & As-
tronomia. O presente volume é consagrado 4 arte de navegar.

Abre por um capitulo onde sio minuciosamente descriptos os
instrumentos e os methodos que se empregam para medir as altu-
ras dos astros e o tempo no mar. Depois sio estudados com todo
o desenvolvimento necessario os tres problemas que uin capitao
de navio deve saber resolver:

1.° Orientar-se e dirigir-se no mar. A este problema é con-
sagrado o capitulo segundo.

2.° Determinar o caminho a seguir e a distancia a percorrer
para ir de um logar dado a outro. A este problema ¢ consagrado
o capitulo terceiro,

3.% Determinar em um instante qualquer as coordenadas geo-
graphicas do logar onde esti. A este problema é consagrado o
quarto capitulo.

Alguns problemas, algumas questdes theoricas complementa-
res, etc., sio o objecto de um outro capitulo com que termina
a obra,
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H. Dulac: Recherches sur les points singuliers des équations diffé-
renlielles. Paris, Gauthier-Villars, 1903,

Este trabalho importante, apresentado como these 4 Faculdade
das Sciencias de Paris, ¢ consagrado ao estudo dos integraes da
equagdo differencial

X(@ydy+Y(z, y)de =0,

na vizinhanga do ponto (xg, yg), quando as func¢des x e y sdo
holomorphas na vizinhanca d'este ponto e se annullam n'elle.
Esta questdo tem sido objecto de estudo de alguns dos geome-
tras mais eminentes do nosso tempo, e aos resullados por elle
obtidos jlllll_‘.lil oulros, novos e iallim:'l.l.li[!':«', o sr. Dulac na sua
notavel Lhese.

G. Comberiac: Calcul des triquaternions. Paris, Gawiier-Villars,
1902,

Os quaternides constituem, como & sabido, uma analyse geo-
metrica independente dos eixos das coordenadas, mas dependente
de uma origem, o que deixa subsislir nas [6rmulas elementos
estranhos 4s questdes geometricas consideradas. Por isso, para
obter uma analyse geometrica independente de todo o systema
de relerencia, o sr. Comberiac recorre a um systema complexo
de doze unidades, a que di o nome de triquaternides. £ a este
systema complexo que é consagrado o presente trabalho, apre-
sentado como these & Faculdade das Sciencias de Paris.

Abre por uma introducgio, consagrada 4 exposi¢io de algumas
nogdes conhecidas sobre unidades complexas e quaternides, Se-
gue-se um capitulo consagrado & theoria dos triquaternides, e
depois tres capitulos consagrados ds applicagdes d’esta doutrina
& theoria dos deslocamentos sem deformacio, & theoria dos coms-
plexos lineares e & theoria das superficies de segunda ordem,

i
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L’abbé M. de Montcheuil : Sur une classe de surfaces. Paris, Gau-
thier- Villars, 19032,

N'este bello trabalho, apresentado como these & Faculdade
das Sciencias de Paris, o auctor reune em uma mesma classe
varios grupos de superficie importantes, que téem sido separa-
damente estudados por diversos geometras; faz o estudo geral
das suas propriedades, partindo de uma equagiio &s derivadas
parciaes extremamente simples, que todas ellas verificam ; e da
um methodo geral para as construir. Os resultados obtidos slio
depois applicados aos mais notaveis grupos de superficies que a
classe geral considerada contém.

G. Papelier : Formulaire de Mathématiques spéciales, Paris, Vui-
bert et Nony, 1904.

Eis uma publicagio que deve presltar grandes servicos aos
estudantes. Contém as formulas que os alumnos de Mathematicas
especiaes dos lyceus de Franca encontram nos seus estudos,
dispostos ordenadamente, de modo a poderem ser encontrados
immediatamente quando ha necessidade de as empregar. E desne-
cessario ajunlar que nlio é s6 aos estudantes que um tal trabalho
¢ proveitoso ; ¢-o0 a todos os que exercem profissdes em que téem
de resolver questdes elementares do dominio da Algebra, da
Trigonometria ou da Geometria analytica.

Revista dos Cursos da Escola Polytechnica de Rio de Janeiro, 1. 1.
Rio de Janeiro, 1904.

A Escola Polytechnica do Rio de Janeiro vem de iniciar a
publicagdo de uma revista consagrada 4s sciencias que sio pro-
fessadas n'este importante estabelecimento de instrucgio. O pri-
meiro volume, que vem de ser publicado, encerra, entre outros
trabalhos, dois muito interessantes, relativos 4s sciencias mathe-
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maticas. O primeiro, devido ao sr. Pereira Reis, é consagrado &
uestdo do tragado das linhas geodesicas, problema que é estu-
ﬂndn com a maxima clareza e simplicidade, quer debaixo do ponto
de vista theorico, quer debaixo do ponto de vista pratico, O se-
gundo, devido ao sr. Otto A. Silva, é consagrado s applicacdes
geometricas da equagiio de Riccati, que & n'este bello trabalho
estudada de um modo elegante, claro, e, em alguns pontos,
original.

E. Cesaro: Elementares Lehrbuch der algebraichen analysis und
der infinitesimalrechnung. Leipsig, Teubner, 1904.

Deu-se n'este jornal nolicia ha bastante tempo de dous livros
excellentes, um, consagrado & Analyse algebrica e o outro ao
Calculo infinitesimal, devidos ao sr. Cesiro, e fez-se n'essa occa-
sido reflerencia s qualidades d'estes livros, escriptos com a ele-
gancia e originalidade que o eminente professor da Universidade
de Napoles costuma empregar em todos os seus trabalhos. Estas
qualidades levaram o sr. G. Kowalewski, professor na Universi-
dade de Greifswald, a traduzil-os, reunindo-os em um mesmo
volume, fazendo d'este modo aos alumnos das escolas allemas o
alto servigo de lhes tornar possivel a leiturd d’estas obras tao
bem feitas.

Annuaire pour U'an 1905, publi¢ par le Bureaw des longitudes.
Paris, Gauthier-Villars.

Este volume contém, como nos annos anteriores, uma grande
quantidade de informacdes indispensaveis aos engenheiros e ho-
mens de sciencia. Entre as noticias scientificas que contém de-
vemos assignalar uma de M. P. Hatt intitulada — Ezxplicagio
elementar das marés.
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A. Maefarlane : Bibliography of quaiernions and allied systems of
Mathematies. Dublin, 1904,

Formou-se ha annos wma Sociedade tulernacional que lem por

uh]eclu- promover o estudo dos q ualernioes e oulros systemas de
Mathematica ligados a elles. Esta Sociedade vem de |mbhcar uma
lista de todos os trabalhos até agera publicados a respeito dos
assumptos que entram no seu programma, elaborado pelo illustre
secretario da mesma, com o fim de auxiliar os que se quizerem
occupar do estudo de algum dos capitulos das theorias que pre-
tende vulgarisar.

R. Bettazzi: Arithmetica rasionale. Torino, 1904,

Esle pequeno livro, escriplo para uso dos _'_L:.llllin:-iu:- italianos,
estd escripto com wma clareza tho grande ¢ os assumptos n'elle
tratados foram escolliidos com um criterio ldo sensato, para
p::dl!r--m ser rnlnpl:-iu-lnlirlum |u-]|n alumnos a que sio destinados
e aos quaes hiio de dirigir os primeiros passos na arte de bem
raciocinar, que os recomendamos vivamente aos alumnos e pro-
fessores dos nossos Lyceus que puderem ler a lingua em que esta
escripto, tio facil para os portuguezes.

Lt A
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SUR LES PSEUDO-SPIRALES

PAR

Gesmixiano PiroNpist

(i Parme)

§ 1

Nous appelons pseudo-spirales les lignes planes L qui, en coor-
données intrinséques r, s (rayon de courbure, arc), sont représen-
tées par l'équation :

(1) r=gl=k g,

a, k étant des constantes.
Entre ces lignes on trouve: le cercle (k=0), la spirale loga-

R . 3 i

rithmique (k=1, a'=* — cot i), la developpante de cercle (I;z _—-)|

la clotoide (k=—1), etc. B
Si

p = al—Fk ok

est une aulre pseudo-spirale, il suflit d'éerire celte équation sous
10
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i :—k(i )k
P qd uﬂ ¥

pour reconnaitre que, si I'on pose

la forme

r=gs,

@ a
Pw~;?(;v-

1l suit dici (*) : Les pseudo-spirales déduisibles d’une méme équa-
tion (1), en changeant la constanle a d'une fagon arbitraire, sont
semblables entre elles.

Développées. — En désignant par L; la développée d’ordre i
de L, on a:

il est

d#‘i_j_
ds;—1

ri=Tri— v Si=Ti—1.

1l suffit de faire ici successivement

pour en déduire que: La développée L, d'ordre "n de la pseudo-
spirale (1) est représentée par I'¢qualion intrinséque :

kt-(k—1)n
2) e habit T )

(*) Sulla similitudine delle curve — Annali di Matematica pura ¢ i-
cala, Serie 11, lomo XV, 1887. 0 !
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A, dtant définie par U'égaliteé :

kbitn [ T, 1
An=[1+(k—1)n) 1FU=Dn 1":[ +(k—1)i) gl H=Tn)

Par exemple : La dévéloppée d'ordre n de la clotoide

(3) r—=a?s—1

est la courbe :

Développantes principales.— Entre les développantes successi-
ves de L, celles dont l'origine est i 'origine de l'arc s, sont
appelées principales.

La premiére développante principale Ay de L est représentée
par I'équation : '

1 1—k 1

=k R T—%
p::('ﬂ—k; a 51 -

Si Fon déduit de celle-ci I'équation de la développante princi-
pale Ay et on suit un procédé analogue jusqu'a la développante
Ay, on trouve que: La développante principale A, d'ordre n de
la pseudo spirale (1) est représentée par I'équation inlrinséque ;

k—(k—1)n
(5) fn= B, ﬂ'ﬂ"_(k_'l:m:
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B, étant définie par U'égalité :

k—1
1—k

Hnm [l —(k— |)ﬂ1[j-(|-:“ A U;_ [:] E}Jl—kk—-l,m‘ui_-uwl_h.

En particulier: Les développantes principales d’ordre n de la

_ i .
clotoide (3) et du cercle de rayon —— a sont représentées respecti-
vemenl par les e'quut.im:s g 2

r=n - ﬁi;; e N e
(6) =1+ 2;.}[ n(1+2i) _al.i-in“‘h.u
=l
7 o
(n+ )0 "H I3 T.:
'J‘I"[k __) J « + Ty +t.
e

L'application de I'équation (2) n'est pas possible quand k= —.
. n

Mais, dans ce cas, on ne peut pas raisonnablement avoir recours
i I'équation (2), car la ligne donnée est la dé\'cluppnnle prinei-
pale d'ordre (n— 1) d'un cercle, et conséquemment sa développée
n™ se réduit & un point,

On conclut: Les développées successives d'une pseudo-spirale
sont d'autres pseudo-spirales. Ces développées constituent : une série
finie, quand la psewdo-spirale primitive est la développante prin-
cipale (d'ordre arbitraire) d'un cercle; une série infinie, dans tout
aulre cas.

Pour k=

n

T I'équation (1) se réduit a:
n—

(7) raa’ Tt
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L’équation (5) est applicable jus-;u':‘l la développante principale
d’ordre (n—2); mais comme celle-ci a pour équation intrin-
séque

Pr—t = Hll—i U"!n—h

la développante principale (n—1) de la ligne donnée est re-
présentée par I'équation :

n=1 Tp—1
fn—y=2x¢ ¥

a étant une constante arbitraire.

Conséquemment: Les développantes principales d'une pseudo-
spirale, sont, en général, d'autres psendo-spirales. Il n'y a d’exception
que pour la pseudo-spirale (7) (n nombre entier positif), dont les
développantes principales se rangent en deux familles: celles dont
d'ordre n'est pas supérieur @ (n—2) sout des pseudo-spirales, celles
dont Uordre est supérieur @ (n—2) sont des lignes d'autre nature.

§ 1

Relation entre les rayons de courbure. — Quand le rayon de
courbure r d'une ligne plane est proportionnel & une puissance
du rayon de courbure ry de sa développée, on a:

dr
T -k T
fi=r & r

h et p étant des constantes,
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On déduit d'ici par intégration :

(8) r=[h (ﬂ—aﬂ)}ﬁ -*”L“’-
quand pZ2,

9) reae,

quand p—2.

Et si I'on remarque que les développées successives des lignes
(8), (9) sont aussi des pseudo-spirales, on déduit :

Quand le rayon de courbure d'une ligne plane est proportion-
nel @ une puissance du rayon de courbure de la premidre dévelop-
pée, il est aussi proportionnel @ une puissance des rayons de cour-
bure de toutes les développées successives. Les lignes jouissant de
cetle propriéié sonl les pseudo-spirales et la ligne (9)

Allons trouver, dans les deux cas, la relation liant les rayons
de courbure r, ry.

S'il s'agit de la ligne (1), on a:

-k 1—k  3—2 1—k) -2
rge (SR 1™ a™ ! ™ k(-1 " "

ce qui démontre :
Le rayon de courbure d'une pseudo-spirale est lié au rayon de
courbure de la développée d'ordre n par la relation :

=) —tn

(10) rn=[f-£|:(l+fk—1}f}:|u kg 8

s
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S'il s’agit au contraire de la ligne (9), comme on a:
ry= fl.ﬁ]i,

pour avoir la relation entre r, et ry il suffit d’employer la rela-
tion (10), en y remplacant a'—*, k, n respectivement par h, 2,
n—1.

Et comme ry=hr®, ona:

Le rayon de courbure de la ligne (9) est lié au rayon de
courbure de la développée d'ordre n par la relation :

= l,_nl'hﬂ rﬂ-l-!'

Relation entre les ares. — Si l'arc s d'une ligne plane L est
proportionnel & une puissance de I'arc s; de sa développée Ly,
on a

sy = hs?.
Et comme
Sj=r , &=¢n

1 (3y) ¢tant le rayon de courbure de la premiére développante
p1 (91 ¥ I PP
Aq), 1l résulte:

r=hp?,

doin il suit que Aj est la ligne définie par une des équations in-

trinséques
1

1
=[h@—p)*T.0* 7,
quand pZ 2,
P| ﬂﬁt""l,
quand p=2.
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La ligne L est la développée de Ay ; conséquemment L est une
pseudo-spirale.
En remarquant que

ra=8upy , r=al—hkgk,

I'équation (10) donne :

’n+l et [I"T[ll{l + [Ck s !j "}] ﬂ[l-'-n)‘:i——’!‘_l _sﬁ‘-l-(.'i-—t]ﬂ

i=1

d'ou, en remplagant n par n—1:

Si Uarc d'une ligne plane est proportionnel & une puissance de
Vare de la premiére développée, il est aussi proportionnel & une
puissance des arcs de toutes les développées successives. Les lignes

jouissant de cette propriété sont les pseudo-spirales, et la relation
liant s a s, est:

=

o (1+ (k= 1))

T e iy SR
e 7 B P :

Radiales des pseudo-spirales, — La conrbe (1) peut dtre repré-
sentée par une relation :

r=9(6

entre le rayon de courbure r et I'angle § formé par la normale
avec une direction fixe. Or si I'on remarque que

r =g’ (0),
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en appliquant la relation (10) pour n=1, on trouve que la fon-
ction ¢ vérifie I'équation différentielle ;

1—3% 1—k

9 k .“_',E=.I'.'ﬂ' k i

On trouve d'ici par intégration :

k 1
. T >
(11) pa(l—k) TF gg™—% ~ Pourkd

r=ceoli. 0 pour k = 1

¢ ¢tanl une constante et i I'inclinaison de la spirale logarithmique
sur les rayons vecteurs issus du pole.
Si vice versa on parte de la ligne plane :

(12) =,
on a:
dr |
ry = —— = fimpm—1,
db

d'oi1, en éliminant 0 :

1 m—I1

I suffit alors d’avoir recours anx équations (8), (9) pour voir
que équation (12) représente une ligne dont I'équation intrinsé-
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que est:
e S i Eeney : =
r=@™H (m+ 1) H (pour mZ — 1)
et
(13) s gl | (pour m=—1).

La courbe I qu'on déduit d'une ligne plane L en menant, par
un point fixe, des segments égaux et paralléles aux rayons de
courbure de L est (suivant R. Tucker) la radiale de celte ligne.

Cela étant, I'analyse précédente conduit aux résultats sui-
vanls :

1. Toute pseudo-spirale a pour radiale une spirale d'ordre su-
perieur,

La spirale logarithmique a pour radiale une spirale logarithmi-
que égale a la primitive.

2. Les lignes planes ayant pour radiales des spirales (non redu-
ctibles i une spirale hyperbolique) sont des pseudo-spirales.

3. La ligne plane dont la radiale est une spirale hyperbolique,
est représentée par 'équation intrinséque (13). [Paralléle idéale du
point— V. § 1V].

Remarque. — Ce sont le propriétés contenues dans les der-
niers théorémes qu’ont suggéré la dénomination de pseudo-spira-
les, donnée aux courbes (1).

§ 1

Relation entre les surfaces.— Désignons par S la surface com-
prise entre un arc de la ligne (1) compté de I'origine, 'arc cor-
respondant de sa développée et les rayons de courbure menés
par les extrémités, :

En posant en outre la condition qu'il soit S=0 pour s=0,
on trouve :

(14)
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Si lI'on désigne par S; la quantité analogue a S relative a la
développée d'ordre ¢, on a:

1 k? P e R T g
k T g3k k1

i
k2 (k4 1) 5
3k+1

2k—1)
_g T

1) k=1
.a 14-k .S k41

1—k

’ 31 1—k Bhk—3

g 1 =1 =y et
HE R T R

(2k—1)%?

{
A 5(1—k) Jik—3
B RET g

k—3
i(k—1) A5 S5 81—k  Bk—3
= )t Vil U ) Rkl == e ==

G

Un procédé analogue, appliqué jusqu’a la développée d'ordre n,
démontre que :
La surface S relative @ une pseudo-spirale (1) 'qui n’est pas
une clotoide (k —=—1), ni la développante principale d’ordre n
2n—1
2n+ 1
relative a la développée d'ordre n, par la relation :

d'une clotoide ( k = :I est lide a la surface analogue S,,

-+ Dh—(@n—1)
(15) e e i 1)
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C, éant définie par l'équation:

) y_'ﬁ-ﬂﬁ—’."u-—-lj
n(k—1) rf I) k+1 i=n a i"”__{_'.].
.[ﬁ-i Crl - :)- k_:-] . | I '+f.'i| l .1 +1
e @ k—@n—1) Lt ¥

Cas exceptionnel. — Les lormules (15), (16) ne sont pas appli-
cables, quand entre la svite de lignes L, Ly, Lg, .. .. i ey

Ly il y a la clotoide.
Si la ligne donnée L est la développante principale d'une clo-

toide, on a:

g1
3 3 1 =
r=g § ;. rf=—a'y
2 s 4 i f
3 :1'( ) 3 2 g ?
S=H-‘l 8§ —h S;=— log e &
h?

5|

r=ats! T .

: ab

a /&
S=—log(—) i Sy== (s—i—h—1),
ﬂhgkh) 1 '3| Sfa
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d’oh il suit

af l. Tt

(8 - PR L N
(18) i g 5 1)

On voit d'ici que, dans le cas exceptionnel qu'on vient de re-
marquer, la détermination de la relation entre S &t S, se fait en
combinant convenablement les équations (18), (17), (18) entre
elles,

Remarque. — Si I'on fait exception pour la relation :.

>
)
=
wn

qui est bien caractéristique pour la spirale logarithmique, les
autres relations entre les surfaces S, que nous venons de déter-
miner, ne sont pas caracléristiques pour les pseudo-spirales.

Si, par exemple, on demande la famille générale de lignes
planes pour lesquelles on a:

o
|\|9} bl= h!
ou bien:
(20) Syt =S,

on est ramené respectivement aux équating différentielles :

2h¥r'  =r 5 e 20,
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d’oir I'on déduit par intégration :

L

« : (V3T o dr = TR
e e g : o 0 + . Npa—— 5
Vart ke Vint Yari4edr=vy §

(¢ étant une constante).
Pour ¢=0 on a respectivement :

ui

500 5 5

TR G '=V

En comparant ces équations aux égalités (%), (6) du § 1, on
déduit :

Il y a deux familles de lignes planes jouissant de la propriété
(19), ou de I'autre (20). Entre ces lignes, les seules qui appartien-
nent a la famille des pseudo-spirales sont vespectivement la dévelop-
pée premiére de la clotoide, et la développante principale deuxiéme
de la clotoide.

§ IV

Généralisations.— Dans les équations (2), (5) n est nécessaire-
ment un nombre entier, positif, car il désigne l'ordre de la dé-
veloppée ou de la développante.

Ntanmoins ces équalions, par une valeur quclcnnque de n
(entiére, fractionnaire, irrationnelle, positive ou négative) donnent
d'autres lignes, qui peuvent étre appelées encore les deéveloppées
ou les développantes principales d'ordre n de la psendo-spirale (1),
pourvu qu'on ne donne i cette dénomination aucune signification
g-ométrique explicite.

Il suit alors :

1. Les développées et les dnefnppantes d'un ordre arbitraire n
d'une pseudo-spirale, sont d’autres lignes de la méme famille.



MATHEMATICAS E ASTRONGMICAS 159

2. Une pseudo-spirale quelconque peut étre considérée comme
une dévéloppée ou une développante principale d’'un certain ordre
d'une autre pseudo-spirale donnée d avance.

Ainsi par exemple :

«La développante ordinaire d’un cercle est la développée d’ordre

. L
s la développante principale d'ordre 3 d'une clotoide ;

!
la clotoide est la développante principale d'ordre — 5 d'un cercle,
etc.

Allons appliquer ces considérations & la développante princi-
pale ordinaire d'ordre (n—1) du cercle, représentée par I'équa-
tion :

n étant un nombre entier, positif (§ 1).

Bien que dans I'application de I'équation (2) on doit s'arréter
aussitdt qu'on arrive & la développée n®¢ (car celle-ci est un
point, les lignes:

K]
rn+|'='An+l "N—{-I ’ rn-{-i-ﬁn-ki ln+!g| caiesaas

que l'on trouve pour les successives valeurs de n, peuvent éire
considérées comme des développies (idéales) d'ordre n+1,
n+2,.... de la ligne donnée.
Il suit que: La pseudo-spirale representée par l'équation intrin-
séque
— 1 at
(21) rea “g*

est la développée idéale d'ordre n du point.
On arrive & la méme conclusion, en considérant la ligne (7),
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dont les développantes principales, & partir de celle d’ordre n—1,
ne sont pas des psendo-spirales (§ 1).

” ' o . . n
En effet I'équation (5), appliquée successivement quand k= —,
donne la série indéfinie de lignes : i

2

== Bained Pt = Bn-}—l Tu4-1 - F,..|.g=“1|+-g 'J,H.ga ity

re | =

formée par le cercle et par ses développantes principales succes-
sives.

La courbe (7) est donc & considérer comme la développée
n‘me (idéale) du cercle, et conséquemment comme la développée
(n—1)"me (idéale) du point. Cela est conforme au résultat pré-
cédent.

L'équation (21), pour n= 1, démontre que: La courbe

r=a1g

est la premiére développée idéale du puint.
Or, au § I, nous nous somme occupé de cette ligne, en dé-
montrant que sa développante principale est la courbe :

r= gt

Il suit que : La ligne plane.

r=a—1;s?
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a pour développante principale effective la courbe

8

a
re=uaeg¢

el pour développante principale idéale un point.
Conséquemment : La ligne

r=ae

est @ considérer comme une paralléle idéale du point.

§ v

Quelques propriéiés remarquables des pseudo-spirales et de la
paralléle idéale du point : .

A) La comparaison des égalités (1), (8) démontre que les
conditions :

i
p=1, p==3, p=—1, pm?
("l.ll.il\"ﬂ!l!lll. :’Ut&pl'.t'li'.'(-lnetll aux aulres:
i 3
=1, k=—1, k= —, k= —,
ke 1 3 z
Il s'ensuit que: Les propriétés
r ry ry®
-— == gost., — == const., ryr =const., — == consl,
r rd r
i1

=5 1
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caraclérisent respectivement la spirale logarithmique, la clotoide,
la premiére et la deuxiéme dévéloppante principale de la clotoide.
B) L'équation (10) du § II donne:

k k®

B ; . o 7 iy
ol ~ ey el I e~ e o

% 5
@k—1) (3k—2)@k—3) i

r‘l =

Et comme on déduit d'ici:

k _ (m—1)ra_y

ry mry fm—q1— rrm

sy T mem) e

by (m—1)rm—g—(n—1)rs—q o

m et n étant des nombres entiers positifs quelconques, on a la
propriété :
«Dans toute pseudo-spirale les quantités

(m—1)rm_y (m—n) rn—1ra—y

mryFg—q = (m—1)rg—gry—(n—1)ry—yry

sont tout-a-fait indépendantes des valeurs de m et n».
Que I'on remplace n par m — 1 dans |'équation (22), et m par
m—1 dans I'équation que I'on va obtenir. Aprés cela, si I'on

compare les deux valeurs du rapport rL' on & le théoréme :
1

" Dans la suite de lignes planes formée par une pseudo-spirale et
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par ses développées, les rayons de courbure de quatre lignes succes-
sives quelconques L3, Ly s, Ln_1, Ly sont lis entre eux par
la relation :

Tm fm—2 Fm—1
+ = =2 X
Fm— Fin—3 Tm—2

Remarque. —Sil'o. ~appelle la relation r;=s; |, les proprié-
tés relatives aux rayons .. courbure que nous venons de démon-
trer, donnent lieu & d'auties propriétés remarquables relatives
aux arcs correspondants d'une pseudo-spirale et de ses déve-
loppées.

C) En considérant les exposants de s, et s, dans les équations
(2), (5), on a:

. kx=(k—1)n
lim — ——=,
=2l X (k—1)n

Si donc on désigne par ¢, © deux facteurs constants déterminés
de fagon qu'il résulte :

lim (An)=A , lim (B, %)=B,

=00 * H== oo

A et B étant deux nombres finis, on a:

«Une pseudo-spirale quelconque peut étre considérée soit comme
une développée, soit comme une développante principale d'ordre
infini d'une spirale logarithmique» .

D) Si l'on élimine r entre les équations (1), (11), on a une

relation qui, en vertu de I'égalité (1), peut dtre mise sous la
forme :

(23) $=(1=k).r0,

Moo e

e L.

R S )

P e —
i e e

. e i b

"
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Celle-ci vaut pour toute pseudo-spirale, la spirale logarithmique
exceplée.

L’¢limination de s entre les équations (1%), (23) donne la re-
lation :

1 1—k
= .‘!'
b 2 A+ k e

applicable & toute pseudo-spirale, la spirale logarithmique et la
clotoide exceptées.

Quant & la paralléle idéale du point (13), on déduit de I'équa-
tion (12):

amp - S=——fr=——r.

Cette analyse démontre :

L étant une pseudo-spirale et A; un point quelconque de celle
courbe, que I'on trace I'arc circulaire A;M;, ayant pour cenire et
pour rayon le centre et le rayon de courbure, et qui est compris
entre le rayon de courbure A; Ay; el la droite Ay; M; menée par le
centre de courbure parallélement a la normale a l'origine (s =0).

Aprés cetle construction :

1.° Si L n'est pas une spirale logarithmique, l'arc s de la ligne
est proportionnel a Uare circulaire A; M; [(1 —K) facteur de pro-
portionnalité .

2.° Si L n'est pas une spirale logavithmique ni une cloloide, la
surface S relative a la ligne est proportionnelle au secteur circu-
laire A; Ay M; [% [factewr de proporlionnah‘:é].

Si I'on applique la construction précédente a la paralléle idéale

du point (13), en menant les droites Ay; M; parallélement a la

normale inclinée de Uangle —:— sur la normale a l'origine (s =0):

1.° L'arc circulaive A; M; a une longueur constante (= f).
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2.° La surface S relative a la ligne est égale au secteur circu-
laire Ai ﬂ.,] Mi.

E) ry et ry étant les rayons de courbure en deux points quel-
conques A et B d'une pseudo-spirale, on déduit de I'équation (1):

—2 1 8
= k
a

2% arc AB=a * (nF—r,").

Si donc M est le point de AB déterminé de fagon que:

AM m
MB  n

et x le rayon de courbure relatif au point M, on a:

LR
B r,," m
i R,
l'bk —.:I,'x
d'oi il suit :
S
(25) i e ot
m+n

S'il sagit de la paralléle idéale du point

a
r=fa ;

les équations (2%), (25) sont remplacées respectivement par les
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aultres :
arcAB=a. log (—r—b )
Fa
(26) z="V/ 100

Supposons vice versa que, dans une certaine ligne plane L,
soit vérifié la relation (25), ou la (26), par un arc quelconque
AB et par des valeurs arbitraires de m, n.

A cause d'une telle arbitrariété, les relations ci-dessus doivent
étre vérfiées aussi quand m=n et A, B sont infiniment rap-
prochés, Dans cette hypothése on a:

reg="r, x=r-+dr, ry=r=+2dr+4d¥r;

et si l'on porte ces valeurs dans les équations (28), (26), dans
lesquelles on a fait préalablement m = n, on trouve les équations
différentielles :

(%—l) @)+ r.dr=0

(dr)® = rd?r,

donnant par intégration :

5

re ﬂl_'k‘ki r-nﬂﬂﬂ (a, -] ch'ISL'IIIKEB]-
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On voit d'ici que: Les relations (25), (26) entre deuzr rayons
de courbure quelconques ry, ry d'une ligne plane et le rayon de
courbure x relatif au point M qui partage 'arc AB en deux par-

ties AM, MB ayant entre elles un rapport donné % , sont cara-

cléristiques respectivement pour les pseudo-spirales et pour la pa-
ralléle idéale du point.

En supposant m =n dans les équations (25), (26) et en outre
k=1, k=—1 dans I'équation (25), on a:

«La spirale logarithmique, la paralléle idéale du point et la
clotoide ont la propriéié caractéristique que le rayon de courbure
relatif au miliew d'un are quelconque, est respectivement la moyenne
arithmétique, la moyenne géomélrique et la moyenne harmonique
entre les rayons de courbure relatifs auz point extrémess .

Dans la méme hypothése m = n, 1'équation (25) pour k o,y

1
k=—— 5 démontre que :

«La développante de cercle et la courbe

ont la propriété caractéristique que le carré du rayon de courbure
relatif au milieu d'un are quelconque, est respectivement la moyenne
arithmétique et la moyenne harmonique entre les carrés des rayons
de courbure extrémes».

En désignant par z, y, les coordonnées d'un point quelconque
d'une ligne plane exprimées par I'arc s, on a:

vd.z d*x

b . B el
i ds ds*

Sl iy, IR

S —

= W
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d’ou 1l suit:

ds?

dz d’z diz\? 1
z'ds'F':_E( ) T

dx d'z | S BV d*z d'z i AN\
——=—2_ —— —"!—v——=-—3._ — -
Eds dst r(r) “~dst ds? r(r)

On voit d'ici: La pseudo-spirale (27) est la seule ligne plane
vérifiant ["équation différentielle :

de d'z dy dly o 3
dj d’i + dg- F = Consiante (_— -2—';3).

m r, ; m r ;
En supposant d’abord — = * ot ensuite — == — dans I'é-
n ry n g o

quation (25), on trouve respectivement :

1—k 1—k

{28) ‘E- YafTi {f”T"I' ry T}
z* ra+ry

14k 14k

[ k
] ru +rt|
= —
z ratr

(29)

Ces relations sont caractéristiques pour les pscudo-spirales.
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En particulier, si I'on suppose k — _1
k=—1 dans la (29), on a: 2

(28), et

= | développante de cercle ,'
| clotoide

rayon de courbure relatif au poml qui partage un arc quelconque

en déux parties

a la propriété caractéristique que le

| pmparlmnmffes [
| inversement prnpﬂrhmmef:'u \
\ géométrique |

Lenlre ces rayons.
| arithmétique | s

auzx rayons de courbure extré-

mes est la moyenne

F) Si l'on fait arc AB —=a dans I'équation (24), on déduit :

L U
ﬂ-k +f¢*=fnk.

Celte équation, pour k— 7;— donne :

\ u+r_rh'

d'oir le théoréme :

«Le triangle rectiligne dont les cdtés sont Lare d'une dévelop-
pante de cercle égal au diamétre de ce cercle, et les rayons de cour-
bure aux points exirémes de l'arc est rectangle, et le rayon de
courbure plus grand en est I'hypotenuses.

§'il s'agit de la premiére développante principale de la clotoide,

1 :
on a k=?, et la relation précédente se réduit &

3 3 3
a -I-ra:rb.
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Celle-ci peut s’employer pour résoudre le probléme de la
construction d'un cube égal 4 la somme, ou i la différence, de
deux cubes donnés; et, en particulier, pour la résolution du pro-
bléme classique de la duplication du cube.

G) On déduit des équations du § II:

o Y e

O= t:_k ¥ (sl s'agit d'une pseudo-spirale)
P i :

0= 0% (s"il s’agit de la ligne (13)).

Si donc AB est un arc quelconque de ces lignes, on a respe-
ctivement :

k=

-

x i 1—k 1—k
Angle (ry, ) o (ry . — g : )

AN i
Angle (rg, 1) =3 (ry et ST

Ces relations constiluent une propriété caractéristique des pseu-
do-spirales et de la paralléle idéale du point.

En posant la condition que le rayon de courbure z partage
I'angle formé par les rayons de courbure r,, r; en deux parties

m
ayant un rapport donné Pl on a:

S il M v
nz* —rg* )m(n ¥ =2 ¥ pnfz—t—rs—N)=mlry—1—a_y),
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d’oir il suit:
1=k 1
1—k nrg : + mry,

. t il
m+n m++n

*

= |

nrg— + mry—!

|

Si I'on fait ici m=n et, en oulre, on suppose successivement

1

k= > k——1 dans la premiére équation, on a:

§ développante de cercle
«La | clotoide ‘ a la propriété caractéristique que
paralléle ideale du pointt

i

rayon de courbure |
le ¢ carré du rayon de courbure ) bisecteur de Uangle formé par
rayon de courbure ) | arithmétique
deux rayons de courbure quelconques est la moyenne | harmonique
ces rayons | harmonique !
entre | les carrés de ces rayons ).»
ces rayons

H) L'élimination de s entre les équations (1), (14) donne :

S 1 k=1 ki
SRR W K

D'ailleurs le calcul direct donne pour la paralléle idéale du
]

point r —ae”:

3
a

S='——ffd.!=E.ﬁe ==

—
=

r.

o s

Si donc on désigne par = la surface comprise entre un are
quelconque AB d'une pseudo-spirale, ou de la paralléle idéale du
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point, I'arc correspondant A By de sa développée et les rayons
de courbure extrémes r,, r;, on a:

= (n—ro).

Il suit d'ici:

«Les pseudo-spirales (exception faite pour la clotoide) ét la pa-
ralléle ideale du point sont caractérisées par la propriété, que le
rayon de courbure x qui partage la surface arbitraire X en deux

parties, ayant un rapport donné -%, est [i€ aux rayons de cour-

bure extrémes respectivement par les relations :

) nry + mry
4 ki m+n

Si I'on suppose m — n et en outre on fait successivement k=1,

k= 5 k= 3 dans la premitre des équations précédentes, on a:

La paralléle idéale du point, la spirale logarithmique, la déve-
loppante de cercle et la développan'e principale d'une clotoide ont
la propriété caractéristique que la premiére, la deuxiéme, la troi-
siéme el la quatridme puissance du rayon de courbure bisecteur
d'une surface Z arbilraire, est respectivement la moyenne arithmé-
tique entre la premiére, la deuxiéme, la troisiéme et la qualr'iéme
puissance des rayons de courbure extrémesn.

I) Sil'on désigne par ry, ry, r., ry les rayons de courbure en
quatre points arbitraires A, B, C, D d'une pseudo-spirale, on
trouve & 'aide de la relation (24):

£33 +3

(ABCD)==(ra “rs “ro “rg F).

7| —
e -

=]
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En supposant
(ABCD) =h,
on trouve d'iei:

1 1 1 B, 1 1
1 TRiliER 2En g BRI URE
£5 (re =1 Nn Fbin” Fers Nl "
Td - iy i : 1 1 1 1 .
-k ==k = =&
P 1 W i

Celte relation est caractéristique pour la pseudo-spirale ; elle
fournit le rayon de courbure relaul au |miul D qui. avee trois
points donnés A, B, C, forme un groupe dont le rapport anhar-
monique est un nombre donné h.

En particulier :

a« Dans le spirale logarithmique et dans la clotoide quatre rayons
de courbure prapm'!fumrrfs aux nombres 1, =, ‘:?.-i# —1), 2o Batd
(avec a > 2) correspondent @ quatre points, dont le premier el le
Iroisiéme sont séparés harmoniguement par les aulress.

Parme, juin 1901.
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DEUX PROBLEMES RELATIFS AUX LIGNES TRACEES
SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION

NOTE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE

PAR

GEMINIANO PIRONDINI

(2 Parme)

L étant une ligne quelconque tracée sur une surface de révo-
lution Z, on en peut dériver deux autres Ly et Ay appelées res-
pectivement la projection et l'antiprojection de la ligne L sur la
surface E.

Ce sont les lieux des points ou la surface X est coupée par la
suite de normales qu'on peut respectivement abaisser ou élever &
la surface £ de chaque point de L.

En partant d'une ligne déterminée L, construisons la suite de
lignes :

Li' Li1 ----- Lt—ti L*}ll!-!l ) Lk
avec la condition que
Ay Adsenv e Ak—1s Aksecses Ak
- PR Li— L
soit : :?mft?lj::?::cuﬂuns J On dit alors que est
' proJ Ak—li A,

o projecion | i gy .
| I'antiprojection |
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Cette note a le but d'exposer en peu de mots une méthode
pour déterminer ces deux familles de courbes dérivées.
Si la ligne méridienne de X est représentée par I'équation

(-F(®,

les coordonnées d'un point quelconque de L peuvent s’exprimer
de la fagon suivante

(1) z=Rcosu, y=Rsinu, s=F(R).

La projection Ly et l'antiprojection Ay de la ligne L sont
alors définies par des équations de la forme

(2) y=—Hcosu, yy=—Hsinu, 3z =F(H), |

H étant une certaine fonction de R qu'on doit déterminer con-
venablement.

A et Aq ¢tant une couple de points correspondants des Jignes
L et Ly, les cosinus directeurs de la droite AA; et ceux de la
tangente & la ligne Ly sont proportionnels respectivement aux
différences

z—azy=(R+H)cosu,  y—y;=(R+Hsinu,

z—xu =F(R)— F(H) |

et aux dérivées

4 d
g =—H'cos u+ H sin u, o = — H'sinu — cos u, :
du du [
|
—L _F(H). i,

du
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Il s’ensuit que |'équation

dzy
E l:.’.l'.‘—ﬂ-'t) "a*l:' =10,

exprimant la condition que la droite AAy est une normale a la
surface L, se réduit a

(3) F (H).F (H)— F (R).F'(H) + 1 = —R,

Cette équation, a la suite d'une permutation entre les lettres
R, H, donne

() F' (R)F(H)—H=R+F (R).F (R).

L’analyse que I'on vient d’exposer démontre que la projection
Ly et U'antiprojection Ay de la ligne (1) sont déterminées par les
équations (2), quand on y remplace H par 'expression que l'on
trouve en résolvant respectivement l'équation (3) ou (4).

La détermination de la prajection n™ L, et de I"antiprojection
n'me A de la ligne L est évidemment réduite a I'application suc-
cessive de la méthode que l'on vient d'exposer.

Cas particulier.— Quand la surface X est un paraboloide de
riévolution, on a

Fp= <,

a

et les lignes L;, Ay relatives i une courbe quelconque L tracée
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sur Z sont définies respectivement par les équations

R=VRT— 24 R=VR:—2a%
x| A - 2- ———— 05 U, Y= 2 —— 8iIn u,
(R = VR*— 242)?
8 TR T
/. a? )
F=—(R+ 3R ) cosu, m=—(R+ —é-n-—) sin u,
r I ril ‘_+. "f! .J'
ol (‘ ;M)

Si la projection équatoriale de la ligne L est la courbe repré-
sentée par I'équation polaire

(8) R=2(u),
on a les formules
i { e S | ; fu @ a9l
Ry= - (R =VR*-2¢%) = — 3\ lu) V2 (u) — 2a¥,
| ’ i @ ) o l | W -‘! A a
SR e [HI !_-'|1t|‘- :_r;-a = — () = VI (u)— 2a® -
(6) AR T 4 i et }
A e ,
-4_-\!| u) =22 (u) — 2a?]° — 842 1.
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/ u‘ ai
= R —_— 1 "+ R— 5
"“ i AT
(7) | g 2 a? W)+ a? a*)(u)
”* B TS T ) et

définissant respectivement les projections équatoriales des lignes
(Li, Lo, ..} et (Ag, Agy...... {3

On voit d'ici que la hgnc plane ( f5 fixée, I'une quelconque des
lignes des familles (6), (7) peut ttre réalisée par une construction
géométrique effectuée a laide d'un paraboloide de révolution
fixe.

Si, par exemple, on suppose que la ligne L soit 'ntersection
du paraboloide £ avec le plan z=m, on a

m
ot

cCOsu

et les lignes Ly, Ay s'obtiennent en coupant le paraboloide avec
les cylindres ayant les génératrices paralltles @ l'axe des z et
dont les sections droites sont respectivement les lignes du troi-
sitme ordre

2(zy—m) (2% +yY) + atay =0,

2m (&1 — m) (B} + »%y)—a?£%=0.
Si L a pour projection équatoriale le cercle
R=h.cosu

passant par l'origine, les projections équatoriales des lignes L, ,
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Ay sont représentées respcuti\-cnwnl par les (equalions

Ll ? I‘!i
I=y + LA | -——.’uﬁ + 2' =10,

(2RhEy — a?) (B3 + oY) —2h2EY 0.

L'avant-derniére équation démontre le théoréme : Si I'on coupe
un paraboloide de révolution par un eylindre circulaire passant
par Lazxe de la surface, et par chaque point de la ligne d'inlerse-
clion L on abaisse la normale au paraboloide, ces droites engen-
drent une surface réglée qui coupe le paraboloide suivant une ligne
Ly placée elle-méme sur un autre cylindre circulaire ayant méme
aze que le premier.

En ajoutant membre & membre les équations

G i 5 at ey
{ ,] FI 2“ ' Pi _P[ 2F| i B F”'rFJI—l EFN_l

on trouve que les rayons vecteurs des projections équatoriales d’une
ligne arbitraire L (tracée sur un paraboloide de révolution) et de
ses n antiprojeclions successives Aq, Asy. ... . s Auy som lids entre
eux par la relation

ST
pn.__n+-”-'—(--—+—+--——+......+—1-m).

qui dépend seulement du paraboloide donné.
L ¢limination de a entre les deux premicres équations (8)
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démontre que les rayons vecleurs des projections équatoriales
d’'une ligne arbitraive L [tracée sur un paraboloide de révolution)
et de ses deux anliprojections successives Ay, Aa tont liés entre eux
par la relation

R(R—¢1) =p1 (p1— Pa),

qui conserve sa forme inaltérée, quel que soit le paraboloide.

Parme, octobre 1903.
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CAMPOS RODRIGUES

A Academia das Sciencias de Paris, em sua sesstio de 19 de
setembro de 190%, conferiu o premio conhecido pela designagio
de Premio Valz ao sabio Director do Observatorio Astrono-
mico de Lishoa, Vice-Almirante Campos Rodrigues. O relatorio
apresentado pela commissio encarregada pela Academia de desi-
gnar a pessoa a quem julgue dever ser conferido esta distincgao,
assignado pelos srs. Janssen, Wolf, Radau, Deslandres, Bigour-
dan, Poincaré, Lippmann, Darboux e Loewy, diz o seguinte :

«() Real Observatorio Astronomico de Lishoa, ainda que do-
tado de wm.instrumental muito modesto, destinguiu-se todavia nos
ultimos quinze annos, por trabalhos feitos em-condigdes de pre-
cislio notaveis.

«Convém assignalar, a este respeito, uma investiga¢iio interes-
sante do Director, o sr. Vice-Almirante Campos Rodrigues, que
se refere & determinaglio das ascensdes rectas de um grupo de
estrellas cujas posicoes servem para o caleulo das ephemerides
do Jahrbuch de Berlin; e, depois, as bellas séries de observacdes
effectuadas pelor srs. Campos e Oom durante a opposicio de
1892, sobre o planeta Marte assim como sobre um certo numero
de astros situados na visinhanca da trajectoria d’este corpo ce-
celeste, cujos resultados se acham consignados em um yvolume
publicado em 1895.

«Mas a Commissio insiste de um modo muito especial sobre o
alto valor da contribuiciio do Observatorio de Lishoa para a obra
internacional da determinagio da parallaxe solar por meio do
planeta Eros. Os trabalhes meridianos realisados para este fim
siio de primeira ordem e a sua exactidio ndo foi excedida em
parte alguma.,

. ———_—
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« Estes bellos resultados foram obtidos, gracas 4 impulsio fecunda
dada & actividade do Observatorio pelo seu eminente Director e
tambem & sua participagio pessoal na execugdo dos diversos
estudos.

«Como testemunho de alta estima e consideragio propde por
unanimidade que seja conferido o premio Valz ao sr. Campos
Rodriguess.

Transcrevemos aqui, com grande prazer, este relatorio, que
da uma grande honra ao illustre astronomo, Director do Obser-
vatorio de Lishoa, a este importante estabelecimento e ao paiz.
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E. Coursat: Cours d' Analyse mathématique, t. 1. Paris, Gauthier
Villars, 1902.

E para nos sempre motivo de prazer vér os homens eminen-
tes na sciencia, como o auctor da presente obra, abandonar por
algum tempo os seus trabalhos de alta investigagdo, para consa-
grarem algum tempo 4 redac¢lio de obras para o ensino. Nin-
guem como o8 homens que dominam completamente uma sciencia,
pode escolher melhor os assumplos de que deve occupar-se,
apresentar demonstragdes mais singelas e instructivas e dar &
exposigdo uma f6rma mais clara e expressiva,

Estas reflexdes foram-nos sugeridas pela leitura do presente
livro, que contém uma parte do curso feito pelo seu illustre
auctor na Faculdade das sciencias de Paris, e & consagrado &
theoria das funcgdes de variaveis reaes, a qual ¢ exposta em doze
capitulos, onde siio respectivamente tratados os assumplos se-
guintes :

I. Derivadas e differenciaes. Il. Funccdes implicitas. Deter-
minantes funccionaes. Mudangas de variaveis. IIl. Férmula de
Taylor. Applicagdes elementares, Maximos e minimos. IV, Inte-
graes definidos. V. Integraes indefinidos. VI. Integraes duplos.
VIL Integraes maltiplos, VIII. Desenvolvimento em série. 1X. Sé-
ries inteiras. X. Curvas planas. XI. Curvas empenadas. XII.
Superficies.

Como se v& os assumptos considerados siio os que habitualmente
sdo tratados nos Cursos de Analyse infinitesimal, mas no modo
como sdo estudados reconhece-se a cada passo a elevaclo do
geometra eminente que os expde.
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A obra constard ainda de um outro volume, consagrado a
theoria das funccdes de variaveis imaginarias e & theoria das
equagdes differenciaes.

Os-ar Bolza: Lectures on the caleulus of variations. Chicago,
1904.

Esta obra magistral, consagrada 4 parte do calculo das varia-
gbes em que a funccio que entra no integral depende de uma
curva plana e ndo involve derivades de ordem superior 4 pri-
meira, contém o que de mais essencial se tem descoberto até
aos tempos modernos, ji com o fim de dar rigor aos primitivos
trabalhos de Euler, Lagrange, ele., ja com o de dilatar o campo
das suas npplicaqﬁes.

Os primeiros grandes progressos que o caleulo das variagdes
teve, depois dos primitivos trabalhos de Lagrange ¢ dos de Le-
gendre e Jacobi, foram realisados por Weierstrass, que fez d’elle,
por vezes, objecto das suas licoes na Universidade de Berlim.
Ora o auctor ouviu as prelecgdes do eminente geometra allemao
em 1879, e, com os elementos que entdo colheu e com os que
lhe foram fornecidos por outros discipulos d’aquelle grande mes-
tre, organisou, debaixo de uma [Grma perfeita, a parte com que
o referido geometra concorreu para o progresso do calculo das
variagdes,

Depois dos trabalhos de Weierstrass, e inspirados por elle,
muitos outros geometras eminentes do nosso tempo, occuparam-se
tambem com successo do mesmo ramo da Analyse. A parte essen-
cial d'estes trabalhos é tambem exposta pelo sabio professor
americano, sendo considerados os trabalhes de Erdmann, Du
Bois-Reymond, Scheffers, Schwarz, etc., e mais especialmente
os de Kneser e de Hilbert.

Resulta d'esta rapida noticia que o livro notavel que vem de
publicar o sr. Bolza, resume o estudo actual da theoria a que é
consagrado; ao que podemos ajuntar que esta eseripto com uma
elegancia na forma e com uma clareza taes que a sva leitura
nio ¢ s6 extremamente proveitosa e instructiva, mas ¢ tambem
muito agradavel.
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M. Godefroy: Théorie élémentaire des séries. Paris, Gauthier
Villars, 1903,

Nao conhecemos livro algum consagrado & theoria das séries
mais proprio do que este para estudar este importante algorithmo.
Esta escripto com muita clareza e simplicidade, e contém tudo
o que se tem encontrado de essencial sobre esta doutrina até
aos tempos mais modernos,

Os assumptos estlo dispostos em seis capitulos. No primeiro
sio estudadas algumas nocdes fundamentaes que é necessario
conhecer muito bem para se iniciar o estudo das séries, taes como
a nocho de limite, de continnidade, de derivada, etc. No segundo
siio estudadas as séries de termos constantes, positivos ou nega-
tivos, sendo demonstradas as principaes regras para verificar a
sua convergencia. () lerceiro capitulo é consagrado ao estudo
das séries de funccdes, especialmente as séries inteiras. Nos ca-
capitulos quarto e quinto sio estudados os desenvolvimentos da
exponencial e das funcgdes circulares e muilas questies interes-
santes de Analyse ligadas a estes desenvolvimentos, como a
theoria das lunceoes de Bernoulli e IHermite: a theoria das
funcgoes circulares, tirada dos desenvolvimentos do seno e do
coseno; ete. O ultimo capitulo é consagrado & luncelio gamma,
a respeito da qual o auctor tinha ja publicado um importante
trabalho, que os leitores d'este jornal conhecem, por ter sido
objecto de uma noticia aqui publicada.

E. Torvoja y Caballé : Teoria geométrica de las lineas alabeadas
y de las superficies desarrollables. Madrid, 1904.

Entre as obras com que tem sido enriquecida nos ultimos
tempos a litteratura mathematica hespanhola, occupam um dos
primeiros logares:as do sr. E. Torroja, que os leitores d’este
jernal conhecem muito bem, por termos aqui dado noticia, em um
dos ultimos annos, de um importante trabalho que consagrou &
(zeometria de siluagao,

A presente obra ¢ consagrada 4 theoria das curvas empenadas
e das superficies planificaveis, que sdo nella estudadas pelos me-
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thodos de Geometria pura, que o illustre geometra hespanhol
maneja com grande perfeicio.

Abre a obra por um capitulo fundamental, onde sio conside-
radas as figuras de caracter projectivo relacionadas com as cur-
vas e superficies. No capitulo segundo sao estudados os elementos
singulares das curvas, as linhas quebradas inscriptas nas curvas,
os contactos das linhas e das superficies, e as curvas e superficies
envolventes e envolvidas. No capitulo 3.° séio estudados os ele-
mentos de retrocesso das curvas e superficies. O capitulo 4.° é
consagrado & planificacio das superficies e a applicagdes ao cylindro
e ao cone; o capitulo 5.° & theoria dos envolventes e evolutas das
curvas empenadas ; o capitulo 6.° & theoria das linhas de egual
inclinagio e applicagio ao helicoide planificavel ; o capitnlo 7.° &
theoria de symetria e involagdo ; o capitulo 8.° a alguns proble-
mas relativos 4 interseccio de superficies e 4 determinacdo das
superficies planificaveis circumseriptas a superficies empenadas.
Os capitulos 9.° a 15.° sdio consagrados & theoria e classificacio
das quadricas, das superficies planificaveis de quarta classe e das
cubicas e quarticas empenadas, sendo n’ellas principalmente inte-
ressante a parte que se refere & classificacdo das quarticas em-
penadas. No ultimo capitulo é considerada a theoria da curvatura
das superficies empenadas.

Ernest Mach: La Mécanique. Exposé historique el critique de son
développement. Paris, Hermann, 1904.

Esta obra- magistral foi publicada pela primeira vez em lingua
allemd, em 1883, é o seu successo foi tdo grande que 4 edicdes
foram até hoje publicadas n'aquella lingua. As suas altas quali-
dades levaram o sr. E. Bertrand a fazer uma traducclo franceza,
para poder assim tornar a sua leitura accessivel aos que nlo
conhecem aquella lingua, traducciio que foi enriquecida ainda com
um prefacio do sr. E. Picard.

O objecto d'esta obra é uma exposi¢io ao mesmo tempo his-
forica e critica da Mecanica desde a sua origem até & actuali-
dade. O eriterio do auctor n'esta critica, que & feita de uma
maneira profunda, & por elle exposto no prefacio com as pala-

e o e B e R e ) RS
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vras seguintes: O conceito de causa ¢ substituido pelo de func-
¢do; a descoberta de dependencia reciproca dos phenomenos e
sua descripcio economica vem a ser o fim, emquanto que os con-
ceitos physicos sio simples meios de ahi chegars. Segundo este
modo de vér de Mach, o fim pois da sciencia é relacionar os phe-
nomenos com o fim de economisar trabalho de pensamento, e
segundo este modo de vér faz a philosophia da sciencia a que o
livro & consagrado.

Como j& dissemos, o auctor segue passo a passo a historia da
Meeanica desde a sua origem. Assim, principiando pelos traba-
lhos de Archimedes relativos ao principio da alavanca, analysa as
demonstragdes que se téem dado deste principio; considera de-
pois os trabalhos que se referem ao plano inclinado, eonsiderado
pela primeira vez por Stévin; em seguida occupa-se dos traba-
lhos relativos ao parallelogrammo das forcas ¢ emfim dos tra-
balhos relativos ao principio das velocidades virtuaes. Considera
depois a applicacio destes principios aos liquidos e aos gazes.
Todos estes assumptos fazem parte do capitulo 8.°, consagrado
& Statica.

Os capitulos 2.° e 3.° siio consagrados & Dynamica. No 1.° sdo
descriptos e analysados os trabalhos de Galileu, Huygens, Newton
e Hertz, sendo principalmente notavel a analyse n'elle feita dos
trabalhos de Newton. No 2.° sao considerados os theoremas ge-
raes de Mecanica, o choque dos corpos, e alguns problemas de
Hydrostatica e Hydrodynamica, etc.

No capitulo £.° vem um golpe de vista geral sobre o desen-
volvimento da Mecanica.

Finalmente no capitulo 5.° sio consideradas as relagdes da
Mecanica com a Physica e com a Physiologia.

Castelnuovo : Lezioni di Geometria analitica e protetiva, vol. I
Roma, 1904.

Contém esta obra importante o curso sobre Geomelria analy-
tica e sobre Geometria projectiva feito pelo sew auctor pa Uni-
versidade de Roma. O presente volume, o primeiro da obra, é
consagrado & Geometria plana.




188 JORNAL DE SCIENCIAS

Destingue-se este livro de outros manuaes consagrados & Geo-
metria em que n'elle sio estudados simultaneamente os methodos
da Geometria analytica e da Geometria projectiva, de modo a
habilitar os alumnos a empregal-os conjunctamente e a aproveitar
o auxilio que um péde dar ao outro.

Abre o livro por uma introduccdo, onde sdo expostas as nocdes
fundamentaes de Geometria. Depois, no livro primeiro, sio estu-
dadas em tres capitulos as férmas de primeira especie, sendo o
primeiro capitulo consagrado aos systemas de coordenadas, o
segundo a projectividade entre duas formas, o terceiro & involu-
gho. O livro segundo é consagrado i Geometria analytica do plano,
e contém seis capitulos, onde sio respectivamente estudados os
assumptos seguintes : I Relaglio de posicdo entre pontos e rectas,
IL. Distancias, angulos, dreas. 11l. Transformacio de coordenadas.
Coordenadas projectivas, IV. Representacio analytica das curvas
planas. Envolventes de rectas. V. O circulo e outras eurvas par-
ticulares. V1. Projectividade entre formas de primeira especie.

A parte 3." & consagrada 4s curvas de segunda ordem. Con-
tém seis capilulos cujos assumptos 5o 0s seguintes : 1. Polaridade
definida das curvas. 11. Construcciio de conicas. 11I. Diamelros.
IV. Formas reduzidas das equacdes das conicas. V. Propriedades
focaes das conicas, VI. Transformagho das conicas por meio de
uma collineagiio.

A Italia, gracas & influencia de Cremona, é um dos paizes que,
em trabalhos geometricos, caminha hoje & frente das nagdes.
Nio & pecessario porisso fazer o elogio de uma obra, sobre Geo-
metria, que contém o curso proferido em uma Universidade de
um tal paiz, na qual estio ainda bem vivas as tradicdes d'aquelle
grande mestre, por um dos seus mais illustres discipulos.

Clairin : Sur les transformations de Baecklund. Paris, Gauthier
Viltars, 1902

E consagrado este volume a uma thése apresentada i Facul-
dade das Sciencias de Paris pelo sr. Clairin em 1902, na qual
sdo estudadas de um modo profundo algumas transformagdes
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importantes das equacdes as derivadas parciaes de segunda ordem,
conhecidas pelo nome de transformacdes de Baecklund.

Sao tambem estudadas n’esta bella Memoria algumss outras
transformagies das mesmas equacdes mais ou menos eslreila-
mente ligadas com o assumpto principal a que é consagrada,

J. A. de Séguier : Eléments de la théorie des groupes abstraits.
Paris, Gauthier Villars, 1904.

Apparecem em Algebra, em Analyse e em Geometria grupos
de differente natureza (grupos de numeros, de objectos, de pon-
tos, de substituiges, etc.}, que neslas sciencias se estudam. Nas
theorias d’estes grupos existe uma parle commum, que convém
estudar previamente de um modo abstracto, independente da
natureza do grupo. E a este estudo que é consagrado o livro a
que nos estamos referindo, cujo fim & preparar para a leitura dos
trabalhos relativos aos grupos especiaes.

Acrescentaremos ainda que, para ser util ao maior numero
possivel de leitores, o auctor deu & redaccdo d'esle livro uma
[6rma simples e facil, e que para o lér nio é necessario gronde
preparagiio. >

L. Lorenz : Oeuvres scientiflques, (. 11, Copenhague, 1904.

Deu-se ja no Jornal de Sciencias Mathematicas uma noticia sobre
0 1.° volume das obras scientificas do eminente physico e geo-
metra dinamarquez L. Lorenz. O presente volume contém diver-
sas memorias importantes consagradas ds sciencias mathemalicas
e 4s sciencias physicas. As primeiras referem-se ao desenvolvi-
mento das funcgdes por meio de integraes definidas, & resolugiio
das equacdes algebricas por meio de séries e de integraes defi-
nidos, ao desenvolvimento das func¢des arbitrarias por meio de
funcgdes dadas, & theoria dos numeros primos, etc.; as segundas,
referem-se & theoria de elasticidade dos corpos homogeneos, &
resistencia electrica do mercurio, & conductibilidade electrica e
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colorifica dos metaes, ao movimento dos liquidos, & determinaciio
do numero de moleculas contidas em um milligramma de agua,
aos methodos para a determinacao do ohm, ete.

Contém ainda este volume uma biographia muito interessante
de Lorenz, escripla por H. Valentiner, o sabio illustre que reviu
e annotou as obras do seu eminente compatriola,

Ocuvres de Laguerre, t. 11. Paris, Gauthier Villars, 1905.

O nome de Laguerre figura na lista dos geometras mais emi-
nentes que teve a Franga no seculo ultimo, pela originalidade e
prolundeza dos seus trabalhos. Por isso a Academia das Sciencias
de Paris encarregou Hermite, Poincaré e Rouché da publicagio
das suas obras, prestando assim uma justa homenagem & memo-
ria d'aquelle eminente geomelra ¢ um relevante servigo aos ho-
mens de sciencia de todos os paizes, facilitando-lhe a leitura de
tantos trabalhos importantes, espalhados por diversas colleccdes
scientificas. Todos estes traballics foram reunidos em dois volu-
mes, um consagrado aos que se referem & Analyse, publicado ha
bastantes annos, o oulro aocs que se referem & Geometria, que
ha pouco appareceu.

I consideravel o numero de trabalhos publicados n'este ultimo
volume, e sdo n'elle considerados assumptos variados da theoria
das curvas e superficies, Assim referem-se as propriedades focaes
das curvas e superficies, ao emprego dos imaginarios em Geo-
metria, &s propriedades das curvas e superficies anallagmaticas,
as propriedades das curvas resultantes das intersecgdes de super-
ficies de segunda ordem, & applicacio da theoria das f6rmas bina-
rias & Geometria, &s propriedades das normaes s conicas e fs
superficies de segunda ordem, ete.
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M. G. Bigourdan : Les éclipses de soleil. Paris, Gauthier Villars,
1904,

Quem quizer preparar-se para observar o eclipse total do sol,
que vae ter logar em 30 de agosto d’este anno, deve ler o inte-
ressante opusculo cujo titulo vem de ser enunciado.

Veéem n'elle indicadas as observagdes uteis que se podem fazer
sem instrumentos, ou com instrumentos simples ou com grandes
instrumentos ; os problemas de Physica solar que as observacdes
dos eclipses sio chamados a resolver, ete. Encontram-se fambem
n'elle informacdes muito instructivas sobre algumas observacdes
e resultados obtidos nos eclipses anteriores, e, em especial, sobre
o que teve logar em 1900.
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