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DUAS CLASSES DE NUMEROS

POR

J. B. DALMEIDA AREZ

(Tenente de engenharia)

1. A expressdo geral da differenca d'uma ordem qualquer
A"ug em funcgdo das quantidades

Ugy, Wy Ugy. - « Uy
& dada pela formula

n nin—1 .n
a"uu—un—-Tun__I il e g L T —-(—I,“-—l- Uy

T3
-t (— I;." up.

Fazendo n'esta formula

uﬁ = ‘rﬂ

e dando a x os valores

A e AR R
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teremos

PN = n i e I iﬁ_” i —2)n — 1in n
B0 it — - (i AP+ L (=20 4 (= )0 < O

Resultam tambem da theoria das differengas as egualdades (+)
seguintes :

|20 =1.2.3... n=n!

At n= (),
(2) {
Ant2n — )
| ete.

O calculo dos numeros Al péde ser [eito, dispondo-o de modo
indicado no quadro seguinte () onde para exemplificar fizemos
nm=b:

| |
T | xh Al | A ‘ Ad Al A!’:
' i
|
0 0 | gl 30 | 150 | 250 120
| b4 o0 36 1480 15 980 360
2 32 | o4 | 80 | 750 |
3 %3 | 781 | 130 | '
& 1024 2101 -' '
5 3125 - , |

Os numeros 1, 30, 150, 250, sio os valores de A0, A2QS,
ABQB, ALQS, A5,

{#) Vide por ex.: Serret. Aly. Sup., tomo 1.
(#») Serret., loc. cit.




MATHEMATICAS E ABTRONOMICAS o}

2. Para formar um quadro s6 dos A70", o processo adoptado
seria moroso, e por este motivo vou apresentar um outro, fundado
n'uma relaglo que passo a demonstrar.

Com efleito tem-se

ii—1)...(—m+ 1)(1,4’")“

.1"0-=i*—%(£—t)"+...i

m!
F oo+ (—1)000

ni[a‘ﬂ-i—+l{£— Sy

ti(i—-l)(i—ﬂ...(i—m+:[f|{t__m}"_l +...:|+

m!
L [ IR
¥J
et} (F—=m+1) .
—'P(' :‘(m_(tl}m )U_m)n_lt"']
isto & (#)

(3) AlQE = AL Q1 4§ Ai—1 n—1 - § ;_&.ion—rl 4 Ai—1 [jn—1]1I

formula recorrente, que permitte organisar rapidamente uma tiboa
dos numeros A‘(", empregando uma somma e uma multipli-
caciio

(#) Vide por ex.: Cesaro, Analisi algebrica.
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TABOA |

Dos numeros A0

| |
| |
li=1|1=12 i=3li=4 i=5|i=6|i=7|i=8|i=9
S |
A0 | 1 ' |
A0 | 1 2 [
AP { 6 6
Aip i 14 36 a4
A6 1 30 | 150 | 2&0| 120
A | 1 62 | 580 | 1360| 1800 790
Al i | 426 | 1806 | 8400 16800 1.-mui 5040
A8 1 | 25 | 5796 | 4082% 126000 191520 141120 40320 —
3 | |
- |

dl‘ﬂl‘l v

ﬁi Qn—1
_ix(——.-—)
il

formula muito propria para o caleulo dos numeros

il

8. Da relacio (3) deduz-se

[

AiQn

(#) Considerados por d'Ocagne (American Jornal of Mathematics, 1887).

(v) e

por meio da qual calculamos a tabella seguinte, empregando uma
multiplica¢io e uma addigdo.
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TABOA 11

Agn

Dos numeros

i=1]| |
| |
ol |
av | | |
il
o o |
il | |
3 |
< gt R R UL ) ‘
il | ‘ |
|
L o e i
il [
Sl e[| | w0 B |
SZ |1 | n| 0| e | 15 it
- R ‘ so1 [ 350 | 1m0 | 2 [ 1 |
A% | 1 | 17| 965 1701 (1050 | 26 | 28 | 4
. FRE! fes sl o
e e Wy R (e R ST £
| B LA it i A3
—_—
AiQn
Nota. — A relagio (%) mostra que os numeros —— sdo {o-

dos inteiros, isto é
A'0"=0 (mod. ¢!).

ifyn

Os numeros A'0" e 0s —— apparecem em muitas questdes de
LB

analyse, e tendo nés ja mostrado como pelo emprego das rela-
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¢does (3) e (4) se podem calcular, vamos ver que estes numeros
apparecem sempre, quando se tracta de obter as derivadas d'uma
funcgdo f(e*) para z=0; & isso o que succede no calculo dos
numeros de Bernoulli, Euler, etc.

4. Derivada de ordem n de {(e),

Seja u uma funcgio de x e f(u) uma funccdo de funccao que
designaremos por y.

A derivada y™ de y relativamente a z 6 dada pela formula (w)

d' ,
n! -!:'—{u’j“(u";ﬁ. .o (ut"

(5) Y= " du

alfi.. . A1(2NB. .. (nIp

onde o sommatorio se refere a todos os valores de a, B... 9,
que satisfazem a equagiio

at+28+...n\=n,

e onde &

t=a+f+...0

Fazendo u=¢*, d'uma nota do sr. Gomes Teixeira conclue-se
que a formula (5) pode escrever-se (G, Teixeira, Caleulo Diffe-
rencial, 3.* edigdo, pag. 228):

B -

i=n

e (e — 1)
5 (M= S 110 () 2
( > ) Yy ‘1.:' |'r (FJ il : da™ :|_|;=E|

(#) Bertrand, Calculo Differencial, pag. 308; Gomes Teixeira, Caleulo
Differenciul, cap 1V. Vide principalmente para a deduegiio da formula (¥)
as observagdes da pag. 228 d'este ullimo livro.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 9

e para x=10

=S o) ; [dn — Lu

=i
Mas tem-se

d" (" — 1) . IV ) A
L P T 4 e e (e AV e el R
[ o :|;=.a 1 i -1+ o x(—2

isto &

©) [Tt

= AQ®
d'-l“n ]z=ﬂ 0 .

d'onde a formula de Herschell

e R
(7) vo =2 ()~

A formula (6) podia servir para definir os numeros A' 0" e em
particular podiamos deduzir sem recorrer & theoria das differen-
¢as as formulas (2).

L\iﬂn
TH
recem na derivagio de f(¢) para z=0, e ¢é este o motivo porque
apparecem nos problemas que em seguida vamos tractar.

&. Coefficientes da formula que da a derivada de ordem qual-
quer de funcedo de funcedo,

Seja y=e", u=e¢"—1; as formulas (8) e (7) dao

A formula (7) mostra que os numeros A'0" e os

| fomn ﬁiﬂn

n
(8) %~ ZTAL AP L m A

(L]

formula esta que permitte calcular a somma d’estes cocflicientes
por meio da tabella 11 do n.® 2.
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Da egualdade anterior deduz-se attendendo s formulas (%)

e (2)

’ i=n Al 0" i=n—1] Al {}I‘I 1 i=n—1 Ji-—i ﬂﬂ_l
yg_zl “L‘x +E {!-_lj
el ol

e a desegualdade
y:_l <n
Yo

ou

5'0 ¥ Yy vi

Sl i e

Mas por outro lado tem-se

y=y.¢6%,

e a formula de Leibnitz da para =0, attendendo &s desegual-

dades anteriores,

] i=n—{ i=n—{
Yo | E n—I1 i | S 1
Tl E.-_u( N
e portanto
1 1 5 A0
lim — Yo =lim — 2 +— =0,
M= n! n=m Mo j—p ¥:

o que demonstra o theorema de O. Ramos e C. Faria (#) isto &,

(%) Jornal de Sciencias Math. e Astron., tomo VIL
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a somma de todos os coefficientes da formula (5) dividida pela fa-
ctorial n! tende para zero quando n augmenta indefinidamente.

G. Numeros de Bernoulli. — Deflinindo os numeros de Ber-
noulli pela egualdade

= oadd o
B,=(—1) * gar1_19¥

[

onde y:;“) é o valor da derivada de ordem n da funcgio
y={1v

para =10, resulta (x) que os numeros bernoullianos sdo nullos
quando n ¢é par. Applicando a formula (7) a esta ultima funcglio
obtemos

i=n :
(n) ; Al Qe
Yo EE( DiTeE g

temos, pois, a formula de Gomes Teixeira

FI—{—! =n
‘ o nel o o . ADH
i Bo= (1) * gopiy 2 ' g
=

Ha ainda uma outra formula para o caleulo dos numeros de
Bernoulli, que como a anterior exprime estes ultimos numeros
em funcgio dos A 0",

(#) A defini¢io aqui adoptada é a do sr. Gomes Teixeira (Cale. Diff.).
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Para a deduzir considero a funccio

X

f—1

[(€) =9 (z)=

Derivando n vezes a identidade

ir . 2
5o Sk A bt (2x)
obtemos
| |
rEmi i)
Pn’
{ - =) () =N gn (D
\(]) & dr" + n ',Lruz—l i \1‘) : 2 [: )

e, em vista da definigdo dada, temos (%) para z =0

n—1

y,=(—1) ¥ Boy. A
Por outro lado temos, pondo ¢*=3z, e derivando em ordem
[ () (5—1)=logs
! { I
[ () 6 =)= = —[ ()

Iy A % 1 - I
[ E—1)=(=1) ¥ 5 —2/e")

(#) Gomes Teixeira, loe. cit.
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e em geral

n! L
=) (¢) (s— 1) = (~1)* oo — (0 +1) [ (),

" .i. i
e portanto para =0

n!

n4+1’

[0 (1) = (— 17

valor este que substituido na formula (7) da a formula de Hers-

chell ()

n—1 ==
(%) : - ~ ; Al
—l—1) * ) — (— 1)t
(Iuj yﬁ I\ 1:' I;"‘_i ‘-_:1‘ ] ‘ l

importante na theoria dos numeros bernoullianos:

| 1 q {
B Bew D B ule,
MG T30 N e 80

9. Numeros de Euler (++). — Definimos ntumeros de Euler os
dados pela derivacio da funcgio

e ol td

[(x)=

() Vide Ed. Lucas, Theorie des Nombres, pag. 125.

(»#) Silvester, Comptes vendus de I’ Académie des Sciences (Paris, tom. 25),
Estes numeros 1ém sido estudados tambem por Catalag, Memoires de P Aca-
démie royale de Belgique, 4877, e por André, J. de Leouville, 111 serie, e Lucas,
lue. ecit.
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para z=10. Resulta d’aqui que estes numeros siio nullos quanllo
o indice da derivagdo for impar; como effeito é

@= [ (-2
[ @=—["(-2)
" @)= ['(~2)
[ (@)=—"(~3)
ete.
Quando n é par, podem ser calculados em funcgdo dos A'0",

por meio d'uma formula que vamos deduzir.
Fazendo e =3 e [(x)=7¢ (¢*) = 9(3), tem-se

d’'onde derivando e fazendo z =1,

i |
™ (1) = (—1)"n ! L :
¥ (} ( J l:“_i_‘/_'::u—{-_ (|+V’ n+l]

ou escrevendo os imaginarios debaixo da forma trigonometrica,

!
o™ (1) =(—1)* ——cos(n+1) —

Ei

G-ll

Substituindo este valor na formula (7) e attendendo & defini-
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cdo dada, obtemos finalmente

En=[f(")(z) {,nin{—l}_ - cos (i +1) 1

I=I 2._'!

Podemos escrever esta formula d’'um outro modo, empregando
a notacio symbolica; com effeito a formula precedente dé imme-
diatamente :

Al A3 Al
B, e ol

2 TR 8

AB Al AS Al
et = —
a4 93 24 2%

e notando que A=1 temos a formula 53mho|ir:a ()

Al A6 A8 A0

Bl a)(f= = =g +ogr trgr =g —eci)
AB A9
<t T 93

(#) Notarei que a formula dada por E. Lucas no Exercicio VII da pa-
gina 263 da sua Theorie de mombres :

l‘:1 L
E=u+—a)(1—.;—+.;‘;—.’;‘ﬁ+...)

é inexacta, pois que além da troca de signaes, nio diz que se deva fazer
a exclusio dos termos cujos expoentes forem da firma %m - 1.
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na qual ao effectuar o producto devem ser substituidas as poten-
cias de A pelas differengas correspondentes de z» para z=0.
Por meio da formula obtemos os seguintes valores de En

Egm—1, Eg=—1, E;=+35, Eg=—61,

Eg--—i 385. ete.

8. Numeros de Genocchi. — Estes numeros, considerados por

Euler e mais tarde por Genocchi (+), podem ser definidos pela
formula

vé-se pois que é

Go=0, G;=+1.

Resulta da definigio que os numeros de indices impar (salvo G,)
sdo nullos; com effeito temos

il(ﬁﬂf] ) 2 x JIJH(!JJL) +2(n+1) C-P'(Hj)

i g az P

(#) Annaes de Tortolini, 18532,
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e para =0

{
- <Hﬁ>
Gap1=2(n+1)x| M 50N e e

dz®

onde 0 2.° membro, como se disse no n.° 6, & nullo quando n é
ar.
Da formula anterior deduz-se, para o caleulo dos numeros de
Genocchi em funcgio de A 0%, a formula

=n Al
(13) Gupi=(n+1)3 (—1)

Notaremos que da definicio dada no n.” 6 dos bernoullianos
resulla a seguinlte relaglo entre os numeros de Genocehi e os de
Bernoulli

1-
Gup1=(—1) * 2(2*+1—1)B,.

-+

n

Por meio d’esta formula ou por meio da formula anterior po-
diamos calcular os seguintes valores de G,.

Gop= 0; Gy=+1; Gg=—1; Gy=+1

Gg=—3; Gg=+17; Gjp=—155.

9. Numeros R de Lucas (). — Os numeros considerados pelo

(#) Lucas, Théorie des Nombres, pag. 1255
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eminente geometra Ed. Lucas podem ser definidos pela relagio

— l,p' Ir
! dan l )
R —[ﬂf ”."-—l b [ e s
| dat dust) dxn 3 z=l.

Resulta da defini¢do que R, =0 quando n é impar.
Pode-se facilmente obter a expressio d'esles numeros em
funcciio de A' 0" do modo seguinle:

Da identidade :

f (x)=

t».r —_— I

resulla

(14) H,z[ “!{xj-] :

e, pondo

as formulas (a) e (b) dos numeros 7 e 8 mostram que &

B n n—1 =1
Rp=—|—-——1 +n
s [ ey L R

on—1 __{ i—n—1 Al Q"

- LS -1 e

on —
1.




MATIHEMATICAS E ASTRONOMICAS lg

Por meio d'esta formula podemos calcular os numeros R:

{ 1 7 31 127
Ry=—- Rg=——, Ry= P ies e e
S b Sl kbt e

80. Numeros de Catalan e D. André (). — Estes numeros
podem se obter derivando a func¢do

4
=2, f(22) =2 ——
y A er + 1
e fazendo x = 0.
E facilcxprimir estes numeros em [uncgdo dos A' 0%; com effeito
temos

1.4{*2_1.

Enf[n () J_

logo, para =0, attendendo & formula dada no § 6.°, temos

__I "_L_l l- -“ Atou
Co=(=1)7 Yo=(—1) * 2xx (1) TEE
i=1
ou
ﬂ+| i ."’l
(15) Com(—1) ¥ 2 (—1)i—aion,
i=l1

Por meio d'esta formula achariamos

Ci=1, C3=2, (Cz=16, C;=272, elc.

(%) Catalan, Mémoires de I'Académie Royale de Belgique, 1877. D. André,
Journal de Lionville, serie i1, lomo ViL.
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Notarei que da propria defini¢do dos numeros C,, resulta que
sdo nullos quando n é par.
Observarei, ainda, a respeito d'estes numeros e dos anteriores,

que as formulas (9) (12) (14) (15) dao as scguintes relagdes

n41
Gop1=(—1) * 221 —1)B,

n--1

v 9 \
Roj1=(—1) ° (2"—1)B,

ant-1 (9n+1_ {)
n+1

C -B,

L

que podiam servir Jde ponto de partida para o estudo dos nume-
ros G, R e E, como ordinariamente se faz.

1 8. Sommagio de potencias semelhanles dos n primeiros nu-
meros.

Dos quatro methodos geraes, a saber os de Pascal, Abel, Ber-
noulli, e Fermat, s6 esle ullimo comporta o emprego dos nu-
meros A'0*,

Vamos deduzir a formula, que, segundo Ed. Lucas, constitue a
extensio do methodo de Fermat, adoptando uma marcha diffe-
rente. Com effeito tem-se (#).

{5

s S
{40 +eot ... +.-;-::+1.|:=;—T-=fu;e=).

e, ]numln ¢ =z, vem

5—1) [(e2) =2 —1

() Ed. Lucas, Théorie des Nombres, pag. 244,
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' @) (= 1) = par—1 — [(3).
["&)(z—=1)=p(p—1)zr—22[' (3),

["@E—1)=p(p—1) (p—2)sr3—-3("(3),
e em geral

ME)(z—=1)=p(pl=)...(p—n+ 1)zp—r—nfir-1i(3),

Fazendo 2 =0, deduz-se

plp—1)...(p—n+1)
n

,l"[u—l} ,\l

e, derivando os dois primeiros membros da identidade que nos
serviu de ponto de partida e applicando ao 2.° membro a for-
mula (7), tem-se, lazendo x =0,

i=1

2 n Qn . \n Y"P & (P_IJ Af (jn
(16) 1*+2'+.. .+ (p—1) (+” AL,

=n

formula esta, que traduz, segundo Lucas, a extensio do methodo
de Fermat («).

{#) A potencia m* d'um numero m é facil de obter em funegiio dos nume-
ros A 00, applicando a formula (7) a funegio ==, o que da immediatamente

~mm—1)... (m—i+41)
aformula :m* =2 193 7 A,
=1
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12. Sommacgio d'uma serie.

Seja

temos

PSR ey O

serie esta, uniformemente convergente em todo o plano.
Por outro lado as series

sdo lambem uniformemente convergentes no mesmo plano,
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Temos pois, em virtude d'um theorema de Weierstrass («),

= ¥ 2 Y
rf=e+i e e _I_"_._+ +
S 21! n! d
I P n? :
{[7}{' +-‘é—!- ’+?+..+;—!—+ +..."'
o z" +2" n" “+
_. +"!L1 F++F+ A

Mas a formula de Mac-Laurin da

onde ¢ (formula 8)

" g"' i yn
( rv TAO :
WAl PN T T

=1

Comparando o desenvolvimento dado pela formula de Mac-Laurent

(%) Monal. der Kon. Akad. der ilm‘.« nr!mfrrn zu Berlin, 1880. Vide tam-
bem o cap. VII do Cale. Diff. de Gomes Teixeira.

.
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com o da formula (17) obtemos

=3 d =m i

-~ nm 2."- 3--1 nr,n _1‘1 ﬁu p
=ttt 4, —e D ——=Ke
g B 2! 3! n! G A

onde o numero K ¢ um numero inteiro: isto demonstra que

: - n :
a somma de todas as series da forma 3— sdio multiplos do nu-
n!

mero ¢ quando m for um numero inteiro ; aquelle numero ¢é facil
de achar por meio da taboa II ou outra analoga.

Lisboa, outubro de 1901,
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BIBLIOGRAPHIA

Bertrand W. Russel : FEssai sur les fondements de la Géométrie
(traduction par A. Cadenat), Paris, G. Villars, 1901.

O estudo dos fundamentos da Geometria tem em todos os tem-
pos chamado a attencio dos mathematicos e dos philosophos; e
nio admira, porque poucos assumplos siio tio bellos e interessan-
tes. A lista dos trabulhos que a este respeito téem sido publica-
dos, foi ultimamente enriquecida com um, extremamente notavel,
devido a um sabio dotado da maior competencia sobre o assum-
pto, o sr. B. Russell, professor na Universidade de Cambridge.
D'este trabalho magistral vem de publicar uma traducgiio fran-
ceza o sr. A, Cadenat, prestando assim um grande servigo aos
que ndo podem ler a edi¢io ingleza, publicada pelo auctor.

Na obra a que nos estamos referindo sio systematicamente
exposlas e proflundamente analysadas as opinides dos sabios mais
eminentes que se téem occupado da questio n'ella considerada,
e siio apresentadas, como consequencia d'este estudo critico, as
opinides do auctor a respeito da mesma questio.

Todos os assumptos considerados estdo dispostos em quatro
grandes capitulos. No primeiro vem a historia do nascimento
e do desenvolvimento das Geometrias nio euclideanas. No segundo
sio expostas e analysadas as opinides dos philosophos a respeito
dos fundamentos da Geometria. No terceiro sio estabelecidos
primeiramente os axiomas da Geometria projectiva e depois os
da Geometria metrica. No quarto finalmente ¢ descutida a questao
de saber se alguma f6rma de exterioridade é necessaria & expe-
riencia e se se péde abstrahir de toda a relerencia & materia
contida n'esta f6rma.
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G. Vivanti : Teoria delle funzioni analitiche. Milano. Hoepli, 1901.

A magnifica colle:¢io de Manuaes publicados por U. Hoeph
vem de ser enriquecida com mais um volume, o qual ¢ consagrado
& theoria das funcgdes an: |hlu"lg-. e [ui elaborado pelu Sﬁ[nu pro-
fessor da Universidade de \Iz'-.ulm G. Vivanti. E n'elle exposta,
com assaz gesenvolvimento, e com muita clareza e rigor, pelo
methodo de Weierstrass, nio s6 a parte hoje classica d’esta theoria,

mas tambem alguns dos seus capitulos que estdo ainda em via de
formacao. L‘-lﬂ ultima circumstancia da ao livro um interesse
especial.

Para o estudo da theoria das funccdes analylicas ¢ subsidio
indispensavel o da theoria dos agregados de pontos. Por isso o
sr. Vivanti se occupou d'ella em primeiro logar, consagrando-lhe
as primeiras 61 paginas do seu trabalho. Entrando depois no
assumpto principal, estuda as series ordenadas segundo as poten-
cias inteiras e positivas da variavel e, como consequencia, a de-
finigio de funcgdo analytica, dada por Weierstrass ; estuda a nogio
de valor medio d’'uma funcg¢io ao longo d'uma circumferencia, e
como consequencia apresenta a demonstracio do theorema de
Laurent, dada por Pringsheim ; demonstra um grande numero de
theoremas relativos és funegdes inteiras ; expde as indagagdes de
Mittag-Lefller sobre a representagio analytica das funcgdes com
infinitos pontos singulares quaesquer, ete. A reunido d'estes assum-
ptos forma uma segunda parte do livro, consagrado és theorias
hoje classicas. Na terceira parte, consagrada a complementos d’esta
theoria, apresenta algumas indagacdes de Poincaré, Hadamard,
Picard, elc., sobre as funcgdes inteiras ; refere-se as generalisacdes
de que tem sido objecto modernamente o problema da repre-
senta¢lo das funcgdes analyticas; tracta dus funcedes com lacu-
nas ; tracta das relagdes entre os pontos singulares de duas funcgdes
analyticas ; estuda os pontos singulares d'uma serie de potencias
existentes sobre a circumferencia do circulo de convergencia,
etc.

M. Godefroy: La fonction gamma ; théorie, histoire, bibliographie,
Paris, (. Villars, 1901,

Em 1888 foi publicado por Brunel, nas Mémoires de la Société
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des sciences physiques de Bordeauz, uma monographia da funcgio
gamma. Desde essa occasitio até agora novos e importantes Lra-
balhos téem comtinuado a enriquecer a theoria d'esta funccio, e
tornara-se por isso desejavel nova e mais completa monographia,
que os tomasse em consideracio. O excellente trabalho que, a
respeito d'este assumpto, vem de publicar o sr. Godefroy salisfaz
a esta condigdo, pois que shi sfio apresentados todos os resultados
importantes que, sobre elle, téem publicado os geometras até aos
ultimos tempos.

Nao é porém s6 por esta circumstancia que o livro a que nos
estamos referindo merece atlenciio. Merece-a tambem pela ele-
gancia e clareza da exposigdo, pelo interesse das suas informacdes
historicas e bibliographicas, pelo modo original como sio condu-
zidas algumas demonstragdes, ete.

Abre o livro por um resumo, muito bem feito, da historia da
funecdio gamma. Depois ¢ exposta, nos capitulos II e 111, a theo-
ria geral d'esta funcciio e sio demonstradas as suas propriedades
essenciaes. N'esta exposiclio o auclor parte da definicio de Gauss,
€ emprega, como instrumento para as suas demonstracdes, a
theoria das series.

O capitulo 1V & consagrado & theoria da funcgio de Binet, &
demonstragdo das formulas de Gudermann e Stirling; o capitulo IV
& theoria das funcgdes que se obtéem derivando a func¢io gamma
relativamente ao argumento; o capitulo VI 4 exposiciio das for-
mulas para o desenvolvimento da mesma funccio e d’outras, com
ella ligadas, em series inteiras. O capitulo VII encerra interes-
santes applicacdes analyticas das funcedes estudadas.

Muitas questdes interessantes da Analyse téem tido a sua ori-
gem na theoria da funegiio gamma. O sr. Godefroy tem o cuidado
de as indicar nos logares competentes, augmentando assim muito
o interesse do seu bello trabalho.

E. Borel: Legons sur les séries divergentes. Paris, G. Villars,
1901,

Como ja aqui dissemos o sr. Borel anda escrevendo uma serie
de livros, em cada um dos quaes é considerado um capitulo da
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theoria das funcgdes. De dois d’estes livros ja téem conhecimento
os leitores d'este jornal. O terceiro vem de ser publicado e é con-
sagrado & theoria das series divergentes, assumpto que tem sido
muito estudado pelo eminente geomeltra [rancez.

As series divergentes, quasi postas fora do Analyse por Abel
e Cauchy, & qual ficaram apenas ligadas por um lago, o da for-
mula de Stirling, vollaram nos ultimos tempos a fazer ahi a sua
entrada. Esta circumstancia tem facil explicagdo. Como os resul-
tados, obtidos por meio d'ellas, pelos geometras anteriores aquelles
dois grandes analystas, eram quasi sempre verdadeiros, era na-
tural procurar o motivo d'esta coincidencia, que ndo podia ser
fortuita, e, como consequencia, procurar em que casos se podem
applicar sem receio de erro. E dos resultados obtidos n’este sen-
tido, dos quaes grande quinhao pertence ao sabio auctor do livro
a que nos estamos referindo, que elle se occupa no seu impor-
tante trabalho.

Abre o livro por uma introduc¢do, muito bem feita e muito
interessante, na qual é exposta a historia da questio n'elle con-
siderada. Depois no capitulo I sdo expostos os trabalhos de Poin-
caré sobre as series asymptoticas; no capitulo Il os trabalhos de
Laguerre, Padé e Sl[ciljes sobre as fraccdes continuas e sobre a
conversio das series divergentes n'aquellas fraccdes; nos capi-
tulos 111 e IV os trabalhos do auctor sobre a generalisacio da
nogio de somma d’uma serie, e as relagdes d'esta theoria com a
do prolongamento analytico; finalmente no capitulo V os desen-
volvimentos em serie de polynomios, para o que o auctor parla
dos trabalhos importantes recentemente publicados por Mittag-
Lefller sobre a representagio analytica dos ramos das funcgdes.

D. Zoel G. de (aldeano : Estudios de critica y pedagogia mathe-
malicas. Zaragosa, 1900.

A primeira parte d’este bello trabalho é consagrado & philo-
sophia das mathematicas. N’elle sio apresentados os systemas
philosophico-mathematicos de Conte e Wronski, depois sio indi-
cados os mais importantes trabalhos de analyse critica relativos
s mesmas sciencias, em seguida sio magistralmente analysados,

i
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com elevado criterio, os diversos conceitos fundamentaes que as
formam e sao classificados os ramos em que se dividem. Depois
considera o auctor separadamente cada um d'estes ramos, e faz a
sua analyse critica, considerando successivamente a Arithmetica,
a Geometria, a Algebra, a Algcbra da Logica, a Geomelria ana-
Iytica, a Geometria enumeraliva, a theoria das funcgdes, a Geo-
metria cinematica, a Geometria differencial, e finalmente a theoria
dos grupos de transformacio.

A segunda parte do livro a que nos estamos referindo é consa-
grado & exposicho de interessantes e sensatas consideraces a
respeito do ensino em geral e do das mathemalticas em especial.

Terminaremos estas rapidas indicacdes sobre o excellente tra-
balbho do sr. Galdeano recommendando a sua leitura muilo agra-
davel e instructiva.

R. Marcolongo Lezioni di meccanica razionale. Méssina, 1901.

O nome do auctor d'este livro ¢ bem conhecido dos leitores
d’este jornal, que elle tem illustrado com interessantes arligos
sobre applicacio das funccdes ellipticas a diversos problemas de
Mecanica. Por isso conhecem ja a sua alta competencia n’este
ramo das sciencias mathematicas, a qual o referido livro, que
encerra o seu curso feito na Universidade de Messina no anno
de 1900 a 1901, completamente conlirma. Lendo-o com attenciio
nola-se, com effeilo, a boa escolha dos assumptos, a clareza,
rigor e simp]icidmie inexcidiveis com que sdo expostos, a bhoa
ordem em que estdo encadeados, e a [érma elegante, moderna e
muitas vezes original das demonstracdes.

Os assumplos de que o sr. Marcolongo se occupa no seu livro
siio 0s que ¢ uso ensinar em um curso regular de Mecanica ra-
cional ; e, para os tratar, emprega o illustre geometra essa especie
de methodo analytico-geometrico, em que o espirito caminha
directamente para o fim que prelende attingir, anxiliado pelos
poderosos recursos da Analyse.

Os professores de Mecanica das nossas Escolas superiores
poderio, temos a certeza d'isso, tirar proveilo da leitura d’este
livro, onde encontrardio questdes que os hio de interessar, de-
monstragdes ¢ modos de expdr que poderdio approveitar. Aos
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alumnos das mesmas Escolas péde elle tambem prestar servigos
como auxiliar do seu estudo.

H. Vogt: Elémenis de Mathématiques supérieures. Paris, Nony
et Cte, 1901,

Os assumptos mathematicos considerados n'esta obra sdo inter-
medios entre os que fazem objecto do ensino dos Lyceus e os
que sio tratados nos cursos superiores d'esta sciencia. Por isso
¢ ella destinada aquelles que, tendo terminado o curso do Lyceu,
pretendem seguir um curso de sciencia applicada ou um curso
superior de Mathematica. Estd dividido em sete partes, cujo
objecto vamos resumidamente indicar.

A primeira parte ¢ consagrada a alguns complementos de
Algebra. Sao ahi estudados os determinantes de duas e tres co-
lumnas e sua applicagio & resolugdo das equagdes do primeiro
gréo; a formula do binomio de expoente inteiro; a theoria dos
radicaes e expoentes; a parte elementar da theoria das series, a
theoria da funcgio exponencial e dos logarithmos.

A segunda parte é consagrada & Geometria analytica, Sio n’elle
expostos os principios geraes d'esta sciencia, e a sua applicacdo
i recta, 4s curvas de segunda ordem, ao plano e s superficies
de segunda ordem.

Na terceira parte ¢ considerado o Calculo differencial, Tra-
ta-se n'ella de determinagdo das derivadas das funcgdes elemen-
tares, da formula de Taylor para o caso d'uma e muitas variaveis,
das formulas de interpollagho e das applicagdes analyticas mais
usuacs do mesmo calculo.

A quinta parte é consagrada & theoria das equagdes. Abre pela
theoria dos imaginarios. Vem depois o estudo das propriedades
das raizes das equagdes algebricas. Segue-se a resolugio da equa-
¢do do terceiro gréo e termina pela resolucdo numerica das
equagies,

Na quinta parte trata o auctor das applicacdes geomelricas da
Algebra e do Calculo differencial que se encontram ordinariamente
nos manuaes elementares de Calculo differencial.

A sexta e setima parle sio consagradas ao Calculo integral,
e constituem um curso regular d'esta sciencia.
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Tem ainda o livro uma serie de notas, onde sio completados
alguns assumptos considerados anteriormente e uma serie de 218
exercicios relativos ds diversas questdes estudadas.

A exposiciio das diversas doutrinas de que se occupa o sr. Vogt
na sua excellente obra ¢ feita com notavel clareza e perfeito rigor,
qualidades indispensaveis em trabalho que tem o destino do actual.
Por isso deve a sua leitura ser recommendada vivamenle aos
alumnos das nossas Escolas, que d'elle hio de tirar muito pro-
veilo.

F. Michel: Recueil de pr'ubfﬁmf's de (éométrie analytique. Paris,
3 . Willars, 1900.

Para se apreciar a ulilidade d'esta collecciio de problemas
basta dizer que ella contém as solugdes de todos os lnruhh-mas
de Geometria analytica propostos nos concursos de admissdo &
Escola Pol‘.tmhm[n de Paris nos annos de 1860 a 1900. Cada
questdo é seguida de preciosas indicagdes bibliographicas, onde
sdo indicadas as obras ou jornaes onde se encoulram oulias
solucdes da mesma questio.

G. Pesci: Abbaco per el caleolo della latitude (Rivista marittima,
Roma, 1898).

Cenni di Nomografia con molte applicazioni alla Balistica.

(Item, -fgﬂﬂ}!.

Abbachi trigonometrici (La Corrispondenza. Livorno, 1900).

—— Applicazione della Nomografia a un problema di (Geomelria
pratica (1l Monitore tecnico. Milano, 1900).

—— Di una nuova macchina per risolvere le equasioni (Cor-
rispondenza, Livorno, (. 1).

Costruzione di due abbachi trigonometrichi (Supplemento al

Periodico di Matematica, 1900).

Contém estes trabalhos importantes applicagdes da Mono-
graphia.
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Pietro Ripa: Il problema della divizione della lemniscata (Grior-
nale di Matematiche. Napoli, 1900).

O objecto d’este trabalho & a divisio de lemniscala em partes
eguaes por meio da funcgdo p de Weierstrass.

V. Larangeira: A proposito do raio minimo de um arco de para-
bola comprehendido entre duas tangentes (Revista de Engenheria
militar. Lishoa, 1900).

O auctor d’este util trabalho apresenta n’elle uma conslrucgio
geomelrica simples do raio de curvatura minimo d'um arco de
parabola.

Primera reunién del Congreso cientifico latino americano. Trabajos
de la 2.* seccién (Ciencias fisico-quimicas y naturales). Buenvs-
Aires, 1899).
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7. Torroja: Tratado de Geometria de la posicién y sus aplica-
ciones d la Geometria de la medida. Madrid, 1899.

Nio ¢ grande o numero de obras que tém sido publicadas
sobre a Geomelria de posiclo, e alguns paizes ha, em que a
cultura das sciencias mathematicas estd aliaz adiantada, nos quaes
nio existem tratados desenvolvidos d'este assumpto. Na nossa
peninsula ndo tinha até agora sido publicado nenhum, nem em
Hespanha, nem em Portugal. Esta lacuna vem de ser preenchida,
pelo que respeita a Hespanha, pelo bello e importante Tratado
que vem de publicar o sabio professor da Universidade de Ma-
drid, D. E. Torroja; o qual prestou assim um grande servigo
aos que quizerem estudar este ramo importante das sciencias
mathematicas tanto n'aquelle paiz, como mesmo no nosso (gracas
ao facto de estar escripto n'uma lingua que todo o portuguez |¢
com facilidade), pondo & disposigio d’elles um livro concebido
com largueza de vistas, redigido com clareza, elegancia e origi-
nalidade, e que pode figurar na lista dos melhores tratados que
tém sido publicados sobre a Geometria de posiciio.

Na obra relerida sio expostas, segundo o titulo mesmo indica,
as doutrinas que conslituem a Geometria de posicdo, e as suas
applicacdes & Geomelria da medida. Estas applicagdes vio alé ao
ponto de abranger propriedades que se deduzem mais facilmente
por outros methodos, mas que o auctor quiz considerar, a fim de
mostrar a fecundidade e generalidade dos methodos da Geometria
de posicio. Na ordem a seguir para expor aquellas doutrinas
preoccupou-se o sr. Torroja principalmente com o fim de ser util
aos que as quizerem estudar pela primeira vez, ndo considerando

)
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desde o principio as theorias geraes para depois descer aos casos
particulares, mas subindo pouco a pouco d'estes até dquellas. Este
methodo tem tres vantazens principoes : da logar a uma melhor
graduagio das difficuldades ; permitte que as applicacdes venham
mais cedo; educa melhor o espirito para as indagacdes originaes,
porque ¢ por este methodo que se furmam as sciencins. Tambem,
com o mesmo fim, misturou as propriedades metricas com as
correspondentes propriedades projectivas, de modo a serem gra-
dualmente estudadas umas e outras; e para que d'este facto ndo
resulte inconveniente para aquelles que quizerem estudar so a
Geometria de posiclo, sdo designadas por um signal as paginas
que encerram propriedades metricas.

Nio nos é possivel, sem exceder os limites de que dispomos,
dar noticia de todos os assumptos que encerra o livro do sr. Tor-
roja, tal ¢ a riqueza de materiaes, fructo de conhecimentos pro-
fundos e extensos da sciencia a que & consagrado, que este illus-
tre gcometra ahi reuniu. Limitar-nos-hemos por isso a indicar
qual ¢ o objécto principal de cada um dos 36 capitulos em que
elle esta dividido, para que o leitores d’este jornal fagam, pelo
menos, ideia dos pontos & roda dos quaes se agrupam as doutrinas
consideradas :

I Preliminares, 1l Parallelismo e elementos no infinito. 111 Rela-
¢des melricas entre segmentos ¢ angulos. Perpendicularidade.
IV Series perspectivas. V Polygonos e polyedros. VI Figuras
perspec tivas planas e radiadas. VII Generalisagio dos conceilos
anteriores. VIII Relagdes metricas nos polygonos, angulos polye-
dros ¢ polyedros ordinarios. IX Figuras harmonicas. X Series
rectilineas perspectivas entre si. XI Curvas e cones de segunda
ordem. XII Circumferencia. X1II Relagdes projectivas entre figu-
ras de segunda ordem. X1V Figuras htmm"ru]nhicn% e correlati=
vas. XV Fi iguras lmmn"mp]ln..ls em posicdo especial. XVI Figu-
ras correlativas com os recintos planos e os corpos geomelricos.
XVIl Series em involucio. XVHI Systemas em involuglo.
XIX Elementos imaginarios XX Superficies de segunda ordem.
XXI Polaridade e figuras inversas. XXII Relacdes melricas nas
figuras perspectivas e na involucdo. XXIIT Relagdes metricas nos
pulwnnus ¢ polyedros. XXIV Areas e volumes. XXV Superficies
puhclirl:‘h e polvedros regulares. XXVI Figuras ]lu]"m-n ]li.luna
¢ radiadas. XXVII Curvas e cones de w"untl.l ordem conjugados
entre si. lnvolugdes projectivas com uma figura elementar.

e
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XXVIHI Diametros e centros das curvas de segunda ordem.
XXIX Planos diametraes e diametros dos cones de segunda or-
dem. XXX Systemas de circumferencias e de espheras orthogo-
naes. XXXI Facos e directrizes das curvas de segunda ordem,
XXXIH Reetas focaes e planos cyclicos nos cones de segunda
ordem. XXXIII Homologia das curvas ou cones de segunda or-
dem. XXXIV Elementos conjugados a duas curvas ou a dois cones
de segunda ordem. XXXV Systemas de linhas e de cones de
segunda ordem e segunda classe. XXXVI Curvas inversas relati-
vamente a uma curva ou a um cone de segunda ordem.

Para terminar esta noticia resta nos recommendar vivamente aos
que em Portugal cultivam a Geometria pura e acham prazer no es-
tudo dos seus bellos methodos esta obra magistral, que di a maior
honra ao illustre prolessor que a escreveu e 4 sciencia hespanhola,
€ que mostra com quanlo successo se estio cultivando no paiz
visinho as sciencias mathematicas. Accrescentaremos que, por
meio d'esta obra, ao mesmo tempo clementar e desenvolvida,
podem principiar o estudo da Geometria de posicio os que ainda
a ndo conhecem; podem continual-o e estendel-o os que jhi a
sabem.

E, Cahen: Elements de la théorie des nombres. Paris, Gawthier-
Viltars, 1900,

Existem em Allemanha muitos tratados modernos da theoria
dos numeros. Em Franca porém ndo existia até agora nenhum,
como diz o auctor do livro cujo titulo vimos de mencionar no pre-
facio d'este livro. Esta lacuna vem de a preencher o sr. Cahen da
maneira a mais feliz com a publicaciio da sua excellente obra,
onde ¢ estudada a parte elementar e definitivamente constituida
d'esta bella theoria. A respeito da parte mais elevada e ainda em
via de formagio da mesma theoria promelte o sr. Cahen occu-
par-se mais tarde em outro trabalho. O modo como esta redigido
o primeiro leva-nos a desejar vivamente que elle cumpra breve-
mente esta promessa,

Para tornar a leitura do seu iivro accessivel a maior numero
de leitores o auctor principia pela exposigio de alguns principios
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de Arithmetica elementar, passando todavia rapidamente por elles
e notando s6 o que ¢ fundamental e mais importante para o0s
estudos feitos depois. Estas doutrinas elementares sdo considera-
das no l'il.[lil'l.]ll.l 1.°, onde se refere as definicdes e leis das ope-
racdes numericas, aos principios de theoria de divisibilidade dos
numeros e da theoria dos numeros primos, e no capitulo 2.° onde
siio continuadas estas theorias e onde & exposta a parte elementar
da theoria das fraccdes conlinuas.

O capitulo 2.° & consagrado & theoria das congruencias. Contém
os principios da theoria geral das congruencias, a resolucio das
congruencias do primeiro grio, a analyse indeterminada do pri-
meiro grio, a resolugdo das congruencias binomias, ete.

No capitulo 3.° & estudada a doutrina dos restos quadraticos,
a lei de reciprocidade, a resolucio das congruencias do segundo
grio, elc.

No capitulo 5.% ¢ exposla a theoria dos numeros irracionaes,
o seu desenvolvimento em fraccdo conlinua, a sua classificacio,
ete. B considerada tambem n'este capitulo a distincgdo entre
numeros algebricos e transcendentes, e sio expostos alguns theo-
remas relativos & primeira classe de numeros.

No capitulo 6.° sio finalmente estudadas com bastante desen-
volvimento as formas quadraticas binarias.

Contém ainda o volume nove nolas muito interessantes sobre
os systemas da numeracio, sobre varios theoremas relativos aos
numeros primos, sobre a decomposicdo dos numeros em [actores
primos, sobre as series de Brocot e de Farcy, sobre os grupos
modulares, sobre os numeros inteiros imaginarios, etc.

Algumas das questdes consideradas levam a calculos numericos
extensos. O auctor, n'estes casos occupa-se do modo de os rea-
lisar e apresenta varias taboas destinadas a este fim.

Todos os auctores, desde Gauss, que se tém occupado da lheo-
ria dos numeros, falam com enthusiasmo das suas bellezas, O
livro que vem de publicar a respeito d'ella o sr. Cahen permitte
que as possam apreciar aquelles mesmos que ndo 1¢m cultura
mathematica muito extensa, gracas a clareza com que estd escri-
plo e & pequena preparagio que exige para se poder ler.
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E. Borel: Legons sur les fonctions entiéres. Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1900.

Contém este volume as liges feitas pelo sr. Borel na Escola
Normal Superior de Paris no anno de 1897 a 1898. No seu
ensino, que versa sobre a theoria das funccdes analylicas, procura
o eminente geomelra francez dar aos seus alumnos conhecimentos

mais intensos do que extensos da mesma theoria, profundando

cada assumpto considerado e conduzindo-os até conhecerem o seu

estado actual. Por isso considera em cada anno uma parte muito
limitada d'esta theoria, mas que varia de anno para anno. Ora a
publicagao d’estas ligdes da logar a uma serie de volumes pre-
ciosos, de um alto valor snuntlf'm. em que vio sendo successi-
vamente estudados com profundeza os diversos capitulos da theo-
ria das funccdes analyticas. Um d'estes volumes foi ainda ha pouco
tempo mencionado n’este jornal O segundo vem de ser publicado
e refere-se & theoria das luncedes inteiras. N'elle os assumplos
sdo exposlos segundo a ordem dos progressos mais unpnrmnleﬂ
que 18m tido a r{:l'uru a theoria. Assim no t:l}rlltlin 1.° & consi-
derado o theorema fundamental de Weierstrass sobre a decom-
posigio d'estas funcgdes em factores primarios. No capilulo 2.°
sdo expostos os trabalhos de Laguerre sobre a nogio de genero
¢ sobre as funcgdes de genero O e |1, e sio consideradas as inda-
gacdes que tiverem a sua origem n'estes trabalhos. O capitulo 3.
é consagrado ao estudo das relacdes, descobertas por Poincaré,
entre a ordem de grandeza de uma funcclo inteira e o seu ge-
nero, supposto llmlu e entre a ordem de grandeza da func¢lo ea
dos seus coellicientes. No capitulo 4.° stto considerados os resul-
tados obtidos por Hadamard relativamente & relagio entre o limite
superior do crescimento de um producto de [actores primarios
e o expoente de convergencia da serie dos modulos dos seus
reros. Finalmente no capitulo 5.° ¢ estudado o theorema de
Picard segundo o qual se F(s)=a e F(z)=05 (F (z) sendo uma
funeciio inteira) nao tiverem raizes F(z) & constante. Conlém
.nurl1 o livro tres nolas importantes, uma sobre o theorema
de Picard e duas sobre as luncedes de crescimento regular ¢ irre-
gular.

A esta noticia rapida do livro importante que vem de publicar
o sr. Borel resta-nos accrescentar que n'elle, como no que foi
anteriormente mencionado, se encontram espalhadas por todos os
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capitulos vistas cheias de profundeza e originalidade sobre os
assumplos considerados.

Heinrich Burkhardt : Elliptische Funktionen. Leipzig, 1899.

Este excellente manual da theoria das luncedes ellipticas &
notavel pela riqueza de informagaes que dé a respeito da theoria
a que é consagrado e pela boa forma como os assumptos esliio
expostos. Sem ser um livro muito extenso, entra muito no cora-
¢do do assumpto e abrange o que de mais importante tem sido
publicado a respeito d'elle até aos tempos mais recentes. Os me-
thodos empregados sao, pelo que respeita & parte em que a theo-
ria das funcgdes ellipticas depende da theoria das funcedes ana-
lyticas os de Cauchy, os de Riemann ou os de Weierstrass,
segundo a natureza de cada questio considerada : pelo que res-
peita a notacdes, sio introduzidas primeiramente as de Weiers-
trass e sdo depois ligadas com estas as de Jacobi.

Abre o livro um capitulo onde sao estudadas, pelo methedo de
Riemann, primeiramente as funccdes racionaes de s e da raiz qua-
drada de um polynomio inteiro do terceiro oy quarto grio em z,
depois os integraes d’estas funccdes, Depois no capitulo 2.° sao
estudados os primeiros principios da theoria das funccdes dupla-
mente periodicas e sdo introduzidas as funccdes p(u), Z(u) e
@ (u), a primeira sendo definida pela sua representagao por uma
serie de fracgdes racionaes simples e as outras por meio de inte-
gragdes, E o mesmo methodo que para definir estas funccoes nos
empregamos jA no nosso Curso de Analyse. No capitulo 3.° sao
expostos os theoremas de addicao das funccdes p(u) ec(u)e
sio obtidas as decomposigdes das funccdes duplamente periodicas
em quocientes de funcgdes ¢ e em sommas de elementos simples.
Sdo tambem consideradas n'elle as funcedes duplamente perio-
dicas de segunda especie. No capitulo 4.° sio estudadas as func-
(Ces oy (u), o2 (u) e o3 (u) e sdo definidas e estudadas por meio
d’estas funcgdes as funecdes de Jacobi sn u, cnu, dnu. No capi-
tulo 5.° sio estudadas as principaes propriedades das funccdes
duplamente periodicas de 3.* especie, ¢ sio estudadas e relacio-
nadas com as funcgdes ¢ as funcedes & de Jacobi. No capitulo 6.°
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é estudado com desenvolvimento o problema da inversio das
funecdes ellypticas. O capitulo 7.° ¢ consagrado & resolugio dos
integraes ellypticos 4s [6rmas canonicas; o capitulo 8.° & trans-
formagio linear das funcgdes ellypticas; o capitulo 9.° & degene-
racio das mesmas funcedes, o capitulo 10.” ao estudo das condi-
¢oes da realidade dos valores d'estas funcedes, No capitulo 11.°
sdo esludadas com desenvolvimento as lunccies modulares. No
eapitulo 12.° & continuada a theoria da transformacio. No capi-
tulo 13.° sdo expostos os methudos para o calculo numerico das
funcedes e dos ellypticos integraes. Os capitulos seguintes (14.°
a 16.”) sdo consagrados as applicacdes da theoria das funccdes
ellypticas a algumas questdes de Analyse, Geomelria e Mecanica,

Esta enumeracdo dos assumptos esta longe de poder dar ideia
da riqueza de informacdes que no livro se aprendem, mas o pouco
espaco de que dispomos niio nos permitte desenvolvel-a mais.
Pelo mesmo motivo nada podemos dizer a respeito dos methodos
empregados em cada questdo ; o que podemos @ acerescentar que
em lodo o livro se faz uso consideravel dos methodos de Riemann
e esla circumstancia torno-o muito differente de outros livros a
rczpuiln da mesma theoria que modernamente &m sido publi-
cados.

P. Mansion: Elements de la théorie des déterminants. Paris,
Grauthier-Villars, 1900,

Nao é necessario [azer o elogio de uma obra que adquiriu tal
eredito que ji conta seis edicdes, umas em [rancez e outras em
allemio. Nio conhecemos melhor livro para os alumnos estuda-
rem a theoria dos determinantes, gragas & clareza, simplicidade
e rigor com (que estd escripto, Abre o livro por uma introducgio
consagrada & theoria dos determinantes de duas e tres alumnas.
O estudo d'este caso simples, em que todos os elementos do de-
terminante se escrevem, prepara bem o alumno para o estudo dos
determinantes de um numero qualquer de columnas, o qual exige
maior esfor¢o de altengiio. Estes ultimos sio estudados em Ires
capilulos, o primeiro consagrado as definicdes ¢ propriedaces fun-
damentaes dos determinantes, o segundo & exposicio das regras
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para o seu caleulo, o tereeiro ds applicacdes dos mesmos 4 theoria
de eliminagio.

P. Barbarin: Notions complémentatres sur les courbes usuelles.
Paris, .\'miy, {899,

N'este opusculo, escripto pelo auclor para uso dos seus disci-
pulos da classe superior de Mathematicas elementares dos Lyceus
de Franca, sio dadas demonstragdes muito claras de varias pro-
posicdes relativas 4s conicas,

Tannenberg: Lécons nouvelles sur les applications géométriques du
Calcul différentiel. Paris, Hermann, 1899.

Contém este livro as applicacdes geometricas do Caleulo diffe-
rencial que ordinariamente se encontram nos melhores manuaes
consagrados a este assumplo. Para as tractar o sr. Tannenberg
parte, pelo que respeila tanlo ds curvas como &s superficies, das
suas equacdes parametricas, e suppde que as funecdes dos para-
metros que representam as coordenadas sdo suscepliveis de ser
desenvolvidas em serie ordenada segunde as potencias de ¢ — {,
no caso das curvas (¢ sendo o parametro considerado e ty o valor
que elle toma no ponto estudado) e segundo as pntcm‘ins de
u—uy e vy—v no caso das superficies (u e v sendo os parame-
tros em [uncgdes dos quaes se exprimem as coordenadas das
superficies e ug e vy os valores que elles tomam no ponto consi-
derado). Esta hypothese restringe um pouco o numero das curvas
a que se applicam as theorias consideradas, mas, em compensa-
¢do, permilte que se prescinda de considerar o resto das series,
e de recorrer a outras hypotheses restrictivas mais particulares,
que alongam muito a exposi¢io e a lornam menos clegante e
menos clara.

A primeira parte do livro ¢ consagrada &s propriedades des-
criptivas das curvas. Encerra dois capitulos, o primeiro consa-
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grado & theoria das tangentes e & theoria do plano osculador, o
aegum]a 4 theoria dos envolventes.

Na segunda parte do livro sio estudadas as propriedades des-
criptivas das superficies curvas. Contém tambem dois capitulos, o
primeiro consagrado & theoria dos planos tangentes ¢ 4 theoria
das superficies envolventes; o segnndo & theoria das superficies
regradas e das congruencias e complexos de reclas,

Pm terceira parte da sua obra estuda o auctor as propriedades
mEll‘I{:.!h dﬂ!‘l Curvas, “t“[" ]Ii.ul! em um !I]’I]I]l_‘![rl} ('.:II”I"II'.' i ”IE”'
ria da curvatura e torsdo, as formulas de Frenet e Serret, elc.,
depois n'outro, applicagdes o helice e & deduegio de muitas [6r-
mulas relativas & variagdo de um segmento de recta que se desloca.

A quarta parle ¢ consagrada ao estudo das propriedades metricas
das superficies regradas, sendo um capitulo consagrado #s super-
ficies empenadas e o outro bs superficies planificaveis. Depois na
quinta parte sdo estudadas as propriedades metricas das superfi-
cies curvas em geral. Yém n'esta ultima parte os theoremas rela-
tivos & curvatura das curvas tracadas sobre uma superficie dada,
a theoria das linhas de curvatura, das linhas asymptotaticas, das
linhas geodesicas, os mais importantes resultados obtidos por Gauss
na memoria celebre que consagrou a este assumpto, ete.

Eis expostos, em tragos largos, o8 assumplos considerados. Em
quanto & [orma como sio tralados accrescentaremos que a este
respeilo se encontra por todo o livro muita novidade.

E. Fourrey: Récréations arithméliques. Paris, Nony, [899.

Eis um livro que instrue muito, recreando ao mesmo tempo.
Tém-se publicado muiltos livros consagrados, como este, a recreios
arithmelicos, mas que s6 podem aproveitar a leitores preparados
com alzuns conhecimentos de Arithmetica. O presente volume,
além de ter alguns recreios que sio n'elle apresentados pela pri-
meira vez, csti redigido de modo a poder ser lido pelos que co-
nhecem sé as operacdes e regras praticas d'esta sciencia, Por
isso péde elle aproveitar a um numero consideravel de leitores e
p{'}du mesmo ser util as criancas que, por medo d'elle, aprenderao,
brincando, muitas nocdes ¢ theorcmas de Arithmetica. Para jus-
tificar esta ultima asser¢ho basla nolar que todos os recreios
¢ onsiderados sio acom panhados das respectivas explicaqdes, dadas
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com a maior clareza, e que todas as nocdes e theoremas de Arith-
melica empregados sio explicados ou demonstrados por meios
quasi intmilivos.

O livro esta dividido em tres partes. Na primeira sio conside-
rados recreios relativos s operagdes e sio apresentadas proprie-
dades curiosas de alguns numeros. Mencionaremos, em especial,
t‘llll‘l’. s ll.."b”nlllll]!\ {'l}!l!llti{_‘rllliﬂﬁ n L‘,\IJ Ilrll’]]l_‘lr.] Ihll't.u uma [IUll-
cia muito interessante relativa ao systema de numeragio e modo
de realisar as operacdes empregados pelos diversos povos (egy-
cios, phenicios, hebreus, chinezes, musulmanos e francezes do
seculo xv). Na segunda parte, consagrada a problemas, é consi-
derada em primeiro logar a questdo que tem por objecto deter-
minar a que dia da semana corresponde uma data dada; depois
vém muntos e variados jn;_{n:&. uns Ilrlli',.'.ll.'t. oulros modernos, mais
ou menos uleressantes, A terceira e ullima parte do livro & con-
sagrada & exposicio de muitas questdes relativas aos quadrados
l'l't;i;;li'uﬁ.

Fitz=Patrick e Chevrel : Exercices d" Arithmétique. Paris, Hermann,
1900.

O ensino das mathematicas, para ser efficaz, deve ser ao mesmo
tempo theorico e pratico. Os alumnos tanto nos Lyceus como nas
Escolas de instruccio superior devem [azer muitos e muitos exer-
cicios. Entre nds tem-se descurado bastante o ensino pratico, e
¢ facil encontrar estudantes intelligentes e que entendem bem as
theorias que estudam, que sentem embaracos grandes para resol-
ver questoes mesmo simples que dependem das mesmas theorias.
Ora, para auxiliar o professor no trabalho de preparar as ques-
tées e problemas que hao de propdr aos seus discipulos, sdo pre-
cisas e quasi indispensaveis as colleecdes de problemas e exercicios.

Pelo que respeita @ Arithmetica é pequeno o numero de col-
lecgdes, que tém sido publicadas, e aquella cujo titulo foi dado,
no principio d’esta noticia & a melhor que conhecemos. A escolha
dos problemas é muito bem feita. Vé-se que os auclores tiveram
em allenciio, n'vsta escolha, as necessidades da vida pratica e o
desemvolvimento intellectual dos alumnos. Theram tambem em
visla que as questdes escolhidas fussem interessantes. Esta ultima
circumslancia é importante em obras d'esta natureza; convém
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I ue as questdes propostas prendam a attengdo do alumno, e julgo
que a maior parte das que o livro encerra estdo n'esle caso,
Para augmentar o interesse do livro fizeram os auctores acompa-
I nhar muitas das (questoes consideradas de notas e observacdes

que devem lornar a sua leitura muito instructiva e agradavel
mesmo aos professores.

Os problemas estao dispostos, como comvinha, segundo a ordem
porque se estudam ordinariamente os assumptos da Arithmetica,
com 16 capitulos, onde sao respectivamente consideradas as ques-
toes relativas & numeracio cap. 1), operacoes arithmelicas (cap. n,
1 e 1), divisibilidade e numeros primos cap. Vo vi, ¢ vi),
fraccoes, dizima e proporgdes (cap. vuu, ix, x) syslemas de nu-
meracdo (cap. xi1), raiz quadrada e raiz cubica (cap. xu e xn',
progressdes (cap. xiv), questdes diversas (cap. xv) ¢ finalmente
varias questdes elementares da theoria dos numeros cap. xvi,
Estes capitulos encerram 465 questdes com as respectivas solu-
goes. Segue-se depois uma segunda parte do livro que encerra
mais de 500 exercicios relativos aos mesmos assumplos e classi-
ficados pela mesma ordem, que ndo sdo acompanhados das respe-
clivas solucdes e que os alumnos que tLiverem estudado a primeira
parte do livro ndo devem ter difficuldade grande em resolver.,

Viu-se pela enumeragio das materias sobre que versam os
problemas, que elles se referem aos assumptos que no nosso paiz
constituem o ensino da Arithmelica nos Lyceus. Por isso pode
elle prestar grandes servigos aos professores d'estes estabeleci-
mentos de instruccio,

F. Tisserand : Lecons sur la détermination des orbites, professées
a la Faculté des Sciences de Paris. Paris, Gauthier-Villars,
1900,

Tisserand nio se occupou no seu notavel Traité de Mécanique
celeste da delerminacio das orbilas dos planetas e cometas. Oc-
cupou-se porém d’este problema em um dos seus cursos na Fa-
culdade das Sciencias de Paris. Ora estas bellas ligdes loram feliz-
mente recolhidas pelo sr. Perchot, que vem de as publicar em um
volume onde ¢ estudado em primeiro logar o methodo de Olbers

| |
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para a determinagio das orbitas dos cometas, depois o methodo
de Gauss para a delerminacio da orbita d'um planeta por meio
de tres observagdes. Estas ligdes sdo seguidas de um resumo,
feito pelo sr. Perchot. das formulas empregadas para o caleulo
das orbitas, postas debaixo da f6rma mais propria para o caleulo
numerico, ¢ de um modelo de caleulo para o mesmo fim, e slo
precedidas de um prefacio do sr. Poincaré, onde sio analysados
a largos tragos os methodos para a determinacdo das orbitas.

Antonio dos Santos Lucas: A determinacio da figura da terra
pelas observacdes da gravidade. Porto, 1898.

0 assumpto d’este opusculo ¢ um dos mais interessantes da
Meccanica Celeste e tem dado logar a trabalhos importantes de
alguns dos mais celebres geometras que tém havido. O auctor,
por meio de uma exposicio clara e bem ordenada, conduz o leitor
pelo caminho percorrido pelos geometras, até 4 actualidade, para
resolverem o problema da determinacio da figura da terra por
meio do pendulo, dando-lhe conhecimento do que de mais impor-
tante tem sido feito para isso e do estado actual da questio.

Principia o opusculo por um prefacio onde sio expostas rapi-
dameunte as principaes phases por que passou o problema consi-
derado. No eapitulo 1.° ¢ desenvolvido em serie o potencial da
gravidade e sdo expostos os principios da theoria das funcgdes
esphericas de que o auctor faz depois uso. No capitulo 2.° vem
uma primeira solugho aproximada do problema, que se obtem
empregando s6 os primeiros termos da serie do potencial. Depois
no capitulo 3.° vem a solugiio que se obtém considerando toda a
seric. No capitulo 4.° vém os trabalhos de Helmert relativos &
convergzencia da serie referida. No capitulo 5.° sio exposlos ¢
comparados os diversos methodos para a reduccio da gravidade
ao nivel do mar.
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Mémain: Etude sur Uunification du calendier. Paris, Gauthier-
Villars, 1899.

Sio evidenles as vantagens que haveria em que os russos e
gregos substituissem o calendario juliano, que ainda usam, pelo
calendario gregoriano, usado pelos outros povos da Europa. To-
davia ndo tem sido possivel até hoje obter esta substituigio, por
se oppdr a isso o clero greco-russo, que por molives de ordem
religiosa, niio quer mml.lr a epocha de celebracio da Paschoa
juliana. Ora, para combater esles escrupulos, publicou o Revd.®
Padre Mémain nos Annales du Bureau de Longitudes (L. vin) a
importante memoria cujo titulo antecede esta nolicia, na qual faz
a historia do calendario e das regras empregadas para determinar
a Paschoa desde o tempo do estabelecimento d'esta festa por
Moysés, para mostrar que a Paschoa gregoriana é a que esl em
harmonia com as tradigdes bibiicas, com as regras paschaes em-
pregadas pelos judeus e com as empregadas nos primeiros tempos
do Christianismo.

A Catalogue of 16:748 southern Stars deduced by the United
States Naval Observatory from the zone observations made at
Santiago de Chile, ete. Washington, 1895.

The second ||'{|.1_-'Jhll.';z‘fm Catalogue rr'f Stars together With the an-
nual resultats upon which it is based. Washington, 1898.

O Observatorio Naval dos Estados Unidos da America lomou
sobre si otrabalhoso encargo de construir um catalogo de estrellas,
¢ a esle encargo tem consagrado um. parte consideravel dos
seus esfor¢os, Os resultados das observacoes alé agora feitas para
esse fim foram consignados em dois livros '.(llumusm que a esle
respeito publicou. O primeiro livro contém os resultados das ob-
servagdes feitas nos annos de 1849 a 1852 pelo lenente de ma-
rinha J. M. Gilliss em Santiago do Chili. Estas observagdes refe-
rem-s¢ a 16:748 estrellas do hemispherio austral, cujas coorde-
nadas vém no livro referido. Precede este catalogo uma exlensa
introduccio, onde sio descriptos minuciosamente os instrumentos
e 0s methodos empregados para lazer as observagdes,
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O segundo dos livros mencionados no principio d’esta noticia
contém os logares de 5:151 estrellas, deduzidos de 72:914% obser-
vagdes feitas no Observatorio Naval dos Estados-Unidos durante
o intervallo de 1868 a 1891, D'estas observagdes 17:334 foram
feitas pelo illustre astronomo do referido Observatorio John R.
Eastman. Como no caso do volume anterior, uma larga intro-
ducgdo precede as tabellas dos resultados das observagdes, na
qual sio descriptos os instrumentos e os methodos empregados
para fazer as observacdes e os calculos.

A. Mendes d’ Almeida e Rodolpho Guimaraes : Curso de Topogra-
phia, t. 1, Listoa, 1899,

A obra excellente cujo titulo precede foi escripta pelos aucto-
res para auxiliar os alumnos da cadeira de Topographia da Escola
do Exercito de Lishoa no estudo d'esta sciencia. Em dois pontos
de vista differentes podiam pois elles ¢ llocar-se no que respeila
i escolha dos assumptos a expér. Podiam fazer uma obra de
menores dimensdes que contivesse so as malerias professadas no
estabelecimento a que a destinavam ou fazer um Tratado desen-
volvido da sciencia a que ¢ consagrado, redigindo-o porém de tal
forma que as doutrinas essenciaes nito estivessem de tal modo
enlagadas com as que o nio sio que nio fosse possivel estudar
as primeiras sem conhecer as segundas. Optaram pelo segundo
modo de vér e por este facto, que lhes augmenlou consideravel-
mente o trabalho, merecem elogios e agradecimentos. Quando
mais larde 0s mesmos alumnos, Ja engenheiros, tiverem de lazer
trabalhos de topographia, para os quaes precisem de conhecimentos
mais especiaes, que ndo aprenderam na Eseola, em obra alguma
08 podem procurar e estudar com mais facilidade do que n’aquella
que lantas vezes liveram de folhear e em que elles apparecem
methodicamente ligados com os que aprenderam.

A obra a que nos estamos relerindo constara, segundo dizem
0s auctores no prelacio, de dois volumes. O primeiro vem de ser
publicado e trata dos levantamentos planimetricos regulares e dos
elementos que os compdem.
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Principia por uma introduccio que encerra ideias geraes sobre
as cartas topographicas. Depois no capitulo 1.° vém os modos de
figurar o terreno nas carlas, no (".‘I|Ii||1|u 2.°vem a doutrina rela-
liva & leitura e copia das cartas. Nota-se n'este ultimo capitulo
um estudo bastante completo dos methodos geometricos aproxi-
mados para o calculo das areas planas e ainda um estudo des-
envolvido da theoria dos planimetros; para este ultimo inspira-
ram-se os auctores n'um bom traballho de Marrecas Ferreira, de
que se deu noticia n'este jornal. No capitulo 3.° apresentam os
auctores muitos methodos para determinar sobre o terreno a
direc¢iio do meridiano. No capitulo 4.° sio estudados os instru-
mentos e os methodos de observacio empregados nos levanta-
mentos destinados 4s cartas planimetricas. Finalmente no capi-
tulo 5.° sio considerados os meios para execular estes levanla-
mentos no campo,

A leitura d'este livro deixa a impressio de que os auctores
ndio se inspiraram em obra alguma especial, mas leram muitos
e variados trabalhos sobre Topographia e, meditando depois sobre
o assumplo, lizeram trabalho proprio pelo que respeita 4 forma e
a0 methodo de o tratar. Tiveram tambem o cuidado de mencio-
nar tudo o que em Portugal tem sido feilo a respeito da questio
a qne o livro & consagrado, dando-lhe assim uma fei¢io nacional
muito louvavel. Devemos ainda observar que em todo o livro se
nola rigor na exposicio do que ¢ theorico ¢ cuidado na exposigio
de todos os detallies que pode necessitar o engenheiro geographo
para levantar e construir uma carla.

D. Eugenio Guallart: Monografia del planimetro de contador y
principalmente de los modelos Amsler y sus derivados. Madrid,
1898.

No opusculo, enjo titulo vimos de mencionar, sio descriptos os
planimetros de contador e é exposta com muita clareza a theoria
destes instrumentos preciosos. E considerado primeiramente ¢
estudado com certo desenvolvimento o planimetro de Amsler;
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depois slio considerados os planimetros carlesiano, o planimetro
polar com disco giratorio Amsler-Laflon, os tres planimetros de
Coradi, o planimetro de Wetty-Starche, ete. Com a publicagio
d’este opusculo prestou o sr. Guallart um bom servico aos enge-
nheiros,

G. T.
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=il 9Bgin — — 212 — 4 )
R skl ¢ 123" 1)
iR / wb ) wl
Sp= - 26 ;o5 — —22 vk s
=5 \To3556 1 2 3 1.2.3.4
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4R Wl - w
SR ey e, e - e T in— e 2‘ —"'—'_u
e it (1.2.3...7 "%, 1.2.345

et, pour w=2x, on a les longueurs totales des arcs;

4R /2
o (‘1)

AR /(2R2 ,)
"‘"?( T Wikl 4

e ;1: ( (=)t oy (2%) +2_2.).

R [ (27) 4 , 2
=93 (1.2.3.4.5"2 . T B &

(2r)3 2= )

iR ( Bx) g ; (20 +2;_(2“j‘_2-25)'

=9v \123456 =~ 1.234% 1.2
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VII. Conrbes équitangenticlles a la cycloide

Si on porte sur la tangente en M a la cycloide, a partir du
point M, une longueur constante T, le lieu des extrémités de cette
longueur est une courbe équitangentielle. Elle se compose de deux
branches, suivant le sens dans lequel est porté la longueur T, et
ces deux branches sont égales el symétriques par rapport 4 la
perpendiculaire ¢élevée & la base de la cycloide en son milieu. ’
Les coordonnées d'un point de I'une des branches de la courbe
équitangentielle sont

=gy + T sin —':-.

y=y,+Tcos —_:;—.

=R (o —sinw)+ Tsin -%.

y=R (1 — cosw) +T cos :
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D'onl

dx T @
e BT e tos i b it
o R( cosw) + 5 cos 3

1
L8 R sinw— :— sin —;—.

Aire de la courbe équitangentielle. L'aire comprise entre la
courbe et la base de la cycloide est

w=1r IRT
ydz = R'/ql —cos w) ¥dw + rz—f us—-{t —coso\dw
== ]

ou

p |
(29) U=3=R?+ %

L'aire comprise entre l'une des dewx branches de la courbe '
équitangentielle et sa base est donc égale a U'aire comprise entre la
cycloide et sa base, augmentée de la moitié de Uaive du cercle.

Arc de la courbe équitangentielle. On a

ds '\ 2 dz\? dy\2 e T?
(@) = G) + @) et -ema+ 3

e e o Selis e . —
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Or, ds peut s'crire, en posant - v,

. S0
i

ds = V(16R*+ T2 sing + T? cos®y dg

C'est un arc d'ellipse. Done:

Le périméire de I'une des branches de la courbe équitangentielle
est équivalent au demi-périmétre d'une ellipse dont les demi-azxes
sont

A=VI6R"GTE BT,

Quelque soit T cetle ellipse a la méme distance focale SR.

llesta remarquer que, dans le cas particulier ot T= 3R, "aire U
(20) est équivalente a l'aire de la demi-ellipse précedente. On a
15zR2

g j

On a alors ce cas assez curienx et asser rare en méme temps
d'une courbe qui a méme aire et méme périmétre qu'une autre
courbe. Ce sont des genres de courbes que 1'on peut désigner a
la fois sous le nom de isopérimétres et d'isoaires.

U

VIIl. Développées obliques de la cycloide

Cherchons V'enveloppe de la droite qui passant par M fait un
angle § constant avee la langente en M. Par chacun de ces point M
passe deux droites faisant un angle 9. Considérons celle de ces
dru]ites qui est au dessous de MT; elle fait avec AB angle ¢,
et 'on a

(U]
$+6=90° -,
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et

b 000 [ 2]
f-— —'\\'. 2).

L equation de la droite en question, ou fangente oblique, est

Y-R(1—coso)=X—R(o—sinw)|tg},

ou

Y—R(1 —cosw) = colg ,(B o _:'> [X—R (wsino)],
ou | :

X cos (a+ ; )_ Y sin(lﬂ-é :’} =R J (o—sinw) fn-’r(‘i ;5 3) v
(30) |

— (11— cos w) sin (H ¥ %{ ]

Pour avoir I'enveloppe de cette droite. ou développée oblique,
prenons la dérivée par rapport 4 ». On a

1]

[ i i w
\K sin (0+ ;;)1‘ Yr.nh'{ 0+-__;)==Il[(_.-. + sin o) sin (ﬁ + 3

(31)?

/

— 1 —cos w) cos k, - %)J

Les coordonnées d'un point de la développée oblique sont done,
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en résolvant les deux équations (30) et (31),
(32) X=R[o—sin(2)+ o)+ sin 20]
(33) Y =R [— cos (20 + o) + cos 26].

Il est facile de se rendre compte que ces coordonnées somt
celle d'une eycloide égale a la cycloide donnée.
Posons en effet 20 + o =o'} il vient

X = R (sin 26 — 28) + R (o' —sin o)

L]

Y=—R({1—cos ‘29) + R (1 —cosw').

On reconnait bien la les coordonnées d'une cyclotde, dont I'un
des points de rebroussement a pour coordonnées

x =R (sin 26 — 20),
y=—R (1 — cos 20).
D'ailleurs, d’aprés (32) et (33), on a
%ER [1 —cos (2§ + w)],

.%-:1'_ = R sin (20 + ).

U}
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En formant l'aire [YdX, on a
(34) U==xR*(2cos 29+ 1).

Lorsque § = 0, on retrouve bien U= 3=zR2, aire de la cyclorde,
‘et lorsque § =907, on retrouve U=7R?, aire de la développée de
la cycloide.

L'are de la développée oblique est donné par la formule

ds = 4R sin (U + -:;—) dew.
Dot

(35) s =—4Rcos (0+ -“;— ] + constante.
= )/

En intégrant de o =0 & o= 2r, on trouve 8R cos §, qui repré-
sente, non pas 'arc total compris entre A et B, mais la différence
des ares IA et IB, I étant le point de rebroussement (‘.Dmpris
entre A et B.

On voit aussi que la somme de ces mémes arcs [A et IB est
égale a SR.

Si Q est le point de la développée oblique corres;mndant i
mw=%, 00 a

Arc QA = 4R (sin 0+ cos ),

Arc QI — arc IB = 4R (cos § — sin §)

En changeant 6 en 180° — 9, on aurait la seconde développée
oblique, qui est evidentement symétrique de la premiére par rap-
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port i la perpendiculaire élevée a la base AB de la eycloide en

son milieu. .
En faisant le changement de O en 180° —¢ dans les équa-

tions (32) et (33), on obtient pour les coordonnées du point on

la seconde développée oblique touche son enveloppe

(36) Xj =R [0+ sin (20 — ) —sin 20],
(37) Yy =R [—cos(20 — w) —cos 2,].

Les coordonnées (36) e (37) sont les centres de courbure obli-
ques relativement aux tangentes obliques inclinées de I'angle 8 sur
la tangente, ou aux normales obligues inclinées sur la normale de
langl-. (90° —9,.

Voici deux dieux géométriques inléressants qui sont la consé-
quence des formules précédentes.

1.° Lieu du milieu de la distance des deux centres de courbure
précédents.

On a pour les coordonnées de ce point

2.I'==\..+ x] ]

2y=Y+Y,;,
ou

x=R (1o — cos 20 sinw),

y=R cos 26 (1 — cos w).

On trouve, sans dificulté¢ que I'aire [yd, entre les limites
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w=0 et »=2x est

(38) U = =R cos 20 (cos 20 4 2).

2.° Enveloppe de la droite qui joint les deux centres de cour-

bure.
On trouve pour i'uqualmn de cette droite

zsinp—y (1 —cosw)=R[wsine + 2 cos w cos 20

(39)
— 2 cos 26].

Sa derivée par rapport & w est

(40) zcosw—ysin o= R [& cos © + sinw — 2 sin o cos 24].

D'oi, en résolvant (39) e (40) par rapport & > et i y,

=R (0 —sin w),

y=R[2cos 2§ — (1 + coso)],

et comme y peut s'écrire

y=—2R (1 —cos20) + R (1 — cos ),

on voit que I'enveloppe est une cycloide égale a la cyclotde don-
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née et que l'un de ses points de rebroussement est (z =0,
y =—A4R sin?h).

Voici deux questions que, pour terminer, nous signalons & nos
lecteurs qui voudraient les rechercher :

1. Lieu de la projection d'un point (x, 3) sur les tangentes
obliques précédentes. On autremant dit, podaire de la développée
oblique de la cycloide.

2.° Lieu de la projection d'un point (2, §) sur la droite (39).

R
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UN TEOREMA DELLA TEORIA DELLE SERIE
DI POTENZE

PER

FiLiepo SiBIRANI

(4 Bologna)

Sia
(l:] ﬂu' ﬂ'. ag,.... T -ﬂn, ......
una successione infinita di numeri i quali pei valori di n compresi
fra

pmy e (p+1)m—1 (m>1;p=0,1,2,3...... )

abbiano valori uguali a,,. | numeri

(2) BYs Safs TYshsen- oo Beprscoeas

siano tali che le differenze

aq L o GI.'I_H
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pei valori di p compresi fra
gmg e (g+1)mg—1 (mg>9; ¢=0, 1, 2, 3,
abbiano valori uguali aq . I numeri
(3) 03,05 22,05 ¥R s+ - -
siano tali che le differenze
a1 4
pei valori di ¢ compresi fra
my e (s+1)my—1 (mg>1:;5=0,1,2,3..... )

abbiano valori uguali ag,,.

Cosi supponiamo che si possa formare un numero qualsivoglia
finito di successioni come le (2) e (3) e si pervenga ad una suc-
cessione

Nt u}_’i, gttt By

tale che le differenze

HoH %

abbiano valori uguali @ 1y, PE valori di v compresi fra

w, e w,, ,—1 (h=0,1,2,3
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— 1w, cresca indefinitamente al cre-

gollo la condizione che w, s

1
scere di h.

Ancora si supponga che a, | ’,[.L:zul'-:-l.\-' almeno per v=p +1.
Posto poi

U

h=mymg...... m wh,

sia p il limite superiore dell'insieme derivato della successione

U1 j— ¥
‘ \/al_'_lih_:_i—g:}'_{__l,h | (h=0,1,2,3...... )

Allora sussiste il teorema :
«La serie

= ]
P{x) - ay 2",

dove i coefficienti sono i numeri della successione (1), definisce

; 8 ; : i
una funzione che non esiste se non entro il cerchio <l},'_ (%).
P

Entro a questo cerchio la 19(.:} o ¢é regolare ovunque o, se

p <1, puo avere un numero finito di poli sulla circonferenza del
cerchio (0,1)».

(#) Indichiamo cosi il cerchio di centro £ =0 e raggio uguale a-;-.
6




82 JORNAL DE SCIENCIAS

Noi potremo infalti scrivere

o0 [- -]
P{I)- 2l a, 2w 2 oy, plaP™ + apmeHl + L+ 2 E T

® i [
- Py z(ﬂ+1.-mi 140 zmi —
= Zity e i
p=0 34 — Tp=0
M —, ],}.I:mp i,
a
& S
[:a1,P+'| - u.j::,:] TP™ = L a!.q!:.’.l:"l'miml + glmetDmy 4 |,
o
+ x Hg+1)me—1 Im:) - E ag mq'"’"“i :I{q+[)m’ = o)
g=0 & 1 —a™ 1 —a™
zfﬂﬂﬂq ~
T (@01 — ) 2,
—a™ o
onde
L P ﬂamzm! oMty gﬁ‘
Pa)= P o = (en g4

-z " (I-2)(1—2™) ' (1—z)(1—a™) _,

e “‘rq }xqmeml 4

Seguendo questo procedimento vediamo che si arriverd ad
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i :

avere -
i
o, oy, @M ag @™ Hmime

e - .
P 1—=x e (1—a)(1—a™) (1=z)(1—a™) (1—atm™) :
+ 1,0 Zm-mymegmgmamat-. . ... -myma... oo MMM Wy i!
(1+a) (l— ™)l —a%™), .. ... (1— gmmams. ... ml} “

aMmmymet... .. gy, ., .. m, *
+ (l 3 m) (]—x"'l] (l _xmtm&‘: '''' [ l_zﬂ‘z’ﬂam) Eo{gi'f"j‘i‘l

— {ﬂ;\.i..j,h:lﬂ!m!* coes MR

Ora per 'ammessa condizione che w41 — 1wy, cresca indefinita-
mente con h, la serie del secondo membro della precedente eguano-
glianza non & continuabile al di fuori del proprio cerchio di ton-
vergenza, giusla un teorema dovuto al sig Febry (s). 1l cerchio
di convergenza di questa serie & appunto, in virti di un noto

teorema del sig Hadamard, il cerchio ({], i) (#%).
Ponendo P

P(2) = (1—2) (1 —am) (1 — 2™ ... ... (1—gmms.....m)

.
i R e g

Q@) =ay, (1 —a™) (1 —gmm)...... (1 — amema... ... ™)

+ag 2™ (1 —axmms)., ... .. (1 —g™me)
+ a3ﬁxﬁ'1+m1m;(]_ ) TR {]__xmlm,. e
<+ o 1 amymy e -mymaing .. .. +mms......m, 10,

x
P [:z'} Pﬁz) = Mmoo mgmgng....m, E @at, A1
h=0

(%) Fabry, Sur les points singuliers d'une fonetion donnée par son déve-
loppement en série et I'impossibilité du prolongement analytique dans les
cas trés généraux. Arnales scienfifiques de I Ecole Normale supérieure, 1896,

(#+) Hadamard, Essai sur I'étude des fonclions dounées par son déve-
loppement. Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1802,
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Da qui si vede che P(z) definisce uno funzione che non

esiste se non alle interno di (0, i) e si deduce senz'altro la
seconda parte dell'enunciato. P

Se si suppone che per tutti gli h i numeri a4, siano uguali
fra loro, si trae evidentemente

ossia la _P[x] ¢i definisce una funzione razionale [fratta.

Osserviamo per ultimo che il teorema del sig. Lerch publicato
in questo giornale al vol. X, pag. 27, non & che un caso assai
particolare del teorema che noi abbiamo stabilito.

20 maggio, 1902.
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TERCEIRO CONGRESSO INTERNACIONAL
DOS MATHEMATICOS

O terceiro Congresso internacional dos Mathematicos ha de
ter logar em Heidelberg nos dias 8 a 13 de agosto de 1904, e
coincide com a celebragio do primeiro centenario do nascimento
de Jacobi. Uma commissio, de que [azem parte alguns dos mais
eminentes geometras allemdes, foi encarregada dos preparativos
para esta reunido. Na mesma occasido ha de ter logar na mesma
cidade uma exposi¢do de modelos mathematicos e de obras pu-
blicadas nos ultimos annos.

As adhesdes devem ser dirigidas ao illustre professor dr. A.
Krazer (Kalsruhe, Westendstrasse, 57), que dard tambem aos que
pretenderem ir ao Congresso todas as informagdes de que care-
cerem.

T
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BIBLIOGRAPHIA

C. Alasia: I complementi di Geometria elementare. Milano, Hoe-
pli, 1903,

O livro, cujo titulo vimos de escrever, faz parte da rica e
importantissima colleccio de manuaes consagrados &s sciencias,
hs lettras e s artes, publicados em Mildo pelo sr. U. Hoepli.
Fora jA ha annos plublP ado n'esta collecgio um excellente ma-
nual consagrado 4 geomelria elementar, redigido pelo sr. Pin-
cherle. No presente volume sio completadas e desenvolvidas
algumas das doutrinas consideradas n’aquelle manual, de modo
que os dois junclos contéem os assumptos de geumetrm elemen-
tar que encerram os programmas actuaes dos institutos lechﬂlcus
italianos,

O livro estd dividido em 1% paragraphos, consagrados & theo-
ria dos vectores, & theoria dos polyedros, ao estudo da symetria
das figuras planas e solidus, & theoria do movimento das figuras
no plano e no espago, & theoria da similhanga, & theoria dos
maximos ¢ minimos, A lheoria das transversaes, 4 theoria da
involugdo, & theoria dos polos e das polares, 4 theoria da inver-
sdo, & theoria das seccdes conicas, ele.

Todos estes assumptos sdo tratades de um modo extrema-
mente claro e simples, e com todo o rigor necessario, e por isso
este l'nm merece ser ‘l-'l.\ﬂmEﬂ.lE TECGmnl("tldﬂdﬂ‘ aos qlle quuerem
tomar conhecimento dos referidos assumptos, que n'elle os encon-
trardio expostos sem largos desenvolvimentos, mas tambem sem
faltar nada que seja essencial e fundamental.
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E. Pascal: 1 gruppi continui di trasformaszioni. Milano. Hoepl:,
1905.

A mesga collecgo de manuaes, a que anteriormente nos
referimos, pertence o livro cujo titulo vimos de escrever.

Sao tantas e tdo importantes as applicagdes que tem a bella
theoria dos grupos de transformacdes, que se deve a S. Lie, que
se tinha tornado necessaria_a publicagio de um livro em que
fosse exposta a parte essencial d’edta theoria, a fim de poder ser
estudada por quem ndo dispde de tempo para ler as obras extensas
que a respeito della foram publicadas por aquelle grande geo-
metra e por seus discipulos. Ora esta lacuna na litteratura da
theoria considerada acaba'de ger preenchida pelo sr. E. Pascal
com a publicagio do volume indicado no principio d'esta noticia,
e por isso se lhe deve ser extremamente grato.

O livro estd dividido em cinco grandes capitulos. No primeiro
é considerada a theoria geral dos grupos de transformacies; no
segundo a theoria geral da invariantividade de uma funcgiio a
respeito de um grupo de transformacdes; no terceiro sdo estu-
dadas as propriedades relativas & constitui¢ho dos grupos; no
quarto sto considerados os grupos aggregados a um grupo dado;
no quinto, finalmente, ¢ estudada a theoria invariantiva dos grupos
ampliados. .

N'esta vasta doutrina o sr. Pascal escolheu o que é mais im-
portante, expol-o com clareza, originalidade e elegancia, e, em
alguns pontos, junctou resultados das suas proprias indagagdes.

E. Pascal, Lezioni di Calecolo infinitesimale :
Parte 1. Calcolo differensiale, 2." ed., Milano. Hoepli, {902,
Parte II. Calcolo integrale, 2.* ed., Milano. Hoepli, 1903,

Ja démos noticia n'este jornal d'esta obra, que faz parte da
collecglio dos Manuali Haepli, quandesappareceusa primeira edi-
¢do, e n'essa occasido referimo-nos &s suas excellentes qualida-
des. Hoje s6 temes a. accrescenlar que a nova edigio foi -revista
pelo autor e melhorada ainda em muitos pontos. -
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Annuaire pour U'an 1903 publié par le Bureau des Longitudes.
Paris, G. Villars.

Contém este volume do Annuaire du Bureau des Longitudes
todos os trabalhos, informacdes, formulas, etc., de utifidade pra-
tica que ¢ uso contér, e as noticias scientificas seguintes :

1.° Radau: Estrellas cadentes e cometas ;

2.° Janssen : Sciencia e poesia;

3.° Janssen: Nota sobre os trabalhos executados no Observa-
torio do Monte- Branco em 1902 :

4.° Discursos pronunciades nos funeraes de A. Cornu por
Bassot e Poincaré ;

5.% Discursos pronunciados nos funeraes de Faye por Bougquet
de la Grye, Bassot, Loewy e Bakkuyzen.

Joannis Bolyai in memoriam. Claudiopli, 1902.

Este bello livro foi publicado pela Faculdade de Mathematica
da Universidade Claudiopolitanea, da Hungria, para commemorar
o centenario do nascimento de J. Bolyai, um dos fundadores da
geometria abstracta. Contém a reproduccdo por photogravura
de uma carta dirigida por J. Bolyai a seu paec em 3 de novembro
de 1823, sobre o desenvolvimento do binomio; um importante
trabalho de Schlesinger sobre algumas applicacdes da geometria
absoluta & theoria das funccdes de variaveis complexas ; outro de
Stiickel sobre o papel da mesma geometria na mecanica analy-
tica; e, finalmente, uma lista das obras que téem sido publicadas
a respeito da referida geometria. Todos estes trabalhos estao
escriptos na lingua latina.

G. Peano : Arithmetica gemerale. Torino, 1902,

Temos ji por varias vezes fallado n’este jornal dos trabalhos
importantes feitos pelo sr. Peano para introduzir nas sciencias
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mathematicas certos symbolos que, substituindo a linguagem or-
dinaria, permittem abreviar as demonstragdes e dar-lhes clareza
e precisio. Entre estes symbolos merecem principal attengio os de
Logica mathematica, que, sendo em pequeno numero, uns cin-
coenta, permittem, como diz o illustre geometra, substituir mi-
lhares de palavras,

No presente volume & exposta por meio d’estes symbolos a
Arithmetica geral e a Algebra elementar. Em uma introducgio
sio primeiramente indicados os symbolos empregados e em nume-
rosas notas sdo dadas todas as explicacdes necessarias e inte-
ressantes informacdes historicas sobre alguns pontos.

Accrescentaremos que o sr. Peano anda publicando na sua
Rivista di Matematica um Formulario geral das Mathemalicas,
trabalho vasto e importante, que seria quasi impossivel realizar
sem o emprego dos symbolos da Logica.

Compte-rendu du deuxiéme Congrés international des Mathémati-
ciens. Paris, G. Villars, 1902.

Esta obra importante contém, em uma primeira parte, noticias
sobre o que de mais interessante se passou no Congresso dos
mathemalicos que teve logar em Paris nos dias 6 a 12 de agosto
de 1900.

Na segunda parte véem primeiramente as bellas e importantes
conferencias feitas durante o Congresso por M. Cantor, que fallou
sobre a historiographia das mathematicas; por Volterra, que se
occupou da maneira como Betti, Brioschi e Casorati consideravam
as questdes de Analyse; por Hilbert, que indicou quaes siio os
grandes problemas hoje formulados e que ao futuro pertence re-
solver; por Poincaré, que fallou sobre o papel da intuicio e da
logica nas mathematicas ; e finalmente por Mittag-Leffler, que deu
noticias interessantes sobre alguns factos da vida de Weierstrass.
Em seguida véem os trabalhos apresentados 4s diversas secqdes,
0s quaes versam sobre a Arithmetica, Algebra, Analyse, Geome-
tria, Mecanica, Bibliographia e Historia das mathematicas.
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J. Tannery et J. Molk: Eléments dela Théorie des ﬁmc!mm &na-
!ynqm, t. rv. Paris, G. Villars, 1902,

; 4

Temos-nos referido em diversos logares d'este jornal o esta

obra magistral, em noticias n'elle dadas a respeito dos volames

anteriores. O presente volume & o ultimo da obra e & consagrado

& theoria da inversio dos integraes ellipticos, j& principiadd no

volume anterior e continuada n'este, e s applicagdes. A eéstas

applicagdes sdo consagrados dois capitulos, sendo no primeiro

consideradas as applicagdes 4 Geometria e & Mechanica; e ne

segundo as applicacdes 4 Algebra e &4 Arithmetica.

Alfredo Capelli : Istituzioni di Analisi algebrica, 3. ed. Napoli,
1902.

Deu-se ji noticia n’este jornal da edigio anterior da obra impor-
tante cujo titulo vimos de escrever, a qual contém o eurso, com
ampliacdes, professado pelo seu sabio auctor na Universidade de
Napoles. |

Na presente edigio encontram -s¢ muitas doutrinas, que ndo
vinham na edi¢do anterior; e, em especial, uma exposiglo assaz
desenvolvida, e feita com muito rigor, clareza e originalidade,
da theoria dos pumeros naturaes, e dos negalivos e [raccionarios,
em que o auctor se colloca no ponto de vista combinatorio e que
faz preceder de um estudo desenvolvido do conceito de aggregado
de objectos, o qual lhe serve de base.

Eis o objecto dos .16 capitulos em que estd dividida @ obra;

I. Genesis combinatoria da Arithmetica e introducglio ao cal-
culo, litteral. 1k Divisibilidade e propriedades elementares, dos
numeros naturaes. IN., Elgmentos de analyse comhipatoria, IV
Operagdes gom numeros. racionaes. V.. Theoria.dos, determinan-
tes e sua applicagio & resolugio dos problemas algebricos deo
1.° grau. VI. Elementos do calculo das funccdes racionaes intei-
ras. VIL.- Operagdes, com .numeros reaes. VIII. Generalidades
sobre continuidade e derivabilidade das [unccdes de variaveis reaes,
IX. Propriedades geraes das operagbes com coellicientes reaes.
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X. Resoluciio numerica das equacdes. XI. Operacdes com nume-~
ros complexos. XII. Das raizes das equagdes do grau n. XIIL
Theoria geral da divisibilidadé e da eliminagao. XIV. Transfor-
macdo das equacdes. Resolugho geral das equagdes dos primeiros
quatro graus. XV. Principios da theoria dos irracionaes algebri-
cos. XVI. Transformagiio linear das formas algebricas. Invarian-
tes e covariantes.

Todos estes assumptos sio estudados com muito rigor e cla-
reza, e com todos os desenvolvimentos necessarios e mesmo com
riqucm de informagdes, expostas ou no texto mesmo ou em in-
teressantes notas e exercicios que os acompanham.

Gustave Robin: Oeuvres scientifiques. Théorie nouvelle des fon-

ctions, exclusivement fondée sur Uidée de nombre. Paris, G.
Villars, 1903.

As obras scientificas de G. Robin, que estdo sendo publicadas
pelo sr. L. Raffy, formam tres volumes, um consagrado 4s Ma-
thematicas, outro & Physica e o terceiro & Chimica.

O presente volume é consagrado & Theoria das func¢des ana-
lyticas, que Robin tratou, partindo apeflas da ideia de numero
racional, sem fazer em parte alguma intervir os numeros irracio-
naes, que considerou como purds symbolos de grandezas geome:
tricas incommensuraveis, nem as nogdes de infinitamente pequeno
e de limite, que substituiu pela nogio de approximagdo indefinida
por meio de numeros racionaes. b -3 ' :

O plano da constituigdo da Analyse mathematica, em confor-
midade com estas ideias, é exposto em uma introducgiio, cheia
de interesse, pela qual abre o livro a que nos estamos referindo.

A theoria das funcgdes ¢ em seguida exposta em dez capitulos
respectivamente consagrados aos assumptos seguintes: I. Series
convergentes e series numericas. II. Definigho geral das funccdes
d'uma variavel. Funcges finitas. Ill. Fupcgdes de oscillagio me-
dia nulla, ou funcgdes integraveis. _IV.,IEmb'lemh_inversu do cal-
culo das funcgdes. Funcgdes inversas ; exponencial e logarithmo.
V. Derivadas. Primeiros exemplos de funcgdes uniformemente
differenciaveis. VI. Propriedades geraes das funcgdes unilorme-
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mente differenciaveis, VII. Series de funcedes. VIII. Series in-
teiras. IX. Integraes das funccdes primitivas. Serie de Fourier.
X. Nocdes sobre as funcgdes de duas variaveis e applicagdes 4
theoria das funegdes d'uma variavel.

justo accrescentar que, ainda que as ideias apresentadas nesta
obra pertengam a Robin, nio lhe pertence a sua redacgio. Esta
redac¢lo, muito clara e elegante, pertence a L. Raffy, a quem
Robin communicou verbalmente, em 1894, o seu modo de vér a
respeito de cada assumpto n’ella considerado.

T. W. Backhouse: Publications of West Hendon House Obser-
vatory. Sunderland, 1902.

Contém esta importante obra as observacdes feitas pelo sr.
Backhouse no West Hendon House Observatory sobre a structura
do Universo sideral, sobre os cometas de Bernard e Holmes,
sobre a luz zodiacal, sobre as auroras horeaes, sobre as estrellas
variaveis, elc,

e

E. Pascal: Eugenio Beltrami (Mathematische Annalen, t. rvr1).

—— Sulla teoria invariantiva delle espressioni ai differenziali di
second'ordine, e su di una estensione dei simboli di Christoffel
(Rend. della R. Accademia dei Lincei. Roma, 1902).

Su di un invariante simultanco di una espressione ai diffe-

renziali totali, ete. (R. Iitituto Lombardo, 1902).

G. Pesci: Sopra uno degli errori prodotti della interpolazioni
simplice (Periodico di Matematica, t. xvi).
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L. Sinigallia : Sulle equazioni ai differenzialli totali di ordine
qualunque R. Istituto Lombarde, 19032).

S. Pincherle: Sulle derivate ad indice qualunque (Memorie della
R. Accademia di Bologna, série V, (. 1x).

R. Marcolongo : Teorie del Giroscopio symmetrico pesante (Annali
di Matematica. Milano, série 3.°, t. viu1).

—— La deformazione del diedro retto isotropo per speciali con-
dizioni ai limile (Rend. della R. Accademia dei Lincei. Roma,
19032).

. Giorgi: Unita razionali di elettromagnetismo (Ingegneria mo-
derna. Napoli, 1901).

La trazione elettrica sulle ferrovie (Elettricita. Roma, 1902).

—— Il sisteme assoluto M. K. G. S. (ltem).

P. Savio : Sulle formazioni invariantiva della corrispondenza bi-
naria (2,2) (Giornale di Matematiche. Napoli t. xz).

D. André: Supplémmf a la complabilité des assauts complets
(Bulletin de la Société Philomatique, 1900).
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G. B. Gucecia: Sulle curve algebriche pmus (Rend del Glmah
Matematico di Palérmo, 1902).
Sulle superficie algebriche (ltem).

E. Cesaro : Sur un probléme de propagation de la chaleur (Bul-
letin de I' Académie de Belgique, 1902).

€. Alasia: H. Faye (Rivista di Fisioa, etc. Pavia, 1902).

Macfarlane : Peter Guthrie Tait (Physical Review, vol. xv,
1902).

G. Veronese: Les postulats de la Géoméirie dans U'enseignement
. -(Congrés des Mathématiciens. Paris, 1900).

Fr. Nusl et J. Jan Fric: Ewude sur U'appareil circumzénithal
if. Btd.'_e‘t:'n de I'Académie des Sciences de Bohéme, Prag, 1903).

N'este artigo occunpam-se os auctores da descripgio e uso de
um instrumento circumzenithal, por elles imaginado, que serve
para a determinaclo da hora e da latitude.

S. Pincherle: Di una nuova operazione funzionale e di qualche
sua applicazione (Rend. della R. Accademia di Bologna, 1903).
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E. Cesaro: Analisi intrinseca dellg eliche policoniche (Rend. della
R. Accademia di Napoli, 1903).
—— Per analisi intrinseca delle superficie rotonde. (Item).

#

P. Mansion : Sur la méthode d’Abel pour linversion de la pre-
miére intégrale elliptique dans le cas ot le module a une valeur
imaginaire complexe (Acta mathematica, t. xxvir).

G. Pesci: Sul caleulo relativo alle rette d’altezza (Revista Mari-
tima. Roma, 1903).

—— Sul quadrangulo sferico insorittibile (Periodico di Matema-
tico, {. x1x).

A. R. Forsyth: The differencial invarianis of a surface, and
their geometrie significance (Phylosophical Transactions of the
Royal Society of London, 1903, vol. 201).

Thomaz Muir: The generating [unction of the reciprocal of a de-
terminant (Transactions of the Royal Society of Edinburgh,
1903, (. xv).
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Brocard : Note sur la quartique

Y=t Viax + Vat— o8

(Le Mathematiche. Citta di Castello, 1901 ).

M. Lerch: Bemerkung iiber die theorie der Gauss'schen Summen
(Sitz. der K. Bihm. Gesellschaf der Wissenchaften. Prag,
1903).

Ueber der funfien Gauss'schaften Beweis des reziproeitiits-
geselzes [ur die quadratischen reste (Item),
Sur un point de la théorie des fonctions générairices d’ Abel

(Acta Mathematica, t. xxvir).
G. T.
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SUR LA CINQUIEME DEMONSTRATION DE GAUSS
DE LA LOI DE RECIPROCITE DE LEGENDRE

PFAR

M. Lercu

(Professenr & 1'Université de Fribourg)

Soit m un enticr qicleonque, noun enticr positif impair, pre-
mier avec le pn'-t‘c'-c'.:'IJE. el posons .

“T_i'l —sgn. R (‘iu)

(I] i (m, n) = E A

k-1

2

oit I'on pose suivant I'habitude

|
Ra\=z—E(x+ i
R (7)== <:r 2)

et sgn. z étant +1 on & — 1, suivant que 3 est positil on
négatif, Au moyen de la formule (1) soit défini le signe de
7
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gendre

‘i
> (2) =

En supposant m=n" positil et impair, on a le théoréme de
réciprocité

B e

La cinqui¢me démonstration que Gauss a donnée de ce théo-
réme, deviné par Euler et formulé par Legendre, est susceptible
d'une modification qui permet d'établir en méme temps les lois

(E2)-(2) &) () () 6

qui résument presque toute la théorie du signe de Legendre.
Jemploi, pour simplifier, la notation

7 (x) =sgn. R (z),
et j'observe que l'expression

14o(@) 1490y
2 2

) ¢ (=9 )

est toujours un entier. Cela étant, soient n, n' deux entiers im-
pairs et positils, premiers entre eux, puis choisissons deux entiers
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m et m', soumis & la seule condition que m soit premier envers
n, et m' envers n', et considérons la somme

1 ¥ 3 ') f"
;(nu-—lrl_!_?(m_) |+cp<ml> ,

o RS, n n my m'v
i : col—=)o (=),

- 2 2 (n) (n")

dont la valeur est toujours un entier.
En introduisant les notations

‘my m'y
=v-! il VR N s
A ""'r(n)r(n')

%
L]

(.v-=|. 2, 3-'_‘3‘_2_..1_)

on aura

dx=A+R+B+C.

La somme A contient autant d'unités qu'il y a des valeurs v
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non divisibles par n ou par »', et il s'ensuit
i

(n—1){n'—1)
== - 5 —

Pour évaluer la somme C, observons que ses termes ne chan
gent pas en mellant — v au lieu de v, d’oi il suit que

nn'—1

B ol 0 A ek sl

Puisque le terme général

/ m'y. ‘}

o (%)«

WL e , n/

ne change pas en augmentant p d'un multiple du module na', on
peut remplacer 'ensemble des valeurs de p par un autre ensen-
ble de nn' valeurs incongrues ; choisissons

A0, =1, =9, . % 1)

p=nh'+n'h, / b
=0, =1, =2,... =2

Puisque, cette substitution faite,

/ mu. _ [mn'h (m’pl.‘ _ fm'nk"
(@) () (5)
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il vient

Chacun des deux facteurs est evidlemment égal & 2éro, et par
conséquent

C=0.

Il restent encore a évaluer les deux sommes B et B'. La somme
B s’obtient en supprimant dans la somme

N\

m
T i.~)

\.n

les termes qui rendent nulle la quantité

X (-m:-). Or ce sont les
n—1) " ig
valeurs v = hn' ( S

, et il s'ensuit que

iy I
5 (nn —1) g (n—1)

- N7 . mna'h)
B= 3 ?(-u—)—Er( ).

n
v—1 h=1 !

La signification de la fonction % (x) fait voir immédiatement
que toutes les sommes

kn
v L
PO (4—) (k entier)
n

=1
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sont nulles. Puisque

nn'—1 n—1 n—1

il ne restent de la premidre somme, dans I'expression de B, que
les termes

w—1, n—1 n—1
G B my’ B ) mh
N o
p 9(—>=Z?(—” )
i -.';1 4 h=1

n—1 n—1
 /mh =5 (Hm'h \
| - - — ar, —

h=1 he==1

ou bien, en faisant usage de I'écriture (1),
B =24 (mn', n) — 24 (m, ).
On trouve de la méme maniére
B' =2y (m'n, n') — 2y (m', n'),
et en portant ces valeurs dans I'équations

ba=A+B+B'+C,

L

————
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il vient

—“; 1 Sl ;—-1- + @ (mn', n) + p (m'n, n)

' ! (o " 5
—p (m, n) —w(m, n) = 2a,

En faisant usage de la définition (2), on en tire

u—-I_ n'—1

o @ETTHE

Faisant m =m'= 1, on a la loi de réciprocité

'\ /n 3 -8
(B) B e Mt
K [ n ) { n') lr f) :

Faisant m' =1, la formule (A) devient

n—1 n'—1

@7
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d'oil, en divisant avec (B) membre & membre,

3) (%)= (2) (%)

Observant que la formule

sgn. R (z 4+ h) = sgn. R (2)
donne
p(m+ hn,n) =g (m, n),
on voit que

(©) ( 0 ‘ﬁi) e < oy

n n/

Ce thévreme la permet de conclure au moyen de (3) la rela-
tion plus générale

» -G

Prenant m, m' positifs ct impairs, et transformant les deux
membres d'aprés la loi de reciprocité (B), on en tire un troisidme
théoréme fondamental

T

écrit avec notation changée.
On sait comment on peut déduire du théoréme (D) la signifi-

! : : My, :
cation habituelle du signe | n_)' si n est un nombre premier (x).

(#) V. Kronecker, Monatsherichte de I’ Académie de Uerlin, 1876; ou Bach-
mann, Niedere Zahlentheorie (Leipzig, 1902, pag. 245).
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SOBRE A THEORIA DAS RAIZES CONJUGADAS

POR

L. F. MARRECAS FERREIRA

A designacdo de raizes conjugadas ¢ susceptivel de maior
extensio do que a usual, abrangendo nao s6 grupos de duas,
differindo apenas pelos signaes, mas de muitas outras. Podemos
tambem intitular assim as sujeitas a lei tal, que a entrada de
qualquer d’ellss n'uma equacio arraste, como consequencia neces-
saria, a de todas as outras. No que vae seguir considerarei
equagdes algebricas, que, tendo coefficientes reaes e commensu-
raveis, se achem n’aquellas circumstancias.

Se a, b, c. d, e... forem quantidades commensuraveis, intei-
ras, ou [raccionarias, positivas ou negativas ; n, numero inteiro ¢
positivo; Ve, Ve, Vg ... incommensurayeis, ou imaginarios,
verifica-se a proposigio seguinte :

Se a equagao algebrica F () =0, de coefficientes reaes e com-
mensuraveis, admiltir wma rais da forma: a+bVc+dV e

+f v g+ . . deverd econter como raizes lodos os polynomios, deri-
vados d'este pela multiplicagio arbitraria dos coefficientes dos ra-
dicaes pelas raizes, de grau n, da unidade.

Sendo, com effeito, «, B, 7... 9... A u... funccdes de =,
£ € J numeros inteiros, menores que n, vird

F(z)=(x—a—bVe—dVe..)|lat+pVetyVet. ..

toVod+ .. 4aVot+ . Vo4 |

e T
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ou

F(z)=(x—a)a—blc—dge... +1;

e, como I, polynomio, contendo todos os termos incommensura-
veis, ou imaginarios, sejam quaes forem os valores attribuidos a
z, deve ser nullo, resulta

F(z)=(x—a)a—fic—dpe. ..,

em que os termos, a partir do segundo, seguem a mesma lei de
formacio que este.

Representando r uma das raizes primitivas da unidade, de grau
n, o quadro de todas as do mesmo grau, serd r, r¥, ri. ..
Sendo k e [ inteiros e k+1—=n, & claro que (br') > (') =08,
(ar*) < (pr') = ap, . .

Podemos, pois, multiplicar os factores b, d, f... dos radi-
caes da raiz proposta pelas diversas raizes, de grau n, da unidade
sem mudar a equagio; d’onde se vé que F (x)= 0 admittird ndo
s6 a raiz proposta, mas todas as que d'ella derivam pela multi-
plicagdo de qualquer d’aquelles factores por qualquer das raizes
de z"=1.

As raizes imaginarias de F () =0 sdo sempre conjugadas,
como as do sequndo grau

Podem apparecer as raizes imaginarias em duas hypotheses :
radicaes, de indice par, affectando quantidades negativas — radi-
caes quaesquer, affectando quantiﬂanlcs positivas, quando n for
maior que 2; por causa das raizes imaginarins da umdade, coeffi-
cientes dos radicaes.

As raizes da unidade sdo conjugadas, como as do segundo
grau; os productos d'ellas pelos radicaes egualmente serdo con-
jugados e & assim, portanto, que no segundo caso apparecem
todas as raizes, grupadas, duas a duas. No primeiro caso ha,
além d’estas, as resultantes da multiplicagiio dos radicaes imagi-
narios pelas raizes commensuraveis =1, mas estas sdo egualmente
conjugadas,
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Na equagao F (x)=0 ndo pode entrar nas raizes quanti-
dade alguma, que ndo seja raiz de uma quantidade commensu=-
ravel.

Se a equagdo admillir como raiz a quantidade a + i, em que
a é commensuravel e i incommensuravel tal, que nenhuma das
suas polencias seja commensuravel, vira

F(z)=(#—a<i)(z»2+Az»1 4+ B3+ . ..

+Sz+V)=0;

i entra em A no primeiro grau, em B no segundo e assim suc-
cessivamente, sendo em S o grau m—2 e em V m — 1. Todos

estes coefficientes: A, B,... S, assim como V, siio lunccdes
de x.

Podemos escrever, sendo «, 3... ®, funcgdes commensura-
veis de x,

Flz)=(z—a) X+ ai +B2+ ...+ wim=0.

Constituindo as potencias de i incommensuraveis distinctos nio
sujeitos a reducglio, serfi ai = 3i* = wi™ =0, o que s6 se pode
realizar em dois casos distinctos :

1.” caso — i differente de séro—vem:a=fi= ., .=w.m 1
=0 -—todos os coeflicientes a, ... o, serdo nullos, mas ndo
sendo a raiz de F (z) =0, ndo pode vir F(z)=(z—a)X, em
que X é um polynomio inteiro.

2.° caso — i =0 — a raiz ficar reduzida a a e a equaglio pre-
cedente subsiste.

Do exposto conclue-se que a+b Ve+dVe+..., ou sim-
plesmente

a+ Vo+ Vet ...

R R R R =R R i ") ———
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¢ a expressio geral das raizes incommensuraveis de uma equa-
¢lo algebrica, como tem sido considerada.

Nas equagies de grauw par, com m radicaes, ndo imaginarios,
em cada raiz, o numero de raises reaes, incommensuraveis, serd
tambem par, egual a 2™,

As raizes reaes s6 podem resultar da multiplicaciio dos radi-
caes pelas raizes ndo imaginarias da unidade, ora, quando em
z"=1 o expoente é par, ha sempre as duas raizes commensu-
raveis d'esta equagdo = 13 resultando, portante, para F(z)=0
o0 seguinte grupo de raizes reaes e incommensuraveis :

\'/Eti"?i....

cujo numero ¢ 2", por causa das duas determinagdes de cada
radical. '

Se as raizes da equacio, ao conlrario do que se lem supposto,
nio forem todas conjugadas, constituindo um systema unico, pode
ella, como adeante se vera, ser de grau par e admittir, todavia,
um numero impar de raizes reaes e incommensuraveis.

Reciprocamente : se o numero de raizes reaes ¢ incommensura-
veis for par, o grau da equagio serd tambem par.

Para haver um numero par de raizes reaes e incommensura-
veis & indispensavel que &" —1, cujas raizes servem de coeffi-
cientes dos radicaes, admilta as solucdes =+ 1, o que sé pode
succeder, quando o grau da equacdo for par,

Se o grau da equagio for impar, haverd uma unica raiz real
e incommensuravel e todas as outras véem imaginarias.

N'este caso os radicaes téem, apenas, uma delerminaciio, por-
que s6 haverd uma raiz da unidade, d'aquelle indice, que seja
real e a somma algebrica d’elles com a delerminagio, que lhes
compete, & a unica raiz incommensuravel e real,

Reciprocamente : se a equagio admittir uma unica raiz, real
¢ incommensuravel, o grau serd impar.

Esta proposigio resulta immediatamente do que fica exposto.

N'uma equagio algebrica, de raizes reaes, o numero das incom-
mensuraceis ¢ sempre par.

As raizes incommensuraveis, n’este caso, s6 podem provir de
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radicaes, que nunca admillam coeflicientes imaginarios e os upi-
cos em taes condigdes sio os do segundo grau.

N'uma equagio algebrica, de raizes reaes, grau impar, uma das
raizes, pelo menos, sera commensuravel.

E uma consequencia immediata de virem as incommensuraveis
a0s pares.

As duas ultimas pru|:-n5ig'l‘n"i referem-se tambem, por l.'il’._'t_‘l"hﬁll
a Hqunfﬁe‘ l‘ilj.n raizes ndo constiliem um syslema l‘ul]}lt rado.
Esta hypothese nio continua a subsistir no que segue.

Grrau e composicao da equagio. — Havendo m radicaes em cada
raiz, e sendo n o indice commum d'elles, o numero de raizes,
ou o grau da equagio, ¢ dado pelo numero n™ =N,

Se designarmos por a + Ky uma d’ellas, na totalidade deve
entrar o seguinle grupo:

a+Ki.r; at+Ky.r.... a+ K

cumpuslu de n raizes, t‘lum se"umhu termos nido derivam dos
das aqui nio incluidas, pela -|mp|t"~ mulliplicacdo por qualquer
potencia de r.

Com nova raiz a + Kg, l6ra d'aquelle grupo, formaremos um
outro:

atKe.r, a+Kg.r%,.. ... a4+ Kg.r®

e assim successivamenle, o que perfaz o numero 2 =n"—1 de
grupos, distinctos pelos segundos termos de cada raiz.

Ora

’_:_:n{x—a— Ki.r)=(z—ar=K"
i—1 !

F (x) —j? (2 —am— K" .
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Para araiz z=a+ V_bw+ Ve+ .. .. serlio valores diver-
sos de K;_'

;‘=}1'/£T+r ;f’c"-l-...in-a+ﬁr +yt. .. =t S
K ={Vb+rtVot. . ("=atfritartt. . =atSy

Ki=|VotriVot. |"=atfri+pds. . —at8§

- -

a=b+c+d+...;

comprehende-se facilmente como em cada caso se obtéem valo-
res de K, distinctos uns dos outros.
Determinagio de a.— A equagio pode escrever-se :

F(z)=(z—a)N _21{; (¢ — a)N—n 4 };K; K:' (z— a)N——,

=gN o AgN—-1f AlgN—2 ... SEoTa s :

seguindo os coefficientes de todos os termos, comprehendidos
entre aquelles, cujos expoentes sio N e N—n, a lei do desen-
volvimento da potencia (x— A)N, vird: A=Na e a = A:N. Seri,
portanto, a quantidade a a parte commensuravel da raiz, e, fa-
fazendo desapparecer o segundo termo da equagdo, esta ficara
reduzida aos termos, em que o expoente de 2 for multiplo de n.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 11

N'uma equacho desprovida de segundo termo, claro estd que as
raizes ndo téem essa parte commensuravel,
Transformadas. Abaizamento do grau da equagdao.— Mudando

(z—a)* em y, resulta a seguinte transformada, que é do grau
nﬂ—‘

Por commodidade convém fazer desapparecer este termo e
simplificam-se por esse facto os coefficientes dos outros, passando
immediatamente da equac¢io dada, por meio da hypothese

y=(x—a)+a,

& transformada

do mesmo grau que a precedente.
Em ambas as transformadas ndo entra a quantidade commen-
suravel a e os seus coefficientes sho funcgdes de m incognitas,

que entram em K.
L

Nas equagies indecomponiveis e, em geral, em todas aquellas
cujas raizes sdo todas conjugadas, o grau, ou € numero primo,
ou polencia de numero primo.

Para que da segunda transformada possa resultar uma equagio
algebrica de coefficientes reaes e commensuraveis, & condiglio
necessaria, que o coelliciente S, do segundo termo seja nullo,
visto ser formado por uma somma de incommensuraveis; ora,
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esta somma serd, como |1reccdunlemente se i,

a{r+r!+r3+ _._}-}-T(r!-i-f‘.. )+3{!"3+l"

Lo b P

e para tal fim requer-se, que as potencias successivas de qualquer
das raizes

r, S o Bl B R

da unidade sejam differentes, de modo que em cada um ﬂ'ﬂquelles
parenthesis existam todas, porque serd esta a unica maneira de
oblermos uma somma nulla. E indispensavel, por conseguinte,
que as n raizes da unidade, exceplo 1, sejam primitivas, o que
s6 succede, qu'm-:lu n [or primo, e, como o grau da equagdo
¢ n, ou uma potencia de », fica assim demonstrado o principio.

O numero de termos de qualquer das quantidades Sy, Ss,
S3... ¢ odos da potencia n de um polynomio, composto de m
termos, diminmido de m, ou

Pg(“+m— 1) (u_+ m—2).
1.2.3u.0m

eo d'nqurilm quantidades ¢ de n™—1; quando estes dois nume-
ros forem iguaes, a indecomponibilidade da equagdo, ou a pro-
priedade de ella ter todas as suas raizes mujugfufm, exige que 08
expoenles de v formem wm quadrado magico, substituindo-se nos
expoentes rt* por r*, sendo k <n.

Em qualquer das linhas, ou das columnas, precedentemente
feitas para os valores de K, repetem-se, ou podem repelir-se, os
valores dos expoentes ; é preciso, porém, que na mesma columna
cada um d'elles se repita o mesmo numero de vezes, e d'este
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modo teremos, sendo ¢ um coelliciente inteiro:

1‘--1 n
8= .Bq.Er’-F;;.q. Z.r+... =0
i=1 1 1

As unicas equagdes, que ldem sempre as raizes exrpressas por
meio de radicaes, sao as de sequndo, terceiro ¢ quarlo grau; quer
sr_;am indecomponivets, quer nio, ou aquellas, que se podem redu-
sir a eslas, ow ao primeiro grau, fazendo (x —a* =y,

Sendo qualquer das transformadas de grau n"™-1, o numero
de seus coeflicientes é n™—1+1; o do ;lrmm]ru termo & a uni-
dade e nos seguintes ha n"—"! coeflicientes em func¢lio dos quaes
se podem exprimir as quantidades V b, Ve,. .., e, como estas
siio em numero de m, o systema serd determinado, podendo as
raizes Ser sempre expressas por meio de radicaes, qunndn se
verificar a equagdo n™—1 =m, cujas solu¢des, em numeros intei-
ros sio: m=1, n qualquer; m=n=2,

No caso de ndo existir o segundo termo, as raizes s6 podem
ser expressas em funcgio de n™—'—1 coeflicientes ¢ para ser
determinado o systema ¢ preciso que se dé a equaglo:

=1 =m,

cujas solugdes inteiras sio:

m=2 n=3: m=J3, n=z

J4 se viu, que nas duas transformadas nlio entra a quantidade
commensuravel a ; de sorte que, quer n’ellas haja segundo termo,
quer ndo, os seus coeflicientes sdo sempre luncgdes das m quan-
tidades, que entram debaixo dos radicaes.

B
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Grupos de equagdes, cujas raizes sio sempre expressas por meio
de radicaes.

1. Grupo. — Caracterisado por m =1, n qualquer, & o das
equacdes do type (x—a) in —K"=0, tendo por transformada a
equacdo do primeiro grau: y — K* =10, com um si coefliciente
(além da unidade no primeiro termo) e um unico radical em cada
uma das raizes, Reduzem-se ai:mpre a este typo as equagdes do
ﬁc”imdu grau.

2.° Grupo. — Caracterisado por m=n=2, é o das equagdes
do typo

[(@—ap»— K] (= a)—

que téem por transformada a equagido do segundo grau :
y* = (K + Ky + K] K =

Ha dois radicaes em Ky e Kg, ou na lormula da raiz, dois coeffi-
cientes na transformada, e, como podemos identificar com esta
qualquer equacio completa de segundo grau, segue-se que fodas
as f'r.,:m:;ﬁrs d'este grau se podem considerar como transformadas
da equagio do grau n"=2%=4, as quaes por seu turno, se
n.du.*vm ao primeiro.

® Grupo. — Caracterisado por m=2, n=3, é o das equa-
l,'f.li.'s do typo:

a)fn — h:] [(.-r—ﬂ)“_}"* -

cuja transformada, sem segundo termo, é a equagdo de terceiro
grau:

n n AN fa
y*+3K] K. y— KKK 0.
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Todas as equacdes de terceiro grau se podem considerar, pois,
r:ﬂmﬂ n'urfsﬁJrr.uun'as de outras, do grau w"=3%*=9,
* Grupo.— Caracterisado por m =3, n =2, ¢ o das equacdes
d’ esie typo :

|@—af — K[| [(z— " — K} [(z— a)n — K]
> [p: —ajhn — l\ﬂ =),

cuja transformada é:
yh o+ xuju;.‘.y! SKKK, . y+ KK KK =0

Todas as equagdes de quarto grau sr pndem considerar como
transformadas de outras do grau n™ = 2% =8,

Em todas as equagies um'f-'mmprm.'lfm. de grau superior ao
quarto, n™—1— (m + 1) coefficientes sio funccies dos restantes.

Nas equacdes indecomponiveis todas as raizes slo conjugadas
e n'esse caso podemos formar n™—1—1 equacdes (numero de
coeflicientes da transformada), sendo as incognitas, s m radi-
caes de cada raiz. O numero, do enunciado, representa o das
equagdes de condigiio, ou o de coeflicientes, que podemos expri-
mir em funcgdo dos restantes; d’elles dependentes portanto.

Resolucio das equacdes, cujas raizes sio conjugadas.

Abstrahindo nas raizes da parte commens a 1880
tira-se o 5egundn termo & equagiio proposta — obtéem-se as ex-

pressdes de K:. ]{;,. .. multiplicam-se os factores da equaclo,

formados com estes numeros, ¢ egualam-se os coefficientes da
equacdo final, expressos nas quantidades b, ¢, d. . ., aos coeffi-
cientes da equagio dada. Obtendo d’esta sorte os typos das trans-
formadas, que ficam para sempre, facil &, logo que se queira,
fazer o confronto. Melhor seria o ter as I'urmulas das raizes, ex-
pressas nos coeflicientes, mas, além do quarto grau (da transfor-
mada) & muito laborioso, pelo menos, o obtel-os. Adeante deduzo
as expressdes da transformada e das raizes para os quatro pri-
meiros graus.

A resolugio faz-se ainda, introduzindo na equaglio — privada

. n -
do segundo termo — a raiz K_, ou qualquer das outras, e depois
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annullando os termos, que se podem reduzir a productos de in-
commensuravel por diversos polynomios.

Como o processo anterior este serh tambem mais adiante ap-
plicado.

Equagdes de graus superiores ao quarto, — 86 podemos expri-
mir as raizes em [uncgdes dos coeflicientes nas indecomponiveis,
e eslas s6 podem ser, como [oi visto, aquellas cujo grau for
numero primo, ou potencia de numero primo. A indecomponibi-
lidade deve, satisfeita aquella condigiio, reconhecer-se pelo facto
de serem n"—1— (m + 1) coefficientes funcgdes dos outros, o que
é difficil de averiguar pelas complicadas equagdes, que resultam
da eliminaciio.

Em geral : a equagio de grau n™—1, n primo, sendo indecom-
ponivel, serd transformada de outra, de gran n%, d'onde resulta
que as equagdes de graus 5,7, 8, 9, 11, 13. .., quando inde-
componiveis, sko respectivamente (ransformadas de equacdes de
graus 5%, 7%, 24, 33, 112, 13%. .. Muilas equagdes ha de qual-
quer d'aquelles graus, decomponiveis, visto que as suas raizes sé
em casos particulares se subordinam 4 forma de conjugadas.

Os quadrados magicos nos valores de K.— Nas equagdes, cujas
raizes formam systema conjugado, devem as potencias de r, em
todos os termos de cada columna de valores de K, serem diver-
sas, ou produzirem raizes differentes, como se viu; resulta d'ahi,
que os expoentes, substituindo r*+*, (k < n) por r* téem de for-
mar os seguintes quadrados magicos :

8.° grau 5.° grau 7.% grau
(S Rt e TR {0283 & & 86
24 gy g3 2.4 641 88
. SR Y R J-g frRgias g
3 8 2 1 bt & 216" 8
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