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DUAS CLASSES DE NÚMEROS 

P O R 

J . B . D ' A L M E I D A A R E Z 

(Tenente de engenharia) 

1 . A e x p r e s s ã o ge ra l da d i f fe rença d ' u m a o r d e m q u a l q u e r 
e m f uncçâo das q u a n t i d a d e s 

«0, U], U ^ , . . . Un 

é dada pela f o r m u l a 

n n ( n —1) . JV n 
A n M 0 = M n — Y M n - I + 1 2 M „ _ 2 — - ( - 1 ) » — U 1 

+ ( - l ) n M 0 . 

F a z e n d o n ' e s ta fo rmula 

Un = Xn 

e d a n d o a x os va lores 

O , 1 , 2 , . . . , i , . . . n 
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t e r e m o s 

i f i - l 
A'O" = t" — ( t - - 1 )"4- — 0 ' - 2 ) " . . . + ( — 1 ) " x O". 

1 1 . 

R e s u l t a m t a m b é m da theor ia das d i f fe renças as egua ldades (») 
s e g u i n t e s : 

A" On = 1 . 2 . 3 . . . n = n! 

A«+i 0 " = 0 . 
(2) 

A n + ^ Qn _ Q 

e tc . 

O calculo dos n ú m e r o s A iO" pôde se r fei to, dispondo-o de m o d o 
indicado no q u a d r o segu in t e (**) onde para exempl i f i ca r f i zemos 
n = í 

X a;5 Al A2 A3 A* A 5 

0 0 1 30 IfiO 240 120 
1 I 31 180 390 360 
2 32 211 570 750 
3 243 781 1320 
4 1024 2101 
5 3125 

O s n ú m e r o s 1 , 3 0 , 1 5 0 , 2 4 0 , são o s valores d e A 1 O 5 , A 8 O 5 , 
A 3 O 5 , A i O s , A5Q s . 

(*) Vide por ex.: Serret. Alg. Sup., tomo i. 
(*#) Seiret-, loc. cit. 
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8. Pa ra fo rmar um q u a d r o só dos A1On , o processo a d o p t a d o 
seria moroso , e por es te motivo vou a p r e s e n t a r um ou t ro , f undado 
n u m a re lação que passo a d e m o n s t r a r . 

Com effei to t em-se 

i .. .. , , t li — 1 ) . . . ( / — m + I V . 
A1O" = i n — Íí — 1)" + . . . ± v ' i -(i—m)n 

1 m ! 

= P . . . + ( - 1 ) " 0 » 

= i ' i - ( , - _ l ) n - l . . . 

i ( i — 1) ( i — 2 . . . ( » — m + 1) N , 1 

m l J 

Hh í ^ ( i - - (i - 2 ) » - i . . . 

= P - - r , ( » - • » ) — . . (m — 1) J 

isto é ( * ) 

( 3 ) A i 0" = i A i 0 " - ' - f i A i - I O " - 1 = i [A' 0 " - 1 + A ' - 1 O n " 1 ] , 

f o rmula r e c o r r e n t e , q u e pe rmi t t e o rgan i sa r r a p i d a m e n t e uma táboa 
dos n ú m e r o s A i O" , e m p r e g a n d o u m a s o m m a e u m a mul t ip l i -
cação 

(#) Vide por ex.: Cesaro, Analisi algébrica. 
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T A B O A I 

Dos n ú m e r o s A' 0" 

i = l 1 = 2 i = 3 i = 4 i = 5 i = 6 i = 7 i = 8 i = 9 

AiO1 1 
A iO' 1 2 
AiO3 1 6 6 
A^O4 1 14 36 24 
AiO^ 1 30 150 240 120 
AiO6 1 62 540 1560 1800 720 
AiO7 l 126 1806 8400 16800 15120 5040 
AiO8 1 254 5796 40824 126000 191520 141120 40320 

• 

3. Da re lação (3) deduz-se 

fo rmula mui to própr ia p a r a o calculo dos n ú m e r o s — - — (*) e 
i ! 

por meio da qual ca lculámos a tabeliã s egu in t e , e m p r e g a n d o u m a 
mul t ip l icação e uma addição . 

(#) Considerados por d'0cagne (American Jornal of Mathematics, 1887). 
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TABOA II 

A1On 

Dos números - r - r 
í ! 

i = l i = 2 i = 3 i = 4 i = 5 i = 6 i = 7 i = 8 i = 9 

AiO1 

t! 
A1O1 

1 i! 1 

A'03 
J •i 1 

íl 
1 

AiOi 

i! 
1 7 6 1 

A1O5 

«! 
1 15 25 10 1 

AiO6 

i I 1 31 90 65 15 1 

A'07 

il 
1 63 301 350 140 21 1 

AiO8 

ir 1 127 966 1701 1050 266 28 1 

A iO" 
Nota.—A relação (4) mostra que os números —— são to-

dos inteiros, isto é 1 ' 

A iOn = O ( m o d . i l ) . 

A iO" 

Os números A1On e os —— apparecem em muitas questões de 

analyse, e tendo nós já mostrado como pelo emprego das rela-
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çõcs (3) e (4) se podem calcular , vamos ver que es tes n ú m e r o s 
a p p a r e c e m s e m p r e , q u a n d o se t racta de o b t e r as der ivadas d ' u m a 
funcção f i e " ) para a; = 0; é isso o que succede no calculo dos 
n ú m e r o s de Bernoul l i , E u l e r , e t c . 

4. Derivada de ordem n de f ( e x ) . 
Se ja u uma funcção de x e f(u) uma funcção de funcção que 

des igna remos por y. 
A der ivada y{n) de y r e la t ivamente a x è dada pela fo rmula (*) 

n l (UY(U11)V. . . (u<»>)* 
(5) ^ " - S — í ! -

a! f í . . . X! (2 ! )P . . . (n i )x 

onde o sommator io se r e f e r e a todos os valores de <x, 3 . . . y , 
q u e sa t is fazem a equação 

OC + 2(3 + . . . n \ = n , 

e onde é 

i = « + (á + . . . ) - . 

F a z e n d o u = ex, d ' u m a nota do s r . G o m e s T e i x e i r a conclue-se 
q u e a formula (5) pode escrever -se (G. Te ixe i r a , Calculo Dijfe-
rencial, 3.* edição, p a g . 2 2 8 ) : 

i = n jx 

(5') 
d" [ex— 1)' 

d x n J , = o 

(#) Bertrand, Calculo Differencial, pag. 308; Gomes Teixeira, Calculo 
DifferenciuL cap IV. Vide principalmente para a deducção da furiiiula (o') 
as observações da pag. 228 d'este ultimo livro. 
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e para a: = O 

Mas tem-se 

FdUec- 1V~| . i M, , i(i— 1) ,. 

isto é 

d 'onde a formula de Herschel l 

i=n Qjl 

(7) • 
i=i 

A formula (6) podia servir para definir os números A iO" e em 
par t icular podíamos deduzir sem recor re r á theoria das differen-
ças as formulas (2). 

A10" 
A formula (7) mostra que os números A ' 0 " e o s — r p - a p p a -

recem na derivação de f{ef°) para a: = 0, e é este o motivo porque 
apparecem nos problemas que em seguida vamos t rac ta r . 

5. Coefficientes da formula que dá a derivada de ordem qual-
quer de funcçâo de funcção. 

Seja y = eu, u = ex— 1 ; as formulas (8) e (7) dão 

n | i—n ^iQll 

(8) yl= 2 «i p r . . . x (2)3.. . („i)x = S i\ , 
i=i 

formula esta que permit te calcular a somma d 'es tes cocfficientes 
por meio da tabella II do n.° 2. 
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Da e g u a l d a d e a n t e r i o r d e d u z - s e a t t e n d e n d o ás fo rmulas (4 ) 
e(2) 

' = n A i O n ' = " - 1 A i O n - 1 « = " - ' A i - í n n - i 

rf-S^-Síx^V+S t ! ^ í ! i=l i=l Z O ' - 1 ) 1 

e a d e s e g u a l d a d e 

Vo 
n—1 

!/o 
< n 

ou 

• 5 < 
n ! ( n - 1 ) ! ( n - 2 ) ! ' 2 

Mas po r ou t ro lado t e m - s e 

y' = y.ex, 

e a fo rmula de Le ibn i t z dá pa ra a; = O, a t t endendo ás desegua l -
d a d e s an t e r i o r e s , 

Vo J _ / " - 1 \ i J _ 2 1 

n! = n! i = 0 V » ' J ° » .=i ( n - l - t ) ! ' 

e p o r t a n t o 

. l n . l V A iOn 

Iim —r 2/o = I i m —r —rj— = 0 , 
n=oo " • Tj= oo n ! i = o t ! 

o q u e d e m o n s t r a o t h e o r e m a de O. R a m o s e C. F a r i a ( * ) is to é , 

(#) Jornal de Sciencias Matli. e Astron., tomo vn. 
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a somma de todos os coeficientes da formula (5) dividida pela fa-
ctorial n ! tende para zero quando n augmenta indefinidamente. 

O. Números de Bernoulli.—Definindo os n ú m e r o s de B e r -
noull i pela e g u a l d a d e 

4 1 - " + 1 (n) 
B n = ( - 1 ) 2 2 " + 1 — 1 ^n 

onde y^ 6 o valor da der ivada de o r d e m n da funcção 

-i y = ( í + e * ) 

p a r a x — O, r esu l ta (*) que os n ú m e r o s be rnou l l i anos são nul los 
q u a n d o n é p a r . Appl icando a fo rmula (7) a es ta ultima funcção 
ob t emos 

<„) A ' 0 -

i=-i 

t e m o s , pois, a fo rmula de Gomes T e i x e i r a 

± t l n + \ *'=" A i O" 

f = i 

Ha ainda uma ou t r a formula para o calculo dos n ú m e r o s de 
Bernoul l i , que como a an t e r io r e x p r i m e es tes úl t imos n ú m e r o s 
em funcção dos A ' 0 " . 

(#) A definição aqui adoptada é a do sr. Gomes Teixeira (Cale. Biff.). 
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P a r a a deduz i r cons idero a funcção 

í M - í W = ^ ^ t 

Der ivando n vezes a iden t idade 

CC 

o b t e m o s 

(a) * + » = •?<") (x) — 2 n cp" ( 2 x ) 

e, em vista da definição d a d a , t emos (*) pa ra # = 0 

P o r ou t ro lado t emos , pondo e35 = z, e der ivando em o r d e m 
a z : 

f H ( Z - I ) = I o g s 

z 

f'(e*)(z - 1 ) = ( - l ) x l - 2 f ' ( e « ) 

(#) Gomes Teixeira, Ioe. cit. 
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e em gera l 

/ T - U («*) ( z - 1 ) = ( - 1 ) " - ( « + 1 ) /•(«)(e*), 

e po r t an to pa ra a;== 0 

^ ) ( 1 ) = ( - 1 ^ , 

valor es te que subst i tu ido na fo rmula (7) dá a formula de I I e r s -
cliell (*) 

, , " - 1 *=" l iAn 
( 1 0 ) ^ = ( - 1 ) ^ . , = 3 ( - 1 ) ^ 

impor t an te na theor ia dos n ú m e r o s b e r n o u l l i a n o s : 

9. Números de Euler ( * * ) . — Definimos números de Euler os 
dados pela der ivação da funcção 

/•(«) = í 
' w ex + e~x 

(#) Vide Ed. Lucas, Theorie des Nombres, pag. 125. 
(##) Silvester, Comptes rendus deVAeadémie des Sciences (Paris, tom. 25). 

Estes números têm sido estudados também por Catalan, Memoires de l'Aca-
démie royale de Belgiquej 1877, e por André, J- de Leouville, IlI serie, e Lucas, 
loc. cit. 
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para £ = 0. Resulta d 'aqui que estes números são nullos quando 

o Índice da derivação for i m p a r ; como effei to é 

f (*)- f ("*) 

f ( x ) — f ' ( - x ) 

/ " w = n - * > 

r ( x ) = - f " ( - x ) 

Quando n é par , podem ser calculados em funcção dos A '0" , 
por meio d 'uma formula que vamos deduzir . 

Fazendo ex = z e f ( x ) = y (ex) = çp (a), tem-se 

, , 2 * 1 1 
1P («) F = = + 

+ Z2
 2 + i / _ t Z — ^J — l ' 

d 'onde derivando e fazendo z— 1, 

ou escrevendo os imaginarios deba ixo da forma t r igonométr ica , 

P ( n ) ( l ) = M ) " - Í c o s ( « + l ) J . 

2 2 ~ 

Substi tuindo este valor na formula (7) e a t tendendo á defini-



AlATiIIvMATICAS K ASTRONÓMICAS 1 5 

ç ã o dada , o b t e m o s f i n a l m e n t e 

E n = [ / " O O ^ 0 = 2 ( - 1 ) ' ^ cos ( i + l ) j . 

i = l 2 2 

P o d e m o s esc rever es ta formula d ' u m ou t ro modo , e m p r e g a n d o 
a no tação s y m b o l i c a ; com ef íe i to a formula p r e c e d e n t e dá i m m e -
d i a t a m e n t e : 

A2 A3 A i 

22 

A 6 A7 A8 A 1 0 

+ " 2 3 p " + ~ 2 Í <p~ 

e n o t a n d o que A = I t emos a formula symbolica (*) 

/ A2 A4 AS A» A 1 0 \ 
E . - ( 1 - A ) ( f i ^ + - + — - — 

A® A» + 
2 2 2 3 

(#) Notarei que a formula dada por E. Lucas no Exercício VII da pa-
gina 263 da sua Thcorie de nombres : 

é inexacta, pois que além da troca de signae.% não diz que se deva fazer 
a exclusão dos termos cujos expoentes forem da forma ím + 1 . 
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na qual ao e f f ec tua r o p roduc to devem ser subs t i tu ídas as p o t e n -
cias de A pelas d i f fe renças c o r r e s p o n d e n t e s de xn pa ra x = 0. 

P o r meio da fo rmula o b t e m o s os segu in tes valores de En 

E 0 = - I , E 2 = - I , E i = + 5 , E 8 = - 6 1 , 

E 8 = - 1 . 3 8 5 , e t c . 

8. Números de Genoccki. — E s t e s n ú m e r o s , cons iderados po r 
E u l e r e mais t a r d e por Genocchi (*), podem ser definidos pela 
formula 

. [ M ^ r ) -
'* L dx» x=0. 

vê-se pois q u e é 

G 0 = O, G 1 = + 1 . 

Resu l ta da def in ição que os n ú m e r o s de Índices i m p a r (salvo G , ) 
são n u l l o s ; com effe i to t emos 

v ' dxn+i dxn v ' dxn 

(#) Annaes de Tortolini, 1852. 
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e para x = 0 

Gn + , = 2(»i + l ) x 
d" k>] 

'X -J 
K + 

dx1 J*=° 

onde o 2 . ° m e m b r o , como se disse no n.° 6, é nullo q u a n d o n 6 
p a r . 

Da formula an t e r io r deduz-se , pa ra o calculo dos n ú m e r o s de 
Genoccbi em funcção de A1O", a fo rmula 

i=n AL An 
( 1 3 ) G n + 1 = ( « 4 1 ) S ( - I j i - ^ r - . 

i = l 

N o t a r e m o s que da definição dada no n.° 6 dos be rnou l l i anos 
resu l la a segu in te re lação e n t r e os n ú m e r o s de Genocchi e os de 
Bernoul l i 

1+n 

G n + , = ( - l ) 2 2 ^ 2 " + 1 — 1) B„ . 

Po r meio d 'es ta formula ou por meio da formula an t e r io r po -
d íamos calcular os seguin tes valores de G n . 

G 0 = 0 ; G 1 = + 1 ; G 2 = - I ; G i = + 1 

Gc = - 3 ; Gg = + 1 7 ; Gjo = - I o o . 

9. Números R de Lucas (*) . — O s números cons iderados pelo 

(#) Lucas, Théorie des Nombres, pag. i25i . 
2 
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eminente geometra E d . Lucas podem ser definidos pela relação 

R n =[ 
d" f ( x ) 

dxu x=0 

d" gX _ g—X 

dx" x=0. 

Resul ta da definição que Rn = O quando n é impar . 
Pode-se facilmente obter a expressão d 'estes números em 

funcção de A ' 0 " do modo s e g u i n t e : 
Da iden t idade : 

f ( x ) . gX _ e-x 2 
X X 

+ 
ex — 1 <? + 1 

resulta 

(14) Rn= 

e, pondo 

/X») [x) 
x = 0 

d" 
X 

d" 
ex — 1 / \e !*+ 1 / 
dx" 

1 

dxn x=0, 

1 + e* ' 

as formulas (a) e (6) dos números 7 e 8 most ram que 6 

Rn = 
n n—l n—1 

2 „ _ 1 _ J t==n-1 A i 0 „ 

i= i 
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P o r meio d 'es ta formula podemos calcular o s n ú m e r o s R : 

1 1 7 S l 1 2 7 
R 0 = _ R 2 = - - , R i = + - . RG = - - , R 8 = + - . 

f O . Números de Catalan e D. André (*) . — E s t e s n ú m e r o s 
podem se o b t e r der ivando a funcção 

2a: 
M = 2. fí'2x) = 2 x — 

e fazendo x = 0. 
É fácil e x p r i m i r es tes n ú m e r o s em funcção dos A' 0" ; com effei to 

t e m o s 

, , , dn f(2x) 2 n f { n ) { 2 x ) = _ L L r L > 

logo, para a: = 0, a t t endendo á fo rmula dada no ^ 6 . ° , t emos 

" + 1 .. " + 1 i = = n ^iQn 
C„ = (— 1) * »o = ( - l ) 2 2 x 2 » x S ( - l ) 2 4 ' + 1 

i=1 

OU 

«+1 i=n 

( IB) C n = ( - 1 ) - 5 " " S ( - 1 ) ( 2 1 ' ' - * A i O n . 

Por meio d 'es ta formula achar íamos 

C 1 = I , C 3 = 2 , C 3 = 16 , C 7 = 2 7 2 , e t c . 

(#) Catalan, Mnnnires de VAcadinnieEoyale de Bdgiquej, 1877. D. André, 
Journal de Lionville, serie m, tomo VII. 
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Notnre i que da p rópr ia def inição dos números C n , r esu l ta q u e 
são nullos quando n 6 pa r . 

Obse rva re i , a inda , a respe i to d 'es tes n u m e r o s e dos an t e r io re s , 
que as fo rmulas (9) (12 ) ( 1 4 ) (15) dão as segu in tes re lações 

n + t 

G n + i = ( — 1 ) 2 2 ( 2 " + 1 — 1) B, 

n+1 

R n + 1 = ( - 1 ) 2 ( 2 n — 1) B n 

r _ ^ > K 

que pod iam servir de ponto de par t ida para o es tudo dos n u m e -
ros G, R e E, como o r d i n a r i a m e n t e se faz. 

i 1. Sommação de potencias semelhantes dos n primeiros nu-
meros. 

D o s q u a t r o m e t h o d o s ge raes , a s a b e r os de Pasca l , Abe l , Ber-
noulli , e F e r m a t , só es te ul t imo compor t a o e m p r e g o dos nu 
m e r o s A' O" . 

V a m o s deduz i r a fo rmula , que , segundo E d . Lucas , cons t i tue £ 
e x t e n s ã o do me tbodo de F e r m a t , adop tando uma m a r c h a diffe-
r e n t e . Com efleito t em-se (*). 

epx _ i 
1 + ex + eex + . . . +elíH-i)* = - = f ( f ) , 

ex— 1 

e, pondo ex = z, vem 

( 2 - i ) m - * - 1 

(#) Ed. Lucas, Théorie des Nombres, pag. 244. 



MATIIEMATICAS E ASTHONO.MICAS 2 1 

e 

r ( z ) ( z - i ) = p z r - i - f ( z ) . 

r ( z ) { z - l ) = p ( p - l ) z r - * 2 f ( z ) , 

r Mi*-1)=P ( P - i ) ( P - 2 ) - 3 r w , 

e em ge ra l 

/1") (a) (= - 1) =p (p 1 -) . . . O- n 4 1) zP-« - n/X«-D (z). 

F a z e n d o a; = O, deduz - se 

/ • (« -D (1) _ / > ( / > - * ) • • • ( P - " + 

e , der ivando os dois p r imei ros m e m b r o s da iden t idade que nos 
serviu de ponto de par t ida e app l icando ao 2 . ° m e m b r o a for-
mula (7) , t em-se , fazendo x = 0, 

p(p— 1). . . ( p — i) 
( 1 6 ) l " + 2 » + . . . + ( p - l ) " = S 1 . 2 , . . ( / + 1 ) A ' 0 " ' 

formula esta , que t r aduz , s egundo Lucas , a ex tensão do me thodo 
de F e r m a t (*). 

(#) A potencia m" d'um numero m é fácil de obter em funcção dos núme-
ros Ai O", applicando a formula (7) á funcção emx, o que dá immediatamente 

S j m (m — 1)... (m — i + 1) 
a formula : m" = ^ j T iTi iTTl A i O " . 
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13. Summação d'uma serie. 

Seja 

y = e'; 
t emos 

Cx C i x C-11X 

se r ie es ta , u n i f o r m e m e n t e convergen te em todo o p lano. 
P o r ou t ro lado as ser ies 

x Xz 

T 17 + . + + 

2 ! 
píx 

- T [ 1 + 
2x + . . 4 ¾ : + 

1 1 r plix _ 
n ! ~ n ! L 

1 + 
nx 

TT 
(nxi 

•+ . . . 

são t a m b é m u n i f o r m e m e n t e convergen tes no m e s m o plano. 



M A T I I E M A T I C A S E ASTHONO.MICAS 2 3 

T e m o s pois , e m v i r tude d ' u m Ihco rema d e W e i e r s t r a s s ( * ) , 

ee =e + 
x 

m 
X1 

+ 2 1 

• 22 

2~ 

+ 
n "I «i J + 

N ! 

+ 
X" 

nl 

2" Hn 
1 + + 2! n: 

+ . .. + 

+ 

Mas a formula de Mac-Laur in dá 

e" = vri x 

H=O 

d" (ec) 
dx" JJ=O, 

onde 6 ( formula 8) 

L í/J:'1 Jx=O ^ i! ' 

C o m p a r a n d o o d e s e n v o l v i m e n t o dado pela fo rmula de M a c - L a u r e n t 

(#) Mornt. der Kòn. Ahad. der Winsenchaften zu Berlin, 1880. Vide tam-
bém o cap. VII do Cale. Di/f. do Gomes Teixeira. 
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com o da fo rmula ( 1 7 ) ob temos 

n ^ m 2"1 3 m n m SnAiO" 
S - ^ - = I + - + - + . . . — + . . . = e S - T T - = K c 
« = i " 2 1 3 ! n ! i = n t ! 

onde o n u m e r o K é um n u m e r o i n t e i r o ; isto d e m o n s t r a que 

a somma de todas as series da fórma s a ° múlt iplos do nu-
n ! 

m e r o e quando m for um n u m e r o i n t e i r o ; aquel le n u m e r o é fucil 
de acha r por meio da taboa I I ou ou t ra ana loga . 

L i sboa , o u t u b r o de 1 9 0 1 . 
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BIBLIOGRflPHia 

Bertrand W. fíussel: Fssai sur Ies fondements de la Géomélrie 
(traduclion par A. Cadenat), Paris, G. Yillars, 1901. 

O estudo dos fundamentos da Geometr ia tem em todos os tem-
pos chamado a at tenção dos matliematicos e dos pli i losophos; e 
não admira , porque poucos assumptos são tão bellos e in te ressan-
tes. A lista dos trabalhos que a este respei to tôem sido publica-
dos, foi u l t imamente enr iquecida com um, ex t r emamen te notável, 
devido a um sábio dotado da maior competencia sobre o assum-
pto, o s r . B. Russel l , professor na Universidade de Cambr idge . 
D ' e s t e t rabalho magistral vem de publicar uma t raducção fran-
ceza o sr. A. Cadenat , prestando assim um grande serviço aos 
que não podem ler a edição ingleza, publicada pelo auctor . 

Na obra a que nos estamos re fe r indo são s i s t emat icamente 
expostas e p ro fundamen te analysadas as opiniões dos sábios mais 
eminentes que se tôem occupado da questão n'ella considerada, 
e são apresentadas , como consequência d 'es te estudo critico, as 
opiniões do auctor a respeito da mesma questão. 

Todos os assumptos considerados estão dispostos em quat ro 
g randes capítulos. No pr imeiro vem a historia do nascimento 
e do desenvolvimento das Geometr ias não euclideanas. No segundo 
são expostas e analysadas as opiniões dos pliilosophos a respeito 
dos fundamentos da Geometr ia . No terce i ro são estabelecidos 
p r imei ramente os axiomas da Geometr ia projectiva e depois os 
da Geometria métr ica . No quarto finalmente é descutida a questão 
de saber se alguma fórma de ex te r ior idade é necessaria à expe-
riencia e se se pôde abst rahir de toda a referencia á matér ia 
contida n'esta fórma. 
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G. Vivanti: Teoria delle funzioni analitiche. Milano. Iloepli, 1901. 

A magnifica coilerção de Manuaes publicados por U. I loepl i 
vem de ser enriquecida com mais um volume, o qual é consagrado 
á theoria das funcçôes analyticas, e foi elaborado pelo sábio pro-
fessor da Universidade de Alessina, G. Vivanti. É n'elle exposta , 
com assaz desenvolvimento, e com muita clareza e r igor , pelo 
metliodo de Weiers t rass , não só n parte hoje classica d'esta theor ia , 
mas l ambem alguns dos seus rapi tulos que estão ainda em via de 
formação. Esta ultima circumstancia dá ao livro um interesse 
especial. 

Para o estudo da theoria das funcçôes analyticas é subsidio 
indispensável o da theoria dos agregados de pontos. Por isso o 
sr. Yivanti se occupou d'ella em primeiro logar, consagrando-lhe 
as pr imeiras (>1 paginas do seu t rabalho. En t r ando depois no 
assumpto principal, estuda as series ordenadas segundo as poten-
cias inteiras e positivas da variavel e, como consequência, a de-
finição de funeção analytica, dada por Weie r s t r a s s ; estuda a noção 
de valor médio d uma funeção ao longo d 'uma ci rcumferencia , e 
como consequência apresenta a demonst ração do theorema de 
Lauren t , dada por P r i n g s h e i m ; demonstra um grande numero de 
theoremas relativos ás funcçôes in te i ras ; expõe as indagações de 
HIittag-LeIller sobre a representação analytica das funcçôes com 
infinitos pontos singulares quaesquer , etc. A reunião d 'es tes assum-
ptos fórma uma segunda pa r t e do livro, consagrado ás theorias 
hoje classicas. Na terceira par te , consagrada a complementos d 'es ta 
theoria , apresenta a lgumas indagações de Poincaré, Hadamard , 
Picard, etc. , sobre as funcçôes inteiras ; refere-se ás generalisações 
de que tem sido objecto modernamente o problema da r e p r e -
sentação das funcçôes analyt icas ; t racta das funcçôes com lacu-
nas ; tracta das relações en t re os pontos singulares de duas funcçôes 
analyt icas ; es tuda os pontos singulares d 'uma serie de potencias 
existentes sobre a circumferencia do circulo de convergência, 
etc. 

M. Godefroy: La fonction gamma; théorie, hisloire, bibliographie, 
Paris, G. Villars, 1901. 

Em 1 8 8 8 foi publicado por Brunei , nas Mémoires de la Soei tf té 
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des sciences physiques de Bordeaux, uma monographia da funcção 
gamma . Desde essa occasiào até agora novos e impor tantes t ra-
balhos lêem continuado a enr iquecer a theoria d 'esta luncção, e 
tornara-se por isso desejável nova e mais completa monographia , 
que os tomasse em consideração. O excellente t rabalho que , a 
respeito d 'este assumpto, vem de publicar o sr. Godefroy satisfaz 
a esta condição, pois que uhi são apresentados todos os resultados 
impor tan tes que , sobre elle, têem publicado os geómetras até aos 
últ imos tempos. 

Não é porém só por esta circumstancia que o livro a que nos 
es tamos refer indo merece a t tenção. Merece-a t ambém pela e le -
gancia e clareza da exposição, pelo interesse das suas informações 
his tóricas e bibl iographicas, pelo modo original como são condu-
zidas a lgumas demonst rações , etc. 

A b r e o livro por um resumo, muito bem feito, da historia da 
funcção g a m m a . Depois é expos ta , nos capítulos 11 e III, a theo-
ria geral d 'esta funcção e são demonst radas as suas propr iedades 
essenciaes. IS"esta exposição o auctor par te da definição de Gauss , 
e e m p r e g a , como ins t rumento para as suas demonst rações , a 
theoria das series. 

O capitulo IV é consagrado á theoria da funcção de Binet, á 
demonst ração das formulas de Gudermann e St i r l ing; o capitulo IV 
á theoria das funeções que se obtôem derivando a funcção gamma 
re la t ivamente ao a r g u m e n t o ; o capitulo Vl à exposição das for-
mulas para o desenvolvimento da mesma funcção e d outras , com 
ella l igadas, em series inteiras. O capitulo VII encerra interes-
santes applicações analxticas das funeções es tudadas . 

Mui tas questões interessantes da Analyse têem tido a sua ori-
gem na theoria da funcção g a m m a . O sr. Godefroy tem o cuidado 
de as indicar nos Iogares competentes , augmentando assim muito 
o interesse do seu bello t rabalho. 

E. Borel: í.eçons sur Ies séries divergentes. Paris, G. Villars, 
190!. 

Como já aqui dissemos o sr . Borel anda escrevendo uma serie 
de livros, em cada um dos quaes é considerado um capitulo da 
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theoria das funcções. De dois d 'estes livros já têem conhecimento 
os leitores d 'este jornal . O terceiro vem de ser publicado e é con-
sagrado á theoria das series divergentes , assumpto que tem sido 
mui to estudado pelo eminente geometra f rancez. 

As series divergentes, quasi postas fóra do Analyse por Abel 
e Cauchv, á qual ficaram apenas ligadas por um laço, o da for-
mula de St i r l ing, voltaram nos últimos tempos a fazer ahi a sua 
en t rada . Esta circumstancia tem fácil explicação. Como os resu l -
tados, obtidos por meio d'ellas, pelos geómetras anter iores áquelles 
dois grandes analystas, e ram quasi sempre verdadeiros, era n a -
tural procurar o motivo d esta coincidência, que não podia ser 
for tui ta , e, como consequência, procurar em que casos se podem 
applicar sem receio de er ro . É dos resultados obtidos n 'es te s e n -
tido, dos quaes grande quinhão pertence ao sábio auctor do livro 
a que nos estamos refer indo, que elle se occupa no seu impor-
tante t rabalho. 

Abre o livro por uma introducção, muito bem feita e muito 
in teressante , na qual é exposta a historia da questão n'elle con-
s iderada. Depois no capitulo I são expostos os t rabalhos de Poin-
caré sobre as series asymptot icas ; no capitulo Il os t rabalhos de 
L a g u e r r e , Padé e Stiel t jes sobre as fracções continuas e sobre a 
conversão das series divergentes n a q u e l l a s f r a cções ; nos capí-
tulos III e IV os trabalhos do auctor sobre a general isação da 
noção de somma d 'uma serie, e as relações d'esta theoria com a 
do prolongamento analyt ico; f inalmente no capitulo V os desen-
volvimentos em serie de polynomios, para o que o auctor par la 
dos t rabalhos impor tantes recen temente publicados por Mit tag-
Let l ler sobre a represen tação analytica dos ramos das funcções . 

D. Zoel G. de Galdeano: Estúdios de critica y pedagogia mathe-
malicas. Zaragoza, 1900. 

A primeira par te d 'este bello t rabalho é consagrado á phi lo-
sophia das mathemat icas . N'elle são apresentados os systemas 
phi losophico-mathematicos de Conte e W r o n s k i , depois são indi-
cados os mais importantes t rabalhos de analyse critica relativos 
ás mesmas sciencias, em seguida são magis t ra lmente analysados, 
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com elevado cri tério, os diversos conceitos fundamen taes que as 
formam e são classificados os ramos em que se dividem. Depois 
considera o auctor separadamente cada um d'estes ramos , e faz a 
sua analyse critica, considerando successivamente a Ar i thmet ica , 
a Geometr ia , a Álgebra , a Álgebra da Lógica, a Geometr ia una-
lytica, a Geometr ia enumerat iva , a theoria das funeções, a Geo-
metr ia cinematica, a Geometr ia differencial , e f inalmente a theoria 
dos grupos de t ransformação . 

A segunda par te do livro a que nos es tamos refer indo é consa-
grado á exposição de interessantes e sensatas considerações a 
respei lo do ensino em geral e do das mathemat icas em especial . 

Te rmina remos estas rapidas indicações sobre o excel lente t r a -
balho do sr. Galdeano recommendando a sua leitura muito agra -
davel e instructiva. 

R. Marcolonyo Lezioni di meecanica razionale. Messina, 1901. 

O nome do auctor d 'este livro ó bem conhecido dos leitores 
d 'es te jornal , que elle tem illustrado com interessantes ar t igos 
sobre applicação das luncções ellipticas a diversos problemas de 
Mecanica. Por isso conhecem já a sua alta competencia n 'este 
ramo das sciencius mathemat icas , a qual o refer ido livro, que 
encerra o seu curso feito na Univers idade de Messina no armo 
de 1 9 0 0 a 1 9 0 1 , comple tamente confirma. Lendo-o com at tenção 
nota-se , com eífeito, a boa escolha dos assumptos, a clareza, 
r igor e simplicidade inexcidiveis com que são expostos, a boa 
ordem em que estão encadeados, e a forma e legante , moderna e 
muitas vezes original das demonstrações . 

Os assumptos de que o sr. Marcolongo se occupa no seu livro 
são os que 6 uso ensinar cm um curso r egu la r de Mecanica ra-
cional ; e, para os t ra ta r , emprega o illustre geomet ra essa especie 
de methodo analytico-geometrico, em que o espir i to caminha 
directamente para o fim que pretende a t t ingi r , auxil iado pelos 
poderosos recursos da Analyse. 

Os professores de Mecanica das nossas Escolas super iores 
poderão, temos a certeza d'isso, t i rar proveito da leitura d 'este 
livro, onde encont ra rão questões que os hão de interessar , de-
monstrações e modos de expor que poderão approvei tar . Aos 
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aluirmos das mesmas Escolas pôde elle t ambém pres t a r serviços 
como auxiliar do seu estudo. 

H. Vogt: Éléments de Malhématiques supérieures. Paris, Nony 
et C.ie, 1901. 

Os assumptos mathemat icos considerados n 'esta obra são in t e r -
médios en t re os que fazem objecto do ensino dos Lyceus e os 
que são t ra tados nos cursos super iores d 'esta sciencia. Por isso 
é ella destinada áquelles que, tendo te rminado o curso do Lyceu, 
p re tendem seguir um curso de sciencia applicada ou um curso 
superior de Mathemal ica . Es tá dividido em sele partes , cujo 
objecto vamos resumidamente indicar. 

A primeira par te 6 consagrada a alguns complementos de 
Álgebra . São alii estudados os determinantes de duas e t res co -
lumnas e sua applicação á resolução das equações do pr imeiro 
g r á o ; a formula do binomio de expoente i n t e i ro ; a theoria dos 
radicaes e expoen te s ; a par te e lementar da theoria das ser ies , a 
theoria da funcção exponencial c dos logari thmos. 

A segunda parte é consagrada á Geometr ia analytica. São n e l l e 
expostos os princípios geraes d'esta sciencia, e a sua applicação 
á recta , ás curvas de segunda o rdem, ao plano e ás superfícies 
de segunda o rdem. 

Na terceira par te é considerado o Calculo dif lerencial . T r a -
ta-se n 'el la de de terminação das derivadas das funeções elemen-
tares , da formula de Tavlor para o caso d 'uma e muitas variaveis, 
das formulas de interpollação e das applicações anal j t icas mais 
usuaes do mesmo calculo. 

A quinta par te 6 consagrada á theoria das equações. Abre pela 
theoria dos imaginarios. Vem depois o estudo das propr iedades 
das raizes das equações algébricas. Segue-se a resolução da e q u a -
ção do terce i ro g ráo e termina pela resolução numér ica das 
equações . 

Na quinta par le trata o auctor das applicações geometr icas da 
Álgebra e do Calculo diíFerencial que se encontram ordinar iamente 
nos manuaes e lementares de Calculo differencial. 

A sexta e sétima parte são consagradas ao Calculo integral , 
e consti tuem um curso regular d'esta sciencia. 
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T e m ainda o livro uma serie de notas, onde sào completados 
a lguns assumptos considerados an te r io rmen te e uma serie de 2 1 8 
e x e r c i d o s relativos ás diversas questões es tudadas . 

A exposição das diversas doutrinas de que se occupa o sr. Yogt 
11a sua excel lente obra é feita com notável clareza e perfei to rigor, 
qual idades indispensáveis em t rabalho que tem o dest ino do actual. 
P o r isso deve a sua leitura ser recommendada vivamente aos 
a lumnos das nossas Escolas , que d'elle hão de t i ra r muito pro-
veito. 

F. Michel: Recueil de problèmes de Géométrie analy tique. Paris, 
G. Willars, 1900. 

Para se aprec iar a ut i l idade d 'esta collecção de problemas 
basta dizer que ella contém as soluções d<; todos os problemas 
de Geometr ia analytica propostos nos concursos de admissão á 
Escola Polytechnica de Par i s nos annos de 1 8 6 0 a 1 9 0 0 . Cada 
ques t ão é seguida de preciosas indicações bibl iographicas, onde 
são indicadas as obras ou jornacs onde se encontram out ias 
soluções da mesma questão. 

G. Pesci: Abbaco per el calculo delia lalilude (Rivisla maritlima, 
Roma, 1898). 

Cenrii di Nomografia con molte applicazioni alia Balística. 
filem, 1900). 

•—•—Albaclii Irigonomelrici (La Corrispondenza. Livorno, 1900). 
Applicazione delia Nomografia a un problema di Geometria 

pratica (II Mmilore técnico. Milano, 1900). 
Di una luwva tnaccltina per risolvere Ie equazioni (Cor-

rispondenza, Livorno, t. i). 
Coslruziime di dite atbachi trigonomctrichi (Supplemento al 

IJeriodico di Malematica, 1900). 

Contém estes t rabalhos impor tantes applicações da Mono-
grapliia. 
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Pietro Ripa: Il problema delia divizione delia lemniscala (Gior-
nale di Matematiche. Napoli, 1900). 

O objecto d 'este t rabalho é a divisão de lemniscata em par tes 
eguaes por meio da funeção p de W e i e r s t r a s s . 

V. Larangeira: A proposilo do raio minimo de um arco de para-
bola compreliendido entre duas langenles (Revista de Engenheria 
militar. Lisboa, 1900). 

O auctor d 'es te util t rabalho apresenta n'elle uma construcçâo 
geometrica simples do raio de curvatura minimo d 'um arco de 
parabo la . 

Primera reunión dei Congreso cientifico lalino americano. Trabajos 
de la 2 ." sección (Ciências fisico-quimicas y nalurales). Buenos-
Aires, 1899). 

G. T. 
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BiBLIOGRAPHIA 

E. Torroja: Tratado de Geometria de la posición y sus a pi i ra-
ciones á la Geometria de la medida. Madrid, IS99. 

Não ('• g rande o numero de obras que lêm sido publicadas 
sobre a Geometr ia de posição, e a lguns pai /es lia, em que a 
cul tura das sciencias mathemat icas está alinz ad ian tada , nos quaes 
não existem t ra tados desenvolvidos d 'este assumpto. Na nossa 
peninsula não t inha até agora sido publicado nenhum, nem em 
Hespanha, nem em Por tugal . Esta lacuna vem de ser preenchida , 
pelo que respei ta á Hespanha , pelo bello e impor tante Tratado 
que vem de publicar o sábio professor da Universidade de M a -
drid, D. E. Torroja ; o qual prestou assim um grande serviço 
aos que quizerem es tudar este r amo importante das sciencias 
mathemat icas tanto n 'aquel le paiz, como mesmo no nosso (graças 
ao facto de estar escripto n uma lingua que todo o portuguez lê 
com facil idade), pondo á disposição d'elles um livro concebido 
com largueza de vistas, redigido com clareza, elegancia e or ig i -
nalidade, e que pode figurar na lista dos melhores t ra tados que 
têm sido publicados sobre a Geometr ia de posição. 

Na obra referida são expostas , segundo o titulo mesmo indica, 
as doutr inas que consti tuem a Geomet r ia de posição, e as suas 
applicaçòes á Geometr ia da medida . Estas applicaçôes vão até ao 
ponto de a b r a n g e r propr iedades que se deduzem mais facilmente 
por outros methodos , mas que o auctor quiz considerar , a fim de 
mostrar a fecundidade e genera l idade dos methodos da Geometr ia 
de posição. Na ordem a seguir para expòr aquellas doutr inas 
preoccupou-se o sr. Torroja pr incipalmente com o fim de ser util 
aos que as quizerem es tudar pela pr imeira vez, não considerando 

4 
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desde o principio as theorias geraes para depois descer aos casos 
par t iculares , mas subindo pouco a pouco d 'estes ató àquellas. E s t e 
melhodo tem tres vantagens pr inc ipaes : dá lo«ar a uma melhor 
graduação das dilBcuIdades; permit te que as applicações venham 
mais c e d o ; educa melhor o espir i to para as indagações originaes, 
porque é por este methodo que se formam as sciencias. T a m b é m , 
com o mesmo fim, misturou as propr iedades métr icas com as 
correspondentes propr iedades projectivas, de modo a serem gra-
dualmente es tudadas umas e o u t r a s ; e para que d 'este facto não 
iesul te inconveniente para aquelles que quizerem estudar só a 
Geometr ia de posição, são designadas por um signa] as paginas 
que encer ram propr iedades métr icas . 

Não nos é possível, sem exceder os l imites de que dispomos, 
dar noticia de todos os assumptos que encerra o livro do sr. Tor-
roja, tal é a riqueza de mater iaes , Iructo de conhecimentos pro-
fundos e extensos da sciencia a que <5 consagrado, que este illus-
t re geometra ahi reuniu . Limitar-nos-hemos por isso a indicar 
qual é o objecto principal de cada um dos 36 capítulos em que 
elle está dividido, para que os leitores d 'cste jornal façam, pelo 
menos, ideia dos pontos á ioda dos quaes se ag rupam as doutr inas 
cons ide radas : 

I Pre l iminares . II Parallelismo e e lementos no infinito. III Rela-
ções métr icas en t re segmentos e ângulos. Perpendicular idade. 
IN' Series perspectivas. V Polygonos e polyedros. VI F i g u r a s 
perspectivas planas e radiadas . X'11 General isação dos conceitos 
anter iores . VIII Relações métr icas nos pohgonos , ângulos polye-
dros e polyedros ordinários. IX F igu ra s harmónicas . X Ser ies 
recti l ineas perspectivas entre si. Xl Curvas e cones de segunda 
o rdem. XII Circumferencia . XIII Relações projectivas entre figu-
ras de segunda ordem. X I V F igu ras homographicas e cor re la t i -
vas. XV Figuras homographicas em posição especial . XVI F igu-
ras correlativas com os recintos planos e os corpos geometr icos . 
XVl I Ser ies em involução. XVII I Svsteinas em involução. 
X l X Elementos imaginarios XX Superficics de segunda o rdem. 
XXI Polaridade e figuras inversas. XXII Relações métr icas nas 
figuras perspectivas e na involução. XXIII Relações métr icas nos 
polvgonos e polyedros. X X I V Areas e volumes. X X V Superfícies 
polyedricas e pol iedros regulares . XXVI Figuras polares planas 
e radiadas . X X V l I Curvas e cones de segunda ordem conjugados 
ent re si. Involuçôes projectivas com uma figura e lementa r . 
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X W I I I Diâmetros e centros das curvas de segunda o rdem. 
X X I X Planos d iamet raes e diâmetros dos cones de segunda or-
dem. X X X Systemas de c i rcumferenc ias e de espheras orthogo-
naes. X X X I Focos e directrizes das curvas de segunda o rdem. 
X X X l I Rectas Iocaes e planos cyclicos nos cones de segunda 
ordem. X X X l I I IIomoIogia das curvas ou cones de segunda o r -
dem. X X X I Y l i lementos conjugados a duas curvas ou a dois cones 
de segunda o rdem. X X X V Systemas de linhas e de cones de 
segunda ordem e segunda classe. X X X V I Curvas inversas re la t i -
vamente a uma curva ou a um cone de segunda o rdem. 

Para te rminar esta noticia resta nos r e c o m m e n d a r vivamente aos 
que em Portugal cultivam a Geometria pura e acham prazer no es-
tudo dos seus bellos methodos esta obra magis t ra l , que dá a maior 
honra ao illustre professor que a e sc re \eu e á sciencia hespanhola, 
e que mostra com quanto successo se estão cultivando no paiz 
visinho as sciencias mathemat icas . Accrescen ta remos que, por 
meio «1'esta obra , ao mesmo tempo e lementa r e desenvolvida, 
podem principiar o estudo da Geometr ia de posição os que ainda 
a não conhecem ; podem continual-o e es tendel-o os que já a 
sabem. 

Ji1. Calien: Rlenienls de Ia lliéorie des nombres. Paris, Gauthier-
ViHars, 1900. 

Exis tem em Allemanha muitos t ra tados modernos da theoria 
dos números . Em F r a n ç a porém não existia até agora n e n h u m , 
como diz o auctor do livro cujo titulo vimos de mencionar no pre-
facio d 'este livro. Es ta lacuna vem de a p reencher o sr. Cahen da 
maneira a mais feliz com a publicação da sua excel lente obra , 
onde é estudada a par te e lementar e definit ivamente constituída 
d esta bella theoria . A respeito da parte mais elevada e ainda em 
via de formação da mesma theoria p romet te o s r . Cahen occu-
par-se mais ta rde em outro t rabalho. O modo como está redigido 
o primeiro leva-nos a desejar vivamente que elle cumpra breve-
mente esta promessa . 

Para tornar a lei tura do seu iivro accessivel a maior n u m e r o 
de leitores o auctor principia pela exposição de alguns principios 
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de Ari thmetica e lementar , passando todavia rap idamente pore l l e s 
e notando só o que é fundamenta l e mais importante para os 
estudos feitos depois. Es t a s doutr inas e lementares são considera-
das no capitulo l . ° , onde se refere íis definições e leis das ope-
rações numér icas , aos princípios de theoria de divisibilidade dos 
n u m e r o s e da theoria dos números pr imos, e 110 capitulo 2 .° onde 
são continuadas estas theorias e onde 6 exposta a parle elementar 
da theoria das fracções cont inuas . 

O capitulo 2.° 6 consagrado ã theoria das congruências. Contém 
os princípios da theoria geral das congruências , a resolução das 
congruências do pr imeiro grão, a analyse indeterminada do pri-
meiro gráo , a resolução das congruências binomias, etc. 

No capitulo 3 . ° é es tudada a doutr ina dos restos quadrat icos, 
a lei de reciprocidade, a resolução das congruências do segundo 
grão, etc. 

No capitulo 5.° ó exposta a theoria dos números irracionaes, 
o seu desenvolvimento em fracção continua, a sua classificação, 
etc. É considerada t ambém 11'este capitulo a distincçâo en t re 
números algébricos e t ranscendentes , e são expostos alguns theo-
remas relativos á primeira classe de números . 

No capitulo 0 . ° são f inalmente es tudadas com bastante desen-
volvimento as formas quadral icas binarias. 

Contém ainda o volume nove notas muito interessantes sobre 
os svstemas da numeração , sobre vários theoremas relativos aos 
números pr imos, sobre a decomposição dos números em factores 
primos, sobre as series de IJrocot e de Fa rcy , sobre os grupos 
modulares , sobre os números inteiros imaginarios , etc. 

A lgumas das ques tões consideradas levam a cálculos numéricos 
extensos. O auctor , n 'estes casos occupa-se do modo de os rea -
lisar e apresenta varias taboas dest inadas a este fim. 

Todos os auctores , desde Gauss, que se têm occupado da theo-
ria dos números , falam com enlhusiasmo das suas bellezas. O 
lt\ ro que vem de publicar a respeito d elia o sr. Cahen permil te 
que as possam aprec ia r aquelles mesmos que não têm cultura 
mathemat ica muito extensa, graças á clareza com que está es ; r i -
jito e á pequena preparação que exige para se poder ler . 
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E. Ilorel: Leçom sur Ies fonctions entières. Paris, Gauthier-Vil-
Iars, 1900. 

Contém este volume as lições feitas pelo sr. Borel na Escola 
Normal Super ior de Par is no anno de I S 9 7 a 1 8 9 8 . No seu 
ensino, que versa sobre a theoria das funcçôes analyticas, procura 
o eminen te geometra francez dar aos seus aluirmos conhecimentos 
mais intensos do (pie extensos da mesma theoria , p rofundando 
cada assumpto considerado e conduzindo-os a té conhecerem o seu 
estado actual . Por isso considera em cada anno uma par te muito 
l imitada d'esta theoria , mas que varia de anno para anno. Ora a 
publicação d 'estas lições dá Iogar a uma serie de volumes pre-
ciosos, de um alto valor scientifico, em que vão sendo successi-
vamente estudados com profundeza os diversos capítulos da theo-
ria das funcçôes analyticas. I i n d e s t e s volumes foi ainda ha pouco 
t empo mencionado n 'es te jornal O segundo vem de ser publicado 
e r e fe rc - se á theoria das funcçôes inteiras. N ellc os assumptos 
são expostos segundo a o rdem dos progressos mais impor tantes 
que t em lido a refer ida theoria . Assim no capitulo 1.° é consi-
derado o theorema fundamenta l de Weiers t rass sobre a decom-
posição d'estas funcçôes em factores pr imários . No capitulo 2.° 
são expostos os t rabalhos de L a g u e r r e sobre a noção de genero 
e sobre as funcçôes de genero Oe I, e são consideradas as inda-
gações que t iverem a sua origem n 'es les t rabalhos . O capitulo 3 . ° 
é consagrado ao estudo das relações, descober tas por Poincaré, 
en t re a o rdem de grandeza de uma luneção inteira e o seu g e -
nero, supposto finito, e en t re a ordem de grandeza da luneção e>a 
dos seus coelliciontes. No capitulo i . ° são considerados os resul-
tados obtidos por 1 Iadamard rela t ivamente á relação ent re o limite 
super ior do crescimento de um producto de factores pr imários 
e o expoente de convergência da serie dos modulas dos seus 
zeros. I rIrialmente no capitulo o .° é es tudado o theorema de 
Picard segundo o qual se F (2 = a e F (z) = b (F {z) sendo uma 
luneção inteira) não t iverem raizes F z é constante . Contém 
ainda o livro Ires notas importantes , uma sobre o theorema 
de Picard e duas sobre as funcçôes de crescimento regular e i r re-
gular . 

A esta iiotici i rapida do livro importante que vem de publicar 
o sr. Borel res la -nos accrescentar que n'elle, como no (pie Ioi 
an te r io rmente mencionado, se encon t ram espalhadas por todos os 
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capítulos vistas cheias de profundeza e or iginal idade sobre os 
assumotos considerados, t 

Heinrich Hurkhardt: Elliptisclie Funklionen. Leipzig, IS!>9. 

E s t e excel lente manual da lheoria das funcçôes ellipticas é 
notável pela riqueza de informações que dá a respei to da lheoria 
a que 6 consagrado e pela boa fórma como os assumptos estão 
expostos . Sem ser um livro muito ex tenso , entra muito no cora-
ção do assumpto e ab r ange o que de mais impor tante tem sido 
publicado a respei to d'el!e até aos t empos mais recentes . O s m e -
thodos empregados são, pelo que respei ta á par te em que a theo-
ria das funcçôes ellipticas depende da theoria das funcçôes ana-
lyticas os de Cauchy j os de l l i emann ou os de Weie r s l r a s s , 
segundo a natureza de cada questão considerada ; pelo que res-
peita a notações, são introduzidas p r imei ramente as de W e i e r s -
t rass e são depois ligadas com estas as de Jacobi . 

Abre o livro um capitulo onde são es tudadas , pelo methodo de 
R iemann , p r imei ramente as funcçôes racionaes de se da raiz q u a -
drada de um polynomio inteiro do terce i ro ou quar to gráo em z, 
depois os integraes d 'estas funcçôes. Depois no capitulo 2 . ° são 
estudados os pr imeiros princípios da theoria das funcçôes dupla-
mente periódicas e são introduzidas as funcçôes p{u), £(u) e 
ff(u), a pr imeira sendo definida pela sua representação por uma 
serie de fracções racionaes simples e as outras por meio de inte-
grações . É o mesmo methodo que para definir estas funcçôes nós 
empregamos já no nosso Curso de Analyse. No capitulo 3 . ° são 
expostos os theoremas de addição das funcçôes p (m) e <r (u) e 
são obtidas as decomposições das funcçôes duplamente periódicas 
em quocientes de funcçôes o e em sommas de elementos simples. 
São t a m b é m consideradas n'elle as funcçôes duplamente perió-
dicas de segunda especie. No capitulo 4 . ° são es tudadas as func-
çôes 0| (m), Ci («) e C3 (m) e são definidas e es tudadas por meio 
d 'es tas funcçôes as funcçôes de Jacobi snu, cnu, dnu. No capi -
tulo 5.° são estudadas as principaes propr iedades das funcçôes 
duplamente periódicas de 3 . ' especie, o são es tudadas e relacio-
nadas com as funcçôes c as funcçôes b de Jacobi . No capitulo 6 .° 
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é estudado com desenvolvimento o problema da inversão das 
funcçôes ellypticas. O capitulo 7.° 6 consagrado á resolução dos 
in tegraes ellyplicos ás formas canónicas ; o capitulo 8." á t r a n s -
formação l inear das funcçôes el lypt icas; o capitulo 9 . ° á degene-
ração das mesmas funcçôes, o capitulo 10.° ao estudo das condi-
ções da realidade dos valores d 'es tas funcçôes . No capitulo 1 I.0 

são es tudadas com desenvolvimento as funcçôes modulares . No 
capitulo 12.° é continuada a theoria da t ransformação . No capi-
tulo f.'5.° são expostos os methodos para o calculo numér ico das 
funcçôes e dos e lhp t icos integraes. (Is capítulos seguintes (1 4 . ° 
a Ki.") são consagrados ás a p l i c a ç õ e s da theoria das funcçôes 
ellypticas a algumas questões de Anal i se , Geometr ia e Mecanica. 

lista enumeração dos assumptos está longe de poder dar ideia 
da riqueza de informações que no livro se ap rendem, mas o pouco 
espaço de que dispomos não nos permit te desenvolvel-a mais . 
Pelo mesmo motivo nada podemos dizer a respei to dos methodos 
empregados cm rada q u e s t ã o ; o que [iodemos é accrescentar que 
em todo o livro se faz uso considerável dos methodos de Kiemann 
e esta eircumstancia torna-o muito diíTerente de outros livros a 
respeito da mesma theoria que mode rnamen te têm sido publi-
cados. 

P. Maiision: Elemcnls de la ihéorie des déterminants. Paris, 
Gauthicr- ViHars, 1900. 

Não 6 necessário fazer o elogio de uma obra que adquiriu tal 
credito que já conta seis edições, umas em francez e outras em 
allemão. Não conhecemos melhor livro para os alumnos es tuda-
rem a theoria dos de te rminan tes , graças á clareza, s implicidade 
e rigor com que está escripto. Ahre o livro por uma introducçao 
consagrada á theoria dos de terminantes de duas e Ires a lumnas . 
O estudo d 'es te caso simples, em que todos os elementos do de-
terminante se escrevem, prepara bem o a lumno para o estudo dos 
de te rminan tes de um numero qua lquer de colomnas, o qual exige 
maior esforço de a t tenção. Iisles últimos são es tudados em Ires 
capilidos, o pr imeiro consagrado ás definições e propr iedaces fun-
damentaes dos determinantes , o segundo á exposição das r e g r a s 
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para o sou calculo, o W c e i r o As applicações dos mesmos à theoria 
de eliminação. 

/'. Jhn barin: Nulions complementaires sur Ics courbcs usuelles. 
Paris, Nony, 1899. 

N'este opusculo, cscripto pelo auclor para uso dos seus discí-
pulos da classe superior de Mathematicas e lementares dos Lyceus 
de F r a n ç a , são dadas demonstrações mui to claras de varias pro-
posições r e l a t h a s As cónicas. 

Tannenbery. Léçons nouvelles sur Ies applieations gromélriques du 
Calcul différentiel. Paris, Hermann, 1899. 

Contém este livro as applicações geometr ieas do Calculo d i f e -
rencial que ordinar iamente se encontram nos melhores manuaes 
consagrados a este assumpto. Para as t rac tar o sr. Tannenherg 
par te , pelo que respeita tanto ás curvas como ás superfícies, das 
suas equações paramétr icas , e suppôe que as funeções dos pa râ -
metros que representam as coordenadas são susceptíveis de ser 
desenvolvidas em serie ordenada segundo as potencias de I - I 9 , 
no caso das curvas (< sendo o pa rame t ro considerado e /() o valor 
que elle toma no ponto estudado) e segundo as potencias de 
u~uo e ^o — v "O caso das superfícies (u e v sendo os parâme-
tros em funeções dos quaes se expr imem as coordenadas das 
superfícies e uo e ry os valores que elles tomam no ponto consi-
derado). Esla hypothese restr inge um pouco o numero das curvas 
a que se applicam as theorias consideradas, mas, em compensa-
ção, permi t te que se prescinda de considerar o resto das series, 
e de r eco r re r a outras Iiypotheses restrictivas mais par t iculares , 
que alongam muito a exposição e a tornam menos elegante e 
menos clara. 

A pr imeira par te do livro é consagrada ás propr iedades des-
criptivas das curvas. Ence r ra dois capítulos, o primeiro consa-
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grado á theor ia das tangentes e á theoria do plano osculador , o 
segundo á theoria dos envolventes. 

Na segunda par te do livro são es tudadas as propr iedades des -
criptivas das superfícies curvas. Contém t a m b é m dois capitulos, o 
pr imeiro consagrado á theoria dos planos tangentes e á theoria 
das superfícies envolventes ; o segundo íi theoria das superfícies 
r eg radas e das congruências e complexos de rec tas . 

Na terceira par te d.i sua obra estuda o auctor as propr iedades 
métr icas das curvas. Yèm nelle em um pr imei ro capitulo a theo-
ria da curvatura e torsão, as formulas de F r e n e t e Se r re t , e tc . , 
depois n 'out ro , applicaçôes á helice e á deducção de mui tas fór-
mulas relativas á variação de um segmento de recta que se desloca. 

A quar ta par te é consagrada ao es tudo das propr iedades métr icas 
das superfícies regradas , sendo um capitulo consagrado ás super-
fícies empenadas e o outro ás superfícies planificáveis. Depois na 
quinta par te são es tudadas as propr iedades métr icas das superf í -
cies curvas em geral . Vêm n'esta ultima par te os Iheoremas rela-
tivos ã curvatura das curvas t raçadas sobre uma superf íc ie dada , 
a theoria das linhas de curva tu ra , das linhas asymplolat icas , das 
l inhas geodesicas, os mais importantes resultados obtidos por Gauss 
na memoria celebre que consagrou a este assumpto , etc. 

E i s expostos, em traços largos, os assumptos considerados. Em 
quanto á fórma como são t ra tados accrescentaremos que a este 
respei to se encontra por todo o livro muita novidade. 

E. Fourreij: Récréalions arithméliqucs. Paris, Nony, 1899. 

Eis um livro que instrue muito, r ec reando ao mesmo t empo . 
Tôm-se publicado muitos livros consagrados, como esle , a recreios 
ar i thmeticos, mas que só podem aprovei tar a le i tores p repa rados 
com alguns conhecimentos de Ar i thmet ica . O presente volume, 
além de te r alguns recreios que são n'elle apresen tados pela p r i -
mei ra vez, está redigido de modo a poder ser lido pelos que co-
nhecem só as operações e r e g r a s praticas d e s t a sciencia. For 
isso pôde elle aproveitar a um n u m e r o considerável de leitores e 
pôde mesmo ser util ás crianças que , por medo d'cl!e, ap rende rão , 
b r incando , mui tas noções e t h e o r e m a s de Ar i thmet ica . Fara jus-
t i f icar esta ultima asserção basta notar que todos os recreios 
cons ide rados são acom panhados das respect ivas explicações, dadas 
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com a maior clareza, e que todas as noções e l l ieoremas de Ari th-
melica empregados são explicados ou demonstrados por meios 
quasi intuitivos. 

O livro está dividido em tres par tes . Na pr imeira são conside-
rados recreios relativos ás operações e são apresentadas proprie-
dades curiosas de alguns números . Mencionaremos, em especial , 
en t re os assumptos considerados n'esta primeira parte uma noti-
cia muito interessante relativa ao sysiema de numeração e modo 
de realisar as operações empregados pelos diversos povos (egy-
cios, plienicios, hebreus , chinezcs, musulmanos e IVancezes do 
século xv). Na segunda par te , consagrada a problemas, 6 consi-
derada em primeiro Iogar a ques tão que tem por objecto d e t e r -
minar a que dia da semana corresponde uma data d a d a ; depois 
vêm nuutos e variados jogos, uns antigos, outros modernos , mais 
ou menos interessantes . A terceira e ultima par te do livro é con-
sagrada á exposição de muitas questões relativas aos quadrados 
mágicos. 

Fitz-Palrick e Clievrel: Exercices dArithmélique. Paris, Hermann, 
1900. 

O ensino das mathematicas , para ser eílicaz, deve ser ao mesmo 
t empo theorico e pratico. Os alumnos tanto nos Lyceus como nas 
Escolas de instrucção superior devem lazer muitos e muitos e x e r -
cícios. E n t r e nós t e m - s e descurado bastante o ensino pratico, e 
é Iacil encontrar es tudantes intell igentes e que entendem bem as 
theorias que es tudam, que sentem embaraços grandes para resol-
ver questões mesmo simples que dependem das mesmas theorias. 
Ora , para auxiliar o professor no t rabalho de p repa ra r as ques-
tões e problemas que hão de propor aos seus discípulos, são p re -
cisas e quasi indispensáveis as collccções de problemas e exercícios. 

1'elo que respeita á Ari thmet ica é pequeno o numero de col-
lccções, que têm sido publicadas, e aquella cujo titulo foi dado, 
no principio d'esta noticia é a melhor que conhecemos. A escolha 
dos problemas é muito bem feita. Vê-se que os auclores t iveram 
em at tenção, n 'esla escolha, as necessidades da vida pratica e o 
d e s e m o h i m e n t o intellcctual dos a lumnos. Tiveram também em 
vista que as questões escolhidas fossem interessantes, l ista ultima 
circmnstancia é impor tante em obras d'esta natureza ; convém 
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que as questões propostas prendam a at tenção do a lumno, e julgo 
que a maior par te das que o livro encer ra estão n 'esle caso. 
Para augmenta r o interesse do livro fizeram os auctores acompa-
nhar muitas das questões consideradas de notas e observações 
que devem tornar a sua leitura muito ins t ruc tha e agradavel 
mesmo aos professores. 

Os problemas estão dispostos, como convinha, segundo a o rdem 
porque se es tudam ordinar iamente os assumptos da Ar i thmet ica , 
com 10 capítulos, onde são respect ivamente consideradas as ques-
tões relativas á numeração (cap. 1), operações ari thmelicas (cap. n, 
ih e ív) , divisibilidade e números pr imos cap. v. vi , e v i l ) , 
fracções, dizima e proporções (cap. v i u , ix , x) syslemas de nu-
meração (cap. xi , raiz quadrada e raiz cubica (cap. xu e x in , 
progressões (cap. x iv ) , questões diversas (cap. x v j e f inalmente 
varias questões e lementares da theoria dos números cap . xvi , 
Es tes capítulos encer ram 1 6 o questões com as respectivas solu-
ções. Segue-se depois uma segunda parte do livro que encerra 
mais de oOO exercícios relativos aos mesmos assumptos e classi-
f icados pela mesma o rdem, que não são acompanhados das r e spe -
ctivas soluções e que os alumnos que t iverem es tudado a pr imeira 
par te do livro não devem ter dilficuldade g rande em resolver . 

Viu-se pela enumeração das matérias sobre que versam os 
problemas, que elles se referem aos assumptos que no nosso pai/, 
consti tuem o ensino da Ari thmet ica nos Lyceus. Por isso pôde 
elle prestar grandes serviços aos professores d 'estes estabeleci-
mentos de instrucção. 

F. Tisseraml: Leçons sur Ia dclerminalion des orbiles, professccs 
à Ia Faculte des Sciences de Paris. Paris, Gaulhier- Villars, 
1900. 

Tisserand não se occupou no seu notável Trailé de. Mécanit/ue 
celeste da de terminação das orbitas dos planetas e cometas . O c -
cupou-se porém d 'este problema em um dos seus cursos na Fa-
culdade das Sciencias de Paris . Ora estas bellas lições foram feliz-
mente recolhidas pelo sr. Perchot , que vem de as publicar em um 
volume onde ó es tudado em primeiro l o g a r o melhodo de Olbers 
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para a de terminação das orbi tas dos cometas, depois o metl iodo 
de Gauss para a de te rminação da orbita d 'um planeta por meio 
de tres observações. Es tas lições são seguidas de um resumo, 
feito pelo sr. Perchot . das fórmulas empregadas para o calculo 
das orbi tas , postas debaixo da fórma mais própria para o calculo 
numérico, e de um modelo de calculo para o mesmo fim, e são 
precedidas de um prefacio do sr. Poincaré, onde são analysados 
a largos traços os methodos para a de terminação das orbitas. 

Anlouio dos Santos Lucas: A determinação da figura da terra 
pelas observações da gravidade. Porto, IS9S. 

O assumpto d 'este opúsculo é um dos mais interessantes da 
Mecanica Celeste e tem dado logar a trabalhos impor tantes de 
alguns dos mais celebres geómetras que tem havido. O auctor , 
por meio de uma exposição clara e bem ordenada , conduz o leitor 
pelo caminho percorrido pelos geómet ras , até A actualidade, para 
resolverem o problema da de terminação da figura da te r ra por 
meio do pêndulo, dando-lhe conhecimento do que de mais impor-
tante tem sido feito para isso e do estado actual da questão. 

Principia o opúsculo por um prefacio onde são expostas rapi-
damente as principacs phases por (pie passou o problema consi-
derado. No capitulo 1.° é desenvolvido em serie o potencial da 
gravidade e são expostos os princípios da theoria das funeções 
esphericas de que o auctor faz depois uso. No capitulo 2 . ° vem 
uma primeira solução aproximada do problema, que se obtém 
empregando só os primeiros te rmos da serie do potencial. Depois 
no capitulo 3.° vem a solução que. se obtém considerando toda a 
serie. No capitulo í . ° vêm os trabalhos de IIeImert relativos A 
convergência da serie refer ida . No capitulo o." são expostos e 
comparados os diversos methodos para a reducção da gravidade 
ao uivei do mar . 
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Mémain: KluJe sur l unificalion du calendier. Paris, Gauthier-
Villars, 1899. 

São evidentes ns vantagens que haveria em que os russos e 
gregos substi tuíssem o calendar io juliano, que ainda usam, pelo 
calendario gregor iano , usado pelos outros povos da E u r o p a . To-
davia não tem sido possível a té boje ob te r esta substi tuição, por 
se oppôr a isso o clero greco-russo, que por motivos de o rdem 
religiosa, não quer m u d a r a epocha de celebração da Paschoa 
ju l iana. O r a , para combater estes escrupulos, publicou o Revd .° 
Pad re Mémain nos Atinales du Kureau de Longitudes (t. v m ) a 
impor tan te memoria cujo titulo an tecede esta noticia, na qual faz 
a historia do calendario e das regras empregadas para d e t e r m i n a r 
a Paschoa desde o tempo do estabelecimento d 'esla festa por 
Moysés, para mostrar que a Paschoa gregor iana é a que está em 
harmonia com as t radições bibiicas, com as regras paschaes em-
pregadas pelos judeus e com as empregadas nos pr imeiros tempos 
do Christ ianismo. 

A Catalogue of 1(1:748 soulhern Stars deduced bij lhe United 
States Naval Observalorg from lhe zone observations made at 
Santiago de Chile, etc. Washington, 189o. 

The seconil Washington Catalogue of Slnrs logelher Wiih lhe an-
nual resultais upon w Iiich il is based. Washington, 1898. 

O Observatór io Naval dos Estados Unidos da Amer ica tomou 
sobre si o t rabalhoso encargo de construir um catalogo de estrel las , 
e a este encargo tem consagrado u i m par te considerável dos 
seus esforços. Os resul tados das observações até agora feitas para 
esse fim foram consignados em dois livros volumosos que a este 
respeito publicou. O primeiro livro contém os resul tados das ob-
servações feitas nos annos de 1 8 4 9 a 1 8 5 2 pelo tenente de ma-
rinha J. M. Gilliss em Santiago do CliiIi. Es tas observações re fe -
rem-se a 1 6 : 7 í 8 estrellas do hemispherio austral , cu jas coorde-
nadas vêm no livro refer ido. Precede este catalogo uma extensa 
in l roducção, onde são descr iptos minuciosamente os ins t rumentos 
e os methodos empregados para fazer as observações. 
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O segundo dos livros mencionados no principio d'esta noticia 
contém os Iogares de 5:1 o 1 estrel las , deduzidos de 7 2 : 9 1 4 obser-
vações feitas no Observatório Naval dos Estados-Unidos duran te 
o intervallo de iS i iS a 1891 . D estas observações 1 7 : 3 3 4 foram 
feitas pelo illustre as t ronomo do refer ido Observatório .Iohn K. 
Eas tman. Como no caso do volume anter ior , uma larga intro-
ducçâo precede as tabellas dos resultados das observações, na 
qual sào descriptos os instrumentos e os methodos empregados 
para fazer as observações e os cálculos. 

A. Memles d'Almeida e Rodolpho Guimarães: Cvrsode Topogra-
phia, t. í. Lisloa, IS99. 

A obra cxcellente cujo ti tulo precede foi escripta pelos auc to-
res para auxiliar os alumnos da cadeira de Topographia da Escola 
do Exe rc i t o de Lisboa no estudo d'esta sciencia. Iiin dois pontos 
de vista diíferentes podiam pois elles c< llocar-se no que respei ta 
á escolha dos assumptos a expôr . Podiam fazer uma obra de 
menores dimensões que contivesse só as matér ias professadas no 
estabelecimento a que a dest inavam ou fazer um Tra t ado desen-
volvido da sciencia a que é consagrado, redigindo-o porém de tal 
fórma que as doutrinas essenciaes não estivessem de tal modo 
enlaçadas com as que o não são que não fosse possível es tudar 
as pr imeiras sem conhecer as segundas . Op ta ram pelo segundo 
modo de vér e por este facto, que lhes ai igmenlou consideravel-
mente o t rabalho, merecem elogios e agradecimentos . Quando 
mais ta rde os mesmos alumnos, já engenheiros , t iverem de fazer 
t rabalhos de topographia , para os quaes precisem de conhecimentos 
mais especiaes , que não aprenderam na Escola, em obra a lguma 
os podem procura r e es tudar com mais facilidade do que n 'aquella 
que tantas \ezes t iveram de folhear e em que elles apparecem 
methodieamente ligados com os que ap rende ram. 

A obra a que nos estamos refer indo constará, segundo dizem 
os auctores no prefacio, de dois volumes. O primeiro vem de ser 
publicado e t rata dos levantamentos planimetricos regulares e dos 
elementos que os compõem. 
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Principia por uma introducção que encerra ideias geracs sobre 
as car tas topographicas . Depois no capitulo 1.° vêm os modos de 
f igura r o t e r r eno nas car ias , no capitulo 2 . " M in a doutr ina rela-
tiva á leitura e copia das car tas . Nota-se n esle ultimo capitulo 
um estudo bas tan te completo dos methodos geometr icos ap rox i -
mados para o calculo das a reas planas e ainda um estudo des-
envolvido da theoria dos p lan i ine t ros ; para este ultimo insp i ra -
ram-se os auctores n um bom trabalho de Mar recas Fe r r e i r a , de 
que se deu noticia n este jorna l . No capitulo 3 . ° ap re sen tam os 
auctores muitos methodos para d e t e r m i n a r sobre o t e r reno a 
direcção do meridiano. No capitulo 4 .° são es tudados os instru-
mentos e os me!bodos de observação empregados nos levanta-
mentos dest inados ás car tas p lanimetr icas . Finalmente no capi-
tulo 5 .° são considerados os meios [tara executa r estes levanta-
mentos no campo. 

A leitura d 'es te livro deixa a impressão de que os auctores 
não se inspiraram em obra alguma especial, mas leram muitos 
e variados trabalhos sobre Topographia e, medi tando depois sobre 
o assumpto , fizeram t rabalho próprio pelo que respeita á forma e 
ao methodo de o t ra ta r . Tiveram também o cuidado de mencio-
nar tudo o que em Portugal tem sido feito a respei to da ques tão 
a qne o livro é consagrado, dando- lhe assim uma feição nacional 
muito louvável. Devemos ainda observar que em todo o livro se 
nota rigor na exposição do que é theorico e cuidado na exposição 
de todos os deta lhes que pode necessi tar o engenhe i ro geographo 
para levantar e construir uma car ta . 

1). Kugcnio Guallarl: Monografia dei pianimelro de contador y 
principalmente de los modelos Amsler y sus derivados. Madrid, 
IS9S. 

No opúsculo, cujo titulo vimos de menc ionar , são descriplos os 
planiinetros de contador e 6 exposta com muita clareza a theoria 
d estes ins t rumentos preciosos. É considerado p r imei ramente e 
es tudado com certo desenvolvimento o planimelro de A m s l e r ; 
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depois s3o considerados os planimetros car tes iano, o planimetro 
polar com disco giratorio Amsler-Lal fon, os t res planimetros de 
Coradi , o p lanimetro de Wet ty-Starche 1 e tc . Com a publ icação 
d 'este opusculo prestou o sr . Guallart um bom serviço aos enge-
nheiros. 

G . T . 
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D o i i 

d X R cu / to 2 , , co , , 

= I f c o s I T ( I T 1 > 

dY R . w / (u2 \ 
• Sin — — — — -1- i- c o s — 4 

d u 2 2 V 2 2 

P o u r l 'arc st<j de Ia t ro i s i ème déve loppan te ou a donc 

R 2 / 2 

d s S = d X 2 + d Y 2 = — ( — -4- 4 c o s — - 4 ) (Zco2, 
4 V 2 2 

n . / t o - . to r . 
^ 3 = ^ - + 4 c o s — - 4 ) , 

U / 6 J » 
S 3 = T I I 

:! (O \ 
+ 8 s i n 4LO ). 

> 2 / 

P o u r t o = 2 i t , on a 

( 2 7 ) = 

11 es t fácil de voir que l 'on a Ies relat ions 

ds.± «t dss s.) 

d(x> 2 ' t/o) 1 
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e t m i m e 
ds j s 

Im 2 

s é tant 1'arc de Ia cycloide. 
Ces relat ions sont tout-à-fait générales , et on a 1'arc s„ de la 

n développante en fonction de 1'arc s n _ i de la ( » — 1 ) déve-
loppante an moyen de la formule 

(28) 5 » = i r / s - * d < * -Vi 
Voici donc la Ioi de formation des ares S1, « g , . . s „ . On prend 

Ies intégrales successives de x 

s = 4R — c o s - ^ . 

que l'on divise successivement par 2. On a ainsi 

S 2 = R / = + 
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" = T ^ - 1 6 c m I - 2 " ' + 1 6 ) ' 

- 3 ^ i - * T + " 

et pour Ies ares to taux de ces diverses développantes, en y 
faisant t» = 2 - , 

Í = S R , 

S1 = 4 n R , 

s j =» 2 R (w s — 4) , 

2 R / 3 « V S 3 = - ( I T Á - 6 I C ) . 

« 4 = ^ ( 2 ^ - 2 4 ^ + 96) , s 

5 5 = ^ - ( ^ - 2 0 ^ + 1 2 0 4 
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En écrivant Ies ares de la manière suivante, Ieur Ioi de formation 
est mise en ev idence : 

/ » \ 
s — 4R í 1 — c o s — J , 

4 R / w . 

4R / C 2
 J co A 

S i = ( j s 4 2 c o s Y ~~ / ' 

4 » 4H / O)* . <ú „„ w \ 

( t ± 3 s i n T ~ T / ' 

1 R _ 2* COS w - 2 2 + 2 'A 
4 2* V 1 . 2 . 3 . 4 " C 0 S 2 ^ 1 . 2 V 

S 5 = - 2 T ( i T X õ ~ 2 s u ' T " 2 7 T 3 + 2 T r 

4 R / <06 (o o,* 
I — b COS 2 2 -
\ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . f ~ 26 \ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 2 1 . 2 . 3 . 4 
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27 V 1 . 2 . 3 . . . 7 2 1 . 2 . 3 . 4 . 5 

+ 2 4 — - 2 6 — 
1 . 2 . 3 1 

et, pour b> — 2 ir, on a Ies longueurs totales des ares; 

4 R / J 2 « ) i _ _ 2 S ^ + 2 . 2 * 
4 2* V 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 

4 R / ( 2 , ) 5 ( 2 , ) 3 fcr\ 
55 V 1 . 2 . 3 . 4 . 5 2 1 . 2 . 3 i 

í 6 ~ 2« \ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 2 1 . 2 . 3 . 4 ' 1 . 2 
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S 7 = -
4 R / (2K)1 

W [ 1 . 2 . 3 . . . 7 
— 2 2 . 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 
2* . 

(2tv)3 

T.2~ 

VII. Conrbes é q u i t a n g e n t i e l l e s ã la cyc lo ide 

Si on por te su r la t a n g e n t e en M à la cycloide, a p a r t i r du 
point M, u n e l o n g u e u r cons tan te T, Ie Iieu des e x t r é m i t é s de ce t t e 
l o n g u e u r est une courbe équilungenlielle. E l l e se compose de deux, 
b r a n c h e s , suivant Ie sens dans lequel est po r t é la l ongueur T, e t 
ces deux b r a n c h e s sont égales et symét r iques pa r r a p p o r t à la 
pe rpend icu la i r e élevée à Ia base de la cycloide en son mi l ieu . 

L e s coordonnées d 'un point de 1'une des b r a n c h e s de la cou rbe 
équ i t angen t i e l l e sont 

x = a:M + T sin — , 
V 

» = Sfc+ T cos 

pu 

(I) 
x = R (cu — sin w) + T sin — , 

ai 
U = R (1 — cos (o + T cos -- . 
» 2 
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D X .J /* \ T W 
— — R (1 — c o s w j + — cos — 
<7(0 2 2 

d V l i - T . u 
—- = R sin to — — siri — 
dm 2 2 

^lire de la courbe équitangenlielle. L ' a i r e comprise e n t r e la 
courbe et la base de la cyclolde est 

'«o=2j: / "2- _ /»2-

U = / ^ a 5 = H i 

J » = 0 
(1 — cos w)9 dtú -f / cos 1 —coso>)d&> 

r» 2 / (, 2 

J i 
>9r 

(O 

2 / o 2 + — I cos2 — d w , 

OU 

TtT2 

(29) U = 3 * R 2 + 

Laire comprise entre 1'une des deux branch.es de la courbe 1 

équitangentielle et sa base est donc égale à Vaire comprise entre la 
cyclvide et sa base, augmentée de la moitié de Vaire du cercle. 

Arc de la courbe équitangentielle. On a 

/ d s \ 2 ZdxX1 /dy V 2 ^ n 9 „ . T 2 

u ) - y + ( i ; = » ! ( < — « ) + T -
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I / 

O r , ds peu t s 'cr i re , cn posant — = 

ds = •( 1 6 R 4 + T 2 j sin ? + T4 c o s \ d<? 

C'est un are d'ell ipse. D o n c : 
Le périmèíre de Vune des branches de la courbe équitangentielle 

est équivalent au demi-périmètre d'une ellipsc dont Ies detni-axes 
sont 

A = V 1 6 K 2 + T 2 , B = T. 

Quelque soit T eet le ellipse a la même dis tanee focale 8 R . 
Il est à r e m a r q u e r que , dans Ie cas par t ieul ier ou T= 3 R , 1'aire U 

(29) est équivalente à 1'aire de Ia demi-ellipse precedente . On a 
1 5 - R * 

On a alors ce cas assez cur ienx et asser r a re en même temps 
d 'une courbe qui a même aire et même pér imètre qu 'une au t r e 
courbe. Ce sont des genres de courbes que l'on peu t dés igner à 
la fois sous Ie nom de isopérimèlres et d'isoaires. 

VIII. Développées obliques de la cycloide 

Cberchons Tenveloppe de Ia droi te qui passant par M Iait un 
angle 'J constant avec Ia tangente cn M. Par chacun de ces point M 
passe deux droites faisant un angle 0. Considérons celle de ces 
droites qui est au dessous de M T ; elle fait avec AB 1'angle ij», 
et l'on a 

<{» + 6 = 9 0 ° — " , 
2 
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et 

A = 9 0 ° - U + 
Y V 2 

L equation de la droi te en question, ou tangente oblique, est 

Y — R (1 — cos o>) = [X — R (cu — sin o>)] tg <}<, 

OU 

OU 

(30) 

Y - R ( I - C O i m ) = c o l g (6 + —) [X — R (o) sin to)], 
íL 

IXcos { 0 + - J - Y s i n f 6 + ~ ) = R (w—sin OÍ) cos + ^ 

— (1 — coseu) sin ( 6 + i ) } 
P o u r avoir 1'enveloppe de cet te droi te . ou développée oblique, 

peenons la dérivée par r appor t à w. On a 

(x sin ^ 0 + + Y c o s ^ O + = R J^ (to + sin w) sin ^0 + 

(31 ) 

— (1 —COS to) COS ( f) + 

Les coordonnées d 'un point de la développée obl ique sont donc , 
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en réso lvant Ies d e u x équa t ions ( 3 0 ) e t ( 31 ) , 

v 

(32) X = R [to — sin (2'J + a>) + sin 29 ] 

( 3 3 ) ( Y = R [ - cos ( 2 0 + to) + cos 2 9 ] . 

I 
I l es t faci le de se r e n d r e c o m p t e q u e ces coordonnées sont 

celle d ' u n e cycloíde éga le à la cyclolde d o n n é e . 
Posons en e f fe t 20 + o = to'; il vient 

X = R ( s i n 26 - 2 9 ) + R ( o » ' - s i n «,') 

Y = - R (1 - cos 20) + R (1 - cos to'). 

On reconnai t b ien là Ies coordonnées d ' u n e cyclolde, dont l ' u n 
des points de r e b r o u s s e m e n t a p o u r coo rdonnées 

a; = R (sin 2 9 - 2 0 ) , 

y = — R (1 — cos 2 0 ) . 

D ' a i l l eu r s , d ' a p r è s ( 3 2 ) e t (33 ) , on a 

4 ^ - = R [ Í - C O S ( 2 Ô + M)1, 
da> 

- 4 - = R sin (29 + to ) . 
Oto 
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En formant l'aire/YdX, on a 

(34) U =» ff R 2 (2 cos 29 + 1). 

Lorsque 6 -= O, on re t rouve bien U = 3 ^ R 2 , aire de la cycloide, 
et lorsque 6 = 90° , on re t rouve U = " R 2 , a i re de la développée de 
Ia cycloide. 

Larc de Ia développée oblique est donné par la formule 

En in tégrant de cu = O à cu = 2 r , on trouve SRcosÔ, qui r ep ré -
sente, non pas l 'arc total compris en t re A e t B , mais la différence 
des ares IA et IB, I é tant Ie point de rebroussement compris 
entre A et B. 

On voit aussi que la somme de ces mêmes ares IA et IB est 
égale à 8 R . 

Si Q est Ie point de la développée oblique cor respondant à 
cu = x , on a 

D o u 

(35) s = - 4 R cos 6 + -
CU j 4 constante . 

Arc QA = 4R ( s i n O + cos 8), 

/ 

Arc Ql — are IB = 4 R (cos d — sin 6) 

En changeant 0 en ISO 0 - O, on aura i t la seconde développée 
oblique, qui est evidentement symétr ique de la p remiè re par r a p -
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port à Ia perpendiculaire élevée à Ia base AB de Ia cyclolde en 
son milieu. 

En faisant Ie changement de 0 en I S O 0 - G dans Ies é q u a -
tions (32) et (33) , on obtient ponr Ies coordonnées du point ou 
la seconde développée oblique touclie son enveloppe 

(36) X , = R [co + sin (20 - co) - sin 29] , 

(37) Y 1 = R [ - c o s ( 2 9 - c o ) - c o s 2 . , ] . 

Les coordonnées (36) e (37) sont Ies centres de courbure obli-
ques re lat ivement aux tangentes obliques inclinées de I'angle 6 sur 
la tangente , ou aux normales obliques inclinées sur la normale de 
l a n g l e ( 9 0 o - ¢ ) . 

Voici deux -Jieux géométr iques intéressants qui sont la consé-
quence des formules précédentes . 

L0 Lieu du milieu de la distance des deux centres de courbure 
précédenls. 

On a pour Ies coordonnées de ce point 

2a; = X + X 1 , 

2 y = Y + Y 1 , 

ou 

x = R (,o — cos 29 sin w), 

y = R cos 29 (1 — cos o»). 

On trouve, sans difficulté que 1'aire f ydx, en t re Ies limites 
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w = 0 et oj = 2 i t est 

( 38 ) U = TtR4 cos 29 (cos 2 9 + 2) . 

2 . ° Enveloppe de la droite qui joint Ies deux centres de cour-
bure. 

On trouve pour 1'equation de cette droite 

I x sin ( d — y ( 1 — cos« ) = R [OJ sin w + 2 cos w cos 2 0 

- 2 cos 20] . 

Sa derivée par rappor t à w est 

(40) x cos to — y sin w]= R [w cos tu + sin to — 2 sin w cos 29] . 

D'oíi, en résolvant (39) e (40) par rapport ò x et à y, v 

x = R (o — sin «a), 

y = R [2 cos 29 — (1 + cos cu)], 

et comme y peut s 'écrire 

y = - 2R (1 - cos 29) + R ( l - cos cu), 

on voit que 1'enveloppe est une cycloide égale a la cycloide don-
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née et que l'un de ses points de rebroussement est (« = 0, 
y = —4R sin'0). 

Voici deux questions que, pour terminer, nous signalons à nos 
lecteurs qui voudraient Ies rechercher: 

1.° Lieu de la projeclion d'un poinl («, 3) sur Ies tangentes 
obliques précédentes. On autremant dit, podaire de la développée 
oblique de la cyclaide. 

2 . ° Lieu de la projeclion d'un poinl (a, (3) sur la droite ( 39 ) . 



MATIIEMATICAS E ASTHONO.MICAS 7 9 

UN TEOREMA DELLA TEORIA DELLE SERIE 
Dl POTENZE 

PER 

F I L I P P O SÇBIRANI 

(à Bologna) 

Sia 

(1) ao» «1» dn, 

una successione infinita di numeri i quali pei valori di n compresi 
fra 

ym\ e ( p + l ) m i — 1 (mj > 1 ; p=* O, 1, 2 , 3 ) 

abbiano valori uguali o.\ I numeri 

(2) ai,o, aj,|, «i,s «i,p, 

siano tali che Ie differenze 

«i»p+l — «lip 
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pei valori di p compres i f ra 
0 

qmz e ( g + l ) m 2 — 1 ( m 2 > 9; q=> 0 , 1 , 2 , 3 ) 

abb iano valori ugual i <*i,ç. I n u m e r i 

(3) <*2,0 , «2)1 > «2>2 «2»? , 

siano tali che Ie d i f ferenze 

«2.9+1—«2,9 

pei valori di q compres i f ra 

smz e (s + 1) » 1 3 — 1 ( » 1 3 > 1 ; s = 0 , 1, 2 , 3 ) 

abb iano valori ugual i a 3 l S . 
Cosi suppon iamo che s i possa f o r m a r e un n u m e r o qualsivoglia 

finito di successioni come Ie (2) e (3) e si pe rvenga ad una suc-
cessione 

Ol- , 2, , y ~ ot X'2 ' 

t a l e che Ie d i f fe renze 

abb iano valori ugual i ^ i 1 h pei valori d i v compres i f ra 

w h e IO a , . — 1 (/i = 0 , 1 , 2 , 3 ) 
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so l ío la condizione che Wji I1-Wa c resca i n d e f i n i t a m e n t e al c r e -

sce re di h. 

Ancora si s u p p o n g a che j v a l m e n o pe r V = [ A + 1 . 
Pos to poi ' V ' < ' 

U I, = WL1 W 2 mi wh, 

sia p il l imite supe r io re de l l ' ins ieme der iva to delia success ione 

u ^ h 1 j h , - * i + l > h j (A=» 0 , 1 , 2 , 3 

Al lora sussis te il t e o r e m a : 
« L a serie 

CP 
P{x)=^U anx" , 

dove i coeílicienti sono i n u m e r i delia success ione ( l ) , def in isce 

una funzione che non esis te se uon en t ro i l ce rch io ^ O , ' — ^ (* ) . 

E n t r o a ques to cerchio la P [ x ) o é r ego l a r e o v u n q u e o, se 
p< 1 , puo avere un n u m e r o f ini to d i poli sulla c i r con fe renza dei 
cerch io ( 0 , 1 ) » . 

(#) Indichiamo cosi il cerchio di centro I = Oe raggio uguale a 1 
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Noi pot remo infatti scrivere 

QO 
P { x ) = S a„ xn = a\lP{xim< + x)mi+1 + + ^OH-i^i-i) 

o p = 0 

:¾, XfmI - íeÍP+1)"1! a i ) 0 xmi 
= ,p = - + - 2j\«\>P+I 

p=0 ' ~ x ~ x 1 ~ x P=O 

— «1, ,,JaffPt. 
Ma 

S ( a , , p + i — otx.p) xm = S t*.2,?(así™-^! + Xií"^+1)™! + 
p = 0 ?=() 

oo OJimSm1 _ ^ ( í + l ^ m , a 

+ Hg+1)m2—1(^1)= ^ d t 2 - = -— 
' g^Q 1 -OJ m I 1— Xm* 

XmIm-I -Í2-
+ K g + 1 - « « , ? ) ^ m ' . 

1 ^r V=O 

onde 

j r ^ ' l - x ( 1 - a?) ( l - x " ' i ) (1 -a?) ( 1 - ^ O 9 T 0 

— asiÇ)a;?ffl2mi. 

Seguendo questo procedimento vediamo che si arr iverà ad 



MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
IOi 

avere 

p(x]_ «1,0 , V " , + 

' 1 ' 1 — X ( 1 - ^ ) ( 1 - ^ 1 ) (1-35)(1-^1)(1-^1^) 

0 a;mi+mim2+mim2"i3+ +Wi1TO2 m^+m^a mxto0 

^ (1 + x) (1— Xm') 1 — XmIm*) (I-OSmImSmS ml) 

+̂To1To2+ +Miimi mA » 

+ (1 — x) ( I - X m ' ) (1 -0;"1!'¾) (1—^pfltjTO2WiXj fe=0
 +1 

— (ax+l^)^!^ mxwh+i _ 

O r a p e r 1 'ammessa condizione che u>ft-j_i — Wh cresca indefinita-
m e n t e con li, la ser ie dei secondo m e m b r o delia p r e c e d e n t e eguano-
glianza non è con t inuab i l e al di fuor i dei p ropr io ce rch io di c o n -
vergenza , g ius ta un t e o r e m a dovuto al sig I iVbrv (*) . I l ce rch io 
di convergenza di ques ta serie è a p p u n t o , in virtíi di un noto 

(1 

0 , — ) ( * * ) . P / 

P-(®) = (1—05) (1 — Xmi) (1 — Cdn (1— 35mi™2 ">*) 

,Q(x)^a1:0(l—xm') (1 —Xm'mi) (1 -XmIm-I ro*) 

+ atj0 05mi (1 — xmi™-2) (1 -Xim 1"1¾11*) 

+ «3 : 0o;" !i+mim2(l—xm<mim3) (1—Xm^ m X ) + 

+ a.1 .J-I !̂+TO1TOH-ToiK2To3-J-- +TO1TO2 TOx JO0 

OO 

P ( x ) j P { x ) = 0 5 m l + m l m S + +TO1TO2TO3 TO x 2 « x + 1 A , j 

fc=0 

(#) Fabry, Sur Ies points singuliers d'ime fonction donnée par son déve-
loppement en série et !'impossibilite du prolongement analytique dans Ies 
cas três généraux. Annales seientifiques de 1'École Normale supérieure, 1896. 

(**) Hadamard, Éssai sur 1'étude des fonctions données par son dóve-
loppement. Journal de Mathémaliques purés et appliquées, 1802. 



8 4 JORNAL DE SCIENCIAS 

Da qui si vede che definisce uno funzione che non 

esiste se non alie interno di í 0, — Ie si deduce senz'altro la 
seconda par te del l 'enunciato. \ P ' 

Se si suppone che pe r tutt i gli h i numeri «x-f i,a siano uguali 
fra loro, si t rae evidentemente 

A*)- Qi± 
P ( X ) 

ossia la ci definisce una funzione razionale f ra t t a . 

Osserviamo per ultimo che il t eorema dei sig. Le rch publicato 
in questo giornale al vol. X, pag . 2 7 , non è che un caso assai 
par t icolare dei teorema che noi abbiamo stabilito. 

2 0 maggio, 1 9 0 2 . 

i 
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TERCEIRO CONGRESSO INTERNACIONAL 
DOS MATHEHIATICOS 

O terceiro Congresso internacional dos Mathemat icos ha de 
t e r logar em Heide lberg nos dias 8 a 13 de agosto de 1 9 0 4 , e 
coincide com a celebração do primeiro centenár io do nascimento 
de Jacobi . Uma commissão, de que Fazem par te a lguns dos mais 
eminentes geómetras al lemães, foi enca r regada dos preparat ivos 
para esta reunião. Na mesma occasião ha de ter Iogar na mesma 
cidade uma exposição de modelos mathemat icos e de obras pu-
blicadas nos últimos annos. 

As adhesôes devem ser dirigidas ao il lustre professor d r . A. 
Krazer (Kalsruhe, Wes tends t r a s se , 57) , que dará t ambém aos que 
p re tenderem ir ao Congresso todas as informações de que care-
ce rem. 
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BIBLlOGRAPHiA 

C. Alasia: 1 complementi di Geometria elementare. Milano, Hoe-
pli, <1903. 

O livro, cujo ti tulo vimos de escrever , faz par te da rica e 
important iss ima collecçâo de manuaes consagrados ás sciencias, 
ás let t ras e ás ar tes , publicados em Milão pelo sr . U. Hoepli . 
F o r a já lia annos publicado n 'esta collecçâo um excellente ma-
nual consagrado á geometr ia e lementar , redigido pelo sr, Pin-
cher le . No presente volume são completadas e desenvolvidas 
a lgumas das doutr inas consideradas n 'aquelle manual , de modo 
que os dois junctos contêem os assumptos de geometr ia e lemen-
tar que encer ram os p rogrammas actuaes dos institutos technicos 
italianos, 

O livro está dividido em 14 paragraphos , consagrados á theo-
ria dos vectores, á theoria dos polyedros, ao estudo da symetria 
das figuras planas e solidas, á theoria do moi imen to das figuras 
no plano e no espaço, á theoria da similhança, á theoria dos 
máximos e minimos, á theoria das transversaes, á theoria da 
involução, á theoria dos poios e das polares, á theoria da inver-
são, á theoria das secções cónicas, etc. 

Todos estes assumptos são t ratados de um modo e x t r e m a -
mente claro e simples, e com todo o r igor necessário, e por isso 
este livro merece ser vivamente recommendado aos que quizerem 
tomar conhecimento dos referidos assumptos, que n'elle os encon-
t ra rão expostos sem largos desenvolvimentos, mas t ambém sem 
faltar nada que seja essencial e fundamenta l . 
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E. Pascal: 1 gruppi continui di Irasfonnazioni. Milano. Hoepli, 
1903. 

Á mesgia collecção de manuaes , a que an te r io rmente nos 
re fe r imos , per tence o livro cujo titulo vimos de escrever . 

Sào tantas e tão impor tantes as applicações que tem a bella 
theoria dos grupos de t ransformações , que se deve a S. Lie, que 
se tinha tornado necessaria a publicação de um livro em que 
fosse exposta a par te essencial d 'es ta theoria . a fim de poder ser 
es tudada por quem não dispõe de t empo para ler as obras extensas 
que a respei to d'ella foram publicadas por aquelle g rande geo -
met ra e por seus discípulos. Ora esta lacuna na l i t te ra tura da 
theoria considerada acaba de ser preenchida pelo sr . E. Pascal 
com a publicação do volume indicado no principio d 'esta noticia, 
e por isso se Ihe deve ser e x t r e m a m e n t e gra to . 

O livro está dividido em cinco g randes capítulos. No primeiro 
é considerada a theoria geral dos grupos de t r an s fo rmações ; no 
segundo a theoria geral da invariantividade de uma funcçâo a 
respei to de um grupo de t r a n s f o r m a ç õ e s ; no terceiro são estu-
dadas as propr iedades relativas á consti tuição dos g r u p o s ; no 
quar to são considerados os grupos aggregados a um g rupo d a d o ; 
no quinto , f inalmente, 6 estudada a theoria invariantiva dos g rupos 
ampliados. 

N 'es ta vasta doutr ina o sr . Pascal escolheu o que é mais im-
por tan te , expol-o com clareza, or iginal idade e elegancia, e, em 
alguns pontos, junctou resul tados das suas própr ias indagações. 

E. Pascal, Lezioni di Calcolo infínitesimale: 
Parte L Calcolo differenziale, 2." ed., Milano. Hoepli, 1902. 
Parle II. Calcolo integrale, 2." ed., Milano. Hoepli, 1903. 

Já dêmos noticia n 'este jornal d 'esta obra , que faz parte da 
collecção dos Manuali Hoepli, quando. iappareceuia pr imeira edi-
ção, e n 'essa occasião refer imo-nos ás suas excel lentes qual ida-
des . Hoje só temos a accresceutar que a nova edição foi revista 
pelo au tor e melhorada ainda em muitos pontos. 
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Annuaire pour Van 1905 publié par Ie Bureau des Longitudes. 
Paris, G. Villars. 

Contém este volume do Annuaire du Bureau des Longitudes 
todos os t rabalhos , informações, formulas, etc. , de utifidade pra-
tica que é uso contêr, e as noticias scientificas segu in tes : 

I.0 Radau: Estreitas cadentes e cometas; 
2 . ° Janssen : Sciencia e poesia; 
3 . ° Janssen: Nota sobre os trabalhos executados no Observa-

tório do Monte- branco em 1902; 
4.° Discursos pronunciados nos funeraes de A. Cornu por 

Bassot e Poincaré; 
5.° Discursos pronunciados nos funeraes de Faye por Bouquet 

de Ia Grye, Bassot, Loewy e Bakkuyzen. 

Joannis Bolyai in memoriam. Claudiopli, 1902. 

E s t e bello livro foi publicado pela Faculdade de Mathemat ica 
da Universidade Claudiopoli tanea, da Hungr i a , para commemora r 
o Centenario do nascimento de J. Bolyai, um dos fundadores da 
geometr ia abs t racta . Contém a reproducção por photogravura 
de uma carta dirigida por J. Bolyai a seu pae em 3 de novembro 
de 1 8 2 3 , sobre o desenvolvimento do binomio ; um impor tante 
t rabalho de Schlesinger sobre algumas applicações da geometr ia 
absoluta â theoria das funeções de variaveis c o m p l e x a s ; outro de 
Stackel sobre o papel da mesma geometr ia na mecanica nnaly-
tica ; e, f inalmente, uma lista das obras que têem sido publicadas 
a respei to da referida geometr ia . Todos estes t rabalhos estão 
escriptos na lingua latina. 

G. Peano: Aritlimetica generale. Torino, 1902. 

Temos já por varias vezes fallado n e s t e jornal dos t rabalhos 
impor tan tes feitos pelo sr . Peano para introduzir nas sciencias 
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mathemat icas certos symbolos que, substi tuindo a l inguagem or-
dinaria, permi t tem abrev ia r as demonst rações e dar-lhes clareza 
e precisão. E n t r e estes symbolos merecem principal a t t ençâoos de 
Lógica mathemat ica , que, sendo em pequeno numero , uns cin-
coenta, pe rmi t tem, como diz o illustre g e o m e t r a , subst i tu i r mi-
lhares de palavras. 

No presente volume é exposta por meio d 'estes symbolos a 
Ari thmet ica geral e a Álgebra e lementar . Km uma introducção 
são pr imei ramente indicados os symbolos empregados e em nume-
rosas notas são dadas todas as explicações necessarias e inte-
ressantes informações históricas sobre alguns pontos. 

Accrescentaremos que o sr . Peano anda publicando na sua 
Rivista di Matematica um Formulário geral das Mathemat icas , 
t rabalho vasto e impor tan te , que seria quasi impossivel real izar 
sem o e m p r e g o dos symbolos da Lógica . 

Compte-rendu du deuxième Congrès international des Matliémati-
ciens. Paris, G. Villars, 1902. 

Esta obra impor tante contém, em uma pr imeira par te , noticias 
sobre o que de mais interessante se passou no Congresso dos 
mathemat icos que teve logar em Paris nos dias 6 a 12 de agosto 
de 1 9 0 0 . 

Na segunda par te vêem pr imei ramente as bellas e impor tantes 
conferencias feitas durante o Congresso por M. Cantor, que fallou 
sobre a historiographia das m a t h e m a t i c a s ; por Volteira, que se 
occupou da maneira como Betti , Brioschi e Casorati consideravam 
as questões de Ana lyse ; por Hilbert, que indicou quaes são os 
g randes problemas hoje formulados e que ao futuro per tence r e -
so lver ; por Poincaré, que foliou sobre o papel da intuição e da 
lógica nas mathemat icas ; e f inalmente por Mittag-Leffler, que deu 
noticias interessantes sobre alguns factos da vida de VAreierstrass. 
Em seguida vêem os trabalhos apresentados ás diversas secções, 
os quaes versam sobre a Ari thmet ica , Á lgeb ra , Analvse, Geome-
tr ia , Mecanica, Bibliographia e Historia das ma themat icas . 
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J. Tannery el J. Molk: Êléments de la Théorie des fonctions àna• 
lytiques, t. iv. Paris, G. Villars, 1902. 

Temos-nos refer ido em diversos logares d 'este jornal a esta 
obra magistral , em noticias n'elle dadas a respeito dos volnmes 
anter iores . O presente volume é o ultimo da obra e é consagrado 
á theoria da inversão dos integraes ellipticos, já principiada no 
volume anter ior e continuada n 'es te , e ás applicações. A êstaS 
applicações são consagrados dois capítulos, sendo no pr imeiro 
consideradas as applicações á Geometr ia e á Mechanica, e no 
segundo as applicações á Álgebra e á Ar i thmet ica . 
i -i • • 

Alfredo Capelli: Istiluzioni di Analisi algébrica, 3." ed. Napoli, 
1902. 

Deu-se já noticia n 'este jornal da edição anter ior da obra impor-
tante cujo titulo vimos de escrever, a qual contém o curso, com 
ampliações, professado pelo seu sábio auctor na Universidade de 
Nápoles . 

Na presente edição encontram-se mui tas doutr inas , que não 
vinham na edição an t e r io r ; e, em especial, uma exposição assaz 
desenvolvida, e feita com muito r igor, clareza e original idade, 
da theoria dos números na turaes , e dos negativos e fraccionarios, 
em que o auctor se colloca no ponto de vista combinatorio e que 
faz preceder de um estudo desenvolvido do conceito de aggregado 
de objectos, o qual lhe serve de base. 

Eis o objecto dos 16 capítulos em que está dividida a o b r a : 
I. Genesis combinatória da Ari thmet ica e introducção ao cal-

culo litteral. 11. Divisibilidade e propr iedades e lementares dos 
números na turaes . IH. Elementos de analyse combinatória. IY 
Operações com números racionaes. V. Theoria dos determinan-
tes e sua applicação á resolução dos problemas a lgébr icos do 
1.° g rau . VI . E lementos do calculo das funcçôes racionaes in te i -
ras . VII . Operações com números reaes . VIII . General idades 
sobre continuidade e derivabilidade das funcçôes de variaveis reaes . 
I X . Propr iedades geraes das operações com coelficientes reaes . 
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X. Resolução numérica das equações . XI . Operações com n ú m e -
ros complexos. XII . Das raizes das equações do grau n. XII I . 
Theor ia geral da divisibilidade e da el iminação. X I V . T r a n s f o r -
mação das equações. Resolução geral das equações dos pr imeiros 
qua t ro graus . XV. Princípios da theoria dos irracionaes algébri-
cos. X V I . T rans fo rmação l inear das formas a lgébr icas . Invarian-
tes e covariantes. 

Todos estes assumptos são es tudados com muito r igor e c la-
reza , e com todos os desenvolvimentos necessários e mesmo com 
r iqueza de informações, expostas ou no texto mesmo ou em in-
teressantes notas e exercicios que os acompanham. 

Gustave Robin: Oeuvres scienlifiques. Theorie nouvelle des fon-
etions, exclusivement fondée sur l idée de nombre. Paris, G. 
Villars, 1903. 

As obras scientificas de G. Robin , que estão sendo publicadas 
pelo sr. L. Raffy , fo rmam tres volumes, um consagrado ás Ma-
themat icas , ou t ro ã Phvsica e o terce i ro á Gliimica. 

O presente volume é consagrado á Theor ia das funeções ana-
lyticas, que Robin t ra tou , par t indo apefias da ideia de numero 
racional, sem fazer em par te a lguma intervir os números irracio-
naes, que considerou como puros symbolos de grandezas geomé-
tr icas incornmensuraveis, nem as noções de inf in i tamente pequeno 
e de limite, que subst i tuiu pela noção de approximação indefinida 
por meio de números racionaes. 

O plano da consti tuição da Analyse mathemat ica , em confor-
midade com estas ideias, é exposto em uma introducção, cheia 
de interesse, pela qual ab re o livro a que nos estamos re fe r indo . 

A theoria das funeções é em seguida exposta em dez capítulos 
respect ivamente consagrados aos assumptos segu in te s : I . Ser ies 
convergentes e series numér icas . II. Definição geral das funeções 
d ' u m a variavel. Funeções finitas. III . F"uncções de oscillaçâo me-
dia nulla, ou funeções integráveis. IV. Problema inverso do cal-
culo das funeções. Funeções inversas ; exponencial e logar i thmo. 
V. Derivadas. Pr imeiros exemplos de funeções un i fo rmemente 
differenciaveis. VI. Propr iedades geraes das funeções uni forme-
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mente differenoiaveis. VII. Series de funcçôes. VIII . Series in-
te i ras . IX. In tegraes das funcçôes primitivas. Serie de F o u r i e r . 
X. Noções sobre as funcçôes de duas variaveis e applicaçôes á 
theoria das funcçôes d 'uma variavel. 

É justo accrescentar que , ainda que as ideias apresentadas nesta 
obra pe r tençam a Robin, não Ihe per tence a sua redacção. Es ta 
redacção, muito clara e e legante , per tence a L. Raffy, a quem 
Robin communicou verbalmente , em 1 8 9 4 , o seu modo de vér a 
respei to de cada assumpto n'ella considerado. 

T. W. Backhouse: Publications of West IIendon Ilouse Obser-
vatory. Sunderland, 1902. 

Contém esta impor tan te obra as observações feitas pelo sr . 
Backhouse no West Hendon House Observatory sobre a s t ruc tura 
do Universo sideral, sobre os cometas de Berna rd e Holmes , 
sobre a luz zodiacal, sobre as auroras boreaes , sobre as estrellas 
variaveis, etc. 

E. Pascal: Eugénio Beltrami (Mathematische Annalen, t. LVII). 
Sulla teoria invariantiva delle espressioni ai differenziali di 

second'ordine, e su di una estensione dei simboli di Christoffel 
(Rend. delia R. Accademia dei Lincei. Roma, 1902). 

Su di un invariante simultâneo di una espressione ai di/fe-
renziali totali, etc. (R. Istituto Lombardo, 1902). 

G. Pesci: Sopra uno degli errori prodotti delia interpolazioni 
simplice (Periodico di Matematica, t. xvm). 
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L. Sinigallia : Sulle equazioni ai differenzialli lolali di ordine 
qualunque XR. Istiluto Lombardo, 1902). 

S. Pincherle: Sulle derivate ad indice qualunque (Memorie delia 
R. Accademia di Bologna, série V, l. ix). 

R. Marcolongo: Teorie dei Giroscopio symmetrico pesante (Annali 
di Malemalica. Milano, série 3.\ t. rn). 

—•— La deformazione dei diedro retto isolropo per speciali con-
dizioni ai limite (Rend. delia R. Accademia dei Lincei. Roma, 
1902). 

G. Giorgi: Unità razionali di elettromagnetismo (Ingegneria mo-
derna. Napoli, 1901). 

La Irazione elettrica sulle ferrovie (Elettricità. Roma, 1902). 
Il sisteme assoluto M. K. G. S. (Item). 

P. Savio: Sulle formazioni invarianliva delia corrispondenza bi-
naria (2 ,2) (Giornale di Matematiche. Napoli t. XL). 

D. André: Supplément à la comptabililé des assauts complets 
(Bulletin de la Société Philomatique, 1900). 
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G. B. Guccia: Sulle curve algebrkhe piane (Rend. dei Circolo 
Matematico di Palermo, 1902). 

Sulle superfície algebriche (Item). 

E. Cesàro : Sur un problème de propagation de la chaleur (Bui 
letin de VAcadémie de Belgique, 1902). 

C. Alasia: H. Faye (Rivista di Fisica, ele. Pavia, 1902). 

Macfarlane: Peter Guthrie Tait (Physical Reriew, vol. xv, 
1902). 

G. Veronese: Les postulais de la Géométrie dam l enseignement 
(Congrès des Mathématiciens. Paris, 1900). 

Fr. Nusl et J. Jan Fric: Étude sur Vappareil circumzénithal 
(Bulletin de VAcadémie des Sciences de Bohème, Prag, 1903).. 

N'es te art igo occupam-se os auctores da descripç5o e uso de 
um ins t rumento circumzénithal , por elles imaginado, que serve 
para a de te rminação da hora e da la t i tude. 

S. Pincherle: Di una nuova operazione funzionale e di qualche 
sua applicazione (Rend. delia R. Accademia di Bologna, 1903). 
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E. Cesaro: Analisi intrínseca delle eliche policoniche (Rend. delia 
R. Accademia di Napoli, 1 903). 

Per analisi intrínseca delle superfície rotonde. (Item). 

P. Mansion: Sur la méthode d'Abel pour Vinversion de la pre-
mière intégrale elliptique dans Ie cas ou Ie module a une valeur 
imaginaire complexe (Acta mathematica, t. xxvn). 

G. Pesci: Sul calculo relativo alie rette d'altezza (Revista Marí-
tima. Roma, 1903). 

Sul quadrangulo sferico inscrillibile (Periodico di Matemá-
tico, t. xix). 

A. R. Forsyth: The differencial invariants of a surface, and 
their geometrie significance (Phylosophical Transactions of the 
Royai Society of London, 1903, vol. 201). 

Thomaz Muir: The generating funclion of lhe reciprocai of a de-
terminant (Transaclions of lhe Royai Society of Edinburgh, 
1903, t. XL). 
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Brocará: Nole sur la quartique 

y = =fc ^rax ± ^ai — Xi 

(Le Mathematiche. Città di Castello, 1901). 

M. Lerch: Bemerkung tíber die theorie der Gaussschen Summen 
(Sitz. der K. Bihm. Gesellschaf der Wissenchaflen. Prag, 
1903). 

Ueber der funften Gauss schaften Beweis des reziprocitàts-
gesetzes fur die quadratischen reste (Item). 

• Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d'Abel 
(Acta Mathematica, t. xxrii). 

G. T. 
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SUR LA CINQUIÈME OÉIVIONSTRATION DE GAUSS 
DE LA LOI DE RÉCIPROCITÉ DE LEGENDRE 

PAH 

M . L E R C I I 

(1'rofessenr à 1'linivcrsité de Fi ihourp) 

S o i t m UII oiiticr quclconque, n mi cn t ie r positif impair , p r e -
mier avec Ie prócédent , et posons 

(1) 

n—i 
1 - 1 

\j. (m, n) = S -
A=I 

\ n j 

ou I on pose suivant l'lial)itude 

R (.r) = x — E í x + —-

et sgn. z é tant +1 on à — 1, suivant que z est positif on 
négatif . Au moyen de la formule (1) soit défini Ie signe dç 

7 
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gendre 

(2) _ _ = ( _ ! ) - K «). 
»t 

n 

En supposant m = n' positif et impair , on a Ie théorème de 
réciproci té 

n—1 n '—1 

La e inquième démonstrat ion que Gauss a donnée de ce théo-
r è m e , deviné par Eu l e r e t formulé par L e g e n d r e , est suseeptible 
d ' u n e modification qui p e r m e t d 'é tabl i r en même temps Ies Iois 

mm'\ / m\ / m'\ / m \ / m \ / m \ 
= W W ' W / = W W / 

qui r é sumen t presque toute Ia théorie du signe de Legendre . 
J emploi , pour simplifier, la notation 

9 (a?) — sgn. R (x), 

et j 'observe que 1'expression 

l + f(x) 1 + «p (y) 

2 T O) 9 (>J) 

est toujours un ent ier . Cela é tant , soient n, n ' deux entiers im-
pairs et positifs, premiers en t re eux , puis choisissons deux ent iers 
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m et m' , soumis à la seule condition que m soit p remie r envers 
n, et m' envers n ' , et considérons la somme 

l ( n n ' - l ) n 
— S 

V=I 

« + »( 
W V \ 

11 ) 1+9 - r 
m'v 

n' / / m v \ / m ' v \ 

dont la valeur est toujours un ent ier . 
En inlroduisant Ies notations 

- S t ( X £ > 

( , - 1 . ^ . . . - ^ 1 ) . 

on aura 

4 * = A + B + B ' + C . 

La somme A contient au tan t d 'uni tés qu'il y a des valeurs v 
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non divisibles par n ou par » ' , et il s 'ensuit 

( « - ! ) • ( » ' - 1 ) 

Pour íva lue r Ia sonime C, observons que ses t e i m e s ne elian 
gent pas en meltaiit — v au Iieu de v, d'ou il suit que 

« - a , ? • = » • * < • , 
nn' — V 

Puisque Ie t e rme général 

\ n / \ n / 

ne change pas en augmentan t [/. d 'un multiple du module nn', on 
peut r e m p l a e e r 1'ensemble des valeurs de (/. par un au t re ensen-
ble de n/t' valeurs incongrues ; eboisissons 

ji. = nh' + n'h, •• 

h = O, ± 1 , ±í>,... ± ——| 

I n ' — 1 ( 

Puisque, cet te substitution faite, 
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il vient 

n—1 n̂ —1 

t — ) . S , — . 
, n—1 v , n'—1 * A = - - j - " ' = 2 -

Chacun des deux facteurs est ev idemment égal à zéro, et par 
conséquent 

C = O. 

Il res tent encore à évaluer Ies deux sommes B et B ' . La somme 
B s 'obtient en suppr imant dans la somme 

<P 

/m vN 

Ies termes qui r enden t nulle la quant i té © í —— ). Or ce sont Ies 

/ n 1 \ , V n 

valeurs v = W ( h ^ — - — ) , et il s 'ensuit que 

B = S 

( n - 1 ) Y 
K=X \ U / 

La signification de la fonction <f(x) fait voir immédia tement 
que toutes Ies sommes 

kn 
WLV 

n 21 y ( ), (k ent ier) 
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sont nulles. Puisque 

nn'— 1 n'— 1 n— 1 
= n — — — + 

2 ' 

il ne restent de Ia première somme, dans 1'expression de B, que 
Ies termes 

n'—1 . n—1 n—I 
" ~~2 h T - , . , 

/ f f l v \ v í W f t 
S * — = 2 

n '—1 , . V » / A = I \ " 

et il «'ensuit 

n—1 n - 1 
i /mh\ i (mn'k 

B = S H t - ^ \ M / —j \ »i 
A = I A = I 

ou bien, en faisant usage de 1'écriture (1), 

B = 2p n)-2|x(m, »*). 

On trouve de ia méme manière 

B' = 2ja [m'n, n')-2y.(m', n'), 

et en portant ces valeurs dans 1'équations 

4a = A + B + B' + C, 
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il vient 

n— 1 ri — i 
p. (mu', n) + JÁ (m'n, n') 

— [/. (m, n) — u. (m', n') = 2a. 

En faisant usage de Ia définition (2), on en tire 

Faisant m = m'= 1, on a la Ioi de réciprocité 

(B) ( - 1 ) 

H - 1 « ' — 1 

S • ~J~ 

puisque la définition (1) donne immediatement 

| U ( I , n) = 0 , = 1 . 

Faisant m'= 1, Ia formule (A) devient 

_ 
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d ' o f t , en divisant avec (B) m e m b r e à m e m b r e , 

(3) 
n / V n 

O b s e r v a n t que la fo rmule 

sgn . R (x + h) = sgn. R (a?) 

d o n n e 

on voit que 

H (m + hn, n) = H (m, n), 

CC) 

Ce théo re ine là p e r m o t de conc lure au nioyen de (3) Ia re la -
tion plus g é n é r a l e 

m {—) = ( v j ( v > 

P r e n a n t m, m! positifs et impai r s , et t r a n s f o r m a n t Ies d e u x 
m e m b r e s d ' a p r è s la Ioi de rec iproci tó (B)1 on en t i re un t ro i s ième 
t h é o r è m e fondamenta l 

écr i t avec notat ion c b a n g é e . 
On sait c o m m e n t on peut dédu i r e du t h é o r è m e (D) Ia signifi-

cation hab i tue l l e du s igne (— s i n est un n o m b r e p r e m i e r (*) . 

(») V. Kronecker, Honatsbei iehle de IjAcademie de Bertin, 1876; ou Bach-
mann, Niedere Zahtentheorie (Leipzig, 1902, pag. 24o). 
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SOBRE A THEORIA QAS RAÍZES CONJUGADAS 

POR 

L . F . MARRECAS F E R R E I H A 

A designação de raizes conjugadas é susceptível de maior 
extensão do que a usual, ab rangendo não só grupos de duas , 
diíFerindo apenas pelos signaes, mas de muitas out ras . Podemos 
também intitular assim as sujeitas a lei tal, que a ent rada de 
qualquer d'ellas n'uma equação ar ras te , como consequência neces-
sária, a de todas as out ras . No que vae seguir considerare i 
equações algébricas, que , tendo coef ic ientes reaes e c o m m e n s u -
raveis, se achem n'aquellas circumstancias . 

Se a, b, c. d, e. . . lorem quant idades commensuraveis , intei-
ras, ou fraccionarias , positivas ou negat ivas ; n, numero inteiro e 

. . "/ "/ »/ . . . . 
posit ivo; v c, V e, v g .. . incommensuraveis , ou iinaginarios, 
verifica-se a proposição segu in te : 

Se a equação algébrica F (.r) = O, de eoe/ficienles reaes e com-

mensuraveis, admiltir uma raiz da forma: a + b V c + d v e 
+ f"V~g . . . deverá conter como raizes todos os polynomios, deri-
vados d este pela multiplicação arbitraria dos coeficientes dos ra-
dicaes pelas raizes, de grau n, da unidade. 

Sendo, com effeito, a, (3, y. . . y. . . X, JA. . . funcçôes de x, 
i e j números inteiros, menores que n, virá 

F ( x ) = (x — a — b Vc — d Ve . . .) ja + (i Vc-Yy Ve+..-. 

+ <p V7& + .. . +1 I/C"-I + . . . + {A V e"-1 -F . . . J 
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OU 

F (x) = (x — a) a — blc — djxe. . . + I; 

e, como 1, polynomio, contendo todos os te rmos incommensura-
veis, ou imaginarios , sejam quaes forem os valores at t r ibuidos a 
x, deve ser nullo, resulta 

F ( x ) = (x — a) et. — (3Ic — d\ie. . ., 

em que os t e rmos , a par t i r do segundo, seguem a mesma lei de 
formação que este. 

Represen tando r uma das raizes primitivas da unidade, de grau 
n, o quad ro de todas as do mesmo grau , será r, r 4 , r 3 . . . rn. 
Sendo k e l inteiros e k + l = n, é claro que (fcr*) x (Zri) = ò>, 
(ar") x (pr') = a |a , . . . 

Podemos, pois, multiplicar os factores b , d, f . . . dos r ad i -
caes da raiz proposta pelas diversas raizes, de grau n, da unidade 
sem mudar a e q u a ç ã o ; d 'onde se VÊ que F (x) = 0 admitt irá não 
só a raiz proposta, mas todas as que d'ella derivam pela mul t i -
plicação de qualquer d 'aquelles factores por qua lquer das raizes 
de xn = 1. 

As raizes imaginarias de F (x) = 0 são sempre conjugadas, 
como as do segundo grau 

Podem apparece r as raizes imaginar ias em duas bypo tbeses : 
radicaes , de indice par , affectando quant idades negativas — radi-
caes quaesquer , affectando quantidades positivas, quando n for 
maior que 2; por causa das raizes imaginarias da unidade, coeffi-
cientes dos radicaes . 

As raizes da unidade são conjugadas , como as do segundo 
g r a u ; os productos d'ellas pelos radicaes egua lmente serão con-
jugados e é assim, portanto, que no segundo caso appa recem 
todas as raizes, g rupadas , duas a duas . No pr imeiro caso ha, 
além d 'estas , as resultantes da multiplicação dos radicaes imagi-
narios pelas raizes commensuraveis ± 1 , mas estas são egua lmente 
con jugadas . 
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Na equação F (tf) = 0 não pode entrar nas raízes quanti-
dade alguma, que não seja raiz de uma quantidade commensu-
ravel. 

Se a equação admit t i r como raiz a quant idade a +• t, em que 
a é commensuravel e i incommensuravel tal, que nenhuma das 
suas potencias seja commensuravel , virá 

F (tf) = (tf — a — t) (x™-* + A z " 1 - 1 + Ba;"»-3 + . . . 

+ Sa; + V) = 0 ; 

i ent ra em A no pr imeiro g r au , em B no segundo e assim suc-
cessivamente, sendo em S o g rau m —2 e em V m — 1. Todos 
estes coe f i c i en t e s : A, B , . . . S, assim como V, são funcçôes 
de tf. 

Podemos escrever , sendo a, (3. . . cu, funcçôes commensura -
veis de x, 

F (tf) = (tf— a) X + a i + ^ t s + . . . + Wtm = O. 

Consti tuindo as potencias de t incommensuraveis distinctos não 
sujeitos a reducção, será Ki = St 4 = Wtm = O, o que só se pode 
real izar em dois casos d is t inc tos : 

/.° caso —« diIferente de zero — vem : a = (3t = . . . = w. im~1 

= 0 — todos os coef ic ientes a, j3. . . w, serão nulios, mas não 
sendo a raiz de F ( t f ) = 0, não pode vir F (tf) = (tf — a ) X, em 
que X é um polynomio inteiro. 

3 . ° caso — i = 0 — a raiz ficará reduzida a a e a equação pre-
cedente subsiste. 

Do exposto conclue-se que a + ò Vc+dV e -f .. . , ou sim-
plesmente 
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é a expressão geral das raizes incommensuraveis de uma equa-
ção algébrica, como tem sido considerada. 

Nas equações de grau par, com m radicaes, não imaginarios, 
em cada raiz, o numero de raizes reaes, incommensuraveis, será 
lambem par, egual a 2m. 

As raizes reaes só podem resul tar da multiplicação dos radi-
caes pelas raizes não imaginarias da unidade, ora , quando em 

= 1 o expoente é par , lia sempre HS duas raizes commensu -
raveis d 'esta equação ± 1 ; resul tando, portanto, para F ( # ) = 0 
o seguinte g rupo de raizes reaes e incommensurave is : 

cujo numero é 2 m , por causa das duas determinações de cada 
radical . 

Se as raizes da equação, ao contrario do que se tem supposto, 
não forem todas conjugadas, consti tuindo um systema único, pode 
ella, como adeante se verá, ser de grau par e admit t i r , todavia, 
um numero impar de raizes reaes e incommensuraveis . 

Reciprocamente: se o numero de raizes reaes e incommensura-
veis for par, o grau <la equação será lambem par. 

Para haver um numero par de raizes reaes e incommensura-
veis é indispensável que x" 1, cujas raizes servem de coeffi-
cientes dos radicaes, admil ta as soluções ± 1, o que só pode 
succeder , quando o grau da equação for par . 

Se o grau da equação for impar, haverá uma única raiz real 
e incommensuravel e todas as outras vêem imaginarias. 

N'est.e caso os radicaes tôem, apenas , uma determinação, po r -
que só haverá uma raiz da unidade, d 'aquelle indice, que seja 
real e a soinma algébrica d'elles com a de terminação , que lhes 
compete, è a única raiz incommensuravel e r ea l . 

Reciprocamente: se a equação admittir uma única raiz, real 
e incommensuravel, o grau será impar. 

Esta proposição resulta immedia tamente do que fica exposto. 
N'uma equação algébrica, de raizes reaes, o numero das incom-

mensuraveb é sempre par. 
As raizes incommensuraveis , u 'este caso, só podem provir de 
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radicaes, que nunca admit iam coef ic ientes imaginarios e os úni-
cos em taes condições são os do segundo g rau . 

N'uma equação algébrica, de raizes reaes, grau impar, uma das 
raizes, pelo menos, será commensuravel. 

É uma consequência i inmediata de virem as incommensuraveis 
aos pares . 

As duas ultimas proposições referem-se t ambém, por excepção, 
a equações, cujas raizes não consti tuem um svstema conjugado. 
Es ta hypothese não cont inua a subsistir no que segue . 

Grau e composição da equação. — i Iavendo m radicaes em cada 
raiz, e sendo n o índice commurn d'clles, o n u m e r o de raizes, 
ou o grau da equação, ó dado pelo n u m e r o n '" = N. 

Se designarmos por a + Ki uma d'ellas, na totalidade deve 
en t ra r o seguinte g rupo : 

composto de n raizes, cujos segundos te rmos não derivam dos 
das aqui não incluídas, pela simples multiplicação por qualquer 
potencia de r . 

Com nova raiz a + K 2 , fóra d 'aquelle g rupo , fo rmaremos um 
o u t r o : 

a + K1 . r ; a + K 1 . r 2 , . . . . a f K1T" 

a + K 2 . r , a + K 2 . r % . . . . a + K 2 . r< n 

e assim successivamente, o que perfaz o numero ), = n m — 1 de 
grupos , distinctos pelos segundos te rmos de cada raiz. 

Gra 

i = i 
•k Ix- a — Kt-. r ') = (x — a ) n — K " 

e 
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Para a raiz x = a + V b + Ve + . . . . se rão valores d ive r -

sos de K n 

) 

K" = j V 7 M - r Vc + . . . j « = a + (3r + y r H . . . = a + S , 

K 2 " = ! Vb + . . . 1" = « + |3r« + V * + . . . = a + S 2 

K n = j 76 + r3 Vc + . :. In = a + (3r3 + y r « + . . . = a + S3 

oL = b + c + d+ . . .; 

comprehende - se fac i lmente como em cada caso se ob têem valo-
r e s de K, dist inctos uns dos ou t ros . 

Determinação de a. — A equação pode e sc r eve r - s e : 

\ 

F (x) = (x-a)»-2K" {x - a)*~» + 2 K n K" ( x - a)*~2« - . . . 

+ ; 

seguindo os coefficientes de todos os t e rmos , comprehend idos 
e n t r e aquel les , cu jos expoen tes são N e N — n , a lei do desen-
volvimento da potencia (x— A ) N , v i r á : A = Na e a = A : N . S e r á , 
po r t an to , a quan t idade a a pa r t e commensurave l da raiz, e, fa-
fazendo d e s a p p a r e c e r o segundo t e r m o da equação, esta f icará 
reduzida aos t e rmos , em que o expoen te de x for múltiplo de n. 
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N'uma equação desprovida de segundo t e rmo , claro está que as 
raizes não têem essa par te commensurave l . 

Transformadas. Abaixamento do grau da equação.— Mudando 
(x — a)n em y, resulta a seguinte t rans formada , que é do grau 
n m - l 

( * - * ; ) ( » - « ; ) ( v - o 

na qual o coefficiente do segundo te rmo é a somma b + c + d 
+ 

Por commodidade convém fazer desapparece r este t e rmo e 
simplificam-se por esse facto os coef ic ientes dos outros, passando 
immedia tamente da equação dada . por meio da hypothese 

y = [x — a)n + a, 

á t rans formada 

( J Z - S 1 ) ( J Z - S 2 ) ( J Z - S i ) = 0 

do mesmo grau que a p receden te . 
Em ambas as t rans formadas não entra a quant idade commen-

suravel a e os seus coefficientes são funcçôes de m incógnitas, 
n 

que en t r am e m K ; . 

Nas equações indecomponiveis e, em geral, em todas aquellas 
cujas raizes são todas conjugadas, o grau, ou é numero primo, 
ou potencia de numero primo. 

Para que da segunda t ransformada possa resul tar uma equação 
algébrica de coefficientes reaes e commensuraveis , é condição 
necessaria, que o coefficiente 2 S , do segundo t e rmo seja nullo, 
visto ser formado por uma somma de incommensurave i s ; ora , 
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esta somma será, como p receden temen te se viu, 

3 ( r + r 2 + r 3 + . . .) + T ( r J + r * . . . ) + $ ( r 3 + r 8 

e para tal fim requer-se, que as potencias successivas de qualquer 
das raizes 

r, r 4 , r 3 , . . . ; r1, r'1, r 6 . . . ; r», rG, r» . . . 

da unidade sejam diflerentes, de modo que em cada um d'aquelles 
parenthesis existam todas, porque será esta a única maneira de 
obtermos uma somma nulla. É indispensável, por conseguinte, 
que as n raizes da unidade, excepto 1, se jam primitivas, o que 
só succede, quando n fôr primo, e, como o grau da equação 
ò n, ou uma potencia de v, fica assim demonstrado o principio. 

O numero de termos de qualquer das quant idades S i , S^, 
S3. . . é o (los da potencia 11 de um poluiomio, composto de m 
termos , diminuido de m, ou 

(» + m — 1) Cn + m — 2 ) . . . m 
I = m 

1.2.3... n 

e o d 'aquellas quant idades (•. de n m ~ 1 ; quando estes dois núme-
ros forem iguaes, a indecomponibilidade da equação, ou a pro-
priedade de ella ter Iodas as suas raizes conjugadas, exige que os 
expoentes de r formem um quadrado magico, substituindo-se nos 
expoentes r'l+k por rk, sendo k < n. 

Em qualquer das linhas, ou das columnas, p recedentemente 
feitas para os valores de K, repetem-se, ou podem repet i r -se , os 
valores dos expoen te s ; é preciso, porém, que na mesma columna 
cada um d'elles se repita o mesmo numero de vezes, e d 'es te 
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modo teremos, sendo q um coefic iente in te i ro : 

^ S i = . B g . S r + y . ç . S V + . . . = 0 . 

As únicas equações, que lêem sempre as raizes expressas por 
meio de radicaes, sào as de segundo, terceiro e quarto grau; quer 
sejam indecomponiveis, quer não, ou aquellas, que se podem redu-
zir a estas, ou ao primeiro grau, fazendo (x — a)kn = y. 

Sendo qualquer das t rans formadas de grau o n u m e r o 
de seus coef ic ien tes é nm~1 -f 1 ; o do pr imeiro t e rmo é a uni-
dade e nos seguintes lia n m — 1 coef ic ientes em funcção dos quaes 

se podem expr imir as quant idades b, V c , . . . , c, como estas 
são em numero de m, o systema será de te rminado, podendo as 
raizes ser s empre expressas por meio de radicaes, quando se 
verificar a equação nm_~1 = m, cujas soluções, em números intei-
ros s ã o : »i == 1, n qua lquer ; m — n = 2. 

No caso de não existir o segundo t e rmo , as raizes só podem 
ser expressas em luneção de n m — 1 — 1 coef ic ien tes e para ser 
de terminado o systema é preciso que se dê a e q u a ç ã o : 

„ m - 1 _ 1 = m , 

cujas soluções inteiras s ã o : 

m = 2, h = 3 ; » i = 3, n «= 2. 

Já se viu, que nas duas t ransformadas não ent ra a quant idade 
commensuravel a ; de sorte que, quer n'ellas haja segundo t e rmo , 
quer não, os seus coef ic ientes são sempre funcçôes das m quan -
t idades, que entram debaixo dos radicaes . 

8 
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Grupos de equações, cujas raizes são sempre expressas por meio 
de radicaes. 

I.0 Grupo. — Caraclerisado por m = l, n qualquer , é o das 
equações do tvpo {x — a)kn — Ka = 0, t endo por t ransformada a 
equação do pr imeiro g r a u : y — Iv1 = O, com um só coefficiente 
(além da unidade no pr imeiro termo) e um unieo radical em cada 
uma cias raizes. Reduzem-se sempre a este typo as equações do 
segundo g r a u . 

2 . ° Grupo. — Caracter isado por m = n = 2, é o das equações 
do typo 

{ x - a)kn- K j [{x - a)kn- KJ = 0, 

que t êem por t ransformada a equação do segundo grau : 

^ - ( k ; ' + K 2 V K ; i X = O . 

I ia dois radicaes em Kj e K 2 , ou na formula da raiz, dois coeffi-
cientes na t rans formada , e, como podemos identificar com esta 
qualquer equação completa de segundo grau , segue-se que todas 
as equações d'esle grau se podem considerar como transformadas 
da equação do grau nm = 22 = 4, as quaes por seu turno, se 
reduzem ao pr imei ro . 

J . ° Grupo. — Carac ter i sado por m = 2, n — 3, é o das equa-
ções do typo : 

[x - a)k" — K j j [(a — a)kn - Iv^ [x - a)kn - K = 0 , 

cuja t ransformada, sem segundo termo, é a equação de terceiro 
g r a u : 

y 3 + Z K " K " . Y-KICK J , J 3 1 % 0 . 
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Todas as equações de terceiro grau se podem considerar, pois, 
como transformadas de outras, do grau nm = 32 = 9. 

4.° Grupo.— Caracter isado por m = 3 , n = 2, é o das equações 
d 'es te t y p o : 

[x — a)kn - K 

x 

cuja t rans formada é : 

(x — a)kn — K8 ( x - a ) k n - K 3 

(x — a)kn — K 
nl 
d = 0 ' 

2 K : K " . V2 - 2 K . K: K " . y + K1" K " k ! K " = O 3 i j i ] > • y 1 2 3 4 

Todas as equações de quarto grau se podem considerar como 
transformadas de outras do grau nm — 23 = 8. 

Em todas as equações indecomponiveis, de grau superior ao 
quarto, nm—1 — (m + 1) coefficientes são funcçôes dos restantes. 

Nas equações indecomponiveis todas as raizes são conjugadas 
e n 'esse caso podemos fo rmar nm~1 — 1 equações (numero de 
coefficientes da t r ans fo rmada) , sendo as incógnitas, o's m radi-
caes de cada raiz. O numero , do enunciado, represen ta o das 
equações de condição, ou o de coefficientes, que podemos e x p r i -
mir em funeção dos r e s t a n t e s ; d 'elles dependentes por tanto . 

Resolução das equações, cujas raizes são conjugadas. 
Abst rah indo nas raizes da par te commensurave l— e para isso 

tira-se o segundo t e rmo á equação proposta — obtêem-se as ex-
pressões de K 1 , K ; , . . . multiplicam-se os factores da equação, 
formados com estes números , e egualam-se os coefficientes da 
equação final, expressos nas quant idades b, c, d. . ., aos coeffi-
cientes da equação dada. Obtendo d 'esta sorte os typos das t rans-
formadas , que ficam para sempre , fácil é, logo que se que i ra , 
fazer o confronto. Melhor seria o t e r as formulas das raizes , ex-
pressas nos coefiicientes, mas, além do quar to g rau (da t ransfor-
mada) é muito laborioso, pelo menos, o obtel-os. Adeante deduzo 
as expressões da t rans formada e das raizes para os quat ro pr i -
meiros g raus . 

A resolução faz-se a inda, introduzindo na equação — privada 

do segundo t e r m o — a raiz K^ , ou qualquer das ou t ras , e depois 
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annullando os termos, que se podem reduzir a productos de in-
commensuravel por diversos polynomios. 

Como o processo anter ior este será t ambém mais adiante ap-
plicado. 

Equações de graus superiores ao quarto. — Só podemos expr i -
mir as raizes em funcçôes dos coefficientes nas indecomponiveis, 
e estas só podem ser , como foi visto, aquellas cujo g rau for 
numero primo, ou potencia de numero pr imo. A indecomponibi-
lidade deve', satisfeita aquella condição, reconhecer-se pelo facto 
de serem (rn + 1) coefficientes funcçôes dos outros, o que 
é dilficil de aver iguar pelas complicadas equações, que resul tam 
da eliminação. 

K m g e r a l : a equação d e g rau n m ~ n primo, sendo indecom-
ponivel, será t ransformada dç outra , de grau n m , d 'onde resulta 
que as equações de graus 5, 7, 8, 9, 11, 1 3 . . . , quando inde-
componiveis, são respectivamente t rans formadas de equações de 
graus S i , 7 2 , 2*, 3 3 , I l 2 , 1 3 2 . . . Muitas equações ha de qual-
que r d aquelles graus, decompúnhe is , visto que as suas raizes só 
em casos part iculares se subordinam á fórma de conjugadas. 

Os quadrados mágicos nos valores de K . — Nas equações, cujas 
raizes formam systema conjugado, devem as potencias de r , em 
todos os termos de cada columna de valores de K, serem diver-
sas, ou produzirem raizes dif lerentes , como se viu; resulta d 'ahi , 
que os expoentes , substituindo rn+k, (k < n) por rk tèem de for-
mar os seguintes quadrados mág icos : 

3 . ° g r a u 5 ." g r a u 7.» g r a u 

1 2 1 2 3 4 I 2 3 4 5 6 

2 1 2 4 1 3 2 4 6 1 3 5 

3 1 4 2 3 2 5 1 4 

4 3 2 1 4 1 5 2 6 3 

5 3 1 6 4 2 

6 5 4 3 2 1 
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