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REMARQUE SUR CERTAINES ÉQUATíONS DIFFÉRENTIELLES 
(Extrait d'une letlro adressée à F. Gomes Teixeira) 

PAB 

M. AUGUSTE GUTZMER 

(à Beiiin) 

.. . Permettez-moi de vous communiquer une remarque svr 
certaines éqaations di/férenlielles que j'ai considérées dans une note 
insérée au Journal de Mathématiques (*). J 'v ai formé Ies équa-

P d-u 
tions qui proviennent de 1 équation de Laplace A u = 2 

par la reitération de 1'opération A, et j 'ai déterminé celles des 
intégrales de ces équations qui ne dépendent que de r, ou 

p 

r 4 = 2 («» — aí)2- H est aisé de voir q u o n peut généraliser ces 
i= l 

résultats. 
En effet, si nous supposons que u est fonction de v seulement, 

ou v est une fonction de CC^ 9 • • • f CCa 9 1'équation Aw = O prendra 
cette forme 

i = l dX1
1 

ou 

(#) 4 e sér ie , t ome vi , pag . 4 0 3 - 4 2 2 , 1890. 
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Si maintenant v est déterminé de telle façon que yv et Av 
dépendent, à un iacteur eommun près, seulement de v, 1'équation 
de LapIace se change en une équation linéaire et homogène: 

Cette délermination de v, dans sa généralité, semble offrir de 
grandes difiieultés; je n'y ai pas réussi. Mais si nous nous bor-
nons au cas spécial que D est fonction de r, nous aurons 

On peut donc prendre v arbi t rairement , <p(r) et (*•") seront 
alors déterminés. Ensuite on pourrait procéder à Ia réitération 
de cette équation et en déterminer Ies intégrales. N'entrons pas 
ici dans ce calcul. x 

Vous voyez, Monsieur, quel grand avantage, pour Ia réitération, 
offre la remarque de ftl. P. Giinther (*), parce qu'on trouve 
directement et presque sans calcul l'équation réitérée et ses in-
tégrales. On peut donc se demander pour quelles fonctions v de r 
1'équation 

d* u du 

d 2u A(r) du + = 0 , 
dvl ç(r) ' dv 

ou l'on a 

(#) L. c. p. 4 1 8 ; voir a u s s i : Journal fur die reine und angewandte Ma-
thematik, t. 107, pag. 298. 
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peut-elle être transformée dans la forme: 

d d 
V l i - - V x - U = 0 . 

av dv 

Vous verrez aisément qu'on doit avoir X + = 0 et 

d2t> P ~ 1 dv 
X (r) d r 2 r dr 

v <p (r) ^ t i t A 2 

dr) 

d'ou vous conclurez par un calcul élémentaire que, pour p > 2, 
il faut que v soit de Ia forme 

1 

v = A + b V _ X , si X =[= 1 

OU 

u = A . e B - r 2 — ? , siX = l; 

pour p = 2 on doit avoir: 

1 
t = A (log r + B) 1 ~ x , s iX==l 

ou 

v = A . r B , si X = 1, 

A et B désignant des constantes. En prenant pour v une de ces 
fonctions, on peut donc aisément former Ies réiléralions et en dé-
terminer Ies intégrales, et eomme on est toujours conduit A une 
équation linéaire et homogène ne possédant que Ies deux points 
singuliers O e oo, la détermination de ces intégrales noff re pas 
de difficultés sérieuses. 
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Prenons un exemple. Soit v = rP; on trouve aisément de la 
p + c — 2 

première forme X = , et 1'équation diílérentielle 

(Pu ^ p + p — 2 du ^ 

dv1 pv dv 

peut être écrite de cette manière 

>+'-»> d d 
V P — W = O. 

dv dv 

En faisant n fois cette opération, on aura I'équation réiterée 

( p + p - 2 ) d P + f - Z d 

v — v v — 
dv dv 

( p + p - a ) d P - } -p—2 d fp-f-p—g) d p + ? - a d 

v -—v v — v p — v p —m = 0, 
dv dv dv dv 

qui fournira une équation linóaire homogène, dont Ies intégrales 
ne deviennent pas indéterminées et ne possèdent que Ies deux 
points singuliers v = 0 et v = oo. 

Les racines de 1'équation déterminante (*) deviennent dans Ie 
cas présent : 

p í i = 2n — 2 i ( i = 1 , 2 , , . .,ti) 

c — 2 
Pa+i = 2n — 2t — 2 — (t = 0 , 1 , . . . , n - í ) . 

p — 2 , . p — z 
Si maintenant n'est pas un entier ou que soit un 

P P 

(# ) Voir Ies équations (5), 1. c. p. 419. 
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P — 2 
nombre impair ou un nombre pair tel que 2n < 2 + , il 

n'y a pas d'égalités entre ces racines; 1'équation réitérée aura 
donc dans ces cas Ies intégrales linéairement indépendantes: 

V i o u / ' P a ( a = 1 , 2 , . . . , 2 » ) . 

. P — 2 
Mais si est un nombre pair (ce qui n'est possible que 

P P - 2 . 
quand o est un nombre pair), tel que 2 n > 2 + , soit alors 

p - 2 ~ P 
2n = 2 + - + 2 h , Ies intégrales 

P 

vHn-2* (x = 0,1 h) 

doivent être remplacées par celles-ci: 

Z 2 x + 1 . I o g » (X-=Of I f . . . ,fc) 

ou, ce qui revient au méme, par celles-ci: 

/ ' ^ x + 1 Iog r (> = 0 , 1 h). 

Il est évident que, pour p= 1, ce résultat est d'accord avec 
celui de mon mémoire cité. 

La méme méthode peut servir à trouver Ies intégrales dans Ies 
autres cas et à déterminer Ies intégrales logarithmiques. 

Vous voyez, Monsieur, que, dans cette chalne d'idées, on est 
conduit à se proposer l 'étude de Ia réitération des équations difl'é-
rentielles linéaires et homogènes. Malgré que je n'aie pas encore 
réussi à obtenir des résultats de quelque portée, je prends la 
liberté de vous communiquer quelques résultats três élémentaires. 
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Si vous désignez par D 1'opération 

dn dn~1 

dxn 

vous pouvez écrire 1'équation différentielle linéaire et homogène 
d'ordre n de cette manière: 

(1) D 2 / = O, 

et en appliquant v fois cette opération D, vous aurez évidemment 
une équation linéaire et homogène d'ordre n . v 

(2) Wy = O; 

il est clair que ces équations réitérées appartiennent à la classe 
des équations différentielles réductibles. L'équation (2) est évi-
demment satisfaite par 

Dv-1JZ = C1 y, f c 2 J/2+ • • • +cnyn, 

yi, y 2 , . . . J/h désignant un svstèine fondamental d'intégrales de (1) 
et c\, C2, . . • cn étant des constantes arbitraires. On est donc con-
duit à 1'intégration d'équations difíérentielles linéaires et non homo-
gènes. Au Iieu de chercher Ies intégrales de D2y = O, nous avons 
donc à intégrer 1'équation 

Dy = ei yi + c2 y2 -f . . . + c„ yn, 

ce qui se fait d'après des méthodes connues. Pour trouver alors 
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Ies intégrales de D3y = 0, on détermine celles de l)2j/ = c i t / i 
+ c2j/2 + • • • + c„t/,„ et ainsi de suite. Mais il semble quon ne 
peut pas t i rer grand profit des expressions compliquées qu'on 
obtient ainsi. Voici quelques résultats élémentaires, qui se prêtent 
prèsque immadiatement: 

En appliquant la réitération m fois à 1'équation du premier 
ordre 

ou obtient une équation linéaire d'ordre m, possédant Ies inté-
grales : 

e~fpdx, x.C-Spdx, x*c-fpdx x'n ' c~Srdx, 

ou 1'intégral générale 

(x).C-Spd*, 

ou gm—\ (x) désigne une fonction entière, à coefficients constants 
arbitraires, du degré (m — 1). 

Si 1'équation caractéristique d'une équation linéaire homogène 
d'ordre m, à coefficients constants, admet m racines égales, 1'é-
quation difíérentielle est une (m — 1 ) ième réitération d'une équa-
tion linéaire à coefficient constant d'ordre premier. 

Si l'on fait v — 1 fois Ia réitération d'une équation linéaire et 
homogène, à coefficients constants et d'ordre m, 1'équation cara-
ctéristique de 1'équation difíérentielle, obtenue ainsi, sera la v lème 

puissance de 1'équation caractéristique de 1'équation difíérentielle 
proposée. Si donc cette dernière équation admet 1'intégrale gé-
nérale 

cI 2/1 + ¢2 + • • • + cm ym, 
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celle de 1'équation réitérée se rá : 

h\ (x) .j/i + A2 (x) yi + . . . + hm {x).ym, 

Ies Ki (x) désignant des fonctions entières de degré (v— 1) et à 
coefficients constants arbitraires. 

Sans augmenter ces théorèmes élémentaires, considérons un 
exemple, en déterminant Ies cas ou 1'équation de Gauss: 

d8y + (a + P + l ) a ! - Y dy + qp = Q 

dx2 Xt-X dx x^ — x^ 

est la réitération d'une équation de premier ordre: 

ou, ce qui revient au mcme, en déterminant Ies cas ou 1'équation 

de Gauss admet des intégrales de la forme e~~fpdx etxe~frdx. 
En réiterant la derniére équation, on obtient 

de sorte qu'on a Ies relations 

(a + fi+ i ) x - y 
2 p = 

pz+p' = 

Xt-X 

Xt- X ' 
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qui fournissent Ies conditions 

(« — P ) 4 = 1; 

2 « ; 3 - a y - p y + y = 0; 

T ( T - S ) - O -

On en calcule aisément 8 systèmes de valeurs de a, [J, y: 

1) y = 0 , a = O, P = - I 

2) y = 0 , a = O, 3 = + 1 
* 

3) y = 2, o = 1, {J = O 

4) y = 2 , a = 2 , p = 1 

et encore quatre autres systèmes qu'on obtient des précédents en 
échangeant a et 3. On trouve donc pour p Ies valeurs: 

2) 

3) 

1 ) 0 ; 

1 

1 
* 

x 

„ 2x-i 1 . 1 
4) 

x(x—l) X x—i' 
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el Ies intégrales correspondurites deviennent donc: 

1) A, k \ x ; 

3) C . — , C 1 ; 
x 

1 1 
4 ) D . — , D 1 . - - . 

x x—i 

Ces cas, ou 1'équation de Gauss est la réitération d'une équation 
de premier ordre, se présentent naturellement comme cas spé-
ciaux de ceux ou 1'équation de Gauss est reductible (*). 

Je finis pour remarquer que Ies équations différentielles obtenues 
par Ia réitération d'une équation différentielle de premier ordre, 
forment un cas spécial des équations différentielles linéaires à 
solutions conjuguées étudiées par M. E. Brassinne dans une note 
insérée an t. n du Cours d'Analyse de Sturm. 

(#) Voir Ie mémoire de M. Fi1Obenius, Journal fiiz die reine und ange-
wandte Mathcmatite, t. 76, p. 250. 
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SOBRE 0 RESTO DA FORMULA DE TAYLOR 

POR 

JOSÉ BUUNO DE CABEDO 

(Professor na Universidade de Coimbra) 

Suppondo sómente que f(x), f'(x),.. . fn~'(a?) sào funcções 
finitas e determinadas no intervallo de a a x e que / 1 ' - 1 (x) 
tem uma derivada no ponto a, demonstrou o sr. Peano a fór-
mula (*) 

cuja extensão ás funcções de variavel imaginaria constitue o obje-
cto d'este artigo. 

Quando a variavel imaginaria z descreve uma recta entre os 
pontos a e z, mostra a mesma analyse do distincto professor da 
Universidade de Turim que 

(#) Designaremos por í/í +1 um valor da variavel iji tomado entre os 
valores que constituem o seu domínio e por À OU XI uma quantidade de 
niodulo inferior á unidade. 
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applicando á fracção 

n fz fAi 
w - m - ^ - i T - f t * ) i i-

n ! 

a fórmula 

? ( z ) - * ( a ) = 1 f'(zi) 
(z — a)P j>(zx-a)v-i' 

Pelo contrario, se o contorno L descripto por z é uma curva 
qualquer, a fórmula fundamental do sr. Darboux deixa de ser 
exac t a ; mas a expressão 

Rn = J ^ d z f a z . . -J^fn-1 M - fn~] («) - (« - «) M] dz> 

onde M designa uma constante qualquer e o numero das integra-
ções indicadas é n — 1 , dá 

ou 

f(z) = f(a) + ( z - a ) f ' ( a ) + . . . 

(z—a) n — 1 [z — a)n 

A fórmula que acabamos de achar dá a variação de uma fun-
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cç8o uniforme ou não uniforme ao longo de uma linha qualquer, 
suppondo que as funcções f(z), f \ z ) . . .fn~~x(z) são determinadas 
em toda a sua extensão. 

Admittindo que fn~' (z) tem no ponto a uma derivada finita 
fn(a), poderemos pôr M = fn\a) e a fórmula anterior trans-
forma-se na seguinte: 

+ J^dzjdz.. .J^ / •»- ! ( , ) - f»~ 1 (a) - ( z - a ) fn(a)Jdz, 

de que se deduz a fórmula (1), suppondo rectilíneo o caminho L. 
Gom effeito, 

n ! L J 

No caso mais geral em que o argumento de z é qualquer, a 
fórmula 

j <p(z)(z — a)dz = \y(zI)J" (z—a)dz, 
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empregada precedentemente, deve ser substituida por 

z) dz = X are L ç ( s t ) = X S ç ( z j ) . 

Teremos pois 

Rn=J d z j dz...j (z) - /-»-1 (a) - (z - a) /'«(a)j dz 

= X S I d z f dz... f \ f » - l ( z ) - f « - i ( á ) - ( z - a ) f « [ a ) ] d z 
J L1 J L1 J L, L J 

= U 1 S S 1 T d z f dz...f ] 7 n _ 1 ( s ) - / ' n _ 1 ( a ) - ( z - a ) / ' B ( a ) d z 

J L-2 J LA J LG L -

= X X 1 . . . X N - S S S 1 . . . 
/ , . - 1 ( 3 , ) - ^ - 1 (a) 

Zj — a 
• / » ] ( Z 1 - a ) 

ou 

fazendo ent rar em X o factor 

S S 1 S n - S j z i - O j 
^ . . . U j r M 1 g — é , 

onde a representa o argumento de Z1 — a. 
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Finalmente, fazendo convergir z para a ao longo de L, vê-se 
que 

Iim — = 0, 
(z—a) n 

attendendo a que é 

Iim- 1 e | i m f - ' M - / - - ' M _ m 
I z — a\ z\ — a 

2 
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F. Casorati. — Mesure de la courbure des surfaces suivant 1'idée 
commune. (Acta Mathematica, t. xiv) . 

Este trabalho é, na sua parte essencial, uma traducção de outro 
publicado pelo mesmo sábio geometra nos Rendiconti do Instituto 
Lombardo, do qual se deu noticia nas paginas 95 e 96 deste 
volume. 

G. Peano. — Les propositions du cinquième livre d'Euclides rê-
duites en formules (Mathesis, t. x). 

Esta Nota refere-se ao assumpto de que o auctor se occupou 
no livro de que se deu noticia nas paginas 119 e 120. O auctor 
mostra como, com um numero limitadíssimo de signaes, se pôde 
reduzir a fórmulas as 25 proposições do Livro v dos Elementos 
d'Euclides. 

II. Vuibert. — Annuaire de la jeunesse pour 1'année 1890.— 
Paris. 

N'este livro muito interessante e muito útil para todos os que 
querem conhecer a organisaçâo das escholas francezas, o auctor 
dá amplas informações sobre todas as escholas primarias, secun-
darias, superiores e especiaes da França, sem excepção alguma. 
Encontram-se ne l le noticias sobre as condições necessarias para 
ser admittido em cada eschola, sobre as despezas a que isto 
obriga, sobre a organisaçâo dos cursos, sobre as carreiras para 
que preparam, etc. 
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Ed. Weyr. — Zur Theorie der bilinearen Formen (Monalshefle 
fúr Malhemalilc und Physik, t. i). 

Esta memoria importante 6 extrahida d'outra sobre a theoria 
das formas bilineares, escripta pelo mesmo auctor em Iingua 
bohemia; e tem por objecto o estudo de novos methodos auxilia-
res, baseados na consideração de certos systemas coordenados de 
valores das matrizes d'aquellas formas, por meio dos quaes se 
torna possivel a solução de muitas questões, entre as quaes cita-
remos especialmente o problema, resolvido por Weiers t rass , da 
transformação simultanea de duas fórmas bilineares. 

O sr. W e y r substitue a estas a noção mais abstracta das ma-
trizes, taes como as define Cayley; as regras dadas por este geo-
metra para o seu calculo são expostas e muito desenvolvidas nos 
primeiros capítulos, ao passo que os últimos são consagrados a 
applicações, taes como ao problema já citado de Weierstrass , 
ao theorema de Syhester sobre a inércia das fórmas quadraticas 
e ao theorema fundamental de Fuchs na theoria das equações 
diflerenciaes lineares de coefficientes variaveis, publicada no vo-
lume 66.° do Jornal de Crelle. 

D. L. 

II. Burkhardt. — Untersuchungen aus dern Gebiele der Iujper elli-
ptischen Modulfunctionem. Ersler Theil (Mathematische Anna-
len, t. xxxv i ) . 

É a primeira parte d'uma memoria em que se desenvolvem 
as idéas originaes expostas nas lições de F. Klein, redigidas 
pelo sr. I iurkhardt sob o titulo Bases d'uma syslemalica geral 
das funcções hyperelliptieas de Iordem. 

Torna-se n'eíH;as muito sensível a clareza que dão á theoria 
aquelles novos pontos de vista, mas o auctor propõe-se fazer 
sentir a sua fecundidade mesmo nas applicações a problemas 
especiaes em que até aqui tem representado o papei mais impor-
tante as relações thetas. O exemplo escolhido para este fim é, o 
problema das equações de multiplicadores, que occorrem no pro-
blema das transformações dos integraes hyperellipticos; demon-
stram-se uma serie de propriedades dos coefficientes d'estas 
equações, sem que todavia o assumpto fique esgotado; visto que 
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o auctof annuncia, para a segunda parte, algumas novas pro-
posições. 

D. L. 

F. da Ponle Horta.—Nota sobre os determinantes (Jornal da Aca-
demia das sciencias de Lisboa, 1890). 

Contém este interessante artigo algumas notas a respeito de 
certos pontos do excellente livro do mesmo auctor, de que se 
deu noticia na pag. 51 do tomo ix d'este jornal. São estudadas 
primeiramente as alterações que sofíre o determinante por meio 
de movimentos de rotação á roda das diagonaes ou á roda do 
centro. São consideradas em seguida diversas especies de symetria 
dos determinantes, e demonstradas algumas propriedades d'estas 
diversas especies de determinantes sjinetricos. 

Abel Suclwn. — 1 raité d'Astronomie theorique.—Paris, 1891. 

Quem quizer estudar a parte da Mecanica celeste que se refere 
ao calculo das perturbações planetarias e lunares, tem na bella 
obra do sr. A. Sucbon um guia excellente. 

Principia a obra por uma introducçâo histórica, em que o 
auctor expõe primeiramente, de um modo rápido mas completo, 
o desenvolvimento das ideias sobre a attracção dos corpos até á 
grande descoberta de Newton; e em seguida dá noticia dos tra-
balhos feitos pelos geómetras para resolver o problema conhecido 
pelo nome de problema dos três corpos, referindo-se successiva-
mente aos trabalhos de Newton, Clairaut, Lagrange, Jacobi, etc. 

A introducçâo segue a Primeira parle da obra, em que é ex-
posta, pelo methodo da variação das constantes arbitrarias, a 
theoria analylica dos movimentos planetarios. Esta parte é divi-
dida em seis livros, em que o auctor se occupa respectivamente: 
do movimento elliptico, da theoria geral do movimento pertur-
bado, do desenvolvimento em serie da funcção das forças per-
turbadoras, das perturbações de primeira ordem relativamente 
ás massas e da theoria geral das desigualdades seculares e pe-
riódicas, das perturbações de segunda ordem relativamente ás 
massas, e da theoria da lua. 
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Na Segunda parte da sua obra occupa-se o sr. A. Sucbon da 
applicação dos princípios expostos na primeira parte á explicação 
e formação das taboas dos movimentos planetarios. É dividida 
em tres livros respectivamente dedicados ás partes seculares e ás 
partes periódicas dos elementos das orbitas planetarias, á con-
strucçâo das taboas de Júpiter, e á applicação das taboas plane-
tarias ao calculo das posições heliocêntricas dos diversos planetas. 

Pela riqueza do assumpto e pela clareza, bom methodo e feição 
pratica com que está escripta, devemos vivamente recommendar 
esta obra aos nossos astronomos. 

J. A. Serrasqueiro.—Tratado elementar de Arithmelica, 9(di-
cção.— Coimbra, Í890. 

Tratado de Geometria elementar, 7.a edicção.—Coimbra, 
1890. 

Veja-se o que se disse a respeito das edicções anteriores 
destas obras nos tomos v e vm d'este jornal. 

E. Mosnat.— Problèmes de Géométrie analytique, t. i. — Paris, 
1891. 

Contém este livro 129 problemas com as respectivas soluções, 
e além d'isso 4 2 8 problemas simplesmente enunciados. Todos 
estes problemas são relativos á parte elementar da Geometria 
analytica plana e dizem respeito á theoria da Iinba recta, do cir-
culo, das secções cónicas, d'alguns Iogares geometricos, das tan-
gentes, norinaes, focos, centros, diâmetros, etc. Cada capitulo é 
precedido de um resumo contendo as formulas e os theoremas 
necessários para resolver os problemas ahi contidos. 

Os problemas considerados suo, na sua maior parte , interes-
santes. Muitos d'elles foram propostos nos concursos de admissão 
as escolas central, naval, de pontes e estradas, etc., de Paris. 

Terminaremos aconselhando o livro do sr. Mosnat aos alumnos 
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das nossas escolas para se desenvolverem nos princípios da Geo-
metria analytica. 

E. Dessenon. — Cours de Trigonometria recliligyie.—Paris, 1891. 

Na maior parte dos manuaes de Trigonometria os andores, 
depois de demonstrar as Iornndas trigonométricas para as linhos 
correspondentes ao primeiro quadrante, ou admiltem sem de-
monstração que ellas têm logar para todos os quadrantes, ou em-
pregam para esla generalisação um processo longo e fastidioso. 
O meio de evitar estes inconvenientes 6 o emprego da theoria 
das projecções. O sr. Dessenon emprega este methodo, e não só, 
como muitos auctores, para estabelecer os theoremas de addiçâo 
das funcçôes trigonométricas, mas ainda para demonstrar todas 
as formulas geraes que não são consequência immediata de outras 
anteriormente estabelecidas. A theoria das projecções é exposta 
n u m capitulo preliminar. 

Eis uma rapida indicação das matérias consideradas nos diffe-
rentes capítulos. I. Arcos e ângulos. Formulas relativas nos arcos 
e aos ângulos. II. Linhas trigonométricas. III. Relações entre as 
linhas trigonométricas d'um angulo qualquer e applicações. 
IV. Addiçâo, subtracção, multiplicação e divisão dos arcos. 
V. Formulas de transformação. VrI. Taboas trigonométricas. 
VII. Derivados das funcçôes circulares. VIII. Equações e funeções 
trigonométricas. IX. Resolução dos triângulos. X. Applicações e 
problemas. 

Para mostrar o valor d'este livro excellente transcreveremos 
as palavras seguintes que a respeito d'elle escreveu o sr. J. Tan-
nery: «Em todo o livro se reconhece a mão de um homem muito 
habituado ao ensino, conhecendo a fundo as necessidades dos 
alumnos, as occasiões mais ou menos próximas dos seus erros, e 
os meios de a isso dar remedio». 

Molla Pegado.—Dos eirctdos focaes nas cónicas. 

O auctor expõe neste trabalho, com a maior clareza e com 
todo o desenvolvimento, a theoria dos círculos focaes das cónicas. 
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Cada uma das tres cónicas ellipse, parabola e hyperbole é sepa-
radamente considerada. 

Jolin Casey.—Géométrie élémenlaire récenle.—Gand, 1890. 

Na sua obra intitulada — A Sequel to Euclides publicou J. Casey 
um capitulo supplementar contendo uma exposição systematica 
da moderna Geometria do triangulo. Não existindo um livro es-
cripto em francez destinado a pôr este capitulo da Geometria ao 
alcance dos principiantes, foi a obra do sábio professor de Dublin 
traduzida em francez pelo sr. Falisse, e esta traducçâo publicada 
primeiramente no Matliesis (t. ix e x), e em seguida em livro 
separado. 

V. Retali.—Sopra due particolari trasformazioni piane quadra-
liche (Memoria delia li. Academia delia Scienze de liologna, 
serie 4. a t . x j . 

O auctor expõe duas transformações quadraticas, que o levam 
a resolver com toda a simplicidade os dois problemas seguintes: 

1.° Determinar o Iogar geometrico dos pólos de contacto 
para as cónicas conjugadas a uma cónica dada quando os pólos 
respectivos de uma recta dada estão sobre uma curva algébrica 
de ordem e classe dadas. 

2.° Determinar o logar geometrico dos pólos de uma recta 
que dizem respeito ás cónicas conjugadas a uma cónica dada em 
relação aos pontos de uma curva algébrica de ordem e classe 
dadas. 

H. A. Newton.—Elias Loomis.—New-Haven, 1890. 

Contém este opusculo um bello discurso pronunciado pelo 
illustre professor americano H. A. Newton para fazer conhecer 
os serviços scientificos de Elias Loomis, professor de astronomia 
em Yale College, nascido em I S t l e morto em 1889. O auctor 
tracta desenvolvidamente da vida d'este sábio, dos trabalhos de 
que se occupou, dos livros e memorias que escreveu, etc. 
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Termina o opúsculo por uma lista composta de 164 artigos, 
que contém todos os trabalhos publicados por E. Loomis. Entre 
estes trabalhos figuram alguns livros de texto para o estudo da 
parte elementar das mathematicas, muito considerados nos Estados 
Unidos. 

G. Peano. — Démonstration de lintégrabilité des équations dijfé-
renlielles ordinaires (Malemalische Annalenf t . X X X V I I ) . 

N'esta memoria demonstra o sr. Peano que, sendo dadas as 
equações differenciaes 

dxj dx„ 
- ^ r = Ip1 [t, Xj, . . .,xn), . . . , —= <p;l ( í .afj , ...,xn) 

onde <pj, . . . , I p n são funcções continuas na visinhança de t = b, 
X = Oq, . . .,.rn = an, póde-se determinar um intervallo (6,6,), e, 
n'este intervallo, n funcções x\, . . .,xn de t, que satisfassam ás 
equações dadas, e que, para t = b, tomem os valores a j , . . .,an. 

Na sua demonstração emprega o illustre geometra as formulas 
de Lógica, já usadas em outros trabalhos de que temos dado no-
ticia n'este jornal. 

F. Gerbaldi.—Sul sistema di due coniche (Annali di Matematica 
pura ed applicata, 1890). 

N'esta importante memoria o auctor estuda principalmente as 
cónicas ligadas com duas cónicas dadas por meio de relações ex-
pressas por invariantes. 

F. Enqel.— Zur Invariantentheorie der Sysleme von Pfaffsclien 
Gleicliung (Beriehle der K. Siichs. Gewllschafl der WissenschafIen, 
1890). 

M. d'Oeagne.—Note sur Ies systèmes de péninvariants principaux 
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des formes binaires (Annales de la Sociélé scientifique de Bru-
xelles, t. xu) . 
— Une applicalion des coordonées pnrallèles (Nouvclles Annales 
de Mathémaliques, série, t. V I I I ) . 

Quelques propriélés general es des courhes algébriques oble-
nues au moyen des coordonées parallèles [Item. t. ix). 

Deux tliéorèmes géneraux sur Ies Irajecloires de poinls el Ies 
enveloppes de droites dans Ie plan (liem). 

Sur Ies Irajectoires des poinls marquês sur une droite qui se 
deplace en toucliant constamment par l'un d'eux une courbe 
donnée (Association française pour Vavancement des sciences, 
1889). 

Gino Loria.—SuWapplicazione delle funzioni jaeobiane alio studio 
delle Iinee sghembe di quarto ordine e prima speeie (Rendieonti 
delia R. Aceademia dei Lyncei, 1890). 

Sulla classifcazione delle trasformazioni razionali delle 
spazio, in particulare sulle trasformazioni di genere zero (Ren-
diconti dei R. Islituto Lombardo, 1890). 

G. Pirondini. — Di una parlicolare Irasformazione geometrica 
(Rendiconti delia R. Academia di Napoli, 1890). 

Ii. Burkhardt.—Zur theorie de Jaeobi'schen Gleichung 40. Gra-
des, welche bei der Transformation 3. Ordnung der Thetafun-
ctionen von zwei Veranderliclien auftrelen {Nachrichlen von K. 
Gesellschaft der Wis. zu Gòllingen, 1890). 

F. Rogel. — Darslcllung der harmonischen Reihen durch Facto-
ren folgen (Arcli. de Math. und Pliys. 2. Reihe, t. ix). 

Die Entwicldung der Exponenticllcn in eine unendliche Fa-
ctorenfolge [liem). 
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Lerch.— Bemerkung zur Reihenthéorie (Sitzungsberichten der K. 
bòhm. Gesellschafl der Wissenschaften, 1890). 

Mitteilungen aus der Integralrechung (Monatshefte fiir Ma-
themalil: und Physik, t. i ) . 

R. Marcolongo. — Sulla deformazione di ima sfera omogenea iso-
tropa per speciali condizioni ai limili (Rendiconti delia R. Ac-
cademia dei Lincei, 1889). 

SuWaccelerazione nel moto di uno solido intorno ad un 
punto fisso (Giornale di Mathematiche, t. xxvi i ) . 

Sul lheorema di Poisson (Rendieonti delia R. Accademia 
de Napoli, 1888). 

Sulla variazione di un integrale definito e sulla theoria 
delle equazioni alie derivate dei primo ordine (Item). 

Sull'equilíbrio di un filo flessibile ed inestensibile (liem). 
Sulla reprezentazione conforme delia Pseudosfera e sue 

applicazioni (Item). 

S. Pincherle. — Su alcuni inlegrali particolari delle equazioni dif-
ferenziali lineari non omogenee (Rendiconti delia R. Accademia 
dei Lincei, 1890). 

Sulla reprezentazione approssimata di una funzione me-
diante irrazionali quadraiici (Reiuliconti dei R. Istituto Lom-
bardo, 1890). 

G. T. 
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SUB UNE CLASSE DE FONCTIONS A ESPACE LACUNAfRE 

FAR 

M. LERCH 

(H Prague—Vinohrady) 

> 

Considérons une série de la forme 

(1) 1 ?([«]) x« = f[x), 
n=I 

convergente à 1'intérieur du cercle |®| = 1, ou [«] représente Ie 
nombre des chifires de n. Je dis que cet te fonction ne pourra 
pas être continuée au delà du dit cercle, si la par t ie réelle ou la 
partie imaginaire de la fonction <p(v) crolt indéfiniment avec v en 
conservant son signe. 

La série (1) se compose en effet de groupes de la forme 

<p(v) ^ 1 0 ' " 1 + ^ i u v - 1 + ! + , I O v - V 2 + a;10* V » + . . . 

• V 1 V 

V "I r 10 -10 
+ a . I O _ l j _ ç ( v ) _ _ 

d o u il résulte que nous aurons : 

( 1 - ¢ ) ^ ) = 9 ( 1 ) 0 ; + I [>(v + l ) - < p ( v ) ] a y . 
*=1 

D 'après un tbéorème que j 'ai démontré dans Ies Acta malhc-
matica, t. 10, et plus tard dans une note sur Ies fonctjons à 
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espace lacunaire (*) Ia série qni figure au second membre dé-
finit une fonction n'existant que á 1'intérieur du cercle | a | = 1, 
ce qui démontre 1'énoncé. 

Ici la fonction <p(v) peut môme dépendre de la variable x, si 
elle remplit la condition dite plus haut pour chaque valeur de 
cette variable. 

A cette classe de séries (1) appartient !'exemple que j'ai 
considéré, sous un autre point de vue, dans Ie t. vn de ce journal 
et auquel M. Alfred Piingsheim de Munich a consacré recem-
ment une remarque critique (**) dans IaqueIle il 1'appelle gera-
dezu monstros! De gustibus non est disputandum. 

( # ) Ueber fonct ionen mit beschri inktem Existenzbereiche . Abhandlun-
g e n der Kouitr Iichen bõhmischeu Gese l l sebaft der W i s s e n s c h a f t e n , vu. Folgc, 
2. Band. Math. — naturvissenschaf t l i che Classe Nr. í). Prag. 1888. 

(*#) Mathematisdie Annaten, t. x x x v , p. 308. 
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SOBRE 0 THEOREiVIA D EULER-LflMBERT 
POE 

DUAHTE L E I T E 

(Professor na Academia Polyteclinica do Porto) 

1. O bello theorema que em mecanica celeste exprime o 
tempo em funcçâo do eixo, da corda do arco descripto, e da 
semisomma dos raios vectores extremos, foi pela primeira vez 
demonstrado analyticamente pelo illustre Euler para as orbitas 
parabólicas (*), e só dezesete annos depois o generalisou Lam-
bert, por subtis considerações geometricas, ás orbitas ellipticas 
e hyperbolicas, 

Dá-se de ordinário nos tratados a demonstração de Lagrange (**), 
baseada na fórmula que exprime o tempo em funcçâo da anoma-
lia excentrica; mas conserva-se-lhe o defeito, já indicado por 
Bertrand, de que as variaveis finaes apparecem pouco natural-
mente, sendo mister para justificar o artificio que se conheça 
d'antcmâo o resultado. 

A geometria fornece-nos recursos com que vencer esta diffi-
culdade; e como se verá n'esta nota, basta uma simples trans-
formação de áreas para nos levar directamente ao theorema. 

3. Para avaliarmos o sector elliptico F N M (fig. í ) , tiremos 
I F E , parallela a MN, e tracemos os diâmetros conjugados 
OE, OE ' . 

Então sectFMN = sec tNEN 

= seg m N E — seg ME 

seg m NE = sect ONE - ONE 

seg m ME = sect OME - 0 3 J E 

(#) Tliroriii motus Planetai um et Cometarumj 1744. 
(*#) Mécanique anatytique, u vol., note v. 
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e tirando MM', NN' parallelas a OE' , virá 

ab .NN' 
sect ONE = — are sen -----

2 OE ' 

ab MN' 
sect OME = -—• are sen ——. 

Z LIH 

a ab 
Além d'isso, por ser O E E ' = —, serão 

2 

e é uma propriedade conhecida da ellipse que 

MM' _ / E 1 M ' . EM' _ / E M ' / EM' 
W - V Õ f ã - V OE \ OE' V O E i V OE \ OE 

NlV / E 1 N i - E N ' / E N ' / E N ' \ 

OE 2 V OE V ~ÕÊ ' OE' V OE 2 V OE V O E / 

Ora, se tirarmos a tangente EP , ella encontrará em Q a corda 
MN e o diâmetro OSIi conjugado com a corda n'um ponto P, que 
por ser polo de F E , está na directriz. 

O comprimento de IE sendo o semi-eixo maior (*), teremos 

EM' M Q S Q - S M EiV N Q S Q + S M 

C u T - T i T a ; W - T E - ã 

(* ) Tire-se EF' para o outro fóco F', pro longue-se OE' até J e por F 
t ire -se FJ' parallela a OE' ; então visto s e r e m EF e E F ' egualinente incli-
nadas á tangente EP, será 

2a = E F + EF' = EJ' + EJ' + J'J + F'J = 2 (EJ' + J'J) = 2 E J = 2EI. 
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e por outro lado, tirando MM|, SSi , NNi , perpendicularmente á 
directriz PD, 

S Q _ S P S S j M M t + NNi F M + F N 

T E = OP ^ O D - 2 Õ D 2 0 ' 

Se portanto fizermos 

FM + FN + MN = 2 p, FM + F N - MN = 2 q 

teremos 

EM' _ q EN ' _ p 

OE - T 

e d'ahi 

sect FMN = ~ j ^ a r c sen \ J ^ 2 - —^ — are s e n \ J fL ^ 2 — —^ 

V£H)+vTH)! 
Simplifica-se esta expressão, suppondo 

UUSi = , WSA = , 
a a 

e recorrendo agora á segunda lei de Kepler, virá finalmente o 
theorema d 'Euler -Lamber t 

Iit = z' — z — (sen z' — sen z), 

em que nl è a anomalia media; os ângulos z' e z são os excen-
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tricôs que correspondem a NOE, MOE como facilmente se pôde 
verificar. 

Analogamente se concluía para o caso da orbita liyperbolica; 
no movimento parabolico, as cousas passam-se mais simplesmente. 

Na fig. 2, será 

sect FMN = sec tEMN 

= segm NE —seg ME. 

Mas 

seg EM = — EMM2 = — EMM1 = — EMM 
o o o 

2 A I a 

D (EM 1)2, 

e analogamente 
3 

l D ( E Y ) * 

sendo I) o parametro ou corda focal normal ao eixo. 
Mas porque PE é bissectriz do angulo F E N , será 

E M ' = QM; E N ' = QN 

Pondo pois 

FM + FN + MN = 2 p, FM + FN - MN = 2 q 

teremos 

EM' = q, EN ' =p 
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sect FMN 
V7I) 
6 

1 A -

— « 

A mechanica celeste dá em seguida 

2 t / 2 
V7 [A. í = 

• D 

1 

6 

sect FMN 

( V ) 9 - ( 2 ( 7 ) 

i 

3 
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N 

Fig. 2 
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SOBRE 0 DESENVOIVIiVIENTO DAS FUNCÇÕES EM SERIE ORDENADA 

SEGUNDO AS POTENCIAS DOS SENOS E COSENOS ( * ) 

POR 

F . GOMES TEIXEIUA 

1. Consideremos o integral 

j Ç f(z) sen'" [x — a) dz 

J s sen (2 — x) senm (z — a) ' 

e tomemos para contorno da integração o rectângulo cujo centro 
é o ponto a e cujos lados são duas rectas parallelas ao eixo das 
abscissas, eguaes a 77, e duas rectas parallelas ao eixo das orde-
nadas, eguaes a 2Z; e supponhamos que a funcção /'(z) é holo-
morpha na área limitada por este contorno e que a; è ura ponto 
do interior d'esta área. 

Posto isto, applicando ao integral J o theorema de Cauchv, 
vem 

J = 2 i i t (A + B), 

representando por A e B os resíduos da funcção 

f ( z ) senm (x — a) * I s ) = 1 ^ \ sen (z — x) senm (z — a) 
1 

relativamente a i e n , que são as únicas raizes de sen(z — #) = 0 

(#) O as sumpto d'este artigo foi por nós comniunicado ao sr. Hermite 
em urna carta que foi publ icada no Balletin des Sciences mathématiques 
(2.« série , t. x iv , 1890). 
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e sen (z — a) = 0 que são representadas por pontos do interior 
da área considerada. ^ 

O residuo de F(z ) relativamente a x é o coeficiente de — no 
desenvolvimento de 

F ( a + A). 
f ( x + A) senm (x — a) 

sen Asenm (x — a 4-A) 

em série ordenada segundo as potencias de A; e temos portanto 

A = /•(*). 

O residuo B de F (z), relativamente a a, é o coefficiente de 
1 

no desenvolvimento 

F (a+ h)-
f(a + A) senm (x - a) f(a + A) senm (ar - a) 
sen la — x + A) senm A . , senm h K ' Am sen (a — x + h) —— v y hm 

ein série ordenada segundo as potencias de A. Mas temos, desen-
volvendo as tres funcções 

f{a + A), 
1 Am ' 

sen [a — x+h)' senm A 

em série ordenada segundo as potencias de A, 

1 A» 
F (a + li) = — 2 —r fu ta) senm (x — a) v ' Am m ! ' w ' 

x l 
A" 

v! 

~dv sen—1 (a — a; + A) 

Í/A1' 

_ hw \ dw (AcosecA)" 

o X 1 t e ! L dhw 

onde a somma representada por 2 se refere a todas as soluções 
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inteiras positivas ou mil las da equação 

u + v + w = m— 1. 

Formando as derivadas successivas de s e n - 1 [x— a), vem um 
resultado da fórma 

d" s e n - 1 (a — x-\-h) 

. d h v . 

d» s e n - 1 (x - a) + B ' s e n * ( « - « ) + • • • + B i , sen» ( z - a ) 

dxv sen"+1 [x — a) 

se u é par ; e um resultado da fórma 

d" sen ~ 1 (a — x + /t) 1 

. d / ^ J 0 

cos [x — a) [Bó + B'i sen 8 ( ; r—a) + . . . + B w j j ^ s e n " - 1 (a;—a)l 
8 ' . 

sen» +1 [x — a) 

se v é impar. 

Logo a expressão do residuo B tem a forma seguinte: 

B = - [Ki sen [x—a)+K3 sen3(a? —a) + . . . + K m _ j sen"»-1 ( t f - a ) ] 

— [Lo + L2 sen2 [x — a) + . . . + Lm _2 sen™-2 (x — a)] cos [x—a), 

se m é par, c a fórma seguinte: 

B = - [K1
0 + IC2 sen2 [x-a) + . . . + K ' m _ j sen»—1 (x-o)J 

— [L'j sen [x — a) + L'3 sen3 [x — a) +. . . 

+ L ' m _ 2 sen m ~ 2 (x — a)] cos [x—a), 

se m é impar. 
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Temos pois as formulas seguintes: 

i m - 1 

[ / » = 2 1 W ' sen2 n+1 ( x - a ) 
n = 0 

O) 
— m—1 i 

+ cos (x — a) V L j n sen2" (x — a) 
H=O 

+ " f(z) senm (x — a) dz 

x) senm (z — a)' 

I i[z) sei 

J S sen (z — 

se m é p a r ; 

f(x)= 2 K '211 sen (x — a) 
n = 0 

(m 3) 

+ cos (x — a) 2 L/gfl+i sen*»1+1 (ÍC — a) 
n = 0 

/"(z) senm (x — a) dz 

S sen (z — x) senw (z — a) ' 

se m é impar. 

8. O methodo que vimos de empregar para obter as formulas 
(1) e (2) não dá facilmente os coeficientes K e L, e não faz 
ver que estes coefficientes são independentes de m. Vamos pois 
obtèr estes coefficientes d'outro modo que faz vêr esta circum-
stancia importante. 

Para isso, notemos primeiramente que a funcçâo senm(£C— a) 
e suas derivadas relativamente a x, até á ordem m—i, são nul-
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las para x = a; e, portanto, que as funcçôes 

-m-i 

0 (x) = 2 Kan+i sen2"+1 (a? — a) 
n = 0 

+ cos (a; —a) J L 2 n sen2" (a; — a), 
n = 0 

i (m 1) 

B t ( x ) = 2 K'2„ sen2" (x — a) 
n = 0 

I ( m - 3 ) 

+ cos (x — a) ^ L'9 n + i sen4"+1 (x — a) 
n = 0 

devem satisfazer ás condições 

(-) (a) = f(a), Q1 (a) = / » Bm" 1 (a) = (a) 

Q,(a)=/-(a), B'i (a) = f (a) 0™-* («) = Z*"1 («)• 

Póde-se obter, por meio d'estas equações, os coefficientes K 
e L, e acha-se assim os coefficientes da primeira formula 

/ L 0 = f(a), 

K, = f'(a), 

(3) 

K 8 = T l / » + f » ] . 
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e os coeflici entes da segunda 

K W ( a ) 

LW'(«) 

K i
i = I f W 

L'3 = - i [ f ' ( « ) + 4/-'(a)] 

3. As formulas (1) e (2) dão dois desenvolvimentos de f(x) 
em serie ordenada segundo as potencias de sen (a;—a), se o in-
tegral curvilíneo J tende para zero quanto m tende para o infinito. 
Mas temos, por um theorema de Darboux, 

j lsf(zi) senm(x — a) 
sen (zj — x) sen"1 [z\ — a) 

Logo, se fôr 

(A) | sen [x — a) | < | sen (z — a) | 

em todos os pontos do contôrno S da integração, o integral J 
tende para zero quando m tende para o infinito, e as formulas 
(1) e (2) levam a dois desenvolvimentos de f ( x ) em serie orde-
nada segundo as potencias de sen (a? —a). 

Vamos estudar a condição (A). Se fizermos z = x\ + iy\ e 
a = ot -f temos 

sen i ífyi—P) 
sen (z—á)= sen (x\ — a) cos i (y, — p) + i cos — a) 7 — 
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c portanto, representando por M o modulo de sen (2 —a), 

312 = sen2 [x\ — a) cos2 i (y 1 — [5) — cos 2 [x^ — a) sen2 i (j/t — p). 

Vamos agora procurar o menor valor que pôde tomar M2 

quando 2 descreve o rectângulo que constitue o contôrno da in-
tegração, isto 6, o rectângulo formado pelas rectas cujas equa-
ções são 

Para achar o minimo dos valores que toma M2 quando 2 de-

screve a recta xj = a — — r., devemos procurar o valor de y, 

que torna minima a expressão em que se transforma a expres-

são de M2 quando se ahi põe x\ = a . — — TT, isto é a expressão 

Acha-se, d'este modo, representando por m2 j este minimo, 
m2i = l, e que o minimo corresponde a yi = p, isto é a um 
ponto do rectângulo considerado. 

Acha-se do mesmo modo que o minimo dos valores que toma 
1 

M2 quando z descreve a recta x\ = a. + — it é egual á unidade 
e corresponde a y\ = p. 

Para achar o valor minimo de M2 quando 2 descreve a recta 
!/1 = 3— /, deve-se transformar a expressão de M2, pondo n'e!la 
yi = P —1, o que dá 

cos2 i (yi — P)-

/ e i -1- e — i \ 2 
M2 = sen2(jri — <x)l — J • + cos2 (ÍCJ — a 

e, depois, procurar o valor minimo d'esta expressão. Acha-se 
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assim que este minimo corresponde a x\ — a, e que é, represen-
tando-o por m \ . 

Acha-se do mesmo modo que o minimo dos valores que toma 
M"2 quando z descreve a recta y\ = (s + / corresponde a x\ = a e 
6 egual a mV 

De tudo o que vem de ser demonstrado resulta que o minimo 
dos valores que toma Mi quando z descreve o contorno da inte-
gração é egual á menor das quantidades 

1 , 

Ora vê-se facilmente que é 

2 >1, 

2 < 1 , 

se é /< Iog ( i + V 7 2 ) . 
Temos pois o theorema seguinte: 

Se fôr / > Iog (1 4 - ^ 2 ) , o integral J tende para zero quando 
m tende para o infinito, se x satisfaz á condição 

f 

sen [x — a ) |< 1. 
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Se for l < Iog (1 + V' 2 ) , o integral J tende para zero quando 
m tende para o infinito, se x satisfaz á condição 

s e n ( x — a) | < 
2 

Nos dois casos, póde-se desenvolver f(x) em serie convergente 
por meio das formulas 

( 5 ) f ( x ) = 1 K 2 , t + 1 s e n 2 n + ' ( x - a ) 4 - c o s ( x - a ) 1 L 2 i l S e n 2 ' ' ( x - a ) 
n = 0 n = 0 

(6) /"(x)= 2 K ' 2 „ s e n 4 n ( x - a ) - | - c o s ( x - a ) 2 L ' 2 n + i s e n 2 " + ' ( a ; - a ) . 
n = 0 n = 0 

4. Para fazer uma applicaçâo d'este theorema, vou considerar 
a funcçâo f ( x ) — cos kx, Ic representando um numero qualquer. 

As formulas (3) dão 

L 0 = I , Ki = O, L 2 = —, K 2 = O, etc., 

e, portanto, a formula (5) dá a formula d'Eu!er 

OO OO 

cos kx = cos x 1 sensa; + 
1 . 2 

( A 4 - l 2 ) ( f c 2 - 3 4 ) 

~ 1 . 2 . 3 ~ 4 
s e n 4 x - r . 

e \ê-se que esta formula tem logar quando é 

. , It IC 
sen x < 1 , — >7 < x < — . 1 1 2 2 
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Applicando as formulas (4) á mesma funcção, vem 

e, portanto, a formula (6) dá 

í i ** cos Icx = 1 
2 

Sen 2 ^+ sen4a! + . . . 

quando 

| s e n x ] < 1, 
2 2 ' 

Acha-se do mesmo modo os desenvolvimentos seguintes: 

O methodo que vimos de empregar para obter os coeflicientes 
que entram nos desenvolvimentos de cos kx e sen kx dá os coef-
ficientes successivos até á ordem que se queira, mas n3o dá a 
lei que seguem estes coefficientes. Esta lei porém é sem-
pre a mesma qualquer que seja k. e no caso de Ic ser inteiro 
positivo, obtem-se por meios elementares. 

•». Consideremos agora o integral 

sen k x=k sen x 

senÂrx=cos x k s e n x — sen 4 x + .. 

quando 

f f(z) sen (x — a) sen (x — 3) • • . sen (x — dz 

ssen (z — x) sen (z — a) sen (z — [S). .. sen (z — 
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do qual vamos deduzia as condições de consequência da Formula 
seguinte demonstrada pelo sr. I lermite no seu notável Cours 
d'Analyse de 1'École Polytechnique (p. 3 3 1 ) : 

sen (x — (J) sen (x — y ) . . . sen (x — X) 

sen (a — (J) sen (a — -T)- . . sen (* 

sen (x — a) sen (x — . sen (x 

sen (5 — a) sen ((J — T) • • , . sen (3 

sen (x — a) sen (x — M - . . sen (x 

sen (-• — a) sen (y — P)- . . sen (7 -

m 

AT) 

quando o numero das quantidades a, p, y, etc., tende para o in-

finito. Supponho a parte- real de x comprehendida entre —— 
K 2 

e T ' 

Tomando para contorno da integração o rectângulo considerado 
no caso anterior, vem 

M —2TIC (A + B + C + ...) ' 

onde A, B, C, etc., representam os resíduos da funcção 

f(z) sen (a? — a) sen (x — 3 ) . . . sen [x — X) 
F (z) •• 

sen (z — x) sen (z — a) sen (z — (J). . . sen (z — x) 

relativamente a x, a, [3, y, etc. 
Mas o residuo d'esla funcção relativamente a x é egual e o 

1 
coeíliciente de — no desenvolvimento de 

h 

f(x + li) sen (x — a) sen (x + (J). . . 

sen h sen (a: — «) sen (x + Ii — (J) . . . 
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em serie ordenada segundo as potencias de h, isto é 

A = / H 
1 

O residuo B da mesma funcção é egual ao coefficiente do — 
no desenvolvimento de 

f{a. + h) sen (.x — a) sen [x — p ) . . . 

sen (a + h — x) sen Ii sen (a -f- h — p ) . . . 

em serie ordenada segundo as potencias de h, e portanto 

sen (x — 3) sen (a; — y) . . . sen ( x — x) 
sen (a —p) sen (a —y) . . . sen (a —X) 

Acha-se do mesmo modo os outros resíduos. 
Temos pois 

f t x \ =
 s c r I ^ • • • s e n ( ; r - X ) 

sen [a — fJ) sen (a — y) . , . sen (a — X) 

sen [x — a) sen [x — y) . . . sen (,x — x) 
sen (3 - a, sen (: — y) . . . sen (p — X) v ' 

+ 
+ 

f ( z ) sen [x — a) sen (x — p) . . . sen [x — X) ^ 

S sen (z — x) sen [z—a.) sen (z—p) . . . sen ( z - X) 

Mas temos, em virtude de um theorema de Darboux já em-
pregado no caso anterior, 

M = X s ^ s e n - a ) • • • sen (x — X) 
sen (zj — x) sen (zj — a ) . . . sen [z\ — Xj' 

onde X representa uma quantidade de modulo inferior á unidade, 
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s o cumprimento do contorno S, e z\ um valor de z correspondente 
a um ponto do contorno considerado. Esta egualdade mostra que 
o integral M tende para zero quando o numero das quantidades 
a, etc., tende para o infinito, quando têm logar as condições 

| sen [x — a) | < | sen (z — a) | 

|sen(íc — | J ) | < | s e n ( z — ji) 

em todo o contôrno, isto é, quando 

| sen (x — a) | < 1, | sen (x —13) | < 1 , . . 

se l > Iog ( 1 + 1 ^ 2 ) , e quando 

el—e~l 

sen (z — a) | < - , | sen (z — | < 
el—e~l 

se Z < l o g ( z + ^ 2 ) . Logo quando têm logar estas condições, a 
expressão 

sen (x — (3) sen (x — y) 

sen (« — 1 3 ) sen ^a — 

sen (x —a) sen (x— y) 

sen (p — a) sen (13 — y) 

+ . 

fl«) 

m 

representa f(x) com tanta maior approximaçâo quanto maior 6 
o numero das quantidades a, [s, y> etc. 

i 
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D. Z. Galdeano. — Tratado de Álgebra com arreglo á las teorias 
modernas. — Toledo, 188-í. 

——-Geometria elemental, 2." edicion. — Toledo, 1888. 

As noticias sobre os livros de texto, para o ensino das mathe-
maticas nas Escholas hespanholas, devendo certamente interessar 
os leitores d'este jornal, vamos dar noticia dos manuaes de Álge-
bra e Geometria publicados pelo sr. I). Z. G. de Galdeano, an-
tigo professor no Instituto de Toledo e hoje professor cathedra-
tico na Universidade de Saragoça. Tanto mais que estes livros, 
estão escriptos com a maior clareza e dão conta do que de mais 
moderno se conhece sobre as sciencias a que são consagrados. 

O tratado de Álgebra, destinado a preparar os alumnos para 
as escholas de Engenharia, consta de dois volumes, sendo um 
destinado á parte elementar d'esta sciencia, e o outro á parte 
superior. Tanto a primeira como a segunda parte estão elabora-
das de modo a dar aos alumnos conhecimento do que de mais 
importante se conhece n'esta parte da Analyse mathematica. 

O primeiro volume contém as noções e princípios Iundamen-
taes do calculo algébrico, a theoria das combinações, os princí-
pios da theoria dos determinantes, algumas noções sobre a theo-
ria das series e das fracções continuas, a theoria das funcções 
exponenciaes, Iogarithmicas e circulares, a theoria geral das 
operações segundo Hankel e sua applicaçâo á theoria dos qua-
terniôes, a resolução das equações do primeiro e segundo gráu, 
a resolução das equações binomias, a resolução das congruências 
do primeiro gràu e das congruências binomias, etc. 

Na segunda parte estuda o auctor a noção de continuidade e 
a noção de derivada das funcções, estuda a convergência das séries 
e dos productos infinitos, tracta do desenvolvimento das funcções 
em série, estuda os princípios geraes das funcções de variaveis 
imaginarias e a sua applicaçâo a algumas funcções elementares, 
estuda a theoria das diíferenças e a theoria das faculdades algo-
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rithmicas, resolve as equações numéricas de qualquer gráu, com-
pleta a theoria das substituições e a das determinantes, expõe 
a theoria da eliminação entre equações de qualquer gráu, apre-
senta com todo o desenvolvimento a theoria das funcçôes syme-
tricas, estuda a theoria das fórmas, etc. Todos estes assumptos 
são estudados com bastante desenvolvimento, sendo expostas ou 
pelo menos indicadas as principaes descobertas modernas que 
dizem respeito a cada um del les . 

A obra que o sr. Galdeano dedicou á Geometria elementar 
contém não só as doutrinas que se encontram habitualmente nos 
tratados d'esta natureza, mas ainda muitas de ordem mais ele-
vada que se não encontram geralmente n'estes livros. Umas e 
outras são dispostas por uma ordem original e tratadas com pro-
fundeza em dois volumes, contendo um a theoria da egualdade 
geometrica, e o outro a theoria da proporcionalidade. 

No primeiro volume encontra-se, depois das definições e prin-
cipios geraes, a theoria das figuras rectilíneas contidas no plano, 
a theoria das figuras rectilíneas no espaço, a theoria das figuras 
circulares planas, e finalmente a theoria dos corpos redondos. 

A segunda parte contém primeiramente a theoria geral da 
proporcionalidade, e a sua applicação á medida das grandezas 
(arcos, ângulos, áreas, volumes, etc.). Segue-se o estudo das re-
lações de proporcionalidade entre os elementos das figuras conti-
das n u m plano. Termina pelo estudo das relações de propor-
cionalidade entre os elementos das figuras existentes no espaço. 

Em toda esta obra nota-se que o auctor não separou completa-
mente a Geometria plana da Geometria no espaço, como se faz 
ordinariamente, mas antes fez seguir cada secção da primeira 
pela secção correspondente da segunda, o que tem a vantagem 
de approximar theoreinas e questões analogas. Nota-se ainda, 
em cada secção do livro, a nilida separação das propriedades 
métricas e das propriedades de posição das figuras. 

Para se avaliar o ponto de vista moderno com que foi conce-
bida esta obra, basta attender a que n'ella se considera a distin-
cçâo entre os systemas euclideanos e os systemas não euclideanos, 
e a que n'ella são estudadas as theorias da homographia, da ho-
mologia, da involução, das polares reciprocas, e outras tão im-
portantes na sciencia da nossa epocha. 



50 JORNAL DF. SCIENCIAS 

Don Z. G. Galdeano. — El Progresso malematico, periodico de 
matematicas puras y aplicadas. —• Zaragoza. 

Possue a Hespanha ha muitos annos publicações scientificas 
importantes, em que, conjunctamente com outros assumptos, têm 
cabimento as sciencias mathematicas. Não tinha porém até agora 
um jornal único e exclusivamente destinado a estas sciencias. 
Lsta lacuna vem de ser preenchida pelo illustre professor da 
Universidade de Saragoça, sr. D. Z. G. de Galdeano, que, cora 
o fiin de chamar para as sciencias mathematicas, o attençâo dos 
seus compatriotas, \em de fundar um jornal a que deu o titulo 
de El Progresso mcUhematico, e que é publicado em Saragoça em 
cadernos mensaes. O objecto d'este jornal é ao mesmo tempo 
didáctico e scientifico. N elle se farão conhecer, como diz o an-
d o r , as mais importantes descobertas e as obras mais úteis para 
o ensino e para a comprchensão da sciencia. O nome do director 
do novo jornal, auclor de numerosos trabalhos destinados uns a 
divulgar em Uespanha os methodos e as descobertas mais mo-
de rnas na Analyse e na Geometria, outros relativos á critica e 
philosophia d estas sciencias, é seguro penhor do cuidado e intel-
ligencia com que será dirigida esta publicação periódica. 

José Pedro Teixeira. — Estudo sobre as funeções duplamente pe-
riódicas de terceira especie. — Coimbra, 1890. 

N'um opúsculo de que se deu noticia na pag. 12 do tomo íx 
d'este jornal, occupou-se o auctor das funeções duplamente pe-
riódicas de segunda especie, tratando principalmente da repre-
sentação analytica d'estas funeções. No presente opúsculo oc-
cupa-se o auctor da representação analytica das funeções dupla-
mente periódicas de terceira especie. Principia pela representa-
ção des tas funeções pelo quociente de duas funeções holomor-
phas, e em seguida passa á representação das mesmas funeções 
por series de elementos simples periodicos, considerando separa-
damente as funeções holomorphas, as funeções meromorphas que 
têm mais zeros do que pólos e as funeções meromorphas que 
tèm mais pólos do que zeros. 
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José Alves Bonifacio. —- Tlieoria da fuucção potencial e do poten-
cial.—Porto, 1890. 

N'este opusculo, escripto para o concurso a uma cadeira da 
Academia Polytechnica do Porto, o auctor expõe a parte mais 
importante da theoria do potencial e da funcção potencial. Eis o 
objecto dos diversos artigos: 

1 Funcção de loiça. II Forças centraes. III Funcçâo potencial. 
IV Continuidade da funcção potencial de um corpo e de suas de-
rivadas primeiras. V Transformação da funcção A* v em coorde-
nadas curvilíneas. VI Funcção potencial de uma camada esphe-
riea. VII Derivadas de segunda ordem da funcção v de um corpo 
no interior do espaço agente. VIII Funcção potencial de uma su-
perfície. IX Funcção potencial de uma superfície espherica homo-
genea. X Derivadas primeiras da funcção potencial d'uma super-
fície. XI Funcção potencial de uma recta homogenea. XlI Cara-
ctéres da funcção potencial, XMl Sobre uma integração por partes. 
XV Theoremas de Green e Gauss. XVI Potencial. XVII Theore-
mas sobre a funcção potencial, A VIII Algumas applicações da 
formula de Green. XIX Theoremas de Gauss. 

A. Mace de Lépinay. — Compléments d'Algèbre et notions de Géo-
métrie analyticjue.— Paris, 1891. 

E destinado este livro aos ajumuos dos cursos de mathematica 
dos Lyceus francezes. As doutrinas que nel le estão escriptas per-
tencem todavia entre nós ao primeiro anno dos cursos superiores 
e algumas mesmo ao segundo anno. Pela clareza e rigor com que 
está escripto póde-se recommendar aos alumnos d'estes cursos. 

O auctor occupa-se primeiramente da Álgebra. Na parte de-
stinada a esta sciencia é estudada a noção de continuidade, de-
fine-se derivada e determinam-se as derivadas das funcções algé-
bricas e das funcções circulares directas, applicam-se as deriva-
das ao estudo da variação das funcções, discute-se com todo o 
desenvolvimento as variações dos trinomios do segundo gráu e 
das fracções racionaes do primeiro e segundo gráu, quando o 
campo da variavel independente é illimitado, discutem-se as va-
riações de algumas funcções quando o campo de variação da 
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variavel independente é limitado por algumas condições, etc. 
O capitulo sobre a variação das funcções é especialmente util aos 
alumnos pelo desenvolvimento e modo completo como sào discu-
tidos os casos simples ahi considerados, preparando-os assim 
para o estudo dos casos mais complexos e difficeis que têm de 
considerar no resto dos seus cursos. 

A parte destinada á Geometria analytica abre por um capitulo 
onde são estudos os princípios geraes da theoria das projecções. 
Em seguida são estudados os princípios geraes da Geometria 
analytica e a theoria das linhas de primeira e segunda ordem. 

Ch. Hermite. — Sur Ies polynómes de Leyendre (Journal fur die 
reine und augewandle Mathemalik, t. 107). 

NVste importante artigo deduz o grande geometra da formula 
elementar 

d<a ir 

o A + B — (A — B) cos w 2 V A B ' 

as formulas de M. Mehler 

/"•are cos® / { 
COS Í N + — ) <PDÇ 

2 
P" (x) 

V' 2 (cos <p — x) 

are cos x V 2 ( x — COS ip) 

onde Pfl(X) representa o polynomio de Legendre de gráu n. 
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Ch. Hermite. — Sur Ies rncines de Ia foncliun sphèrique de seconde 
espèce (Mémoires de la Sociélé R. des Sciences de Pratjue, 7.a 

série, t . 4). 

N'esla memoria procura o sr. Hermite, por meio do theorema 
de Cauchy que dá o numero de raízes contidas no interior de um 
contorno, as raizes da equação que resulta de egualar a zero a 
funcção espherica de segunda especie. 

G. Peano. — Gli elementi di calcolo geometrico. — Torino, 1890. 

O objecto do calculo geometrico é estudar as questões de Geo-
metria executando as operações analyticas directamente sobre 
as entidades geometricas, sem intervenção de coordenadas. No 
presente opúsculo o sr. Peano expõe com a maior clareza os ele-
mentos d'este calculo, de modo a poder ser estudado por quem 
só conhece os Elementos de Geometria, e, em seguida, faz d'elle 
applicaçào a algumas questões de geometria infinitesimal. 

S. Pincherle. — Sulla generalizzazione delle frazionicontinue algebri-
che (Annali di Malemalka pura ed applicala, serie 2.", t. x ix) . 

Na pag. 180 do t. íx d'este jornal deu-se noticia de uma ge -
neralisação importante da theoria das fracções continuas algébri-
cas devida ao sr. Pincherle. Na presente memoria o auctór expõe 
algumas novas propriedadfes d'estas fracções continuas, e Iaz 
d'ellas applicaçào a algumas questões importantes rei ítivas á de -
terminação approximada dos integraes definidos. 

P. Appell. — Sur une classe de polynómes à deux variables et Ie 
calcul approché des inlégrales doubles (Annales de Ia Faculte de 
Toulouse. — 1890). 

N'esta bella memoria o auctor estuda as propriedades dos po-
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lynomios de Hermite e Didon, isto é dos polynomios de duas 
variaveis Unii „ (x, y), de gráu m + n, que satisfazem á equação 

J j K (x, y) Um, „ Un, „ (x, y) ilx dy = 0 , 

quando não é m — n nem M = v, K (x, y) representando uma fun-
cção dada e o campo da integração tendo uma fórma determi-
nada. 

Depois applica estes polynomios ao calculo approximado dos 
integraes definidos duplos da fórma 

f f K (*. y ) f(x- y)dxdy. 

August Gulzmer. — Remarques sur cerlaines équations aux di/fé-
rences partielles d ordre supérieur (Journal des mathémaliques 
purés et appliquées, 3o série, t. vi). 

As equações consideradas n'este importante trabalho são as 
equações da fórma ANM = O, que resultam de applicar n— 1 ve-
zes a operação indicada pela característica A á expressão 

D2W diu (/2M M = = + 

e as equações da fórma 

n 
ANM = — 4IT 2 ( 2 3 1 - 2 ) ! A»-* f x - l (», y. *). 

X=I 

onde q,x_j (x,y,z) representam funeções dos pontos (x,y,z) si-
tuados 110 interior de um volume o> do espaço, as quaes se annul-
Iam fóra de o>. D'este modo é o auctor levado a considerar po-
tenciaes de ordem qualquer. 

O ponto de partida do auctor são os trabalhos de G. Mathieu 
sobre o potencial de segunda ordem, o qual corresponde a ri = 2. 
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Termina o beilo trabalho do sr. Gutziner uma generalisaçâo 
do bem conhecido theorema de G. Green. 

E Cesaro. — Sur Ia mulliplication des séries (Bulletin des Scien-
ces mathémaliques, '2* série, t. xiv) . 

Considerazioni sid conceito di probabilitá (Periodico di Ma-
lemalica per l'insegnamento secondario. — Roma, t. vi) . 

Sulla curva rapprezenlativa dei fenomeni di di/frazione 
(Nuovo Cimento, t . X X V I I I ) . 

Sur Vemploi des coordonnées baryccntriques (Malhesis, t. x). 
Sur Ies demonstraiions du ihéorème de Slaudt cl Clausen 

(Bullelins de VAcadémie de Belgique, 1890). 
• Sui Canoni dei calcolo degli addensamenli c su alcuna Ioro 

applicazioni (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1891). 

S. Pinclierle. — Un sistema dintegrali ellittici considerati come 
funzioni deli'invariante assoluto (Rendiconli delia R. Accademia 
dei Lyncei, 1891). 

Gino Loria. — Le trasformazioni razionali dello spazio delermi-
nale da una superfície generale di lerzordinc (.-lífí delia R. Ac-
cademia di Torino, 1890 . 

IViUiot. — Snr une genéralisation de la formule d'interpolatinn 
de Lagrange (Bulletin des Sciences malhemaliques, t. x iv , 1890) . 

O. de Longchamps. — Sur Ies paraboles de Arlzt (Journal des 
malhémaliques speciales, 189O1. 

Les fonctions Hyper-liernoulliennes (Revue générale des 
Sciences, 1890). 
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G. Vivanti. — Alcune formole relalive aWoperazione Ll (Rendi-
conti dei Circolo matemalieo di Palermo, t. ív, 1890) . 

SugVinlegrali polidromi delle equazioni algebrico-di/feren-
ziali dei primo ordine (Annali di Matematica pura ed applicala, 
serie 2.", t. x ix) . 

G. Peano.— Valori approximati per 1'area di un ellissoide (Ren-
dieonti delia R. Accademia dei Lyncei, 1890). 

H. G. Zeuthen. — Sur la révision de la théorie des caracter istiques 
de M. Study (Malhematisrhe Annalen, t. xxxvn) . 

Sliulnicka.— Joannes Marcus Marci a Cronland, sem leben und 
gelehartes wirken. — Prag, 1891. 

F. Engel.— Der geschmack in der neueren Mathematik. — Leipzig, 
1890. 

Schoute.—Sur Ies figures planes directemenl semblables (Comptes 
rendus de 1'Académie des Sciences de Paris, 1890). 

6 . T. 
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NOUVELLES REMARQUES SUR DIVERS ARTICLES 
CONCERNANT LA THÉORIE DES SÉRIES (*) 

PAR 

M. E. CESÀRO 

1. Dans mes précédentes remarques .(**), je me suis occupé 
de la série de Lereh 

~ n .. . í (log»)[(logn+1)J 

1 
Un \ 

convergente pour o <q<i <x, bien que Ie rapport sur-
«n 

passe toute limite lorsque n parcourt une succession convenable 
de valeurs entières. Ces valeurs sont infiniment rares parmi Ies 
nombres entiers, ce qui n'a pas Iieu pour d'autres séries de Lerch, 
et, á ce point de vue, ont peut dire que Ia série (1) est moins 
remarquable que Ies autres, car on doil étre d'aulant moins sur-
pris de la convergenee d'une série que Ies symptómes de divergence 
s'y manifestent plus rarement M. Auguste Gutzmer affirme, au 
contraire, que Ia série (1) est la plus remarquable de toutes, 

paree que Ies termes ou Ie quoliení —cesse d'étre inférieur à 
Un 

l unité deviennenl par degrés plus rares (***)! 

Il est vrai que M. Gutzmer, dans une article récent (****) , 
explique mieux son argumentation en faveur de la série (1) ; 

(#) E x t r a h i m o s es te artigo dos Xourelles Annales, 3." série , t. ix , 1890. 
G. T. 

(##) Nouvelles Annalles, 1888, p. 401. 
(###) Journal de Teixeira, 1887, p. 36. 
{####) Nouvelles Annales, 1889, p. 26. 
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mais je n'ai pas à m'occuper de ces raisons nouvelles, mon inten-
tion nayant jamais été, évidemment, de donner Ia mesure de 
1'intérêt plus ou moins grand quon peut attacher à Ia série (1), 
que je trouve du reste fort intéressante, mais seulement de faire 
observer que, si la série en question pouvait être appelée peu 
remarquable, elle Ie serait juslement pour la raison que M. Gutzmer 
invoque dans un but contraire. 

3. Il est encore vrai que, si Ie rapport ^ 1 - 1 peut, dans la 
Un 

série (1), surpasser toute limite, il ne devient pas, par compen-
sation, arbitrairement petit pour d'autres valeurs de n, comme 
dans Ies séries que j 'ai proposées. Mais cela tient à ce que Ia 
compensalion, dans Ia série de Lerch, se fait par une autre voie: 
elle consiste précisément dans Ia rareté des valeurs de n, qui 

U | j 
rendent Ie rapport —— supérieur à tout nombre. C'est là un fait 

Un 

général, qu'on pourrait démontrer avec rigueur, mais dont on se 

rend compte immédiatement comme i l suit. Si ^^ tend vers X Un 

ou vers JA, suivant que n parcourt une succession de fréquence w 
ou Ia succession complémentaire, Vun tend vers X" w. Si X 
est infini, cette limite ne peut être finie, à moins que w = 0 ou 
(A = O. La série (1) est dans Ie premier cas, Ies autres dans Ie 
second. 

4. En poursuivant Ies recherches initiées par M. Lerch, j'ai 
pu construire des séries convergentes, telles que, en excluant cer-
tames valeurs de n, infiniment rares parmi Ies nombres entiers, 

Ie rapport se maintient supérieur à un nombre pias grand 
Un 

que Yunilé. Voici un exemple fort simple. La série 

qt + ql + ú + ú + q l + i l + q ] + - - " 

OU 

, + í 

qn = q n, {0<q<l), 

est convergente, parce que ses termes sont positifs et inférieurs 
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aux termes correspondants de la série convergente q + q ^ + q ^ + . . . . 
Si n est un nombre triangulaire, 

l i m ^ ± i = 0 . 
"n ql Wn 

Dans Ie ca» contraire, soit v Ie plus grand nombre triangulaire 
inférieur à n. On a 

n+1 
w„+l V + 1 , 1 — 

4v 

W n Cl 'n — v 
— = ({ (n—.)(n-v+1); 

puis, en observant que (n — v) (n — v + 1) ne surpasse pas 2v, 

Ces t ce qu'il fallait montrer. 

5. Quant au théorème de Weyr, je ne puis croire que Ie der-
nier article de M. Gutzmer tende à Iui ôter une partie de l'in-
térôt qu'il méri te ; car e'est M. Gutzmer lui-même qui a posé la 
question en ces termes: Il serail três intéressant d'avoir une série 
convergente à termes positifs, telle que, pour un nombre infini de 

valeurs de n Ie quotient n^"1 surpasse 1'unité, et que cette pro-
Un 

priété ne se perde pas par une transformation quelconque (*). 
M. Édouard W e y r a immédiatement répondu (*#) que de telles 
séries ne peuvent exister, et 1'on appréciera d'autant mieux ce 
petit résultat lorsqn'on saura que, malgré 1'extrême facilité qu'il 
y avait de 1'obtenir, Ies efforts des géomètres cités par M. Gutz-
mer et connus de tout Ie monde sont restés longtemps infructueux. 
Il suffit de dire que M. Gutzmer n'était pas même parvenu à dé-
montrer Ie théorème de W e y r pour la seule série (1), car il avait 

(*) Journal de Teixeira, 1887, janvier-février , 
(##) Loc. eit., 1887, mars-avri l . 



60 JORNAL 1)E SCIENCIAS 

eu besoin de s'imposer la restriction inuíile q\^x< 1. Il était 
pourtant facile de s'en passer. 

G. Je me suis occupé, à plusieurs reprises, du théorème de 
convergence, relatif à Ia limite de nun. Il n'y a rien de plus sim-
ple, pour établir ce théorème indépendamment de la considéra-
tion de séries particulières, ijue d'écrire, en appliquant un théo-
rème de Cauchy, 

n S „ 
Iim — = Iim [nSn — (n — 1) S„_i] = Iim (nu„ + S„_t) . 

Si la série est convergente, Ie premier membre est Ia somme 
S de Ia série. Si Ia limite X de nun existe, Ie dernier membre 
est x+ S, donc X = O . Il est regrettable que Ie théorème de Cau-
chy, auquel je fais allusion ici, ne figure pas dans Ia plupart des 
Traités. alors qu'il devrait y jouer un rôle prépondérant. Il con-
slitue une féconde règle de calcul: c'est Ia rèyle de L'Hospital 
pour Ies fonctions de variable entière. En 1'introduisant dans 
mon Cours j 'ai pu obtenir de remarquables simplifications dans 
diverses théories d'Analyse algébrique. 

¢. On pourrait imiter la démonstration précédente pour Ie 
théorème plus générai, relatif à Ia limite de anun, Ia fonction 
positive an étant choisie de manière que Ia série 

( 2 ) — + — + — + . . . 
a! a2 a3 

soit divergente. Dans ce cas Ia fonction 

- K ) K ) K 
croit indéfiniment avec n. et Ie théorème de Caucbv donne 

J 

,. Pn Sn ,. PnSn-Pn-I S„_l / pn-1 «71 \ 
Iim = Iim = I i m l S n - 1 1 

Pn Pn-Pn-1 \ pn-pn-\ 



6 i 

c'est-à-dire 
S = Iini IvSn + an un) — S + 

d'oiiX = 0. Mais cette démonstration n'a pas de raison d 'être, 
du moment qu'on suppose conniie Ia divergence de Ia série (2). 

8. Soit <sn la somme des n premiers termes de Ia série (2) . 
C'est encore Ie tliéorème de Caucliy qui permet de constater 
rapideraent Ia divergence de 

(3) _L + J_ + _L + ...t a i < j | « 2 ^ 2 

établie Ia première fois par Abel, au moyen du príncipe général 
de convergence. Si TN est la somme des 'n premiers termes de 
Ia série (3), on a 

• • Tn 1 1 Iim- = Iim 
Iogc n <Jn / 1 \-<"»«« 

AN (JnIog l imlog 1 
Til—1 \ an c n i 

d'ou, en observant que an<yn croit indéfiniment avec n, 

Iim • T " = 1. 
Iogffn 

Donc Tn croit sans limite, coinme Ie Iogarithme de c„. 

O. Si Ies termes de (2) vont en décroissant on peut écrire 
* 

1 ff„_|_i 1 
• < l o f i — — < • 

Gii-f-l ffn+l an On <7n 

et, par suite, la série 

1 . ^2 1 53 í 
Iog — + — - - l o g — + . . . 

Ctj ffj a2 U2
 5S a3ff3 
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esl convergente. Soit C sa sonune. On Irouve sans peine 

(4) lim(T„ — log<7n) = C. 

Lorsque an = I, C est la constante d'Euler. Pour a„ = n, 
n l o g n , . . on obtient une infinité (Tautres constantes, qui ont 
été considérées par M. F. Giudice (*). 

I O . Si Ies carrés des termes de Ia série (3) forment une série 
convergente, 1'égalilé (4) permet de définir une fonction analogue 
à Ia fonction r, comme il suit: 

G(1 + x) = Iim 

" I f f I / V «2^2/ \ «ncn, 

1 
Elie permet ensuite de mettre —— sous Ia forme cara-

' G ( l + ®) 
ctéristique des fonctions holomorphes du premier genre 

i 00 r = e o r i 
g(í+x) V L v 

, _L * \ 1 -f e a» 

En part icular , pour a„ = 1, on retrouve Ia formule de Weierslrass, 
relative ò Ia fonction T- * 

I I . Supposons que, à partir d'une certaine valeur de n, on 
ait constamment 

(S) («» — «ii+l ) < L 
M»+l 

(#) Journal de Batíaglini, i 889 . 
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Si vn est Ie t e rme général de la série (3), on a identiquement 

a„ fln+1 ) <*» = 1, 
«n-H / 

et, par suite, 1'inégalité (5) devient 

«n-f-1 t?„-)_l 
Un VN 

Oonc la série M1 + Us 4-1/3 4- . . . est plus divergente que la sé-
rie (3). On voit, par exemple, pour a,, = n, que, dans une série 
convergente à termes positifs, Texpression 

Wn-r 1 
• ( n + 1 ) Iog n 

ne peut finir par être constamment inférieure à ! 'unité, et , par 
suite, 1'expression 

- K ^ - 1 H 

doit croltre à Tinfini avec n. C'est Ie théorème de Cahen (*). 

1 8 . Si, au contraire , 1'expression considérée fmit par sur-
passer quelque nombre 1 + /,-, supérieur à Tunité, on peut tou-
jours construire une série moins convergente que Ia série propo-
sée. Soit 

w„ 
{l+kvi)(l + kvt)...{i + kvn) 

On a identiquement 

wn vn 1 + k 
an a„_L] = an an4-\ + ZcanVn — . 

Wn+l ^fi+1 

(*) Nouvelles Annales, n o v e m b r e 1886. 
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Conséquemment 1'inégalité 

(6) ( a n — a„_|_t )cn>i + k 

revient à celle-ci: 

— < ~ . 
un wn 

Il reste donc à prouver que Ia série w\ 4- W2 4- tcg +. . . est 
convergente. Cela résulte immédiatement de Tidentité 

k (u?i + ic2 +. . . + icn) = 1 
(1 +/>r,)( 1 + A»a). ..(1 + kvn) 

i 
Si k est positif, 1'expression 

* 

(1 + Ar1) (1 + Zrt2). . . (I + kvn) > 1 + k (c, + i-2 +. . .+ t>„) 

surpasse toute limite, Iorsque n croit à 1'infini. Conséquemment 

Iim (w| + Wi + . . . + icn) = —-. 
ri 

13. Les moyens de démonstration employés dans Ies remar-
ques précédentes servent seulement íi mettre en évidence la pos-
sibilité de construire une série moins divergente ou moins con-
vergente que Ia série proposée. Mais Ie ihéorème de Kummer 
sulBt à tout. Lorsqu'on remplace, dans l'expression considérée 
par ce théorème, la fonction an par an cr„, on peut écrire 

Un un \ 
On ffn-l-l = «n « n + 1 <*n ~ ' » 

M n + 1 \ " n + 1 / 

et l'on voit que Ia série u\ + «2 + «3 +. .. est divergente ou 
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convergente, suivant qu'on finit par avoir l'une ou 1'autre des 
inégalités (3), (6), respectivement. On appliquera habituellement 
ce théorème en cherchant d'abord la limite de !'e^pression 

un \ 
Ctn «n+1 <Jn. 

"n+1 / 

puis, si on la trouve égale á 1'unité, celle des expressions 

- « n + l j ^ n — 1 Iog i7n, 
"n+1 

[\ ~~ an+1) ~

 1J C" ~

 11 '°g ,0g 

successivement. A la première limite qu'on trouvera diíférente 
de 1, on saura que la série u\ + M2 + «3 + . . . est convergente 
ou divergente, suivant que la limite trouvée est supérieure ou in-
férieure à l'unité. L'introduction des fonctions Iogcn , IogIogcn , . . . 
est justifiée par une remarque précédente. 

14L. Le théorème de Cauchy permet d'étudier aisément Ies 
relations qui existent entre Ies tendances de anun et de 1'expres-
sion envisagée par Ie théorème de Kummer . Si Ia série u\ + M2 

+ «3 -+ . .. est divergente, on a 

(?) 

' Iim a" "" — Iim a " + l M " + 1 ~ f l " M " 
S11 Mn-|-1 

= — I i m f a n — - a „ + i ) . 
\ "n+ l / 

Si anM„ admet une limite diíférente de zéro, ce qui permet 
d aflirmer immédiatement la divergence de la série, Ie théorème 

5 
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de Kummer ne dit rien, parce que, d'après (7), la limite consi-
dérée par ce théorème est nulle, si elle existe. Si cette limite 
existe pour urfe série convergente, et qu'el!e soit X > 0, prenons 
0 < A < X . 11 existe aussi un nombre v, tel que, pour n > v , 

un a„ a„+i > A-, 

c 'est-à-dire 
KnUnUn /ivQyWy. 

OU 

Si 1'on observe que, d'après Ie théorème de Cauchy, on a 

Iim = ~ Iim = O, 
Kn k kn 

on voit que CtnGnUn tend nécessairement ver zéro. 

lã. Dans Ies mêmes conditions ou l'on a pu définir la fon-
ction G, on peut dire que, pour n croissant à Kinfini, 1'expression 

h ff« 

x ^i + J L X . A • * 
a I O t Z x a%G<i/ \ «ncn 

tend vers zéro ou surpasse toute limite suivant que li <x ou h>x. 
Cela étant, supposons que l'on ait trouvé 

(8) Iim ( a n
 a>i+i^) = 

Si X> U 1<> série est convergente, et l'on pourra fixer deux 
nombres 1 + a , 1 + J3, supérieurs à 1'unité et comprenant entre 
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eux Ie nombre X. Dés Iors on aura, pour n surpassant un certain 
nombre v, 

a < Clfiffn ' • «n+1 ^n+1 < 3-UnJr 1 

Donc, A et B étant deus nombres indépendants de n, 

anonun< 

1 + 

Aff r—1 

1+ ... 1 + 
a i g i / \ a 2 f f 2 / \ a„ffn. 

ancnun > 

11 en résulte 

si r < I + a < >., et 

Bff r—i 

. + A V l f M Y h - J j -
tí[ff|/\ Ojjff2/ \ Onffft 

Iimanff^Mn = O, 

Iim ClnGr
nUn= GO, 

si r> 1 + p "> 1. Ainsi, IorsqiTon a pu constater la convergence 
de la série Mj + w2 + M3 + . . . au moyen de (8), non seulement 
anun tend vers zéro, mais encore Ie produit de cette fonction par 
toute puissance de ffn, dont Texposant, inférieur à est aussi 
voisin de \ qu'on veut. Par exemple, si ~k est la limite considérée 
par la régie de l laabe e tDuhamel , on a IimnrU11 = O pour r < l . 
Lorsque \ = 1 , o n cherche 

Iim ( J ^ - . Y 
\ « n + l / 

Iogn = fi. 

Si JX > 1, la série est convergente, et Ton a 

Iim n (log n)ru„ = O 
pour r < (A, 
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I O . Il seruit Irés intéressant de pouvoir assigner quelque con-
dition su/fisante pour 1'existence de la limite de 

(9) 
1 

(ai + a.i + 03 + . . . + a„), 

pour n infrni. On connalt une condition: c'est 1'existence de Ia 
limite de an; mais il faudrait la remplacer par une condition plus 
générale, pouvant servir dans Ies cas ou an n'a pas de limite. J'ai 
cherché en vain une telle condition en Ia restreignant même aux 
fopctions an fmies. Les n premiers nombres de la succession a\, 
o2 , 03 . . . étant représentés sur une droite, Ie nombre (9) est 
représenté par Ieur centre de gravité, qui se déplace, Iors de 
Tadjonction de a„_|_i aux nombres précédents, vers Ia droite ou 
vers la gaúche suivant que 

1 
a„_ i (ai + a 2 + 03 + . . . + a„) 

n 

est positif ou négatif. Ce déplacement tend vers zéro Iorsque n 
croit. Toute oscillation de (9), qui s'effectue constamment dans 
un sens déterminé, tend aussi vers zéro, si 

(10) I i m - - O , 
M 

pn étant Ie nombre de termes consécutifs de la succession 

(1) 

Oi, O 2 - Oi, 03 — (Oi + O2), 

ai — [ai + a^ + a3) 

qui ont méme signe que Ie premier d'entre eux, n lèrae de Ia suite. 
On conçoit par lã qu'en introduisant d'autres conditions simples, 

on pourrait en constituer, avec (10), un s js tème sulíisant pour 
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1'existence de la limite de (9). Mais il est de Ia dernière évidence 
que la condition (10) ne saurait suffire à elle seule pour aflirmer, 
d'une manière générale, l'existence dont il s 'agit. U peut se faire, 
en efíet, que par une infinilé d'oscillations dans Ies deux sens Ie 
nombre (9) parvienne, quelque grand que soit n, à se déplacer 
d'un intervalle fini. Appelnns b\, . . . Ies terrnes de (11). 
On trouve sans peine 

1 J 1 
an = bI + -TT h + -ZT b3 + • • • + 7 6 n+l + ^n, 2 d H — 1 

et l'on voit que Ia convergence de la série 

est suffisaníe et nécessaire pour 1'existenee de la limite (9). 
En conséquence, afin de construire une fonction a n , telle que 

la limite de (9) n'existe pas, bien que Ia condition (10) soit r em-
plie, nous tâcherons de construire une série (12) indéterminée. 
Considérons d'abord la série 

Si n est une puissance de 2, Ia somme des n termes qui sui-
vent Ie íi ième tend, pour n croissant à 1'infini, vers Iog2 . Donc la 
série (13) n'est pas convergente. Elle n'est pas divergente; car 
on trouve, par un calcul élémentaire, que la somine de ses n 

I 2 
premiers termes est comprise entre —— et — + Iog 2. Donc 

Ia série (13) est indéterminée; mais elle ne remplit pas Ia con-
dition (10). En eíTet, />„ = «, si n est une puissance de 2. Ajou-
tons aux termes de (13) Ies termes correspondants de la série 

1 1 1 
1 —— + — + . . . , multipliés par des nombres supérieurs 

2 3 4 
à 1'unité. Il vient une série indéterminée, à termes alternative-

(12) + h + 4 ~ h + . . . 

(13) 1 -
2 3 4 5 ( 5 7 8 9 1 0 
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ment positifs et négatifs. C'est une des séries (12) cherchées; 
car, à cause de pn = 1, la condition (10) est remplie. Yoici une 
de ces séries: 

2 1 1 2 1 2 2 1 2 

2 + "3 ~ 4 + 5" ~ 6" + 7 ~ 8 + 9 T d + " " 

La somme des n premiers termos est toujours eomprise entre 
0 , 8 7 et 1 ,72. C'est pourquoi la fonction correspondante an est 
finie. 

15. La question posée en dernier Iieu permettrait de résoudre 
plusieurs questions d'arithmétique asymptotique, que j ' a i traitées 
autrefois par des méthodes peu rigoureuses. Ainsi, X (n) étant la 
fonction de Liouville, égale à + 1 ou à — 1, suivant que n est 
composé d'un nombre pair ou d'un nombre impair de facteurs 
premiers, égaux ou inégaux, il importerait de savoir si la li-
mite de 

(14) - l | / , ( l ) + X(2) + X(3) + . . . + X(n)] 

• . « 

existe. Fixons q de manière que X (</) = — >.(«). Evidemment — 

ne peut être un carré parfait. Soit a2 Ie plus petit carré surpas-
n 

sant —. On a 

q X M = > . ( 7 ) = - X ( n ) . 

D'autre part, Ie signe de 

X (n + 1) — [ X (1) + X (2) + . . . + X(n)] 

étant Ie même que celui de X(n + 1), la fonction p„ est définie 
par Ies conditions 

X(n) = X ( n + 1 ) = . . . = X ( n + p n - í ) = - > ( n + ^ « ) . 
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Or il est clair que </a2, supérieur à n, ne peut être inférieur à 
n+pn. Donc 

2 

Pn < q * * - n < q ( l + \ / ^ ) - n ; 

Iim — < Iim ( — + 2 = 0 . 
n \ n V n / 

La condition (10) est remplie ; mais on a vu que cela ne suffit 
pas pour affirmer 1'existence de Ia limite du nombre (14) . Ce-
pendant tout porte à croire que cette limite existe et que sa va-
Ieur est zéro. 
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BfBLlOGRAPHIA 

B. Nieicenglowski. — Conrs d'Algèbre, Paris, 1891. 

A obra de que vamos dar noticia é um guia excellente para 
aquelles que quizerem preparar-se para o estudo da theoria geral 
das funeções, pela elegancia da exposição, pela clareza e rigor 
das demonstrações, e pela boa escolha dos assumptos conside-
rados. N'ella são estudadas a parte da analyse conhecida pelo 
nome de analyse algébrica, a theoria das equações, os princípios 
do Calculo differencial e do Calculo integral, etc. 

Consta a obra de dois volumes, cada um dos quaes é dividido 
em dois livros. 

O primeiro livro abre por um capitulo dedicado á theoria dos 
números irracionaes em que é seguido o methodo, hoje clássico, 
de Dedekind. N'este mesmo capitulo é estudada a noção de li-
mite. A exposição, bastante difficil, da theoria dos números irra-
cionaes consegue o auctor fazel-a com simplicidade e clareza. 

Vem depois a theoria dos radicaes arithmeticos e a theoria 
dos expoentes fraccionarios, negativos e irracionaes. Esta doutrina 
constitue o assumpto dos capítulos II e I ' l . 

Nos capítulos IV a VI vêem algumas propriedades das funeções 
inteiras, a theoria da divisão d'estas funeções, o desenvolvimento 
em série das funeções racionaes, a theoria do maior divisor com-
mum das funeções inteiras. Todos estes assumptos são estudados 
com grande desenvolvimento, sendo expostos os methodos geraes 
de calculo, sendo considerados os casos particulares importantes, 
sendo feitas applicações bem escolhidas e sendo demonstrados 
muitos theoremas interessantes. 

No capitulo VII é estudada a analyse combinatória, sendo con-
siderados os arranjos, permutações e combinações com repetição 
e sem repetição. 

Nos capítulos VIII e IX vêem as formulas para o desenvolvi-
mento do binomio e dos polynomios com muitas applicações in-
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teressantes, enlre as quaes citaremos a que se refere á deter-
minação da somma das potencias semelhantes dos termos de uma 
progressão arithmetica. 

No capitulo X é demonstrada a formula de Taylor no caso das 
funcçôes inteiras de uma ou mais variaveis. 

No capitulo XI são expostos os processos para a extracção das 
raizes das funcçôes inteiras, e o modo de desenvolver estas raizes 
segundo as potencias da variavel. 

No capitulo XII são determinados os verdadeiros valores de 
algumas expressões irracionaes indeterminadas. 

Nos capítulos XIII a XV é exposta a parte algébrica da theoria 
dos determinantes, e faz-se applicação d'esta theoria á resolução 
e discussão das equações do primeiro gráu, e á theoria das fór-
mas lineares e das substituições lineares. 

No capitulo XVI é estudada a theoria dos números imaginá-
rios, são dadas as regras para o calculo com estes números e são 
consideradas a sua representação geometrica e as construcções 
geometricas correspondentes ás operações executadas sobre elles. 

O livro segundo contém quatro capítulos, sendo no primeiro 
estudados os princípios geraes da theoria das séries, a theoria 
das operações sobre séries, as regras de convergência, e tc . ; sendo 
no segundo estudada a theoria das fracções continuas numéricas; 
sendo no terceiro estudadas a noção de continuidade das funcçôes 
e as propriedades geraes das funcçôes continuas; e sendo no ul-
timo estudadas as propriedades das funcçôes e1 e Iog x. 

O livro terceiro consta de oito capítulos. 
No capitulo I é estudada a noção de infinitamente pequeno e 

são expostos os princípios geraes do methodo infinitesimal. No 
capitulo Il são definidas as noções de derivada e differencial, são 
dadas as regras geraes para o calculo das derivadas das funcçôes 
elementares, é demonstrado o theorema dos incrementos finitos, 
é demonstrado o theorema relativo á existencia de derivada das 
funcçôes implícitas e é obtida esta derivada, são dadas as expres-
sões analvticas de algumas derivadas de ordem n, etc. No capi-
tulo III são applicadas as derivadas ao estudo da variação das 
funcçôes e á determinação dos máximos e minimos. No capitulo 
IV é demonstrada a formula de Taylor, e é applicada ao desen-
volvimento das funcçôes <|ue habitualmente se encontram nos 
manuaes de Calculo differencial. No capitulo V são applicadas as 
derivadas á determinação do verdadeiro valor de algumas expres» 
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soes indeterminadas. No capitulo VI é definida a noção de inte-
gral, é demonstrada a integrabilidade das funcções continuas, são 
apresentadas as propriedades fundamentaes dos integraes defi-
nidos, e são appíicados os integraes definidos ao calculo de al-
gumas áreas, ao calculo de alguns volumes e ao desenvolvimento 
de algumas funcções em série. No capitulo VlI são extendidos ás 
funcções de muitas variaveis os princípios e as formulas demons-
tradas no capitulo II, e é resumidamente estudada a tbeoria dos 
determinantes funccionaes. Finalmente o capitulo VIII é dedicado 
á parte elementar da theoria das formas quadraticas. 

No livro quarto occuppa-se o auctor da theoria das equações, 
e contém os mais importantes methodos e theorcmas relativos a 
esta theoria, distribuídos por sete capítulos onde são estudados 
os princípios e theoremas fundamentaes, a theoria das funcções 
symetricas das raízes das equações, a theoria da eleminação entre 
equações algébricas, os theoremas de Descartes, Rolle, Budan, 
Fourier e Sturm sobre a determinação do numero de raizes, os 
methodos para a resolução numérica das equações, a resolução 
algébrica das equações do terceiro e quarto gráu, etc. Terminam 
este livro dois capitulos, um dedicado á decomposição das funcções 
racionaes em fracções simples, e o outro á theoria das differenças. 

Pela noticia, que vimos de dar, pode-se fazer uma ideia ap-
proximada do que de mais essencial contém a excellente obra do 
sr. Niewenglowski, não sendo possível, em pequeno espaço, dar 
ideia completa de todos os assumptos considerados nos dois bellos 
volumes de que é composta. 

Devemos ainda accrescentar que cada capitulo é acompanhado 
por uma lista de questões propostas, que pela maior parte con-
stituem theoremas interessantes. 

S. Pincherle. — l na nuova estensione delle funzioni sferiehe (Me-
morie delia II. Aeeademia delleSeienze di Bologna, série 5.", 1.1)-

Na nova e importante generalisação, que o sr. Pincherle apre-
senta na sua bella memoria, dos polvnomios de Legcndre, parte 
do desenvolvimento 

1 
= 2 P„(«)<"; 

v <3 — 3 t o + 1 «=o 
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mostra que os coeficientes Pn satisfazem á equação recorrente 

2 ( n + l ) P n + i - 3 ( 2 » + i)x¥n+{2 n - l ) P n _ 2 = 0 , 

e portanto sào soluções da equação ás diferenças finitas 

2 (» + 1) F (» + l ) - 3 ( 2 n + l ) ® F (n) + (2 n - 1) F (n - 2) = 0; 

e estuda os polynomios Pn e os outros polynomios que são inte-
graes d'esta equação, assim como os polynomios que são integraes 
da equação 

( 2 n + l ) F ( n + 1 ) — 3 x ( 2 n — l ) F ( n - l ) + 2 ( « - l ) F ( n - 2 ) = 0 . 

O auctor acha diversas relações entre estes polynomios, ex-
prime alguns d'elles por integraes definidos, relaciona a sua theoria 
com a theoria dos integraes ellipticos, tracta do desenvolvimento 
das funcções em série formada por elles, mostra que as funcções 
Pn são integraes de equações differenciaes lineares pertencentes 
ao typo hypergeometi ico generalisado de Coursat, etc. 

G. Juel. — Elementerne af lnfinitesimalregningen, Kjobenhavn, 
1890. 

Em Í 2 0 paginas, que contém este livro, estão resumidas as 
theorias elementares mais importantes do Calculo differencial e 
da parte do Calculo integral que se refere á integração das fun-
cções. Assim contém elle a determinação das derivadas das fun-
cções elementares e a applicação das derivadas á determinação 
dos máximos e minimos das funcções de um variavel e á deter-
minação dos verdadeiros valores das expressões indeterminadas; 
contém a theoria das tangentes e a theoria de curvatura das curvas 
planas; contém os princípios geraes de Calculo integral e a inte-
gração dos grupos de funcções que se encontram habitualmente 
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nos livros de Calculo integral; contém os principios da theoria 
das séries, a formula de Taylor e as applicações que ordinaria-
mente se fazem d'esta formula. Devemos accrescentar que o au-
ctor deu ao seu livro uma fórma muito adequada a tornal-o util 
aos alumnos que pela primeira vez estudam a analyse infinitesi-
mal, considerando só as theorias mais importantes, expondo-as 
com a maior clareza e fazendo acompanhar cada questão consi-
derada de numerosos exemplos e exercícios convenientemente 
graduados. 

Gino Loria. — Cenni intorno a la vila e Ie opere di Felice Caso-
rali (Bibliolheca malhemalica, 1891). 

F. Casorati nasceu em Pavia a 17 de dezembro de 1835 e 
morreu n'esta mesma cidade a 11 de setembro de 1890. Cul-
tivou a analyse mathematica com grande successo, escrevendo 
sobre ella trabalhos importantes, que vêem mencionados na no-
ticia interessante que sobre a sua vida e as suas obras acaba de 
publicar o sr. G. Loria. 

Ci. Peano. — Sopra alcune curve singolari (Alti delia R. Acade-
mia delle Scienze di Torino, 1890). 

O auctor mostra que algumas proposições sobre tangentes e 
planos osculadores ás curvas, que se encontram na Geometria de 
posição de Staudt, são por este geometra enunciadas de um modo 
muito absoluto, e que é necessário impor ás curvas algumas con-
dições restrictivas para tornar estas proposições verdadeiras. 

A. dei Re, — Sui sistemi polari reali bitanç/enti a sislemi polari 
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reali (lati (Rendiconti delia R. Academia delle Scienze di Na-
poli, 1888). 

N'es te bello art igo o auctor estuda a theoria geometrica das 
cónicas bi tangentes a duas cónicas dadas (considerando as cónicas, 
reaes ou imaginarias, relativamente ás quaes é real a polar de 
um ponto real e é real o pólo de uma recta real) representando 
as relações imaginarias no campo dos elementos reaes. 

Para esta representação é adoptada a theoria de Staudt sobre 
os imaginarios, e por isso o auctor, cm logar de raciocinar d i re -
ctamente sobre cónicas, raciocina sobre systemas polares, consi-
derando como bilangentes dons systemas polares quando a homo-
graphia resultante do seu producto é uma homologia. 

Os casos de os systemas polares dados serem ou não bi tangentes 
são separadamente considerados. Em cada um d e s t e s casos é a p -
presentada a construcçâo dos systemas polares bitangentes aos 
systemas dados, e algumas proposições interessantes relativas aos 
mesmos systemas. 

A. dei Re. — Sulle coppie di forme Ulineari (Rendiconli delia R. 
Accademia dei Lincei, 1890). 

O auctor deduz, pelos processos da Geometria pura de posi-
ção, as condições necessarias e sufficientes para que um par de 
fórmas bil ineares symetricas se possa mudar l inearmente n u m 
outro par semelhante, e construe a t ransformação que permit te 
a passagem de um para o outro. 

II. Benlabol y Ureia. — Programa de la asignalura de Calculo 
infinitesimal, etc., Barcelona — 1 8 9 1 . 

Contém este opusculo o programma do curso de Calculo infi-
nitesimal, professado pelo sr. Bentabol na escola prepara tór ia de 
engenheiros e architectos de Madrid. Vê-se por este programma 
que o ensino do Calculo infinitesimal é feito pelo professor com 
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o desenvolvimento que o estado actual da sciencia exige e de 
modo a preparar os alumnos para a leitura das memorias clas-
sicas com que a sciencia tem sido enriquecida. O auctor divide 
o seu programma em cinco partes, que são: 1." Introducção, 
2.a Calculo diíferencial, 3.a Theoria das séries, 4. a Calculo inte-
gral, 5." Applicações geometricas. Como se vê, o sr. Bentabol se-
para completamente as applicações geometricas das theorias ana-
lyticas, com o fim de dar unidade a estas theorias e Iormar com 
ellas um corpo de doutrina contendo os elementos de Geometria 
infinitesimal. 

E. de Kerbedz. — Sophie de Kowalevski (Remliconti dei Cicolo 
matematieo di Palermo, 1891). 

Contém este artigo uma noticia muito interessante sobre a 
eminente professora de mathematica na Universidade de Sto-
ckolm Sophia de Kowalevski, que a sciencia perdeu a 10 de 
fevereiro de 1891 , tendo apenas 37 annos de idade, e quando 
o seu grande talento estava em pleno brilho. 

Sophia de Kowalevski, cujo nome occupa um dos primeiros 
logares na lista das mulheres celebres que têem cultivado as 
sciencias, nasceu em Moscou a 27 de dezembro de 1853, e des-
cendia, por parte do pae, de Matthias Corvin, rei da Hungria, 
e, por parte da mãe, do mathematico russo Schubert e do astro-
nomo do mesmo nome. Tendo uma decidida vocação para as 
sciencias mathematicas, obteve de seus paes auctorisação para 
estudar estas sciencias, partindo em 1852 para S. Petersbourg, 
e depois em 1853 para Heidelberg, cuja Universidade frequen-
tou até 1870. Desde 1871 até 1874 estudou mathematica em 
BerIiri debaixo da direcção de Weierstrass, do qual recebeu li-
ções particulares. Em 1874 tomou o gráu de doutor na Univer-
sidade de Gottingen, apresentando n'essa occasião uma disserta-
ção inaugural, na qual eram estudados de um modo profundo os 
principios fundamentaes da theoria das equações às derivadas 
parciaes, e cujos resultados se tornaram clássicos. Em 1884 foi 
convidada para reger a cadeira de analyse superior na Universi-
dade de Stockholm, cadeira que regeu com o maior successo até 
ã sua morte. Deixou trabalhos mathematicos importantes, pubh-
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cados no Jornal de Crelle, nas Acla malhemalica, nas publicações 
da Academia de Paris, etc. Um d'estes trabalhos, relativo ao 
movimento de rotação de um corpo pesado á roda de um ponto 
fixo, foi premiado pela Academia das Sciencias de Paris em 
1888. 

C. Juel. — Bidrag Iil den imaginaere Linies og den imaginaere 
Plans Geomelri, Kjobenhavn 1885. 

Líber einige Grundgebilde der projeeliven Geomelrie (Acla 
malhemalica, t. x iv ) . 

S. Pincherle. — Sopra cerle superfície razionali che sincontrano 
in questioni d'analysi (Rendiconti dei R. Islilulo Lombardo, 
1891). 

E. Cesaro. — Sul calcolo delia dilalazíone e delia rolazione nei 
mezzi elaslici (Rendiconti dei R. Islituto Lombardo, 1S9I). 

Elude intrinsèque des coniques et des cassinoides (Mathesis, 
2. e série, t. i). 

G. de Longehamps. — Inlégration de Yéqualion de Brassine au 
mayen des fonctions Ilyper-Bernoullicnnes (Associalion Fran-
çoise pour IAvancemenl des Sciences, 1890). 

P. Mansion. — Notes sur la Géométrie euclidienne et sur la Géo-
metrie non euclidienne (Annales de la Société Scienlijique de 
Bruxelles, t. xv). 

A. Favaro. — Sopra Ia parte fatia ala storia in un disegno di Bi-
bliografia delle Mateinaliche (Rivista di Matematica, 1891). 
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A. dei Re. — Su alcuni gruppi completi contenuli nel gruppo Cre-
mona ad un numero qualunque di variabli (Rendiconti delia R. 
Aecademia dei Lincei, 1890). 

Sulla superfície dei 5.° ordine dolata de curva doppia dei 
5.° ordine (liem). 

Sui gruppi completi di trasformazioni lineari involutorie 
negli spazi ad n dimenzioni (Item). 

Le superfície polari congiunte rispetto ad un connesso di piani 
e di rette (Rendiconli delia R. Accademia delle Scienze di Napoli, 
1888). 

A propos d'un problèmc sur Ie billard circulaire (Matliesis, 
1890). 

G. T. 
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SUR L APPLICftTION D UN DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS I IWPLICITES 
A UNE EXTENSION DU PROBLÈME UN IUERSEL DE WRONSK I 

PAR 

M. A . BASSANI 

(Professeur u 1'Ecole Navale de Livourne) 

1. Dans une Note, publiée dans Ies Comptes-rendus du R. 
Istituto Veneto, T. v, série vi, nous avons démontré une formule, qui 
résout Ie probième, donné pour la première Iois par M. Gomes 
Teixeira (*), permettant de développer en série, ordonnée sui-
vant Ies puissanees eroissantes de x, une fonction F(2) de Ia va-
riable z, en supposant que l'on ait 

z = a + x<f\ (z) + a;2?2(z) + . . . + arn<pn(z). 

Nous avons trouvé, à ce propos, la formule symbolique 

It=OCV=OC 

F W - F ( B ) + 2 2 r ^ D U F ' ( « ) ? . + ! , . ( « ) ] . 
JiL=O V=O Vv 1 I -

avec la condition de convergence 

X f i (z) + a;2®2(z) + . .. + an<p«(z) ; ; 1. 
z — a 

(#) M. G o m e s Te ixe ira , Sur Ie d é v e l o p p e m e n t d e s f o n c t i o n s i m p l i c i t e s ; 
Journal de Mathém. purés et appliquées (3. e série , T. vu et 4." sér i e , t. 111) et 
Curso de Analyse Infinitesimal (Calculo Differ eneial).— M E. Cesàro , Nouv. 
An. de Mathém. 3. e sér ie , T. iv . — M . David , Journal de 1'École Polytechni-
que, LViIe Cahier . 

6 

mod. 
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Revenant aujourd'hui sur Ie même sujet, nous allons étendre 
notre étude à la détermination du développemènt en série, or-
donnée suivant Ies puissances des variables x, y et Ieurs produits, 
d'une fonction quelconque 2 = F(u , r) de deux variables u, u, en 
supposant l'on ait 

Iu — a + x ç i (m, v) + a;4<f2 (u, v) + . . . + xn<p„ (tt, V), 

« = 6 + y«J»i(w, v) + y 2 < | ( « , • « ) + .. .+ j/m<l»m(M. v). 

On suppose d'abord que Ia fonction 2 et ses dérivées partielles 
de premier, second,. . ., (»— l) l è m e ordre sont continues pour Ies 
valeurs de u, v telles que 

0 < m < í c , 0<v<y, 

et que Ies dérivées partielles de n i ème ordre sont continues pour 

0 < u < x , 0<v<y. 

Lorsque ces conditions sont remplies, en indiquant par zo, 

— — - ^ t
 U , . . . Ies dérivées partielles de Ia fonction 2 dans 

dx ay dxdy 
Ies hypothèses a; = O, t/ = 0, on aura, en vertu du théorème de 
Maclaurin, 

(2) 

. M z 0 

1 v * h 

, dzo 

dy \ 

d-z{) + ^tI -T1Z-Zi+ 2-TjT-Xy 2! Idx1 dxdy 

d420 

W y 
2J+... + R, 

IaquelIe formule peut se représenter symboliquement sous Ia 
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forme très-simple 

1 dP+izn 
(3) 3 = 30 + 2 - 7 - 7 - T - ^ x r y l + R w P-q- dxPdyi " 

ou Ia somme 2 se rapporte à toutes Ies solutions entières posi-
tives ou nulles de 1'équation 

p + q = n, [ n = 1 , 2 , 3 , 4 ]. 

Le terme eomplémentaire 11, lorsqu'on s'arrôte après Ie ti ième 

terme, est ce que devient 1'expression 

lorsqu'on remplace dans Ies dérivées, qui y figurent, x par ftx 
et y par by, O étant un nombre inconnu compris entre O et 1. 

Il en résulte que, pour trouver Ie développement représenté 
par 3, il suffit de calculer Ies valeurs des successives dérivées 
partielles de z par rapport à x et à y, et supposer ensuite x = 0, 
y = 0. iMais, dans Ie but de simplifier Ie calcul, on exprimera 
d'abord ces dérivées en fonction des dérivées partielles par r ap -
port aux variables a, b, parce qiTalors Ies hypothèses x = 0 , i / = 0 
équivalent à poser dans Ies formules M = a, v = b, ce qu'on peut 
faire avant deífectuer Ies dilíérentiations mèmes. 

Supposons qu'on ait 

(£ = Xlf1 (W, v) + X4IF 2 (M, v) +. . . + xn f„ ( « , v) 

( S ) 

( f l = 2/4*1 (w. « ) + y - f ) (m, v ) + . . . +1/"%(«. »)• 

et par cela M = a + $, t) = 6 + n, 

et représentons par V Ies dérivées des fonctions D par rap-
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port à x et à y. Il est aisé de voir qu'on a 

du ^ dl du d£ dv 
da5 du dx dv dx' 

du j ^ d^ du d'l dv 

da du da dv da' 

dv dn du dm dv 

dx du dx dv dx' 

dv du du dt\ dv 

da du da dv da 

d'ou l'on tire 

et puisqu'on a 

du du dv dv 

dx da' dx da ' 

dz dz du ^ dz dv 

dx du dx dv dx' 

dz dz du ^ dz dv 

da du da dv da' 

il en résulte 

dz dz 
(6) 

W dx da 

De la même manière on trouve 

0 0 
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Si maintenant dans Ies formules (6) et (7) on Iait a; = O, »/ = 0, 
on obtient Ies coeflicients des premières puissances de x et y dans 
Ie développement cherché. Pour avoir Ies coefficients des puis-
sances supérieures, il suffit de calculer Ies dérivées successives 
de (6) et (7); on trouve 

d2i=±\« I = A \ * — — 
dx2 dx L da J da L dx J "* da da L"* da J da 

5 = ± A U i i l + J J « , 
d!Ax dx da L da J dx [_ da J 

= i i ] + 3 a j w i z j + p i , A L 
d a j - da J da L da J 4 d a ' 

On voit donc que la valeur de Ia dérivée d'ordre ^ l è m e de 
sera donnée par Ia formule 

(8) 
± d t > z _ i = p 

/TT d^p " . ^ 1 

1 V i ^ 
il da<-» V p* d a / 

ou l'on a posé 

(9) Upi = S 
r\! r<i!... rt1 

Ia somme 2 se rapportant à toutes Ies solutions entières et posi-

( # ) Cet algorithme isobarique a été Ie sujet de plus ieurs travaux de sa-
vants professeurs . panni Iesquels nous s igna lons Ies intéressantes Notes 
publ iées par M. Cesaro dans Ies Nouvelles Annales et dans Ie Journal de 
Battaglini. 
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sitives de 1'équation 

ri + r2 + r3 + . . . + Ti=p, 

de sorte que UiH = O pour i>p. 

De la même manière on trouverait 

[ l q l dyl " J 1 L n d b ^ Y q t db 

ou l'on a posé 

( 1 1 ) - r í - r - r -S l l i 2 ! . . .S i! 

avec la condition 

sI + «2 + • • • + H = q. 

Les formules (8) et (10) sont démontrées dans Ies cas parti-
culiers de p = q= 1, 2, 5 ; mais elles seront généralement établies, 
si, en Ies supposant vraies pour une valeur quelconque p, on dó-
montrera qu'elles subsistent aussi pour la valeur p+ 1. 

Or, si l'on prend Ies déri\ées par rapport à x des deux mem-
bres de (8) on a 

1 d P + h _ iZf 1 di~ 1 

pl dxP+i ^i1 il da1-* dx V r% da 

ce qu'on peut écrire sous la forme 

JL dP+iz 'y 1 
pl dxr+i 

J i . / W - \+*=L 
dai \ 1 da J dai-i 
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ou, en isolant Ie dernier terme de Ia première partie, correspon-
dant à i =p, 

pour toutes Ies solutions entières et positives de 1'équation 

r\ + r 2 + . . . + n =p. 

En écrivant cette dernière équation sous Ia forme 

ri + r 2 -K . . + r , + i + ( r , + 1 )+ r v +i + . . . + n = p-\- 1, 

( v = l , 2 , 3 , . . . i) 

» et en Ia comparant avec Ia suivante 

r i + r 2 + . . . + r v _ i + r , + r v + i + . . . + r i = p + l , ( v = l , 2 , 3 , . . . , t ) 

on voit très-aisément que dans Ia seconde sont comprises toutes 
Ies solutions entières correspondantes aux valeurs r, = l (v = l, 
2, 3 , . . . , « ' ) , qui manquent nécessairement dans Ia première, car 

(12) 

En dérivant (9) par rapport à x, on obtient 

v=i y, ' 

v = 1 ri I r 2 ! . . . r ,_ i ! (r, + 1)! r , + í ! . . . Ti! 
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Ie terme ( r , + 1) eorrcspondant à r, ne peut être jamais égal à 
1'unité. Il s'en suit que 1'expression précédente peut se mettre 
sous la forme 

»=i/ Jr1) Jr1) Jri) Jri) (rj) Jr ) ,, Jr ) (r.)\ 
IJ' = V V ( r " — ^ t^ ; ^ \ 

^ ^ V n l r j l - r i ! r 1 ! r 2 . . . r , _ 1 ! l ! r , + , ! . . . r i ! y 

pour toutes Ies solutions entières et positives de 1'équation 

r I + rZ + r 3 + • • • + r i =P + 1 • 

Or la même relation, écrite sous forme symbolique, devient 

U V i = O + 1 ) Up+i.i - f 

qui, substituée dans la formule (12), nous donne 1'égalité 

1 dP+h 1 dP / , „ dz 

pl dxv+1 p! da? \ ^pp da,/ 

qui, en posant Vpp = ^P et par là £'UW = ;'P+1 = Up_f-i j p + i , et 

en divisant p o u r / ) + l , devient 

1 dP+h _<=f+1 1 dh~1 / dz 

( ,p+ J j 1 T r r f ^ V u f + 1 ' ' ' d à 

De la méme manière on démontrerait l'égalité 

1 dH- i a «'=4+1 1 / dz 
( ¢ + 1 ) ! dj/?+1" i J , t ! d ô i - i \ ? + M t/6 
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Cela posé, passons à la détermination des dérivées successives 
de z par rapport à x et à y. On a évidemment 

± ( J l \ i W 
dy \ d x j dy da / da V dy / da V db / 

da db da db dadb 

dP+i 
Considérons maintenant Ia dérivée ——-—. On a 

docPdyl 

1 di dPz Hp 1 d—1 dl / dz \ 
( ' Jl Jf ' dxP = ili TT da—i hyi \ pi da J' 

Mais il est 

dl / dz\ d ? - l d / dz\_ d d ? - l / tdz\ 

d f i V p i d i ) -dy^í T V l j p i ' ~ d y ) ~ d a dyi-1 V p ^ db/ 

= Ta l!jt=* [4" (Upi + Upi S 

et, sans poursuivre plus Ioin ces transformations, il suffit d 'ob-
server Ia quantité entre parenthèses pour se convaincre que nous 
sommes dans Ie cas des réductions, qui précèdent la formule (8) ; 
en conséquence on peut écrire Ie résultat final, c'est à dire 
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qui, substitué dans 1'expression (13), nous donne 

( i4) - L - ^ J l p J L i i I i * 7 l + ± ± ( f j v d z 
[ 1 plql dxvdyl £t il dai-1 ' Zi ví da \ pl r db 

Or, si dans Ies formules (1) et (5) on fait a; = O, J/ = O, on 
obtient 

u = a, v = b, 

dz _dV(a,b) dz_dF(a,b) 

da da db db 

£(r) = r í ç r ( a , b), D W - Í ! ^ ( a ; 6), 

et par conséquent, en écrivant F, <p, <{/ au Iieu de F (a,b), <p(a, b), 
<Ji{a,b), 

1 dPz0 1 rfí-i / d F \ 
1 " i T T d o ^ í V 2 ' * * ' ' ' ? r i ' W 

1 d?*0 ' = « 1 d ' - i / d F \ 

g i V 1 ^ - + -

1 dP+?z0 «=í> 1 d ' - 1 '=9 1 d"+1 

= 2 - T r m . ^ ~rr /?!¾! dxvdyl i = 1 t! da»—1' -,^i i! db*~l 

d / , , , d F \ 

ou Ies sommes 2 se rapportent à toutes Ies solutions entières et 
positives des équations 

ri + rj + . . . + Vi = p 

Z1 + s ^ + . . . + s, = q. 
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En remplaçant Ies valeurs trouvées dans la (2) on a Ie dévelop-
pement cherché, avec Ie terme complémentaire 11. Remarquons 
que, si Ies conditions relatives à la continuité de la fonction 
j2 = f(m, v) et des dérivées successives sont remplies et nous avons 
en outre, pour n = cc , I imR = O, la fonction z est développée 
en série convergente (*). 

Le développement, que nous venons de démontrer, comprend 
comme cas très-particulier 1'extension donnée par Laplace et 

(#) La discussion du reste R, mis sous la forme, que nous venons d'in-
diquer, presente des difficultés souvent insurmontables, parce qu'elle exige 
qu'on connaisse 1'expression d'une dérivée quelconque de Ia fonction. Par 
cela nous allons donner, par Ie moyen de la théorie des résidus, une forme 
diflerente au resto, dans Ie but de pouvoir préciser Ies conditions de con-
vergence du développement en série, dont il est question dans cet écrit. 

Posons d'abord 

en supposant que a soit Tafflxe d'un point situé à 1'intérieur d'un contour 
C et b 1'affixe d'un point situé à 1'intérieur d'un contour C. 

Nons emploierons 1'identité 

A (u, v) — u — a —1 = O 

B (u, v) = v — b — vi = O, 

S"+' 1 r 1 I -Tl __ , -n2 __ 
(w—a)"+'(u—a—l)j [v—b (v— bf (v—b)3 T i + -

H ZLH 
(c—b)»+'(v—b- ») 

d'oú l'on tire 

ayant posé 

(u — a — Ç) (v — b — *) 

Maintenant soit S(MjD) une fonction qui reste monodrome et couti ime 
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Jncobi à Ia formule de Lagrange pour Ies cas de deux variables 
indépendantes. 

En effet il suffit poser dans nos formules 

u = a + Xf (x,v) 

v = b + y <}/ (u, v) 

tant que Wj v ne sortent pas respec t ivemente des contours fermés C et G', 
et posons, en particulier, ce qui est év idemment permis, 

( j ' dA dB _ dA dB 
dv du du dv 

Si l'on introduie dans Ie second membre de (d) au Iieu de Ç et r, leurs 
va leurs données par Ies formules (5), on obtient un polynôme entier en x et 
y a v e c Ie t e n n e complémentaire a . En multipliant ensuite Ies d e u x mem-

bres de 1'expression par 7 9 - r -rr t(u,v)dudv, et intégrant Ie Iong des con-

tours C et C', en vertu de la théorie des rés idus , on aura 

= i S M B ) ^-^+hoy+tnxy+.. •+«. 

oú l'on a mis J», * pour représenter Ie coef l ic ient de xh yk et on a posé 

P = i f r o («, c) du dv [Y j V+' 1 ( * 
( 2 ( « — a — | ) ( « — r i ) L \ u — a J " r W -

Y+i-
-b) . 

qui est précisément la forme du reste qu'on voulait discuter. Or il est aisé 
de voir que Ie reste R tenil vers zéro, quand n augmente an de lá de toute 
l imite, pourvu qu'on ait 

2 ! » 
m o d . : < 1, mod. r <C 1, u—a \v—b 

et dans ce cas Ia fonction F(M , V), dont il était quest ion, sera développée 
en sér ie convergente . 
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pour avoir évidemment 

Up i = 

' qi1 

O en général 

fP(a, b) pour i = p, 

O en général 

4)q(a, b) pour v = q ; 
et par cela 

1 dP+Vzo 

1 dPz0 _ 1 dP~l / d F\ 

pl dxV ~~ pl (ZaP-1V da) 

1 dlz0 _ 1 di-'1 

ql dyl q 

1 

! ¢/65-1 V db J 

d P + í - i H - i r í p 

W = 1 LP 9 ? 

1 , . J i d F 
— mP iLí—'' - I -

dxPdyl (p—i)l{q—l)ldaP-idbi-'ltp T T da db 

1 ( d® áF , 1 , ( J i F I 

q T da db pq dadb_\ 

conformément au résultat de Jacobi (*). 

9. Appliquons Ies résultats, qui précèdent, à la solution du 
problème suivant. 

Étant données Ies relations 

f [ z , t)=X\ f l ( z , t ) + X2 f i ( z , t ) + . . . + X n f n (z, t), 

F ( Z , Í ) = 2 / I F , ( Z , Í ) + 1 / 4 F J (z , í ) + . . . + y»iFnj(z> ')> 

développer une fonction quelconque 6 (z, t) des variables indépen-

(*) M. Bertrand, Calcul différentiel, pag. 40$. 
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dentes z, t suivant Ies puissances et Ies produits des variqbles 
X\, xi, . . ., yi, . . . Posons pour cela 

(15) / '(z, t) = u — a, F (z , <) = » - & , 

dont il résulte que z et t sont des fonction de w, v; par conséquent 
en exprimant z et t par Ie moven de ces nouvelles variables, et 
en substituant Ies valeurs dans Ies (15), on a 

u = a+ Xif i (u, v) + ÍP292(M, V) + . . . + x„ y„(it, v) 

V = 0 + 2/1+10, + J / 2 + • • • +JZm^m(M-V)-

Cela posé, nous sommes conduits à chercher Ie développement 
d'une fonction Z ( u , v) = O (z, í) suivant Ies puissances et Ies pro-
duits des variables x\, x», . . . , y\, . . . , problème qu'on peut 
faire dépendre immédiatement du problème, dont nous venons 
de nous occuper, eu supposant 

Mj = a + Xx a<pi (M, V) + XI a2Ç2 (M, t>) + . . . 

"l = b + yt ,3 ^t (u, u) + ( « , « ) + . . . 

ou x et p sont des quantités tout à 1'heure indéterminées. Or il 
est aisé de voir que, si l'on fait a = |J = l, Ies fonctions u\, t>) 
se réduisent à M, V; par conséquent si l'on développe d'abord, 
comme nous venons de montrer, Ia fonction Z(MJ, T"i) suivant Ies 
produits des variables a et 3, et ensuite on fait dans ce dévelop-
pement a = ,3 = 1, Ia série qu'en résulte sera celle demandée, 
pourvu qu'on y arrange convenablement Ies termes en calculant 
Ies coefficients. 

A cause de 1'expression (3), en gardant Ies notations employées 
plus haut, on trouve 

1 dv+i Z0 
Z (u, v) = Z [a, b) + 2 ——r -——, 

^ y ^ ' plql dxPdpP 

ou la somme 2 se rapporte à toutes Ies solutions entières posi-
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tives, on nulles, de 1'équation 

p + q = n, ( n = 1, 2 , 3 , . . .) . 

Mais nous avons démontré que, en général, 

1 ipZo i=P 1 d1'+1 / dZ \ 
— r — = 2 -TT T T - T 2 I T - Iafr1 .X r r . .X 
p! dctP i=v i\ da1-1 \da T 1T ' 7 

avec la condition 
r\ + rj + . . . + n =p, 

donc on peut écrire 

i dPZo (dZ \ , 1 d (dZ X 

J I - W +
 S l * H* + 

ou 
r i + r 2 + r3 + . . . + n=p ( i = l , 2, 3 , . . . p) 

De même on a 

í diZ0 f dZ \ , 1 d / d Z , , \ , 

F «í"'" U 7:yq 2í db2 Kdb S y s ' + • 

ou S1 + Í 2 + S3+ . . . +s, = q ( v = l , 2 , 3 , . . . q ) , 

et encore 

1 díHH/Z0 _ d (dZ \ 

^ J M d f i V d T ^ V X p y q 

i r d> /dz , \ 
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De tout cela on déduit 

P= oo q= oo I 
Z(« , v) = Z(a, 6) + 2 2 

p=i «=; 

/ d Z 

\ l ã 

1 + + 
2~í 

d + d + 
Ib 

ou Ies sommes 2 se rapportent respectivement à toutes Ies solu-
tions entières et positives des équations 

n + r2 + r3 + . . . + Ti =p (i = 1, 2, 3, . . . p) 

sI + s2 + + • • • + s» = 1 (»= 1, 2, 3 , . . . g). 

Tel est Ie développement cherché, qui généralise Ie problème 
universel de Wronski . 
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QUELQUES PROPR IÉTÉS CINEEVlflTIQUES D UN S Y S T È M E 
DE DEUX MOUVEMENTS S IMULTANÉS 

PAK 

C. A. LAISANT 

(Docteur à sciences) 

1. Les propriétés qui suivent ont fait 1'object, pour quelques 
unes d'entre elles, de communieations à la Société Mathématique 
de Franee ou à la Société Philomatique de Par is ; mais pour 
ainsi dire sans aucun développement. Une partie des résultats a 
seulement été indiquée sous forme sommaire. Il peut donc être 
intéressant de reprendre ici Ie sujet, en coordonnant entre elles 
Ies propriétés dont il s 'agit, lesquelles sont d'ailleurs, ainsi qu'on 
Ie verra, extrêmement faciles â démontrer. 

g. Si deux points mobiles 31, M' se déplacent simultanément 
dans 1'espace d'une manière quelconque, et si O est un point fixe 
donné, considérons Ia perpendiculaire élevée par O sur Ie plan 
OMM' et portons sur cette droite une longueur OX proportion-
nelle à 1'aire du triangle OMM', de telle sorte que pour un obser-
vateur placé suivant ÒX, Ies pieds vers O, Ie sens de rotation de 
OM vers OM' soit direct. En d 'autres termes, OX représentera à 
chaque instant 1'aire du triangle OMM' en grandeur et orienta-
tion, suivant Ia même méthode qui fournit la représentation des 
moments et des couples. 

Lorsque Ies points M, M' se déplaceront, il est clair que Ie 
point X se déplacera lui-même; et son mouvement pourra être 
appelé Ie composé-aréolaire des deux mouvements considérés, par 
rapport au point O. 

C'est 1'étude des mouvements composés aréolaires que nous 
voulons indiquer ici, en nous bornant à quelques cas simples. 

7 
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3. D'après Ies notations du calcul des quaternions, nous pour-
rons écrire 

(1) OX = U (OM. OM'), 

et cette formule fondamentale nous donnera toujours pour OX 
une fonction vectorielle du temps t, Ies valeurs OM, OM' étarit 
eux-mômes fonctions du temps. 

4 . Comme premier exemple, considérons deux mouvements 
rectilignes et uniformes dans 1'espace; en Ies rapportant à !'ori-
gine commune O, appelant A et A' Ies positions initiales, B et 
B' Ies vitesses, nous avons 

OM = M = OA + B< = A + Bt, 

O M ' = M ' = O A ' + B'< = A ' + B'í. 

Donc 

O X = X = U [(A+Bí) ( A ' + B'<)]=H A A ' + 1 D (AB'+ BA') + fi H BB'. 

Posons D A A ' = P, H ( A B ' + BA') = Q, D BB = R, et il vient 

(2) X = P + <Q + (2R. 

Le mouvement composó aréolaire de deux mouvements recti-
lignes et uniformes s'accomplit donc comme celui d'un corps pe-
sant, suivant une trajectoire parabolique. 

L'accélération R = UBB' est la composée aréolaire des deux 

vitesses, c 'est-à-dire perpendiculaire aux deux trajectoires recti-
lignes, et indépendante du point fixe O. Lorsque ce point se 
trouve sur la droite qui joint Ies positions initiales des deux 
mobiles, il s'ensuit évidemment que P = O, et la trajectoire du 

mouvement parabolique passe alors par O. 
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5. Soient maintenant deux mouvements, l'un parabolique sui-
vant Ia Ioi de la chute des corps, et 1'autre rectiligne et uniforme, 
dont la trajectoire soit parallèle à l'axe de la parabole, c 'est-à-dire 
à 1'accélération du premier mouvement. 

Alors 

M = A + B < + C i 2 , 

M ' = A ' + kCt, 

et X = Il M M' sera comme ci dessus de la forme 

P + <Q + í2R, 

Ie terme en í3 s'annulant évidemment. 

O. Nous allons maintenant considérer des mouvements elli-
ptiques s'accomplissant suivant une Ioi d'attraction vers un centre 
fixe, qui serait proportionnelle à la distance. Un mouvement de 
cette nature peut ôtre représenté par la relation 

OM = O A c o s i + OB sin t; 

on vérifie en eífet que la dérivée seconde de OM, qui représente 
1'accélération du mouvement, a précisément pour valeur — O M . 
A un mobile de cette nature nous pouvons, pour abréger Ie Ian-
gage, donner Ie nom de planeie fictive, en assimilant ces mouve-
ments à ceux des astres composant Ie système solaire. Le temps 
de la révolulion entière est évidemment avec la relation que 

nous avons écrite. Ce temps serait —— en écrivant 
k 

OM = OA cos kt + OB sin kt. 

9. Imaginons deux planétes fictives d'un môme système so-
laire, et accomplissant leurs révolutions en des temps égaux. 
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Leurs mouvements seront déterminés par Ies relations 

OM = OA cos t + OB sin t, 

O M ' = OA'cos t + OB'sin t, 

en choisissant convenablement l 'unité de temps. 
Le composé-aréolaire des deux mouvements, par rapport au 

centre commun O, sera donné par la relation 

X = U M M ' = t) A A ' . cos + U ( A B ' + BA') cos t sin t + t> B B ' . sin 

. , l + c o s 2 í . 1 —cos2< . s in2 í 
Mais cos t = , sinH = , cos i sin ( = — — , 

Ji Ja Jt 

de telle sorte que X prend la fo rme: 

(3) X = L + P cos 2/ + Q sin 2í . 

Le mouvement composé-aréolaire est donc celui d 'une planòte 
fictive, qui accomplirait sa révolution dans un temps moitié moin-
dre, mais autour d'un centre solaire différent du premier . La po-
sition de ce centre solaire nouveau est donné par 

L = L f l ( A A ' + BB'). 

8. Considérant Ies deux mêmes planètes fictives, cherchons Ie 
composé-aréolaire de leurs mouvements, par rapport à un point 
C quelconque. Nous avons, en posant CO = C 

CM = C + A cos t + B sin t, 

C M ' = C + A'cos < + B' sin t, 
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et CX = D (CM. CM') est de la forme 

(4) X = P cos 2< + Q sin 2t + R cos < + S sin < + L, 

comme il est bien aisé de Ie constater. 
Si nous prenions deux planètes de systèmes différents, on 

aurait pour C et C' deux vecteurs différents, mais la forme (4) 

subsisterait encore, L comprenant alors D CC'. 

Cette forme (4) est susceptible d'une interprétation intéres-
sante. On peut en effet décomposer Ie vecteur X en trois autres : 

L, Rcos í + S sin t, Pcos2< + Q s i n 2 f . 

Le premier est fixe et représente un nouveau centre d ' a t t r a -
ction; Ie second figure Ie mouvement, autour de ce nouveau cen-
tre, d'une planòte fictive accomplissant sa révolution dans Ie même 
temps que chacune des deux planètes données. Enfin, Ie troisième 
vecteur doit s'ajouter aux deux premiers, et représente un mouve-
ment analogue, mais Ie temps de révolution étant moitié moindre. 

Donc, en résumé, Ie mouvement composé-aréolaire est celui 
d'un satellite qui tournerait autour de son astre en faisant deux 
révolutions pendant que 1'astre en fait une seule; Ie temps de 
révolution de 1'astre est Ie même que celui des planètes fictives 
données, lesquelles appartiennent à deux systèmes solaires dif-
férents. 

O. Comme dernier exemple, nous pouvons considérer des corps 
dont Ies mouvements s'effectueraient chacun sous 1'iníluence d'un 
centre de répulsion, proportionnellement à la distance. Le mou-
vement d'un de ces corps est alors représenté par une relation 
de la forme 

OM = OA ch < + OB sh t. 

Si nous en considérons un second, dont la Ioi du mouvement 
soit 

O M ' = OA' ch t + OB' sh í, 
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Ie centre de répulsion étant commun, Ie mouvement composé-
aréolaire, par rapport au centre commun, sera donné par 

OX = t í (OM. OM') = L + P ch 2( -f Q sh 21, 

c 'est-à-dire que Ie point X se déplacera suivant une hyperbole, 
ainsi que Ies deux corps donnés, et conformément à une Ioi ana-
logue de répulsion; mais Ie centre de répulsion sera en général 
différent du premier. 
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SUR UNE SÉRIE 
(Extrait d'une lettre adressée à F. Gomes Teixeira) 

PAB 

M. LERCH 

(Professeur á l'École Polytechnique de Prague) 

Je prends Ia liberlé de vous présenter une démonstration de 
la formule élémentaire 

00 g^kvni 

A= ( 1 ) e 2 « m i _ l . J L t c - Z c 

sur laquelle Mr Kronecker est revenu à maintes reprises (*) et 
qui peut s'obtenir d'un grand nombre de manières. Parmi celles 
que je connais la plus élémentaire découle de 1'intégrale bien 
connue d 'Euler : 

sm an 

En la transformant par la substitution x = e^z, ç étant réel 
et compris entre — ir et on obtient en effet la formule 

/

1°° eaif 

O " "1 

eai<f z a - \ d z 

+ ze%f sinare 

( # ) S i t z u n g s b e r i c h t e der kõn . preuss . A e a d e m i e der W i s s e n s c h a f t e n z u 
Ber l in 1883 ( X X ) et 188o (XXXV11I) : pu i s Journal fur d i e r e i n e and an-
g w a n d t e M a t h e m a t i k , t . 105. 
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qu'on peut d'ailleurs vérifier directement en faisant voir que la 
dérivée, par rapport à <p, du premier membre est nulle, de sorte 
que celui-ci ne dépend pas de <p (*). 

Décomposons maintenant Tintégrale en deux autres, prises 
respectivement entre Ies limites ( 0 . . . 1) et ( 1 . .. ao ) et faisons 

dans la seconde z = —, ce qui donne: 
x 

Xe-"*? C1Xa-IdX . C1 e - i f x ~ a d x 

sinais J o i+xét J 0 í+xe—i? 

et il suffit maintenant d'employer Ies développements élémentaires 

1 
2 (—1)» Sr vC i** 1 + xe±i<t v = 0 

pour en conclure: 

T z e — a i f x e v i ? 

= — 0 0 a + V sin aTt 

formule qui prend la forme écrite plus haut en substituant a = ic, 
17 — Ç = 2 ® 1 t . 

Ce procédé fait voir que Ie développement (1) est un cas par-
ticulier de la formule plus générale qu'on trouve en partant de 
1'équation 

B (a, b) = 
x"—^dx 

dont il résulte à 1'aide de la même substitution X==Zeil?: 

B (a, b) . 
eai<? Za-^dz 

o (1 + «<?)«+6 ' 

(# ) Ce procédé m'a donné d e u x démonstrat ions é lémenta ires de la for-
mule de départ et de Tintégrale d 'Euler qui représente la quantité « cot a * . 
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Ici Ie dénominateur est défini uniformément par Ia condition 
de représenter Ia valeur principale de la puissance. En décom-
posant et transformant cette intégrale comme plus haut nous 
aurons: 

B (a, b) = e"1'? 
x"—xdx 

+ e~hif 
xb—1dx 

O (i + xe-i<t)a+b o (l + íce'?)0+6 

d'oú, en employant la série binôme, 

<2> v X - T H - + - F F T -

Les quantités a, b étant supposées réelles, on aura alors: 

5 /— a — b\ f s i n ( a + v)ç s in(6 + v)<p 0^ /—a — b\ rs in(< 

» = o \ v / L a + V 6 + v 

2 
V = O 

> / — a — 6 \ f c o s ( a + v)ç cos (6 + v)9 a — j ^ c o s ( < 
+ v 6 + v 

= O 

= B (a, b), 

et on obtient des formules plus convergentes en intégrant par 
rapport à <p. 

RappeIons encore la formule 

r ' ( i ) - r ' ( « ) eai<t *> / _ a \ («+»)»? e-v i <? 
» ? + — + M — a „ = i \ v / \ a r ( « ) + v 

qu'on t ire aisément de (2) en comparant Ies termes constants 
dans Ie développement des deux membres de la formule (2) sui-
vant Ies puissances de b. 
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E. Picard. — Traité d'Analyse, t. i, Paris, 1891. 

Este volume é o primeiro de uma obra em que o illustre geo-
metra francez se propõe tractar principalmente, segundo o que 
diz no prefacio, da theoria das equações differenciaes. É tão con-
siderável o numero de memorias que têem sido publicadas sobre 
esta parte da Analyse mathematica, e tào espalhadas estão ellas 
por tantas collecções scientificas, que uma obra em que seja estu-
dada profunda e desenvolvidamente esta doutrina é da maior 
utilidade, principalmente sendo elaborada por quem, como o 
sr. Picard, está tão altamente collocado na sciencia. 

O volume presente é destinado a servir de introducçâo ao 
assumpto principal, e é dividido em tres partes cm que são res-
pectivamente estudados os princípios do Calculo integral, algumas 
das suas applicaçôes analyticas e algumas das suas applicações 
geometricas. 

A primeira parte 6 dividida em cinco capítulos em que o au-
ctor se occupa da theoria geral dos integraes definidos, dos inte-
graes indefinidos, dos integraes curvilíneos, dos integraes duplos 
e dos integraes múltiplos. Na exposição d'estes assumptos não 
se limita o sr. Picard, a maior parte das vezes, ao que se con-
tém ordinariamente nos manuaes de Calculo integral. Tracta, pelo 
contrario, muitos d'elles de um modo mais completo e desenvolvido 
do que é habitual, como acontece, por exemplo, com a theoria dos 
integraes curvilíneos e com a theoria dos integraes de superfície. 

Na segunda parte são estudadas a equação de Laplace 

d2U d*U d 2 U __ Q 

dx* dy* dz2 

e o principio de Derichlet ; a theoria do potencial; a integração 
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por series; as series trignoraetricas; e as series múltiplas. Como 
se vê, o sr. Pieard escolheu principalmente, para fazer applica-
ções dos principios expostos na 1." parte, as theorias analyticas 
que mais importancia têem na Physica mathematica. Em todos 
estes assumptos o auctor tomou em consideração os trabalhos 
mais modernos que sobre elles têem sido publicados. 

A terceira parte contém applicações geometricas do Calculo 
infinitesimal. Ahi se encontram a theoria das envolventes, a theo-
ria do contacto, a theoria da curvatura, o estudo das curvas t ra -
çadas sobre uma superfície dada, e a theoria da applicaçâo das 
superfícies umas sobre as outras. 

Todos os assumptos de que se occupa o sr. Picard no seu 
bello livro são expostas com uma clareza, rigor e elegancia que 
torna a sua leitura das mais interessantes e proveitosas. 

Ch. Hermite. — Cours de la FaeidU des Sciences de Paris, 4.ime 

édition, Paris, 1891. 

No volume IV (pag. 186) d e s t e jornal deu-se uma noticia 
sobre a primeira edição do bello Curso de Analyse professado 
pelo sr. Hermite na Faculdade das Sciencias de Paris. Nas edi-
ções successivas, que têem sido depois publicadas, tem o emi-
nente geometra francez aperfeiçoado e augmentado cada vez mais 
o seu notável trabalho, tornando-o cada vez mais interessante e 
pondo-o a par dos progressos successivos que vai tendo a Ana-
lyse. N'esta quarta edição foi principalmente alterada a theoria 
das funeções Eurelianas e foi accrescentada a theoria da trans-
formação das funeções ellipticas. 

G. Lazzeri e A. Bassani.—EIemenli di Geometria, LJvorno, 1891. 

O livro de que vamos dar noticia merece figurar entre os bons 
livros de texto para o ensino da Geometria elementar pela cla-
reza e rigor com que está escriplo, pela pureza geometrica das 
demonstrações e mesmo em certos pontos pela originalidade das 
mesmas demonstrações. 
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Vários são os pontos que chamam a attençSo nos Elementi di 
Geometria. Em primeiro Iogar nota-se o cuidado com que os 
auctores tractam dos princípios fundamentaes da sciencia geo-
métrica, que com o nome de postulados, axiomas, etc., entram 
na sciencia como verdades primitivas. Sem pretender resolver a 
questão difíicil de determinar quaes os postulados absolutamente 
necessários para fundar a sciencia da extensão, os auctores me-
lhoram, todavia, consideravelmente esta parte da Geometria fa-
zendo uma enumeração dos postulados mais completa do que 
habitualmente se faz, e mais conforme com as exigencias didá-
cticas. 

Nota-se em segundo logar que os auctores tractam simultanea-
mente da Geometria plana e da Geometria no espaço. Este modo 
de tractar a Geometria, já empregado por vários auctores, entre 
os quaes citaremos Brestscbneider na Allemanha, Steen na Dina-
marca, De-Paolis na Italia, Galdeano na Hespanha, não foi ainda 
adoptado em livro algum porluguez. Já n'este jornal tivemos 
occasião de nos refer ir á vantagem que parece ter esta fusão dos 
dois ramos da sciencia da extensão, por approximar as proposi-
ções da mesma natureza, que apparecem na Geometria plana e 
na Geometria no espaço. O livro dos srs. Lazzeri e Bassani 
mostra que ainda existem outras razões para se acceitar a nova 
disposição das doutrinas, porque, aproveitando-se da Geometria 
no espaço, chegam a demonstrar por processos perfeitamente geo-
métricos algumas proposições de Geometria plana, que pareciam 
não poder-se tornar independente da theoria das proporções. 

Dissemos no principio d'esta noticia que os auctores empre-
gam nas suas demonstrações o methodo puramente geometrico. 
Ha todavia uma excepção. Na ultima parte da obra, onde é ex-
posta o theoria das grandezas proporcionaes e da medida, os 
auctores soccorrein-se da Arithmetica, considerando, como elles 
mesmos dizem, prejudicial e erroneo querer esconder debaixo de 
vestes geometricas uma serie de verdades que dependem essen-
cialmente do conceito de numero. 

Para dar noticia dos assumptos que são considerados no novo 
Manual de Geometria e da sua disposição, vamos dar um extracto 
do indice. 

L I V R O I . — I . As figuras geometricas. Rectas e planos. — I I - Se-
gmentos, ângulos e diedros. — III. Primeiras noções sobre o 
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circulo e sobre a esphera. — IV. Rectas parallelas. Rectas pa~ 
rallelas a planos. Planos parallelos. Rectas e planos perpen-
diculares. 

L I V R O I I . — I . Polygonos.— I I . Anguloides.—III. Polyedros.— 
IV. Distancias. 

L I V R O I I I . — I . Relações entre rectas, planos e espheras. — I I . Re-
lações de polygonos com um circulo e de polyedros com uma 
esphera. — III. Systemas de círculos e espheras. — IV. Geome-
tria espherica.—V. Superfícies e solidos de revolução. 

L I V R O I V . — I . Theoria geral das equivalências. — I I . Equivalên-
cia de polygonos e superfícies polyedricas. — III. Equivalência 
de polygonos esphericos e pyramides esphericas. — IV. Equiva-
lência de prismas. —V. Grandezas e limites. — V I . Equiva-
lência de polyedros.—VII. Equivalência dos círculos e corpos 
redondos. 

L I V R O V . — I . Theoria das proporções. — I I . Figuras semelhan-
tes.— III. Medida. — IV. Applicações de Álgebra á Geometria. 

Terminamos aqui esta noticia na qual tivemos em vista chamar 
a attençào dos nossos professores para um bom livro de Geome-
tr ia , escripto n u m a Iingua tão facilmente comprehendida pelos 
portuguezes. 

Johann G. Hagen. — Synopsis der Hoeheren Mathematik, I, Ber-
lin, 4891. 

Esta obra é uma vasta Encyclopedia, em que o auctor ap re -
senta, dispostos segundo a ordem lógica, os d i ferentes assumptos 
que fazem par te das sciencias mathematicas. Contará provavel-
mente , segundo o que diz o auctor, quatro tomos. 

O tomo primeiro, que acaba de ser publicado, é consagrado 
á Analyse mathematica. É um grosso volume de 4 0 0 paginas em 
formato grande, dividido em doze partes, em que são consideradas 
as doutrinas seguintes : 

I. Theoria dos números. — II. Theoria das grandezas comple-



c110 JORNAL DE SCIENCIAS 

x a s . — III. Theoria das combinações. — IV. Theoria das series. 
— V . Theoria dos productos infinitos e das faculdades .—VI. 
Theoria das fracções cont inuas .—VII . Theoria das differenças e 
das sommas. — VIII. Theoria das funeções. — IX. Theoria dos 
determinantes. — X. Theoria dos invariantes. — XI. Theoria das 
substituições. — XII. Theoria das equações. 

Por esta indicação dos títulos das partes em que está dividido 
o livro, vê-se o quadro geral dos assumptos considerados. Cada 
uma d'estas partes é dividida em capítulos sobre os assumptos 
especiaes, dos quaes não podemos dar indicações sem ultrapassar 
os limites de que podemos dispôr para esta noticia. 

A respeito de cada assumpto considerado, o auctor apresenta 
as definições, regras, theoremas e formulas mais importantes. 
Em geral, as demonstrações dos principios indicados não são 
apresentadas, fazendo-se apenas algumas indicações sobre a mar-
cha d'estas demonstrações quando isso é necessário para o en-
cadeamento dos assumptos. 

A respeito de cada theoria, formula ou proposição indicada, 
apresenta o auctor indicações históricas e bibliographicas, que 
augmentain o valor da obra. Na organisação dos assumptos e 
n'estas indicações teve o sr. Hagen em vista não só os trabalhos 
antigos, como os mais recentes, de modo a não deixar esquecer 
aquelles nem ficar atraz do estado actual da sciencia. Para isso 
serviu-se das obras classicas de maior valor, que são a cada passo 
citadas, e das memorias mais importantes que têem sido publi-
cadas nas principaes collecções periódicas que existem. 

Terminaremos esta rapida noticia recommendando esta obra. 
Pela riqueza dos assumptos e das informações que contém será 
muitas vezes consultada pelos que se occupam das sciencias ma-
thematicas, já com o fim de tomar conhecimento do estado de 
qualquer assumpto, já com o fim de recordar ou verificar uma 
proposição ou formula esquecida. Estamos certos de que a utili-
dade da obra ha de compensar o auctor do enorme trabalho que 
ella representa, e que os mathematicos lhe serão gratos por ter 
assim posto ao serviço dos que estudam a sua vastíssima erudição. 

Accrescentaremos ainda que a edição é feita na casa de Felix 
L. Damas, de Berlin, e que dá a maior honra a esta casa. 
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E. Guedes Vaz. — Taboas para traçado de curvas e resolução de 
problemas de topographia elementar. Porto, 1891. 

É bem conhecida a importancia que tem nos problemas de 
mathematicas applicadas dependentes de cálculos numéricos a 
construcção de taboas que auxiliem na resolução d'estes proble-
mas e evitem repetições fastidiosas dos mesmos cálculos. Esta 
consideração levou o sr. Guedes Vaz, distincto conductor de obras 
publicas, a publicar o presente livro, que contém em pequeno vo-
lume algumas taboas que a sua experiencia de trabalhos de obras 
publicas lhe indicou como vantajosas para a resolução de proble-
mas relativos ás curvas de concordância e para a resolução dos 
problemas elementares de topographia. 

G. Pirondini. — Sulla determinazionc delle linee di cui il rappurto 
delia curvatura alia torsione è una funzione nota deli'arco (An-
nali di Matematica pura ed applicata, 1891). 

O auctor generalisa o theorema de Bertrand segundo o qual a 
constancia da razão do raio de curvatura para o raio de torsão ca-
racteriza as helices cylindricas. Tracta, com effeito, da determi-
nação das curvas em que esta razão é uma funcção dada do arco. 

Sulle linee di stringimento e di allargamento di un sistema 
di curve qualunque (Memorie delia R. Accademia delle Science 
di Bologna, 1891). 

Alcuni teoremi sulle superfície sviluppabili (Annali di Mate-
matica pura ed applicata, 1891). 

Alcune questione sulle evolute successive di una linea piana 
(.Rend. delia R. Accademie delle Scienze di Napoli, 1891). 

R. Marcolongo. — Sulla deformazione di un corpo elástico isotropo 
indefinilo limitato da un piano indefinito per speciali condizioni 
ai limiti (Rend. delia R. Accademia delle Scienze di Napoli, 
1891). 
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A. dei Re. — Escursione matematiche diverse (Giornale di Mate-
matiche, t. x x v m ) . 

G. Vivanti. — SulVinfinitezimo attuale (Rivista di Matematica, 
1891). 

Stdle trasformazioni di eontatto che trasformano qualunque 
sviluppabile in una sviluppabile (Rend. dei Circolo Matematico 
di Palermo, t. v). 

Un problema sulle trasformazioni di eontatto (Item). 

1. JL. Jensen. — Gammafunktionens theori i elementaer Fremstil-
Iing (Nyt Tidsskrift for AIathematik, 1891). 

G. Enestrõm. — Ett par formler fõr beràkning at mortalilalen 
inon pensionskassor eller andra slutna sàllslcap (K. Velenskaps-
Akademiens Fòrhandlingar, Stoekholm, 1891). 

Om mattet fõr dodlighelen inom en berldmd aldersklass 
(liem). 

Gino Loria. — Cenni intorno a la vila e Ie opera di F. Casorati 
(Rend. dei Circolo Mat. di Palermo, 1891). 

G. T. 
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SUR LE CONTACT ET L OSCULATIQN DES LIGNES ENTRE ELLES 

PAR 

GEMINIANO PIRONDINI 

(à Parme) 

C o u r b e s de 1 'espace 

1 . T H É O R È M E FONDAMENTAL — Soient A, A j , A 2 , . . . A n _ 2 , 
A n _ i n points consécutifs d'une Ii^ne à double courbure L e t a, 
a\, a 2 , . . . a n _ 2 , a „ _ i n points consécutifs d'une autre Iigne l . 

Si Ies Iignes L, l sont placées de maniòre que Ies points a, a\, 
a 2 , coíncident avec Ies autres A, A j , A2 , Ieurs rayons de cour-
bure en A et a sont égaux. 

Si, réciproquement, Ies rayons de courbure des lignes L, L 
aux points A, a sont égaux, IorsqiTon place Ies lignes de façon 
que Ie point a, la tangente et Ie plan osculateur en ce point de 
l coíncident respectivement avec Ie point A, la tangente et Ie plan 
osculateur en ce point de L, Ies cercles osculateurs des deux l i -
gnes L, / au point de contact coíncident aussi et Ies points a, a j , 
a2 de l tombent sur Ies points A, A j , A2 de L. 

Les lignes L, l soient disposées de manière que Ies points a, 
ai , a 2 , a^, tombent sur Ies autres A, Ai, A2 , À3; évidemment 
Ies rayons de courbure aux points (A, a), (Ai, a j ) et Ies rayons 
de torsion aux points (A, a) sont, dans ce cas, égaux. 

Si, réciproquement, ces dernières conditions sont remplies, 
lorsqu'on dispose Ies courbes de façon que Ies points a, a\, a2 

coíncident avec Ies autres A, Ai , A2 , il a Iieu aussi Ia coíncidence 
des plans osculateurs aux points (Aj, a j ) . 

En effet ces plans contiennent une même droite, la tangente 
aux points (Aj , a j ) ; de plus Tégalité des rayons de torsion et 
des ares élémentaires en A, a entraine celle des angles de torsion 
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en ees mêmes points; ces particularités et la coincidence des 
plans oseulateurs en A et a eonduisent à la eolncidence des plans 
osculateurs en Aj et a j . Mais Ies rayons de courbure des Iignes 
L et l en Aj et a\ sont égaux et Ies points a\, a2 coíncident avec 
Ies autres A j , A 2 ; donc Ie point 03 tombe sur 1'autre A3. 

Dans Ies courbes données il a Iieu donc la coincidence de 4 
points consécutifs. 

Cette méthode, appliquée successivement, conduit au théo-
r è m e : 

«La condition nécessaire et sufíisante pour que Ies ligues á 
double courbure L et l puissent être placées de manière que Ies 
n points consécutifs a, « j , a 2 , . . . a „ _ 1 de 1 coíncident avec Ies 
n points consécutifs A, A j , A 2 , . . . A „ _ i de L, est que Ies rayons 
de courbure en a, ai, a 2 , . . . a n _ s et Ie rayon de torsion en a, 
a i , a 2 , . . . a „ _ 4 de Ia Iigne l soient égaux respectivement aux 
rayons de courbure en A, A j , A 2 , . . . A „ _ 3 et aux rayons de 
torsion en A, A j , A 2 , . . . A „ _ i de la Iigne L .» 

AIlons déterminer Ies conditions analytiques de Ia coincidence 
de n points successifs des deux lignes. 

Soient : 

P = P W» r = r{s) 

Ies expressions des rayons de courbure et de torsion p, r de L 
en fonction de 1'arc s et 

Ies expressions analogues pour Ia ligne l; on sait que Ies équa-
tions que l'on vient d 'écrire suffisent à la détermination compléte 
de la forme des lignes. 

La coincidence de n points consécutifs de l avec Ies n points 
correspondants de L, en force du théorème précédent, est ex -
primée par Ies conditions suivantes: 

? a = PA ; f O1 = PA1 i <pa-2 = PA5 ! • • • • <Pa„_s = PA„-S 

TYA = '"A ; ^A1 = rAl; ^AA = 'V 2 ; • • • • <J>A»_4 = '"A»-*-
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Si l'on remarque que: 

<pa = «p(ff); ?a, = <p ( f f ) + d . 9 ( 0 ) ; 9a . 2 =9( < 7 )+2d .9(c) + d 2 9(<<) ; . . . 

M J - / 1 / v . M A - H - A ( A - l ) ( A - 2 ) , 
9®, = 9 (¢) + A d . 9 ( < ; ) + — < d - 9 ( o ) + d39(<j) t . . . 

+ k ( k ~ ^ d2 9 (a) + A d f c - 1 9 (a) + d« 9 (ff), 
1 2 

quel que soit Je noinhre entier A, et que l'on peut écrire des for-
mules analogues pour Ies autres quantités: 

PA. F A I ' ?A2I • • • PA*! +A. K> • • • R«< S' RA2- • • • RO*> 

Ies conditions qui précèdent peuvent s 'écrire: 

9 (<T)=p(s ) ;d ? (< J )=dp( S ) ;d2 ? ( f f )=d 2 p( S ) ; . . . <f ( c )=d«-3 p («) 

<|»(<r)=r(s); d<J» (a )=dr ( s ) ; d2*}* ( ® ) = d 2 r ( s ) ; . . . d " - ( f f ) = d n — 4 r («). 

Ces formules contiennent deux variables s et <r; on peut pren-
dre 5 pour variable indépendante et alors on doit regarder <r 
comme une fonction de s. Si sur Ies lignes L, / (qui doivent être 
placées de manière à avoir plusieurs couples de points consé-
cutifs communs) 011 regarde comme correspondants Ies points qui 
vont se confondre, Ies ares infinitésimals qui joignent ces points 
successifs dans Ies deux courbes sont égaux; sans nuire à Ia gé -
néralité on peut donc prendre 1'égalité suivante pour exprimer la 
Ioi de dépendance entre Ies deux variables s, c: 

c = s + A-, 

A étant une constante. 
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Cette égalité réduit Ies condilions précédentes aux suivantes: 

<p(«) = ?(<); ç ' ( o ) d o - p ' ( í ) d s ; ? " ( f f )d f f 2 = p " ( s ) d s 2 ; . . . 

<p(»-3) (<j) d,j"-3 = p(»-3) («) ds'1"3 

<|» (ff) = r 0 ) ; f (ff) d <; = r' (s) ds; f (ff) de 2 = r" (s) d s 2 ; . . . 

(ff) dc«-4 = r (»- 4 ) (i) di»-*. 

Ces équations doivent être vérifiées au point de contact des 
deux ligues, dans lequel on a 1'égalité des ares élémentaires ds, 
da; on peut done énoncer ce théorème général; 

aLa condition nécessaire et suffisante pour que Ies lignes à 
double courbure L, l (définies par Ies équations p = p ( s ) , r=r(s); 
<p = <p (d), + = ^ (ff) exprimant leurs rayons de courbure et de 
torsion en fonction de l'arc) puissent être placées de manière 
que Ies n points consécutifs a, a\, <u,... a„_ i de l coíncident 
avec Ies n points consécutifs A, Aj , . . A n - 1 de L, est que 
dans Ies points de contact a, A Ies fonctions 9 (c), p (s) vérifient 
Ies (n—2) équations: 

(2) <K<r)=r(<); f (ff)=r'(s); ...+C»—*)(«)—r(«—i)(*).» 

REMARQUE. — Dans ce théorème on doit supposer n > 3. 

3. Si 1'on désigne par i et i\ Ies inclinaisons des deux lignes 
L, / sur leurs droites rectifiantes, aux points A, a, on a: 

et Ies fonctions +(¢), r(s) Ies (n — 3) équations: 

tang i = 
P 

r 
, t angi , - —; 

9-
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si donc aux points considérés on a p = <p, r = il résulte aussi 
i - i\. 

Les courbes données peuvent ètre disposées de façon à avoir 
8 points consécutifs communs; cela à cause de Ia condition p = ?. 
Et dans cette position Ies tangentes, Ies normales principales et 
Ies binormales des deux lignes, au point de contact, coíncident. 
La condition i = i\ entraine alors la colncidence des droites 
rectifiantes. 

Donc «lorsque deux lignes L, l ont aux points A, a Ies mêmes 
rayons de courbure et de torsion, elles peuvent être disposées de 
manière à avoir Ia même droite rectifiante; cela arrive lorsque 
Ies deux lignes ont 3 points consécutifs communs.» 

De ce théorème on dérive «si deux courbes sont placées de 
façon à avoir 4 points consécutifs communs, elles ont, au point 
de contact, Ia même droite rectifiante.» 

On pourrait aisément généraliser ces derniers théorèmes. 
Les coordonnés (x, y, z), ( £ , £ ) d'un point quelconque de L 

et d'un point quelconque de l, fonctions des variable s et a res-
pectivement, soient, au point de contact, finies, continues et pour-
vues des dérivées jusqu' à celle de 1'ordre n; dans Ie voisinage 
des points A, a on peut écrire: 

+ 

R , R l , . . . étant des infiniment petits d o r d r e plus grand que n. 
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Désignons par : 

(cosa, cos|3, cosy); (cosX, cos|A, cosv); (cosi, COSÍW, cosn) 

Ies cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale et 
de la binormale de L et par cos AI, COSJS1,.. . Cosn1 Ies quan-
tités analogues relatives à 1. 

On a : 

dx d^x cos X dí (fie, CosX1 
- J - = C o s a , — = ; - = C o s a 1 , — = - ; 
as Usi p da da* <p 

et si Pon dérive successivement ces égalités et l'on y applique 
Ies formules bien connues de M. Frenet, on obtient pour une 
valeur quelconque de k supérieur à 2: 

— F ( dI dLl dLll P dr d*r dk~sr\ 
dsk _ Va 

dfc$ / d<f cPf d* -*ç dty d»<|> 

F et F1 étant Ies symboles de deux certaines fonctions déter-
minées. 

On aurait des formules analogues pour Ies autres coordonnées. 
Ces formules, à cause des égalités (1), (2), démontrent que, 

lorsque Ies lignes donnôes L, l ont n points consécutifs com-
muns, il résulte: 

Z d n - i X , _ / d " - 1 

Kds--TJjT U a ^ J a 
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