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REMARQUE SUR CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(Extrait d'une letlre adressée & F. Gomes Teixeira)

PAR

M. AvGusTE GUTZMER
(4 Berlin)

+ + » Permettez-moi de vous communiquer une remarque sur
certaines équations différentielles que j'ai considérées dans une note
insérée au Journal de Mathématiques (*). J'y ai formé les équa-
; : ¢ . { P odu
tions qui proviennent de I'équation de Laplace Au= ¥ — =0
=1 i
par la reitération de l'opération A, et j'ai déterminé celles des
intégrales de ces équations qui ne dépendent que de r, ol

? ; ol p
rt= 3 (x;—a;)* Il est aisé de voir qu'on peut généraliser ces
=

résultats.

En effet, si nous supposons que u est fonction de v seulement,
ot v est une fonction de ay, ..., &, I'équation Au=0 prendra
cette forme

d®u du
Vﬁ.m+ﬁv.ﬁ=o,

P osdo\2 P odip
Vo=3 (—— » Av=3Z =
i=1 \dx; i=1 dx

oll

——— i,
i R

(#) 4* série, tome vi, pag. §03-422, 1590
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Si maintenant v est déterminé de telle fagon que yv et Av
dépendenl. d un facteur commun prés, seulement de v, I"équation
de Laplace se change en une équation linéaire et homogéne:

d2u du
i A e Al
91 (0) e S Tia(e) -=0

Cette détermination de v, dans sa généralité, semble offrir de
grandes difficultés; je n'y ai pas réussi. Mais si nous nous bor-
nons au cas spécial que v est fonction de r, nous aurons

do\ 2 —
vv-=(c;) =¢1(v)=9(r); ﬂ=f"?(")'d"-

On peut donc prendre v arbitrairement, o(r) et ¢ (r) seront
alors déterminés. Ensuite on pourrait procéder a la réitération
de cette équation et en déterminer les intégrales. N’entrons pas
ici dans ce caleul.

Vous voyez, Monsieur, quel grand avantage, pour la réitération,
offre la remarque de M. P. Ginther (=), parce qu'on trouve
directement et presque sans caleul I'équation réitérée et ses in-
tégrales. On peut donc se demander pour quelles fonctions v der
I'équation

du  (r) du
@ Tow m "

v-——flr”;i:)dr,

(#) L. e. p. 818; voir aussi: Jowrnal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik, 1. 107, pag 208,

ot I'on a
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peut-elle étre transformée dans la forme:

d d
i — ph — = ().
v dvu o =0

Vous verrez aisément qu'on doit avoir A+ p =0 et

d  p—1dv

2 (), a% ] . dr

v (d) )

dr

d’oir vous conclurez par un calcul élémentaire que, pour p> 2,
il faut que v soit de la forme

u=.l't(-- '—---,+13)i“‘ , sird-1

re—2
o

peA . eB.r¥? , siA=1;

pour p =2 on doit avoir:

1
v=A (logr+ B)!1— . Si)==1
ou

v=A.rB ; k=1,

A et B désignant des constantes. En prenant pour v une de ces
fonctions, on peut done aisément former les réitérations et en dé-
terminer les intégrales, et comme on est toujours conduit & une
équation linéaire et homogéne ne possédant que les deux points
singuliers 0 e oo, la détermination de ces intégrales n'offre pas
de difficultés sérieuses.
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Prenons un exemple. Soit v=r?; on trouve aisément de |a

premiére [orme }.—P__i_;' 2, et I'équation diflérentielle

d*u  pt+p—2du

— =

du? pv  dv
peut étre écrite de cette maniére

b=y g phe—t
v P —pn Pe—um=l),
dv dv

En faisant n fois cette opération, on aura I'équation réiterée

_te—9) 5 pte—2,

v ? —tv P — L
dv dv

B i A i b P SIS e b 3. N 0 3 i
P i P — P S ] P
" d 5 dv « dv

qui fournira une équation linéaire homogéne, dont les intégrales
ne deviennent pas indéterminées et ne possddent que les deux
points singuliers v=0 et v=ce.

Les racines de |'équation déterminante (#) deviennent dans le
cas présent:

pri=2n—2i (i=1,2,...,n)

; p—2 .
Pig1=2n—2—2 - ¥ (i=0,1,...,n—1).
p—2
P

p—2

Si maintenant n'est pas un entier ou que soit un

(#) Voir les dquations (5), 1. e. p. 419.
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y g —2
nombre impair ou un nombre pair tel que 2n<2+ LA g
n'y a pas d'égalités entre ces racines; I'équation réitérée aura
donc dans ces cas les intégrales linéairement indépendantes:

v on £ '® (¢=1,2,...,2n).

. & p—3 : o .
Mais si ——— est un nombre pair (ce qui n’est possible que
P L
quand p est un nombre pair), tel que 2n>2+ P, soit alors

p—2 : P
=2+ T + 2h, les intégrales

S ool 1% W SRR

doivent 8tre remplacées par celles-ci:
o P H logv A=0,1,...,k)

ou, ce qui revient au méme, par celles-ci:

RELES logr (A=0,1,...,h).

Il est évident que, pour p=1, ce résultat est d’accord avec
celui de mon mémoire cité.

La méme méthode peut servir & trouver les intégrales dans les
autres cas et & déterminer les intégrales logarithmiques.

Vous voyez, Monsieur, que, dans cette chaine d'idées, on est
conduit & se propeser I'étude de la réitération des équations diffé-
renticlles linéaires et homogénes. Malgré que je n'aie pas encore
réussi & obtenir des résultats de quelque portée, je prends la
liberté de vous communiquer quelques résultats trés élémentaires.
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Si vous désignez par D l'opération

de do—t

d
@+P|F+...+P ""_'+P|||

—1 dx

vous pouvez écrire I'équation différentielle linéaire et homogene
d’ordre n de cette maniére :

(1) Dy =0,

et en appliquant v fois cette opération D, vous aurez évidemment
une équation linéaire et homogéne d’ordre n.v

2) Dy =0;

il est clair que ces équations réilérées appartiennent a la classe
des équations différentielles réductibles. L'équation (2) est évi-
demment satisfaite par

D y=ciy1+ate+ ... +eaym

Y1: Y2, - - - Yn désignant un systéme fondamental d'intégrales de (1)
et ¢y, €3, . . . ¢, 6tant des constantes arhitraires. On est donc con-
duit & I'intégration d'équations difiérentielles linéaires et non homo-
génes. Au lieu de chercher les intégrales de Dy =0, nous avons
donc a intégrer I'équation

D9'=“fty|+f-'iye+ e +fnyu|

ce qui se fait d’aprés des méthodes connues. Pour trouver alors
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les intégrales de D% =0, on détermine celles de Dy =y,
+eaya+ ... + cayn, et ainsi de suite. Mais il semble qu'on ne
peut pas tirer grand profit des expressions compliquées qu'on
obtient ainsi. Voici quelques résultats élémentaires, qui se prétent
présque immadiatement :

En appliquant la réitération m fois & I'équation du premier
ordre

dy
W

ou obtient une équation linéaire d’ordre m, possédant les inté-

grales :

e"ﬁ’d‘, z.e'ﬁ"”. z*e"‘ﬁ’d’“, A 50 :zm—‘e_ﬁ’d".

ou l'intégral générale

gm—1 (2). K L

0t gm—1 (2) désigne une fonction entidre, a coefficients constants
arbitraires, du degré (m—1).

Si I'équation caractéristique d'une équation linéaire homogtne
d’ordre m, & coefficients constants, admet m racines égales, I'é-
quation différenticlle est une (m — 1) réitération d'une équa-
tion linéaire & coefficient constant d’ordre premier.

Si I'on fait v—1 fois la réitération d'une équation linéaire et
homogéne, a coelficients constants et d'ordre m, I'¢quation cara-
ctéristique de I'équation différentielle, obtenue ainsi, sera la yitme
puissance de 1'équation caractéristique de I'équation differentielle
proposée. Si done cette dernidre équation admet Iintégrale gé-
nérale

1 y|+32y5+ . +Cmym|
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celle de I'équation réitérée sera:
hy (z).y1 + ha(2)ya+ -+« . + hy (Z) . Yo

les h; (x) désignant des fonctions entiéres de degré (v—1) et a
coefficients constants arbitraires.

Sans augmenter ces théorémes élémentaires, considérons un
exemple, en déterminant les cas ol I'équation de Gauss:

d3y+(m+f$+lj.r—7- dy 4 aP
da? zt—x dx xi—x

est la réitération d'une équation de premier ordre :
dy
g +py =0,

ou, ce qui revient au méme, en déterminant les cas ol I"équation
de Gauss admet des intégrales de la forme ¢~/ et ze™/P".
En réiterant la derniére équation, on obtient

dy dy 2
E"'EPE'F{P +p)y=0,

de sorte qu'on a les relations

(x+E+1)z—1y
P el not
Ptpl=—

g




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

i

qui fournissent les conditions
(a—Bft=1;

248 —ay—Ly+y=0;

y(y—2)=0.

On en calcule aisément 8 systémes de valeurs de a, B, 7:

1) y=0, =0, B=—1
2) y=0, a=0, f=+1
3) y=2, a=1, p= 0

‘i) }'=2. ﬁ=2‘ ﬂ: l

et encore quatre autres systémes qu’on obtient des précédents en

¢changeant « et 3. On trouve donc pour p les valeurs:

1)0;
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et les intégrales correspondantes deviennent done:
1) A, Agz;

| x

‘x ‘a—1"

Ces cas, ol I'équation de Gauss est la réitération d’une équation
de premier ordre, se présentent naturellement comme cas spé-
ciaux de ceux ol I'équation de Gauss est reductible ().

Je finis pour remarquer que les équations différentielles obtenues
par la réitération d'une équation différentielle de premier ordre,
forment un cas spécial des équations différentielles linéaires i
solutions conjuguées étudiées par M. E. Brassinne dans une note
insérée an t. n du Cours d’Analyse de Sturm.

. B A L P 5

{#) Voir le mémoire de M. Frobenius, Journal fiiz die reine und ange-
wandte Mathematite, L. 76, p. 250.
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SOBRE 0 RESTO DA FORMULA DE TAYLOR

FOR

José Buuxo pE CABEDO

(Professor na Universidade de Coimbra)

Suppondo sémente que f(z), f'(z),... f*1(x) sdo funccdes
finitas e determinadas no intervallo de a a z e que /! (x)
tem uma derivada no ponto a, demonsirou o sr. Peano a for-
mula (+)

M=+ 35 o+ S L)

n! r—a

cuja extensdio ds funcgdes de variavel imaginaria constitue o obje-
cto d’este artigo.

Quando a variavel imaginaria z descreve uma recla entre os
pontos @ e 3, mostra a mesma analyse do distincto professor da
Universidade de Turim que

=+ BT o S BP0 _piy].

(%) Designaremos por g; 4+, um valor da variavel g tomado entre os
valores que constituem o sea dominio ¢ por A on % nma quantidade de
modalo inferior & onidade.
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applicando & [racgiio

- o255 1o
(z— a’j;

a férmula

p(5)—o() _, _ ¥()

(s—ap  pla—apt

Pelo contrario, se o contorno L descripto por 3 é uma curva
qualquer, a formula fundamental do sr, Darboux deixa de ser
exacla; mas a expressdo

—fdzfdz... [n—(] o (—a)hl]dx.

onde M designa uma constante qualquer e o numero das integra-
¢les mdlcadas én—1, di

Ram/ () /(@)= (s=a)f'(@) =gy PO = N
ou

f(z)=fla)+ (s —a)f'(a) +

(3—a)*= (5—3}"
+{n_”|f“ (@) + " M+ R

A férmula que acabamos de achar dé a variagho de uma fun-
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c¢do uniforme ou ndo uniforme ao longo de uma linha qualquer,
suppondo que as funcgdes f(z), f'(3). . . *1(3) sdo determinadas
em toda a sua extensdo.

Admittindo que f*1(z) tem no ponto @ uma derivada finita
[*(a), poderemos pér M= "{a) e a [ormula anterior trans-
forma-se na seguinte:

(s

nﬂ-ﬂﬂ+§_4ﬂﬁw

i!
+j;ds Ldz .o .fL [P‘-’ (3) — fr—1(a) — (z— a}f"{a]] dz,

de que se deduz a f6rmula (1), suppondo rectilineo o caminho L.
Com efleito,

Ry=| ds 1'dz. : J:. I: —iﬁf‘ﬁ—_f—u:l-(a—) — (a}] (z—a)ds

L L

...1['“ _1("‘;3:5_ : {“)_p()j J:az [." J'L(.-.—a)dz

L [P‘" (51) = [*—1(a)

n! Z—a

-]

No caso mais geral em que o argumento de z ¢ qualquer, a
formula

.Lq.(z}(z—a) ds -=19{zl::f;.[z-— a) dz,
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empregada precedentemente, deve ser substituida por

el

J ¢(s) ds=2arcL g(51) =1 S¢(z).
L

Teremos pois
Rnajldz ds.. .JL[fn—! (3)— f*(a) — (s—a) ,m(a)] s

= SJ L'dr:j LL-:L'...:J " [f""’ ()= f*—1(a)—(z—a) [ il'ajjl ds

ou

R, =28" [ i) TE) o (aj:|.

n—a
fazendo entrar em 3 o factor

85 Salm—d,

1111---1.,-5-5 " i S

onde « representa 0 argumento de 3y —a.
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Finalmente, lazendo convergir z para a ao longo de L, vé-se
que

R
lim n—1= 0,
(z—a
attendendo a que ¢
. S ; 1) — n—1 a
lim——=1 e lim 'f—---—-‘—”— "—Ir = [™(a).
|s—a 3 —a 4

|22
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BIBLIOGRAPHIA

F. Casorati. — Mesure de la courbure des surfaces suivant ['idée
commune. (Acta Mathematica, t. x1v).

Este trabalho &, na sua parte essencial, uma traducgiio de outro
publicado pelo mesmo sabio geometra nos Rendiconti do Instituto
Lombardo, do qual se deu noticia nas paginas 95 e 96 d'este
volume.

G. Peano. — Les propositions du cinquiéme livre d Euclides ré-
duiles en formules (Mathesis, t. x).

Esta Nota refere-se ao assumplo de que o auctor se occupou
no livro de que se deu noticia nas paginas 119 e 120. O auctor
mostra como, com um numero limitadissimo de signaes, se pode
reduzir a [6rmulas as 25 proposicdes do Livro v dos Elementos
d’ Euclides.

H. Vuibert. — Annuaire de la jeunesse pour l'année 1890.—
Paris.

N'este livro muito interessante e muito util para todos os que
querem conhecer a organisacdo das escholas francezas, o auctor
da nrnpleﬁ informacdes sobre lodas as escholas primﬂrinﬁ. secun-
darias, superiores e especiaes da Franga, sem excepgdo alguma.
Encontram-se n’elle noticias sobre as condigdes necessarias para
ser admittido em cada eschola, sobre as despezas a que isto
obriga, sobre a organisagio dos cursos, sobre as carreiras para
que preparam, elc.
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Ed. Weyr.— Zur Theorie der bilinearen Formen (Monatshefte
fiir Mathematik und Physik, t. 1).

Esta memoria importante ¢ extrahida d'outra sobre a theoria
das formas bilineares, escripta pelo mesmo auctor em lingua
bohemia; e tem por objecto o estudo de novos methodos auxilia-
res, baseados na consideraciio de certos systemas coordenados de
valores das matrizes d’aquellas férmas, por meio dos quaes se
torna possivel a solugho de muitas quesides, entre as quaes cita-
remos especialmente o problema, resolvido por Weierstrass, da
transformacio simultanea de duas f6rmas bilineares,

O sr. Weyr substitue a estas a nogiio mais abstracta das ma-
trizes, taes como as define Cayley; as regras dadas por este geo-
metra para o seu calculo slio expostas e muito desenvolvidas nos
primeiros capitulos, ao passo que os ullimos sdo consagrados a
applicacdes, taes como ao problema ja citado de Weierstrass,
ao theorema de Sylvester sobre a inercia das [6rmas quadraticas
¢ a0 theorema fundamental de Fuchs na theoria das equacdes
differenciaes lineares de coefficientes variaveis, publicada no vo-
lume 66.° do Jornal de Crelle.

D. L.

H. Burkhardt. — Untersuchungen aus dern Gebiete der hyper elli-
plischen Modulfunctionem. Erster Theil (Mathematische Anna-
len, t. xXXVI).

E a primeira parte d'uma memoria em que se desenyolvem
as idéas originaes expostas nas licdes de F. Klein, redigidas
pelo sr. Burkhardt sob o titulo Bases d'uma systematica geral
das funegies hyperellipticas de 4." ordem.

Torna-se n'estas muito sensivel a clareza que dio & theoria
auelles novos pontos de vista, mas o auctor propde-se [lazer
sentir a sua fecundidade mesmo nas applicagdes a problemas
especiaes em que até aqui lem representado o papel mais impor-
tante as relacdes thetas. O exemplo escolhido para este fim &, o
problema das equagdes de mu/tiplicadores, que occorrem no pro-
blema das transformagdes dos integraes hyperellipticos ; demon-
stram-se uma serie de propriedades dos coeflicientes d'estas
equagdes, sem que todavia o assumpto fique esgotado; visto que
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o auctot annuncia, para a segunda parte, algumas novas pro-
posigdes.
D. L.

F. da Ponte Horta.—Nola sobre os determinantes (Jornal da Aca-
demia das sciencias de Lisboa, 1890).

Contém este interessante artigo algumas notas a respeito de
certos pontos do excellente livro do mesmo auetor, de que se
deu noticia na pag. 51 do tomo 1x d’este jornal. Sao estudadas
primeiramente as alteragdes que soffre o determinante por meio
de movimentos de rotagio & roda das diagonaes ou & roda do
centro. Sio consideradas em seguida diversas especies de symetria
dos determinantes, e demonstradas algumas propriedades d’estas
diversas especies de delerminantes symetricos.

Abel Suchon.— Traité d’Astronomie theorique.—Paris, 1891.

Quem quizer estudar a parte da Mecanica celeste que se refere
ao caleulo das perturbacdes planetarias e lunares, tem na bella
obra do sr. A. Suchon um guia excellente.

Principia a obra por uma introduccdo historica, em que o
auctor expde primeiramente, de um modo rapido mas completo,
o desenvolvimento das ideias sobre a attrac¢io dos corpos até 4
grande descoberta de Newton; e em seguida da noticia dos tra-
halhos feitos pelos geometras para resolver o problema conhecido
pelo nome de problema dos tres corpos, referindo-se successiva-
mente sos trabalhos de Newton, Clairaut, Lagrange, Jacobi, etc.

A introducciio segue a Primeira parte da obra, em que ¢ ex-
posta, pelo methodo da variagio das constantes c'll"])itﬂlriﬂsr a
theoria analylica dos movimentos planetarios. Esta parte é divi-
dida em seis livros, em que o auctor se occupa respectivamente:
do movimento elliptico, da theoria geral do movimento pertur-
bado, do desenvolvimento em serie da funcgio das forcas per-
turbadoras, das perturbagdes de primeira ordem relativamente
#s massas e da theoria geral das desigualdades seculares e pe-
riodicas, das perturbacdes de segunda ordem relativamente &s
massas, e da theoria da lua,
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Na Segunda parte da sua obra occupa-se o sr. A. Suchon da
applicagiio dos principios expostos na primeira parte & explicagio
e formacdo das taboas dos movimentos planetarios. E dividida
em tres livros respectivamente dedicados as partes seculares e as
partes periodicas dos elementos das orbitas planetarias, & con-
strucgdo das taboas de Jupiter, e & applicacio das taboas plane-
tarias ao calculo das posicdes heliocentricas dos diversos planetas.

Pela riqueza do assumpto e pela clareza, bom methodo e feicio
pratica com que esta escripla, devemos vivamente recommendar
esta obra aos nossos astronomos.

J. A. Serrasqueiro.—Tratado elementar de Arithmelica, 9.* edi-
cedo.— Coitmbra, 1890.
Tratado de Geometria elementar, 7.* edicgdo.— Coimbra,

1890.

Veja-se o que se disse a respeilo das ediccdes anteriores
d'estas obras nos tomos v e vin d’este jornal.

E. Mosnat.— Problémes de Géométrie analytique, t. 1.— Paris,
1891. : ‘

Contém este livro 129 problemas com as respectivas solugdes,
e alem d'isso 428 problemas simplesmente enunciados. Todos
estes problemas siio relativos & parte elementar da Geomelria
analytica plana e dizem respeito & theoria da linha recta, do cir-
culo, das seccdes conicas, d’alguns logares geometricos, das tan-
gentes, normaes, {6cos, centros, diametros. etc. Cada cupilulu o
precedido de um resumo contendo as formulas e os theoremas
necessarios para resolver os problemas ahi contidos.

Os problemas considerados siio, na sua maior parte, interes-
santes. Muitos d'elles foram propostos nos concursos de admissio
is escolas ceotral, naval, de pontes e estradas, etc., de Paris.

Terminaremos aconselbando o livro do sr. Mosnat aos alumnos
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das nossas escolas para se desenvolverem nos principios da Geo-
metria analytica.

E. Dessenon.— Cours de Trigomometria rectiligne.—Paris, 1891.

Na maior parte dos manuaes de Trigonometria os auctores,
depois de demonstrar as formulas trigonometricas para as linhas
correspondentes ao primeiro quadrante, ou admiltem sem de-
monstraclo que ellas tém logar para todos os quadrantes, ou em-
pregam para esta generalisaclo um processo longo e fastidioso.
O meio de evitar estes inconvenientes ¢ o emprego da theoria
das projeccdes. O sr. Dessenon emprega este methodo, e nio s6,
como muitos auctores, para estabelecer os theoremas de addicio
das funcgdes trigonometricas, mas ainda para demonstrar todas
as formulas geraes que niio slio consequencia immediata de outras
anteriormente estabelecidas. A theora das projeccdes é exposta
n'um capitulo preliminar.

Eis uma rapida indica¢do das materias consideradas nos diffe-
rentes capitulos. 1. Arcos e ongulos. Formulas relativas nos arcos
e aos angulos. II. Linhas trigonometricas. Ill. Relagles entre as
linhas trigonometricas d’'um angulo qualquer e applicagdes.
IV. Addigdo, subtraccdo, multiplicagio e divisio dos arcos.
V. Formulas de transformacdo. V1. Taboas trigonometricas.
VIIL Derivados das funcgdes circulares, VIII Equagdes e funcgdes
trigonometricas. 1X. Resoluciio dos triangulos. X. Applicacoes e
problemas.

Para mostrar o valor d'este livro excellente tramscreveremos
as palavras seguintes que a respeito d'elle escreveu o sr. J. Tan-
nery: «Em todo o livro se reconhece a mao de um homem muito
habituado ao ensino, conhecendo a fundo as necessidades dos
alumnos, as occasides mais ou menos proximas dos seus erros, ¢
o0s meios de a isso dar remedio».

Motta Pegado.—Dos circulos focaes nas conicas.

O auctor expde neste trabalho, com a maior clareza e com
todo o desenvolvimento, a theoria dos circulos focaes das comeas.
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Cada uma das tres conicas ellipse, parabola e hyperbole ¢ sepa-
radamente considerada.

John Casey.— Géométrie élémentaire récente.—Gand, 1890.

Na sua obra intitulada — 4 Sequel to Euclides publicou J. Casey
um capitulo supplementar contendo uma exposi¢lio systematica
da moderna Geometria do triangulo. Ndio existindo um livro es-
cripto em francez destinado a por este capitulo da Geometria ao
alcance dos principiantes, foi a obra do sabio professor de Dublin
traduzida em francez pelo sr. Falisse, e esta traducgdo publicada
primeiramente no Mathesis (L. 1X e X), ¢ em seguida em livro
separado.

V. Retali.— Sopra due particolari trasformasioni piane quadra-
tiche (Memoria della R. Academia della Scienze de Bologna,
serie 4." t. x).

O auctor expde duas transformagdes quadraticas, que o levam
a resolver com toda a simplicidade os dois problemas seguintes:

1.° Determinar o logar geometrico dos pélos de contacto
para as conicas conjugadas a uma conica dada quando os polos
respectivos de uma recta dada estdo sobre uma curva algebrica
de ordem e classe dadas.

2.° Determinar o logar geometrico dos pélos de uma recta
que dizem respeito fs conicas conjugadas a uma conica dada em

relagio aos pontos de uma curva algebrica de ordem e classe
dadas.

H. A. Newton.—Elias Loomis.—New-Haven, 1890.

Contém este opusculo um bello discurso pronunciado pelo
illustre professor americano H. A. Newlon para fazer conhecer
os servicos scientificos de Elias Loomis, professor de astronomia
em Yale College, nascido em 1811 e morto em 1889. O auctor
tracta desenvolvidamente da vida d’este sabio, dos trabalhos de
que se occupou, dos livros e memorias que escreveu, elc.
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Termina o opusculo por uma lista composta de 164 artigos,
que contém todos os trabalhos publicados por E. Loomis. Entre
estes trabalhos figuram alguns livros de texto para o estudo da
parte elementar das mathematicas, muito considerados nos Estados

Unidos.

G. Peano.— Démonstration de Uintégrabilité des équations diffé-
rentielles ordinaires (Matematische Annalen, t. xxxv11).

N'esta memoria demonstra o sr. Peano que, sendo dadas as
equagdes differenciaes

daxy g \ dr,
W-?i(,aH'.n.,I" - woey d‘

E?u {Il .T['. .. --.lrnj

"

onde ¢y, 32, . . ., ga sdo funccdes continuas na visinhanga de ¢ = b,
E=day, ..., x,=dy, péde-se delterminar um intervallo (bsDy), e,
n'este intervallo, n funcgdes zy, ..., x, det, que satisfassam &s
equagdes dadas, e que, para =25, tomem os valores ay, . . .,a,.

Na sua demonstracdo emprega o illustre geometra as formulas
de Logica, ja usadas em outros trabalhos de que temos dado no-
ticia n'este jornal.

F. Gerbaldi.—Sul sistema di due coniche (Annali di Matematica
pura ed applicata, 1890).

N'esta importante memoria o auctor estuda principalmente as
conicas ligadas com duas conicas dadas por meio de relagdes ex-
pressas por invariantes.

F. Engel.— Zur Invariantentheorie der Systeme von Pfaffschen
Gleichung (Berichte der K. Siichs. Gesellschaft der Wissenschaften,
1890,).

M. d Ocagne.— Note sur les systémes de péninvariants principaws




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 2h

des formes binaires (Annales de la Société seientifique de Bru-
xelles, 1. xu1).

Une application des coordonées paralléles (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 3.° série, t. viu).

Quelques propriétés générales des courbes algébriques obte-
nues au moyen des coordonées paralléles (Hem. L. 1x).

Deux théorémes géneraux sur les trajectoires de points et les
enveloppes de droites dans le plan (ltem).

Sur les trajectoires des points marqués sur une droite qui se
deplace en touchant constamment par l'un d’eux une courbe
donnée (Association frangaise pour I'avancement des sciences,

1889).

Gino Loria.— Sull'applicasione delle funzioni jacobiane allo studio
delle linee sqhembe di quarto ordine e prima specie (Rendiconti
della R. Accademia dei Lyncei, 1890).

—— Sulla classificazione delle (rasformazioni razionali delle
spasio, in particulare sulle trasformazioni di genere zero (Ren-
diconti del R. Istituto Lombardo, 1890).

G. Pirondini. — Di una particolare (rasformasione geomelrica
(Rendiconti della R. Academia di Napoli, 1890).

H. Burkhardt.— Zur theorie de Jacobi'schen Gleichung 40. Gra-
des, welche bei der Transformation 3. Ordnung der Thetafun-
ctionen von zwei Verinderlichen auftreten (Nachrichten von K.

Gesellschaft der Wis. zu Goltingen, 1890).

F. Rogel. — Darstellung der harmonischen Reihen durch Facto-
ren folgen (Arch. de Math. und Phys. 2. Reihe, t. 1x).

Die Entwicklung der Exponentiellen in eine unendliche Fa-

ctorenfolge (ltem).
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Lerch.— Bemerkung sur Reihenthéorie (Sitzungsberichten der K.
bohm. Gesellschaft der Vissenschaften, 1890).

Mitteilungen aus der Integralrechung (Monatshefte fiir Ma-

thematik und Physik, t. 1).

R. Marcolongo. — Sulla deformazione di una sfera omogenea iso-
tropa per speciali condizioni ai limiti (Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, 1889). :

Sull’aceelerazione nel moto di wno solido intorno ad un

punto fisso (Giornale di Mathematiche, t. xxvu).

Sul theorema di Poisson (Rendiconti della R. Accademia
de Napoli, 1888).

——— Sulla variazione di un integrale definito e sulla theoria
delle equaziont alle derivate del primo ordine (Item).

——— Sull’equilibrio di un filo flessibile ed inestensibile (Item).

Sulla reprezentazione conforme della Pseudosfera e sue

applicazioni (Item).

S. Pincherle. — Su alcuni integrali particolari delle equazioni dif-
ferensiali lineari non omogenee (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, 1890).

Sulla reprezentazione approssimata di una [unsione me-

diante irrazionali quadratici (Rendiconti del R. Istituto Lom-

bardo, 1890).

G. T.
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SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS A ESPACE LACUNAIRE

FAR

M. LErcH

(it Prague — Vinohrady)
Considérons une série de la forme

(1) Y ¢([n) 2" =[2),

a=1

convergente & I'intérieur du cercle |z|=1, ol (n] représente le
nombre des chifires de n. Je dis que cette fonction ne pourra
pas étre continuée au dela du dit cercle, si la partie réelle ou la
partie imaginaire de la fonction g(v) croit indéfiniment avec v en
conservant son signe.

La série (1) se compose en effet de groupes de la forme

- v—1 -t S
p[:v:- [x‘" 40 H4pglt Fipgtt 34,

v—I1 )

oage W Lt
_|.,:1o—tj|=q,(.,)“‘___1_ %

-
d’ot il résulte que nous aurons:

(1 —2) f(z) = (l}x+~zl[¢[v +1)—g()] 2.

D’aprés un théoréme que j'ai démontré dans les Acta mathe-
matica, 1. 10, et plus tard dans une note sur les fonctions &
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espace lacunaire (%) la série qui fizure au second membre dé-
finit une fonction nexistant que & I'intérieur du cercle |%| =1,
ce qui démontre I'énoncé.

Iei la fonction g (v) peut méme dépendre de la variable @, si
elle remplit la condition dite plus haut pour chaque valeur de
cette variable.

A cette classe de séries (1) appartient I'exemple que jai
considéré, sous un autre point de vue, dans le t. vir de ce journal
et auquel M. Alfred Pringsheim de Munich a consacré recem-
ment une remarque critique (=+) dans laquelle il I'appelle gera-
dezu monstras! De gustibus non est disputandum.

{#) Ueber fonetionen mit beschriinktem Existenzbereiche. Abhandlnn-
gen der Koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissensehaften, v Folge,
2. Band. Math. — naturvissenschaftliche Clazse Nr. 9. Prag. 1888,

(#=) Mathematische Annalen, L. XXXV, p. 308,
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SOBRE O THEOREMA D'EULER-LAMBERT

POR

Duante LEITE

{Professor na Academia Polytechnica do Porto)

1. O bello theorema que em mecanica celeste exprime o
tempo em funcgio do eixo, da corda do arco l'll:‘h(‘]'ljll{l e da
semisomma dos raios vectores extremos, foi pela primeira vez
demonstrado analyticamente pelo illustre Euler para as orbitas
parabolicas (), e s6 dezesete annos depois o generalisou Lam-
bert, por subtis considera¢des geometricas, as orbitas ellipticas
e hyperbolicas,

Da-se de ordinario nos tratados a demonstraglo de Lagrange (« %),
baseada na férmula que exprime o tempo em funcgdo da anoma-
lia excentrica; mas conserva-se-lhe o defeito, ja indicado por
Bertrand, de que as variaveis finaes apparecem pouco natural-
mente, sendo mister para justificar o artiflicio que se conhega
d’antemiio o resultado,

A geometria fornece-nos recursos com que vencer esta diffi-
culdade; e como se verd n’esta nota, basta uma simples trans-
formagdo de dreas para nos levar directamente ao theorema.

2. Para avaliarmos o sector elliptico FNM (fig. 1), tiremos

IFE, parallela a MN, e tracemos os diametros CDI‘IJ'II"]I[!US
OE, OE'.
Entiio sect FMN = sect NEN

= segm NE — seg ME
a
seg m NE = sect ONE — ONE
A
seg m ME = sect OME — OME

s

(%) Theoria motus Planetarwm el Cometarum, 17544
(##) Mécanique analytique, u vol., nole v.
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e tirando MM/, NN’ parallelas a OE/, vira

ab NN/
sect ONE = o arc sen OF

ab MN'
sect OME = ) arc sen OF"

. a ab
Além d'isso, por ser 0EE"=?. serdo

& ab NN ab MM
ONE=— ., — 0ME=?'W'

e & uma propriedade conhecida da ellipse que

MM \/E,M’.EM' M/, ENT\
OoF Y . OE* . _(_ )

OE OE
NN’ \/ E|N'.EN EN' (2 EN/
OF' ~ OE2 OE OE)'

Ora, se tirarmos a tangente EP, ella encontrard em Q a corda
MN e o diametro OSK conjugado com a corda n'um ponto P, que
por ser polo de FE, esta na directriz.

O comprimento de 1E sendo o semi-eixo maior (), teremos

EM’ MQ SQ-SM_

EN' NQ SQ+SM
OE:ii LE —

B 2o as OB, Tu R,

a

e e St e ey

(+) Tire-se EF’ para o outro foco F', prolongue-se OE’ até J e por F

tire-se FJ' parallela a OE’; entdo visto serem EF e EF/ egualmente ineli-
nadas 4 tangente EP, seri

24 = EF + EF' = EJ ++ EJ + JJ 4 F'l = 3(EJ +J]) = 2E] = 2EL
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e por outro lado, tirando MM, SS;, NNy, perpendicularmente &
directriz PD,

SQ 'SP SS; MM;+NN; FM+FN
IE _OP OD 20D . R

Se portanto fizermos
FM+FN+MN=2p, FM+FN—-MN=2¢

teremos

EM ¢ EN_p

OE a’ OE a

e d'ahi

sect FMN = a_b [arc sen \/P <‘2 X E) —are SEH\/E (2 = E)
2 a a a a
Bl Pyi V4 2(#—2) .
a -:I) a a

Simplifica-se esta expressio, suppondo

a— a—
msz’=—---13, coszmme 1,
a

e recorrendo agora & segunda lei de Kepler, vird finalmente o
theorema d’Euler-Lambert

nt =3z —z— (senz' —senz),

em que nl ¢ a anomalia media; os angulos 3’ e z sio 0s excen-
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tricos que correspondem a NOE, MOE como facilmente se péde
verificar,

Analogamente se concluia para o caso da orbita hyperbolica;
no movimento parabolico, as cousas passam-se mais simplesmente.

Na fig.. 2, sera

sect FMN = sect EMN
= segm NE — seg ME.
Mas

2 A §C foo b
seg EM =g EMM; = 3 EMM; = 7 EMM

3
U Lo
- -‘Tl/[}(EM‘}*,

¢ analogamente
g 24 8
EN = 8 vV D (EN")?
|

sendo D o parametro on corda focal normal ao eixo.
Mas porque PE é bissectriz do angulo FEN, sera
EM'=QM; EN=0N

FM +FN

SQ=8P=
Q 2

Pondo pois

FM+FN+MN=2p, FM+FN—MN=2g

teremos

EM'=¢q, EN=p




e
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- g g
| I
sect FMN = V:)— pr—q? |.

A mechanica celeste dd em 5{‘;llitii|

al SN
l‘;_u. - bom './’T] sect FMN

| 3 3
-1l epr—(2g?

!
)
I
AR A -ﬁl:

i b - '
J/ R / _‘_,—"’— 1
! -,-"‘ J ST {--IS
d P | y s b
i
"lHl
D

e~

- mf
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Fig. 2
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SOBRE 0 DESENVOIVIMENTO DAS FUNCGOES EM SERIE ORDENADA
SEGUNDO AS POTENCIAS DOS SENOS E COSENOS (%)

POR

F. Gomes TEIXEIRA

1. Consideremos o integral

J_J' f(z) sen™ (& — a)dz

§ sen (3 — ) sen™ (3 —a)’

e tomemos para contdrno da integracio o rectangulo cujo centro
¢ 0 ponto a e cujos lados sao duas rectas parallelas ao eixo das
ahscissas, eguaes a =, e duas rectas parallelas ao eixo das orde-
nadas, eguaes a 21; e supponhamos que a funcgdo [(z) é holo-
morpha na area limitada por este contérno e que  é um ponto
do interior d'esta érea.

Posto isto, applicando ao integral J o theorema de Cauchy,
vem

J=2iz(A+B),
representando por A e B os residuos da funccio

[(z) sen™ (z—a)

F(3) =

sen (z — x) sen™ (3 — a)

relativamente a x e a, que slo as unicas raizes de sen (z—x)=0

e

(#) O assumpto d'este artigo foi por nos communicado ao sr. Hermite
ém uma carta que foi publicada no Bulletin des Sciences mathématiques
(2. série, t. x1v, 1890).
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e sen (s —a)=0 que sio representadas por pontos do interior
da area considerada. 1

O residuo de F(z) relativamente a z é o coefficiente de — no
desenvolvimento de h

[(x -+ k) sen™ (z —a)
sen h sen™ (@ —at h_]

F(z+h) =

em série ordenada segundo as potencias de h; e temos portanto

A=[(a).

O residuo B de F(z), relativamente a a, é o coefficiente de
1 :
+ o desenvolvimento

f(a+ k) sen™ (x — a) [(a+h) sen™ (z — a)

sen (a —z+ h) sen™ h W (AL b se;:‘ h

Fla+h)=

em série ordenada segundo as polencias de h, Mas lemos, desen-
volvendo as tres [uncgoes

1 am ¢
sen(@a—x+h)'  senmh

[(a+h),

em série ordenada segundo as potencias de h,

o~ .
‘| e N e m —
Fla+h) i : a3 [*(a)sen™ (z — a)
h* [dosen—1(a—az+ h) he [dw (h casechj"“J
3 e e il —
x"r![ dhe Ju"‘zw![ e,

onde a somma representada por ¥ se refere a todas as solugdes
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inteiras positivas ou nullas da equacio

ut+vtw=m—1.

Formando as derivadas successivas de sen—! (x —a), vem um
resultado da forma

“d*sen—1{a—x+h)
dhv o

S aant o g} o 2N 12 sen?(x —a)+...+ By sen®(z—a)

—— e WS ——

dxv ~ senvt 1'(2::'_"3)' =

se v & par; e um resultado da [6rma

d*sen—1(a—z+h)]

dh® o

cos (z— a) [Bg+ By sen*(x—a) +...+ li'; (o =1)%e0° —* (x—a)]

sen®+1(x—a)

]
==

se v & impar.
Logo a expressio do residuo B tem a forma seguinte:

B=—|K,sen|z—a)+Kgsend(z —a)+...+ Ka—y sen™1 (z—a)]
—[Lo+ Lesen?(z—a) +...+ Ln—asen™ ~2(x—a)] cos(xz—a),
se m ¢ par, e a f[orma seguinte:
B=-—[Kly+ K'gsen? (@—a)+. ..+ Ku_ysea™! (x—a)]
—[L'y sen (z—a) + L'gsen? (£ —a)+. ...
+ L' —s sen™—2 (x — a)] cos (x— a),

se m & impar,
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Temos pois as formulas seguintes:

L m—1
2
f(x) = ¥ Ksups sen® 1 (x — a)
=0
1
l:_I'J '2— m—1
teos(z—a) ¥ Lysen®™ (z—a)

n=0

¥

[(z) sen™ (x— a) d=

1

J:; sen (z —x) sen™ (z—a)

se m ¢ par;
1
)
[()= ¥ Kasen(z—a)
n=l)
.
+ cos (x — a) 2 L'sp 14 sen?H (z —a)
n={
" f(z)sen™ (z —a)dz

§ sen (x - r} sen™ '-F‘_ﬂ,}‘

se m é impar.

2. 0 methodo que vimos de empregar para obter as formulas
(1) e (2) ndo di facilmente os coefficientes K e L, e nio faz
ver que estes coefficientes sdo independentes de m. Vamos pois
obtér estes coefficientes d’'outro modo que faz vér esta circum-
stancia importante.

Para isso, notemos primeiramente que a func¢io sen™ (x— a)
e suas derivadas relativamente a z, até 4 ordem m— 1, sdo nul-
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— =

las para x=a; e, purt:lnlm que as funcghes

1

im—1
O (@)= 3 Kgatisentt! (z—a)
n=0
-;fn—l
+cos(z—a) ¥ Lgasen (z—a),
n=0
! (m—1)
O(x)= § Ky sen™ (z—a)
A=l
=3
+cos(x—a) ¥ Linyysen® ! (z2—a)
n=0

devem satisfazer as condigdes
o@=r@ o@=L@ - O @="()
ayla)=f(@), (@)=, --s OFa)="(a)

Pode-se obter, por meio d'estas equacdes, os coefficientes K
¢ L, e acha-se assim os coefficientes da primeira formula

Lo=/(a),
Ky=["(a),
L ! ' (a
(3) L!=§fka,+—2-,f (a),

1
K=o (@) +/" (@),
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e os coeflicientes da segunda

K'o=/(a)
L'y =["(a)
HE=“!IWM

| &

1
L'y =5-[/" @)+ 3/ (a)

8. As formulas (1) e (2) dao dois desenvolvimentos de [(a)
em serie ordenada segundo as potencias de sen (x—a), se o in-
tegral curvilineo J tende para zero quanto m tende para o infinito.

Mas temos, por um theorema de Darboux,

28f(31) sen™ (z — q)

J=

sen (31— ) sen™ (3 ;a_}'
Logo, se Tor
(A) |sen (z—a)| <|sen (s — a)]

em todos os pontos do contdrno § da integragio, o integral J
tende para zero quando m tende para o infinito, e as formulas
(1) e (2) levam a dois desenvolvimentos de [(x) em serie orde-
nada segundo as potencias de sen (z — a).

Vamos estudar a condiciio (A). Se fizermos s=ay+iy; e
a=a-+1i3, temos

. . seni (y;—B)
SETH{Z——ﬂ)=SEII(I1-—G)[‘i"lﬂlt’yj——ﬂ:p—l-—f['gg(rl_g)“.n "fl
i ]




¢ portanto, representando por M o modulo de sen (z —a),

M2 — sen? (xq — «) cos* i (yy — ) —cos * (wy — a)sen®i (y1—B)-

Vamos agora procurar o menor valor que péde tomar M?
quando z descreve o rectangulo que constitue o contdrno da in-
tegracdo, isto é, o rectangulo formado pelas rectas cujas equa-
coes sio

1 |
.r|-=-.!——2—1"-’, Xy=u I-?n, y=8—1I, y=g+L

Para achar o minimo dos valores que toma M2 quando z de-
screve a recta ry=a—-—-=%, devemos procurar o valor de y,
que torna minima a expressio em que se transforma a expres-

sio de M? quando se ahi pde xy=a— = =, isto & a expressio

cos?i(yy —B).

Acha-se, d’este modo, representando por m?; este minimo,
m¥ =1, e que o minimo corresponde a y;=§, isto ¢ a um
ponto do rectangulo considerado.

Acha-se do mesmo modo que o minimo dos valores que toma

a2 § .
M2 quando = descreve a recta xy=a-+ 5" é egual & unidade
e corresponde a yy =§. _

Para achar o valor minimo de M? quando s descreve a recta
yy =3 —1, deve-se transformar a expressio de M*, pondo v'ella

y1=F£—1 o que da

fol + e—1\2 o —e—h\2
M? =sen? (z,—a)('-z——li;—-—) + cos? (x) — «) L—;—) )
v /

i

e, depdis, procurar o valor minimo d'esta expressdo. Acha-se
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assim que este minimo corresponde a xy=a, e que &, represen-
tando-o por m?.

fl._t_e—;)!
g
MmMy=|——m—] .,
YT

Acha-se do mesmo modo que o minimo dos valores que toma
M?* quando = descreve a recta yy = [+ corresponde a 2y =a e
W

¢ egual a m?,.
De tudo o que vem de ser demonstrado resulta que 0 minimo
dos valores que toma M? quando z descreve o contérno da inte-
q | b
gragiio € egual & menor das quantidades

Ora vé-se facilmente que é

d—e—i ’
T‘> ’

se [>log(1+ l-"Ej; e que é

d—e—!
T< i,
se & I<log(1 -H”E).

Temos pois o theorema seguinte:

Se for 1= log (1 +V2}. o integral J tende para sero quando
m tende para o infinito, se X satisfas d condicio

| sen (x—a)] < 1.




SMATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 43

Se for 1<log (1 +V 2), o integral J tende para sero quando
m tende para o infinito, se X satisfaz d condigao

o Py
|sen(z—a)|< —;—T.

Nos dois cases, pdde-se desenvolver [(x) em serie convergenle
por meio das formulas

-} o
(8) f(@)= % Kgapysen!(z—a)tcos(z—a) 2 Lgnsen® (z—a)
T o=l ' =0

oo o
(6) flx)= 2 Ky, send(@—a)4-cos (z—a) 3 Llgqyqsen*+(z—a).
n=0 n=0

4. Para fazer uma applicaco d’este theorema, vou considerar
a funccio f(x)=cos kx, k I'upre,-.:cntnlulu um numero qualqunr.
As formulas (3) dao

_ o
Lo=1, ]\|n=[}. Log=— 2—, Kqe=0, etc.,

e, portanto, a formula (5) da a formula d’Euler

k21 (k‘— 1%) (J’."—-S*) n
L) iZmliE P T el
sentz + 1.2.3.% sen x-r...J,

cos kx = cos x{l -

1.9

e vé-se que esta formula tem logar quando é

|sena|<1, —;i-c:;c-:: Vedk
2 2
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Applicando as formulas (4) 4 mesma funcgdo, vem

13
K'o=1, Ly=0, K’g-——-——g—. Liy=0, etc.,

e, portanto, a formula (6) da

LY G )

coskr=1— 1 senix + —“sentz+...

_..i' I
quando
= ™
14 I" __._ i
| senz| < 5 <z<3

Acha-se do mesmo modo os desenvolvimentos seguintes:

k(k—1) e (k2 —1%) (k239
qon.’.rz.ﬁnen:——'—z 3 cllax.!.ﬁlkl.i_{;}i,ﬁ ‘sendz—. ..
299 ”
senkx —cmm[.{ senx —'lf—(;'—- -——2— ) senxz ., .
; 2.3
quando
= ]
[senz| <1, —?f-:a:{—i.

O methodo que vimos de empregar para obter os coefficientes
que entram nos desenvolvimentos de coskx e sen kx dé os coel-
ficientes successivos alé 4 ordem que se queira, mas ndo da a
lei que seguem estes cocfficientes. Esta lei porém ¢ sem-
pre a mesma qualquer que seja k. e no caso de k ser inteiro
positivo, obtem-se por meios elementares.

Consideremos agora o integral

M ) sen (z —a)sen (z—B). .. sen (z —1) ds
Jbam (s—a)sen (s —a)sen(z—8). . . sen (5—2)
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do qual vamos deduzia as condigoes de consequencia da formula
seguinte demonstrada pelo sr. Hermite no seu notavel Cours

d' Analyse de I Ecole Polytechnique (p. 331):

ifinen ot bo0 (r-y). ccsemiat—1)

fla)=

f(=)

sen (a —3) sen(x—1y)- . .sen(z— Y

sen (¢ —a) sen (z— ). . . sen (2—1) fla)

ﬂ(; —a) sen B—7)...5en(B —i}

sen (x — a) sen (x —3) . . . sen (z—))

e e (01

sen (v — 2) sen (y—B). . sen(y—3)

quando o numero das quantidades a, g, y, etc., tende para o in-

v F k3
finito. Supponho a parte. real de x comprehendida entre — =
®
e —.
2
Tomando para contérno da integracio o rectangulo considerado
no caso anterior, vem

M=2ix(A+B+C+...),

onde A, B, C, etc., representam os residuos da funcciio

F':-") i, _f("*_} sen’(x — &) sen (a:—_ 3) .. Sen ’;‘-‘3_—_1}

sen (5 — &) sen (s — a)sen (s — B). . .sen (3—1)

relativamente a z, «, 8, y, etc.
Mas o residuo d’esta func¢do relativamente a x & egual e o

- i X
coefliciente de T no desenvolvimento de

f{x+f§_)En(x—a}En (@1B)...

sen hsen (@ —a)sen(@+h—3). ..
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em serie ordenada segundo as potencias de h, isto ¢
A=flz).

: ws 1
O residuo B da mesma funcgiio é egual ao coefficiente do =
no desenvolvimento de

f(e+ k)sen (x— a) sen (x—3)...
sen (a+h—x)senhsen(a+h—3)...

em serie ordenada segundo as potencias de h, e portanto

sen (x —B) sen (z—v) ...sen(x—1)

Bt ——— Y T 2 f(a)

sen (e —B)sen (@ —17)...sen(a—1)

Acha-se do mesmo modo os outros residuos.
Temos pois

., Sen(z—p)sen | x--'r...,ﬂ-nfa-..},‘_| il
_f\.r‘j e f\G}
sen (x— ) sen (~7y) ...sen(a—3)" "/

'-t'n.\..r—rz wll.r “r,...hllll.l‘ 1'

sen (% — a) sen (¥—1v)...8en ,3—).)

s sen (z— z)sen(z—a)sen (3—f3)...sen(s— 1]

+J" [(z) sen (z — ul:af_n (x—B)...sen ,‘;':—M .
Mas temos, em virtude de um theorema de Darboux ji em-

pregado no caso anterior,

i f{..j) :uﬂl_t_— a)...sen(Tr— 'JL_‘____
SL‘H{ 1 — &) sen (31 — r:nl‘J ... 8€n(5p—2)

onde 2 representa uma quantidade de modulo inferior & unidade,
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s 0 cumprimento do contdrno S, e zy um valor de z correspondente
a um ponto do conldruoe considerado. Esta egualdade mostra que
o integral M tende para zero quando o numero das quantidades
a, B, etc., tende para o infinito, quando tém logar as condigdes

| sen (& — a) | <|sen (5 — a)|

|sen (& — )| <|sen(z— &)

em todo o contdrno, isto é, quando
|sen(xz—a)|<1, |sen (z—p)|<1, ...
se [ > log (1 +V’§j, e quando

s, g
| sen (z—u)[{e—;—. |sen(z—3)| < — 4

8ot

se I<log(z+V2). Logo quando tém logar estas condi¢des, a
expressiio

sen (z — B) sen(@—7y). ..

[(a)

;ehw(_u —3) sen |\-u: =)o

sen [;_i:—a) sen (Z— ).« .
sen {ﬁ—aj Slllll_(‘:ﬂ L) }' b n“LE)

+t-|.o-.il ---------- L

representa [(z) com tanta maior approximaglo quanto mator ¢
o numero das quantidades a, {8, 7, etc.
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D. Z. Galdeano. — Tratado de Algebra com arreglo d las teorias
modernas. — Toledo, 1884. .
(reometria elemental, 2.* edicion. — Toledo, 1888.

As noticias sobre os livros de texto, para o ensino das mathe-
malicas nas Escholas hespanholas, devendo certamente interessar
os leitores d’este jornal, vamos dar noticia dos manuaes de Alge-
bra e Geometria publicados pelo sr. D. Z. G. de Galdeano, an-
tigo professor no Instituto de Toledo e hoje professor cathedra-
tico na Universidade de Saragoca. Tanto mais que estes livros,
estido escriptos com a maior clareza e dio conta do que de mais
moderno se conhece sobre as sciencias a que siio consagrados.

O tratado de Algebra, destinado a preparar os alumnos para
as escholas de Engenharia, consta de dois volumes, sendo um
destinado & parte elementar d'esta sciencia, e o outro & parte
superior. Tanto a primeira como a segunda parte estdo elabora-
das de modo a dar aos alumnos conhecimento do que de mais
importante se conhece n’esta parte da Analyse mathematica.

O primeiro volume contém as nogdes e principios fundamen-
taes do calculo algebrico, a theoria das combinagdes, os princi-
pios da theoria dos determinantes, algumas nocdes sobre a theo-
ria das series e das fracedes continuas, a theoria das funcedes
exponenciaes, logarithmicas e circulares, a theoria geral das
operagdes segundo Hankel e sua applicagio & theoria dos qua-
ternides, a resolucdo das equacdes do primeiro e segundo gréu,
a resoluglio das equagdes binomias, a resolugdo das congruencias
do primeiro griu e das congruencias binomias, ele.

Na segunda parte estuda o auctor a nogdo de continuidade e
a nogho de derivada das funcedes, estuda a convergencia das séries
e dos productos infinitos, tracta do desenvolvimento das funcgdes
em série, estuda os principios geraes das funcgdes de variaveis
imaginarias e a sua applicagiio a algumas func¢des elementares,
estuda a theoria das differencas e a theoria das faculdades algo-
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rithmicas, resolve as equagdes numericas de qualquer griu, com-
plela a theoria das substituigdes e a das determinantes, expde
a theoria da eliminagdo entre equagdes de qualquer gréu, apre-
senta com todo o desenvolvimento a theoria das funcgdes syme-
tricas, estuda a theoria das formas, ete. Todos estes assumplos
sio estudados com bastante desenvolvimento, sendo expostas ou
pelo menos indicadas as principaes descobertas modernas que
dizem respeito a cada um d’elles.

A obra que o sr. Galdeano dedicou 4 Geometria elementar
contém ndo s6 as doutrinas que se encontram habitualmente nos
tratados d'esta natureza, mas ainda muitas de ordem mais ele-
vada que se ndo encontram geralmente n'estes livros. Umas e
outras sdo dispostas por uma ordem original e tratadas com pro-
fundeza em dois volumes, contendo um a theoria da egualdade
geomelrica, e o outro a theoria da proporcionalidade.

No primeiro volume encontra-se, depois das definigdes e prin-
cipios geraes, a theoria das figuras rectilineas contidas no plano,
a theoria das figuras rectilineas no espaco, a theoria das figuras
circulares planas, e finalmente a theoria dos corpos redondos.

A segunda parle contém primeiramente a theoria geral da
proporcionalidade, e a sua applicagho & medida das grandezas
(arcos, angulos, dreas, volumes, elc.). Segue-se o estudo das re-
lagdes de proporcionalidade entre os elementos das figuras conti-
das w'um planv. Termina pelo estudo das relagdes de propor-
cionalidade entre os elementos das figuras existentes no espago.

Em toda esta obra nota-se que o auctor nio separou completa-
mente a Geometria plana da Geomelria no espaco, como se faz
ordinariamente, mas antes fez seguir cada secgdo da primeira
pela sec¢io correspondente da segunda, o que tem a vantagem
de approximar theoremas e questdes analogas. Nota-se ainda,
em cada seccio do livro, a milida separagio das propriedades
metricas ¢ das propriedades de posicio das figuras.

Para se avaliar o ponto de vista moderno com que foi conce-
bida esta obra, basta attender a que n'ella se considera a distin-
¢¢lio entre os systemas euclideanos e os systemas niio euclideanos,
e a que n'ella sdo estudadas as theorias da homographia, da ho-
mologia, da involugdo, das polares reciprocas, e outras tdo im-
portantes na sciencia da nossa epocha.
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Don Z. G. Galdeano.— El Progresso matematico, periodico de
malematicas puras y aplicadas. — Zaragoza.

- Possue a Hespanha ha muitos annos publicagdes scientificas
importantes, em que, conjunctamente com outros assumptos, tém
cabimenlo as scienciss mathematicas. Nao tinha porém até agora
um jornal unico e exclusivamente destinado a estas sciencias,
Esta lacuna vem de ser preencnida pelo illustre professor da
Universidade de Saragoca, sr. D. Z. G. de Galdeano, que, com
o fim de chamar para as sciencias mathematicas, a attengdo dos
seus compatriotas, vem de fundar um jornal a que deu o titulo
de El Progresso mathematico, e que ¢ publicado em Saragoca em
cadernos mensaes.. O objecto d'este jornal & ao mesmo tempo
didactico e scientifico. N'elle se fardo conhecer, como diz o au-
clor, as mais importantes descobertas e as obras mais uteis para
o ensino € para a comprehensio da sciencia. O nome do director
do novo jornal, auctor de numerosos trabalhos destinados uns a
divulgar em Hespanha os methodos e as descobertas mais mo-
dernas na Analyse e pa Geometria, outros relativos & critica e
philosophia d’estas sciencias, € seguro penhor do cuidado e intel-
ligencia com que serd dirigida esta publicagio periodica.

José Pedrv Teizeira. — Estudo sobre as funcedes duplamente pe-
riodicas de terceira especie. — Coimbra, 1890.

N'um opusculo de que se deu noticia na pag. 12 do tomo 1x
d’este jornal, occupou-se o auctor das funcgdes duplamente pe-
riodicas de segunda especie, tratando principalmente da repre-
sentagio analytica d'estas [uucgdes. No presente opusculo oc-
cupa-se o auctor da representagho analytica das funcedes dupla-
mente periodicas de terceira especie. Principia pela representa-
¢ho destas funcgdes pelo quociente de duas funcgdes holomor-
phas, e em seguida passa 4 representagho das mesmas funcgdes
por series de elementos simples periodicos, considerando separa-
damente as funcgdes holomorphas, as funcgdes meromorphas que
tém mais zeros do que pélos e as (uncg¢des meromorphas que
tém mais pélos do que zeros.
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José Alves Bonifacio. — Theoria da funegao polencial e do polen-
cial, — Porto, 1590.

N'este opusculo, escriplo para o concurso a uma cadeira da
Academia Polytechnica do Porto, o auctor expde a parte mais
importante da theoria do potencial e da func¢do potencial. Eis o
objecto dos diversos artigos:

1 Funcgdo de forca. Il For¢as centraes. [l Funcgiio potencial.
IV Continuidade da funcglio potencial de um corpo e de suas de-
rivadas primeiras. V Transformacdo da funcgdo A* v em coorde-
nadas curvilineas. VI Funcglo potencial de uma camada esphe-
rica. VIl Derivadas de segunda ordem da func¢io v de um corpo
no interior do espago agente. VIII Funcgio potencial de uma su-
perficie. 1X Funcgdo potencial de uma superficie espherica homo-
genea, X Derivadas primeiras da func¢io potencial d'uma super-
ficie. XI Func¢ao potencial de uma recta homogenea. XII Cara-
ctéres da funccio poteacial. X111 Sobre uma integracio por partes.
XV Theoremas de Green e Gauss. XVI Potencial. XV Theore-
mas sobre a funcgdo potencial. N VII Algumas applicagdes da
formula de Green. XIX Theoremas de Gauss.

A. Macé de Lépinay. — Compléments d’ Algébre et notions de Géo-
mélrie analytique. — Paris, 1891.

E destinado este livro aos alumnos dos curses de mathematica
dos Lyceus [rancezes. As doutrinas que n’elle estio escriptas per-
tencem todavia entre nds ao primeiro anno dos cursos superiores
e algumas mesmo ao segundo anno. Pela clareza e rigor com que
esth escripto péde-se recommendar aos alumnos d’estes cursos.

O auctor occupa-se primeiramente da Algebra. Na parte de-
stinada a esta sciencia é estudada a nocdo de continuidade, de-
fine-se derivada e determinam-se as derivadas das funcgdes alge-
bricas e das funcgdes circulares directas, applicam-se’ as deriva-
das ao estudo da variacdo das funcgdes, discute-se com todo o
desenvolvimento as variagdes dos trinomios do segundo gréu e
das fracgdes racionaes do primeiro e segundo gréu, quando o
campo da variavel independente é illimitado, discutem-se as va-
riagdes de algumas funcedes quando o campo de variagdo da
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variavel independente ¢ limitado por algumas condigdes, ete.
O capitulo sobre a variagio das funcgdes é especialmente util aos
alumnos pelo desenvolvimento e mode completo como sdo discu-
tidos os casos simples ahi considerados, preparando-os assim
para o estudo dos casos mais complexos e difliceis que tém de
considerar no resto dos seus cursos,

A parte destinada & Geomelria analytica abre por um ecapitulo
onde sio estudos os principios geraes da theoria das projecgoes.
Em seguida sio estudados os prmulnm geraes da Geomelria
analytica e a theoria das linhas de primeira e segunda ordem.

Ch. Hermite. — Sur les polyndmes de Legendre (Journal far die
reine und augewandte Mathematik, t. 107},

N'este importante artigo deduz o grande geometra da formula
elementar

i dw T

S —

0 A -!—_1_5?;;.-\ —B)cosw 24 AB

as formulas de M. Mehler

FWTC COS T l
cos (n + ———) pdy

2
PA (@) == - _
ﬁu . Val( (cos p — )
S vk | f
9 sen(n+ — 3 pde
Pr(z) = — S -
. ’Q.fchus tp)

arc cos x

onde P(x) representa o polynomio de Legendre de griu n.
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Ch. Hermite. — Sur les racines de la [onction sphérique de seconde
espéce (Mémoires de la Société R. des Sciences de Prague, 7.°
série, t. %).

N'esta memoria procura o sr. Hermite, por meio do theorema
de Cauchy que dé o numero de raizes contidas no interior de um
contorno, as raizes da equaciio que resulta de egualar a zero a
funcgdo espherica de segunda especie.

G. Peano. — Gli elementi di calcolo geometrico. — Torino, 1§90.

0 objecto do calculo geometrico ¢ estudar as questdes de Geo-
metria executando as operagdes analylicas directamente sobre
as entidades geometricas, sem intervencio de coordepadas. No
presente nplts{-uln o sr. Peano expde com a maior clareza os ele-
mentos d'este caleulo, de modo a poder ser estudado por quem
s6 conhece os Elementos de Geometria, e, em seguida, laz d'elle
applicacdo a algumas questdes de geometria infinitesimal.

S. Pincherle.— Sulla generalizzazione delle [razioni continue algebri-
che (Annali di Matematica pura ed applicala, serie 2.%, 1. xix).

Na pag. 180 do t. 1x d'este jornal deu-se noticia de uma ge-
neralisagdo importante da theoria das [racgoes conlinuas algebri-
cas devida ao sr. Pincherle. Na presente memoria o auctor expoe
algumas novas propriedades d'estas [raccdes continuas, e faz
d'ellas applicaciio a algumas questdes importantes relitivas & de-
terminagio approximada dos integraes definidos.

P. Appell. — Sur une classe de polyndmes a deux variables et le
caleul approché des intégrales doubles (Annales de la Faculté de
Toulouse. — 1890).

N'esta bella memoria o auctor estuda as propriedades dos po-
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lynomios de Hermite e Didon, isto é dos polynomios de duas
variaveis Uy, 4(2,y), de griu m+n, que satisfazem 4 equagio

JIK (2, y) Un, » Uy (2, y) dzdy =0,

quando ndo é m=n nem u=v, K (z,y) representando uma fun-
cgio dada e o campo da integragio tendo uma férma determi-
nada.

Depois applica estes polynomios ao calculo approximado-dos
integraes definidos duplos da f6rma

JTK (x,y) f(a. y) dz dy.

August Gitzmer. — Remarques sur certaines équations aucx diffé-
rences particlles d ordre supérieur (Journal des mathématiques
pures et appliquées, 3° série, L. vi).

As equacdes consideradas n’este importante trabalho sio as
equagdes da forma A"u =0, que resultam' de applicar n— 1 ve-
zes a operaglo indicada pela caracteristica A & expressao

d?u _d*u d2u
Frir e

e as equacdes da f6rma

L]
Au=—4n 3 (20—2)! A% g5y (@, y, 3),

=1

onde 4,y (2, y, ) representam funcgdes dos pontos [z, y, 3) si-
tuados no interior de um volume w do espago, as quaes se annul-
lam féra de w. D’este modo ¢ o auctor levado a considerar po-
tenciaes de ordem qualquer.

O ponto de partida do auctor sdo os trabalhos de G. Mathieu
sobre o potencial de segunda ordem, o qual corresponde a n=2.
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Termina o bello trabalho do sr. Gatzmer uma generalisagio
do bem conhecido theorema de G. Green.

E Cesaro. — Sur la multiplication des séries (Bulletin des Scien-
ces mathématiques, 2° série, L. X1v).

Considerazioni sul concetto di probabilitd (Periodico di Ma-

tematica per ['insegnamento secondario. — Roma, L. vi).

Sulla eurva rapprezentativa dei fenomeni di diffrazione

(Nuovo Cimento, t. XXVt

Sur T'emploi des coordonnées barycentriques (Mathesis, 1. X).

—_Sur les démonsirations du théoréme de Staudt et Clausen
(Bulletins de I Académie de Belgique, | 890).

Sui Canoni del caleolo degli addensamenti e su alcuna loro

applicasioni (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1891 )-

S. Pincherle. — Un sistema d'integrali ellittici considerali come
funzioni dell'invariante assoluto (Rendiconti della R. Accademia

dei Lyncei, 1891).

Gino Loria. — Le trasformazioni rasionali dello spazio determi-
nate da una superficie generale di ters'ordine (Atti detla R. Ae-
cademia di Torino, 1890,

Williot. — Sur une genéralisation de la formule d'interpolation
de Lagrange [ Bulletin des Sciences mathematiques, t. x1v, 1890).

G. de Longchamps. — Sur les paraboles de Artst (Journal des
mathématiques speciales, 1890).

- Les fonctions Hyper-Bernoulliennes (Revue générale des
Sciences, 1890).
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G. Vevanti.— Alcune formole relative all'operazione Q (Rendi-

conti del Circolo matematico di Palermo, t. v, 1890).
Sugl'integrali polidromi delle equasioni algebrico-di[feren-
siali del primo ordine (Annali di Matematica pura ed applicata,
serie 2.% t. xiIx).

G. Peano.— Valori approzimati per I'area di un ellissoide (Ren-
diconti della R. Accademia dei Lyncei, 1890).

H. G. Zeuthen.— Sur la révision de la théorie des caracteristiques
de M. Study (Mathematische Annalen, t. xxxvn).

Studnicka. — Joannes Marcus Marci a Cronland, sein leben und
gelehartes wirken. — Prag, 1891.

F. Engel.— Der geschmack in der neueren Mathematik. — Leipzi,
1890,

Schoute. ~— Sur les figures planes directement semblables (C omples
rendus de ' Academie des Sciences de Paris, 1890).

G T.
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NOUVELLES REMARQUES SUR DIVERS ARTICLES
CONCERNANT LA THEORIE DES SERIES (+)

PAR

M. E. CEsARo

1. Dans mes précédentes remarques (##), je me suis occupé
de la série de Lerch

L tog g 41
€

[l:] z qn—[lup n)
1

convergente pour 0 < q < { <, bien que le rapporl '-‘—:;'_—1 sur-
n
passe toute limite lorsque n parcourt une succession convenable
de valeurs entiéres. Ces valeurs sont infiniment rares parmi les
nombres entiers, ce qui n’a pas lieu pour d’autres séries de Lerch,
et, & ce point de vue, ont peut dire que la série (1) est moins
remarquable que les autres, car on doit éire d'autant moins sur-
pris de la convergenee d'une série que les symptomes de divergence
s'y manifestent plus rarement. M. Auguste Gutzmer affirme, au

contraire, que la série (1) est la plus remarquable de toutes,
‘ u ¥ . oo [
parce que les termes ot le quotient Y cesse d'étre inférieur a
Uy
I'unité deviennent par degrés plus rares (xxx)!

2. Il est vrai que M. Gutzmer, dans une article récent (=#%»),
explique mieux son argumentation en faveur de la série (1);

{#) Extrahimos este artigo dos Nouvelles Annales, 3.* série, t. 1x, 1890,
G T

{##) Nouvelles Annalles, 1888, p. 01

(##%) Journal de Teixeira, 1887, p. 36.

(#a#n) Nouvelles Annales, 1889, p. 26.
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mais je n'ai pas & m'occuper de ces raisons nouvelles, mon inten-
tion n'ayant jamais été, évidemment, de donner la mesure de
I'intérét plus ou moins grand qu'on peut attacher A la série (1),
que je trouve du reste fort intéressante, mais seulement de faire
observer que, si la série en question pouvait dtre appelée peu
remarquable, elle le serait justement pour la raison que M. Gutzmer
invoque dans un but contraire.

LN |
g
série (1), surpasser toute limite, il ne devient pas, par compen-
sation, arbitrairement petit pour d’autres valeurs de n, comme
dans les séries que j'ai proposées. Mais cela tient & ce que la
compensation, dans la série de Lerch, se fait par une autre voie:
elle consiste précisément dans la rareté des valeurs de n, qui

3. 11 est encore vrai que, si le rapport peut, dans la

u ; : A

rendent le rapport — supérieur & tout nombre. C'est 1a un fait
Uy

général, qu'on pourrait démontrer avec rigueur, mais dont on se

{ : o

rend compte immédiatement comme il suit. Si — tend vers 3
]
ou vers p, suivant que n parcourt une succession de [réquence w
ou la succession complémentaire, Vu, tend vers )® pie, §i )
est infini, cette limite ne peut étre finie, & moins que w=0 ou
p=0. La série (1) est dans le premier cas, les autres dans le
second.

4. En poursuivant les recherches initiées par M. Lerch, j'ai
pu construire des séries convergentes, telles que, en excluant cer-
taines valeurs de n, infiniment rares parmi les nombres entiers,

u,
le rapport i
g
que l'unité. Voici un exemple fort simple. La série

s¢ mainlient supérieur @ un nombre plus grand

awtatota+a+o+g+.. .,

ol
B=q * (0<qg<l),

est convergente, parce que ses termes sont positifs et inférieurs
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aux termes correspondants de la série convergente g+¢*+ ¢ +....
Si n est un nombre triangulaire,

1 iU
Ut oS fim 2 0.

iy = g} i,

Dans le cas contraire, soit v le plus grand nombre triangulaire
inférieur & n. On a.

n-i-1
Wkt SV Y

Uy l}: 1.

g
g )=yt

puis, en observant que (n=v) (n —v+ 1) ne surpasse pas 2v,

U |
. el et S 1

thy 1y
C'est ce qu'il fallait montrer.

5. Quant au théoréme de Weyr, je ne puis croire que le der-
nier article de M. Gutzmer tende & lui dter une partie de l'in-
térét qu'il mérite; car ¢'est Mi Gutzmer lui-méme qui a posé la
question en ces termes: Il serait trés intéressant d'avoir une série
convergente d lermes positifs, telle que, pour un nombre infini de

- surpasse ['unité, et que celle pro-
]
priété ne se perde pas par une (ransformation quelconque (*).
M. Edouard Weyr a immédiatement répondu (%) que de telles
séries ne peuvenl exister, et I'on appréciera d’autant mieux ce
petit résullat lorsqu’on saura que, malgeé I'extréme facilité qu'il
y avait de I'obtenir, les efforts des géométres cités par M. Gutz-
mer et connus de tout le monde sont restés longtemps infructueux.
Il suffit de dire que M. Gutzmer n'était pas méme parvenu i dé-
montrer le théoréme de Weyr pour la seule série (1), car il avait

valeurs de n le quolient

o i AP

(%) Jowrnal de Teizeira, 1887, janvier-février,
(##) Loc. cit., 1887, mars-avril.
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eu besoin de s'imposer la restriction inutile ¢V z < 1. 1l était
pourtant facile de s'en passer.

6. Je me suis occupé, A plusieurs reprises, du théoréme de
convergence, relatif & la limite de nu,. Iin'y a rien de plus sim-
ple, pour établir ce théoréme indépendamment de la considéra-
tion de séries particulitres, que d’éerire, en appliquant un_théo-
réme de Cauchy,

Iim?-?=|im [nS.,“ (n— I}Sn_ﬂmlih (rm., + 5,_|).

Si la série est convergente, le premier membre est la somme
S de la série. Si la limite % de nu, existe, le dernier membre
est A+ 8, donc X=0. Il est regrettable que le théoréme de Cau-
chy. auquel je fais allusion ici, ne figure pas dans la plupart des
Traités. alors qu'il devrait y jouer un role prépondérant. Il con-
stitue une_féconde régle de calcul: c'est la régle de L' Hospital
pour les fonctions de variable entiére. En l'introduisant dans
mon Cours j'ai pu obtenir de remarquables simplifications dans
diverses théories d"Analyse algébrique.

7. On pourrait imiter la démonstration précédente pour le
théoréme plus général, relatil a Ja limite de ayu,, la fonction
positive a, étant choisie de maniére que la série

| | 1
(2) —+—+—F...
@y [ ag

soit divergente. Dans ce cas la fonclion

p.l-l=-(1.+a'—])(htalng (|+;;)...

b

croit indéfiniment avec n, et le théoréme de Cauchy donne

N 'n i S,, — Pa— Sn— : v
By Bn Pt Pa—Pn—1
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¢'est=i-dire
S = lim (5, + ayu,) =S+,

d'olt A=0. Mais cette démonstration n’a pas de raison d'étre,
du moment qu'on suppose connue la divergence de la série (2).

§. Soit ¢, la somme des n premiers termes de la série (2).
C'est encore le théoréme de Cauchy qui permet de constater
rapidement la divergence de

§iis gocid
3) it Gt O
@yg| dgog dAyag

¢tablie la premiére fois par Abel, au moyen du principe général
de convergence. Si 7, est la somme des’ n premiers lermes de
la série (3), on a

T i i

. n -
lim——— =lim . = - .

logs Gaifog LT’
T Ay g log —— hml-:ng(l— ')

Tn—1 \ ayo

d'oii, en observant que a, g, croit indéfiniment avee n,

Done 7, croit sans limite, comme le logarithme de a,.

9. Si les termes de (2) vont en décroissant on peut écrire

1 G i
< log s 2 :
Ay4-1Ga1 © Gy y, Ty

et, par suite, la série

1 | g i
———log —q—-+—~—lug—a+———. s
@y G4 Ty g 7a gy fgog
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est convergente. Soit C sa somme., On lrouve sans peine
(4) lim (%5 — log 6,) = C.

Lorsque a,=1, C est la constante d'Euler. Pour a,=n,
nlogn, ..., on obtient une infinité¢ d’autres constantes, qui ont
été considérées par M. F. Giudice (#).

10. Si les carrés des termes de la série (3) forment une série
convergente, I'égalité (4) permet de définivune fonction analogue
4 la fonction I, comme il suit:

GUi+2)=lim— ] g e
G
[+ )<t+-‘“-)...(1+ —)
aqy a4 g 79 ay 9,
Elle permet ite de meltr : sous la forme cara
Lile ensul - e ——- S ara-
P G(1+a)

ctéristique des fonctions holomorphes du premier genre

1 o x B i
ﬁ_“ -T-.’.E} '=8l:1[1 I[(i +ﬂn G.)e a""‘:l.

En particulier, pour a,= 1, on retrouve la [ormule de Weierstrass,
relative & la fonction T »

i1, Supposons que, a partir d'une certaine valeur de n, on
ait constamment

(5) (a, - .ULI - “u-i—l) g, < 1.

un_l_

B bbb b

(#) Journal de Batiaglini, 1889,
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Si v, est le terme général de la série (3), on a identiquement

a - - g ga=1
‘“n-}—l ik 47 :

et, par suite, l'inégalité (5) devient

Ug il Upid
a4 > B .
Up Cn
Donc la série wy+ ua +ug +. . . est plus divergente que la sé-

rie (3). On voit, par exemple, pour a,=mn, que, dans une série
convergente & termes positifs, 'expression

S :
- (
[n — [+ I]Jlngn

uﬂ-r 1

ne peut finir par étre constamment inférieure A I'unité, et, par

suite, l'expression
ul:n ( i i)-— l]
Up4q

doit croitre a 'infini avec n. C'est le théoréme de Cahen (x).

12. Si, au contraire, I'expression considérée finit par sur-
passer quelque nombre 1+ k, supérieur & 'unité, on peut tou-
jours construire une sérié moins convergenle que la série propo-
sée. Soit

Uy
o T b G )
On a identiquement

10y Ty 14k
Oy —— — Qg =0y —— — Gy + kayv, = )
Wyt U1 Gy

(») Nouvelles Annales, novembre 1886,
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Conséquemment I'inégalité

u b
6) al, =21 4. aa>14k
) ( U1 _H)

revient a celle-ci:
Uit _Wngt
U Wy

Il reste donc & prouver que la série wy +we+wg+. .. est
convergente. Cela résulte immédiatement de 'identité

|
k tan i) =1 — =788 :
(wi+wet...+w,)=1 (1 4+ kvy) (1 + keg). .. (1 + kvy)

Si k est positif, I'expression

(14 kvg) (1 + kva). . . (1 +kow) > 1 + k(vy + va+.. .+ v,)

surpasse touté limite, Iursque n croit & l'infini. Conséquemment
sl |
lim (wy +wa+...+w,) = W

3. Les moyens de démonstration employés dans les remar-
ques précédentes servent seulement & mettre en évidence la pos-
sibilité de construire une série moins divergente ou moins con-
vergente que la série proposée. Mais le théoréme de Kummer
suffit & tout. Lorsqu'on remplace, dans 'expression considérée
par ce théoréme, la fonction a, par a, s, on peut écrire

Uy
ay Gy l_ — Ay} Ond-1 = Qp

Up-

e aﬂ+j)¢ﬂ -1,

Up i1

et l'on voit que la série uy+ug+ug+... est divergente ou
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convergente, suivant qu'on finit par avoir l'une ou l'autre des
inégalités (5), (6), respectivement. On appliquera habituellement
ce théoréme en cherchant d’abord la limite de I'expression

(ﬂﬂ. _E‘L v ﬂﬁ—i—l) Tns
tn |1

puis, si on la trouve égale & 'unité, celle des expressions

Uy
[(’aﬁ, = an-,—') Gg— l] Illg LT
L |

}‘[(ﬂn “::-l — @at 1)""3-‘ I]Iug Gy — li log log o,

successivement. A la premiére limite qu'on trouvera différente
de 1, on saura que la série uy +ug+ug+... est convergente
ou divergente, suivant que la limite trouvée est supérieure ou in-
férieure & I'unité, L'introduction des fonctions log gy, log log y,...
est justifiée par une remarque précédente. '

4. Le théoréme de Cauchy permet d'étudier aisément les
relations qui existent entre les tendances de a,u, et de 'expres-
sion envisagée par le théoréme de Kummer, Si la série u; + ug
+ug+... est divergente, on a

., QGulU . Apiqtigli—agt
lim —— = lim e LT

n LS |

. Uy
‘-—]]m (an —-ﬂ;|+1).
Uni1

Si @, admet une limite différente de zéro, ce qui permet
d'aflirmer immédiatement la divergence de la série, le théoréme

b
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de Kaommer ne dit rien, parce que, d’aprés (7), la limite consi-
dérée par ce théoréme est nulle, si elle existe. Si cette limite
existe pour ume série convergente, et qu'elle soit X > 0, prenons
0 < k< Il existe aussi un nombre v, tel que, pour n>yv,

Uy
ay

—agtry >k,
U1 s

c'est=d=dire -
knGutin << kyavtty.

(o 2)( 22,

Si l'on observe que, d’aprés le théoréme de Cauchy, on a

ou

Tn S, |
lim—=—Ilim—=0,
im T im %

on voit que a,e,u, tend nécessairement ver zéro.

45. Dans les mémes conditions ol 'on a pu définir la fon-
ction G, on peul dire que, pour n croissant & l'infini, I'expression

h
%

Al AT

tend vers zéro ou surpasse toute limite suivant que h <z ou h> 2.
Cela étant, supposons que I'on ait trouvé

(8) lim (aﬂ L:‘_J"ri._a,ﬂ) 5

Si 1> 1, la série est convergente, et I'on pourra fixer deux
nombres 1 +«, 1+ 3, supérieurs & l'unité et comprenant entre
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eux le nombre A. Dés lors on aura, pour n surpassant un cerlain
nombre v,

'l-t.-.
o< QpGy ——— — A 1Gat-1 < 3.

Uyt

Done, A et B étant deux nombres indépendants de n,

r—1
A5ty < A .
(1 +_t)(, +--3—)...(1+ c )
ajoy ag 52 a4y 6
B‘:l:_1

Un Gy thy > —— . eorm
(|+ 3)(:+ "'.)...(1-+--5‘—)
a9 12G3 AyGy

. r
lim G, Uy =1,

1l en résulte

sir<i+ac<), et

: ;
lim ay 6, uy= o,

sir>1+4p8>% Ainsi, Iors:pfuu a pu constater la convergence
de la série uy +ug +ug+... au moyen de (8), non seulement
ayi, tend vers zéro, mais encore le prndllil de cette fonction par
loute puissance de 5,, dont I'exposant, inférieur & %, est aussi
voisin de % ilu'un veut. Par exemple, si ) est la limite considérée
par la régle de Raabe et Duhamel, on a limn"u, =0 pour r<<i.
Lorsque 3 =1, on cherche

[ 1) e

Si > 1, la série est convergente, et I'on a

lim n (log n)uy = 0
pour r<<p,....
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A46. Il serait (rés intéressant de pouvoir assigner quelgque con-
dition suffisante pour I'existence de la limite de

1

n

(9) (g +aztag+...+an),

pour n infini. On connait une condition: ¢'est 'existence de la
limite de a,; mais il faudrait la remplacer par une condition plus
générale, pouvant servir dans les cas ol a, n'a pas de limite. J'ai
cherché en vain une telle condition en la restreignant méme aux
fopctions a, finies. Les n premiers nombres de la succession ay,
ag, ag ... Glant représentés sur une droite, le nombre (9) est
représenté par leur centre de gravité, qui se déplace, lors de
I'adjonction de a,yq aux nombres précédents, vers la droite ou
vers la gauche suivant que

1
a,_1—?(a, +agtaz+...+ay)

est positil ou négatif. Ce déplacement tend vers zéro_lorsque n
croit. Toute oscillation de (9), qui s’effectue constamment dans
un sens déterminé, tend aussi vers zéro, si

L
(10) lim 2% _o,

n

Pa étant le nombre de termes consécutifs de la succession

1
ay, Gy—ay, Gg—o (ay + aa),

(1)

1
a;—?,_ﬂl“l'ﬂgﬁ'ﬂg}. Liaah
\

qui ont méme signe que le premier d'entre eux, nitme de la suite.
On congoit par la qu'en introduisant d'autres conditions simples,
on pourrait en constituer, avec (10), un systéme sulfisant pour
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I'existence de la limite de (9). Mais il est de la derniére évidence
que la condition (10) ne saurait suffire i elle seule pour aflirmer,
d’une maniére générale, I'existence dont il s'agit. Il peut se faire,
en effet, que par une infinité d’oscillations dans les deux sens le
nombre (9) parvienne, quelque grand que soit n, a se déplacer
d'un intervalle fini. Appelons by, by, bg.. .. les termes de (11).
On trouve sans peine ;

1 1 1
Eb — —_—— 4] ] am —— i ™
an=b+ bt byt ot —— byt

et l'on voit que la convergence de la série

1 1
12) 4+ —bet+—0bg+...
(12 S 3+

est suffisante et nécessaire pour I'existence de la limite (9).

En conséquence, afin de construire une fonction ay, telle que
la limite de (9) n'existe pas, bien que la condition (10) soit rem-
plie, nous ticherons de construire une série (12) indéterminée.
Considérons d'abord la série

$ vk satdal £ 000 et vhie o 1
13 —_——— — _— —_— — L, S Tl ol
i 2 2 3+=i-+5+ﬁ+7 g 9 10

Si n est une puissance de 2, la somme des n termes qui sui-
vent le ni®™ tend, pour n croissant & infini, vers log 2. Donc la
série (13) n'est pas convergente. Elle n'est pas divergente; car
on trouve, par un calcul élémentaire, que la somme de ses n

: . 1 2
premiers termes est comprise canlre el et 3 +log 2. Done

la série (13) est indéterminée; mais elle ne remplit pas la con-
dition (10). En effet, py ==n, si n est une puissance de 2. Ajou-
tons aux termes de (13) les termes correspondants de la série

1 i 1 ¥ ;
St g~ T multipliés par des nombres supérieurs
i l'unité, 11 vient une série indéterminée, & termes alternative-
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ment positifs et négatils. C'est une des séries (12) cherchées;
car, & cause de p,=1, la condition (10) est remplie. Voici une
de ces séries:

2 .1 e IR AR SR pUAE 2
ol Sl NI e S - E P YoV S el RN
2+3 4+5 (i+7 8+9 i0+

La somme des n premiers termes est toujours comprise entre
0,87 et 1,72. C'est pourquoi la fonction correspondante a, est
finie.

3. La question posée en dernier lieu permettrait de résoudre
plusieurs questions d’arithmétique asymptotique, que] ‘ai traitées
autrefois par des méthodes peu rigoureuses. Ainsi, A (n) étant la
fonction de Liouville, ¢gale a + 1 ou & —1, -un.|nt que n est
compos¢ d'un nombre pair ou d'un nombre impair de [acteurs
premiers, égaux ou inégaux, il importerait de savoir si la li-
mite de

(14) {-p (1) +2(2) +2(B) +. . . +2(w)]

i
existe. Fixons ¢ de maniére que % (g) =—2(n). Evidemment
ne peut &tre un carré parfait. Soit «? le plus petit carré surpas-

sant i. On a
A(g2%) =3 (q) =—2(n).

D’autre part, le signe de
Afn+1) -——:3—- (1) +2(2)+. ..+ 2(n)]

étant le méme que celui de A(n+ 1), la fonction p, est définie
par les conditions

An)=Afn+1)=...=a(n+p,—1)==a(n+pa)
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Or il est clair que ga?, supérieur & n, ne peut étre inférieur a
n+ pu. Donc

a

pmSqat—n<gq (l A \,/ ;;—)-— n;

o PR <y . PN 'f.i)__
lim = 2 lm( +-2V = = 0.

L |

La condition (10) est remplie; mais on a vu que cela ne suffit
pas pour affirmer 'existence de la limite du nombre (14). Ce-
pendant tout porte & croire que cetle limite existe et que sa va-
leur est zéro.
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B. Niewenglowski.— Cours d’ Algébre, Paris, 1891.

A obra de que vamos dar noticia & um guia excellente para
aquelles que quizerem preparar-se para o estudo da theoria geral
das funccdes, pela elegancia da exposicio, pela clareza e rigor
das demonstragdes, e pela boa escolha dos assumptos conside-
rados. N'ella sdo estudadas a parte da analyse conhecida pelo
nome de analyse algebrica, a theoria das equagdes, os principios
do Caleulo differencial e do Calculo integral, etc.

Consta a obra de dois volumes, cada um dos quaes é dividido
em dois livros,

O primeiro livro abre por um capitulo dedicado & theoria dos
numeros irracionaes em que ¢ seguido o methodo, hoje classico,
de Dedekind. N'este mesmo capitulo é estudada a nocio de li-
mite. A exposicio, bastante difficil, da theoria dos numeros irra-
cionaes consegue o auctor fazel-a com simplicidade e clareza.

Vem depois a theoria dos radicacs arithmeticos e a theoria
dos expoentes fraccionarios, negativos e irracionaes. Esta doutrina
constitue o assumpto dos capitulos 11 e TII.

Nos capitulos IV a VI véem algumas propriedades das funcdes
inteiras, a theoria da divisio d’estas funccdes, o desenvolvimento
em série das funccdes racionaes, a theoria do maior divisor com-
mum das funcgdes inteiras. Todos estes assumptos sho estudados
com grande desenvolvimento, sendo expostos os methodos geraes
de caleulo, sendo considerados os casos particulares importantes,
sendo feitas applicacdes bem escolhidas e sendo demonstrados
muitos theoremas interessantes.

No capitulo VII é estudada a analyse combinatoria, sendo con-
siderados os arranjos, permulagdes ¢ combinacdes com repeticio
e sem repeliciio,

Nos capitulos VIII e IX véem as formulas para o desenvolvi-
mento do binomio e dos polynomios com muitas applicagdes in-
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teressantes, enlre as quaes cilaremos a que se refere & deter-
minacdo da somma das potencias semelhantes dos termos de uma
progressio arithmetica. *

No capitulo X é demonstrada a formula de Taylor no caso das
funccdes inteiras de uma ou mais variaveis.

No capitulo XI sfio expostos os processos para a extracgo das
raizes das funccdes inteiras, e o modo de desenvolver estas raizes
segundo as potencias da variavel.

No capitulo XII sdo determinados os verdadeiros valores de
algumas expressdes irracionaes indeterminadas.

Nos capitulos X111 a XV ¢ exposta a parte algebrica da theoria
dos determinantes, e faz-se applicacio d’esta theoria & resolugio
e discussio das equacdes do primeiro griu, e & theoria das for-
mas lineares e das substituicdes lineares.

No capitulo XVI ¢ estudada a theoria dos numeros imagina-
rios, sio dadas as regras para o caleulo com eslcs numeros e 830
consideradas a sua representagio geometrica e as construcgdes
geomelricas correspondentes fs operacdes executadas sobre elles.

O livro segundo contém quatro capitulos, sendo no primeiro
estudados os principios geraes da theoria das séries, a theoria
das operagdes sobre séries, as regras de convergencia, el ; sendo
no segundo estudada a theoria das [racgdes conlinuas numericas ;
sendo no terceiro estudadas a nocdo de continuidade das funcgdes
e as propriedades geraes das funcedes conlinuas; e sendo no ul-
timo estudadas as propriedades das funcgdes e e log .

0 livro terceiro consta de oito capitulos.

No capitulo T & estudada a nocdo de infinitamente pequeno e
sio expostos os principios geraes do methodo infinitesimal. No
capitulo 11 sdio definidas as nogdes de derivada e differencial, sdo
dadas as regras geraes para o calculo das derivadas das funcgdes
elementares, ¢ demonstrado o theorema dos incrementos finitos,
& demonstrado o theorema relativo & existencia de derivada das
funegdes implicitas e ¢ obtida esta derivada, sdo dadas as expres-
sbes analyticas de algumas derivadas de ordem n, etc. No capi-
tulo Il sao applicadas as derivadas ao estudo da variagdo das
funcgdes e 4 determinagio dos maximos e minimos. No capitulo
IV & demonstrada a formula de Taylor, e ¢ applicada ao desen-
volvimento das funcgdes que habitualmente se encontram nos
manuaes de Calculo differencial. No capitulo V sao applicadas as
derivadas & determinacio do verdadeiro valor de algumas expres-
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sdes indeterminadas. No capitulo VI é definida a nocio de inte-
gral, & demonstrada a integrabilidade das funcgdes continuas, sio
apresentadas as propriedades fundamentaes dos integraes defi-
nidos, e sido applicados os integraes definidos ao calculo de al-
gumas dreas, ao calculo de alguns volumes e ao desenvolvimento
de algumas funcgdes em série. No capitulo V1I sio extendidos 4s
funcgdes de muitas yariaveis os principios e as formulas demons-
tradas no capitulo 11, e é resumidamente estudada a theoria dos
determinantes funccionaes. Finalmente o capitulo VIII ¢ dedicado
& parte elementar da theoria das [6rmas quadraticas.

No livro quarto occuppa-se o auctor da theoria das equagdes,
e contém os mais importantes methodos e theoremas relativos a
esta theoria, distribuidos por sete capitulos onde sdo estudados
0s principios ¢ theoremas fundamentaes, a theoria das funccdes
symetricas das raizes das equacdes, a theoria da eleminacio entre
equacdes algebricas, os theoremas de Descartes, Rolle, Budan,
Fourier e Sturm sobre a determinacio do numero de raizes, os
methodos para a resolucio numerica das equagdes, a resoluglo
algebrica das equacdes do terceiro e quarto grau, etc. Terminam
este livro dois capitulos, um dedicado 4 decomposicio das funcgdes
racionaes em [racgdes simples, e o outro & theoria das differencas.

Pela noticia, que vimos de dar, pode-se lazer uma ideia ap-
proximada do que de mais essencial contém a excellente obra do
sr. Niewenglowski, ndo sendo possivel, em pequeno espago, dar
ideia completa de todos os assumptos considerados nos dois bellos
volumes de que é composta.

Devemos ainda accrescentar que cada capitulo ¢ acompanhado
por uma lista de questdes propostas, que pela maior parte con-
stituem theoremas interessantes,

S. Pincherle, — Una nuova estensione delle funzioni sferiche (Me-
morie della R. Accademia delle Scienze di Bologna, série 5.%, 1. 1).

Na nova e importante generalisaciio, que o sr. Pincherle apre-
senta na sua bella memoria, dos polynomios de Legendre, parte
do desenvolvimento

| oo
—_—— = 3P {.;E ™
o e o s
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mostra que os coeflicientes P, satisfazem & equaglo recorrente
2(n+1) Py —3(2n+1)zP, + (2n—1)Py2=0,

e portanto sdo solucdes da equacdo és differencas finitas

2+ DFn+1)—32n+1)zF(n)+(2n— 1HF(n—2)=0;

e estuda os polynomios P, e os outros polynomios que sdo inte-
graes d'esta equaglio, assim como os polynomios que sdo infegraes
da equagio

@2a+ 1)F(n+1)—3x2n—1)F(n—1)+2(n—1)F(n —2)=0.

O auctor acha diversas relacdes entre estes polynomios, ex-
prime alguns d’elles por integraes definidos, relaciona a sua theoria
com a theoria dos integraes ellipticos, tracta do desenvolvimento
das funccdes em série formada por elles, mostra que as funcgdes
P, sdo integraes de equacdes differenciaes lineares pertencentes
a0 typo hypergeometrico generalisado de Coursal, etc.

G. Juel. — Elementerne af Infinitesimalregningen, Kjobenhavn,
1890.

Em 120 paginas, que contém este livro, estdo resumidas as
theorias elementares mais importantes do Caleulo differencial e
da parte do Caleulo integral que se refere & integracio das fun-
cedes. Assim contém elle a determinagho das derivadas das fun-
cedes elementares e a applicacho das derivadas & determinagdo
dos maximos e minimos das luncgdes de um variavel e & deter-
minacio dos verdadeiros valores das expressoes indelerminadas;
contém a theoria das langentes e a theoria de curvatura das curvas
planas; conlém os principios geraes de Calculo integral e a inte-
graglo dos grupos de [uncgdes que se encontram habitualmente
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nos livros de Calculo integral; contém os principios da theoria
das séries, a formula de Taylor e as applicacdes que ordinaria-
mente se fazem d'esta formula. Devemos accrescentar que o au-
ctor deu ao sen livro uma f6rma muito adequada a tornal-o util
aos alumnos que pela primeira vez estudam a analyse infinitesi-
mal, considerando s6 as theorias mais importantes, expondo-as
com a maior clareza e fazendo acompanhar cada questdo consi-
derada de numerosos exemplos e exercicios convenientemente
graduados,

Gino Loria. — Cenni intorno a la vita e le opere di Felice Caso-
rati (Bibliotheca mathematica, 1891).

F. Casorati nascen em Pavia a 17 de dezembro de 1835 e
morren n'esta mesma cidade a 11 de setembro de 1890, Cul-
tivou a analyse mathematica com grande successo, escrevendo
sobre ella trabalhos importantes, que véem mencionados na no-
ticia interessante que sobre a sua vida e as suas obras acaba de
publicar o sr. G. Loria.

(r. Peano.— Sopra alcune curve singolari (Awi della R. Acade-
mia delle Scienze di Torino, 1890).

O auctor mostra que algumas proposi¢des sobre tangentes e
planos osculadores &s curvas, que se encontram na Geometria de
posi¢iio de Staudt, sdo por este geomelra enunciadas de nm modo
muito absolule, e que & necessario impor és curvas algumas con-
digdes restrictivas para tornar estas proposigdes verdadeiras.

A. del Re,— Sui sistemi polari reali bitangenti a sistemi polari
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reali dati (Rendiconti della R. Academia delle Scienze di Na-
poli, 1888).

N'este bello artigo o auctor estuda a theoria geometrica das
conicas bitangentes a duas conicas dadas (considerando as conicas,
reaes ou imaginarias, relativamente &s quaes ¢ real a polar de
um ponto real e é real o polo de uma recta real) representando
as relagdes imaginarias no campo dos elementos reaes.

Para esta representacio ¢ adoptada a theoria de Staudt sobre
0s imaginarios, e por isso o auctor, em logar de raciocinar dire=
ctomente sobre conicas, raciocina sobre systemas polares, consi-
derando como bitangentes dous systemas polares quando a homo-
graphia resultante do seu producto ¢ uma homologia.

Os casos de os systemas polares dados serem ou nio bitangentes
sdo separadamente considerados. Em cada um d'estes casos é ap-
presentada a construcgio dos systemas polares bitangentes aos
systemas dados, e algumas proposigdes interessantes relativas aos
mesmos systemas.

L]

A. del Re.— Sulle coppie di forme bilineari {Rendiconti della R.
Accademia dei Lincei, 1890).

O auctor deduz, pelos processos da Geometria pura de posi-
¢lo, as condigbes necessarias e sufficientes para que um par de
formas bilineares symetricas se possa mudar linearmente n’um
outro par semelhante, e construe a transformagdo que permitte
a passagem de um para o outro.

H. Bentabol y Ureta. — Programa de la asignatura de Caleulo
infinitesimal, etc., Barcelona —1891.

Contém este opusculo o programma do curso de Calculo infi-
nitesimal, professado pelo sr. Bentabol na escola preparatoria de
engenheiros e architectos de Madrid. Vé-se por este programma
que o ensino do Calculo infinitesimal ¢é feito pelo prolessor com
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o desenvolvimento que o estado actual da sciencia exige e de
modo a preparar os alumnos para a leitura das memorias clas-
sicas com que a sciencia tem sido enriquecida. O auctor divide
o seu programma em cinco partes, que sdo: 1.* Introduccdo,
9." Caleulo differencial, 3." Theoria das séries, 4.* Calculo inte-
gral, 5. Applicagdes geometricas. Como se v&, o sr. Bentabol se-
para completamente as applicacdes geometricas das theorias ana-
Iyticas, com o fim de dar unidade a estas theorias e formar com
ellas um corpo de doutrina contendo os elementos de Geometria
infinitesimal.

E. de Kerbeds. — Sophie de Kowalevski (Rendiconti del Cicolo
matematico di Palermo, 1891).

Contém este artigo uma noticia muito interessante sobre a
eminente professora de mathematica nma Universidade de Sto-
ckolm Sophia de Kowalevski, que a sciencia perdeu a 10 de
fevereiro de 1891, tendo apenas 37 annos de idade, e quando
o seu grande talento estava em pleno brilho,

Sophia de Kowalevski, cujo nome occupa um dos primeiros
logares na lista das mulheres celebres que teem cultivado as
sciencias, nasceu em Moscou a 27 de dezembro de 1853, e des-
cendia, por parte do pae, de Matthias Corvin, rei da Hungria,
e, por parte da mae, do mathematico russo Schubert e do astro-
nomo do mesmo nome. Tendo uma decidida vocagho para as
sciencias mathematicas, obleve de seus paes auctorisacio para
estudar eslas sciencias, partindo em 1852 para S. Petersbourg,
e depois em 1853 para Heidelberg, cuja Universidade [requen-
tou até 1870. Desde 1871 até 1874 estudon mathematica em
Berlin debaixo da direccio de Weierstrass, do qual recebeu li-
¢bes particulares. Em 1874 tomou o grau de doutor na Univer-
sidade de Gotlingen, apresentando n'essa occasifio uma disserta-
¢do inaugural, na qual eram estudados de um modo profundo os
principios fundamentaes da theoria das equacdes as derivadas
parciaes, e cujos resultados se tornaram classicos. Em 1884 foi
convidada para reger a cadeira de analyse superior na Universi-
dade de Stockholm, cadeira que regeu com o maior successo até
& sua morte. Deixou trabalhios mathematicos importantes, publi-
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cados no Jornal de Crelle, nas Acta mathematica, nas publicagdes
da Academia de Paris, ete. Um d'estes trabalhos, relativo ao
movimento de rotagio de um corpo pesado & roda de um ponto
fixo, foi premiado pela Academia das Sciencias de Paris em

1888.

C. Juel. — Bidrag tl den imaginaere Linies og den imaginaere
Plans Geometri, Kjobenhavn — 1885.

Uber einige Grundgebilde der projectiven Geometrie (Acta

mathematica, t. x1v).

S. Pincherle. — Sopra certe superficie razionali che s'inconlrano
in questioni d’'analysi (Rendiconti del R. Istituto Lombardo,
1891).

E. Cesaro. — Sul calcolo della dilatazione e della rolazione nei
meszi elastici (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1891).
Etude intrinséque des coniques et des cassinoides | Mathesis,
2.° série, L. 1).

G. de Longchamps. — Intégration de 'équation de Brassine au
mayen des fonctions Hyper-Bernoulliennes (Association Fran-
gaise pour I Avancement des Sciences, 1890).

P. Mansion. — Noles sur la Géométrie euclidienne et sur la Géo-
métrie non euclidienne (Annales de la Société Srirn!iﬁque de
Bruzelles, t. xv).

A. Favaro.— Sopra la parte [atta ala storia in un disegno di Bi-
bliografia delle Matematiche (Rivista di Matematica, 1891).
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A. del Re. — Su aleuni gruppi completi contenuti nel gruppo Cre-
mona ad un numero qualunque di variabli (Rendiconti della R.
Accademia dei Lincei, 1890).

Sulla superficie del 5.° ordine dotata de curva doppia del

5.° ordine (Item).

Sui gruppi completi di trasformaszioni lineari involutorie
negli spazi ad n dimenzioni (liem).

——— Le superficie polari congiunte rispelto ad un connesso di piani
e di relte (Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Napofi,
1888).

S .-!) propos d'un probléme sur le billard circulaire (Mathess,

1890).

G. T.




SUR L'APPLICATION D'UN DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES
A UNE EXTENSION DU PROBLEME UNIVERSEL DE WRONSKI

PAR

M. A. Bassani

(Professeur 4 I'Ecole Navale de Livourne)

1. Dans une Note, publiée dans les Comptes-rendus du R.
Istituto Veneto, T. v, série vi, nous avons démontré une formule, qui
résout le probiéme, donné pour la premiére fois par M. Gomes
Teixeira (#), permettant de développer en série, ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de z, une fonction F (z) de la va-
riable z, en supposant que I'on ait

s=a+ze(z)+ a¥ea(z) +.. .+ 2"9u(2).
Nous ayons trouvé, i ce propos, la formule symbolique

F(z) =F(a) + »Eo Eﬂ m}'!D:[FF(“)?--I-LF(")]'

avec la condition de convergence

mod.

oo () +atea(e) .. 0@ |
z—a .

(¥) M. Gomes Teixeira, Sur le développement des fonetions implicites ;
Jowurnal de Mathém. pures et appliquées (3.¢ série, T. vt et 4. série, . m) et
Curso de Analyse m_ﬁui!.«.-u'mur (Caleulo Differencial).— M. E. Cesaro, Nou,
An. de Mathém. 3= série, T. iv,— M. David, Journal de I'Ecole Polytechni-
que, vvire Cahier.

6
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Revenant aujourd’hui sur le méme sujet, nous allons étendre
notre étude a la détermination du développement en série, or-
donnée suivant les puissances des variables &, y et leurs produits,
d'une fonction quelconque z=F (u, v) de deux variables u, u, en
supposant 'on ait

u=a-+zo (u, v)+ g (u, v)+...+ 2 ¢, (u, v),
(1) '
v="b+yd;(u, v) Fyda(u, v) +. . .4 y™ Ym(u, v).

On suppose d’abord que la fonction z et ses dérivées partielles
de premier, second, . . ., (n—1)i®me ordre sont continues pour les
valeurs de wu, v telles que

0<u<z, 0<v<y,
et que les dérivées partielles de n'*me ordre sont continues pour
O<u<z, O<ov<y.

Lorsque ces conditions sont ‘remplies, en indiquant par 2,
BN IO o it artibiies A TS Baeiion x das
—_— —— v« - « les dériv _ 1
% dy- d_rdy L rivees I.Iﬂ refes de la lonction 3

les hypothéses 2 =0, y=0, on aura, en vertu du théoréme de

Maclaurin, =
£ dzy dzy
SE-‘Q"l [E-T‘i‘dy—yJ
(2)
] Wealion 00 SHIE - (oo, ) : .+ R,
T [dx’- #ict 3 e Pt gy ]+ R

laquelle formule peut se représenter symboliquement sous la
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forme trés-simple

1 drtag
(3) =gk 3 —— S wdwxrw+n

ou la somme ¥ se rapporte  toutes les solutions entiéres posi-
tives ou nulles de/l'équation

ptgmn, [n=1,2 3, 4...... ]

Le terme complémentaire R, lorsqu'on s'arréle aprés le nitme
terme, est ce que devient I'expression

(% H—jp:n(") Lt P yp
"l S\ denrdg .

p=0

Iorsqu'un remplace dans les dérivées, quiy figurent, x par fz

et y par fiy, 6 étant un nombre inconnu compris entre 0 et 1.

Il en résulte que, pour trouver le déwloppeme:-t représenté
par z, il suffit de calculer les valeurs des successives' dérivées
partielles de z par rapport & z et 4 y, et supposer ensuite =0,
y=0. Mais, dans le but de simplifier le calcul, on exprimera
d’abord ces dérivées en [onction des dérivées partielles par rap-
port aux variables a, b, parce qu'alors les hypothéses z=0, y=0
équivalent a poser dans les formules u=a, v=~5, ce qu*ml peut
faire avant d’'effectuer les différentiations mémes.

Supposons qu’on ait

52—'_5391 (u, v) + 2¥¢a(u, v) +. . .+ a"pa(u, v)
=yl (s ) g2 0 0) ko gl 0,

et par cela
u=a-+E v=b+n,

et représentons par £/, #' les dérivées des fonctions £, y par rap-
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port & x et & y. Il est aisé de voir qu'on a

du dr: di dv
i nf

S du da: + dv dz'
du di du _ dE dv
Ptk G X
da g du d + dv da
dv dn du dn dv
dz  du de = dv dz’
dv dn du dyn dv
da  du v da’

d’oti 'on tire

du du dv dv

.__,E-'__

]

dx da’' dz " da’

el puisqu’on a

dz dz du  dz dv
dr  du dzr dv dz’
dz dz iﬁ_d dz dv
da du da dv da’
il en résulte
ds
()
(6} dr Eda

De la méme maniére on trouve

dz

7) e
[ 4 dy

, dz

T
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Si maintenant dans les formules (6) et (7) on fait z=0, y=0,
on obtient les coefficients des premitres puissances de z el y dans
le développement cherché. Pour avoir les coefficients des puis-
sances supérieures, il suffit de calculer les dérivées successives
de (6) et (7); on trouve

dz d dz d dz dz d dz dz
—_— : i e |NRCEA, ¥ i e s -y S
iz -:I:n[E 3 da|:E d.:.-,]-l-a g B dn:|+£ da

ds d d[, . ds d ds
i i et | Shalet) (0 1 TR e
d’z dx da [E da :| h dm[‘ da:l

a2 ds d ds’ dz
sl 4 Pt — lgten o B
dﬂ&l:w dﬂ]+3 [;Cr aJ+w 1 ]

On voit donc que la valeur de la dérivée d'ordre pitne de =
sera donnée par la formule

® =3 e ()]

out I'on a posé

K

. E{rt} Elm ...Elrd

(9) Upi=2 =y (#)

la somme ¥ se rapportant i toutes les solutions entiéres et posi=

(%) Cet algorithme isobarique a é1é le sujet de plusieurs travaux de sa-
vants professeurs, parmi lesquels nous signalons les intéressantes Notes
ubliées par M. Cesaro dans les Nouvelles Annales el dang le Journal de

taglina.

=
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sitives de I'équation
rntratrgt...tri=p,
de sorte que Upyi=10 pour i >p.

De la méme maniére on trouverait

I H fﬁ"" i
(10) 2% E[—l- g ("m' d )J
g! dyt Gl sl dott db

ot I'on a posé
“ I} ., wis) m®) | L on(5)
ai sl.rlg!“.ﬁl

avec la condition
st+unt...+5=q.

Les formules (8) et (10) sont démontrées dans les cas parti-
culiers de p=g=1, 2, 3; mais ellés seront généralement établies,
si, en les supposant vraies pour une valeur quelconque p, on dé-
montrera qu'elles subsistent aussi pour la valeur p+ 1.

Or, si I'on prend les dérivées par rapport & z des deux mem-
bres de (8) on a

p1y P L1 »
. _d_f=zoi_d_ﬁ.7|:i.(u e )]
p! dertt 7§l da1] dx da

ce qu'on peut écrire sous la forme

1 oty TP oA dz di—1 ds\
5 TR T P TS <, M| WAl () AT Sl iR ) el ) 11 Y
p! darti ‘El i! ld’a‘ (r, Upi da) . da—1 (U’" da >J
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ou, en isolant le dernier terme de la premiére partie, correspon=
dant & i =p,

1 1. driis { dr U ds
(o T ™ Pt @\

(12) el
R, B i [(I“’U -+ Ul d‘]
. fl. dotrt 5. P8 7 da |

En dérivant (9) par rapport & @, on obtient

iy () E(,-,) 2(ry_) a{r,.+, 1) ry.) glr)

Up=3 3 (ftt) 1 ;

f'l.!rg....h_j! {l".-'q" I)Ir.,_{_1!...r,-!

pour toutes les solutions entidres et positives de I"équation
rg+rat ... +ri=p.

En écrivant cette derniére équation sous la forme
rn+rt.. gttt trni=pt ¥
(v=1,2,3,...,1)

. el en la comparant avec la suivante
ri+rat. A trtragto o Fr=pt+t, v=1,2,3,.., i)

on voit trds-aisément que dans la seconde sont rnmprises toutes
les solutions entidtres correspondantes aux valeurs r,= 1 (v=1,
2, 3,...,1), qui manquent nécessairement dans la premiére, car
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le ‘terme (r,+ 1) correspondant & r, ne peut étre jamais égal
I'unité. 1l s’en suit que I'expression précédente peut se mettre
sous la forme

v=i [ (ry) pIr") i) (ri) plra) lry_prple, ) lr)
U‘ri-nz\' r.,"—..i‘_..f'_'E._._.E i b ¥ .8
! fllrg!...fi! f]!l"'g...f’.,_]i1!!‘,_.'_1!..,:"-!

=l
pour toutes les solutions entiéres et positives de I'équation
ritrgtryt. . drn=p+1.
Or la méme relation, écrite sous forme symbolique, devient
Upi=(p+ 1) Uppy,i— &' Up iy,

qui, substituée dans la formule (12), nous donne I'égalité

1 dtls i 1 &y riz)
2T @t "l @ \* P da

=p{ d-1 dz
A AR (UP“""&E)'

qui, en posant Uy =Z7 et par 1 E'Upy =2PH = Upyy pyq, et

en divisant pour p+ 1, devient

1 drtig.  =pi1 { P dz
o d ( 1,0 )

PR T L N

da

De la méme maniére on démontrerait I'égalité

. ld e, ikl Al v dz)
(g+1)! dyitt B —dbi—l( tHLi)-
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Cela posé, passons & la détermination des dérivées successives
de = par rapport  z et 4 y. On a évidemment

d(dz d __,dz") d(fﬁ) d__(”dz)
E}"E)"E;T(‘ T @\ TGS

4

! s
W W a

E F—
¢ da db da db dadb

3 L cdbdsiderad dird d?(‘dx)
U3) 3T Gy~ 23 i ag P da )

Mais il est

d1 dz di—1 d dz d di—1 dz
e A 80 LT e 8 L O S e
dyt ( " dﬂ) dy?—1 da (U” dy) da dy?*'( L db)

d d—2[d dz ds
e T e T Sk
da dyq—i[db (Uf““ db)+U’““ db:l

d di—3 [ d dz d dsz dz”
PRl E TR | e W G i B o il At
da dgq—S[dbi(U’" db)+3 db (U’“’“‘ db)+U”'“ fﬂ,J

et, sans poursuivre plus loin ces transformations, il suffit d’ob-
server la qu.'mtité entre parenthéses pour se convaincre que nous
sommes dans le cas des réductions, qui précédent la formule (8)s
en conséquence on peut écrire le résultat final, c'est & dire

1 v ds\ "1 o' d dz
ARl ' et < WA Pl R AT Bty 1 ¢ 16 < IRl
q! dy (b" da) i ffa( o ’"d&)
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qui, substitué dans I'expression (13), nous donne

i driez i=p { di—1 v -1 4 dsz
—— e ¥ z UF‘ ™
plel dovdyt =y i) da—1" 2 V! db— da db

Or, si dans les formules (1) et (5) on fait z=0, y=0, on
obtient

U=da, v=>n,

dz dF(a,b) dz dF(a,b)

da da ’ db db -
E{r)mr!?r[:ﬂ, b), 7() =! '-:‘J(ar b)m

et par conséquent, en écrivant F, ¢, ¢ au lieu de F(a, b), ¢ (a, b),
v(a, ),

1 dr f—p | dil dF
— -—iI p] (f?rﬁ‘r,on?r. )

pl dwp 2y il dai—d da

1 dizg =11 d‘—‘( dF)
ET ﬂ'_yq- E] " (fb'_l 24"11+‘1 "P"

i ng i=p { gi—1 1? i arH
plq! dardyt =i-2-| ! da1" .2, db—1

d dF
: E(Eyﬂ?u- Qo 2 bey oo gy, db)

oil les sommes I se rapportent a toutes les solutions entidres el
positives des équations

rntrat+...tr=p

stat...ts=gq.
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En remplacant les valeurs trouvées dans la (2) on a le dévelop-
pement cherché, avec le terme complémentaire R. Remarquions
que, si les conditions relatives a la continuité de la fonction
z="F(u,v) et des dérivées successives sont remplies et nous avons
en outre, pour n=oco , limR=0, la fonction z est développée
en série convergente (#).

Le développement, que nous venons de démontrer, comprend
comme cas trés-particulier I'extension donnée par Laplace et

(#) La discussion du reste R, mis sous la forme, que nous venons d'in-
diquer, présente des difficultés souvent insurmontables, parce qu'elle exige
qu'on connaisse I'expréssion d’'une dérivée quelconque de la fonetion. Par
cela nous allons donner, par le moyen de la théorie des résidus, une forme
différente au reste, dans le but de pouvoir préciser les eonditions de con-
vergence du développement en série, dont il est question dans cet éerit.

Posons d'abord

Alu,v)=u—a—E=0
B(u,v)=v—b—un=0,
en supposant que a soit I'affixe d'un point sitné a I'intérienr d'un contour

C et b 'affixe d'on’ point situé 4 intérieur d'un contour C'.
Nons emploierons I'identité

.__! e I . ---l __5 e _E‘i_
A (m, v) B, v) {H -, | + (u_uf ' {"._a}i—i_ | g
s g ] 5 oA et s . ol
- i—a)H(u—a—%) | Lr—b + (v—=b32 = (v—b) Fass

P ]

¥ (o—b)+{o—b—x)

d'ot I'on tire

1 e i
(<) A(u,v)B(u,v)  (u—a)(v—b)

() )

-Iq‘n-—:z—ﬁ}[_i,' —b—nu)

TSI SR S )

(n—ap{v=b) = (u—a){v—Db)*

ayant posé

Maintenant soit &(w, t) une fonction qui reste monodrome el continue
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i

Jacobi & la formule de Lagrange pour les cas de deux variables
indépendantes.

En eftet il suffit poser dans nos formules
u=a+z¢ (x,v)

v=b+yd(uv)

R

lant que u, v ne sortent pas respectivemente des contours fermés G et C/,
el posons, en particulier, ce qui est évidemment permis,

Biu,v
dA dB _ dA dB’
dv du du do

Fu,v) =

Si I'on introdoie dans le second membre de (d) au lien de £ et » leors
valeurs données par les formules (5), on obtient un polyndme entier en = et
y avee le terme complémentaire 0. En multipliant ensuite les deux mem-

bres de I'expression par @iy Y v)dude, el intégrant le long des con-
tours C et (', en vertu de la Jnéor‘m des résidus, on anra

e & s S{u, v)dudv 3
v o) (?fn}“f:ﬁ A(w,0)B(w, v) =lo+Jou 2+ I y+In oy - - +R,
ot I'on a mis J,, « pour représenter le coefficient de z* y* et on a posé
cris gtk M G § (u, v) du de Eoy\H b )-H“]
e (h“]zj:.]ﬂ (4—a—F) (v—b—n) [( u—a +( p—=b/) F

ni est précisément la forme du reste qu'on voulait discuter. Or il est aisé
de voir que le reste B tend vers zéro, quand n augmente an dela de touts
limite, pourvu qu'on ait

g

U—ia

mod. I <4, mod. :ﬂ—l— < f,

el dans ce cas la fonetion F(u, v), dont il était question, sera développée
en série convergente.
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pour avoir évidemment

0 en général
Usi=| :
| ¢*(a, ) pour i=p,

0 en général
Yoo=

Yq(a, b) pour v=gq;
et par cela

1 drzp 1 d.ﬂ—i( dF’
3t aar Tl ()

1 diz 1 d'a’_—'_( / dF)
o ag g an= \Y

i drtag 1 dre—1 [ yi-t dy dF
plql depdyi =) [g=1)l dar—rdbe—1 [ p ¥ ¥ da b

. | dp dF = 1 d*F
+—gp gt —+ —gPdt— |,
q da db  pq dadb

conformément au résultat de Jacobi ().

2. Appliquons les résultats, qui précédent, & la solution du
probléme suivant.
Etant données les relations

[GBO=2fi(s)+xfa(s0)+...FTxafal(z1),
F(s, ) =1 F1(3, ) + yaFa(s 0 +. ..+ yaFals 1),

développer une fonction quelconque 6(z, t) des variables indépen-

B P A R L P

(#) M. Bertrand, Caleul différentiel, pag. 108
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dentes 3, t suivant les puissances et les produits des variables
Ty, X3y« .5 Y1y Y2, - - . Posons pour cela

(15) flst)=u—a, F(s, 6 =0v—0b,

dont il résulte que z et ¢ sont des fonction de u, v; par conséquent
en exprimant z et { par'le moyen de ces nouvelles variables, et
en substituant les valeurs dans les (15), on a

u=a+x 9 (u,v) +zapa(u, v)+. . .4 2 ga (4, v)
o= b gy ©) + yadba 06 ¥) +. . (9.

Cela posé, nous sommes conduits a chercher le développement
d'une fonction Z(u,v)="H0(z,1) suivant les puissances et les pro-
duits des variables xy, x3, . . ., yy, ya. . . ., probléme qu'on peut
faire dépendre immédiatement du probléme, dont nous venons
de nous oceuper, en supposant

u=a-+xjag (v, v)+apaey(u,v) + ...
op=b+y; By (u,v)+ Yol (u, )+ ...

ol 2 et B sont des quantités tout & 'heure indéterminées. Or il
est aisé de voir que, si l'on fait a=3 =1, les fonctions uy, v
se réduisent & u, v; par copséquent si l'on développe d'abord,
comme nous venons de montrer, la fonction Z (uy, v;) suivant les
produits des variables « et 3, et ensuite on fait dans ce déyvelop-
pement =73 =1, la série qu'en résulte sera celle demandée,
pourvu quon y arrange convenablement les termes en calculant
les coelficients.

A cause de I'expression (3), en gardant les notations employées
plus haut, on trouve

1 drtudy
Z(u, 1:') =Z(ﬂ. b:}*{" Em—! m‘};f

ot la somme X se rapporte i toutes les solutions entiéres posi-
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tives, on nulles, de I'équation

ptq=n, (n=01,2,73,...).
Mais nous avons démontré que, en général,

d @z = 1 &+ _[dZ
P! dﬁp _li'p? dal—lz E?rl?ri“'?ﬂ) 'Tl"t-rri--.i'rl

avec la condition
ry +l‘g+- . .+I‘,'==p,

-donc on peut éerire

1 dvZ, dZ {.d [dZ )
" = (T ¥ ) ot g1 22 (G o) et

ou
ri+rntrgt.. . Fri=p (i=1,223,...p)

De méme on a

1 diZ, dZ N ST '
q da‘q’“(‘ﬁ%)”**ﬁEz(ml*n%)yww...

ou Htutaut...ts=gq [:'421.2,3,___4”}

el encore

1 arHz, d (Jz )
;;T—qldm‘-'d;'l da \ db orba ) TpYq
A R G
31 Laaas =\ ap P2 ¥ ) %Yt

d? dZ
+ adn 2\ g Ve ¥ srqrqm—,] i

9%
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De tout cela on déduit

Z(u,v)=1Z(a,b) "-lu_zm=I q; ”(% ?p;) xp + (‘tj—f' '-[‘q) 5'?]

p=1 g=i

11d dZ d fd
+¥Ldﬂ (d T"l?"!)‘rrlxﬂ-'_g (db?ﬂ"bi ZpYp

d dZ 4 " ‘l
+ 22 (Gt yava |+ |

oli les sommes I se rapportent respectimmunt i toutes les solu-
tions entidres et positives des équations

r1+r3+r3+...+f'1=f3' (i_l'2'3’or-PJ

Htntnt...+ta=q (v=1,2,3,...9).

Tel est le développement cherché, qui généralise le probléme
universel de Wronski.
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QUELQUES PROPRIETES CINEMATIQUES D'UN SYSTEME
DE DEUX MOUVEMENTS SIMULTANES

PAR

C. A. LAISANT

(Docteur & sciences)

2. Les propriétés qui suivent ont fait I'object, pour quelques
unes d’entre elles, de communications a la Société Mathématique
de France ou i la Société Philomatique de Paris; mais pour
ainsi dire sans aucun développement. Une partie des résultats a
seulement ¢été indiquée sous forme sommaire. Il peut done dtre
intéressant de reprendre ici le sujet, en coordonnant entre elles
les propriétés dont il s'agit, lesquelles sont d’ailleurs, ainsi qu'on
le verra, extrémement faciles & démontrer.

2. Si deux points mobiles M, M’ se déplacent simultanément
dans I'espace d’une maniére quelconque, et si O est un point fixe
donné, considérons la perpendiculaire élevée par O sur le plan
OMM et portons sur cette droite une longueur OX proportion-
nelle a I'aire du triangle OMM', de telle sorte que pour un obser-
vateur placé suivant OX, les pieds vers O, le sens de rotation de
OM vers OM' soit direct. En d’autres termes, OX représentera a
chaque instant I'aire du triangle OMM’ en grandeur et orienta-
tion, suivant la méme méthode qui fournit la représentation des
moments et des couples.

Lorsque les points M, M’ se déplaceront, il est clair que le
point X se déplacera lui-méme; et son mouvement pourra étre
appelé le composé-aréolaire des deux mouvements considérés, par
rapport au point 0.

C'est I'étude des mouvements composés aréolaires que nous
voulons indiquer ici, en nous bornant & quelques cas simples.

7

g
= =

R T——
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B. D’aprés les notations du calcul des quaternions, nous pour-
rons écrire

(1) OX =D (0M.O0wW),

et cette formule fondamentale nous donnera toujours pour 0X
une fonction vectorielle du temps ¢, les valeurs OM, OM' étant
eux-mémes fonctions du temps.

4. Comme premier exemple, considérons deux mouvements
rectilignes et uniformes dans I'espace; en les rapportant  I'ori-
gine commune O; appelant A et A’ les positions initiales, B et
B’ les vitesses, nous avons ¥

OM =M =0A+ Bt =A+B,

OM'= M'= OA'+ B't = A'+ B,

Donc

OX=Xe=U[(A+B0) (A'+ B)]= D AN+ 1D (AB+BA') + 2D BB
Posons U AA’=P, U(AB'+BA")=Q, UBB'=R, et il vient

@) X=P+Q+/R.

Le mouvement composé aréolaire de deux mouvements recti-
lignes et uniformes s'accomplit done comme celui d’un corps pe-
sant, suivant une trajectoire parabolique.

L’aceélération I{rl]ijl}_‘ est la composée aréolaire des deux
vitesses, c'est-d-dire perpendiculaire aux deux trajectoires recti-
lignes, et indépendante du point fixe 0. Lorsque ce point se
trouve sur la droite qui joint les positions initiales des deux
mobiles, il s'ensuit évidemment que P=0, et la trajectoire du

mouvement parabolique passe alors p'a_r 0.
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5. Soient maintenant deux mouvements, 'un parabolique sui-
vant la loi de la chute des corps, et I'autre rectiligne et uniforme,
dont la trajectoire soit paralléle i I'axe de la parabole, c’est-d-dire

i I'accélération du premier mouvement.
Alors

M=A+Bt+Ce?,

W= A+ kCt,

et X=DMM’ sera comme ci dessus de la forme
P+1Q + (R,

le terme en ¥ s’annulant évidemment.

@. Nous allons maintenant considérer des mouvements elli-
ptiques s'accomplissant suivant une loi d'attraetion vers un centre
fixe, qui serait proportionnelle & la distance. Un mouvement de
cette nature peut &tre représenté par la relation

OM = OA cos t+ OB sin (;

on vérifie en effet que la dérivée seconde de OM, qui représente
I'accélération du mouvement, a précisément pour valeur — OM.
A un mobile de cette nature nous pouvons, pour abréger le lan-
gage, donner le nom de planéte fictive, en assimilant ces mouve-
ments & ceux des astres composant le systéme solaire. Le temps
de la révolution entitre est évidemment 2=, avec la relation que

; . 2 '
nous avons écrite, Ce temps serail e en écrivant

OM = OA cos kt + OB sin kt.

3. Imaginons deux planétes fictives d'un méme systéme so-
laire, et accomplissant leurs révolutions en des temps égaux,

v,

T A IR

S i T
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Leurs mouvements seront déterminés par les relations
OM =0A cost+ OB sint,
OM'=0A'cos t + OB'sin ¢,

en choisissant convenablement I'unité de temps.
Le composé-aréolaire des deux mouvements, par rapport au
centre commun O, sera donné par la relation

E-UM_J}_’-U AA'.cos¥+D (AB'+BA/) cos!sinl+ﬂ§l{'.sinﬂt.

; 1+cos2t 1—cos 2¢ . sin 2t
Mais ms!¢=——2—. sm*l:—ﬂ—, cos ¢ sin { = :

de telle sorte que X prend la forme:
(3) X =L +Pcos2i+ Qsin2t.

Le mouvement composé-aréolaire est donc celui d'une planéte
fictive, qui accomplirait sa révolution dans un temps moitié moin-
dre, mais autour d'un centre solaire différent du premier. La po-
sition de ce centre solaire nouveau est douné par

L= 5 D(AA'+BB).

8. Considérant les deux mémes planétes fictives, cherchons le
composé-aréolaire de leurs mouvements, par rapport i un point
C quelconque. Nous avons, en posant CO=C

CM=C+ Acost+Bsint,

CM'=C+ A'cost + B'sint,
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et CX =1 (CM.CM) est de la forme

() !_(u-_l_’-cosﬂl+Qain2t+gcnse+§sinl+_]:,

comme il est bien aisé de le constater.
Si nous prenions deux planttes de systémes différents, on
aurait pour C et C' deux vecteurs différents, mais la forme (%)

subsisterait encore, L comprenant alors vce.

Cette forme (4) est susceptible d’une interprétation intéres-
sante. On peut en effet décomposer le vecteur X en trois autres:

L, Rcost+Ssint, P cos 2(+ Q sin 24

Le premier est fixe et représente un nouveau centre d’attra-
ction; le second figure le mouvement, autour de ce nouveau cen=
tre, d'une plandte fictive accomplissant sa révolution dans le méme
temps que chacune des deux plandtes données. Enfin, le troisiéme
vecteur doit s’ajouter aux deux premiers, et représente un mouve-
ment analogue, mais le temps de révolution étant moitié moindre.

Done, en résumé, le mouvement composé-aréolaire est celui
d’un satellite qui tournerait autour de son astre en faisant deux
révolutions pendant que l'astre en fait une seule; le temps de
révolution de V'astre est le méme que celui des plandtes fictives
données, lesquelles appartiennent & deux systemes solaires dil-

férents.

®. Comme dernier exemple, nous pouvons considérer des corps
dont les mouvements s'effectueraient chacun sous l'influence d'un
centre de répulsion, proportionnellement & la distance. Le mou-
vement d’un de ces corps est alors représenté par une relation
de la forme
OM=0Acht+OBsht

Si nous en considérons un second, dont la loi du mouvement
soit

OM’=0A’cht+ OB'sht,

T

s

D e oo

b

o e

.

B i g i
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le centre de répulsion étant commun, le mouvement composé-
aréolaire, par rapport au centre commun, sera donné par

DX—U(OM.0M’)=_l_.+£'ch§.'.!+gsh2¢,

c’est-d-dire que le point X se déplacera suivant une hyperbole,
ainsi que les deux corps donnés, et conformément A une loi ana

logue de répulsion ; mais le centre de répulsion sera en général
différent du premier.
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SUR UNE SERIE

{Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

PAR

M. LErcH

(Professeur i 1'Ecole Polytechnique de Praguc)

Je prends la liberté de vous présenter une démonstration de
la formule élémentaire

D e‘!vw:i 60 c‘!kvﬁ
{ = 3 —
( ) Pﬂm'ﬂ. =4 I il w__..l'..

sur laquelle M’ Kronecker est revenu a maintes reprises (¥) et
qui peut s'obtenir d'un grand nombre de maniéres. Parmi celles
que je connais la plus ¢lémentaire découle de l'intégrale bien

connue d'Euler:
fw xi—1dx .
Jo 1+@ sinax

En la transformant par la substitution z=e®z, ¢ étant réel
et compris entre — = el %, on obtient en effet la formule

g -] »
etivz0—1dsz 5
1+ zei? sinas’

o

P P AU

(#) Sitzungsberichte der kin. preuss. Aeademie der Wissenschaften zo
Berlin 1883 (XX) et 4885 (XXXVILI): puis Journal fur die reine and an-

gwandte Mathematik, t. 105.

i merves sogoe
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quon peut d'ailleurs vérifier directement en faisant voir que la
dérivée, par rapport & ¢, du premier membre est nulle, de sorte
que celui-ci ne dépend pas de ¢ (»).

Décomposons maintenant I'intégrale en deux autres, prises
respectivement entre les limites (0...1) et (1... ) et faisons

dans la seconde x:‘:-z-. ce qui donne:

®e— 0P M pa—1dy Vo—iog—ady
sin ax o 1+ ze® o 14+ ze—i?

et il suffit maintenant d’employer les développements élémentaires

j | o0
——— . ot ¥ g iﬂ?
Traesh T2, ree

pour en conclure:

formule qui prend la forme écrite plus haut en substituant @ = 1w,
®—op=2ox,

Ce procédé fait voir que le développement (1) est un cas par-
ticulier de la formule plus générale quon trouve en partant de

I'équation
© aa—ldy
B(a,b) = —_—

dont il résulte a I'aide de la méme substitution &= ze?:

" etiega—1g;
Bt e

o e PP

(#) Ce procédé m'a donné deux démonstrations élémentaires de la for-
mule de départ et de I'intégrale d'Euler (ui représente la quantité = col a=.
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Ici le dénominateur est défini uniformément par la condition
de représenter la valeur principale de la puissance. En décom-
posant et transformant cette intégrale comme plus haut nous
aurons:

-“1 ‘\'
d as—dx bt —1dx
B (a,b) W‘Jo(‘l+me"?}‘+ﬁ+s Jo{l+m""?)"+“

d'oi1, en employant la série bindme,

e gla--v)igp e— (b4-v)ig
2 Bfa,b)= .
@ (a.9) .,3.0( v )( a+tv 7 b4y )

Les quantités a, b étant supposées réelles, on aura alors:

ﬂ; (—a-—b) [sin(ﬂ+*}1’ __sin {b+")?]-0

v a-+v b4

» /_a—b\ [cos(a+v)e  cos(b+v)p
() [t =

y=40

et on obtient des formules plus convergentes en intégrant par
rapport & g.
Rappelons encore la formule

r@ . ee = (——a)(e[“‘i“}f? o=
! At ML B S TR T
r)— Tt S 2 (TN “P)

qu'on tire aisément de (2) en comparant les termes constants
dans le développement des deux membres de la formule (2) sui-
vant les puissances de b.

B et h et
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E. Picard.— Traité d’ Analyse, t. 1, Paris, 1891,

Este volume é o primeiro de uma obra em que o illustre geo-
metra francez se propde tractar principalmente, segundo o que
diz no prefacio, da theoria das equagdes differenciaes. E tio con-
sideravel o numero de memorias que téem sido publicadas sobre
esta parte da Analyse mathematica, e tio espalhadas estao ellas
por tantas colleccdes scientificas, que uma obra em que seja estu-
dada profunda e desenvolvidamente esta doutrina ¢ da maior
utilidade, principalmente sendo elaborada por quem, como o
sr. Picard, estd tio altamente collocado na sciencia.

O volume presente é destinado a servir de introduccdo ao
assumpto principal, e é dividido em tres partes em que siio res-
pectivamente estudados os principios do Caleulo integral, algumas
das suas applicagdes analyticas e algumas das suas applicacdes
geomelricas.

A primeira parte ¢ dividida em cinco capitulos em que o au-
ctor se occupa da theoria geral dos integraes definidos, dos inte-
graes indefinidos, dos integraes curvilineos, dos integraes duplos
e dos integraes multiplos. Na exposi¢io d’estes assumptos nio
se limita o sr. Picard, a maior parte das vezes, ao que se con-
tém ordinariamente nos manuaes de Caleulo integral. Tracta, pelo
contrario, muitos d’elles de um modo mais completo e desenvolvido
do que é habitual, como acontece, por exemplo, com a theoria dos
integraes curvilineos e com a theoria dos integraes de superficie.

Na segunda parte sio estudadas a equacdo de Laplace

U d*U  dv
P R

e o principio de Derichlet; a theoria do potencial; a integragio
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por series; as series trignometricas; e as series multiplas. Como
se v8, o sr. Picard escolheu principalmente, para fazer applica-
cdes dos principios expostos na 1.* parte, as theorias analyticas
que wais importancia téem na Physica mathematica. Em todos
estes assumptos o auctor lomou em consideragio os trabalhos
mais modernos que sobre elles téem sido publicados.

A terceira parte contém applicagdes geometricas do Calculo
infinitesimal. Ahi se encontram a theoria das envolventes, a theo-
ria do contacto, a theoria da curvatura, o estudo das curvas tra-
cadas sobre uma superficie dada, e a theoria da applicacdo das
superficies umas sobre as outras. -

Todos os assumptos de que se occupa o sr. Picard no seu
bello livro sdo expostas com uma clareza, rigor e elegancia que
torna a sua leitura das mais interessantes e proveilosas.

Ch. Hermite.— Cours de la Faculté des Sciences de Paris, 4.
édition, Paris, 1891.

No volume IV (pag. 186) d’este jornal deu-se uma noticia
sobre a primeira edi¢io do bello Curso de Analyse professado
pelo sr. Hermite na Faculdade das Sciencias de Paris. Nas edi-
¢des successivas, que Léem sido depois publicadas, tem o emi-
nente geometra francez aperfeicoado e augmentado cada vez mais
o seu notavel trabalho, tornando-o cada vez mais interessante e
pondo-o a par dos progressos successivos que vai tendo a Ana-
lyse. N'esta quarta edigho foi principalmente alterada a theoria
das funcgdes Eurelianas e foi accrescentada a theoria da trans-
formaclio das funccdes ellipticas.

G. Lazzeri e A. Bassani.— Elementi di Geometria, Livorno, 1891.

O livro de que vamos dar noticia merece figurar entre os bons
livros de texto para o ensino da Geometria elementar pela cla~
reza e rigor com que esth escriplo, pela pureza geometrica das
demonstracies e mesmo em cerlos pontos pela originalidade das
mesmas demonstragdes.
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Varios stio os pontos que chamam a -attencdio nos Elementi di
Geometria. Em primeiro logar nota-se o cuidado com que os
auctores tractam dos principios fundamentaes da sciencia geo-
metrica, que com o nome de postulados, axiomas, etc., entram
na sciencia como verdades primitivas. Sem pretender resolver a
questdo difficil de determinar quaes os postulados absolutamente
necessarios para fundar a sciencia da extensdio, os auctores me-
lhoram, todavia, consideravelmente esta parte da Geometria fa-
zendo uma enumeraglio dos postulados mais completa do que
habitualmente se faz, e mais conforme com as exigencias dida-
clicas.

Nota-se em segundo logar que os auctores tractam simultanea-
mente da Geometria plana e da Geometria no espago. Este modo
de tractar a Geometria, j4 empregado por varios auctores, entre
0s quaes citaremos Brestschneider na Allemanha, Steen na Dina-
marca, De-Paolis na Italia, Galdeano na Hespanha, nao foi ainda
adoptado em livro algum portuguez. Ji n’este jornal tivemos
occasidio de nos referir 4 vantagem que parece ter esta fusfio dos
dois ramos da sciencia da extensdo, por approximar as proposi-
¢des da mesma natureza, que apparecem na Geometria pluna e
na Geometria no espago. O livro dos srs, Lazzeri e Bassani
mostra que ainda existem outras razdes para se acceitar a nova
disposi¢do das doutrinas, porque, aproveitando-se da Geometria
no espaco, chegam a demonstrar por processos perfeitamente geo-
metricos algumas proposigdes de Geometria plana, que pareciam
ndo poder-se tornar independente da theoria das proporgdes.

Dissemos no principio d'esta noticia que os auctores empre-
gam nas suas demonstragbes o methodo puramente geometrico.
Ha todavia uma excepgdio. Na ultima parte ‘da obra, onde é ex-
posta o theoria das grandezas proporcionaes e da medida, o0s
auctores soccorrem-se da Arithmetica, considerando, como elles
mesmos dizem, prejudicial e erroneo querer esconder debaixo de
vestes geometricas uma serie de verdades que ‘dependem essen-
cialmente do conceito de numero.

Para dar noticia dos assumptos que sdo considerados no novo
Manual de Geometria e da sua disposi¢dio, vamos dar um extracto
do indice.

Livro 1. —L As figuras geometricas. Rectas e planos.— II. Se-
gmentos, angulos e diedros.— lII. Primeiras nogies sobre o
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circulo ¢ sobre a esphera.— IV. Rectas parallelas. Rectas pa-
rallelas a planos. Planos parallelos. Rectas e planos perpen-
diculares.

Livro I.—1. Polygonos.— I1. Anguloides.—1IL. Polyedros.—
IV. Distancias.

Liveo IIL. — 1. Relagdes entre rectas, planos e espheras. — 1L Re-
lagdes de polygonos com um circulo e de polyedros com uma
esphera. — 11, Systemas de circulos e espheras. — 1V, Geome-
tria espherica.—Y. Superficies e solidos de revolugdo.

Liveo IV.—1L Theoria geral das equivalencias.—II. Equivalen-
cia de polygonos e superficies polyedricas. — IIL. Equivalencia
de polygonos esphericos e pyramides esphericas,—1V. Equiva~
lencia de prismas, —V. Grandezas e limites. — V1. Equiva-
lencia de polyedros.— VII. Equivalencia dos circulos e corpos
redondos.

Liveo V. — 1. Theoria das proporgies.—II. Figuras semelhan~
tes. — 111 Medida.— V. Applicagies de Algebra d& Geometria.

Terminamos aqui esta noticia na qual tivemos em vista chamar
a attengdo dos nossos professores para um bom livro de Geome-
tria, escripto n'uma lingua tdo facilmente comprehendida pelos
portuguezes.

Johann G. Hagen.— Synopsis der Hoeheren Mathematik, 1, Ber-
lin, 1891.

Esta obra é uma vasta Encyclopedia, em que o auctor apre-
senta, dispostos segundo a ordem logica, os differentes assumptos
que fazem parte das sciencias mathematicas. Contara provavel-
mente, segundo o que diz o auctor, quatro tomos.

O tomo primeiro, que acaba de ser publicado, é consagrado
& Analyse mathematica. E um grosso volume de 400 paginas em
formato grande, dividido em doze partes, em que s30 consideradas
as doutrinas seguintes :

I. Theoria dos numeros. — II. Theoria das grandezas comple-
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xas. — L. Theoria das combinagdes. — 1V, Theoria das series,
—V. Theoria dos productos infinitos e das faculdades. — VI.
Theoria das fraccdes continuas. —VII. Theoria das differencas e
das sommas.—VIII. Theoria das funcgdes.—IX. Theoria dos
determinantes. — X. Theoria dos invariantes. — XI. Theoria das
substituigdes. — XII. Theoria das equagoes.

Por esta indicacio dos titulos das partes em que esta dividido
0 livro, vé-se o quadro geral dos assumptos considerados. Cada
uma d’estas partes ¢ dividida em capitulos sobre os assumptos
especiaes, dos quaes ndo podemos dar indicagdes sem ultrapassar
os limites de que podemos dispor para esta noticia.

A respeito de cada assumpto considerado, o auctor apresenta
as definigdes, regras, theoremas e formulas mais importantes.
Em geral, as demonstracdes dos principios indieados ndio slio
apresentadas, fazendo-se apenas algumas indicagdes sobre a mar-
cha d'estas demonstragdes quando isso é necessario para o en-
cadeamento dos assumptos.

A respeito de cada theoria, formula ou proposigao indicada,
apresenta o auctor indicacdes historicas e bibliographicas, que
augmentam o valor da obra. Na organisacde dos assumptes e
n'estas indicagdes teve o sr. Hagen em vista ndo s6 os trabalhos
anligos, como o0s mais recentes, de modo a ndo deixar esquecer
aquelles nem ficar atraz do estado actual da sciencia. Para isso
serviu-se das obras classicas de maior valor, que sio a cada passo
citadas, e das memorias mais importantes que téem sido publi-
cadas nas principaes colleccdes periodicas que existem.

Terminaremos esta rapida noticia recommendando esta obra.
Pela riqueza dos assumptos e das informacdes que contém serd
muitas vezes consultada pelos que se occupam das sciencias ma-
thematicas, ji com o fim de tomar conhecimento do estado de
qualquer assumpto, j& com o fim de recordar ou verificar uma
propesigdo ou formula esquecida. Estamos certos de que a utili-
dade da obra ha de compensar o auctor do enorme trabalho que
ella representa, e que os mathematicos lhe serdo gratos por ter
assim posto ao servico dos que estudam a sua vastissima erudigio.

Acerescentaremos ainda que a ediglio ¢ feita na casa de Felix
L. Damas, de Berlin, e que d4 a maior honra a esta casa.
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E. Guedes Vas. — Taboas para tragado de curvas e resolucio de
problemas de topographia elementar. Porto, 1891.

£ bem conhecida a importancia que tem nos problemas de
mathematicas applicadas dependentes de calculos numericos a
construcgdo de taboas que auxiliem na resolugiio d'estes proble-
mas e evitem repetigbes fastidiosas dos mesmos calculos. Esta
consideragio levou o sr. Guedes Vaz, distincto conductor de obras
publicas, a publicar o presente livro, que contém em pequeno vo-
lume algumas taboas que a sua experiencia de trabalhos de obras
publicas lhe indicou como vantajosas para a resolugio de proble-
mas relativos 4s curvas de concordancia e para a resolugdo dos
problemas elementares de topographia.

G. Pirondini. — Sulla determinazione delle linee di cui il rapporto
della curvatura alla torsione ¢ una funzione nota dell'arco (An-
nali di Matematica pura ed applicata, 1891).

O auctor generalisa o theorema de Bertrand segundo o qual a
constancia da razio do raio de curvatura para o raio de torsio ca-
racteriza as helices cylindricas. Tracta, com effeito, da determi-
naclio das curvas em que esta razio é uma funcgdio dada do arco.

— Sulle linee di stringimento e di allargamento di un sistema
di curve qualungue (Memorie della R. Accademia delle Science
di Bologna, 1891).

Alcuni teoremi sulle superficie sviluppabili (Annali di Mate-

matica pura ed applicata, 1891).

Alcune questione sulle evolute successive di una linea piana

(Rend. della R. Accademie delle Scienze di Napoli, 1891).

R. Marcolongo. — Sulla deformasione di un corpo elastico isotropo
indefinito limitato da un piano indefinito per speciali condizioni
ai limiti (Rend. della R. Accademia delle Scienze di Napoli,
1891).
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A. del Re.— Escursione matematiche diverse (Giornale di Mate-
matiche, t. xxvim).

G. Vivanti.— Sull'infinitesimo attuale (Rivista di Matematica,
1891).

Sulle trasformazioni di contatto che trasformano qualunque

sviluppabile in una sviluppabile (Rend. del Circolo Matematico

di Palermo, t. v).

Un problema sulle trasformazioni di contatto (Item).

1. L. Jensen. — Gammafunktionens theori i elementaer Fremstil-
ling (Nyt Tidsskrift for Mathematik, 1891).

G. Enestrom.— Eut par formler for berdkning at mortalitaten
inon pensionskassor eller andra sluina sillskap (K. Vetenskaps-
Akademiens Forhandlingar, Stockholm, 189 1).

—— Om mattet [or dodligheten inom en bertimd alderskiass
(Jiem).

Gino Loria. — Cenni intorno a la vila e le opera di F. Casorati

(Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 1891).
G. T.
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SUR LE CONTACT ET L'OSCULATION DES LIGNES ENTRE ELLES

FAR

GEMINIANO PIRONDINI
(4 Parme)

Courbes de 1'espace

. TufoREME FONDAMENTAL — Soient A, Ay, Asg,... Ay—sy,
Ag_1 n points conséeutifs d'une ligne & double courbure L et a,
Gy, @3y + o . Gy—3, Gu—1 0 points consécutifs d'une antre ligne 1.

Si les lignes L, I sont placées de maniére que les points a, ay,
ag, coincident avec les autres A, Ay, Aq, leurs rayons de cour-
bure en A et a sont égaux.

Si, réciproquement, les rayons de courbure des lignes L, [
aux points A, a sont égaux, lorsqu'on place les lignes de fagon
que le point a, la tangente et le plan osculateur en ce point de
I coincident respectivement avec le point A, la tangente et le plan
osculateur en ce point de L, les cercles osculateurs des deux li-
gnes L, ! au point de contact coincident aussi et les points a, ay,
as de [ tombent sur les points A, Ay, A de L.

Les lignes L, [ soient disposées de manidre que les points a,
ay, ag, ag, tombent sur les autres A, Ay, As, Ag; évidemment
les rayons de courbure aux points (A, a), (Ay, a;) et les rayons
de torsion aux points (A, a) sont, dans ce cas, égaux.

Si, réciproquement, ces dernitres conditions sont remplies,
lorsqu'on dispose les courbes de fagon que les points a, ay, ag
coincident avec les autres A, Ay, A,, il a lieu aussi la coincidence
des plans osculateurs aux points (Aq, ay).

En effet ces plans contiennent une méme droite, la tangente
aux points (Ay, ay); de plus I'égalité des rayons de torsion et
des arcs élémentaires en A, a entraine celle des angles de torsion

e
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e — = L S— T

en ces mémes poinls; ces particularités et la coincidence des
plans osculateurs en A et a conduisent & la comeidence des plans
-osculateurs en A; et a;. Mais les rayons de courbure des lignes
L et I en Ay et ay sont égaux et les points ay, @y coincident avec
les autres Ay, Ag; donc le point ag tombe sur I'autre Ag.

Dans les courbes données il a lieu donc la coincidence de 4
points consécutifs.

Cette méthode, appliquée successivement, conduit au théo-
réme:

«La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes &
double courbure L et I puissent étre placées de maniére que les
n points consécutils a, ay, as,... a,_q de ! coincident avec les
n points consécutifs A, Ay, Ag,... Ay—qde L, est que les rayons
de courbure en a, ay, as,... a,_3et le rayon de torsion en a,
@, 09,... Ox—§ de la ligne [ soient égaux respectivement aux
rayons de courbure en A, Ay, Ag,... A,_3 et aux rayons de
torsion en A, Ay, Ag,... Aq—y de la ligne L.»

Allons déterminer les conditions analytiques de la coincidence
de n points successifs des deux lignes.

Soient:

p=e(s)r=r(s)

les, expressions des rayons de courbure et de torsion p, r de L
en fonction de I'arc s et

¢=¢() $=4 ()

les expressions analogues pour la ligne I; on sait que les équa-
tions que I'on vient d'écrire suffisent a la détermination compléte
de la forme des lignes.

La coincidence de n points consécutifs de ! avec les n points
correspondants de L, en force du théoréme précédent, est ex-
primée par les conditions suivantes:

Pa=Pré Fa,=Fx;3 Py =P1ag% »+ ¢+ Par3=FPAns

‘-Iﬁn=l"_\: '-}Ju,=r_l.1: LI;‘¢,=fn,: . aan qm,,_‘-fu._;-
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— R~ I

Si l'on remarque que:
9a=9(2); 9o, =9 (o) +d.9(0); =9 (5)+2d.9(c) +d*¢(s);. ...

o i s n S bt
12

Pa=¢(0)kd.9(s)+ de(e)+—— 3 —dpla) .

—1
e

quel que soit le nombre entier &, et que I'on peut écrire des for-
mules analogues pour les autres quantilés: '

T AR Tk oL PO e S e M
les conditions qui précédent peuvent s'éerire:
%(o)=p (s); dg()=de (s): d*q(c)=d?p (s);. . . d*Pgp(a)=d" ¢ (s)
$(a)=r(s); d(o)=dr(s); a2 (o)=d®r(s);. . . A"~ I} (a)=d"~r s).

Ces formules contiennent deux variables s et «; on peut pren-
dre s pour variable indépendante et alors on doit regarder ¢
comme une fonction de s. Si sur les lignes L, [ (qui doivent étre
placées de manidre a avoir plusieurs couples de points consé-
cutifs communs) on regarde comme correspondants les points qui
vont se confondre, les arcs infinitésimals qui joignent ces points
successifs dans les deux courbes sont égaux; sans nuire a la gé-
néralité on peut done prendre I'égalité suivante pour exprimer la
loi de dépendance entre les deux variables s, a: ’

G‘=5+kl

k étant une conslante.
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Cette égalité réduit les conditions précédentes aux suivantes:

#(0) =2 (); ¢ (a) do =g () ds; ¢ (a) do*=p" (5) dst;. ..
§09) (5) dov—3 m 1) (5) de—3

Y(e)=r(s); ¢ (s)do=r'(s)ds; §" (c) da® =" (s) ds?;. ..
Y44 (6) dg"—4 = riv—1) (5) ds*—4,

Ces équations doivent étre vérifices au point de contact des
deux lignes, dans lequel on a I'égalité des ares élémentaires ds,
da; on peut donc énoncer ce théoréme général;

«La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes &
double courbure L, 7 (définies par les équations p=p(s), r=r(s);
¢=%(s), $=1 () exprimant leurs rayons de courbure et de
torsion en fonction de I'arc) puissent étre placées de maniére
que les n points consécutifs a, ay, ag,. .. a,—y de ! colncident
avec les n points consécutifs A, Ay, Ag,... Ay,—g de L, est que
dans les points de contact a, A les fonctions ¢ (), p(s) vérifient
les (n—2) équations:

(1) ¢ (e)=p(e)s ' (a)=p'(s): 9" (c)=¢"(s); . . . §®—3)(a)=p(a=3)(s)

et les fonctions § (c), r(s) les (n—3) équations:

(2) ¥(o)=r(s): ¥'(s)=r'(s); §"'(a)=r" (8- . L) (g) mr(n—0)(5).»
ReMARQUE. — Dans ce théoréme on doit supposer n > 3.

®. Si l'on désigne par i et iy les inclinaisons des deux lignes
L,  sur leurs droites rectifiantes, aux points A, a, on a:

R o ik
lang 1= —, langr,=;:
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si donc aux points considérés on a g =g, r=1{, il résulte aussi
=iy

Les courbes données peuvent tre disposées de fagon & avoir
8 points conséeutifs communs; cela & cause de la condition p=¥.
Et dans cette position les tangentes, les normales principales et
les binormales des deux lignes, au point de contact, coincident.
La condition i=1i; entraine alors la colncidence des droites
rectifiantes.

Done «lorsque deux lignes L, [ ont aux points A, a les mémes
rayons de courbure et de torsion, elles peuvent &tre disposées de
maniére d avoir la méme droite rectifiante; cela arrive lorsque
les deux lignes ont 3 points consécutifls communs. »

De ce théoréme on dérive «si deux courbes sont placées de
fagon & avoir 4 points conséeutifs communs, elles ont, au point
de contact, la méme droite rectifiante.»

On pourrait aisément généraliser ces derniers théorémes.

Les coordonnés (z,y.z), (£, %) d'un point quelconque de L
et d'un point quelconque de I, fonctions des variable s et ¢ res-
pectivement, soient, au point de contact, finies, continues et pour-
vues des dérivées jusqu' a celle de 'ordre n; dans le voisinage
des points A, a on peut écrire:

dx 1 jd*x 2
xﬂl:x:lA + (—E)LdS‘}' —2— (d—sg‘)Ads"'l' FE-ry

LA (“"“’) a4+ R
A

|8 \d#

E-={E)a+(%)ndc+ %(%)udc‘+ )

R,Ry,... élant des infiniment petits d'ordre plus grand que n.

v
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Désignons par:
(cosa, cosB, cosy); (cosd, cosp, cos v); (cosl, cosm, cosn)

les cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale et
de la binormale de L et par cosq,, €08 3¢,... cosny les quan-
tités analogues relatives a /.

On a:
dx et d*z cos) dE g d*:  cos)
T tBE, e GOy, ——am
ds ds? p ds b de 9

et si I'on dérive successivement ces égalités et I'on y applique
les formules bien connues de M. Frenet, on obtient pour une
valeur quelconque de k supérieur a 2:

— —=F

ds*

diz A, clp dhp il U0 g iRy d*—sr)
@y Ay by Py ds‘; ds!r---mpr"av :i;'i_l-"lt 3

dk LAy dly  d—i cdy d*y d"‘at}n)
'HEFI(?IJHII-?-E'G- da¥ " * Joi—t 1 o’ ‘d?---qu—_a '

F et Fy étant les symboles de deux certaines fonctions déter-
minées,
On aurait des formules analogues pour les autres coordonnées.
Ces formules, a cause des égalités (1), (2), démontrent que,
lorsque les lignes données L, I ont n points consécutifs com-
muns, il résulte: :

o, (48 fdE\  (dia d*gy |
(IJA - rLE)ﬂl (E)A_ (E)ﬂ- (Fs"!);‘-_- (FE); ‘e
dv—1 2" dn—1:
(e
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et conséquemment (en remarquant que ds —d¢):

o frdde O
m_;=-——(ﬁ—d‘u“) ds* +e;

(-

Y= e @ der

|n
kX
g—= —l— (j:: o j:E)d«" + n,

n
|
n
1
s

e, &1, &3 étant des infiniment petits d’ordre supérieur a n.

Si donc on désigne par 3§ la distance infinitésimale entre les
points correspondants des lignes L, I dans le voisinage du point
de contact, on a:

—_— drx  dE\? ds"
- - 2 =_ ‘B [— i =
AL . (ds" du“) | n

- 6tant un infiniment petit d’ordre supérieur & n.

Cette analyse démontre que «lorsque deux lignes a double
courbure ont n points conséculils communs, la distance entre les
points correspondants des lignes, dans le voisinage du point de
contact, est un infiniment petit d’ordre non inférieur & n.»

8. Si la ligne I d'une certaine famille bien définie est déter-

minée de fagon que le contact avec une ligne donnée L dans un

oint fixé A soit le plus grand possible, on dit que la ligne [ est
osculatrice & la conrbe L en A.

Nous allons résoudre complétement le probléme de la déter-
mination de la courbe ! osculatrice & une ligne donnée L, lors-
que [ appartient & quelque famille remarquable de lignes.

Une géodésique [ d'un cone quelconque o peut avoir 5 points
consbeutifs commups avee la ligne L et alors deux génératrices
rectilignes conséeutives du cone C coincident avec deux droites
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rectifiantes consécutives de L; le sommet du cone C est donc sur
I'aréte de rebroussement de la développable rectifiante de L.

La géodésique ! du cone C et la ligne L ne peuvent pas avoir
¢n commun un nombre de points plus grand que 5; en effet cela
conduirait & la coincidence de 3, %,... droites rectifiantes de
L avec les génératrices rectilignes du edne C, ce que ne peut pas
arriver, puisque si la ligne L n’est pas une géodésique d'un céne,
trois de ses droites rectifiantes ne passent pas, en général, par
un méme point.

Donc «lorsqu’une géodésique d’un cone quelconque est tan-
gente & une ligne a double courbure L, dont la développable re-
ctifiante n'est pas un cdne, I'ordre du contact ne peut pas, en
général, arriver & 5; le sommet du céne est sur la droite recti-
fiante de L, si I'ordre du contact n'est pas inférieur 4 3 (ou,
plus généralement, si la ligne L et la géodésique du cone ont, au
point de contact, les mémes rayons le courbure et de torsion);
le sommet du cone est sur I'artte de rebroussement de la déve-
loppable rectifiante de L, si Fordre du contact n'est pas inférieur
& & (ou, plus généralement, si la ligne L et la géodésique du
cone ont, au point de contact et au point successif, les mémes
rayons de courbure et de torsion).»

Si p est le rayon de courbure d'une géodésique ! d'un cone
et Ry le rayon de courbure géodésique de la ligne A que I'on
obtient en coupant le cone par une sphére quelconque dont le
centre est au sommet, dans le point oi / coupe A on a (¥):

R, = p sini,

i étant I'inclinaison de 1 sur les génératrices du cone: mais si
Pordre du contact des lignes /, L n’est pas inférieur & 3 (ou, plus
généralement, si ces lignes ont, au point de contact, les mémes
rayons de courbure et de torsion) le sommet du cone est placé
sur la droite rectifiante de la courbe L; on a donc dans cette
hypothése:

tangi g
B
P

-,

(#) Sulle linee a doppia eurvatura, § 6 —Journal de M. Battaglini, 1887.
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et I'égalité précédente devient:

-
b

5
1+ ( : )
=
Donc «si une ligne & double courbure L et une géodésique
d’un cone ont en A un contact dont I'ordre n'est pas inférieur &
3 (ou, plus généralement, si ces lignes ont, au point de contact,
les mémes rayons de courbure et de torsion) la trajectoire orto-
gonale des génératrices de ce cone passant par A a pour rayon de
courbure géodésique, sur la esphére ou elle est tracée, la portion
de la normale principale de L comprise entre cette ligne et la li-
goe de striction de la surface gauche des normales principales.»

Ryp=

GEODESIQUE D'UN CONE DE ROTATION OSCULATRICE.— Le rayon
de courbure ¢ et celui de torsion { de la géodésique I d'un cone
quelconque sont liés & I'arc o de la ligne par la relation (#):

a
i bt
[

k3
¢

a étant la plus courte distance entre le sommet du cdne et la li-
gne . D'autre part le cone de rotation est une développable
dont les génératrices rectilignes sont inclinées d'un angle constant
sur une droite (I'axe du cone); la géodésique ! d'une telle déve-
loppable doit donc vérifier la relation: '

| 1
;E arc . tﬂng (%) = l;mg E \/%_2 — -{F'

¢ étant le demi-angle au sommet du cone. On a donc les équa-
tions:
(a2 +o* :

asg

(@+ %3

¢ (6)= e tang e; ¢ ()= tang ¢

e e e B

(%) Studi geometrici relativi specialmente alle superficie gobbe, § 1 —
Journal de M. Battaglini, 1885
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qui définissent une géodésique d'un cdne de rotation. Et puisque
on a ici les trois paramétres g, a, ¢, on peut satisfaire aux deux

premiéres équations (1) et & la premiére (2). On obtient donc
le systéme d’équations:

2 1 L
a?+cl): Jo(at+q?)? a+c?)s
(3) ( po tange=p; h[?-_-_iang:=p';( = ) tange=r,
d’olt I'on dérive aisément:
’ _F_)‘ L3
P / r

Ces équations suffisent & déterminer la forme et la position de
la ligne demandée.

La ligne L et la géodésique conique I, ayant % points consé-
cutifs communs, ont un contact dont I'ordre n’est pas inférieur a
3; le sommét O du cone est done sur la droit rectifiante de L.
Si I'on désigne par H la distance OA entre le sommet et le point
de contact, on a:

a
II ol
Cos1

i étant l'inclinaison de [ sur les génératrices rectilignes du cone.

Or, au point A on a:
: P
coti), = - == | —
a=(3),=(),

= e
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d'ol 1] suit:

et conséquemment :

Cette équation fixe le sommet O du cdne.

Les lignes L, [ ont, au point de contact, la méme normale
principale AB et cette droite AB coupe I'axe du cone; si B est
le point de rencontre, le triangle rectangle OAB nous donne:

ce qui démontre que le point B est sur la ligne de striction de
la surface gauche des normales principales de L.

On a done «A un poiut quelconque A d’une ligne a double cour-
hure quelcongue L construisons le cone de rotation dans lequel:

AB=H.tange=

le demi-angle & au sommet est défini par la troisitme équa~
tion (4);

le sommet O est sur la droite rectifiante de L & une distance
H de A donnée par (5);

I'axe est la droite joignant O au point de la ligne de striction
de la surface gauche des normales principales de L qui
correspond a A.

La géodésique de ce cone qui est tangente en A i la ligne
domée L est la géodésique osculatrice.»
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A Taide de ce théoréme la construction géométrique de la
géodésique d'un cone de rotation osculatrice i une ligne quel-
conque u'offre aucune difficulté.

Si aux équations (3) on ajoute les autres:

Btange A +2s  aymiga_ g
a* ‘Valtar P act

tang e =1r’,

P L] ¢ ”

et l'on rappelle les (4) donnant g, a, ¢, en fonction de py €L 1,
on obtient :

b G e
0 1

(6) : =p"; 3(%)

S

Les courbes définies par le systéme des équations diffe-
rentielles (6) ont la propriété que I'ordre du contact avec la
géodésique d'un cone de rotation osculatrice n'est pas inférieur
a4,

Les courbes représentées par la deuxidme des équations
différentielles (6) ont avec la géodésique osculatrice susdite le
contact le plus intime possible, hien que son ordre soit inférieur
a 4; en effet les conditions:

P=p ¢/=p, fomr, §f

nous apprendent qu'il a lieu la coincidence de deux droites recti-
fiantes consécutives de L avec les génératrices du cone.

Pour que les géodésiques coniques [ osculatrices d’une méme
ligne L soient semblables entre elles, il faut el il suffit qu’il ré-
sulte ¢ constante. Les lignes L ayant la propriété susdite sont
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done définies par la (roisitme des équations (%), dans laquelle ¢
est & considérer comme une constante.

Les lignes L pour lesquelles les géodésiques d'un cone de ro-
tation osculatrices sont égales entre elles, sont définies par le
systeme des deux derniéres équations (4), pourvu que l'on y
suppose a et & constantes.

Des équations susdites on dérive:

P \/ pﬂi—{a tang u}%_

= 3

r

(a tang |)i_
en force de cette équation, la deuxiéme des (4) nous donne:

ap

.
L] W

B
W — --T_=J (a tange)’,
:"’\XPB — (a tang ¢)?

d’onr par intégration:

. | (a tnnlrrs)*iLL 3 1
Sim |3 =~ s+k|+ (a tange)s,

=

k étant une constante arbitraire, que I'on peut faire =0, sans
nuire & la généralité,

On a donc:
2
(a2 + 51
= tange,
u‘
et conséquemment : |
a
2 2
I u tang ¢.
as

Ces équations démontrent le théoréme «si les géodésiques
d’un cone de rotation osculatrices 2 une ligne L sont égales
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entre elles, dans tous les points da L, cette ligne L est elle-
méme une de ces géodésiques.»

4. Une hélice cylindrique quelconque peut avoir 4 points
conséeutifs communs avec une ligne L, mais elle ne saurait
en avoir de plus; en effet si le nombre des points communs a la
ligne L et a I'hélice I était supérieur & 4, les lignes susdites au-
raint au moins deux droites rectifiantes communes, ce qui ne
peut pas arriver, les droites rectifiantes de [ étant paralléles
entre elles.

Done «lorsqu’ une hélice quelconque est tangente i une li-
gne & double courbure L, dont la développable rectifiante n'est
pas un cylindre, I'ordre de leur contact ne peut pas, en général,
arriver & 43 ‘si cet ordre nest pas inférieur & 3 (ou, plus géné-
ralement, si la ligne L et I'hélice ont, au point de contact, les mé-
mes rayons de courbure et de torsion) les génératrices rectilignes
du cylindre contenant I'hélice sont paralléles & la droite recti-
fiante de L au point de contact.»

Dans I'hypothése que I'ordre du contact ne soit pas inférieur
a 3, l'inclinaison i de I sur les génératrices du cylindre est égale
a I'inclinaison de L sur la droite rectifiante; donc:

oL
lang1=—

P

Si po est le rayon de courbure de la section droite du cylin-
dre, au point de contact, on a:

SLwl . )
14 (F—)
r

el conséquemment. «Si une hélice et une courbe ont un contact
d’ordre non inférieur & 3 (ou, plus géneralement, ci ces lignes
ont au point de contact, les mémes rayons de courbure et de
torsion) le centre de courbure de la section droite du cylindre
contenant I'hélice, au point de contact, est placé sur la ligne de
striction: de la surface gauche des normales principales de la li-
gne considérée.»

p,=psinti=
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HELICE CYLINDRO-CONIQUE  0scULATHICE. — Les coordonées
d’un point quelconque d'une hélice peuvent s'exprimer par les
équntinns: v

(7) x=R.cosu, y=R.sinu, 3=coti[y/RE+ R®.du,

R étant le rayon veeteur de la section droite ducylindre, wl'an-
gle polaire et ¢ l'inclinaison de la courbe sur les génératrices re-
ctiligne du cylindre.

Les coordonnées d'un point quelconque d’une loxodromie d'une
surface de révolution sont:

g=R.cosu, y=R.siny, 2=—— , VR® cos2§ — R sin? . du,
sin

[*

R ayant la méme signification qu'auparavant et § étant I'incli-
naison de la loxodromie sur les lignes méridiennes.
Si I'on égale les deux expressions de z, on a:

V'ra'in*i —sin? 8
R=1Ike sin @ .
équation d'une spirale logarithmique; en désignant par e l'incli-
naison de cette spirale sur les rayons vecteurs issus du pole,
on a:

Vsin? i —sin2 0

®) pane sinf

Si I'on remarque que le rayon de courbure gy d'une spirale
logarithmique s'exprime en fonction de I'are oy par I'équation:

?u =colw. t"n'
on obtient par des formules connues:

col w col e
—a, (o) =——0a;
sin¢ cost

@(G:] ==

ces équations sont caractéristiques de I’hélice cylindro-conique.
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Les deux premitres équations (1) et la premiére (2) devien-
nent dans ce cas:

cot © cot w col ©
- qﬂp; ==

sin ¢ sine sin i

et si I'on y ajoute I'équation (8), on obtient aisément:

%0)

LI i P
tangt=—; tangb= s tang w=————; 0=—.
P p\? P ¢
(1)

Les équations (7) et l'expression déterminée pour R nous
donnent pour équation de la ligne méridienne de la surface en-
gendrée par la rotation de la ligne (7) autour de I'axe des z:

x
2 —cosw . tang i,
20

qui représente une droite. Si donc « est le demi-angle au sommét
du cone contenant I'hélice osculatrice, on a: tang « = cos @ tang i,

c'est=a-dire:
¢ .
2
A \/1 + 4 (F>
r r

En désignant par O le sommet du céne, on peut aisément cal-
culer la longueur OA; en effet si I'on étale le céne sur un plan,
I'hélice [ devient une spirale logarithmique coupant les rayons
vecleurs issus du pole sous I'angle 6. Par conséquent :

Ve ()
OAh=j5 . costomts " —
?,‘ / ¢ \2

l + Prt + (T)

(9) tang a =




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 129

Si OB est I'axe du cone contenant H:é]icu osculatrice et AB
la perpendiculaire 4 I'axe mence par A, le triangle rectangle
OAB nous donne: '

(10) AB=0A .sina=

o+ (2 )sr”"’”(l’)g(
B
(11) UB=0A.tosu=i,—"r——T:.

A \/1+(—i-)2

La droite AB forme avec la normale principale commune & la
ligne donnée et & I'hélice osculatrice le méme angle que le rayon
vecteur de la spirale forme avec la normale & cette courbe; si
I'on désigne cet angle par & on a:

I

(12) lilngz: cot w = ---_E

Si donc on regarde la courbe osculatrice | comme tracée sur
le edne, on a:

«Le cone de révolution contenant I'hélice cylindro-conique
osculatrice & une ligne queleonque L est défini par les conditions
suivantes :

I'axe du cone rencontre la droite AB menée dans le plan per-
pendiculaire & la droite rectifiante et inclinée sur la nor-
male principale de I'angle ¢ donné par I'égalité (12);

la distance AB entre le point de rencontre B et le point de
contact A est donnée par (10);

I'axe du cone est paralléle a la droite rectifiante et le sommet
O a du point B une distance OB donnée par (11):

le demi-angle = au sommet est exprimé por (9).»

9
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Si au contraire on regarde la courbe osculatrice comme tracée
sur le cylindre, on a:

«Le cylindre contenant I'hélice cylindro-conique osculatrice a
une ligne quelconque L est défini de la maniére suivante:

les génératrices rectilignes sont paralléles i la droite recti-
fiante;

la section droite du cylindre est une spirale logarithmique
coupant les rayons vecteurs issus du péle sous l'angle w
tel que:

tang w =
le pole de cette spirale est le point B déterminé précéde-
ment. »

Au moyen de ces théorémes on peut construire, & chaque
point d’une courbe L, I'hélice cylindro-conique osculatrice.

&. HELICE CIRCULAIRE 0scULATRICE. — L'hélice circulaire est
définie par les deux équations:

g=4a, w-‘bn

a et b étant des constantes; on peut donc vérifier la premiére
des équations (1) et des (2), qui dans notre cas deviennent:

a=p, b=r.

L'hélice circulaire osculatrice ! et la ligne osculée L ont 3
points consécutifs communs et les égalités que I'on vient d’écrire
démontrent que la droite rectifiante de I, ¢'est-d-dire la généra-
trice rectiligne du cylindre circulaire passant au point de contact,
coincide avec la droite rectifiante de L.

D’autre part la section droite du cylindre a le centre sur la ligne
de striction de la surface gauche des normales principales de L.
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Donc «l'hélice circulaire osculatrice 4 une courbe donnée L
est tracée sur un cylindre circulaire dont I'axe est la plus courte
distance entre deux normales principalés consécutives de L; elle
coupe les génératrices rectilignes sous I'angle ¢ défini par la re-
lation :

cnti=i.
r

Ce théoréme sert pour la construction de I'hélice dont il
§'agit.

Courbes tracées sur une sphére ou sur un plan

6. TuforEME FONDAMENTAL. — Solent A, Ay, As,... et a,
ay, ay,. .. des points consécutifs de deux lignes sphériques L,
I définies par I'expression de leurs rayons de courbure géodé-
sique:

e=p(3), v=9(0)

en fonction de I'arc.

Si les points a, ay, ay coincident avec A, Ay, As, les deux
lignes ont en A et a le méme rayon de courbure géodésique.

Si réciproquemment p = aux points A, a, on peut déplacér
la ligne | sur la cphére jusqu’a la coincidence des points a, ay
avée A, Ay; et puisque I'égalité éntre les rayons de courbure
géodésique entraine lé"a!ité des rayons sphériques, les trois
points a, ay, as -::n']'ncillent avec A, Ay, As.

Lnrsque a, ay, a3, ag coincident avec Ay Aq, Ag Ag, les
rayons de courbure géodésique des lignes L, [ en (A, a) et
(Ay, ay) sont égaux.

8i, réciproquemment, ces conditions sont remplies, lorsque les
lignes L, I sont disposées de maniére que a, aq, ag coincident
avec A, Aj, Ag, on a aussi la coincidence des points ag, Ag,
puisque I'égalité des rayons de courbure géodéhlqm, en Ag, ag
Equivaut a celle des rayons sphériques en ces points.
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Si l'on suit un procédé analogue, on arrive au théoréme gé-
néral :

«La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes
sphériques I, L, placées sur une méme sphére, puissent étre dis-
posées de facon que les n points consécutifls a, ay, ag... ap—1
de [ coincident avec les n points consécutifs A, Ay, Ag,... Ay—q
de L, est que les rayons de courbure géodésique de la ligne [
aux points a, ay, as,. .. a,—g soient égaux aux rayons de cour-
bure géodésique de la ligne L aux points A, Ay, Ag,... Ap_g».

La coincidence de n points consécutifs de ! avec les n points
conséculifs correspondants de L est donc exprimée pur les équa-
tions suivants:

?ﬂ=9t]= ?ﬂi_P.’q; %;=PA,; e ?ﬂn-—3=Ph—3;

et si 'on applique ici des considérations analogues a celles dont
on a fait usage au § 1, dans une pareille circonstance, on arrive
au théoréme.

«La condition necessaire et suffisante pour que les lignes [, L
tracées sur une méme sphére el définies par les équations:

¢=9(a) p=p(s)

exprimant leurs rayons de courbure géodésique en fonction de
I'arc, puissent étre placées de fagon que les n points consécutils
a, ay, ag,... ay—q de I coincident avec les n points conséeutifs
A, Ay, Ag,... Ay de L, est qu'aux points de contact a, A
soient vérifites les (n—2) équations suivantes entre les fon-
ctions ¢, p:

(13) o(s)=p(s); ¢'(a)=p'(s); 3"(c)=p"(s); - .. 9(0 =) (c)=pla=)(s).

REMarQuE. — e théoréme que l'on vient de démontrer peut
aussi s'appliquer aux lignes planes, pourvu que I'on désigne par ¢
e p les rayons de courbure ordinaire des lignes considérées I, L.

9. Hivice sPHERIQUE 0SCULATRICE. — Si I'on désigne par &,




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 133

¥, o les rayons de courbure et de torsion et 'arc d’une hélice
sphérique, on a:

2
Ri=qi4y? (j—f) i W= tangi,

R étant le rayon de la sphére et i I'inclinaison de la courbe sur
les génératrices rectilignes du cylindre. On dérive d'ici:

&= VRE—c?coti, ¥ =tangiV/R2—ctcol?i

et par conséquent le rayon de courbure géodésique ¢ est donné

par l'égalité:

R V’i{Tt;ng‘t’ — gt

G

¢ ()

Si I'on désigne par p le rayon de courbure géodésique de la
ligne osculée L, les deux premiéres équations (13) deviennent:

RVRtang?i—o® R3 tang®i o
A b s*V R tang®i —o? '

d’ot1 I'on déduit:

2

. (R4 pY): R 4 ¢?

gy Omwi— .
i Rgp pe’

Ces équations suffisent pour la détermination de I'héhice oscula-
trice dans sa position par rapport a la courbe donnée.
Les rayons de courbure géodésique py, ¢, des développées
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sphériques Ly, Iy des lignes L, I sont exprimés par les équa-
tions (x):

! I

g =R3 P9

gLls Rs PP :
{:R’ + ‘PI)E

p=R——

et puisque, au point de contact, g=p, ¢'=p', on a ici: g, =p,.

La développée géodésique I; de I'hélice sphérique ! est donc
un petit cercle, dont le rayon de courbure géodésique est égal
a celui de Ly; on conclut que & est le cercle osculateur de la
ligne L.

Donc «sur une sphére quelconque I'hélice osculatrice a une
ligne L est une des développantes géodésiques du cercle oscula-
teur de la ligne Ly dévéloppée géodésique de L.»

S. SPIRALE LOGARITHMIQUE OSCULATRICE. — Une telle courbe
est définie par I'équation:

¢ (6) =c.coti,

i étant I'angle constant sous lequel la ligne coupe les rayons ve-
cteurs issus du Eﬂle.
On peut vérifier les deux premidres équations (13):

G.coti==p, coti=p

qui donnent :

g Y |
c=—, cott=p'.
¢ ¢

Ces équations définissent la spirale logarithmique osculatrice
a la ligne plane donnée, quel que soit le point de contact.

e

(*) Sur les lignes sphériques, § II, formule (2/).— Ce Journal, 1889.
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Si Yon remarque que le produit pp' est égal au rayon de cour-
bure p; de la ligne Ly développée de L, on peut éerire :

4
wh‘-i'—,
4

d'oir le théoréme «le pole de la spirale logarithmique osculatrice
A une ligne plane quelconque L est placé sur la droite qui joint
le point de contact aw centre de deuxiéme courbure de L.»

Ce remarque permet de treuver le pdle de la spirale logari=
thmique oscalatrice, & l'aide d’une construction géométrique trés

facile.

®. CycLOIDE OSCULATRICE. — L’équation caractéristique de
la cycloide est:

¢ (¢) = Vat—d?,

1 ; s
30 stant le diamétre du cercle générateur et I'origine des arcs

tant au sommet de la ligne. Les équations:

a

Va¥—dt

V’ai—ﬂ"=?| < % “Fri

correspondant aux conditions g =p, ¢'=¢/, nous donnent:
a=pV1i+p?; o=—pp's

d'oii, en remarquant que pg' est le rayon de courbure de la dé-
veloppée de L:

G=VPE+P{!.

Donc «le diamétre du cercle générateur de la cycloide oscula-

5 IEp———
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trice & une ligne plane quelconque L au point A est la moitié
de la droite joignant A au centre correspondant de deuxiéme
courbure de L.» .

Soient A un point quelconque de L, Ay et Ag le centre de
premiére et de deuxidme courbure de L, Ay le contre de la
droite AAy. La base de la cyclorde est une droite passant par
Ag; et lorsque le cercle générateur, en roulant sur la base,
arrive «d la position qui correspond au point de contact A, il
touche la base au point A,.

Si, dans cette position particulitre du cercle, on désigne par
B lextrémité du diamétre du cercle généraleur passant par Ag
et par C le point de rencontre de la base de la cycloide avec

; |
AAg, le triangle rectangle AAyB (étant AgB = — AAg, & cause
du théoréme précédent) nous donne: 2

A
Cos (Aﬂuﬁ) = i—:g— -M_§;

Donc il est:

sin (AAC) = cos (AAgB) = %'

E puisque le triangle l\A.Ag donne :

sin (AAgAy) -=%j:-l,
2

il résulte;
AAgC=AAgAs;

et la droite AyC est perpendiculaire & AAs,

Done «la base de la cyclotde osculatrice & une ligne quelcon-
que au point A passe par le centre du rayon de courbure en A
et sa direction est perpendiculaire i celle de la droite qui joint.
A au centre de deuxiéme courbure de L.»
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Si I'on remarque que le rayon de courbure de la cycloide au
point de contact est égal & celui de la ligne donnée, les théoré-
mes que l'on vient de démontrer suffisent a la détermination de
la cyclorde osculatrice & une ligne plane quelconque, & l'aide
d’une construction géométrique trés simple.

Parme, aofit, 1891.
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SOBRE A CONVERGENCIA DOS PRODUCTOS INFINITOS

(Extracto de uma carta dirigida a F. Gomes Teixeira)

FOR
J. Bruxo pE CABEDO

(Professor na Universidade de Coimbra)

1.° Seja
p=(1+a)(1+aqg)... (1+a,)...

um producto infinito, onde a4, ag,. .. @, ... representam quan-
tidades reaes e positivas.
Designando por p, o producto dos n primeiros factores, tem-se

p=p1t(p—p)+... +(Pa—pa—1)+...
-m+§@r¢hd=m+§m—wm

d’onde se tira, substituindo successivamente os factores p,_1 por
1€ P

P>m+m§m

p<m+r§%
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ou
p>pi(l+2a)l
: = (1)
pe—H
1—>xa,
3
suppondo que é i Al £
1

A ultima das relagdes (1) demonstra pois a convergencia de p,

o
quando for convergente a seric 2a, e 0 seu valor menor que a
unmidade. = 2 .

Se a serie > a, ¢ convergente mas ndo se tem 2 a, <1, existe
2 o

2
um numero inteiro e positivo j para o qual da serie 2 ap<1 se
deduz a convergencia de Fhk

pP=01+a)(1+a41)..-
e portanto do producto proposto

p=pj—ip-

Attendendo agora & primeira das relagdes (1) péde enunciar-se
a proposi¢io seguinte :
I condigdio necessaria e sufficiente para que o producto p seja

= =
convergente que a serie 2a, 0 seja.
2° Se ay, ag,. .. Gy, - - designam quantidades reaes ou ima-

ginarias, pondo

| @ | = &n n,.={1+|:,){l+a.;}... (14 ),
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vé-se que da convergencia de
o
Re=wytEm,_qa,
2
se deduz a convergencia de
@0
p=p+ EPﬂ—l Gny
por ser J,Fn—l | S ®a—1.

Logo, se o producto = & convergente, tambem é convergente
o producto p.

A A A P
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BIBLIOGRAPHIA

Maurice d’ Ocagne. — Nomographie. Les caleuls usuels effectués au
moyen des abaques. Paris, 1891.

Eis um livro bem interessante para os mathematicos e bem
util para os engenheiros. Tracta n'elle o auctor dos abacos, isto
é, dos quadros graphicos em que por meio de certas curvas, con-
struidas antecipadamente, se representam sobre um plano equa-
goes que ligam quantidades submettidas ao calculo, de modo a
obter as incognitas, dadas por aquellas equagdes, por meio de uma
simples leitura feita n’aquelle quadro. O uso dos abacos & por
isso da maior vantagem em todas as questdes, em que é neces-
sario effectuar um numero consideravel de vezes o mesmo calculo
numerico com dados differentes.

Gragas aos trabalhos dos srs. Lallane, Lallemand, Colignon e
do proprio sr. Ocagne, o uso dos abacos esté ja bastante espalhado
entre os engenheiros francezes, que tém reconhecido as suas
grandes vantagens em muitas questdes, Niio existia porém uma
obra em que a sua theoria [osse completa e methodicamente
estudada; por isso o sr. M. d'Ocagne fez um importante servigo,
publicando sobre ella o presente livro. As qualidades que se jun-
ctam no auctor de geometra e engenheiro dio-lhe uma compe-
tencia especial para os assumptos d’esta natureza; por isso o seu
trabalho ¢ excellente, quer se considere pelo lado da Geometria
pura, quer se considere pelo lado practico.

O assumpto ¢ distribuido em seis capitulos, de cujo assumpto
vamos dar uma rapida noticia.

No capitulo 1.° o auctor mostra como se forma o abaco cor-
respondente a uma equagdo de tres variaveis Fo («, 2, y) =0 que
resulta da eliminagio de x e y entre tres equacdes da f6rma

Fy (2, y, a) =0, Fa(z,y, B)=0, Fs(z, y, 7)=0.
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Como as funcgdes Fy, Fy e Fy podem ser escolhidas de uma
infinidade de maneiras diversas, quando Fy ¢ dada, o auctor
tracta em seguida de procurar as férmas mais simples para
aquellas funcgdes, e de determinar a forma que deve ter Fy para
que Fy=0, F3=0, F3 =0 representem linhas rectas.

No capitulo 2.° faz o auctor applicagio dos principios geraes
estudados wo capitulo 1.° & construccio de alguns abacos. Con-
sidera assim o abaco da multiplicacio e divisdo, o abaco da
equaglio trinomia do terceiro gréo, o abaco dos muros de sup-
porte para um massico de terra prefilado segundo o seu talude
natural, etc.

No capitulo 3.° sio estudados os abacos correspondentes ao
caso em que as equagdes Fy=0, Fy=0, F3=0 representam
tres systemas de rectas parallelas. Ahi sio considerados os tra-
balhos de Lallemand a respeito do methodo do indicador trans-
parente, do uso das escalas lineares, dos abacos hexagonaes, ete.

Como applicaciio vem n'este capitulo os abacos para o calculo
dos prefis de aterros a desaterros.

No capitulo 4.° sao considerados os abacos que correspondem
ao caso de Fi=0, Fy=0, Fy=0 representarem tres syste-
mas de rectas ndio parallelas. Este caso leva o sr. Ocagne a con-
siderar um novo systema de abacos por elle imaginados, em que
a8 rectas representadas por aquellas equacdes sho substituidas
por simples escalas. Para fazer o estudo d'estes abacos emprega
0 auctor o seu methodo das coordenadas parallelas, de que se
deu noticia na pag. 30 do tom. VI deste jornal. Entre as appli-
cagdes encontra-se o abaco de equagio completa do terceiro gréo.

Nos capitulos 5.° e 6. sio emfim considerados alguns abacos
de equagdes com mais de tres variaveis. Depois de algumas con-
sideragdes e principios geraes sobre estes abacos, sdo conside-
rados os abacos dos juros compostos, da impulsio de terras, das
equagdes do terceiro, quarto e quinto gréo, etc.

Por esta rapida noticia vé-se quanto interesse offerece o livro
excellente que vem de publicar o sr. Ocagne e de quio grande
utilidade péde ser aos engenheiros. Accrescentaremos ainda’ que
o livro é terminado por oito estampas, muito bem gravadas, con-
tendo os principaes abacos mencionados no texto.
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W. Herkness.— The solar parallax and its related constants, efe.,
Washington, 189!

Esta importante memoria foi publicada como appendice s
Washington Observations for 1885. A parallaxe sollar ndo é uma
constante independente, mas sim uma constante dependente de
outras muitas, que sio a parallaxe lunar, as massas da terra e
da lua, a relagio do tempo solar e lunar, as constantes de aber-
* raglo, nutacdo, etc. Por isso o auctor julga prelerivel 4 deter-
minaco isolada da parallaxe solar a determinagio simultanea de
todas estas constantes, combinando as equacdes pelo methodo dos
menores quadrados. E esta determinagio que o sr. Herkness faz
no seu trabalho, e acha asssim para valor da parallaxe solar o
numero 8- 80905" == 0-00567". Nio indicaremos aqui os nu-
meros que acha para valores das outras constantes.

G. Floquet.— Notice sur Emile Mathiew (Bulletin de la Société
des sciences de Naney, 1891).

E. Mathieu nasceu em Metz a 15 de agosto de 1835 e mor-
reu em Nancy a 19 de outubro de 1800. Era na occasido da
sua morte professor na Faculdade de sciencias d'esta ultima
cidade. Publicou muitos trabalhos importantes, entre os quaes
sobresahe o seu Traité de Physique mathématique, que infeliz-
mente ficou incompleto. O sr. Floquet na sua interessante noticia
faz o elogio d’este sabio illustre e dé informagdes sobre os tra-
balhos que publicou.

Gino Loria. — Il teorema fondamentale della teoria delle equa-
zioni algebriche (Rivista di Matematica, 1891).

Eis um trabalho muito util e muito interessante. Contém a
bistoria das demonstragdes, que téem sido apresentadas, do theo-
rema fundamental da theoria das equagdes. Ao mesmo tempo o
auctor faz a critica d’estas demonstracdes, analysando os defleitos
das que sdo viciosas, ligando as que derivam de um principio
commum, elc.
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Annuaire pour I'an 1892, publié par le Bureau des Longitudes
(Paris, Gauthier-Villars et Fils, 17,50).

Além das informagdes practicas que contém cada anno, o An-
nuaire du Bureau des Longitudes para 1892 contém artigos de-
vidos aos sabios mais illustres sobre as Moedas, a Geographia,
a Mineralogia, etc., e finalmente as noticias seguintes:

Noticia sobre a 3." reunido da Commissiio internacional perma-
nenle, para a execugdo pholographica da Carta celeste, no Obser-
valorio de Paris, em abril de 1892, pelo contra-Almirante Mou-
chez. — Noticia sobre a Lua e sua acceleragio secular, por F.
Tisserand. — Sessdo da Associagdo geodesica internacional, cele-
brada em Florenga, em 8 de outubro de 1891, por A. Bouquet
de la Grye.— Os Observatorios de montanha. Um Observatorio
no Monte Branco, por J. Janssen. — Sobre a Mira do Observa-
torio de Nice, por A. Cornu.— Discursos pronunciados na inau-
guragdo da estatua de Borda, em Dazx, a 24 de maio de 1891,
por A. Bouquet de la Grye e Vice-Almirante Paris.

J. A. Serrasqueiro. — Tratado elementar de Arithmetica, 10." edi-
ciao. Coimbra, 1891,

Tratado elementar de Trigonometria e Nogies de Geometria

analytica, 4." edigao. Coimbra 1891.

G. de Longchamps. — Exposition de la théorie des intégraleurs
(Progreso Matematico, t. 1).

O auctor expde n'este artigo, debaixo de uma férma geome-
trica inteiramente elementar, a theoria dos integradores.

Développements sur les paraboles de M. Artst (Progreso
Matematico, t. 1).

Dé-se o nome de parabola de Artz a toda a parabola que
passa por dois dos vertices de um triangulo e é tangente aos
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lados que unem estes dois vertices ao terceiro. O sr. Longchamps
no seu interessante artigo estuda as propriedades d'estas para-
bolas.

Vincenzo Reina.— Sulle linee conjugate di una superficie (Rendi-
conti della R. Accademia dei Lincei, 1890).

Com este titulo apresenta o auctor duas Notas muito interes-
santes. N'ellas tracta do estudo de algumas f6rmas differenciaes,
importantes na Geometria das superficies, que resultam de ex-
primir por coordenadas curvilineas os elementos

ds? ds?
ds'!' v DRl ook da‘i
P T

e da interpretagio geometrica dos seus parametros differenciaes
de primeira ordem.

Di alcune formule relative alla teoria delle superficie (Ren-
diconti della R. Accademia dei Lincei, 1890).

O auctor estuda n'esta bella Nota as consequencias de seis
equacdes s derivadas parciaes, a que satisfazem os cosenos dire-
ctores da normal a qualquer superficie e as coordenadas do ponto
da superficie pelo qual se tira esta normal. Entre estas conse~
quencias notam-se duas expressoes notaveis da curvatura Gaus-
siana.

T. W. Backhouse. — The structure of the sideral Universe, Sun-
derland, 1891.

Este opusculo, publicado pelo West Hendon House Observa-
tory (Sunderland), contém as observagdes sobre a structura das
nebulosas feitas pelo auctor durante nove annos n’este Observa-
torio.

10
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(. Pirondini. — Sulle linee d’ombra di alcune superficie (Giornale
di Bataglini, t. xx1x).

O auctor estuda no seu bello trabalho as linhas de sombra dos
helicoides, das superficies regradas que admittem cone director
de revolugao, das superficies parallelas, etc. :

L. Kronecker. — Ueher eine Stelle in Jacobis Aufsats. «Observa~
tiunculai ad theoriam aequationum pertinentess (Journal fir
die reine und angwandte Mathematik, t. 107).

Ueber die Zeit un die Art der Entstehung der Jacobis Theta-

formel (Item, t. 108).

Eine analytisch-arithmetische Formel (Item).

— Reduction der Systeme von si ganzzahligen Elementen (Item),

Anwendung der Modulssysteme auf Fragen der Determi-

nantentheoria (Item).

Bermerkungen iiber die Darstellung von Reihen durch In-

tegrale (Item).

Todos estes artigos importantes foram publicados no Journal
fiir die reine und angwandte Mathematik, do qual o auctor dirigia
ultimamente a publicagio. Sao os ultimos trabalhos com que
Kronecker enriqueceu o seu jornal, pois que este grande mathe-
matico a quem a Analyse, em especial a Algebra, e a Arithme-
tica superior devem brilbantes trabalhos, falleceu em Berlin no
dia 29 de dezembro do anno que findou.

L. Niesten.— A propos de la rotation de la planéte Vénus (Bulle-
tins de I Académie R. de Belgique, 1891.

Contém este trabalho algumas observagdes feitas pelo auctor
no Observatorio de Bruxellas, para a determinacao do periodo de
rotagdo do planeta Venus. Havendo grande discordancia entre o
periodo de rotagio determinado por Vico, por muito tempo
admittido na sciencia, e o periodo modernamente determinado
por Schiaparelli, o auctor analysa e compara as suas observagdes
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e as [eilas por outros astronomos inclinando-se a admittir o pe-
riodo de Vico.

D. Juan Durdn y Loriga. — Teoria elementar de las formas al-
gebricas. Segovia, 1889.

Este interessante opusculo foi escripto pelo auctor para servir
aos alumnos que se quizerem preparar para entrar na Eschola
preparatoria de Engenheiros e Architectos de Madrid. Contém
por isso sémente a parte da theoria das [6rmas algebricas neces-
saria para este fim.

0 assumpto esta distribuido por dez capitulos, em que o auctor
tracta das substituicdes lineares, dos descriminantes, dos inva-
riantes, das funccdes jacobiana e hesseana, dos covariantes, dos
contravariantes e concornitantes mixtos, dos emanantes e final-
mente das [6rmas canonicas.

A respeito de cada um d'estes pontos o auctor expde os theo-
remas, regras e principios mais essenciaes, conservando-se sempre
no ponto de vista elementar. Esta exposiclio & feita com a maior

clareza e bom methodo, sendo por isso o livro muito proprio
para servir de auxiliar a quem quizer tomar conhecimento da
parte elementar de uma doutrina que lem tanta importancia na
analyse moderna.

Tres capitulos de Geometria superior. Coruiia, 1891.

Este opusculo foi escripto pelo auctor para o mesmo fim que
o anterior. Por isso contém as doutrinas de Geometria superior
exigidas pelos programmas de admissio & Eschola de Engenhei-
ros e Architectos de Madrid. As mesmas qualidades de clareza,
precisio e bom methodo que se notam no livro a que anterior-
mente nos relerimos, notam-se ainda no presente opusenlo.

Como o titulo do opusculo mesmo indica, eontém elle tres
capitulos, sendo estudadas no primeiro as relagdes anharmonicas
de quatro pontos em linha recta e de quatro rectas formando um
feixe; no segundo a relagio hurmonica de quatro pontos em linha
recta ou de quatro rectas formando feixe; e no lerceiro a homo-
graphia e a involugao.
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G. Bigourdan. — Nébuleuses nouvelles découvertes & I Observa-
toire de Paris (Comptes rendus de I'Académie des sciences de
Paris, 1887 e 1891).

Duas Notas apresentadas pelo sr. Bigourdan & Academia das
sciencias de Paris em 1887 e 1891, que contlm a primeira
uma lista de 102 nebulosas descobertas por este illustre astro-
nomo no intervallo de 1884 a 1887, e a segunda uma lista de
142 nebulosas descobertas pelo mesmo astronomo no intervallo
de 1887 a 1890. ;

Rodolpho Guimarées. — Sobre una escuadra cicloidal (El Pro-
greso malematico, t. 1).
Sur une équerre cicloidale propre & effectuer la rectification
des arcs de cercle (Bulletin de la Société mathématique de France,
t. xIx).

Estas duas Notas contém um resumo de um artigo publicado
pelo sr. R. Guimardes o tom. VIII d’este jornal.

F. Engel. — Kleinere Beitriige zur Gruppentheorie (Berichte der
K. Sichs. Gesellschaft der Wissenschaft, 1891).

S. Lie. — Die Grundlagen far die Theorie der unendlichen conti-
nuirlichen transformationsgruppen (Item).

Debaixo d'estes titulos estio comprehendidas quatro Notas do
sr. Engel e duas do sr. Lie, todas relativas & theoria das trans-
formagdes infinitesimaes, theoria creada por este eminente geo-
metra e no estudo da qual tem tomado uma parte das mais im-
portantes o sr. Engel.

Vincenzo Reina.— Di alcune proprita delle linee caratteristiche
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1890).
Della compensazione nel problema di Hansen (Atti della
R. Accademia di Torino, 1891).
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Vincenzo Reina. — Sulla teoria della normali ad una superficie
(Rend. della R. Accademia de Napoli, 1890).

G. Vivanti. — Sur une classe de grandeurs infiniment peliles con~
sidérée par Newton (Bibliotheca mathematica, 1891).
Ancora sull' infinitezimo attuale (Rivista di Matematica, t. 1).

G. T.

A e et
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NOTAS SOBRE A THEORIA DAS FUNCCOES ELLIPTICAS

POR

F. Gomes TEIXEIRA

ar

Sobre o integral ’ — —
3 V‘-i.-z:“—-ggx—gig

dx

L2

f. O integral

i
(I) "=] —TL’&—__-;
J:Vhad—goz—gy

tem uma importancia consideravel na theoria das funccdes elli-
pticas, visto que leva pela inversiio 4 funcgdio z=p(u), introdu-
zida pelo sr. Weierstrass, que representa um papel fundamental
n'aquella theoria. '

Supponhamos que as constantes g2 € gs sio reaes e que ey,
ey € eg representam as raizes da equaclo

-i.rﬂ——gg.:r:——ys = 0.

Estas raizes podem ser todas reaes, e n’este caso SUpporemos
1> e3> eg; ou podem ser uma real e duas imaginarias, e n'este
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caso supporemos que ¢; representa a raiz real. Em ambos os
casos estas raizes satisfazem & condigiio

ey +egt+eg=0.

Posto isto, a primeira questdo a resolver, quando se estuda o
integral (1), é mostrar que o integral tem um valor finito e de-
terminado quando z varia desde ey até o ; isto &, que, sendo
a> 3> e, o integral

‘u {h
J, Viad—gaz—gs

tende para um limite finito ¢ determinado quando a tende para
o infinito, e que o integral (1) tende tambem para um limite
finito e determinado quando z tende para ey.

Para demonstrar esta proposi¢io péde-se empregar um theo-
réma bem conhecido de calculo integral, que a da com muita
facilidade. Aqui vamos demonstral-a porém por uma analyse di-
recta, que tem a vantagem de levar a algumas desegualdades
interessantes.

1. Supponhamos primeiramente que as raizes ey, €3 © €3 530
reaes. .

Por ser eg>e3 €

b dx 5 "“ dx
J VAP —gez—g5 J 2V m—e)m—es)(m—er)

[ ]
temos evidentemente

"ﬂ LLI .-lu d.r,
—— — e
e Viadd—gaz—gs ‘ e 2(x—eg) Ve —eq

Mas, pondo
t=Vz—er
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yem

e d
e AT 1 i—tarclg o
(x —eg) Va—e Ctey—eq Ver—ey €1—éy

Portanto

e dx 1 LY
<———] arc lg\/“___’_' —arctg f":ﬂ]
Viad—gez—gs Vey—eg ¥ ¢1—e3 ¢ B

T
l-—mrctg ot I,

Vey—eg| 2 ey —e3

=

e d fortiori

e dx b w
} Vidb—goz—gy 2We,— ey

Logo o integral que entra no primeiro membro d’esta desi-
gualdade, que cresce com a e ndo péde jimais exceder o se-
gundo membro da mesma desegualdade, tende para um limite

detEl !IIEIIEdO
f dr
F 'l’;*i-ﬁs—gg.‘]:—g'g'

quando a tende para o infinito; e este integral, que cresce quando
z tende para ¢; sem poder tambem exceder o segundo membro
da mesma desegualdade, tende para um limite determinado

= dx
(2) W= e~ 1 e ]
o & V’-i-ms—gga'—g's

. No caso de serem imaginarias as raizes ey=—a+i,
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eg=a—i®, as conclusdes precedentes sio ainda verdadeiras.
E o que se tira da desegualdade

*a d.‘.t: = ‘a dx
jz Viad—gaz—gs sz(x-—eﬂ[{m—«}"*?‘]

< " i < e
.Lﬂtw—”m Ve —a

quando ¢ > a, procedendo como no caso anterior.
Se porém & a > ey, partiremos da decomposigiio

™a dx e | dx a d-'B
= ——la . e + s s A
J Vhdd—gaz—gs .J  Vizd—gyz—gg f o Viad—gaz—gs

onde % representa uma quantidade qualquer comprehendida
entre a e z e maior do que a, e das desegualdades

e e ¥

& dzx ™ de
J,EBV’xuei

———
Vizd—gaz—ygy |

" dz "a a dz

o PR by Rk
NEDP—gez—gs ) n20@—a)V2—e1 J 12(2—a)V2—0a

e teremos a relagio

g dx 1
. _'|:'V"ﬁ o Pz—fl:l

i NVizb—gez—gy P

+ : : r:l‘/ ar 1—
\v/n—u l/a—a L i 11—::'
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da qual se tiram as conclusdes enunciadas procedendo como no

caso anterior.

2. O integral (2) tem grande importancia na theoria das

funcgdes ellipticas, e a doutrina precedente di um

rior do seu valor. Temos, com effeito,

=
0 —

L]
21" 6] — &g
se as raizes e;, ey € eg sdo reaes; e

T
W< ey

2V ey —a

limite supe-

Se as raizes es e ey sdo imaginarias e é a<<e;; e finalmente

g e
M<EV’"’_‘?| + —

Vn—ana

se ey € eg sdo imaginarias e ¢ a_>ey.
Por ser

E1+£g+?3=0

temos ej=—2a e portanto as duas ultimas egualdades podem

ser escriptas do modo seguinte
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Péde-se tambem achar ficilmente um limite inferior do valor
de w. Se as raizes ey e e sio reaes, temos com effeito, por
ser ey > ¢g,

e dx

m}j =T el
’a 2 ($—83:|v;$—el

(%,

o que da
< i
o —————y
'2"’61 — &3

Se as raizes e e eg sdo imaginarias e é a < e;, lemos > &,
e portanto :

y ] o 2V (@—er) [(x—a)? + ]

f0 . d’m

=t e ]

> e e
J o 2V(@—e) ((z—a)+ 32 +2p (2—a)]

o que da
B dx
> ’ T i)
J o 2(@—at+p)Wz—e
ou, intugrmlldu e pondo ey = —2a,
o> —
o2V—3a+p

Se as raizes eg € ey sdo imaginarias e & @ > ey, partindo da
decomposigio

o ¥ -i_:tﬁ:’:—g_g: T—g3

""-‘ da s e e
(VA —gz—gs J o VEE a4 J

=

e, R ——

i, T ———

T e
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e das desegualdades

da d
0 i / o2V (@—e) [@—a + 1]

2 dx
f: 2[::1':—1—;5) Vl-t‘_—_el'

r___d{___:{“ dz
JaVid—ga—gy ). 2V(@" o) [[e—a)t+ 27

- = %
J,, 2—atB)Va—e

L

eujos ultimos membros sio integraveis por meio de funccdes
elementares, resolve-se a questdo proposta, mas o resultado que
se oblem n'este caso ndio é simples.

I

Sobre o theorema de addigfo da funcgdo p(u)

Halphen no seu Traité des fonctions elliptiques deduz o theo-
rema de addi¢do da funcgdio p(u) por meio da consideragio de
um caso particular do theorema de Abel. Aqui vamos mostrar
como se deduz este theorema por meio da integracio da equa-
¢iio d’Euler

dx 3 dy
Vidd—gaa—gy  Viyd—gay—gs

={.
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Ponha-se

Az=Vizd—gex—gs, Ay= Vlm

e
dzx dy
o que da
[IE\E
= i 3--— —
(dt) b xd— gs x— g3,
dy'\?
BVl ¥ S
(Jf) Yy —gy—4s
d*z
e 2 _
Zme 12 2 — ga,
dy :
21'.!'[2 ___lgy -
Teremos
da? — dy?
— =A@ = -n(e—y)
d*z  d%
el Mol SO0 WY A
de? T el vt

Substituindo n'estas egualdades as variaveis x e y por oulras
p e ¢ ligadas com x e y por meio das equagdes

gty=p z=y=¢ .
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em

dpd
-{;F?-=?(3P‘+q’)—gw-

d*p
F=3(P'+‘I’)—9!v

e, eliminando g entre estas equagdes,

= e S
et de M
ou
d*p dp dp\*dq
qFI“(I)E b
)
ou ainda
1 /dp\?
“['qe (=) L0
Tl ek Ty

Integrando esta equaglo obtem-se o resultado

1 rdp\? i
F \I) —‘ip"‘C-

ou, substituindo p e g pelos seus valores em funcgdes de = e y,

Az—Ay\? N
(W) Jz+y)+C,

C' representando uma constante arbitraria,
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Esta equagdo representa o integral geral, obtido pela pri-
meira vez por Euler, da equacdo proposta. O methodo que vem
de ser empregado para o achar é devido a Lagrange.

Posto isto, para obter o theorema de addiglio de p (u), no-
temos em primeiro logar que a equagiio proposta da

""" dax J dy _
_+ [
o/ & Az ] ﬂ'y

ou, determinando a constante C de modo que seja y =3 quando
£==g0 ,

(@) ] L. 5% J o A J o
o/ & Az ¥ Ay o E A3
onde

PV v B

Por outra parte, o integral de Euler péde ser escripto do
modo seguinte

saf(1- 2B 4
(1-%)

ou, desenvolvendo os binomios que entram no primeiro membro
em serie,

=4(z+y)+0C,

; :
&z[i_im+... ERIFETE RS .J

=4(x+y)+C;
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e esta egualdade da, effectuando as operagdes e pondo depois
= e y-::'

C'=4z.
Quando pois se determina a constante que entra no integral

de Euler pela condigiio de ser y =1z quando z =0 , este integral
toma a {6rma

1 /Az—Ay\?

Pondo agora na egualdade (a).

i

J’“‘dz J dy
U= —_—, U= —
¢ AZ Jydy

u+11=J E&E,:
s AS

yem

¢ portanto temos
z=p (W), y=p(u), s=p(u+v).

Temos porém

Az=p'(u), Ay=p'(v).
Logo a formula (b) da a egualdade

WACRTAONy
pty =5 (Ea=he) —r@=p(

na qual consiste o theorema de addi¢iio da luncglio p (u).
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Sobre algumas series

1. Uma questdo relativa & theoria das funcgdes ellipticas leva
a estudar as condi¢des de convergencia das series

i i
(l) ?m. a>2

® e 5 i b
3) 2 f'“i—+ - i] ;

onde @, representa 0s numeros que se obtém dando a nem
os valores

na expressao
a. =2 nw;+ 2 muws,

wy e wy representando duas quantidades taes que o quociente

Lt . : X !
— tenha a parte imaginaria differente de zero.
w? »

Para estudar estas series basear-nos-hemos, como se faz or-
dinariamente, no lemma seguinte cuja demonstragdo & bem co-
nhecida.

A serie

\2 n oy +2m ugJ
1
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¢ absolutamente convergente quando é « > 2 ¢ a parte imaginaria
do quociente —- ¢ differente de zero.

Mas para d'elle tirar as condigdes de convergencia das series
propostas seguiremos um novo caminho.

Para tractar simultaneamente as tres series propostas, vamos
considerar a serie:

{A:] b f(c.u}c’

(4 —a)
e mostrar que esta serie é absoluta ¢ uniformemente convergente
em qualquer drea A que ndo contenha ponto algum dos que sio
representados por ag, se for x> 2 e existir um numero L que o
mddulo de { (c, u) nao possa exceder quando n e m variam desde 0
até o e u passa por todos os valores representados por pontos
da drea A.

Com effeito, por ser, na drea A, u differente de a,. existe um
numero [ a que a quantidade

u

g

ll_

ndo péde ser inferior, e porisso temos

|f (e w)| L
l a;

e por ser convergente a serie

L
o

zli L2 1
lafl T 7 |2nw+2m wy|*

a cada valor da quantidade positiva 8, por mais pequeno que
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seja, corresponde um numero ¢ tal que a desigualdade

Litr| 1

a:*

T =1

¢ satisfeita pelos valores de ¢ superiores a ¢y, qualquer que

seja p.
Logo teremos, quando t > {,

i+p| 14 \f (e,
| atl 11__ _._“_ 5
g
depois
e £ If(e, u)l
A1 ety
c=1 |d¢ ll""'—u'"
- a{
por ser
u u u
{={l——+—|ZF|1l——|F+[—]s
l a; a; < a; a;
ou
|1-i S B
G | ag
e finalmente
t+p . )
il WU 0 B
& | [u—ﬂ;)!

D'esta desegualdade conclue-se que a serie (A) & absoluta e
uniformemente convergente no interior da drea A.

2. D'este theorema Lira-se como corollario que as series (1),
(2) e (3) stio absoluta e uniformemente convergentes na frea A.
Para considerar a serie (1) basta por em (A) f{c,u)=1.
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A serie (2) péde ser reduzida & [6rma

u(2a, —u) (u—ay,)
0 al(u—a;)?

2
=

e a sua convergencia demonstra-se por meio do theorema ante-
rior pondo

f{c,uJ‘:u(ﬂac—u](u—a,-_):u(2_1) (i—l)

a2

e notando que |f(c,u)| ndo péde augmentar indefinidamente
quando % e m crescem desde 0 até s e u passa por todos os
pontos da area A.

A serie (3) pode ser reduzida & [6rma

® ul(u—ap,)!
ce=0 “c&[:“"‘ ﬂ:)s 1

e n'este caso podemos por

flen)= () te—atmt (2 -1),

¢ Qg

e demonstra-se ainda a sua convergencia por meio do theorema
anterior.

v
Desenvolvimento de p(«) em serie de fracgSes simples

f. A formula que di o desenvolvimento de p(u) em serie de
fracgdes simples pode ser obtida por meios inteiramente elemen-
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tares, como fez Halphen na sua obra ji citada. Péde ser tambem
obtida de uma maneira menos elementar mas mais rapida por
meio d’alguns theoremas da theoria das funcgdes analyticas.

Supporemos demonstrado que p(u) & uma funcgho analylica
uniforme, que & par, que ¢ duplamente periodica, e que 0s seus
infinitos sdo os pontos

. = Znwq + 2mey,

n ¢ m representando dois numeros inteiros quaesquer e 2wy e
Qewq 08 periodos de p (u).
Demonstremos em primeiro logar a egualdade

lim (u—ac)*p(u)=1.

U=de

Consideremos para isso o integral que serve de definigdo a

p (W)

| e dz
U= == —_———
W £ Ax o £ 2‘!{1’_8” (zme!)(.:c—-e3)

o qual da

u—%‘f:ﬂm—:‘(l-—-%)F%(l—%)_}(l—%)_:—tﬂ.

e, desenvolyendo em serie 0s binomios,

 oF ik S s
u=—£} {x—:‘+ﬂa:—;+]]x*;'+... )dz

1 A B
= — —— —1 -—-5'-! e s |4
'/3(1+35 +5 + )
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Logo temos, pondo z=p(u) e elevando os dois membros

7

d'esta egualdade ao quadrado,
ulp (u) =1 +%pﬂ1 (W40,

o0 que da, por ser p(0)=oo,

. lim ulp(u)=1.

u=10

Por ser a. um periodo de p(u), tira-se d’esta egualdade

lim (4—a)?p(u)= lim u?p(u+a)= lim udp(u)=1.
= u=10 u=0

Posto isto, por ser p(u) uma funccdo uniforme e por ser a,
um dos seus infinitos, temos na visinhanga do ponto a, (em vir-
tude do theorema de Laurent),

As e, : 2 -A-t—-i-P[u—ac),

< :
u—a)p (u—a) u—a,

plu)=...+

P(u—ac) representando uma serie ordenada segundo as poten-
cias inteiras e positivas de u—a,, e Ay, Ag, Ay,... represen-
tando quantidades constantes.

Mas, devendo ser

lim (u—a)p(u)=1,

U=

temos

lim I_A,+_"‘“-+ s +...]=1.

v=a u—a, (u—a,)
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o que da

Ag=1, Aga=0, Aj=0,...

Por outra parte, por ser a; um periodo de p (), temos na visi-
nhanga do ponto u=0,

p(u)=p(ua) =y + o+R(),

e esta egualdade mostra que & Ay =0.
Substituindo estes valores de Ay, Ag,... na expressdo ante-
rior de p(u) vem a egualdade

1
p(u)= - _&? +P(u—ay),

que tem logar na visinhana do ponto a. e que da

2 !
———+ Pl(u—ag).

F,(“:] g (u— a)

Baseados n’esta egualdade vamos resolver a questdo proposta.
Vimos com effeito na Nota anterior que a funcgdo g (u) de-
finida pela serie

o) =—2 s

& uniformemente convergente; é pois natural comparar a funcglio
p/(u) com a funcglio g(u) definida por esta serie.

Para fazer esta comparagdo nolemos em primeiro logar que
¢(u) admitte derivadas de todas as ordens, finitas em todos os
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pontos differentes de a, e dadas pelas relagdes

2.3
! -_—
? {u) 2 {u__'a‘),l’
2.3.%
Y e B
9" (u) p =y

visto que estas series sdo todas uniformemente convergentes,
Nos pontos differentes de a., como as duas funecdes plu) e
¢(u) admittem derivadas finitas, a funccdio P(#) — ¢ (u) tambem
admitte derivadas finitas.
Na visinhanga do ponto aj, j representando um valor qual-
quer de ¢, teremos

2 s i
W e T e

(devendo no segundo membro d'esta egualdade excluir-se j dos
valores dados a ¢), e

r 2 I
P(“}"-—{—u—:g}f"'f'i“—ﬂﬂ;
portanto

2

Pl =9 ~Plu—a)+¥ o=,

onde o segundo membro admitte derivadas de todas as ordens
finitas no ponto a;.

Logo a funcgho p'(u) —q(u) admitte derivadas de todas as
ordens, finitas em todo o plano, e é portanto uma func¢io holo-
morpha de u, que representaremos por Py(u).
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Temos pois

PO =P oo

Resta determinar a funcgio Py(u).

Notemos para isso que a funcgdo g(u) & periodica e que os
seus periodos sdo os de p'(u).

Com effeito, mudando em a. = 2neq + 2mes, n em n+nge
m em m -+ my, vem

2
plu)=—2 [T_'_Q—[‘HTE;J}T__ Em

e mudando depois u em u+ 20wy + 2mj v,

2
2 2myg) = —3 i
?(u+ nywy + ml“’i} p {u —2ney ﬂ—?.mmg‘ls ?(ﬂ]

*

Logo a funcglio holomorpha Py(u) & duplamente periodica e
portanto, em virtude de um theorema de theoria das funcgdes
duplamente periodicas bem conhecido, & egual a uma constante C.

Temos pois .

p'(u) =C—-2 -(H——-ﬂ_.ﬂ_s-'

Para determinar C basta por n'esta egualdade u=w1, © al-
tender as egualdades

2

I #n‘ f ———— _.——-——-—-=|ﬂ,|I
p() : [(@n— 1w+ 2mwy|®

a segunda das quaes resulta de a cada termo de somma corres-
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ponder outro egual e de signal contrario, que se obtem mudando
2n—1 em —(2n—1) e m em —m.
Yem d'este modo

g C=0.

Temos pois
2
Plu)=—3 =
onde é

;= 2nw) + 2mws, :‘e-=-ﬂ. el =0

D’esta egualdade tira-se o desenvolvimento de p(u) integrando
entre os limites 0 e u o0s seus dois membros.

Temos d'este modo, separando o termo correspondente a
m=0 ¢ n=0,

(B e b e g 8

ou
| ¢ | | i
P~ B [t~ ] =3[ ==
Mas, por ser, na visinhanga do ponto u=0,
|
P(HJ_F+%+'“£“+| T

PR (u) =4 p® (u) — gap (u) — g3,

podemos substituir n'esta segunda egualdade p(u) e p'(u) pelos

L
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seus desenvolvimentos dados pela primeira e pela sua derivada,
e egualar os coefficientes das mesmas potencias de u nos dois
membros do resultado. Acha-se d'este modo que ag=10.

Logo

tm [p0-z] -0

Temos pois

() O | |
onde

a. = 2nwy + 2mes, :l(—l], +1, £%ei0

excluindo a combinacio n=0, m=0.
E esta formula que pretendiamos achar,

* 2. A formula que vimos de achar pdde servir tambem para

definir a func¢do p(u).
Querendo-se tractar d'este modo a theoria das funccdes elli-

pticas, é necessario tirar do desenvolvimento (1) as propriedades

da funcgdo p(u). E o que vamos fazer.
1. A simples inspec¢io da formula (1) mostra que a funeciio

p(u) & meromorpha e que os seus pélos sdo os pontos

Enwl+2mug;
que é
(2) p(—u)=p(u);
e que &

e S I . e . b b e

I 5 T —
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. A funcgio p(u) € duplamente periodica e os seus periodos
siio 2oy e 2uws.

Para demonstrar esta proposigio consideremos primeiramente
a serie que resulta de derivar (1) (onde se introduz o termo

— —5 Da somma 3):
u

2
[:ﬂ-— 2!‘1&}1 — 21!1&11)3'

P(u)=—3

Mudando n em ny+n e m em m;+ m, vem

2
[u—2(n+ )y — 2(m + my)wa]®

pu)=—3

e, mudando depois u em u+ 2njw; + 2myws,

2

Plut2no;+ 2mywe) = —3 (u—2nw; —2mog)t’

Logo
P+ 2010y + 2mywg) = p'lu).

Integremos agora a equacio

P(u+ 2njeq + 2myos) du = p'(u) du,
e teremos

p(u+ 2nqwq + 2mywg) = p(u) + C,

C representando uma constante. Para a determinar ponha-se

U= — (nywq + mywg) ;
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o que da
(= nyoy — myos) = p(njwy + myws) — C,
@ portanto C=0.
Temos pois

plu+2np0+ 2mywg) = p (u),

que é o que se queria demonstrar.

m. Das egualdades (1), (2) e (3) conclue-se que a funcglo
plu) pode ser desenvolvida em serie por meio do theorema de
Laurent, e que este desenvolvimento tem a [6rma

1
(&) p(u]—u—!+agu‘+u;u‘+...

1v. A funcgio p(u) satisfaz a uma equagdo da férma

P (u) =4 p*(u) — g2 p(v) — gs-

Para demonstrar () esta proposi¢io notemos primeiramente
que as funcgdes duplamente periodicas

p2(u), 4p®u)—gap(u),

as quaes tém um unico polo u=0 n'um dos parallelogrammos

(#) Esta demonstragio e a seguinte sio tiradas de um artigo que a este
respeito publicdmos no Bulletin des sciences mathématiques de Paris, (tom,
XXVII, 1892).

|
!
|
|

R Toa e R T R S e S
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dos periodos, ddo, na visinhanga do ponto u =0,
' 2 t
pu) =] — . ) + 2asu+ fagud+. . ]

4 8a

‘=F—‘"uT—-Iﬁﬂ_{+.ou

13
dpP(u)—gap(u)=4 E,—‘ra:u*i- agut+. . J

|
—g;[ﬁ+ugu‘+a;tﬂ+. v ]

4  12a9—gq
'=;'; +"'—"ui'—'+ lﬂﬂ]‘Jt‘. -

Logo, se posermos
12a3 — g3 =—8ay,

a differenca
P (u)— [4p°(u) — gap (u))

ndo tem o pélo u=0, e esta differenca ¢ portanto (em virtude
de um theorema da theoria das funcgdes duplamente periodicas
bem conhecido) constante.

Temos pois

P(u) = 4p%(u) — gap (u) — gs,
representando a constante por —g3. Para a determinar, substi-
tua-se p'3(u), p3(u) e p(u) pelos seus valores, tirados de (%), e

ponha-se u=0; teremos assim

g3 = 28qy.
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Logo p(u) satisfaz a uma equagdo da [6rma

P2 (u) = 4p?(u) — gap(u) — g3
onde &

fa= 20 a3, gg= 98!1;.

v. Para demonstrar o theorema de addigdo da funcgio p(u)
consideremos as duas funcgdes

Fi(u)=p(u+ o) [p(«) —p()]"
Fal) = 5 (P0)— P12 (2@ + P 0 (9 —p ()"

que, considerando v como constante e u como variavel, sio fun-
cgdes periodicas de u que admittem os mesmos periodos 2wy e

2 wg.
A primeira funcgio admitte o polo u=0; e, substituindo
p(u) pelo desenvolvimento (4) e p(u +v) pelo desenvelvimento

plutv)=pv)+ up/(v) + ;‘.‘“!P”(ﬂ) LCERT
onde
p'(v) = 6p%(v) — % ga="6p(v)—10a,
p'”(v] =12p (.n'] p*{u},

temos, na visinhan¢a d’este polo,

, p(v) , Plv) , p*(v)—Bag O
l‘l(u':] ?“; * u; + “! '* ;’+-|-.




Fy(u)= ’:ff}#’:f:) b ""(");5‘" +=

Logo a differenca Fy(u) — Fa(u) ndo contém o pélo 0, nem
em virtude da sua periodicidade polo algum, e temos
Fy (u) — Fo(u) = C.
Para determinar a constante  ponha-se u=v, e teremos

Fy(v)=0, Fy(v)=0,

e portanto C=0.

Logo
plu+v)[p(u)—p(e)]*

= 3 00— B = (p0) + P8 (2 ) — (0T

d'onde resulta o theorema de addictio da funcio p(u)

N0 (TP ) = (s
plot o= (B —p0—p0)

vi. A egualdade

2
(u—2nw; — 2mw)®

p(u)=—2

da, pondo u=wy,

2

Pivg=2 [(2n— 1w+ 2mug)®
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Se motarmos agora que a cada termo d'esta somma corres-
ponde outro egual e de signal contrario, que se oblém mudando
2n—1 em — (2n—1) e m em —m, podemos escrever

P/ (w)=0.
Do mesmo modo se mostra que é
P () =0.
D'estas egualdades e da egualdade
p2(u) = 45 W) — g2p (u) - g3
conclue-se que p(wy) e plwg) sdo raizes da equagdo
5% () — ga.p (u) — g3 =O.

vii. A expressio de p(u) mostra que p(u) nio soffre altera-
gio quando se muda o signal a uma ou a ambas as quantidades
wy ¢ w3. A mesma expressio mostra que plu) ¢ uma funcgio
homogenea do grao — 2 de u, @ ¢ wy; € temos

p[:su, Sl Sulg) = s—!p(u. Wy, wﬂ

i
=—p(u, —wy, 03) = -si-pl,'_ﬂ. — @, — W)

12
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\.‘
Sobre a funcgéo {(u)

Designa-se por {(u) a funcclo definida pela serie absoluta e
uniformemente convergente

Q O e e

VR P

onde a, representa 0s numeros que resultam de dar a ne am os
valores

n=0,x1,+2 +3,...,%= oo,

M0, 1,2 +3,...,m
;=2 n w1+ 2 mws,

excluindo a combinacio n=0, m=0.

Da definicao de 7 (u) deduzem-se immediatamente as proprie-
dades d’esta funcciio.

1. Derivando a serie que define { («) e comparando o resultado
com a serie que define:p (u), vem

d
®) .

Il. Da expressio analytica de ¢ (u) resulta immediatamente que
a funcglo ¥ (u) ¢ regular em todo o plano, excepto nos pontos 0
e a; que sho polos.
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lI. Como a cada valor de a, corresponde outro igual e de
signal contrario, a expressio de 7 (u) ndo muda de valor quando
se muda a, em — a.. Mudando em seguida w em —u lorna a
apparecer a mesma expressio com signal contrario. Logo temos
L{—u) =—L(w).

A funcgdo 7 (u) é pois impar.

IV. Da formula (3) tira-se immediatamente a egualdade.

(1) lim [: )= _:‘ ] ~0.

V. A funcgdio Z (u) tem um theorema de addicdo, que se deduz
do theorema de addicdo da funccdo p (u), como vamos ver.
O theorema de addigdo da funcgio p (u) da, como vimos,

oY ! [
e =0

¢ portanto

P (u) p' (v) du

P (u-+v)du—p(u—v)du=—r ol

Integrando os dois membros'd'esta igualdade, vem

e L % ____fr{u) G
e G T T R

C representando uma constante arbitraria que se pode determinar
pondo u =0, o que d, attendendo as igualdades 7 (—v) =—7 (v)
e p' (0)=o0, C=—27(v).

Temos pois
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Mudando n’esta igualdade u em v e v em u, vem

L (u—v) +§(u+t‘)—ﬁﬁ%+2{(u}.

D’esta relagio e das precedentes deduzem-se as igualdades

1 p(w)=p'(v
® Lzg=rEOFIO)

2 p (u) —p(v) +‘(“) = (v,

nas quaes consiste o theorema de addicio da funcgio £ (u).
VI. A relacio
plu=24y)=p(u)

dé (I).
c[ll == 2m|} :z(!l}l + C,

onde Crepresenta uma constante, que se determina pondo u= + w1,
0 que di C= =27 (u).
Logo, pondo para simplificar 7 (wy) ==, temos

9) E(“iim1)=t(t¢}i2m.

Do mesmo modo se acha a igualdade

(10) {(u*t2u) =7 (u) =2y,

onde
ng = (wg).
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VI

Sobre a funcgdo o ()

Formemos por meio do theorema de Weierstrass as funcgdes
inteiras cujas raizes sio os pélos de p (u), 15to & o ponto 0eos
pontos a., e cujos graus de multiplicidade das raizes sio iguaes &
unidade. Teremos

f(u) =6 u i (l — 1) eSe,

=1 ar

> II‘I.:1 l 0 |
m=;T(—.
k=1 8¢

m, devendo ser determinado pela condigho de ser convergente a
serie

u_mc -:‘.'1
a1
SN, b S

Ora ja vimos que esta serie ¢ convergente quando m.=2, e
temos portanto a formula

2

v 1w
f () = e® () 11 (1 = “)fm- T3

a,

que da todas as funcgdes que satisfazem s condi¢bes enunciadas.
A mais simples d'estas funccdes corresponde a ¢ (u)=0, e é
esta que se representa por ¢ (u). Temos pois

s 1w
(11) c@QFHH(L_“)ew*em:
e
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onde

a,—Euul-i-Emmp_,: -, e, R,

Da igualdade (11) tiram-se as propriedades da funeciio a(u).

I. A funccdo ¢ (u) 6 inteira e as suas raizes sio 0 e os nu-
meros da,.

Il. Derivando o logarithmo de o (u) e comparando o resultado
com a igualdade (5) vem

d log g (u
(12 o LI TN

NI, Quando u tende para zero, temos

IV. Se notarmos que a cada valor de a, corresponde outro
igual e de signal contrario, podemos escrever a formula (11) do
modo seguinte:

a\ Xy Lw
-:rl:u]=ull(l + )eﬂf C 2t

Mudando n’esta igualdade u em —u e comparando o resultado
com (11) vem 5 (—u)=—aq(u). Logo a funccio o () ¢ impar.
V. Da relagio (12] ¢ da relacdo

P (u)
p(u)—p ()

Cuto)+(u—v)—27(u)=

deduz-se

d .  outv)eu—v) d o i s
e log ___';{(;‘j ST log [p (v) —p (v)],
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e portanto

C T =p (W) —p ()

onde C representa uma constante que se determina multiplicando
os dois membros d'esta igualdade por u? e fazendo depois tender
u para 0, o que da

L |
— ¥ (o) lim r—;f@F limutp (u) =1,

e porlanm
|
et (v)

Temos portanto

(13) g T T (v) = p (w)-

a(u+v) ql;u —v)

Esta formula importante representa para a funcgio o (u) o papel
que o theorema de addigdo representa para as funcgdes 7 (u) e
p (u).
V1. Da relagiio

{(!;iﬂmﬂ={[u} + 3y
tira-se

g 50 (u = 2 wq)

o (u)

e porlanto

f_{i{ih_"_)_ —egtinu+G

G(H) ;

onde C representa uma constante que se determina pondo
U =T W,
o0 que da

a(ut20)=—¢ 2oy (w5 %) g (u).

Para o periodo wg tem logar uma igualdade analoga que so
tira d'esta, mudando wy em ®a.
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VIL Das propriedades da funcgao & () notaremos finalmente
a seguinte :

c(a-—h)c(a—{—b]c(t—d)c(c-i-d)
talb—clo(b+e)o(a—d)s(atd)

tale—a)o(cta)o(b—d)s(b+d)=0,

conhecida pelo nome de equagao dos tres termos, que se verifica
facilmente substituindo os productos

s(@a—b)s(a+d), ¢ (c—d)a(c+d),...

pelos seus valores em funccio de p(a), p(®), etc., dados pela
igualdade (13).
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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A F. GOMES TEIXEIRA

FAR

M. p'OcAGNE

.. Permeltez moi de revenir sur le probléme d’Algtbre dont
jai insére une solution dans votre Journal en 1887 (vol. v,
p. 171). Y'ai donné depuis, dans I' American Journal of Mathe=
matics (vol. xu1, n.° 2; 1890), une solution plus simples de ce
probléme. Voici le résultat auquel je suis alors parvenu:

Si on met le polyndme

F(z)=aytayr+ a2+ ... +ap 2"
sous la forme

Fla)=by+bz+bzfz—1)+...+ bz (& — 1)--. (@—(n—1)),
on a

P P P r
- e T K@ &
bp Kpap-_l-K:’-Hﬂm-H Th r++iar+1+ PﬂP

Dés lors V'expression de hy, dans la note que jai rappelée
plus haut, peut &tre éerite

hpsu"ap_ﬁ" R S s
|

Par identification de cette expression avec celle donnée & I'en-
droit cité LJorm!, 1887, p. 173), on a celte propriéh‘: remar-
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quable des nombres K:‘

(=K PRy wP " i
[1—~(~1)—]K ~C/K'p cn_]KH‘lP_Hp

¢ K (n_-—! n f—p—2

e p+1)

ST AT\ gl p(p—1)...n—=1)n

rHn+)n...(p+2) (p+1)

Cette formule fait connaitre K* en fonction de tous les nom-
i

bres qui le précident dans la colonne du triangle arithmétique de =
définition, mais seulement lorsque la différence n—p est impaire.

Récemment, M. Laisant est revenu sur le méme probléme dans
le Bulletin de la Société Mathématique de France (t. xx, p. 6).
Il a obtenu pour & I'expression symholique suivante

! "
bi'=E[‘P‘1J :

avec cette convention que dans le développement du second mem-
bre ¢ doit dtre remplacé par 4 (m), et, en particulier, ¢ par ¢(0).
Comparant cette expression avec celle écrite plus haut, on en
déduit la formule rappelée dans ce Journal (1887, p. 171) qui

fait connaitre la valeur de K’ en fonction de ses indices. . .
|
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J. de Mendizdbal Tamborrel.— Tables des logarithmes a huit déci-
males des nombres de 1 & 125000, et des fonctions goniome-
triques, etc.— Paris, 1891.

As novas taboas de logarithmos, que vem de publicar o illustre
engenheiro geographo sr. Mendizabal Tamborrel, distinguem-se
das outras taboas de logarithmos, que exislem, em que o auctor,
na parte relativa aos logarithmos das funcgdes trigonometricas,
tomou para unidade, na medida dos angulos, o angulo que cor-
responde a uma circumferencia (a que di o nome de gono), ¢
adoptou o systema decimal para as divisdes e subdivisdes d'este
angulo (decigono, centigono, ete.). Este modo de escolher a uni-
dade de medida dos angulos tem grandes vantagens em Astro-
nomia, como fez notar Wilarceau, de que até aqui se ndo podia
tirar partido por causa da falta de taboas de logarithmos apro-
priadas. E esta falta que o sr. Tamborrel vem de supprir com a
sua importante obra.

A nova collecgdo de tahoas de logarithmos contém oS logari-
thmos dos numeros desde 1 até 125000, com oito decimaes, e
os logarithmos dos senos,- cosenos, tangentes € cotangentes de
centimilligone em centimilligone e de microgone em microgone,
com oito decimaes para os 25000 microgonos, € com sete deci-
maes para 0s seguintes.

Os logarithmos dos numerds desde 1 até 10800 foram extra-
hidos pelo auctor das taboas de Callet e de Schron. As taboas
dos numeros desde 108000 até 125000 e as taboas dos loga-
rithmos das funccdes trigonometricas foram calculados pelo
sr. Tamborrel.

Para tornar mais correctas as suas taboas, o auclor compa-=
rou-as com as de Prony e com as Tables du service géographique
publicadas em Franca. Esta comparagio levou-o tambem a des-
cobrir alguns erros que existem n'estas duas ultimas collecgdes
de taboas.
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Para verificar as suas taboas trigonometricas comparou o auctor
os logarithmos dos senos, caleulados directamente, com os nu-
meros que resultam de sommar os logarithmos dos cosenos e das
tangentes, numeros que tambem havia calculado directamente.

A impressdo da nova collecio de taboas foj feita em Franga,
e ¢ nitida e perfeita, como ¢ essencial em obras d’esta natureza.
O cuidado com que o auctor as caleulou e as verificagdes a que
as submetteu sdo garantia de sua exactidio,

Os astronomos e engenheiros serio, estamos certos d'isso, bem
gratos ao sr. Tamborrel pela obra util que vem de publicar, tanto
mais que esta obra ¢ o fructo de um trabalho consideravel.

Henri Padé. — Premiéres legons d’Algétre élémentaire. — Paris,
(Gauthier- Villars), 1892.

Contém este excellente opusculo a parte da Algebra elementar
que se refere & theoria dos numeros negativos e &s operagdes
sobre os polynomios, sendo destinado um capitulo a cada um
d’estes assumptos.

O capitulo destinado 4 theoria dos numeros negativos é escripto
com rigor e clareza taes, que o aconselharemos vivamente aos
prolessores dos nossos Lyceus para lhes servir de modelo na ex-
posigho d'esta doutrina. Nao conhecemos na verdade livro algum
elementar em que ella melhor e mais completamente seja apre-
sentada.

Para tractar a theoria d’estes numeros, o auctor affecta cada
numero, considerado em valor absoluto, de um indice p ou n se-
gundo o numero ¢é positivo ou negativo, define e estuda as ope-
ragdes sobre os numeros assim considerados, e mostra finalmente
que se chega aos mesmos resultados supprimindo estes indices e
affectando os numeros dos signaes + e —, attribuindo a estes
signaes um duplo sentido. Depois de constituir assim a theoria
dos numeros negativos, faz o sr. Padé applicagio d'esta theoria
4s grandezas concretas, considerando os exemplos classicos conhe-
cidos. z

No capitulo destinado 4 theoria dos polynomios, o auctor tracta
dos polynomios inteiros relativos a uma ou mais variaveis. Estuda
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as propriedades d'estes polynomios relativas as operagdes funda-
mentaes, mostrando a analogia d’estas propriedades com as pro-
priedades dos numeros inteiros demonstradas na Arithmetica.

O livro é precedido de um prelacio do sr. J. Tannery, em que
este sabio professor, ao mesmo tempo que faz o elogio do tra-
balho do sr. Padé, apresenta observagdes cheias de interesse
sobre o ensino dos pontos de Algebra, considerados n'aquelle
trabalho.

John Gray.— Les machines électriques a influence. — Paris, 1892
(Livraria Gauthier-Villars, 5 [r.)

Esta obra, escripta pelo auctor em inglez, foi muito bem aco-
Ihida em Inglaterra. Porisso o sr. G. Pelissier a traduziu em
francez, enriquecendo-a ao mesmo tempo de notas importantes e
completando-a por meio de um Appendice em que se acham
algumas informagdes omittidas pelo sr. Gray ou posteriores &
apparigio da edigdo ingleza.

A presente obra & a primeira, especialmente consagrada &
theoria e & historia das machinas electricas de influencia, que
apparece.

Divide-se em tres partes, na primeira das quaes se dé um
resumo dos primeiros principios de electricidade statica; na segunda
a historia das machinas electricas de influencia e a descripgio das
machinas de Varley, Toepler, Holtz, Wimshurst, W. Thompson,
elc.; na lerceira o meio de construir practicamente eslas ma-
chinas.

M. Lerch. — Sur une extension de la formule de Frullani (Bolletin
da Academia bohemia de Praga, 1891).
Contribution @ la théorie des fonctions elliptiques, des séries
e des intégrales définies (Item).
Déduction nouvelle d'une formule de Legendre (Item).
Démonstration élémentaire de la formule asymploltique ré-
lative aux polyndmos de Legendre (Item).

N'esta serie de artigos apresenta o sr. Lerch varios resultados
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importantes relativos ao caleulo inlegral. Entre elles menciona-
remos a formula seguinte:

S U@ =@ @)de=Alogg (z)—Blogg' (8,

A= I (@—a)f(z), B= 1M @—b)/(a),

r=a

que conlém como caso particular a formula de Frullani; e o
theorema seguinte:

Se [(t) representar uma func¢do uniforme no interior do cir-
culo |t]| =1, ndo admittindo sendo pélos simples ¢, 3 ..., ey a
que correspondem os residuos Ry, Rs, ..., R, e se a repre=
sentar uma fracgdo positiva tal que o intervallo (0...a) nlo
contenha nenhum d'aquelles pélos, temos

f:“ [ (%) 2% (1 — 2 a cos ¢ + a)B~1dg

—=2senf® f o (8) o (t—a)f—1 (1 — at)—1 dy

Co

+25 S R, (1= acp—! (1_ E)H =

=1 by

onde a representa um inteiro nullo ou positivo tal que a parte
real de a—3 seja superior a —1.
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G. Loria. — Esame di alcune richerche concernenti I'esistenza di
radici nelle equasioni algebriche ( Bibliotheca mathemalica, 1891).

N'este arligo o auctor resume e completa em alguns pontos o
artigo de que se deu noticia na pag. 143 d'este volume.

M. Lerch. — Uber eine characteristiche Eigenschaft der Gattungen
von Geschlechte Null (Monatshefte filr Mathematik, t. m).

G. T.

FIM DO VOLUME X.
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