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Désignons, dans Ie mème triangle sphérique, par c? Ie 

còté opposé à 1'angle 7, nous aurons 

« sin7 sin (a-H d) 
sin o = • 

sin 9' 

d 'ou, en développant après avoir substitué pour Q' sa 

valeur, et négligeant Ies puissances de 7 supérieures 

au carré, 011 tire 

^ 7 sin (« -H 1 cos9 72 sin 2(a+i{/) 
sin 9 2 sin' 9 

Nommons ij/ la distance de 1'intersection de 1'équa-

teur et de 1'écliptique vraie, projetée sur 1'écliptique 

fixe, à 1'origine invariable d'ou l'on compte 1'angle d1 

sur ce dernier plan, et considérons Ie triangle sphé-

rique rectangle dont c? est 1'hypoténuse et dans lequel 

d est 1'angle adjacent au côté ^ — nous aurons 

tang(<|» — 4»') = cosô tango1. 

La supposition de 7 = o donne d = o, et par con-

séquent 41 = 41'- Si ^ 0 1 1 substitue pour à sa valeur pré-

cédente et qu'011 développe 1'équation résultante en 

négligeant toujours Ies quantités de 1'ordre 73 , 011 

trouvera 

•}' = 41 — COtO7 sin(a -H -H - cot"972 sin2(a -H )» 

ou bien, en mettant pour y sin (a-H 41) et y2 sin a (a-H <M 

leurs valeurs, n° ' 

Sf' = ty— cot/i2.B sin(cí -H 6) '' ), 

-H - cot'/f[2.B sin (cí-Hê) X 2.B cos(<* -h S)]. I 
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On remarquem que nous avons tenu compte dans 

Ies expressions précédentes de B' et de des termes 

de 1'ordre du carré de l'inclinaison y de Técliptique 

vraie sur Técliptique fixe, tandis que nous avions né-

glige Ies quantités du même ordre dans Ies valeurs 

différentielles de Q et de n° 2 5 ; c'est que dans ces 

expressions ces quantités étaient déjà multipliées par 

des coefficients de 1'ordre des forces perturbatrices, 

ce qui Ies rendait à peu prés insensibles : mais dans 

Ies expressions finies de B' et dc i|/, ces quantités, 

quoique très-petites généralement par rapport aux 

autres, doivent étre conservées pour la précision des 

formules, parce qu'elles produisent par Ieur dévelop-

pement des termes du même ordre que ceux auxquels 

nous nous proposons cTavoir égard. 

Nousavons représenté par y Tinclinaison de Té-

cliptique vraie sur Técliptique fixe; en vertu des équa-

tions (9), 011 a 

y3 = [2.Bsin(c< + ê)]2 + [2.Bcos(cZ + g)]2. 

Prenons pour plan fixe celui de Técliptique au cora-

mencement du temps Z, y sera nul pour cette époque, 

puisqu'alors Técliptique vraie coincide avec Téclip-

tique fixe. On aura donc 

2 . B s i n g = o , B cosg = o 

Cela posé, si dans Ies équations(15) et (iG) on rem-

place O et ty par leurs valeurs données par Ies for-

mules (1 1) et ( i3), 011 aura pour déterminer B' et ò' 
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Ies deux équations suivantes : 

a 5 9 

4- COt-/1 [ 2 . B sin (cí 4- 6) 2 .B c o s ( r t + 6)] , j 

Ies constantes h et l ayant ici la même signification 

que dans Ie n° 2 7 . 

3 0 . Ces formules sont celles que nous emploie-

rons pour déterminer Ies variations séculaires de To-

bliquité de 1'écliptique vraie et de la précession des 

équinoxes relatives à ce plan. Pour Ies comparer à 

celles qu'on obtiendrait en négligeant Teffet de Tapla-

tissement de la Terre combine avec Ie déplacement 

séculaire de 1'écliptique, substituons dans Ies équa-

tions ( i 5 ) et (16) pour 0 et i|i leurs valeurs données 

par Ies équations (14), n° 28, et nommons, comme 

précédemment, h Tobliquité de 1'écliptique lorsque t 

est nul. En négligeant Ies termes de 1'ordre y2, on aura 

ainsi ; 

0 ' = / ; 4 - 2 . B [ c o s ( c f 4 - 6 ) — c o s ( / f + 6 ) ] , > 

=z It — 2 B cot/í [sin ( ct + 6) — s i n ( I t 4 - 6)] . ] 

Ces formules s'accordent assez bien avec Ies précé-

dentes, lorsque Ie temps t, que Ton suppose expri-

tner un nombre d'années tropiques, n'excéde pasce»/,-

elles donnent également, en effet, en Ies développant 

par rapport à et en négligeant Ies termes de 1'ordre /2, 
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pour la variation de 1'obliquité de l écliptique, 

W= tl.(l-c) B s i n ê ; 

mais ces formules diffèrent beaucoup, lorsque Ie nom-

bre t est de plusieurs mille, parce qu'il n'est plus per-

mis alors de négliger Ies termes dépendants du carré 

du temps. 

Si la Terre était sphérique, Ies actions des autres 

corps du système n'auraient aucune influence sur Ies 

mouvements de son axe de rotation, puisque Ieur 

resultante passerait exactement dans ce cas par son 

centre de gravité. Les trois moments d'inertie princi-

paux du sphéroide terrestre seraient alors égaux entre 

eux; on aurait par conséquent Z= o, ce qui donne 

c = Z>, et Ies valeurs de Q' et <]/ se réduiraient aux sui-

vantes : 

6' = h + 2.B[cos(bt + S) - cosê], 

Y = — 2.B cot A [,sin (fo + g) — sin o], 

Ces équations déterminent la variation de 1'obli-

quité de l écliptique et la précession des équinoxes 

qui auraient Iieu par Ie seul effet du déplacement de 

1'orbe solaire, résultant dc 1'action mutuelle des diffé-

rents corps du système. En Ies comparant aux for-

mules (17), on voit (pie l action du Soleil et de la 

Lune sur Ie sphéroide terrestre, change considérable-

ment Ies Iois de ces deux phénomènes; mais cette dif-

férence ne devient sensible qu'après un grand nombre 

d'années. En effet, la valeur precedente de 6' donne 

pour la variation de 1'obliquité de l écliptique, en né-
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gligeant Ies quantités de 1'ordre Z2, 

de = — tl.b Bsin?. 

Cette valeur, en observant que I on a a — b = l — c, 

coincide avec celles qu'on obtient en développant la 

première des formules ( 1 7 ) et ( 1 8 ) , et en négligeant 

Ies termes de 1'ordre Z2. La variation séculaire de 1'o-

bliquité de Técliptique est donc la même pour Ies temps 

voisins de Tépoque, que la Terre soit supposée s'éloi-

gner ou non de la figure sphérique; mais cette varia-

tion est fort différente dans Ies siècles suivants, parce 

qu il n'est plus permis alors de négliger dans son ex-

pression Ies termes dépendants du carré du temps. 

Uans Ies suppositions Ies plus vraisemblables sur Ies 

masses des planètes, 1'étendue entière de la variation 

de 1'obliquité de Técliptique est réduite, par 1'action 

du Soleil et de la Lune sur Ie sphéroide terrestre, à 

peu prés au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 

action. 

5 1 . Les valeurs précédentes de 6, 6' et ij/ 

déterminent Ies déplacements séculaires de Téqua-

teur terrestre, et fixent ce qu'on appelle sa position 

moyenne; considérons maintenant ses variations pé-

riodiques dont nous avons jusqu'ici fait abstraction 

Pour cela, il suffira de substituer dans Ies formules (6) 

à la place de ~ et de — leurs valeurs données n° 2 5 , 1 rfii aO 

en v conservant Ies termes que nous avions d'abord 

nésliirés et eu omettant ceux dont nous avons déjà O O 0 

tenu compte. Si Ton désigne par 0 et 1T Ies parties 

simplement périodicjues des valeurs de 9 et de et 
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qu'on observe q i íen 11'ayant égard qu'à la partie pério-

dique des valeurs des deux quantités y' sin (a' 4- et 

y' cos (a' -I- 1 )̂, on a, n° 26 , 

y' sin (a' -H ^) = B' sin (c't -f- 6'), 

y'cos(a'-H<{0 = B'cos (c'*-H 6'), 

d'ou I on conclut 

y's sin a (a ' -H ¢) = B'2 sin a(c ' í -+- S'), 

y'2 cos2 (a' -H I) = B'2 cosa (c't + §'); 

011 trouvera 

3m7dt/2C — A — B \ C / , 

r i s = - , — c -J eos0XB'sin(c'<-H ê') 

- sin 0 Q XB" sin 2 (c't -H S') + s in2(mi + a - H ò ) 

-H X sin2(m'< -H e' -H j> 
„T, 3rn'dt / 2 C — A — B \ ( c o s 2 0 . T . , , , . . . 

^ = " 4 7 T ( — c ) I ^ T F X B c o s < + ê ) 

— cos0 Q x B ' a c o s 2 (c't -H ê ' ) -HC0S2(ml -Hs -H tj/) 

-H X cos 2 (m'/ -H s' -H tf) j-

Il suffira, dans l'intégration de ces formules, d'y 

regarder 0 comme constant et comme égal à zéro; 

011 pourra aussi, à cause de la petitesse des termes 

qui dépendent des longitudes moyennes mt -H s, et 

irit-h s', remplacer ces angles par Ies longitudes vraies 

v et v' après !'intégration, en substituant l à la place 

de la quantité que cette lettre represente, on aura 
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ainsi: 

7 cos ( c ' / + S ' ) + V r - T ^ r r r cos 2 [c't+&) 4(1 + Xlc ' 

COS 2 V X COS 2 V X COS 2 V \ 

XB 'H 
s i n 2 (c' t + 6 ' ) 

( ' 9 ) 

/ / sin 2 c X sin 2 / ^ 

I 2 ( l + X ) \ / « 

Pour compléter ces valeurs, il faudrait Ieur ajouter 

deux constantes arbitraires qui l<?s rendissent nulles 

en mème temps que Ie temps t\ mais on pourra s'en 

dispensei', pourvu qu'011 détermine convenablement 

Ies angles 9 et ^ à Torigine du mouvement. 

Le premier terme de chacune des deux expressions 

précédentes en forme la partie la plus considérable, 

son argument dépend du mouvement des noeuds de 

Torbe lunairesur Técliptique vraie, et sa période, égale 

à celle d'une révolution de ces noeuds, est d'environ 

dix-huit ans. C'est ce terme qui constituo spécialement 

lebalancement particulier de Taxe terrestre, que Brad-

» Iey a Ie premier découvert par 1'observation, et qiTil a 

nommé sa nutation. Le coefficient de cette inégalité 

ne renferme que des quantités relatives aux circon-

stances du mouvement lunaire: ce pbénomène dépend 

donc uniquement de 1'action de la Lune sur Ie splié-

roide terrestre, et il est complétement indépendant de 

l action du Soleil. 

Le second terme des valeurs de 0 et de xF a 1111 argu-

ment double de celui du premier terme, sa période 

osl donc égale à celle d'une deini-révolution des noiuds 
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de 1'orbe lunaire ou de neuf années à peu prés. Ou 

voit que Ie coefficient de cette inégalité, ainsi que celui 

de la précédente, augmente à mesure que Ie mouve-

ment des nceuds se ralentit, en sorte que la valeur, 

par exemple, du coefficient de la nulation ne serait 

cpie moitié de sa valeur actuelle, si Ie mouvement des 

nceuds de 1'orbe lunaire était deux fois plus rapide 

qiTil ne l'est aujourd'hui. 

Eufin Ies deux derniers termes de ces mèmes ex-

pressions dépendent des mouvements du Soleil et de 

la Lune-dans leurs orbites respectives, leurs périodes 

par conséquent sont beaucoup plus rapides que celles 

des deux termes précédents, l'une est de six mois, à 

peu prés, pour Ie terme qui se rapporte au Soleil, 

l autre d'un demi-mois lunaire environ pour celui qui 

est relatif à la Luiie. Les coefficients de ces deux iné-

galités sont d'ailleurs très-peu considérables, et il a 

faliu toute la précision des observations modernes 

pourqiTil devint nécessaire d'y avoir égard. 

5 2 . Les valeurs de 0 et de 1F déterminent Ies iné-

galités périodiques. qui affcctent Ies mouvements de 

1'équateur terrestre, elles doivent ètre ajoutées res-

pectivement aux valeurs de 0,0' et tl/, trouvées pré-

cédemmenfc, pour former Ies valeurs complètes de ces 

quatre quantités. En réunissant ces différents termes, 

et en supposant, n° 2 7 , 

3 nr (i + >) / a C — A — H 
cos//, 

on aura ainsi, en vertu des actions combinées du Soleil 
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et de la Lune : 

B l R ' / \ 
0=/1-1. — [cos(cf 4 - 6 ) — c o s S ] — - 7 7 — T - , c o s f c ' í + Ç ' ) 

C C ' ( I + A ) V 

B'3/X tang A l tang A / c o s 2 c X c o s 2 e ' 
H T T - p r COS 2 ( c ' f + 6 ' 4 - - 7 — 1 7 — 

4 ( i 4 - x ) c v ' 2 ( 1 4 - a) \ m m' 

6 ' = A - 2 . [cos (c í4-S)—cosS ] - > ( B ' A cos(c ' í 4 - S') 

B'5/Xtang A /tangA / c o s 2 e X c o s 2 e ' \ 
+ 7 , , ^ , , , cos 2 (c'f 4- 6' 4- ° 1 — , 

4 ( i - ) -A)c ' 2 ( 1 4 - ¾ ) \ m m' j 

B l ( l c \ 
!/ = It 4- 2. — cotA í 14 — tang5h J [ s in(c í4- 6) — sinê] 

c 

2 B ' A B'-/X 
' /(TTl)C0t27isin(c'? +ê') ~ TiTTTysin 2(c'1 + 

/ / s i n 2 c ^ sin 2 

2(14-¾) 

2 ^ 

,/ , B ( / — c) 
• y — it 4 - 2 . — <•• cot / ; 4- - tang5A^ [s in ( r i 4- ê) — sin S ] 

2 B ' / ) B ' - / ) 
4 - -77—-TT COlih sin (c't 4- S') — 7 - — — sin 2 ( c ' t 4- 6' 

l / sin 2 c X sin 
h 

i n 2 c' \ 
2(14-¾) 

Dans ces formules, h représente 1'inclinaison 

moyenne de 1'équateur à Técliptique, 011 1'obliquité 

apparente de Técliptique à 1'époque ou Ton fait com-

mencer Ie temps et l Ie moyen mouvement des équi-

noxes à la même époque. 

La seconde de ces formules détermine 1'inclinaison 

6' de Téquateur sur Técliptique vraie; la quatrième, 

la distance de Téquinoxe mobile à une origine fixe 

comptée sur Ie plan de Técliptique vraie ou ce que 

Iesastronomes appellent la précession totale. On voil, 

en effet, d'aprés la signification que nous avons donnée 

à Ia quantité d/, 11o 2 8 , que ces deux angles ne diffè-
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rent entre eux que de termes de 1'ordre du produit 

de Y2 par des quantités de 1'ordre des forces perturba-

trices, produits très-petits que nous avons négligés. 

L'angle devant toujours ètre compté en sens op-

posé à 1'angle <p, n° 1, 011 voit que Ie mouvement des 

équinoxes sera rétrograde si cet angle croit avec Ie 

temps t, puisqu'en effet ses variations seront dans ce 

cas dirigées en sens inverse du mouvement diurne, 

ou de 1'ordre des signes. Or Ie premier terme de la 

valeur de ij', n° 2 7 , surpasse tous Ies autres, et C étant 

Ie plus grand des trois moments d'inertie du sphé-

roide terrestre, l est nécessairement une quantité po-

sitive : Ie mouvement des équinoxes est donc rétro-

grade à la fois sur 1'écliptique fixe et sur 1'écliptique 

mobile. 

Telles sont donc Ies valeurs de O, ó, Q' et i)/ qui 

résultent de 1'action d 11 Soleil et de la Lune sur Ie 

sphéroide terrestre, et Ies formules précédentes sont 

celles qu'il faudra employer pour déterminer Ies dé-

placements de son équateur. La première partie de 

ces formules donne la variation séculaire des angles 

ty, O' et y, et détermine par conséquent Ies altéra-

tions progressives que la position de ce plan subira 

dans la suite des siècles; la seconde partie est pério-

dique, et constitue un simple balancement de 1'axe 

terrestre et une espèce d'oscillation de la ligne des 

équinoxes autour d'une position moyenne ; Ie terme 

dont la période est celle d'une révolution des noeuds 

de la Lune, qui est Ie plus considérable de tous Ies 

termes périodiques, constitue spécialement Ie phéno-

mène de la nutation. 
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3 5 . Examinons Tinfluence du mouvement des équi-

noxes et des déplacements de 1'équateur terrestre sur 

la longueur de 1'année tropique et sur la durée du 

jour moyen solaire. L'espace de temps qui s'écoule 

entre Ies retours du Soleil au même équinoxe ou au 

mème solstice, forme Tannée tropique; 1'intervalle 

conipris entre deux de ces retours aux mèmes étoiles 

forme Tannée sidérale. Si Ies équinoxes étaicnt fixes, 

Tannée tropique serait égale à Tannée sidérale; mais 

comme ils ont sur 1'écliptique 1111 mouvement rétro-

grade 011 còntraire au mouvement propre du Soleil, 

ils s'avancent au-devant de cet astre, et resserrent 

I espace qu'il avait à parcourir pour accomplir sa ré-

volution. On aura la durée de Tannée tropique en 

retranchant de Tannée sidérale Tarc parcouru pen-

dant ce temps par Téquinoxe sur 1'écliptique vraie ré-

duit en temps, à raison de la circonférence entière 

pour une année. Soit donc T Tannée sidérale, la lon-

gueur de Tannée tropique sera 

L'année sidérale est de 365^,256384; ^e moyen mou-

vement des équinoxes dans ce siècle est de 5o", 223o; 

Tannée sidérale surpasse donc Tannée tropique de 

o-i,oi4i55. Mais comme Ie mouvement des équinoxes 

est variable, la longueur de Tannée tropique cliange 

dans Ies différents siècles; elle est maintenant d'en-

viron g" plus courte qu'au temps d'Hipparque. 

On distingue en Astronomie trois espèces de jours: 

Ie jour sideral, Ie jour solaire et Ie jour moyen. Le 
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jour sideral est 1'intervalle de temps qui s'ecoule entre 

Ies retours d'une même étoile à un méridien donné. 

Le jour solaire se mesure par Ies passages successifs 

du Soleil par Ie même plan. Si I on imagine dans Ie 

plan de 1'écliptique vraie un Soleil fictif, qui se meuve 

d'un mouvement uniforme et passe au périgée et à 

1'apogée en mème temps que Ie Soleil véritable, que 

l'on imagine ensuite dans Ie plan de 1'équateur un 

troisième Soleil, qui passe parl 'équinoxedu printemps 

en même temps que Ie second, et qui se meuve uni-

formément, de manière que Ies distances angulaires 

de ces deux astres fictifs au mème équinoxe soient 

constamment égales entre elles, 1'intervalle de deux 

retours consécutifs de ce troisième Soleil au méridien 

sera ce qu'on appelle Ie jour moyen. Le mouvement 

de rotation de la Terre autour de son axe étant uni-

forme, n° 20, et Ie moyen mouvement du Soleil dans 

son orbite étant invariable, n ° 6 ' l , livre II, la durée 

du jour moyen serait constante, si l'obliquité de 1'é-

cliptique était toujours la même et si Ie mouvement 

des équinoxes était uniforme; Ies variations aux-

quelles elle peut ètre assujettie, ne dépendront donc 

que des variations séculaires de l'obliquité de 1'éclip-

tique et de la précession des équinoxes. 

Pour Ies déterminer, considérons la marche du So-

leil fictif que nous avons supposé en mouvement sur 

Ie plan de 1'équateur. Soient v la vitesse dont cet astre 

est anime, s sa longitude comptée de Fintersection de 

1'équateur avec 1'écliptique fixe. Laposition de cetle 

ligne varie, et son mouvement retrograde, projeté sur 

Ie plan de 1'équateur, sera dty cos 9 pendant 1'instant 
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dt, on aura donc, à la fin de cet instant, 

ds = vdt -H dty cosS. 

Nonnnons s' la distance du mème Soleil à 1'équinoxe 

féel, c'est-à-dire à Tintersection tle 1'équateur avec 

Técliptique vraie; s — s' sera l'arc compris sur Téqua-

teur entre 1'équinoxe réel et 1'équinoxe relatif à Té-

cliptique fixe. Nous avons désigné par c? ce même 

are, n° 2 8 , on aura donc à trés-peu prés 

, y sin (a + \}i) 1 cot 672 sin 2 ( a - H 
S — S :—rçr :—7 — > sm O^ 2 sin O 

d'ou, en différentiant et mettant pour ds sa valeur, 

on tire 

— =K-H^i cosO-d Psin(*+*)! 1 d rcote72sin2(K+^)1 
dt dt 'L s inGVr J 2 L sin Odt j 

Soit mt Ie mouvement angulaire du second Soleil, 011 

de Tastre fictif qui se meut uniformément sur Ie plan 

de Técliptique vraie, la vitesse de te Soleil par rap-

port à une ligne fixe sera m. L 'équinoxe réel a, re-

lativement à la même l igne, une vitesse rétrograde 

égale, aux quantités prés que nous négligcons, à ; 

la vitesse du second Soleil par rapport à cet équinoxe 
ciy 

sera donc m 4- —• Or, d'après la définition du temps 

moyen, il est clair que cette vitesse doit être égale à 

l^-; t»n aura donc pour déterminer v, Téquation 
db' db , , - v s i n í a + i l ) 1 , c o t 0 7 ? s i n 2 (a-Hii) 

+ --f j-cos6+d. . \ Y> -H- d. . fi i ' 
dt dt sin 6 dt 2 sin Odt 

Nous avons, par Ie 11o 2 8 , 

d-y __ d\ í/.cot®7 s in (a -H ii) i d.coV Oy1 sin 2 ( a - í - i ) 
dt dt dt 2 dt 
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Si l'on substitue cette valeur dans 1'expression de v, 

et qiTaprès 1'avoir multipliée par dt, on intègre 1'ex-

pression resultante, on trouvera 

Jvdt = mt -\-f(\ — cosG) -t- y sin (a + -f/) tang - V 
w 2 

-+- L y'sin2 (« + TJI). 

Nous avons désigné par n la vitesse de rotation de 

la Terre, et nous avons vu que cette vitesse était inva-

riable ; il s'ensuit que n — v est la vitesse relative dont 

un méridien quelconque de la Terre est animé par 

rapport au Soleil moyen qui se meut sur 1'équateur; 

si Ton notnme donc £ la longitude de ce méridien, 

comptée de ce point, on aura 

Ç=f(n-v)dt, 

ou bien, en subst i tuantpour/vdt sa valeur, 

Z=In- m) t — f ( i cosS) ^ — y sin (a + i) tang 

-t- -7-sin 2 (a -+- -i). 

inn nn siiBstitnp nnnr 
dt Si dans cette expression 011 substitue pour ~ sa va-

leur trouvée précédemment, 

• d * - í t Á f ' 
— = L — 2 (cot 2 h 2.B Ib sinê) t, 

qu on observe ensuite qu'en vertu des valeur» de 

y sin (a + <]/) et 7 cos (a + ^), 11o 2 6 , on a 

— 7'sin*2 (a -4- f) = [2.Bsin(cl + S)] [2.B cos(ct + 6)], 

1 , 1 , I I!(/ — c ) 
IatVJ - O = tang- h — ' cos (ct + 6), 

2 2 ?. cos2 . /1 c 
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en négligeant, pour plus dc simplicité, Ies termes de 

1'ordre Z2 et ZB2 qui seraient insensibles, 011 trouvera 

, , , , 2 ( 1 — c o s / i ! B / . , 
t = [« — m — (1 —cos/i)/]f - j—- — sin(ct + 6) 

tcin̂  2/2 C 

— tang-/( 2.B sin(cf+ê) [2.B sin (cí-H 6)][2.Bcos(cf-Hê)] 
2 2 COS "j/i 

-H [2.B sin(cí -H Ê)][2.Bcos(cí + g)]. 

L'intervalle de temps pendant lequel cet angle croit 

de 36o°, formeIe jour moyen solaire; 011 aura donc sa 

variation séçulaire, en retrancliant la valeur de Ç, dé-

terminéepour une époque donnée, de sa valeur à une 

autre époque. On verra que cette variation ne s'éléve-

rait pas à une seconde dans une période de plusieurs 

millions d années, et que par conséquent 011 peut se 

dispensei' d'y avoir égard. 

3 4 . Béduisons en nombres Ies précédentes for-

mules pour Ies comparei' aux observations. Pour cela, 

considérons d'abord Ies quantités 2.Bsin(/;í 4- ê) et 

2.B cos (bt -H S)qu'elles renferment et qui représen-

tent 1'inclinaison de Técliptique vraie sur Técliptique 

fixe, multipliée respectivement par Ie sinus et Ie co-

sinus de la longitude de son noeud. Ces quantités cor-

respondent à celles que nous avon& désignées par p 

et q dans Ie 11o (»í) du livre II; 011 aura donc 

p = B sin (bt -H- § ) , q = 2. B cos (bt + 6). 

La détermination exacte des valeurs de p et q dé-

pend d'un calcul très-compliqué et suppose une con-

naissance parfaite des masses planétaires. Il reste en-

core trop d'incertitudes à cet égard pour qu'011 puisse 
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employer la méthode que nous avons exposée n° 6 9 , 

livre II, dans la recherche qui nous occupe. Mais 

comme Ies inégalités séculaires de ces quantités crois-

seut avec une extreme lenteur, on peut Ies supposer 

développées suivant Ies puissances du temps, confor-

mément à ce cjue nous avons dit dans Ie numéro cité, 

et Ies résultats que l'on obtiendra ainsi pourront s'é-

tendre à mille ou douze cents ans avant ou après 1'é-

poque cpie l'on aura choisie, ce qui suffit aux besoins 

de 1'Astronomie. En prenant pour plan fixe celui de 

1'écliptique au commencement de IrJ^o et fixant à 

celte époque 1'origine du temps t, Bouvard a trouvé, 

d'après Ies données Ies plus exactes que nous ayons 

sur Ies masses des planètes, 

p = t.o",o663i4 -t- /2 .o",ooooi8658, 

q z= — t.o",456917 -f- t2.o",000005741, 

t exprimant un nonibre quelconque d'années ju-

liennes. 

Si l'on développe Ies valeurs que p et q représen-

tent par rapport au temps, 011 aura 

12 
p =Z 2.B sin g tl.Bb cosg — - 2.B52 sing, 

# 

q =z 2.15coso — tl.Vb sing — -2 .Bfr 8 cosg. 
' 2. 

En comparant ces valeurs aux précédentes, 011 trou-

vera 

. B s i n g = o , i . B í ' s i n g = o " , 4 5 6 9 1 7 , B b 2 s i n Ê = — o " , o o o o 3 7 3 [ 6 , 

. B c o s g = o , 2 .Bb c o s g = o " , o 6 6 3 i 4 , 2 . B é ' c o s g = — o " , 0 0 0 0 1 1 4 8 2 . 
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Cela posé, développons Ies valeurs de 0, et ij/ 

en ayant égard aux termes dépendants du carré du 

temps ce qui exige que l'on conserve, comme nous 

1'avons íait dans ces deux derniéres expressions, Ies 

termes dépendants du carré de 1'inclinaison y. Pre-

nons pour plan fixe celui de Técliptique en 1750, To-

rigine du temps étant fixée au ier janvier de la mème 

année, ce qui donne 2 .B sinê = 0 et 2.BcosS = o; 

observons que cTaprès Ies suppositions précédentes 

011 a c = l + b, et qu'011 peut négliger Ies termes mul-

tipliés par Z2 qui seraient de 1'ordre du carré des forces 

perturbatrices; 011 aura 

t2 

ô =/1 + -1.Blb cosS, 
2 

Y=h — f S . B ô s i n ê — - [S .B( / - t -6 ) b T o s S - C o t Z i ( I 1 B i c o s g ) ' ] , 

1 = I t - í ' c o t 2 h l . B l b sinê, 

i j / = t[l — colhl.Bb cosg) 

I i cot h B b> sing + . * •• B Ib sing / 
2 sin 2 /( S • 

— cos'A [ S . B i s i n g ] [ 2 . B i c o s § ] J 

Il ne reste plus qu'à substituer dans ces formules, 

à la place des constantes qu'elles renferment, leurs va-

leurs résultantes des observations; h désigne, comme 

nous Tavons vu, 1'obliquité de Técliptique à Téqua-

teur au commencement de 175o, corrigée de la valeur 

de 0 dans laquelle 011 suppose t = o; la constante Z 

dépend des trois moments d inertie du sphéroide ter-

restre. La figure et la constitution du globe sont Ioin 

d'être assez bien connues pour qu'011 puisse détermi-

ner directement cette constante, mais on peut aisé-

l í 18 
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ment la déduirc dc Tobservation. En effet, en diffé-

rentiant la valeur de t|; et supposant t = o dans Ia 

différentielle, on a ~ = 1: c'est 1'expression de la pré-

cession moyenne des équinoxes, pendant 1'unité de 

temps, rapportée à 1'écliptique fixe à 1'époque oú com-

mence Ie temps t. Bessel a trouvé la précession an-

nuelle pour 1750, rapportée à 1'écliptique fixe de la 

même époque, égale à 5o",37672, et 1'obliquité de 

1'écliptique correspondante égale à a3°28' 18" (*); en 

prenant donc pour unité de temps Tannée julienne de 

365^,25, et fixant 1'origine du temps au IER janvier 

1 ^ o , on aura 

h = i 3°28'I8", /== 5o",37572. 

Avec ces données, 011 trouve pour déterminer Ies va-

leurs de 9, ijj et <{/, après un nombre t d'années ju-

liennes, comptées de IJ5O, 

B = 2 3 ° 2 8 ' 1 8 " + t\o", 0 0 0 0 0 8 0 9 7 8 , 

S' = 23°28 ' 18" — í . o " , 4 5 6 9 i 7 — f , o " , 0 0 0 0 0 2 3 3 2 3 , 

•]> = t. 5o" ,37572 — t2. o", 0 0 0 1 0 4 2 6 7 9 , 

TJ/ = t. 5o " ,22300 -+-t2. o " , 0 0 0 1 0 8 9 7 6 . 

V 

Le rapport — de 1'action de la Lune à celle du So-

leil, d'après Ies observations Ies plus exactes des ma 

rées, est 2,35333, 011 a par conséquent 

I = 2,35333. 

(*) Connahsancc des Temps, 1829, p a g e 3 i 5 . 
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Nous avons designe par B', n° 5 0 , la tangente de 

1'inclinaison moyenne de 1'orbe lunaire sur Téclip-

tique vraie; cette inclinaison est de 5 o 8'49", on a 

donc 

IogB' = 8 ,9545973: 

c'est Ie moyen mouvement des noeuds de la Lune 

pendant 1'unité de temps, c'est-à-dire pendant une 

année jul ienne; ce mouvement est rétrograde et de 

19 0 21' 21" d'après Ies observations. En réduisant cet 

are en parties du rayon, on aura 

c' = — 0,33782. 

Enfin m étant Ie moyen mouvement du Soleil pen-

dant Tannée sidéralede 365^,25638, pour Ie rapporter 

à la même unité de temps que Ies valeurs précé-

dentes, on fera la proportion 

365^,25638 : 3 6 o 0 : : 365' ,25 : HI, 

d'oú Ton tire 

m = 359o 59' 37". 

On a encore par Ies observations ^7 = 0,0748. 

En réduisant en nombres, d aprés ces données, Ies 

expressions de © et de 1F, 11o 5 1 , en faisant, pour 

abréger, c't + S'= A, 011 trouve 

Q = 9 ^ 2 6 2 7 COSA— 0",092I7C0S2 A l 

-+- 0" ,5i909 cos 2 v + o",09138 cos 2 v', 

1F = — 17" ,61516 sin A -+- o",21226 sin 2 A 

— 1", 19360 sin 1 v — o",21046sin 2 v'. 
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Les deux derniers termes de 0 et de 1F dépendent 

du mouvement du Soleil et de la Lune dans leurs 

orbites. Les astronomes ne Ies avaient pas considérés 

jusqu'iei , mais la précision des observations modernes 

exige qu'on en tienne compte. Ils avaient pareille-

ment négligé Ies inégalités de la précession et de la 

nutation qui dépendent du double de la longitude du 

noeud d e l a Lune; on voit qiTelles sont, en effet, trés-

petites par rapport aux inégalités qui dépendent de la 

longitude du même noeud. Bessel a Ie premier consi-

dérédans la valeur de 0 Tinégalité dépendante de 1'an-

gle 2 A; il n ' y a aucun motif pour négliger l'inégalité 

correspondaiite dela précession qui a, comme 011 voit, 

un coefficient plus de deux fois plus considérable. 

5 5 . Lesvaleurs précédentes de 0 et de 1F doivent 

étrc ajoutées k celles de 0, ò, O' ct ij/ données par Ies 

formules (20) pour formei' Ies valeurs completes de 

ces quatre quantités, 11o 5 1 . On aura ainsi : 

Õ = a3° 2 8 ' 1 8 " + t2.o", 0 0 0 0 0 8 0 9 7 8 

-t- 9 " , 4 2 6 2 7 c o s A — o " , 0 9 2 1 7 0 4 c o s 2 A 

-+- o " , 5 1 9 0 9 C O S 2 V -+- 0 " , 0 9 l 3 8 C O S 2 l > ' , 

<l> = t. 5o", 37572 — t2. o", 0 0 0 1 0 4 2 6 7 9 

— I 7 " , 6 i 5 i 6 4 s i n A 4- o " , 2 1 2 2 6 4 S Í 1 1 2 A 

— 1", i g56o sin 2 p — o" ,2 io46 sin 2P', 

6'= 23° 2 8 ' 1 8 " — t. o", 4 5 6 9 1 7 — t2. o" j 00000 2 332 3 

+ 9 " , 4 2 6 2 7 cos A — o " , 0 9 2 1 7 0 4 cos2 A 

-T- o", 5 1 9 0 9 cos 2 v -r- o",09138 cos 2 e', 

Ò ' = í . 5 0 " , 2 2 3 0 0 + t2. o " , 0 0 0 1 0 8 9 7 6 

— 1 7 " , G i 5 1 G 4 sin A -+- o " , 2 1 2 2 6 4 sin 2 A 

— 1", 1 9 1 6 0 sin 2 c — o",21 o/|6 sin 2 v'. 
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Ces formules serviront à déterminer 1'obliquité de 

Técliptique et la précession des équinoxes dans Tin-

tervalle de mille ou douze cents ans à partir dc Té-

poque de iy5o, en ayant soin de faire t négatif pour 

Ies temps antérieurs à cette époque. 

IAine des observations Ies plus anciennes qui nous 

soient parvenues, est 1'observation cbinoise citée dans 

la quatrième édition de VExposition du système du 

Monde et qui se rapporte à Tan 1100 avant 1'ère cliré-

tienne. Selon cette observation, 1'obliquité de 1'éclip-

ticpie était alors de 20O54'2". C e s t la valeur de d' 

abstraction faite de la partie périodique. Pour re-

monter à cette époque, il faut faire t = — 285o dans 

Ies formules précédentes, 011 trouve ainsi 

6 ' = 23°49'4i" . 

La différence entre la théorie et 1'observation est 

donc de 4' 19"; elle semble indiquer dans 1'obliquité 

de Técliptique une diminution plus rapide que nous 

ne la supposons. Au reste, cette différence paraitra 

bien petite, si Ton considere Tincertitude de Tépoque 

précise de cette ancienne observation et Tinexactitude 

des observations du gnomon (jui Iui ont servi de base. 

<">(>. On peut, par Ies variations observées dans Tas-

cension droite et la déclinaison des étoiles, déterminer 

directement Ies valeurs des coefficients des différents 

termes des deux quantités 0 et de 1F, 11O 5 Í-. C'est 

ainsi que Bradley a trouvé Ie coefficient de cos A ou 

de la nutation. Ce coefficient, selou cet astrouoinc, 

serait de 8 ^ , 9 9 7 ; Maskelvne, en discutant de 11011-
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veau Ies observations qui avaient servi à l'établir, l'a 

trouvé de 9",4495 suivant M. Lindeneau, il serait ré-

duit à 8",977 : c'est cette valeur évidemment trop 

faible qu'avait adoptée Bessel; enfin, d'après des re-

cherches plus recentes et faites avec Ie plus grand 

soin par Ie Dr Brinkley et M. Bobinson, Ie même 

coefficient serait de 9", 25 suivant Ie premier de ces 

observateurs, et de 9",234 suivant Ie second. Ces der-

niers nombres se rapprochent beaucoup du coeffi-

cient de la théorie. La différence est dans Ies limites 

des erreurs des observations. 11 suffirait, pour la faire 

disparaitre tout à fait, de diminuer un peu la valeur 

de )., que nous avons supposée égale à 2,35333. La-

place, d'après Ies observations des marées, avait d'a-

bord supposé cette valeur égale à 3; il a été obligé 

ensuite de Ia diminuer beaucoup, ce qui la rend plus 

concordante avec celle qui résulte dc plusieurs autres 

phénomènes: mais elle est peut-ètre encore un peu 

trop forte. 

Au reste, on peut déduire cette quantité que nous 

avons regardée comme une des données du problème, 

de la comparaison de 1'expression analytique du coef-

ficient de la nutation à sa Valeur donnée par 1'obser-

vation. E11 effet, si l'on nonime N Ie coefficient de la 

nutation en latitude, 011 aura, d après la première des 

formules (19), 

N _ B' a 
* ~ ~ ( 7 + 1 ) 7 ' 

Dans cette formule, la nutation N et la précession 

moyenne l peuvent être supposées données par 1'ob-

servation, los quantités B', c' résultent do la théorie 
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de la L u n e ; 011 peut donc en conclure la valeur du 

coefficient X, et comme 011 connait à très-peu prés Ie 

rapport des distances ínoyennes du Soleil et de la 

Lune à la Terre, cpii est inverse de celui de leurs pa-

rallaxes, 011 en déduit par un calcul très-simple la 

masse de la Lune ou plutôt Ie rapport de cette masse 

à celle de la Terre. 

La valeur de X que nous avons adoptée, d'après 

Laplaee, donne ce rapport égal à en admettant 

pour Ie coefficient de la nutation Ie résultat des obser-

vations de M. Lindeneau, on trouve que ce mème 

rapport se réduirait à ^ > valeur qui parait beau-

coup trop faible pour pouvoir ètre admise; enfin 

Ies valeurs du coefficient de la nutation en latitude 

déterminées par Ie D rBrinkley et M. Bobinson s'ac-

cordent à donner une masse de la Lune égale à ^ 

à très-peu prés de celle du sphéroide terrestre, ré-

sultat qui parait se rapprocher beaucoup de la va-

leur de la masse de la Lune déduite d'autres phéno-

mènes du système du monde (*). 

5 7 . Il est facile de déterminer, d après Ies résul-

tats précédents, Ies dimensions de la petite ellipse que 

Bradley avait imaginée pour représenter Ies inégalités 

du mouvement de 1'axe terrestre. En effet, 011 peut 

regarder la précession-ij; des équinoxes sur 1'écliptique 

fixe, comme produite par Ie mouvement rétrograde 

(*) Voir Irs Kotos du l ivre VII, tome IV, page 6 5 i 
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du pôle de 1'équateur sur un cercle parallèle à cette 

écliptique. Ce mouvement est égal à sin Ã OU à 
j B ' l \ cos 2 Zi . . . , 

/£ sinZí-I--ri : 7-sinA, en ne considérant que 
c ( 1 4 - a ) c o s Zi ' ^ 

la principale inégalité périodique de y. L'inégalité 
B' th 

-T7 —, cos A de la valeur de O, indique d'ailleurs dans 

1'axe terrestre un mouvement qui se fait dans Ie plan 

du cercle de latitude qui passe par cet axe. Ce double 

mouvement peut étre représenté de la manière sui-

vante : « On suppose Ie pôle de la Terre inú sur la 

circonférence d'une petiíe ellipse dont Ie centre} qiion 

peut considérer comme Ie Iieu moyen du pôle, est 

situé sur Ie cercle mené parallèlement à Vécliptique 

Jixe, et décrit chaque année unijormément un are de 

5 o " , 3 7 5 s u r sa circonférence. » Le plan de cette el-

lipse est tangent à la sphère céleste, et son grand axe, 

toujours compris dans Ie plan d'un cercle de latitude, 

sous-tend un are de 18",852. Le petit axe est au grand 

axe comme Ie cosinus du double de 1'obliquité de 

Técliptique est au cosinus de cette obliquité, c'est-

à-dire comme cos2 h est à cos A; cet axe sous-tend 

un are de I4",O32. Pour déterminer la position du 

pule sur la circonférence elliptique, 011 imagine, dans 

Ie plan de 1'ellipse, 1111 cercle décrit du mème centre 

avec son grand axe pour diamètre. On concoit ensuite 

cjiTun rayon de ce cercle Ie parcourt d'un mouve-

ment uniforme et retrograde pendant une période des 

noeuds de la Lune, de manière qu'il coincide avec la 

moitié du grand axe la plus voisine de Técliptique 

Ioutes Ies fois que Ic noeud moyen ascendant de Torbe 
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lunaire coincide avec 1'équinoxe du printemps. Enfin, 

de 1'extrémité de ce rayon on abaisse une perpendicu-

laire sur Ie grand axe de 1'ellipse, et Ie point ou cette 

perpendiculaire rencontre la circonférence, est Ie vrai 

lieu du pôle terrestre. 

5 8 . Déterminons maintenant Ies variations de Tan-

née tropique, du jour moyen et du temps exprime en 

jours moyens solaires. 

La valeur de «J/, n° 5 4 , donne, en la différentiant, 

d-V „ 
~ = 5o",223oo h- t.o", 000217932. 

Cet are réduit en temps, à raison de la circonférence 

entière, pour une année sidérale de 365 j , 2663748, 

donne 
d-h' 
- j - = O i, OI 4 I 55 -+- í.o j, 0000061426, 

i désignant un nombre quelconque de siècles dont 

l'origine est en 1 760. La longueur de Tannée tropique 

sera donc 

365^,24222 — /.0^,0000061426. 

Il s'ensuit que cette longueur diminue d'une demi-

seconde à peu prés par siècle, tandisque Tannée sidé-

rale, au contraire, est invariable, n° 62 , livre II. Si 

Ton fait i = — 18,78, on aura la longueur de Tannée 

tropique qui avait lieu au temps d llipparque, ou cent 

vingt-huit ans avant 1'ère chrétienne; on trouve ainsi 

que cette année est aujourd'bui d environ 9" plus 

courte qiTelle ne Tétait à cette époque. 
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Si I on développe la valeur de £ du n ° 3 2 , qu'on 

néglige Ies termes de 1'ordre Z2 et qu'on arrete l'ap-

proximation au carré du temps, on trouvera 

? = [ " - m - ( i - cos*) (Z + ~ ) ] t + H i 2 , 

en faisant, pour abréger, 

1T \ i 2.BZ>a s ing+2.BZ£ sin g( 1 + ^ 4 ¾ I f = < 2 \ 2 cos h ] \ tancf— ti . 

( — [2.B& sing] [2.B^cosg] cotA ) 

Le jour moyen est 1'intervalle de temps qui répond 

à une augmentation de 3Go° de 1'angle Ç; en appe-

Iant donc u sa longueur, on aura 

36o" : 
, J 1 X.B b sin S V 

• m — (i — cos h) /-) ;—-— 
\ sm h j 

, í + 2 H Í « . (22) 

Si I on prendpour unité de temps Ie jour moyen à 

1'époque oú commence Ie temps en faisant dans 1'é-

quation précédente u = 1, t = o, on aura, pour cet 

instant, 

36o° = n — ni — (1 — cos h) ^Z + • 

Pour rapporter à la nouvelle unité de temps Ie der-

nier terme de cette équation, il faut y substituer pour 

Z et 2 . B i sing leurs valeurs précédentes, après Ies 

avoir divisées par 365,25, parce que ces valeurs sont 

relativcs à une année julienne; ce terme devient alors 

inutile à considérer. La valeur de m donnée par I ob-

servation, et rapportée à la même unité, est 

Hl = O 0 , 9 8 6 6 1 . 
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On aura donc 
72 = 36o°,98561, 

et la longueur du jour sideral, exprime en jours 

moyens, était par conséquent 01,997262 à 1'époque 

de 1750. 

Si après avoir divisé Ies valeurs de 2.Bb2 sinê, de 

2.BIb sin ê et de (2 .Bbs inê) (2.B/>cosê), n° 5 5 , par 

Ic carré de 365,25, pour Ics rapporter à la nouvelle 

unité de temps, 011 Ies substitue dans 1'expression de 

TI, 011 trouvera 

T o",0000278669 
= ( 3 6 5 , 25Y 

L'écpiation (22) donne 
2 H í 

" = 1 ~ 367" 

Soit donc i un nombre quelconque de siècles écou-

lés depuis 1750, on aura pour la grandeur du jour 

moyen à cette époque, en faisant t = /.3652 5 dans la 

formule précédente, 
_ . /-0,1177398 

ti — i 7 1 
(100000 y 

d'ou l'on voit que la diminution séculaire du jour 

• moyen sera tout à fait insensible, puisqu'elle ne s'élè-

verait pas à quelques dixièmes de secondes dans une 

période de plusieurs millions d années, on pourra, 

par conséquent, se dispenser d'en tenir compte. 

Si I on fait Ç = T 36o°, la variable r sera la mesure 

du temps en jours moyens solaires, et d'après Ies va-

leurs de £ et de II 011 aura 

T2 0,00000020022 
— " (365Í5J 1 
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Le temps t 11'est donc pas rigourensement propor-

tionnel à r; mais comme Ie second terme de 1'expres-

sion précédente est insensible, sa considération est 

inutile aux astronomes, et l'on peut continuer sans 

inconvénient à prendre Ie jour moyen solaire pour 

servir de mesure au temps. 

En effet, c'est dans la théorie de la Lune que la 

différence qui résulterait de la variation du temps 

compté en jours moyens solaires, devrait ètre Ie plus 

sensible, tant à cause de la rapidité du mouvement 

de la Lune, que par Ie long intervalle que compren-

nent Ies observations qui s'y rapportent. La longitude 

moyenne de la Lune étant représentée par iri t + e', 

si pour t on substitue sa valeur précédente, qiTon 

fasse t = /(36525), i représentant un nombre de siè-

cles écoulés depuis 1750, on aura 

iriz -4- s' — i2/«'(0,000000215022). 

Le dernier terme s'ajoutera à 1'équation séculaire 

qu'on peut supposer comprise dans E', et Ie moyen 

mouvement de la Lune étant à 1'époque actuelle, 

m' = i 3 o , 1 7 6 3 9 6 , 

ce dernier terme deviendra 

— Í 2 . O " , 0 1 0 1 9 9 6 ; 

et comme 1'équation séculaire était de i2.10",7232 à la 

mème époque, ce terme aurait pour effet de la dimi-

nuer de sa millième partie à peu prés. Ainsi, il en 

résulterait par exemple une augmentation de 6" en-
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viron sur la longitude de la Lune en l'an 720 avant 

l'ère chrétienne, époque à laquelle se rapportent Ies 

observations des plus aueiennes éclipses, faites par Ies 

Chaldéens, qui nous aient été transmises. L'incerti-

tude de ces observations rend cette correction tout à 

fait insignifiante. La même cause produirait dans 

1'expression dc la longitude moyenne un terme pro-

portionnel au carré du nombre de siècles écoulés, 

mais comme son coefficient serait au coefficient de 

l'inégalité séculaire correspondante de la longitude 

moyenne de la Lune, dans Ie rapport des moyens 

mouvements du Soleil ct de la Lune, c'est-à-dire dans 

Ie rapport de 1 à i3 à peu prés, on voit cpie ce coeffi-

cient ne s'élèverait pas à 1111 millième de secondes, 

otque par conséquent 1'inégalité dont il s'agit demeu-

rera toujours inserisible. 

Enfin, il faut encore observei- cpie ces variations 

séculaires du jour moyen,e t du temps compté en jours 

moyens sont, d'après 1'analyse du 11O 3 2 , des inéga-

lités périodiques comme celles de la précession des 

équinoxes et de l'obliquité de 1'écliptique; mais Ieur 

calcul dépend de données sur lesquelles Ies observa-

tions laissent encore beaucoup d'incertitude, et Ies 

premiers termes dc Ieur développement suivant Ies 

puissances du temps siiffiront longtemps encore, sans 

doute, aux besoins de 1'astronomie. 

39 . La théorie donne (11O 3 6 ) Ie moyen de déter-

miner Ies rapports qui existent entre la précession et 

la nutation, elle fournit aussi des données précieuses 

sur Ies Iois de la densité et de 1'ellipticilé des cou-



31()8 THÉORIE ANALYTIQUE 

ches terrestres de la surface au centre clu globe. En 

effet, l désignant toujours la précession moyenne, 

pendant l'unité de temps, rapportée à Técliptique 

fixe, on aura pour sa valeur complete, n° 2 5 , 

_ 3 m ' ( i + > . ) / a C — A - B i * 

4« - v C 

Si dans cette équation on substitue pour X, Z, h 

leurs valeurs, n° 5 i , en observant que la valeur de in 

rapportée à la même unité de temps que /, donne 

m= 359°, 99371, 

cpie Ton a en outre 

~ = 0,0027303, 

et pour 1'époque de 1 j5o, origine du temps í, 

e = 0 , 0 1 6 8 1 4 , e ' = o , o 5 4 8 6 5 , - / = 0 , 0 8 9 8 3 ; 

011 trouvera 
2 C — A — B ,, _ 

— = 0 , 0 0 6 2 0 1 0 , 
li 

et comme on a, à trés-peu prés, A = B, il en résultera 

C A = o,oo3i4o5. 

Cette équation établit un rapport important entre Ies 

trois moments d'inertie du sphéroide terrestre; nous 

reviendrons sur Ies conséquences qui en résultent, 

relativement à la configuration et à la disposition des 

couches qui Ie composent, lorsque nous nous occupe-

I O i i s de la figure cies corps célestes. 
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40. Nous avons jusqu'à présent regardé Ie sphé-

roide terrestre comine entièrement solide; cette sup-

position n'est point parfaitement exacte, et pour que 

Ies résultats de la théorie précédente fussent rigou-

reusement applicables à Ia Terre, il faudrait avoir la 

certitude qu'ils ne sont pas altérés par Ies oscillations 

ct Ies frottements du fluide cpii la couvre en très-grande 

partie. C'est ce que Laplace est parvenu à démontrer 

par une savante analyse, cjui l'a conduit à cet impor-

tant théoréme que nous nous contenterons de rappeler 

ic i : Les phénomènes de la précession des équinoxes 

et de la nutation de 1'axe de la Terre sont exacte-

ment Ies mémes que si la mer Jormait une masse so-

lide avec elle. 
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CIlAriTRE Y. 

MOUVEMENT DE ROTATION DE LA LUNE AUTOUR 

DE SON CENTRE DE GRAVITÉ. 

4 1 . Un phénomène extrêmement remarquable dans 

Ie système du monde, et qui parait avoir été connu 

de tout temps, c'est que la Lune, dans son mouve-

ment de révolution autour de la Terre, nous présente 

toujours la mème face. L'explication que Ies anciens 

astronomes avaient donnée de ce singulier phénomène 

était erronée. C'est à Hévélius et à Newton que l'on 

doit la connaissance de sa véritable cause. Ils mon-

trèrent que, pour en rendre raison, il fallait supposer 

une égalité parfaite entre Ie mouvement de révolu-

tion et Ie mouvement de rotation de la Lune; d'ou il 

resulte qiTà mesure cpie son centre dc gravité s'avance 

sur 1'orbite c[u'il décrit autour de la Terre, Taxe du 

sphéroide lunaire, qui est tonrné vers nous, décrit, 

par un mouvement contraire, Ie même nombre de de-

grés, en sorte que ce second mouvement, ramenant 

sans cesse vers Ie centre de la Terre Ie mème hémi-

sphère de la Lune, toutes Ies autres parties de sa sur-

face nous restent à jamais cachées. Bientôt après, Do-

minique Cassini, par une observation plus attentive 

encore des taches de la Lune, découvrit, dans son 

mouvement de rotation, de nouveaux phénomènes; 

il reconnut, i° que I incliriaison de 1'axe de rotation 
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fie la Lune à Iecliptique est invariable; 20 que Ies 

nceuds de son équateur coincident constamment avec 

Ies nceuds de son orbite, c est-à-dire que Ies plans de 

1'équateur et de lorbite lunaire coupent toujours ce-

lui de 1'écliptique suivant la même ligne d/oite. Ces 

deux importantes découvertes, Ies plus belles peut-

être dont nous soyons redevables à ce grand astro-

nome, et que Ies observations de Tobie Mayer et de 

Lalande ont depuis confirmées, complétent la théorie 

astronomique du mouvement de rotation de la Lune, 

et ont permis aux géomètres de ehercher, avec Ie se-

eours de 1'analyse, I explication physique des singu-

liers phénomènes que ce mouvement nous présente. 

D'Alembert tenta Ie premier cette cntreprise. Il 

essaya d'appliquer à la Lune ses formules de la pré-

cession des équinoxes; mais la lenteur du mouvement 

de rotation de cet astre, ct surtout la circonstance 

particulière de 1'égalité de ce mouvement à celui de 

révolution, exigeait, pour traiter cette question, une 

analyse toute nouvelle, et celle qiTemploya d'Alem-

bert Ie conduisit à des résultats inexacts. Lagrange 

eut plus de succès, et son Mémoire, qui reinporta 

Ie prix proposé par 1'Académie des Sciences pour 

1764, joint à celui qiTil publia en 1780 dans Ies Mé-

moires de Berlin, renferme la théorie complète du 

•mouvement de rotation de la Lune autour de son cen-

tre de gravité. 

Lagrange donne d'abord 1'explication du phéno-

mène que I on a nommé la Hbration en longitude; il 

montre qu il est du à ce cpie 1'égalité du mouvement 

moyen de révolution et de rotation de la Lune 11'ayant 

11. 19 
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point été rigoureusement exacte à 1'origine des temps," 

ce qui paraitrait en effet infiniment peu vraiscmbla-

IjIej il en est résulté une espèce de balancement dans 

1'axe du sphéroide lunaire dirige vers la Terre, qui Ie 

fait osciller de part et d'autre du rayon vecteur mené 

du centre de la Terre à celui de la Lune, comme un 

pendule oscille sans cesse autour de la verticale dont 

011 l'a légèrement écarté. Après avoir développé Ies 

Iois de la libration en longitude, ainsi que Ies petites 

inégalités qui résultent dans Ie mouvement de rota-

tion des inégalités du mouvement de révolution, pas-

sant à la libration de la Lune en latitude, par un choix 

de variables extrèmement ingénieux, et qui a été «tilo 

dans un grand nombre de questions de la Méeanique 

céleste, il parvient à déterminer Ies Iois du mouve-

ment de 1'équateur lunaire. Il montre que 1'inclinai-

son de l axe de rotation de la Lune est constante, et 

cpie Ie singulier phénomène dc la coincidence des 

noeuds de son équateur et dc son orbite, en est une 

conséquence immédiate. Pour que cette coincidence 

existe, il 11'est pas nécessaire qu'elle ait eu Iieu rigou-

reusement à 1'origine d 11 mouvement, il suffit que Ia 

différence, qui existait à cette époque entre Ies posi-

tions des noeuds de 1'équateur et de 1'orbite lunaire, 

ait été très-petite; 1'attraction de la Terre a établi en-

suite et maintiendra éternellement la coincidence de -

leurs noeuds moyens. 

Cette belle analyse, comme la plupart de celles (pie 

nous a laissées Lagrange, a presque épuisé la ques-

tion (ju'elle avait à traiter, et Ies géomètres qui s'en 

sont depuis occupés, n'ont fait que la simplifier et 
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ajouter aux inégalités dc la libration en longitude et 

en latitude déterminées par Iui, quelqnes inégalités 

nouvelles cpii sont trés-petites en elles-mèmes, mais 

auxquelles la précision des observations modcrnes 

obligera désormais d'avoir égard. C'est ainsi que 

M. Poisson, en discutant avec un nouveau soin Ies 

inégalités de la libration en latitude, en a reconnu une 

qui dépend de la différence en longitude du noeud 

et du périgée lunaire, et cpii peut devenir sensible; 

mais il s'est assuré en même temps qiTelle était la 

seule de cette espèce qui eut été omise dans 1'analyse 

de Lagrange et de Laplace, en sorte que toutes Ies 

autres inégalités auxquelles ils s'étaient dispensés d'a-

voir égard, pouvaient en effet ètre négligées. 

On doit donc regarder comme complète la théorie 

physique de la libration de la Lune; la seule cliose 

qu'elle laisse encore à désirer, c'est un assez grand 

noinbre d'dbservations pour Tixer avec précision Ies 

données cpie 1'analyse emprunte à TAstroiiomie, sur-

tout celles qui déterminent Ies rapports des moments 

d inertie des trois axes principaux dn sphéroide lu-

naire, ct qui fournissent par consécpient des notions 

exactes sur sa figure. M. Nicollet a déjà exécuté 1111 

travail de ce genre, en y employant 1 7Zj observations 

faites par Iui ou par MM. Bouvard et Arago; espé-

rons cjiTune plus longue suite encore d'observations 

confirmera Ies résultats auxquels il est parvenu et 

ajoutera à Ieur précision. 

On pourrait déterminer Ies inégalités du mouve-

ment de rotation de IaLune troublé par Taction du 

Soleil et de la Terre, au moyen des formules conte-
19. 
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nues dans Ie chapitre I " ; mais il est plus simple de 

reprendre pour cela Ies équations différentielles du 

mouvement troublé, données n° 2. On verra aisément 

d'ailleurs comment Ies résultats que nous allons déve-

lopper se concluraient des formules générales (P), 

n° 7, cpii s'appliquent au mouvement de rotation de 

toutes Ies planètes. 

-4-2. Nous placerons Torigine des coordonnées au 

centre de la Lune, que nous supposerons immobile, 

et nous regarderons Ie Soleil et la Terre comme cir-

culant autour d'elle. Soient donc L la masse de la 

Terre, X, Y, z ses trois coordonnées relatives à un plan 

fixe mené par Ie centre de la Lune paralèllement au 

plan de Técliptique à une époque donnée, r' son 

rayon vecteur compté du mème point; en ne pous-

sant Ies approximations cpie jusqiTaux termes du troi-

siéme ordre par rapport aux dimensiona du sphé-

roide lunaire, on aura, n° 2 5 , 

3 L 
_ J-^I (A—B) | [ x ' ! - ( y ' c o s 0-z sin S)'] cos 2 Ç -)- 2 x' (y' cos G-z sin 6) sin 2 J> 

31 
— - — - (A - f - B — 2 C ) [ x ' ! - f - ( y ' c o s S — zsinS) 1 ] . 

4 r 

Dans cette expression, A, .15, C représentent Ies 

trois moments cTinertie principaux de la Lune. Nous 

continuerons à donner Ie 1 1 0 1 1 1 d 'équateur au plan qui 

renferme Ies deux premiers axes principaux, c'est-à-

dire ceux auxquelsse rapportent Ies moments cTinertie 

A et B. Ce plan iTest plus ici, comme dans Ie mouve-

ment de rotation de la Terre, perpendiculaire à Taxe 

instantané de rotation ; cet axe varie dans 1'intérieur 
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du sphéroide luuaire, en sorte que Ies pòles de rota-

tion se déplacent à la surface de la Lune, circonstance 

qui établit une différence essentielle entre Ie mouve-

ment de rotation de ce sãtellite et celui du sphéroide 

terrestre. 

Cela posé, 6 represente 1'inclinaison de 1'équateur 

lunaire sur Ie plan fixe parallèle à 1'écliptique, <p est 

1'angle compris entre Ie premier axe principal de la 

Lune et Ie noeud descendant de son équateur; nous 

supposerons 1'angle cp compté à partir de ce noeud 

dans Ie sens du mouvement de rotation de la Lune; 

enfin, nous nòmmerons ò 1'angle compris entre Ie 

noeud descendant de 1'équateur lunaire et une droite 

fixe menée dans Ie plan de 1'écliptique, et nous sup-

poserons cet angle compté à partir de cette droite, en 

sens inverse de 1'ordre des signes. 

Si l'on clifférentie Ia fonction V par rapport aux 

trois variables 9, 6, 6, en observant que l'on a, n° 2 o , 

on aura 

Í \ Ji j 
Jq ~ (A—B) [x' (y' sin O-+-z cos 0) sin 2 ' f—(y ' cos O—z sin ¢)(*' sin 0-4-z cosO) cosa 
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et, par suite, 

- A R ( 4 T + c o S 0 - T - ^ = = - T : ( A — B ) [ (Y 'COS9—zsinô) (Y' sin 0+z cosS) sin 
sin9 dy] 2 r s v K ' 

-+- x' (Y' sin9 -+• z cos 0) cos 2 <p] 

31-

-4- ^ y i (A + B — 2 C) [x' (Y' sin 9 + Z cos9) ]. 

Les trois équations (C) du n° 2 deviendront ainsi 

A Í / P + ( C - R ) qrdt= ——— ( C — B ) [(Y' COS S — Z sin 9) (Y'sin 9 + z c o s S ) cosy ' 

— x' (Y' sinO -+- z c o s 9 ) sinip], 

Br/?-+-(A-C) p r d c = ^ ^ ( A — C ) [ x ' ( * ' sin0 -f- z c o s 0 ) c o s ? 

-+- (Y ' cos9 — z sin 9) (Y' sin 9 z cos0) s i n y ] , 

Cdr-\-{B-k)pqdt=z~^ (B — A ) | 2 x ' (Y'COS0 — z sin0) c o s 2 ? — [ x ' J — ( Y ' c o s 9 — z s i n 9 ) ' ] s i n 2 i p j . / 

Il est bon de remarquer qiTon peut arriver très-

simplement aux mèmes équations de la manière sui-

vante : nous avons supposé n° 5, livre II, 

L 

* ) ' + ( / - / ) ' + ( z ' - 7)' 

x ' , y', z' représentant Ies coordonnées de 1'astre L 

. rapportées aux trois axes principaux du sphéroide 

attiré, et oc, y, z Ies coordonnées d'un élément dm de 

ce corps, relatives aux mèmes axes et à la mème ori-

gine. En différentiant cette valeur, on trouve 
_dX' dY' _ ^dY' ,dY' \ 

J dz Z~dJ~~ Z dy J 7 7 ' i 

dX' dX' ,dX' , dX' I . 
z H I - x I k - x 7 7 - i Z P r ' í n ) 

dY' d X' ,dY' ,dY' 
xThy —J 7 7 " ^ 77 ~ x 177' 
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Si Ton multiplie par dm Ies deux membres de ces 

équations, qu'011 Ies intègre ensuite, qu'011 fasse, pour 

abréger, Y = S .Y 'dm, 1'intégrale S étant relative à 

1'élément dm et aux quantités qui varient avec Iui, 

cn observant que Ies trois coordonnées x', j ' , z' sont 

Ies mèmes pour tous Ies éléments dm, en vertu des 

trois équations (/«), 011 pourra supposer: 

0 / d V' d\"\ , ,dX ,dx 
s ; [ r - * - ã ? J d m = z V - * Sir' 

_ / dX' dX'\ , ,dx dX 
S " [ Z ~ãl - X 1 u ) d m = X M . - 1 dl> 
_ / dX' dX'\ J ,dx ,dX 
s- xdT -JTT) d,!l =r'l2 ~x TP' dy J dx j ' J dx dy' 

Cela posé, en ne portant Iapproximatioii que jus-

qiTaux termes du troisième ordre, nous avons trouvé, 

U0 23, 

V = ( A x ' 2 + B j ' 8 -+- Cz'2) , 
2 R 5 V 

x', y', z' représentant, comme plus liaut, Ies coor-

données de I., rapportées aux trois axes principaux 

du sphéroide attiré. 

Cette expression, en la différentiant, donne, en 

vertu des formules précédentes, 

s . ( r i r - A ^ ( C - B ) 7 X 

, / dX' 
• x-

dX'\ . 3 L 
dm = — (A — C)x'z', 

dz / r 

„ / dX' dX'\ j 3L . . . , , 

Si I on substitue ces valeurs dans Ies équations (B), 
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n° i, et qu'011 remplace ensuite Ies coordonnées x', 

y', z' par leurs valeurs en fonction des angles <p, i, S, 

données 11o 2 5 , 011 retrouvera identiqnement Ies équa-

tions (1). 

L'observation ayaut montré que 1'inclinaison de 

1'équateur lunaire sur Técliptique est toujours peu 

considérable, Q est 1111 fort petit angle dont nous né-

gligerons Ie carré et Ie produit par Ie carré de 1'in-

clinaison de 1'orbite lunaire, qui est aussi une très-

petite quantité. En observant que z est du même 

ordre que cette inclinaison, Ies trois équations (1) de-

viendront 

Adp + (C — B) qrdt=—~( C - B) [ ( y ' 0 + z) ( V c o s y — x' s i n o ) ] . 

Iíí/í/ + ( A - C) prdt = 3 1 J (A — C) [ ( y ' 0 + z ) ( x ' cos? - f - * ' s i n ? ) ] , 

Cf// '4- (B — A ) pq dt = —^tj- (B — A) [ 2 x ' y ' cos 2 <p — ( x ' ! — y " ) s i n 2 

On peut encore aux coordonnées x', Y', Z de L, 

substituer d'autres variables qui rendent 1'intégration 

plus facile. Soit v la longitude de la Terre vue de la 

Lune, cette longitude étant comptée du noeud ascen-

dant de Téquateur lunaire; soit a la longitude du 

noeud descendant de Torbe lunaire comptée du même 

point, et 7 1'inclinaison de cette orbite sur Téclip-

tique f ixe; en désignant s' la latitude de la Terre au-

dessus de ce dernier plan, on aura 

tangi' = tang y sin (f — 

La longitude de la Terre, comptée d'une droite fixe 

sur Ie plan parallèle à Técliptique, sera v — <\i; en 
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suivant donc 1'analyse dn 11o 2 5 , et en observant que 

y est un très-petit angle dont 011 peut négliger Ies 

carrés dans la recherche cpú nous occupe, on trou-

vera 

x ' = r ' c o s e , Y' = r'sint>, z = r ' y sin(t> — a), 

valeurs exactes, aux quantités prés de 1'ordre y2. 

Les équations précédentes deviennent ainsi 

A d p + ( C — B) qrdt = ^f/ (C — B) [ S s i n c + y s i n ( c ~ a ) ] s i n ( c — 1 

Wdtj (A — C) prdt = 3 ^dt (A — C) [ 9 s i n « 4 - y s i n ( e — a ) ] c o s ( c — < p ) , 

3 L dt 
Cí//' -(- (B — A ) p q d t = J',3 ( B — A) sin a ( c — <?). 

45. Occupons-nous d'intégrer ces équations; con-

sidérons d abord la troisième, d'ou dépend Ie mouve-

ment du sphéroide lunaire autour de son axe de rota-

tion. 

Si la Lune était un sphéroide de révolution, on 

aurait B = A1 et par conséquent r= constante. r ex-

prime la vitesse du mouvement de rotation du sphé-

roide autour de son troisième axe principal (n° 3 5 , 

livre Icr). Cette vitesse serait donc constante, et Ie 

mouvement de rotation uniforme. Ce cas 11'a pas 

lieu dans la nature, mais 011 peut toujours regarder Ia 

quantité B — A comme peu considérable; et comme 

p et q sont aussi très-petils, puisque 1'observation a 

prouvé que 1 axe de rotation de la Lune s'écarte tou-

jours très-peu de son troisième axe principal, on 

pourra négliger Ie produit (B — A )pq à cause de la 
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petitesse de ses trois facteurs. La dernière des équa-

tions (2) deviendra donc 

d r = ^ T ( B - i - A ) sin ©). (3) 

L'observation ayant fait voir que la Lune nous pre-

sente toujours à peu prés Ie même liémisplière, 011 

en a conclu que son moyen mouvement de rotation 

est exactement égal à son moyen mouvement de ré-

volution ; en sorte que si ce mouvement est sujet à 

quelques inégalités, eiles cloivent être peu considé-

rables. 

Or, si l'on néglige, comme nous Ie supposons, Ies 

quantités de 1'ordre £>2, l'arc o — <i représentera (n° 1) 

Ie mouvement de rotation dc la Lune autour de son 

troisiéme axe principal, mouvement qui serait uni-

forme sans 1'action desforces perturbatrices. Si l'on 

designe donc par 11 Ies inégalités qu'elles peuvent y 

produire, par mt + c la longitude moyenne de la 

Terre vue de la Lune et correspondante au temps 

longitude qui est égale à celle de la Lune vue de la 

Terre plus une demi-circonférence, on aura 

a — di =z mt + c -+- u, 
T 1 ' 

et 1'angle u représentera la libration de la Lune, 011 

l'excòs de son moyen mouvement de rotation sur son 

moyen mouvement de révolution. Il ne s'agit donc, 

pour déterminer la libration, epie de connaitre la va-

leur de 1'angle u. Or, il est facile d y parvenir en in-

troduisant cette nouvelle variable à la place de /'dans 
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1'équation (3), et en intégrant ensuite 1'équation re-

sultante. 

En effet, on a, n° I j aux quantités prés de 1'ordre 52, 

et, par conséquent, en différentiant l'équation (/«) en 

faisant varier la constante c, pour avoir égard à 1'équa-

tion séculaire dont est affectée la longitude moyenne 

de la Lune et qui est introduite dans son expression 

par la variation de 1'époque (n° 7, livre I), on aura 

L'angle v représentant la longitude de la Terre vue 

de la Lune et comptée à partir du noeud descendant 

de 1'équateur lunaire, v — >b sera la mème longitude 

comptée à partir d'un équinoxe fixe, 1'angle ijj devant 

ètre compté, comme nous l'avons dit, en seus inverso 

de 1'angle v. Cette longitude est égale à mt -1- c, plus à 

une suite de sinus et de cosinus d'angles multiples du 

moyen mouvement mt; on aura, par conséquent, 

v = mt + c + <J/ -+- 2 . II sin (ht + ti), 

en représentant par 2.II únUit + ti) Ies inégalités 

de v ordonnées par rapport à mt. 

Cette valeur, comparée à celle de o — ó, donne 

v — o =- — u + 2.11 sin (ht + ti), 

et, par conséquent, 

sin a (v — tf) = -- sin 2 11 + 2 cos 2 u s . l l sin (/it + /<')—... • 

dr 

dt 

d7 u d'c 
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L'équation (3) devient ainsi, en y substituant 
d1 u d1 c dr * 

Tr+HrPourTt' 

d'-c 3 L / R — A \ . 3 L / B — A \ T> . , , 
+ - ^ 7 s i n a a + - J S . H c o s a « sin (Af + h ) . 

L'angle u étant toujours une très-petite quantité, si 

l'on néglige son carré et ses puissances supérieures, 

on pourra supposer dans cette équation sin 111 = 111 

et cos2 u = 1; de plus, comine 011 a, à très-peu prés, 

= IH 2, 1'équation précédente deviendra 

+ 3 " = + 3 ( ^ ) 2 H + ) - ( 5 ) 

Si I on fait d'abord abstraction des termes sans ti, on 

satisfera à cette équation en supposant 

u = Iv sin (kt + A-'), 

et l'on aura, pour déterminer k, 

li et k' étant deux constantes cpii demeurent arbi-

traires. 

Si l'on nommc m' Ie moyen mouvement du Solei], 

et e' 1'excentricité de son orbite, en ne considérant 

que Ie terme principal de 1'équation séculaire de la 

Lune, par la théorie de cet astre (n° í ) í , livre VH), 011 

aura 
í/r li in'2 c'1 

dt ' 2 m 
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et, par conséquent, 

d'c 3 Hi '2 e' de' 

dt mdt 

En substituant cette valeur dans 1'équation (5) et en 

1'intégrant ensuite en regardant la quantité précé-

dente comme constante, ou, ce qui revient au même, 

en négligeant la quantité très-petite du troisiéme ordre 

--T-? on aura, en vertu de ce terme seul, 

( " C - ) 
m'-c'dc' 

U =zz — 
, B — A 

ms dt 

Si I on designe ensuite par Ls in(Aí + A'), Ie terme 

de la valeur de u qui doit correspondre au terme 

( ç ^ j H sin (Aí + ti) de 1'équation (5), en y 

substituant cette valeur et en comparant Ies termes 

qui ont même sinus ou même cosinus, on aura 

- LA2 + 3 m* { ^ J ) (L - H) = o, 

d'ou I on tire 

3 » ' ( ' ^ l H 
L = 

Ainsi, d'après la théorie des équations linéaires, la 

v aleur complete de u sera 

m" c' dc' 
Il = 

m - dt 

+R Sin [kt + U) -H L sin (Aí -+-A'), 

C 
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R et />' étant Ies deux constantes arbitraires qui doi-

vent entrer dans 1'intégrale finie de 1'équation du se-

cond ordre (5), et Ie signe 2 désignant une suite dc 

termes semblables au terme L sin (Aí + //'), et déter-

minés de la même manière. 

44: Examinons Ics conséquenees qui résultent de 

cette expression. Le premier terme de la valeur de u 

est insensible quoiqu'il ait pour divisem' la petite frac-

tion A? à cause de la lenteur avec laquelle varie 

l'excentricité e' de 1'orbe solaire; cette variation, en 

elfet, qui produit 1'équation séculaire de la Lune, ne 

devient sensible que par la double intégration qiTelle 

subit dans 1'expression dc la longitude moyenne. On 

peut donc négliger ce terme, et il résulte, en effet, 

des données que l'on a sur la valeur de la fraction 

B qu'il ne s'élèverait pas à o",oi8 en un siècle. 

Tous Ies autres termes de 1'expression de u varient 

avec beaucoup plus de rapidité, mais sa valeur de-

meurera toujours peu considérable, si Ies coefficients 

R, L, etc., sont de très-petits coefficients. Le second 

terme de la valeur de u dépend de Tétat initial du 

mouvement, et elle demeure toujours peu considé-

rable si Tarbitraire R est supposée très-petite. Jus-

qiTici Ies observations Ies plus précises ne paraissent 

indiquei' aucune trace de cette inégalité, il en faut 

conclure ou que la constante R était nulle à Torigine 

du mouvement, ou que son influence a été annulée 

depuis par Teffet de quelque cause étrangère, et que 

par conséquent Ia partie de la libration de la Lune 
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qui dépend de l'état initial du mouvement sera tou-

jours insensible. Cette remarque est analogue à celle 

que nous avons faite dans Ie n" 13 , relativement à 

la Terre. 

On a, par ce qui precede, k = m\J3 ^ aJ > m 

représentant Ie moyen mouvement de la Lune clans 

1'unité de temps; la durée de la période de 1'argu-

ment dont il s'agit, sera donc d'un móis sidéral divisé 

par y / 3 ~ A j • Nous verrons bientòt que ce divi-

sem' est une très-petite quantité, et que des obscrva-

l ions recontes sur lesquelles on peut compter donnent, 

à trés-peu prés, 0,0018 pour sa valeur. Cette durée, 

dans ce cas, n'excéderait pas deux années; il sera donc 

facile, par des observations faites a des intervalles de 

temps assez grands pour que la variation de 1'angle 

kt soit sensible, de reconnaitre si Ie coefficient K a ou 

non une v aleur appréciable. 

\u reste, il faut observei' que ce premier terme de 

la valeur de u sert à expliquei', par la théorie, com-

ment il se fait que la Lune nous presente toujours Ie 

mème hémisphère, sans qu'il soit besoin de supposer 

que la vitesse primitive de rotation, imprimée à cet 

astre, a été exactement éçale a sa vitesse de révolution 
' O 

autour de la Terre, ce qui parait en elfet infiniment 

peu vraiseniblable. Pour Ie faire voir, remarquons 

qu'en faisant abstraction de 1'inclinaison de réquateur 

lunaire à l écliptique, 011 a, par Ie n° Í 5 . 

> 1 1 ^c 
dc;, — cl6 = rdt, r - - m 4 - -1- j , . • 
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On aura, par conséquent, 

f rdt = Jmdt + c -4- u. 

En comprenant dans 1'intégrale f mdt Iequalion 

séculaire qui affecte Ie moyen mouvement lunaire, ou 

plutòt la longitude moyenne, et qui est introduitc par 

la variation de la constante c. 

r représentant la vitesse de rotation dc la Lune au-

tour de son troisième axe principal (n° -í-5), 1'inté-

grale f rdt exprime son mouvement de rotation autour 

du même axe, ou Ie nombre de degrés, minutes ct 

secondes que décrit en un temps donné l'un des points 

de son équateur. Comme la quantité u n'est compo-

sée que de termes périodiques, 1'équation précédente 

montre que Ie moyen mouvement de rotation eí Ie 

moyen mouvement de révolution sont parfaitement 

égaux entre eux, et que 1'action de la Terre sur lo 

sphéroide lunaire fait participei' Ie premier de ces 

mouvements aux inégalités séculaires dont Ie second 

osl affecté, puisque nous avons vu, on effet, que la 

vitesse de rotation /'serait rigoureusement constante 

sans cette action. On en peut conclure que la par-

faite égalité des deux mouvements se conservera dans 

tous los siècles tello qu'elle est aujourd'hui, condition 

nécessaire ( n ° 4 i ) pour que la Lune nous présente 

toujours la mème face. S i , au contraire, Jo mou-

vement de révolution était affecté d'une inégalité à 

Iaquelle n'aurait point part lo mouvement de rota-

tion, rhémisphère lunaire opposé à la Terre antici-

perait progressivement, par la suite des siècles, sur 

la partie qui est tournée vers elle, et avec quelque 
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Ienteur que eroisse cette inégalité, elle suffirait pour 

uous faire decouvrir un jour toute la partie de la sur-

face lunaire qui semble pour jamais soustraite à nos 

yeux. 

Pour que cette inégalité subsiste et se maintienne 

éternellement, il 11'est pas mème nécessaire que Ies 

moyens mouvements de rotation et de révolution de 

la Lune aient été égaux à Forigine du mouvement. 

En effet, en différentiant et substituant pour ~ sa va-

leur, on a 

r = III + HiK y / 3 ( B A ) cos (Xí 4- A-') -i- L/ cos (It 4- /'). 

En sorte que, comme R est arbitraire, la vitesse pri-

mitive de rotation de la Lune peut ètre supposée qirel-

conque; et il suffit, pour cpie Ies moyens mouvements 

de rotation ct de révolution aient dans la suite tou-

jours coincide, que cette vitesse aitété comprise entre 

„ I 4 - I H K y / 3 ( 8 ^ J e t K y / 3 ( 1 = ^ ) -

Ces limites sont très-resserrées, il est vrai, et elles 

s'éloignent peu de la valeur moyenne m, à cause 

de la petitesse de la constante R et du coefficient 

y / 3 ^ ~ A ^ ; mais elles suffisent pour faire dispa-

raitre Finvraisemblance qiTil v aurait à supposer, à 

Forigine du mouvement, une parfaite égalité entre 

Ie moyen mouvement de rotation de la Lune et son 

moyen mouvement de révolution 

Pour que la libration en longitude demeure tou-
I E 2 0 
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jours peu considérable, comme Tobservation !'indi-

que, il faut que Ies coefficients L, etc., des différents 

termes de la valeur de u, soient supposés très-petits, 

ainsi que Ie coefficient K; mais cette condition ne 

suffit pas, il faut de plus que Ies valeurs des constantes 

A-, h, etc. v soient toutes réelles; car autrement quel-

ques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans I ex-

pression de u, se changeraient en ares de cercle ou 

en exponentielles, et la valeur de u pourrait croitre 

indéfiniment,ce qui est contrc I hypothese.Les valeurs 

de li et des autres coefficients semblables sont réelles 

de Ieur nature; mais pour que celle cle k Ie soit aussi, 

., B — A . . , . . , , 
il faut que — - — s o i t une quantité positive, c est-a-dire 

qu.e I on aitHB > A. Or, A est Ie moment d'inertie qui 

se rapporte à 1'axe principal de 1'équateur lunaire, qui 

est constamment dirigé vers la Terre; en effet, cet axe 

est celui cjui forme 1'angle <p avec l intersection de 

1'équateur lunaire et de 1'écjiptiqne, tandis que la 

jirojection du rayon vecteur mené de la Lune à la 

Terre, forme 1'angle v avec la même ligne. v — ep est 

toujours, j i a r c e q u i jirécéde, un très-petit angle; Ie 

premier axe princijial de la Lune est donc toujours, 

a très-jieu prés, dirigé vers la Terre; et il est naturel 

jiar conséquent de supjioser que 1'écjuateur lunaire 

s'est allongé dans ce seus par Teffet de 1'attraction de 

la Terre, en sorte (jue Ie moment cTinertie A, qui se 

rapporte à Taxe de Téquateur dirigé vers la Terre, 

doit être j)lus jietit que Ie moment cTinertie B, relatif 

au second axe jirincijial situé dans Ie mème jdan. 

Quant aux coefficients Iv, T., etc., comme Ie jire-
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mier K est arbitraire, sa valeur peut être supposéc 

aussi petite qu'ou votidra; mais pour reudre en mème 

temps très-petite celle do L, il faudra supposer une 

valeur très-petite à la quantité • Oii voit, en 

ef fet , d'après !'expression de L, que ce coefficient 

pourrait devenir sensible si II avait une valeur assez 

grande, ou si la valeur de li était peu différente de 

m y / 3 ' ce cI 1" rendrait très-petit Ie dénomi-

nateur de cette expression. 

•4o. Nous avons désigné par I.II sin (ht + ti) la 

somme des vermes périodiques de la longitude vraie 

de la Lune : Ie premier de ces termes, ou 1'équation 

du centre, esí celui qui a Ie plus grand coeff icient; en 

Ie supposant représenté par H s'm(fií + h'\ on a, par 

la théorie de la Lune (tome I Y , page 6o r), 11=22639", 

Jr = iir 0 ,98317; on aura donc, en vertu do ce terme, 

3 I 2 2 6 3 9 " 

o , q 8 3 r7 —• 3 
( " C - ) 

d ou I on tire 
P. — A 0,02772 L 

C ~ L — 22639"' 

IJÍI valeur de 'L doit ètre peu considérable, puisque 

Ie terme de la valeur de u qui en dépend n'a pu ètre 

reconnu par 1'observation. U est probable, vu la pré-

cision des observations modernos, qu elle iTexcède 

guère un demi-degré; si l'on suppose donc L = — 3a' 
2 0 . 
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ou 1920", on aura 

B — A r/-. B — A 
— = 0 , 0 2 0 0 9 . 1 , = — 0 , 0 0 0 0 0 9 . 

Ci C 

La valeur de B — A devant d'ailleurs être néces-
g ^ 

sairement positive, il en résulte que — ^ — est au-des-

sous de 0 , 0 2 0 6 2 1, et que L est négatif. 

Parmi Ies termes de 1'expression de u qui peuvent 

devenir sensibles en aequérant de très-petits diviseurs, 

Ie plus considérable"*est celui qui dépencl de l'équa-

tion annuelle; il suffira donc d'examiner 1'effet de ce 

terme. Si l'on suppose que II sin(7/í + h') represente 

cette équation, Iit -4- h! étant ici 1'anomalie moyenne 

du Soleil, 011 aura, par la théorie dela Lune( tome IV, 

page 601), II = 669" et h = /720,0748, et P a r consé-

quent Ir •=• iri~ o.oo5595 ; 011 aura donc, en vertu de 

ce termo, 

L = — 
o , o o 5 5 g 5 — 3 

B 
C 

d ou 1 on tire 
B - A _ o , o o i 8 6 5 L 

~~C ^ E - 6 6 9 ^ ' . 

Puisque Ies observations n'ont point fait recori-

naitre Ie terme de la valeur de u proportionnel à L, 

ce coefficient doit être peu considérable; si I on sup-

pose en conséquence L = rp 1 9 2 0 " , 011 aura 

B A = 0 , 0 0 1 3 8 3 1 , B A = 0 , 0 0 2 8 6 2 4 . 
c c. 

Ainsi, dans Ie cas de L négatif, Ies deux limites 
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de — - — sont zéro et 0 ,00i383i , et, dans Ie cas de L 
( j 

positif, 0 , 0 0 2 8 6 2 / 1 et 00 ou 0 , 0 0 2 8 6 2 4 et 0 , 0 2 6 6 2 1 , 

, B - A 
pnisque nous venons de voir que — - — ne pouvait 

pas dépasser cette dernière limite. Nous verrons tout à 

1'Ifeure que la valeur de est moindre que 0 , 0 0 0 6 ; 

elle est donc comprise entre zéro et O,OOI383I, et 

par conséquent L est négatif. 

Si l'on substitue dans la valeur précédente de L, 

pour B A la dernière limite que nous venons d'as-

signer à cette quantité, 011 trouvera, relativement à 

1'équation du centre, L = — 4i" , et relativement à 

1'équation annuelle, L = — 317". Ce sont Ies limites 

de ce coefficient, et par conséquent celles des argu-

ments qui en dépendent dans la valeur de u. Or, Ie 

dernier are, vu de la Terre sur la surface dc la Lune, 

ne s'élèverait pas à i " , 5 ; c'est la seule partie de la li-

bration qu'011 puisse espérer de rendre sensible par Ies 

observations; et si I on parvenait à la déterminer, 011 

en déduirait la valeur de B A qui 11'est pas encore 

connue d'une manière positive; mais sa petitesse rend 

cette appréciation très-difficile. 

MM. Bouvard et Nicollet, par la discussion de 174 

observations de la libration de la Lune en longitude, . 

ont trouvé Ie coefficient de 1'inégalité dépendante de 

1'équation annuelle, de 4'45", d'oíi l 'on conclut 

B - A r K a 
— - — = 0 , 0 0 0 ^ 3 6 7 . 
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Si l'o*n détermine, d'après cette valeur, Ie coeffi-

cient du terme de u qui dépend de 1'équation du cen-

tre de la Lune et qu'on joigne ce terme à celui de 

1'équation annuelle détermine par Tobservation, 011 

aura 

u=z — a85" sin / - 39" sin/', 

/ étant Targument de 1'équation annuelle de la Lune 

et V celui de son équation du centre. 

La valeur précédente de B A s'accorde avec la 

Ci 

limite que nous avons fixée à cette quantité, et qui a 

été-conclue de la libration de la Lune en latitude, plus 

facile à observei-que la libration en longitude. Cepen-

dant, il reste encore de Tineertitude sur ce résultat, 

et il est à désirer que de nouvelles observations ajou-

tent à son exactitude. 

Ut. Occupons-nous maintenant du mouvement des 

noeuds et' des variations de Tinclinaison de 1'équa-

teur lunaire. Pour déterminer Ies mouvements de ce 

plan, il faut connaitre Ies angles <1/ et O d'ou dépend à 

chaque instant sa position par rapport à 1'écliptique 

fixe-, or, Tangle | est donné en fonction de f et du 

temps t, au moyen de 1'équation (4); i! ne nous reste 

donc à déterminer que Ies angles d etç>. P o u r y par-

venir, il convient de Ieur substituer de nouvelles va-

riables qui facilitent Tintégration des équations d'ou 

leurs valeurs dépendent. On coneoit, en effet, que 

si Ton choisit ces variables de manière à ce qu'elles 

soient astrcintes, par Ia nature mème de la question, 

à demeurer constamment très-petites, 011 pourra, dans 
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Ja première approximation, néglíger Ies termes oú 

elles se tronveraient multipliées entre elles ou par leurs 

différences, et I on n'aura plus à considérer que des 

équations linéaires, Ies seules qui puissent, comme on 

sait, s'intégrer dans tous Ies cas, quel que soit Ie 

nombre des variables q u e l l e s renferment et Ie degré 

de Ieur différence. Ces conditions sont faciles à rem-

plir dans la question qui nous occupe; car, comme 

nous avons supposé 1'inclinaison 9 de 1'équateur lu-

naire à lécliptique fixe toujours peu considérable, il 

suffira, pour y satisfaire, de substituer aux variables 

O et 9, des variables analogues à celles que nous avons 

déjà employées dans un cas semblable, n° 3 4 , livre I. 

Soient donc 

5 = tang© sin ip, s' = tangô cos<p. 

En différentiant et négligeant Ie carré de Q, on aura 

CIs . <10 - cio 
— = SlUffl — + 9 COSffi -T1) 
clt ' clt ' dt 

ds' dO , . cU 
— Z= COSffl 7 SUlffl 
dt r clt ' clt 

Les équations (a) du n" 1 donnent 

do 
— =z — p cosip H- q s ins , 

rs <h • ^ r , 6 =z p sin<p H- q c o s ç H- r tangi/. 

Substituons ces valeurs dans Ies équations précé-

dentes; on trouve 

ds ds' . <> . 
-z=rs-+-q, - z = - r s - p , [ 6 ) 
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d'ou, en différentiant, on tire 

d'1 S ds' ,dr dq 

TF ~ ' dt ~ s Tt ~ Tt' 

d-s' ds dr dp 

T + rJt + s 7t = ~ Tt' 

Si Ton remplaee dans ces équations — et — par leurs 

valeurs tirées des équations (2), et qiTon observe 

qu'011 peut supposer r constant et égal à m dans Ies 

termes multipliés par Ics quantités très-petites s e t í ' , 

et par leurs différences, et qu'on peut négliger, par la 

même raison, Ies différentielles í s' 011 aura 
dt dt 

d's às' / A — C \ 3 L / A - C X 
-m , 

dt3 dt 

/ A - C A 3 L / A - C X r n . . , „ .. 
V r I T ) ' " P ~ T (^ -B -/ [0sinc-4-7sm(p —«)] cos(c— ? ) , 

ds / B — C X 3L /B—CX r A . -
+ m Jt + \ ~T~) '"q=T [~ÃT) [ 0 s m " + V S i n C " - « ) ] s i n ( e - T ) , 

ou bien, en mettant pour p et q leurs valeurs tirées 

des équations (6), 

(A-f-B-CX ds' /A-CX , 3 L /' A-CX . . , „ , , i 
I v B )"'T~ \ f B ~ j T 7 X i r ) m'"+7S«i^-«)]cos(^ç), I 

/AH-B-CN d.t /B-CX 3 L / B - C X . . , . , l 
[ X )"'Tt ~\A~) =^r^-^-J[eanP+7Sin(»-a)]aii(p-?). 1 

(5 

v est la longitude de la Terre vue de la Lune, et rap-

portée au noeud descendant de 1'équateur lunaire; 

v — a est la même longitude comptée du noeud as-

cendant de 1'orbite lunaire, en sorte que y sin(e — a) 

est la latitude de la Terre vue de la Lune. Si l'on 

remplaee ~ par m2 dans ces équations et qu'011 ob-



D U SYSTÈME D U MONDE 3 1 3 

serve que 

tangOsinv = tangO c o s ? sin(<> — ?) -I- tangOsin? cos (o — tp) 

=: s' s i n ( r — <?) + s cos(e — o ) , 

elles deviendront 

d\s / A - + - B — CN ds' / A - C N , 0 , / ' A —C C-s _ Ii 

IF — \ df \ B ] dt 

X [ f ' s i n ( c — tf) 4- í cos (o — o) + 7 sin(c — a ) ] cos(e — ? ) , 

d's' / A + B — C V A / B - C N . . " / B — C \ 
',«- — m}s' = 3 W2 — - — 

^f1 V A / V a / V a / 

X [ Í ' s i n ( C — 9) + ÍCOS(? -— <P) + 7 sin(E — a) ] s in( i> — ? ) . 

L'angle e — 9 étant toujours, par ee qui precede, peu 

considérable, sin(t> — o) est une très-petite quantité 

dont 011 peut, sans erreur sensible, dans Ies seconds 

membres de ces équations, négliger Ie carré multiplié 

par Ies quantités frès-petites s et s'; on aura ainsi 

d'S / A + B - C N ds' . / A - C N , , / A - C 
m^l — 4 — 5 — f f l's = 3m 

dt 2 \ B / dt ^ \ B J \ B 

X [•*' s in(c — t f ) + 7 sin(c — a ) ] c o s ( « — ? ) , 

(Cs' / A + B — C N 1 ds )\, ds / B - C N , , / B — CN * 

dt7 \ A 

X [ÍCOS(C — t f ) + 7 sin(E — a) ] sin v — o). / 

-47. Occupons-nous d'intégrer ces équations. Si 

l'on fait d'abord abstraction de leurs seconds mem-

bres, elles deviennent simplement 

d's /A-+-B- C-\ ___ ds' 

~dF ~ \ B 

d's' 

~dF + \ A 

1 — C-N ds' / A - C N 

j ) " l I T t - * ( — ) 

/ A + B - C N d s / B - C N „ , 1 

Ã ) m d t - ( " T " / 

' ( 3 ) 
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Pour Satisfaire à ces équations, supposons 

í = M sin(/í + A-), s' = M' cos(lt + A). 

Ces valeurs, substituées dans Ies équations précé-

dentes, donnent 

M ^ - ( ^ ) iiiM!l-+- 4 ( ^ ) H r M = o , 

M ' / 2 - ( ^ 1 ^ ) "IM/ H - ( ^ ) t o 2 M ' = o . 

De la seconde de ces équations, on tire 

/ A H - B - C 
ml 

M ~ / B _ c { M. (9) 

A 

Cette valeur, substituée dans la première, donne 

(AH-B — C)-
/ 2 Ã B " / A - C N „ , . 
I - - — _ 7 , v • H - 4 - F - J ' " - - O . ( . o ) 

B - C N ' 4 V B 

A 

Les équations (9), (10) serviront à déterminer Ies 

constantes M' et l; !es deux autres constantes M et A 

demeurcront arbitraires. 

Si I on ordonne 1'équation (10) par rapport à /, 011 

aura 

r ( ' A H - B - C ) J , / A - C v /B-C\~l „ . / A - C N / B - C \ 

L l - U T - - 4 U ) - VÃ") . M '+4JbrJ [—) m~°> 
équation qu'011 peut résoudre comme une équation 

du second degré, et qui donnera pour / deux valeurs. 

Désignons la première par l et la seconde par /'; ou 

11 
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aura, par Ia théorie des équations linéaires, 

5 = M sin (U + k) + N sin (Vt + k'), 

M'cos(/í + k) + N'cos(Z ' í + k'), 

en supposant, pour abréger, 

A + B — C \ , ( A + B — C 
ml ^ ml' 

M ~ / B - C A - V = 7 / P - r x 
P+ ) ni1 l- í B — C \ ' 

r 

Ces valeurs de s et s' renferment quatre arbitraires, 

M, N, A, k'; elfes sont donc Ies intégrales completes 

des équaiions (8). 

48 . Reprenons maintenant Ies équations (7). La 

quantité 7 sin (t> — a) représente, comme nousl 'avons 

dit, la latitude de la Terre vue de la Lune, latitude 

qui est égale et de signe contraire à celle de la Lune 

vue de la Terre. Sa valeur peut se développer, d'après 

Ies formules du 11O 2 5 , liv. II, en une suite de sinus et 

de cosinus des mulliples clu moyen mouvement mt; 

il en est de mème des trois quantités sint>, s i n ( f — 9) 

et cosft' — 9 ) ; en substituant donc ces valeurs dans 

Ies équations (7), leurs seconds membres se trouve-

ront composés d'une suite de termes semblables, et 

chacun d'eux produira, dans Ies valeurs de s et s', 1111 

terme correspondant q u o n déterminera de la manière 

suivante. 

Soit II sin (Aí + A') un terme quelconque du déve-

loppement de [Y sin(t> — f ) + 7 sin(i> — a)] COS(Í> — o), 

Aí désignant ici un multiple quelconque de mt, et Ii 
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et Ji étant des fonctions données des éléments de 1'or-

bite lunaire; et soit H' cos(Jit + Ji) Ie terme du "déve-

loppement de [Í COS(P - 9 ) + 7 sin(t> — a)] sin (<>—<P) 

qui Iui correspond, c'est-à-dire qui a mème argument 

ht; on aura, en ne considérant que ces termes, 

- ( ^ ) 4 - 4 ( iTTc) - . = » - ( £ ) B - ( ^ ) 1 

- I - ( ¥ ) ( ¥ ) 
On satisfait à ces équations, en supposant 

s = P s i n ( h t -+- li), s' = P' cos(ht + h'). 

Si I on substitue ces valeurs dans Ies équations pré-

cédentes, 011 trouve, pour déterminer P et P', 

_ P A . + - P ' / , - f è - Z Ç } « . ( 4 P + 3 H ) = o , 

d ou l'on tire 
m3//IV 

P = 
D 

3IW4 ('^V"5 
P ' = 

D 

en faisant, pour abréger, 

U = .,/, _ f „ + (LzS) ,,„] [„.+ 4 
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Chacun des termes des produits 

[V sin (v — o) + y sin (v — a)] eos(c — f) 
et 

[„v cos(t> — o) + ysin(i> — a)] sin(i> — y) 

"introduira dans Ies valeurs de J et s' des termes sem-

blables, et l'on aura Ies valeurs complètes de ces quan-

tités en prenant la somme de tous ces termes, et en 

y joignant Ies valeurs de s et s' qui ont Iieu lorsqu'011 

suppose nulsles seconds membres des équations (7). 

O11 trouve, dc cette manière, 

s = M s i n I t + k) + N sin [l' t+ k') -+- P s i n ( h t + //)+,.., 

í ' = M ' c o s ( / í - f - k) + N c o s ( / ' f + k') + P c o s ( h t + h') +..., 

M, N, k, k' étant des constantes arbitraires. 

Í9 . Ces valeurs satisfont aux équations (7) dans 

toute Ieur ètendue; elles doivent donc, renfermer Ies 

Iois de la précession des équinoxes lunaires et de la 

nutation de son axe de rotation. Mais avant d'en exa-

minei' Ies conséquences, il est bon de faire cpielqucs 

observations qui en restreindront la généralité. 

Nous avons dit, 11o 4 5 , que B A était toujours 
I J 

une quantité très-petite; 011 verra bientôt qu'il en est 

de mème de C A? en sorte que si l'on fait 

C - A . C — B 

ce qui donne A = C ( i — i) et li = C i — /'), i et / 

seront de très-petites quantités dont on pourra né-
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gliger Ies carrés et Ie produit. Si l'on substitue ces 

valeurs daus 1'équation (i i), elle devient 

/ — : r tn ' H ——r "t — o, \ T I 7 I T 1 I ' 

équation qui donne, en la résolvant par approxima--
tion, 

' I-f- 2 í — í ' ± (i 4- li — i'— 8íi')"j 
I2 2 p = Iir 

* ( — ' - ' " ) J 

On tire de là ces deux v a l e i s , I2 = nr + 3 inr et 

I2 = i\ i i 'nr ; on aura donc, en prenant p o u r / e t /' 

Ies deux racines positives de ces équations, 

l z= m + | im, 1' z= iin SilH', 

ou bien, en reniettant pour / et i' Ies valeurs que ces 

lettres représentent, 

I=Z111-3-,n(^), I = , . V ( A - C ) ( B - C ) 
2 

2 111 

Cesvaleurs substituées dans Ies équations(r2) don-

neront, en observant que i et /' sont de très-petites 

quantités, 

M = M , N ' = - 2 N y f ^ | . 

Les valeurs de 5 et s' deviendront ainsi 

M sin (It + X) + N s i n ( / ' f + X') + P s i n ( / i í 4- / / ) 4 - . . ., 

Jl cos(// + / ) 4 - 2K y / ^ _ cos( l t + X-') + P' c o s ( A í + //) + . 

Si, dans une première approximation, 011 néglige 

dans Ies équations différentielles (7), Ies produits de 

1'angle s> — <p par Ies quantités s, s' et y, Ie second 
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membre de la première de ces équations se réduira 

zéro; II sin (ht + ti) + . . . représentera donc dans 

co cas la latitude de la Lune dévcloppée en fonction 

des sinus et des cosinus du moyen mouvement mt. 

Le terme Ie plus considérable de cette valeur est celui 

qui dépencl de Targnmenl de la latitude : en ne con-

sidérant que ce seul terme et en Ie supposant repré-

senté par Ii sin (ht + ti), 011 aura Ies valeurs qui en 

résultent dans s e t s', en faisant H' = o dans Ies équa-

tions du U0 48, d ou Ton conclura P et P ' ; Ies valeurs • 

de s et s' se réduiront ainsi aux suivantes: 

S = M sin (lt + A) + N s i n ( / ' í + / • ' ) + P sin (ht -t- h , 

S zzz M cos (It + i ) + 2 N i / c o s (Vt - M ' ) + P ' cos (ht -+- h'). 
V D — Li 

SO. Examinons maintenant ce qui resulte de cos 

intégrales par rapport aux déplacements de 1'équateur 

lunaire. 

On a, par Ie n° 46, 

s z= tang6 sinç, s'=z tangi c o s i , 

d'oú Ton tire 

Si, à la place de s et s', on substitue leurs valeurs, on 

aura ainsi 

Y sin (v — a) et celui de la deuxième à 

tango = -•> tangô = v í4 •+• A"-. P , -' o > 

M sin (lt + h)-b N sin ( l ' t + V) + P sin (ht -+- //) 
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et en supposant, pour abréger, 

il est aisé de voir, n" 6 6 , livre II, que la valeur pré-

cédente pourra prendre cette forme, 

tangi? — ht — h') 

Msin [(/—/() t+k—//']-)-L sin[(/'—h) / + /•'—//]+K sin[(/'+/í) t 

PH-Mcos[(í-/i)í+/•-/(']-+-L cos[(/'-/i) í + Â ' - / i ' ] + K cos[,/'+/;) t+k'+h' j 

Si l 'on suppose cl'abord uulles los deux constantes 

M et N, cette équation donnera 

(p = ht + ti ou z, = i8o° + ht + ti, 

selou (pie P sera une quantité positive ou négative. 

Yoyons quelle est celle de ceux valeurs qui s'accorde 

avec Ies observations. 

L'angle mt + c -+- ^ est la longitude du rayon 

vecteur mené de la Lune à la Terre, comptée à 

partir du noeud descendant de 1'équateur lunaire; 

i So0 + ht + ti est Fargument de la latitude de la 

Lune, et par conséquent Jit-+- A'la distance de IaTerreau 

noeud ascendant de l'orbe lunaire; mt+c-\-^ — Jit — Ji 

exprime donc 1'angle compris entre Ie noeud ascen-

dant de 1'orbite et Ie noeud descendant de 1'équateur 

de la Lune. Or, on a, par ce qui précède, 

o = ht -t- Ji et © — (];= mt + c -h u. 

it étant une très-petite quantité qui exprime la libration 

de la Lune en longitude, et qui n'est composée que de 

termes périodiques. Si I on néglige ces termes, on aura 

mt + c + ò — ht — Ji = mt + c -+- d/ — o = o; 

d ou il suil que Ie Iieu moyen du noeud descendant 
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de 1'équateur de la Lune coincidera exactement avec 

Ie lieu moyen du noeud ascendant de 1'orbite, resul-

tai qui s accorde avec la théorie fondée sur Ies obser-

vations faites par Cassini et répétées ensuite par Mayer 

et Lalande. 

Dans Ie second cas, on a 

y = 18o°-t- Jit + Ji; 
on aura donc 

mt -+- c + ^ — ht — Ji = 18o(>, 

et Ie noeud descendant de 1'équateur lunaire coinci-

dera par conséquent alors avec Ie noeud descendant de 

1'orbite. Ce cas pourrait, comme on voit, avoir égale-

ment l ieu; il suffirait pour cela que P fut une quan-

tité négative; mais comme Ie premier résultat s'ac-

corde exactement avec Ies observations, il faut en 

conclure que la valeur de P est positive. 

Considérons actuellement 1'expression générale de 

tang(<p — Jit — h'). II est aisé de voir que 1'angle 

o — ht — Ji ne pourra jamais atteindre 1'angle droit 

en plus ou en moins, si Ie dénominateur de cette 

expression est constamment de mème signe et plus 

grand que zéro. En sorte que y sera dans ce cas égal 

à Jit + h' plus ou moins un angle toujours moindre 

cpie 90O, et par conséquent la valeur moyenne de 

55 sera encore alors Jit + Ji. Si, au contraire, ce 

dénominateur pouvait devenir n u l , la valeur de 

tang(ip — ht—Ji) deviendraitinfmie; l 'angley — ht — Ji 

dépasserait alors 90O, il pourrait mème, p a r l a suite, 

devenir égal à une ou plusieurs circonférences, et il 

ne serait plus possible, par conséquent, d assigner 

dans ce cas aucune limite à ses accroissements. 
II 21 
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Or, Ies observations ayant fait voir que Ie noeud 

descendant de 1'équateur de la Lune ne s'éloigne ja-

mais que très-peu du noeud moyen ascendant de son 

orbite, et qu'ainsi © — ht — h' est toujours un angle 

peu considérable, il en résulte que 1'expression 

P + M cos [(/-/*) f + / - / / ] + L cos [(/'-/*) t+h'-h'}+K cos[(/'-)-A) t +/•'+/*'], 

ne doit jamais devenir nulle, quels que soient Ies an-

gles (Z — h)t + k — li, etc., ce qui exige que cette 

quantité ne change pas de signes, et cpie par consé-

quent la valeur de P soit plus grande que la somme 

des coefficients M, L, K, abstraction faite des signes 

de ces quantités. Nous avons vu que lorsque M, L, IÃ 

sont nuls, P doit ètre une quantité positive; il faut 

donc, dans Ie cas général, que P ait une valeur po-

sitive plus grande que la somme des valeurs de M, 

L, K, pour que cp — ht — h' soit un angle toujours 

moindre que 1'angle droit; et il faut en outre que Ies 

quantités M, L, K, et par conséquent M et N, soient 

très-petites par rapport à P , pour que 1'angle® — ht— h' 

soit toujours fort petit , comme Fobservation 1 in-

dique. Oi', comme M et N sont arbitraires, cette der-

nière condition est toujours facile à remplir, et doit 

ètre considérée comme une donnée fournie par Ies 

observations. 

SiFon fait cp — ht — h'='Ç, en sorte que cp=ht-\-h'-\-C, 

on aura 

= cp — mt — c — u = ht + li — mt — c — u -+- 'Ç 

pour la longitude du noeud descendant de 1 équateur 

lunaire. Or, m t c — ht — li est Ie lieu moyen du 

noeud ascendant de 1'orbite; 011 aura donc Ie lieu 
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vrai da noeud descendant de 1'équateur lunaire, en 

retranchantle Iieu moyen du noeud ascendant de 1'or-

bite de 1'angle 'Ç — u, u étant la libration réelle de la 

T,une en longitude, et 'Ç un très-petit angle déterminé 

par 1'équation 

, M sin [(l-h) t+-A-h'}+b sin[(/'-/<) t-h/.'-//]+K sin[/'-4-//) ( + / / + / / ) 

Considérons maintenant 1'expression de 1'inclinai-

son de 1'équateur lunaire sur l écliptique fixe. Si l 'on 

ajoute Ies carrés des valeurs de s et s', en observant 

que 

N = K + L et 2 * y / ' ^ = K - L1 

on aura 

9 — P ' 4 - M ! + L ' + K ' 4 - 2 M P cos [(l-h) t+h-h']±l M L r o s [ ( / ' - / ) f + * ' - X] 

— 2MK cos[ (/ ' -W) t 4- /•'+ >•} + 2 PL cos[(/'— h)t+k'—h'} 

— 2 PK cos [ ( / ' + h)t+ /.'+ h'} - 2 LK cos2 ( / ' + A•'). 

Nous venons de voir que pour que <p — ht — ti 

soit eonstamment un très-petit angle, Ies constantes 

M, L et K doivent ètre très-petites, par rapport à P; 

Finclinaison O est donc, à très-peu prés, constante el 

égale à P . Ainsi donc, la coincidence des noeuds de 

1'équateur et de íorbite Iunairej et l'invariabilité de 

1'inclinaison du prender de ces plans a 1'écliptique ne 

sont pas deux phénomènes isolés dans Ie système du 

monde; ils résultent l'un de l'autre par la théorie do 

Ia pesanteur, comme ils sont donnés simultanément 

par 1'observation. 

On voit, par ce qui précède et par ce que nous 

avons dit n° í 4-, que dans la théorie de la libration 
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de la Lune, on peut regarder comme nulles, ou du 

moins comme insensibles, Ies constantes arbitraires 

qui dépendent de 1'état initial du mouvement. Nous 

avons remarque semblablement, dans Ie n° 13, que 

Ies observations Ies plus précises n'indiquaient, dans 

Ie mouvement de 1'équateur terrestre, aucune inéga-

lité dépendante de la mème cause. Ce résultat doit 

sans doute ètre étendu à toutes Ies planètes; et l'on 

concoit en effet que Finflnence de Fimpulsioii primi-

tive qu'ont recue Ies corps célestes, sur Ies pertur-

bations de Ieur mouvement uniforme de rotation 

autour de Ieur centre de gravité, a du ètre depuis 

longtemps anéantie par Ies frottements et Ies résis-

tances qiTils éprouvent; en sorte qu'il ne subsiste plus 

aujourd'hui que celles qui ont une cause perma-

nente. 

3 1 . Nous allons maintenant reprendre en détail Ies 

différents termes des expressions générales de ^ et s' 

et en déduire, comme nous Favons fait relativement á 

1'expression de la libration en longitude, Ies données 

qu elles fournissent sur la constitution du sphéroide 

lunaire. Tl est évident d abord que pour cpie Ies va-

leurs de s et s' demeurent constamment très-petites, 

comme Ies observations Findiquent, il faut que Ies 

coefficients M, N, M', N', P et P' soient très-petits, 

et que, de plus, Ies coefficients /, /', //, etc., soient 

réels. Or, Ies quantités /?, etc., sont réelles de Ieur 

nature; mais pour que Ies valeurs de / et /' Ie soient 

aussi, il faut que Ies racines de 1 équation (10) soient 

non-seulement réelles, mais encore positives, ce qui 
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donne Ies trois équations de condition suivantes: 

( A H- B — C)2 — 4 (A — C ) A — (B - C) B > o , 

( A H - B - Ç ) ' — 4 ( A — C ) A H - ( A - B ) B > i 6 ( A — C ) ( B - C ) A B , 

( A — C)("B — C ) > o . 

Si l'une de ces conditions íTétait pas satisfaíte, 

Ies valeurs de s et s' renfermeraient Ie temps t liors 

des signes sinus et cosinus, et pourraient augmen-

ter indéfiniment, ce c[ui est contraire aux phéno-

mènes observés. La dernière montre que Ie produit 

(A — C) (B — C) doit toujours ètre positif, ce cpii exige 

que C soit Ie plus grand 011 Ie plus petit, des trois 

moments d'inertie A, B, C. Or, C est Ie moment 

d'inertie qui se rapporte au troisième axe principal 

de la Lune, celui autour duquel elle tourne; il est 

donc naturel de supposer qiTil est plus grand cpie Ies 

moments d'inertie A, B, qui se rapportent aux axes 

principaux situés dans 1'équateur, puisque la Lune a 

du nécessairement s'aplatir dans Ie sens des pôles par 

1'effet du mouvement de rotation. Nous avons déjà 

vu, 11" 44, (pie B — A doit ètre une quantité posi-

tive pour cpie la libration de la Lune en longitude 

soit toujours peu considérable; C est donc Ie plus 

grand, et A Ie plus petit des trois moments d'inertie 

du sphéroide lunaire. 

5 2 . Beprenons Ies équations (5), 11o 4(>; en remar-

quant quê « est 1111 fort petit angle, 011 peut Ies écrire 

ainsi: 

d S (AH-B-C) ds' /A-C\ . 3 L /A-C\ . . . , . . .' \ 

,Ls' (AH-B-C) ds /B-C \ , , 3 L /B- C\ . . . . , . , . M ' ^ 

717 - '"dt - \~T) m t = T \TT) HanM)- ] 
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Les seuls termes de ces expressions qui puissent 

devenir sensibles sont ceux qui dépendent de Targu-

ment moyen de la latitude, à raison de Ieiu' gran-

deur, et ceux qui acquièrent par 1'intégration de très-

petits diviseurs, circonstance qui peut Ies rendre 

considérables, quoique très-petits par eux-mèmes. 

Voyons ce que deviennent dans ces deux cas Ies quan-

tités que nous avons désignées généralement par P 

et P'. Si, dans une première approximation, 011 né-

glige Ies termes des seconds membres des équations 

précédentes qui dépendent des angles Q et v — <p qui 

sont de très-petites quantités, Ie second membre de 

la première des équations ( i3) se réduit à 

3 m3 ( - 5 1 ^ ) 7 s i n ( " -

et celui de la seconde à zéro. 

On a vu, U0 4 8 , que 7 sin(p — a) représente la tan-

gente de la latitude de la Terre vue de la Lune, et 

Cf. Ia longitude du noeud ascendant de Torbe lunaire 

comptée d'une ligne fixe. Ce point a 1111 mouvement 

rétrograde sur Ie plan de Técliptique-fixe, et en dé-

signant par — amt + g la partie moyenne de ce mou-

vement qu il nous suffira de eonsidérer ici, et substi-

tuant pour v la longitude moyenne mt + c-de la Terre 

Mie de la Lune, 011 aura 

•y sin(t> — a) = 7 sin[(i + a) mt + S]. 

INous avons représenté, 11o 48 , par H sin (ht-+- ti 

la somme des termes périodiques du second membre 

de la première des équations ( 7 ) ; en supposant donc 
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que II sin (Aí + It') est Ie terme de cette suite Cjiie nous 

considérons, 011 aura 

H = 7, /1 = (1 •+•• a ) i7i, 

a étant une très-petite quantité dont on peut négli-

gliger Ie carré. Si I on substituo cette valeur de h dans 

1) (n° 4 8 ) et qu'011 néglige Ies termes de 1'ordre a2, 011 

pourra Iui donner cette forme, 

D = — A + B ~ C 2 Cfi -+- 3 (A - C)1 m< — 6 A ( a m < . 
AB ' \ l i / 

On jieut négliger Ie dernier terme de cette expres-

sion, à cause de la jietitesse de ses deux facteurs, et 

en faisant (11o 49) II' = o dans Ies valeurs de P et P', 

011 aura, à trés-peu jirès, 

p _ p> __ 3 ( c ~ A < 7 
• 2 C o — 3 (C — A ) ' 

Tous Ies termes des valeurs de s et s' qui acquièrent 

de jietits diviseurs par 1'intégration, ont été discutés 

avec soin, en tenant comjite des jirincipales inéga-

lités de la Lune du jircmier et du seconcl ordre, jiar 

rajiportà 1'incliiiaison et à 1'excentricité de son orbite, 

et l'on a reeonnu cjue Ie seul d'entre eux qui jiuisse 

devenir sensible est celui cjui dépend de la longitude 

du périgée lunaire. L'inégalité qui en resulte a une 

période d'environ six années; elle dépend de la se-

conde approximation, c'est-à-dire qiTelle est du se-

concl ordre par rapjiort aux quantités B, 7 et e, en 

désignant jiar e 1'excentricité de 1'orbe lunaire. Pour 

la déterminer, reprenons Ies équations ( i 3 ) ; en re-

marcjuant cjue a, désignant la longitude du noeud 
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ascendant de 1'orbite de la Lnne, comptée du nceud 

descendant de son équateur, est un très-petit angle 

dont on peut faire abstraction, 011 aura 

d's ( A + B - C ) ds' /A-C\ , 3L /A-C\ . . , , 

~dl' ~ Tt ' \Vr) m i-B-J (0+7)sm,cos(.-?), 

'Ps' ( A + B - C ) ds /B-C 
m-r -

(•4) 

dt' A dt \ A 

Par Ies formules du mouvement elliptique, on a 

~ = 1 — e cos (mt -+-c — u), 

v = mt -H ç — II -+- 2 e sin (mt + c — co), 

e étant 1'excentricité et Il la longitude du nceud as-

- cendant de 1'orbe lunaire, mt-hc la longitudemoyenne 

de la Terre vue de la Lune, et co la longitude du pé-

rigée de 1'orbite qu'elle est supposée décrire, ces trois 

longitudes étant comptées sur Ie plan de 1'écliptique 

à partir d'une ligne fixe. De ces équations, en 11'ayant 

égard qu'aux termes qui dépendent de la première 

puissance de e, 011 tire 

p-, = ^ [' + 3 c o s ( ' » ' + c - ")]>. 

sini> = sin (TOF -F- c — 11) -F- 2 ecos (mt -F- c — w) sin (mt+c — w). 

On peut d'ailleurs, comme »» — cp est un très-petit 

are, négliger son carré dans Ies seconds membres des 

équations (1 /j), ou, ce qui revient au mème, Ie sub-

stituer à la place de son sinus, et supposer son cosi-

- nus égal à 1'unité. Or, 1'expression de cet are con-

lient, d'après Ie n° Í 5 , Ie tornie 2 e sin (ml -F- c co } * 
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on aura donc 

cos( v — <p) = i , sin( v — <p) = 2 e sin ( m t 4- c — «). 

En ver tu des valeurs précédentes, Ie second membre 

de la première des équations (i4)> e n n e considérant 

cpie Ies termes de Tordre des excentricités de Torbe 

lunaire, devient 

/ J^ Q\ 

( — J T - ) ( ® + v ) [ 2 e c o s ( f f í í + c — n ) s i n ( / f l í + c — w ) + 3 e s i n ( w f + c — I I ) ] , 

ou bien, en négligeant Ies termes périodiques, 

T ^ + 7) esin(co — TI). 

On verra, de la mème manière, que Ie second membre 

de la deuxième de ces équations se réduit à 
3 L /B — C \ . . , . . . 
— I —•-—I (O 4- v)[2c sm(mi + c — n) sm(m<4- c — wj], 

ce qui donne, en négligeant la partie périodique, Ie 

terme 

Il faut substituer ces valeurs dans Ies équations (i4)> 

mais, pour ne rien laisser à désirer sur cet article, 

nous observerons cpie 7 sin(f — a) exprime, n° <i2, la 

latitude de la Terre vue de la Lune, qui est égale et 

de signe contraire à la latitude de la Lune. Or, Tex-

pression de cette dernière latitude contient, dans la 

partie cjui est due à la force perturbatrice, une inéga-

lité de cette forme, 

— ^ e7 K sin (w — Il), 
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laquclle produira, dans Ie second membre de la pre-

mière des équations (i/j), Ie terme suivant: 

^ ( ^ T F ) e 7 K s i l í ( w ~ n)> 

q u i l faudra joindre au terme déterminé plus liaut. 

Les équations (i4), en observant qiTon a m'z=h-3, 

deviendront ainsi : 

(l>5 ( A + B - C ) ds' / A - C \ , , , / A - C X r n , „„ . , 
g m Y 1 - [ - B - ) m s = 3 w ' ( T B ) [ 0 + 7 ( - + ^ ) 1 . ^ ( . - 0 ) , 

d's ( A + B - C ) ds V B - C X , „ /B-CX , 

L'action du Soleil fait varier Ies noeuds et Ie périgée 

de 1'orbite lunaire; Ie mouvement du périgée est 

direct; désignons par bmt + J sa longitude moyenne 

comptée à partir d'une ligne f ixe; Ie mouvement des 

noeuds étant rétrograde, soit comme précédemment 

— cimt + g la longitude moyenne du noeucl ascen-

dant comptée de la mème ligue; w représentant la 

longitude de 1'orbite de la Terre vue de la Lune, est 

égal a la longitude de Torbe lunaire augmentée d'une 

demi-circonférence; 011 aura donc ainsi: 

w — II = (« + b) mt + f — g + * 8 0 O . 

Si Ton substitue cette valeur dans Ies équations dit-

férentielles précédentes et que pour y satisfaire 011 

suppose 

s =z P sin [(a + b) mt + f — g] , 

/= P 'cos[(« + b) mt +/— g ] , 
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a et b étant de petites quantités dont on peut négliger 

. < • A — C B — C 

Ies caí res et Ies produits par ^ et —> on trou-
vera, à très-peu prés, 

Ou aura donc, en vertu des deux termes cpie nous 

venons de considérer, pour Ies valeurs complètes de 

s et de s', 

+ 3 Sin [ ( f l - H b ) m t + f - g ] , 

s ~ JJ-HC-A) c o s ^ ' + a ^ n t + 6J 
- 3 ( i S v ) e c o s ^ + + / - «]• 

5 3 . Si I on élève au carré ces valeurs et qu'on Ies 

substitue ensuite dans 1'équation tangô = V Í 2 + - ^ 

en négligeant Ies produits de trois dimensions, par 

rapport à c , Q et y, on aura 

4 - 3 ( 9 - 1 - ¾ - ) ' ) e c o s [ ( . + « ) » » í + e ] c o s [ ( « + 4 ) W i ^ / - g ] . 

Coinparons cette valeur aux observations. En ne con-

sidérant d a b o r d cpie son premier terme, on a 
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Mayer, par des observations faites en 1749» avait 

tronvé 1'inclinaison de Tequateur lunaire égale à 

I0 29'. MM. Bouvard et. Nicollet, par des observa-

tions renouvelées dans ces derniers temps et que 

nous avons déjà citées, ont réduit cette inclinaisòn à 

I0 28'45"; résultat qui ne diffère cpie de i5" de celui 

de Mayer, et qui démontré avec évidence Tinva-

riabilité de 1'inclinaison moyenne. Nous supposeronj 

donc O = I o 28'45" ; 011 a d'ailleurs par la théorie de 

la Lune (tome IV, page 592), 

7 = 5°8'49", ct == 0,004022. 

On aura donc, au moyen de 1'équation (15), 

O / C — A \ 2 f l + 'J 
3 ( ^ - 7 — j = = 0,0017972. 

Or, d'aprés 1'ordre de grandeur des trois quantités 

A, B, C, 011 a 
B - A C - A 
~ C C 

La première de ces deux quantités est donc moindre 

cpie o,oooG, comme nous Tavons supposé n° 4 5 . 

Reprenons maintenant la valeur complete dê tangô; 

en ne considérant cpie Ies termes dont nous avons 

cTabord fait abstraction, et négligeant, comme nous 

Ie faisons, Ie carré de 0, 011 en tire 

tangO = 3 ( - c ^ ) c s i n [ ( 1 + « ) m t + ê ] s i n [ ( « + >>) mt + / - g] 

_ / C — A \ e + 7 ( i + K ) r . . r ( , , ^ n 
+ \ T B J a + b g cos[(I - t - ^ ) g ] , 
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équation dans Ie second membre de laquelle on sub-

stitucra pour 0 sa valeur donnée par 1'équation (i5). 

Les deux inégalités cpie cette expression renferme 

ont pour limites leurs coefficients, et l'on peut en cal-

culer approximativement Ies valeurs. En effet, 011 a, 

par ce qui précède, 

0 , 2 8 7 9 7 , 7 = 5 o 8 ' 4 9 " , 

et par la théorie de la Lune (tome IV, page 689), 

e = 0 , 0 5 4 7 3 , a = 0 , 0 0 4 0 2 2 , 

/?==o,oo8452, K r = 0,039106. 

En supposant donc pour 1111 moment, 

C — A C — A t 

— J J - = — p — = 0,00059907, 

011 aura 

Ainsi, Ie maxhnum de la seconde inégalité de 0 ne 

s'élèvera pas à T37", c'est-à-dire à la cinquantiéme 

partie environ de 1'inclinaison moyenne. 

Le maximum de la première inégalité ne saurait 
ètre déterminé rigoureusement, parce que la valeur 
. C - B t . . „ 

de — - — est encore inconnue; mais 011 peut en íixcr 

la limite en observant que l'on a 
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d ou il suit que la première inégalité est moindre dans 

son maximum que Ie double de la seconde, c'est-

à-dire qu'elle est au-dessous de de 1'inclinaison 

moyenne de 1'équateur lunaire à 1'écliptique. 

5 1 . Les valeurs de s et de j' produisent deux iné-

galités semblables aux précédentes, dans la valeur 

de ©, et, par suite, dans 1'expression de la distance 

du noeud descendant de 1'équateur lunaire au noeud 

ascendant de 1'orbite. En effet, en ne considérant que 

Ie premier terme de ces valeurs, 011 a 

tang® = p = tang[(i -+- a) mt + c - g] , 

d ou l'on tire 

<p = (i -I- a) mt -+- c — g. 

On a d ailleurs, en faisant abstraction de la libration 

en longitude qui est très-petite, 

4» = <P — — C ; 

o n a u r a d o n c 

6 = amt - g, 

c'est-à-dire que Ie noeud de 1'équateur lunaire coin-

cide avec Ie noeud de 1'orbite, comme nous l'avons 

démontré généralement n° 50. Considérons mainte-

nant Ies termes du second ordre des valeurs de Í et .s 

faisons, pour abréger, 

Ç = — ò + amt — g, 

cu sorte cpie 'Ç "exprime 1'angle compris entre Ie 

noeud de 1'équateur de la Lune et Ir- noeud de son 
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orl>ite compté sur Ie plan parallèle à l écliptique, et 

dans 1'ordre des signes. On aura, en mettant pour ó 

sa valeur, 

Ç —(i-l- a) mt + c — g — <p, 

d'oú l'on tire 

tangO s i n i = tangO sin[(i-+- a) mt + c — g — <p)] 

= s' s in[( i + « ) mt+c—g]—s c o s [ ( i + a ) / « í + c — g - ] . 

Si l'on substitue pour s et s' leurs valeurs, qu'on 

divise ensuite 1'équation résultante par la valeur de 

tang0 et qu'on néglige Ies puissances de e supérieures 

à la première, ce qui perinet de mettre 1'arc k la 

j)lace de son sinus, 011 aura 

O11 peut calculei' Ie coefficient de Ia seconde de ces 

deux inégalités; en effet, si I on suppose _ 

au moyen des valeurs de e, a, b, O, 7, K., données 

précédemment, 011 trouvera I°2 '45" pour la valeur 

de ce coefficient, d 'ou l 'on voit qu'en vertu de Ia se-

conde des inégalités de Ç, Ies noeuds de 1'équateur et 

de 1'orbite lunaires peuvent s'écarter l 'un de Tautre 

de plus d'un degré. Le maximitm de la première iné-

galilé ne peut encore se déterminer, parce qu'011 
Q J} 

ienore, comme nous Tavons dit, Ia valeur de ~ A 

s i n [ ( i - t - r t ) w f 4 - e — g ] c o s [ ( a + b) mt-4-f 

] sin [Vi + b) mt+ f— 
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mais on est assuré qu'il ne saurait surpasser Ie dou-

ble de la seconde, c'est-à-dire environ deux degrés. 

Mayer avait trouvé par ses observations Ç = — 3 o 36'; 

MM. Bouvard et Nicollet ont conclu des leurs Ç= I°48'. 

On peut attribuer la différence des deux résultats, en 

partie aux erreurs des observations, et en partie aux 

variations que subit la quantité Ç en vertu des inéga-

lités qu'elle renferme. 

o o . M. Nicollet, d'après Ies derniers calculs qu il 

a faits sur Ies observations de Bouvard, a trouvé 1'in-

clinaison moyenne de 1'équateur lunaire sur l éclip-

tique de I o 28'42", valeur un peu moins grande que 

celle que nous avions d abord adoptée; on en a dé-

duit 
3 (C — A) u - i — - — — - - 0,000178. 

i> 

Au moyen de cette valeur et de celle de B A rap-

portée n° í*>, 011 conclui, à très-peu prés, 

3 (C — li) 
-— = 0,00012. 

A 

Si à 1'aide de ces valeurs et de celles que nous 

avons ràpportées plus haut, pour Ies quantités a, b, 

O, e, etc., 011 réduit en nombres Ies coefficients des 

inégalités des expressions précédentes de S et de Ç, en 

faisant, pour abréger, 

D = (1 + a)mt - H c — g, E = (« + è) mt + / — g , 

on trouve 

Q = I0 28'/}¾" -H 13" sinD sinE-H 97" cosD cosE, 

r = .',47" cos Dsiu E — 372 1" sin D cosÉ. 
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Daiisces formules, 0 représente 1'inclinaison vraie 

de 1'équateur lunaire sur Técliptique, <p la distance du 

noeud descendant de Téquateur de la Lune au noeud 

ascendant de son orbite, D est la distance moyenne 

de la Lune à son noeud ascendant, et E celle de son 

périgée à ce même noeud. 

o(>. Nous avons dit, 11o 4 2 , que la position des 

pòles 11'était pas stable à la surface de la Lune; il est 

aisé de déterminer maintenant Ies variations qu'ils 

éprouvent. 

En effet, si, à Taide des données précédentes, on 

convertit en nombres Ies coefficients des expressions 

de s et de s'7 n° o 2 , 011 trouve 

s = (i° 28' 42") sin D + 13" sin E, 

í ' = ( i°28'42")cosD + 97"cosE, 

d'oú, en différentiant et observant que Ton a 

d\) d E , 
— = 1 -+- n = 1,00402, —r = a + b = 0.01247, in, / milt ' ' • ' 

( I 0 2 S i G S v ) C o s D + o",3 cosE, 

- (i° 28'63") sinD - 1" sinE. 

T.es équations (6) donnent 

s + — = — , Sr <ls = '' • 

mdt m mdt m 

II. 22 

011 tire 
ds 

mdt 

ds' 

mdt 
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ou aura donc 

= 21" sinD - 12" sinE, 
m 

— = 2 I" cos 1) — 07" cosE. m ' 

Si l'on nomme t? 1'angle que forme 1'axe instan-

tané do rotation do la Lune avec 1'axe auquel se rap-

porte Ie plus grand moment d'inertie C, • — 

exprimera généralement, n° 1, Ic sinus de cet angle; 

on aura donc, à très-peu prés, 

o* = V Z ± 5 . 
nt 

En substituant pour p et q leurs valeurs, on verra 

que la plus grande valeur de 1'angle â serait de 2'36", 

en sorte que Ies pôles de rotation de la Lune peuvent 

faire autour des pôles de son équateur des excursions 

dont 1'étendue, dans son maximum, est de 2'36". 

;»7. Nous avons rapporté jusqu'ici Ies mouvements 

de 1'équateur lunaire à une écliptique fixe; il reste-

rait, pour eompléter la théorie de la libration de la 

Lune, à considérer Ies mouvements de ce plan rela-

tivement à 1'écliptique mobile. Mais il est aisé de se 

convaincre, par une analyse très-simple, que Ies éqúa-

tions qui déterminent la position de 1'équateur lu-

naire sont absolument de mème forme, soit qu'011 la 

rapporte à 1'écliptique fixe ou à 1 écliptique mobile, 

pourvu qu'011 rapporte au mème plan la position de 

Ia Lune dans son orbite; d'oii l'on peut conclure que 
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Ies Iois des phénomènes qui dépendent des mouve-

ments de son équateur, sont Ies mèmes dans Ies deux 

cas. Pour se rendre raisoli de ce résultat, il fautcon-

cevoir que 1'attraction de la Terre sur Ie sphéroide 

lunaire, ramenant sans cesse 1'équateur et 1'orbite dc 

la Lune au mème degré d'inclinaison sui" Técliptique 

vraie, la constance de 1'inclinaison mutuelle de ces 

deux plans, et la coincidence de leurs noeuds, n'é-

prouvent aucune altération des déplacements sécu-

laires de Técliptique. Enfin, nous n'avons pas tenu 

compte, dans la théorie précédente, de 1'action du 

Soleil sur Ie sphéroide lunaire, parce cjue toutes Ies 

recherches qu'on a faites à cet égard, ont prouve que 

cette action n'a aucune influence sensible sur Ies mou-

vements de la Lune autour de son centre de gravité. 

a a . 
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L I Y R E C I N Q U I È M É . 

D E L A F I G U R E D E S C O R P S C É L E S T E S . 

Pour déterminer, par la théorie, hi figure des corps 

célestes, Ies géomètres regardent chacun de ces corps 

comine une masse originairement fluide, douée d'un 

mouvement de rotation autour de son centre de gra-

vité, et dont toutes Ies parties s'attirent réciproque-

ment au carré de la distance; la question consiste 

alors à déterminer la figure que doit prendre une pa-

! CiilIe masse lorsqu'elle parvient à l'état d'équilibre. 

Pour la résoudre dans toute sa généralité, il faudrait 

connaitre à priori Ies attractions cpie Ies différentes 

parties du fluide exercent Iesunes sur Ies autres. Ces 

attractions dépendent de la densité des moíécules qui 

Ie composent, et de Ieur arrangement mutuei, cest-

à-dire de la forme même du corps. On est donc réduit 

a faire une h\ pothèse arbitraire sur la figure primi-

tive des corps célestes; 011 détermine, daprés cette 

hypotlièse, Ies actions que leurs différentes parties 

supposées fluiiles exercent Ies unes sur Ies autres, el 

réquation de 1 équilibre, qui ne contient plus rien 

d 'indetermine, fait connaitre ensuite la forme de ces 

corps, et la Ioi cie la pesanteur à Ieur surface, en sup-

posant toutefois que leurs moíécules ont conservé, en 

se solidifiant, la même disposition c[u'elles avaient a 

l éiat fluide 
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Nous nous occuperons donc d'abord, dans ce livre, 

des attractions des sphéroides, et spécialement de 

ceux dont la figure est supposée différer très-peu de 

la sphère, parce que cette hypothèse est celle qui s'ap-

plique avec Ie plus de vraisemblance aux différents 

corps du système du monde. Nous détermineroníí en-

suite, par Ies Iois de I Hydrostatique1 Ia figure des 

corps célestes, et nous comparerons enfin, relative-

ment à la Terre et à Júpiter, Ies résultats de la théorie 

et de Tobservation. 

La partie de la Mécanique céleste que nous allons 

abordei', 11'a point encore attcint Ie haut degré de per-

íèction auquel sont parvenues celles dont nous nous 

sommes occupé dans Ies livres précédents. C'est qu'ici 

Ie géomètre a été obligé de tout emprunter à son 

propre génie, 1'expérience et l observation ne Iui ont 

prèté qu un faible appui. Pour traiter ces questions 

délicates et d'une nature particuliére, il Iui a faliu 

eréer une branche d'Analyse nouvelle; et si Ies hy-

pothèses arbitraires^ sur lesquelles repose cette impor-

tante partie de la théorie analyticpie du système du 

monde, empèchent Ies résultats qu'elle produit de 

porter dans Ies esprits toute la conviction désirable, 

on peut clit moins regarder ces résultats, par Ieur 

étendue et Ieur simplicité, comme 1'uiie des plus belles 

conséquenees de Fapplication de FAnalyse aux grand?» 

problèmes de la Physique céleste. 
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ClIAPITRE PREMIER. 

FORMULES GÉNÉRALES*POUR DÉTERMINER LES ATTRAC-

TIONS DES SPHÉROIDES DE FIGURE QUELCONQUE. 

1. Soit dm l'un quelconque des éléments du sphé-

roide; nommons f sa distance au point attiré; ^ 

exprimera l action qu'il exerce sur ce point, et en 

multipliant cette expression par Ies cosinus des angles 

que forme la droite J avec chacun des axes coordon-

nés, on aura Ies trois composantes de cette force, res-

pectivement paraHéles à ces axes. Soient x, y, z, Ies 

coordonnées de 1'élément dm, rapportées à trois axes 

rectangulaires passant par Ie centre du sphéroide, et 

a, b, c Ies coordonnées du point attiré relatives aux 

mèmes axes, 011 aura 

J = \l(a — x)9 + J b - y f + J c - z f . 

On peut regarder 1'élément dm comme un petit paral-

lélipipède rectangulaire dont Ies dimensiòns sont dx, 

dy, dz-, en nommant donc ç> sa densité, p étant une 

fonction des coordonnées x, y, z variable suivant une 

Ioi quelconque, 011 aura 

dm = pdxdydz. 

Cela posé, désignons par A, B, C Ies attractions exer-

cées par Ie sphéroide parallèlement aux axes des x, 
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des j et des z, et dirigées vers !'Origine des coordon-

p (a — x) dx dy dz 

B = Ç Ç Ç . e j 

J J J[(«- *Y-

[(„- + (b-yy+ ( C - O M T 

p (b — y ) dxdydz 

C = 
' p (c — z ) dx dy dz 

(A) 

Ies triples intégrales se rapportant aux variables x, 

jr, z, qui fixent la position de dm, et devant s'étendre 

à la masse entière du sphéroide. 

Ort voit, par ces formules, cpie si I on designe par V 

la fonction qui exprime la somme des éléments du 

sphéroide, divisés respectivement par Ieur distance au 

jioint attiré, en sorte qu'on ait 

Y = f f f — p d x d T d Z 

J J J [(«-*)'+ (b- yy+(c~zyy 

Ies intégrales devant être étendues à la masse entière 

du sphéroide, la fonction Y aura cette propriété re-

marquable, que ses trois différences partielles, prises 

par rapport aux coordonnées b, c dii point attiré, 

donneront immédiatement Ies valeurs de A, 15, G. En 

effet, Ies intégrations n étant relatives qu'uux coor-

données x, j, z, on a évidemment 

A = _ B = C = - Ç -
da db dc 

Si Ia valeur de V était comine, 011 aurait donc, par 



31()8 THÉORIE ANALYTIQUE 

une siniple différentiation, celles de A, B, C. Géné-

ralement, pour avoir Iattraction qu'exerce Ie sphé-

roide sur Ie point attiré parallélement à une droite 

quelconque, il suffira de regarder Y comme fonction 

de trois coordonnées rectangulaires dont l'une soit 

paralléle à cette droite; Ie coefficient de la différen-

tielle de V, relative à cette coordonnée et prise avec 

un signe contraire, exprimera 1'action cpi'exerce Ie 

sphéroide parallélement à la droite donnée, et dirigée 

vers 1'origine des coordonnées. 

2. La fonction V j o u i t encore d'une propriété impor-

tante, c'est que si on la différentie une seconde fois, 

par rapport aux coordonnées a, b, c et qu'on ajoute 

Ies coefficients de ses trois différences partielles, cette. 

somme sera constainment égale à zéro. En effet, en 

représentant, comme précédemment, par J la fone-

tion [(a — x)~ + (b — jY -+- (c — z)2]% on aura 

1'intégration devant s'étendre à la masse entière du 

sphéroide. Les signes / n'étant relatifs qu'aux va-

riables x, y, z, il est évident cju'on aura 

<l-\ d'V (I1V 
TiF + IUF + TFF 

Or, en différentiant deux fois la valeur de -ri 011 
/ 
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trouve 

^L — ^x ~iY-(r— *)»- (»-«• Y 

da' ' f' 

d>-

f _*(y— b)'-(£ - ay-(z-cy 

db' ' ' / d'1-

f 2 ( z — c)! — (x — a)'— (y— bf 

d'ou l'on tire 
rf,> 

da' db' dc' ' 

on aura done, par conséquent, 
d'\ d'\ d'\ . . 

1 7 i = O . I ) 
da' db2 dc- v ; 

Cette équation remarquable a été découverte par 

Lapl ace, qui en a fait la base de sa belle théorie de 

la figure des corps célestes. Elle a Iieu rigoureuse-

ment toutes Ies fois que Ie point attiré est situé au 

dehors du sphéroide ou dans rinlérieur d'un sphé-

roide creux; mais elle cesse de subsister lorsque Ie 

point attiré fait partie de la masse du sphéroide, 

parce que, dans ce cas, la distance /clevenant nulle 

entre Ies limites de 1'intégrale J -y > ^a somme des 

trois différences partielles de j so réduit à la forme 

de et elle n'est plus nulle par conséquent pour 

toutes Ies valeurs de ,r, y, z. M. Poisson est Ie pre-
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niier qui ait remarqué ce cas d'exception de Téqua-

tion ( j) . 

5. Pour déterminer dans ce cas la valeur de la 
d'\ d*X r/3V 

fonction + + > supposons une sphère, dé-

crite de Tor igine des coordonnées et d'un rayon quel-

conque, qui embrasse Ie point attiré et soit comprise 

tout entière dans Ie sphéroide. La fonction V se 

partagera alors en deux parties L et U', la première 

relative à la sphère, la seconde à Texcès du sphé-

roide sur la sphère. Le point attiré se trouvant si-

tué dans Tintérieur de ce sphéroide, la fonction 
tPU' d'XJ' d'U' . . , , , . , 

-+- - + sera nulle, d apresce qui precede; 

on aura donc simplement 

d-\ d>V d~-v _ d>U d-U rf'U 
TT- + TT + TT ~ TiT 1 TT + hJT' 

, . • í/U í/U d U 
()r, Ies trois quantités — , - j - , —, prises avec 

dn dl) dc 
Ull 

signe contraire, représentent Ies attractions qu'exerce 

la sphère sur Ie point dont Ics coordonnées sont rz, 

b, c, et qui est intérieur à sa surface; 011 trouve, dans 

•e cas, par !'intégration directe, n° 19 , livre I, c 

d U __ 4 770« d U _ 4 Trpi d U _ 4 Tipc 

dn ~ ~3 ' ~ Tb ~~ " 3 - " ' ~~ Tc ~ 3 ~~ ' 

- désignant la deini-circonférence dont Ie rayon est 

1'unité, et p la densité du sphéroide. En différentiant 

Ies valeurs précédentes, on trouve que la fonction 
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d'M ' ^/iU cl'U , , , , . 
— h — — h —r— est egale a — A Tt o\ on aura donc 
cia' tio' dc' ° 1 

cl'\' d'V d'V . , . 

Nons avons supposé dans ce qui precede Ie sphé-

roide homogène; mais cette équation subsisterait en-

core pour Ies sphéroides hétérogènes, composés de 

couches trés-minces superposées Ies unes aux autres, 

pourvuqu on y substitue pour p la valeur de la den-

sité qui convient à la portion du sphéroide oú se 

trouve Ie point attiré. En effet, on peut alors regar-

der Ie sphéroide comme composé de trois parties, la 

couche qui comprend Ie point attiré, et Ies couches 

qui l enveloppent ou qui sont au-dessous de Iui. Ces 

deux dernières parties du sphéroide n'influent pas sur 

Ie second membre de 1'équation (2); cette équation 

subsiste donc, puisque la partie restante forme un 

sphéroide homogène dont p représente la densité. Le 

même résultat peut aisément s'étendre à 1111 sphéroide 

dans lequel la densité varierait d'une manière conti-

nue. Concluons donc cpie Ies équations (1) et (2) ont 

Iieu pour des sphéroides de forme et de densité quel-

conques: la première, toutes Ies fois cpie Ie point attiré 

ne fait pas partie de la masse du corps; la seconcle, 

dans Ie cas contraire. 

4. On peut, par une simple transformation des 

coordonnées a, b, c, doniier à ces équations d'autres 

formes plus commodes dans diverses circonstances. 

Supposons, par exemple, cjue l'on désigne par r Ie 

rayon mené de 1'origine des coordonnées au jioint 

attiré, jiar O 1'angle cjue forme ce rayon avec I un des 
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axes coordonnés, avec 1'axe des oc par exemple, et 

par co 1'angle que forme la projection de r sur Ie plan 

des jr, z avec 1'axe des j f , on aura 

a = r cos9, b = /* sin 9 cos co, C = rsin 9 sin co. (3) 

Nommons /•', 9', co', ce que deviennent r, O, par 

rapport à l'élément dm; on aura de mème 

jc = r' cosõ', j = r' sin 6' cosco', z = r' sin9' sin co'; 

cle là on tire 

f = \Jr2 — 2 r / f c o s S cosO'-t- sin O sin 0' cos(w — m')J -f- >•'-. 

On peut d'ailleurs considérer dm comme un petit 

parallélipipède rectangulaire, dont Ies trois dimen-

sions sont dr', r'd9', r' sin 9'dw,', et dont la densité 

est p; 1'expression de Y deviendra donc ainsi : 

CCC pr"dr''s\a9'dS'íta' 

J J J s/r2— 2 r r ' [cosS cos9'-(- sinfl sinS' cos(w — «'JJ + r ' ' 1 

1'intégrale relative à r' devant ètre prise depuis r' = o 

jusqu à la valeur de r' à la surface du sphéroide; 1'in-

tégrale relative à 9, depuis 9 = o jusqu'à Q = et 1'in-

tégrale relative à co, depuis co = o jusqu'à co = i ~ ; en 

représentant toujours par T: la demi-circonférence 

dont Ie rayon est 1'unité. 

Si l'on désigne par A, 15, C Ies trois composantes de 

1'action du sphéroide sur Ie point attiré : la première 

dirigée suivant Ie rayon /'; 1'autre, suivant une per-

pendiculaire à ce rayon, menée dans Ie plan de 0; la 

troisième, suivant une perpendiculaire à ce plan ; d'a-

près ce que nous avons dit n° 3, on aura 

V — — — I! — — — C - d v 
dr rd O ' ~ /s in O do, 
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Selon que chacune de ces forces sera positive ou né-

gative, elle tendra à diminuer ou à augmenter Ies va-

riables qui Iui correspondem. 

Cos diversos formules sont de la plus grande utilité 

dans la théorie des attractions des sphéroides, oii l'on 

est sans cesse obligé d'employer Ies coordonnées po-

laircs pour rendre Ies intégrations praticables. 

Cela posé, des équations ( 3) on tire 

C 
, tang M = 

V V + c1 
•= v'«''+ /'--T- c", cosS = — > tangw = T (4 / , . i- . , h 

On transformera, au moyen de ces valeurs, Ies dif-
d'X (I1X (/1X 

férences partielles — ? > - j - 5 en différences par-

tielles relatives aux variables r, O, w, et on Ies sub-

stituera ensuite dans 1'équation (i). Pour facilitei' cettc-

opération, observons que'si l'on regarde V comme 

fonction des variables a, b, c, et ensuite comme fonc-

tion des variables /', 6 et «, on aura 

dX . dX „ dX , dX , dX ir dX , 
— dn + —t (lb 4- — dc = — dr 4- — d O + — d w ; 
(la db dr. dr d') rfto 

équation qui doit devenir identique, en y substituant 

pour dr, dO, dco, leurs valeurs tirões des équations (/j). 

Si, après avoir opéré cette substitution, on compare 

Ies coefficients de da, db, dc, dans Ies deux membres, 

on trouvera 
dX . dX sin O dX 

= COS 0 — — 5 
da dr r d S 

dX , dX cosO cosM dX sin m dX 
- t 7 - = SLLL 'J COS oj — i ; — 7 . • Í//> í/a r df) /'Sin O Í/m 

Í/V . , . Í/V cosO sinr.i Í/V cosr.) Í/V 
- = sin& Sinw - T - ) — —TT-H i—' Í/Í- dr r d O r sul O d a> 
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On différentiera <le nouveau ces expressions par 

Ies mèmes procédés, et I on aura ainsi Ies valeurs de 
d - V d 5 V d 2 V 
TT' TT' Tc7 en différences partielles de V, prises par 

rapport aux variables r, 0, w; ensuite en multipliaut 

par r2 Tequatiou (í), ou la transformera aisément 

dans la suivante : 

d'\ cosO d\ i d'rV 

T¥ + ^ T o +^Te TT-hrTT=0
 ou =-4"?'J, (5) 

selon cpie Ie point attiré fait ou non partie du sphé-

roide attirant. 

L'équation précédente résulte (Tailleurs directe-

mcnt de la différentiation de la valeur de Y exprimée 

en fonction des variables r, 5, w; elle est souvent em-

ployée dans la théorie des attractions des sphéroides. 

5. Pour en montrer Tusage dans un cas très-simple, 

supposons que Ie corps attirant soit une sphère, ou 

plus généralemenl un sphéroide composé de couches 

concentriques, d'une densité variahle suivant une Ioi 

quelconque du centre à la surface, en sorte que la 

densité p dépende unlquement de la distance de Té-

lément dm au centre de la couche. Plaeons Torigine 

des coordonnées à ce centre, et soit r sa distance au 

point attiré, il est clair que V sera une Tonetion de r 

indépendante des angles 9 et m; Téquation (5) se ré-

dtiira donc à la suivante : 

d1 /• V rd-X 2 dX 

Considérons d'abord Ie cas oii Ie point attiré ne 
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(ait pas partie du corps attirant. En multipliant par /• 

et en intégranl 1'équation précédente, on aura 

__ rfV _ A 

~ 7Tr 

A étant une constante arbitraire. 
dX 

Pour la déterminer, observons que — exprime, 

D0 i, 1'attraction de la couche sphérique sur Ie point 

attiré parallélement au rayon r, c'est-à-dire 1'action 

totale de cette couche. Si l'on suppose Ie point attiré 

extérieur au sphéroide et situé à une distance infinie 

dc son centre, 1'attraction de la couche sur ce point 

sera évidemment la mème cpie si toute sa masse était 

réunie à son centre; en nommant donc M la masse 

cie la couche, on aura dans ce cas A = M, d'ou l'on 

conclura généralement 

dx _ ai 
li? ~ T1' 

c'est-à-dire cpie la couche sphérique exerce sur Ies 

points extérieurs à sa surface la mème action que si 

toute la masse était réunie à sou centre. 

Si Ie point attiré est situé dans 1'intérieur de Ia 

couche, 1'attraction doit ètre nulle en même temps 

cpie /', c'est-à-dire lorsque Ie point attiré se trouve au 

centre même du sphéroide; 011 a donc dans ce cas 
dX 

A = o, et l'on en conclura généralement — — = o, 

cpiel cpie soit r. D ou il suit qu'un sphéroide composé 

de couches sphériques homogènes et concentriques, 

11'exerce aucune action sur Ies points intérieurs à sa 

surface. 
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Supposons maintenant Ie point attiré compris dans 

la masse de la sphère dont il subit 1'action; 1'équa-

tion (5) devient alors 

d\T 2 d\ 

Si l'on multiplie Ies deux. membres par r- dr, on aura 

f/V 

d.r2— = - 4 TTp/Vr; 

d ou I on tire, en intégrant, 
- = 4 nfpi*dr + B, 

H étant une constante arbitraire. 

Pour lã déterminer, observons cpie s il s'agit de 

connaitre 1'attraction d'une couche sphérique sur un 

point de sa masse, Ics intégrales doivent ètre prises 

depuis la valeur de r cpii répond à la surface intérieure 

de la couche, jusqu à sa valeur relativo au point attiré. 

Or, à la première limite, 1'action de la couche est 

nulle; on a donc généralement B = o, et par consé-

quent 

-''2S; = 4njpi*dr. (6) 

Le second membre de cette équation, Ies intégrales 

étant prises dans Ies limites précédentes, exprime la 

masse de la couche sphérique qui agit sur Ie point 

attiré. En désignant donc par M' la portion de la cou-

che sphérique comprise entre la surface intérieure et 

la surface sphérique passant par Ie point attiré, on aura 

_ f/V _ M' 
dr r• 
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valeur qui saccorde avec celle qui se rapporte aux 

points.extérieurs, lorsqu'011 suppose Ie point attiré 

situé à la surface de la couche. 

Si Ie sphéroide était homogène, 1'équation (6) don-

nerait, en l'intégrant, 

V = - ^ W c f 

C étant une constante arbitraire. 
Supposons Ie point attiré placé dans l'intérieur de 

la sphère dont Ie rayon est a; il faudra, pour étendre 

!'intégration à toute la masse du corps attirant, 

prendre Ies intégrales précédentes depuis r = o jus-

qu'à r = a. Or, à cette dernière limite, la valeur de 

Y est égale à la masse de la sphère divisée par la dis-

tance du point attiré à son centre, c'est-à-dire 

on aura par conséquent alors 

4 2 2 7r „ „ 
V f i - = 5- «- -t- G. 
3 o 

En déterminant donc, au moyen de cette équation, 

la valeur de C, on aura, relativement à Ia sphère en-

tière et à un point placé dans son intérieur, 

V= 27Tfi2 - ^ r\ 

Ces résultats sont conformes à ceux cpie nous avons 

trouvés par une autre^voie, dans Ie n° l í ) du livre í. 

Il 23 
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CHAPITRE II. 

A T T R A C T I O N S D E S S P H É R O I D E S T E R M I N E S P A R D E S 

S U R F A C E S D U S E C O N D O R D R E . 

6. Les formules que nous avons développées (lans 

leehapitre précédent, sont générales, ets'appliquent à 

toute espèce de sphéroides, quelles que soient Ieur na-

ture et Ieur figure. Nous allons, dans celui-ci, nous 

occuper en partieulier de la détermination des attrac-

tions des sphéroides termines par des surfaces ellip-

tiques. 

Supposons, pour simplifier, que Ie corps attirant 

soit homogène, et que sa densité soit égale à Puni té; 

on aura p = i, et Ies formules (A), n° 1, deviendront 

A = 

15 = 

C = 

( a — x ) dx dy dz 

[ ( « - * ) » 4 - [ b - y Y + ( c - z Y Y 
(b —y) dxdydz 

1 ' 

[(a-xY + {b-yY + (c-zYY 
( c — z) dx dy dz 3 5 

[(« - x y + (h ~ r y + (c — zYY 

(a) 

Ies intégrales f se rapportant aux trois variables x, 

j, z, et devant s'étendre à la niiisse entière du sphé-

roide . 

Mais Pintégration des expressions précédentes est 

absolument impossible sous cette forme; tout ce qu'on 

peut faire, c'est d eu éliminer Pune des variables, et 
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de Jes ramener ainsi à des intégrales doubles. En effet, 

si l 'on intègre la première par rapport à x, qu'on 

designe par ± .r, la double valeur de .r, tirée de l'é-

quation de la surface qui termine Ie sphéroide, et 

que, pour abréger, on fasse 

p = \l[ã — X1)"+ (b -yY+(c -

p' = Virt + ^.)2+ (b - J Y + ( C - z f , 

on aura 

En intégrant laseconde des formules ( a ) par rap-

port à y, et la troisiéme par rapport à z, on trouve-

rait, pour 15 et C, des expressions semblables. INIais 

on tenterait en vain de pousser plus Ioin Ies intégra-

tions, on serait arrèté par des obstacles insurmon-

lables, mème dans Ie cas Ie plus simple, celui d'un 

sphéroide terminé par une surface sphérique. 

7. Pour éviter cette difficulté, il faut transformei' 

Ies coordonnées x, y, z en d autres variables qui fa-

cilitent 1'intégration des formules (a), ou permettent 

du moins de la ramener à de simples quadratures. Ce 

qu'on a imaginé de plus conunode à cet égard, c'est 

de transportei' au point attiré l origine des coordon-

nées, et de prendre pour Ies variables qui déterminent 

Ia position de dm, Ie rayon mené du point attiré à cet 

élément, 1'angle que fait ce rayon avec I un des axes 

coordonnés, et 1'angle que forme sa projection sur Ie 

plan perpendiculaire à cet axe avec I nn des deux 

autres axes compris dans ce plan. Soient donc r ce 

23. 
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rayon, Q 1'angle q u i l forme avec 1'axe des x, et zn 

1'angle compris entre sa projection sur Ie plan des 

y, z et 1'axe des y, 011 aura 

x = a — r c o s O , y = b— / - s i n G c o s a , Z = c— r s i n O s i n r r . 

L'élément dm peut être considere comme un petit 

parallélipipède rectangulaire, dont Ies trois dimen-

sions sont r/r, rdQ, et r sin d d u ; on aura donc 

dm = r2 sinô drdQdrs, et Ies trois quantités A, B, C 

deviendront, par cette transformation, 

A=JffdrdQdasin d cosQ, 

B = / / / d r dQ du sin20 COSZÕ, 

C =Jffdrddda sina0 sinw. 

L intégration de ces formules relativement à la va-

riable r s'exécute sans peine; mais, pour étendre l'in-

tégrale à la masse entière du corps attirant, il faut 

distinguer deux cas, selon cpie Ie point attiré est situé 

dans l'intérieur ou au dehors de ce corps. Dans Ie 

premier cas, la droite qui passe par Ie point attiré, 

et qui se termine à la surface du sphéroide, est divi-

sée en deux parties par ce point: en nommant donc 

r ct r' ces parties, elles devront être prises pour li-

mites de 1'intágralc définie, qui sera égale à la somme 

des deux intégrales particulières qui Ieur correspon-

dem. On aura donc ainsi : 

A = f f (r + /•') dQ dzs sin Q cos Q, , 

B= J / ( r + /•') dQ dzssm2 Q cos ST, ( C ) 

C = f f ( r + r')dd ^srsin2Ssiim. * 

On remplacera dans ces expressions ret r' par leurs 

valeurs tirées de 1'équation du sphéroide, et I on in-
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tégrera ensuite successivenient par rapport à 9 et à w, 

depuis 9 et w égaux à zéro, j u s q u à 9 et zs. égaux à 

deux angles droits. 

Dans Ie second cas, Ie rayon qui part du point 

attiré et cpii traverse Ie sphéroide rencontre sa surface 

en deux points. Soient r ce rayon à son entrée dans 

Ie sphéroide, et r' ce mème rayon lorsqu il en sort, 

1'intégrale définie sera égale à la différence des deux 

intégrales particulieres correspondantes à ces limites; 

on aura par conséquent, dans ce cas, 

A = //(#•' — r) d9 dzs sin 9 cosÔ, j 

B = f f ( r ' ~ r) d6 drz sin2 9 cos ( (d) 

C = J f i r ' — r)dQ dvs sin2 9 sinsr. \ 

On substituera pour r et r' leurs valeurs en fonction 

de 9 et et l'on prendra pour limites des intégrales 

relatives à ces angles leurs valeurs correspondantes 

aux points ou l'on a r' — /• = o, c'est-à-dire oii Ie 

rayon r est tangent à la surface du sphéroide. 

Supposons maintenant que li, li, h" soient Ies trois 

demi-axes respectivement parallèles aux axes des x, 

desy et des z de Tellipsoide dont nous considérons Ies 

attractions. L'équation de sa surface, rapportée à son 

centre, sera 

^2 f ' Z1 / \ 

el sa masse sera égale à Iili ti, en nommant u Ie 

rapport de la circonférence au diamètre. 

Transportons Torigine des coordonnées au point 

attiré, et introduisons dans 1'équation (m) Ies variables 



31()8 THÉORIE ANALYTIQUE 

r, 0, rs; en substituant pour x,y, z lêurs valeurs don-

nées dans Ie numéro précédent, on aura 

'cos2 9 sin29 cos5CT sin29sin2CTN 

r 

Ia 
IT I — 

A2 H2 /I"2 

cos0 b sin 0 c o s c t C sin 0 sin w\ a 2 b- r-

Ii2 li"2 / li' h'2 /i"2 

Si l'on résout cette équation par rapport à /', Ies deux 

valeurs qui en résulteront seront celles qu'il faudra 

substituer pour r et r' dans Ies formules (c) et (d): 

or, si l'on fait, pour abréger, 

K = 

F = 

sin2 0 cos2 CT sin2 0 sin2 cr 
li'7 A"2 

b sin 9 c o s c t c sin 0 sin CT 

h" A"2 

£2 C2 \ 
( ' A2 h" li'2) ' 

on trouvera, pour Ies deux racines de 1'équation en r, 

F — s/G , F + v/G 
— ' r = K ' 

d'oú l'on tire, par conséquent, 

, 2 F , 2 v'G 
K " ' R ~ R = ~ B : 

Ies formules relatives aux points intérieurs au sphé-
roide seront donc 

V/9<-/CT sinG c o s 0 F 

„ C f f / 0 i l a sin2 0 COSCTF ( / , 
B = * J J j , . («) 

C = , f f : 
V 0 í/ct sin2 0 sin CT F 

K 
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et l'on aura, relativement aux points extérieurs, 

r Cd o rfcr sin o cos e JG 

2JJ~~ K. 

B 
C CdO d & sin2 9 cos ra V O ' I f\ =  2JJ £ ' (  ( / )  

dOdrs sin26 sin u \/G 

K- I 

Les premières formules sont Ies plus simples, et 

s'intègrent sans peinc par rapport à la variable Ies 

secondes, au contraire, présentent de grandes difíi-

cultés à cause du radical qu'elles renferment, et qui 

rend, sous cette forme, 1'intégration impossible par 

toutes Ies méthodes connues. Heureusement, si l'im-

perfection de 1'Analyse n'a pas permis jusqiTici de 

vaincre cette difficulté, on est parvenu à 1'éluder, et à 

faire dépendre Ies attractions des ellipsoides relatives 

aux points extérieurs, de celles qu'ils exercent sur Ies 

points intérieurs ou sur Ies points de Ieur surface. 

Oceupons-nous donc exclusivement des formules qui 

se rapportent au cas ou Ie point attiré est placé dans 

1'intérieur du sphéroide: nous supposerons ensuite 

qu il est situé en dehors de^sa surface^ et nous ver-

rons qu'il est toujours possjble de ramener ce second 

cas au premier. 

8. Si, dans la première des formules (e), on substi-

tue pour F sa valeur, on aura 

ia f / V 9 í / m sin Ocos2O 2 b f fdO dr,i sin !0 cos 0 cos w 
A = ^ J j ^ 

2 
+ TJT, W d0 d M si Ii2 0 cos 0 sin w 

K . 
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Cette expression se simplifie en observant que I in-

tégrale relative à Q devant être prise depuis Q = o jus-

qu'à Q = 180o, si l'on*represente par P une fonction 

rationnellc quelconque de sinS et cos2Q, on aura gé-

néralement entre ces limites /P cosQdO = o, parce 

que Ies valeurs de Q devant être prises à égale distance 

au-dessus et au-dessous de 1'angle droit, la valeur de 

cette intégrale sera composée d'une suite déléments 

égaux deux à deux et de signes contraires. Les deux 

derniers termes de 1'équation précédente se réduisent 

donc à zéro en vertu de cette remarque, et 1'expres-

sion de A, en substituant pour R sa valeur, peut 

prendre cette forme, 

A = 2 afÍ C O i' 
dG Í/W sin 9 cos2® 

Ii' . Ii2 . . 
s' ;9-|- — sin29 Cos2W -I- — Sin2G sin2 w 

On trouverait de mème 

Í / G Í / W sin3
 G C O S 2 W 

Ii //SÍní 
C = 2 C 

/i'2 h" . 
G COS2W -+- — Cos2G -+- — Sin2G Sin2 -

Ii1 h 

Í/G Í/W sin3G sin2w 

. . « Ã"2 /i"2 . 
sin2 G sin- w -h — cos G2-K -7- sin2 G cos2 

/i2 Ii7 

On peut, avant mème d intégrer ces expressions, en 

déduire plusieurs propriétés importantes relativement 

aux attractions des ellipsoides. 

Les intégrations indiquées étant indépendantes des 

coordonnées a, b, c du point attiré, 011 voit cjue l'at-

traction qu'exerce Ic sphéroide parallèlement à 1'axe 

des JT7 est la mème pour tous Ies points situés dans 
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un même plan perpendiculaire à cet axe. Il en est de 

même relativement aux axes desjr et des z ; d'ou l'on 

peut conclure généralement que Ies attractions dc 

Tellipsoide sur Ies points placés sur une même ligne 

droite, passant par Torigine des coordonnées, sont 

proportionnelles à Ieur éloignement de son centre. 

Si Ton divise respectivement par a, b, c Ies trois 

quantités A, B, C, et qiTensuite on Ies ajoute, on 

trouve 

— + ? + ^ = 2 / f d d d t à s iní , 

Ies intégrales devant être prises depuis O = o jusqu'à 

Q = 7i, et depuis m = o jusqu'à w = n. On trouve 

entre ces l imites/ f dO dw sin O = in; on aura donc 

A B C , , v 

On a cTailleurs, n° 1, 

dY dY u dY 

- r f ã = A ' 

et d'après la forme des valeurs de A, B, C, il est évi-

dent qu'on aura 

^ 2 V _ A d'Y _ B d'Y _ C 
~ ~dã* ~ ~ ~dlF ~ V 

1'équation (g) devient donc ainsi: 

d*V d'V <72V _ 
~dá> + UF + ~ÕF ~ ~ ^7 1 ' 

équation cpii vérifie pour Ies ellipsoides 1'équation (a) 

du n° 5, cpii s'applique généralement à des sphéroides 

quelconques. 
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O L I peut observei* encore que Ies valeurs de A, B, C 

ne contenant que Ies quantités ^75 » ces valeurs ne 

varieront pas, quels que soient Ies trois axes du sphé-

roide, pourvu qu'ils aient entre eux Ies mèmes rap-

ports. Or deux ellipsoides sont semblables, quand 

leurs axes correspondants sont entre eux dans Ie même 

rapport; on peut donc en conclure que tous Ies ellip-

soides semblables exercent sur Ies points intérieurs 

des attractions égales. Il suit de là que si l 'on sup-

pose Ie sphéroide composé d'une suite de couches con-

centriques et semblables, 1'action des couches supé-

rieures au point attiré sera nulle; d'oú résulte Ie théo-

rème suivant, cpii n'est qu ime extension de celui que 

nous avions trouvé n° 1 9 , livre Ie r , relativement à la 

sphère : Un point placé au dedans d'une couche ellip-

tique, dont la surface intérieure et la surface exté-

rieure sont semblables et semblablement placées, est 

également attiré de toutes parts. 

9. Occupons-nous maintenant de l'intégration de 

la valeur de A. Si l'on intègre d'abord par rapport 

à OJ depuis W = O jusqu'à w = rr, et qu'on suppose 

cos2 O -F- p-2 sin2 O = m, cos2 O -F- ^ sin2 O = n, 

on aura 

C CdOdw sin 0 cos!0 fdQ sin0 cos' 0 
\ = aa ' — T-r- = ar. I 

J J 111 cos &) -F- «sin:M J y/77,7; 

En remettant donc pour m et n leius valeurs, 011 
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aura 
# 

_ s a i r h ' h " f d 9 sin S cos '9 

4 = w v q ^ F V ^ P F ' 

Cette dernière intégrale doit s'étendre depuis Q = o 

jusqiTà Q = 7r, ce qui revient à la prendre d e p u i s ^ = o 

* jusqu'à Q = et à doubler Ie résultat. Si l'on sup-

pose donc cos Q = x, et qiTon nomme M la masse de 

Tellipsoide, ce qui donne M = ^y htiti', et par con-

4 TT H h" 3 M 
sequent — ^ — = —ĵ -i on aura 

3 a M f* x- dx 

= V v R ^ P T ^ P ' 

1'intégrale relative à x devant étre prise depuis x = o 

j usqu'à x = i. 

On pourrait, en intégrant Ies valeurs de B et C, 

Ii0 8, Ies réduire de même à de simples quadratures, 

mais il est plus simple de déduire immédiatement 

leurs valeurs de Texpression précédente de A. Pour 

cela, il suffit de remarquer que Ton peut regarder A 

comme une fonction de a et des trois demi-axes h, 

ti, ti' de Tellipsoide; B sera par conséquent une fonc-

tion semblable de b et des trois demi-axes ti, li, ti'; 

et il en sera de même cie C, qui sera une pareillc 

fonction de c et des trois demi-axes ti', ti, h. On aura 

donc Ies expressions de B et C p a r une simple permu-

Iation des lettres a, h, ti, ti' dans !'expression de A. 
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On trouve ainsi : 

_ 3 b M r x2dx 

~ h" I / n?—hn x / Th"1— /T 

3 c M /» x2 dx 
LJ « 

/1"' 
1 + * V 1 + 

ees expressions devant être prises, comine celle de A, 

depuis x = o, jusqu'à x = i. 

On peut donner aux valeurs de A, B, C, une forme 

partieulière qu'il est bon de connaitre. Faisons, pour 

abréger, 

et supposons ensuite dans la valeur de B, 

Ky 
x = 

h\f i-f- Vy2 

et dans la valeur de C, 

_ h"z 

~ h \j\ + V i ' 

Ies expressions trouvées pour A, B, C, deviendront 

3 a M r X2 dx ^ ô a IVI I x' ~ Jli J^ + ^x 

B = 

v/ 

3 b M /' y> dy 

I •+- K1X' 

h5 ' f 
J (l+KJ •\r2)' SfTTr7P 

3 c-M r z2 dz 
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Les intégrales relatives à y et à z doivent ètre prises 

dans Ies mèmes limites que Ies intégrales relatives 

à X1 puisqu'en effet la supposition de x = o donne à 

la fois j = o et z = o, et que la supposition de x = i 

donne / = i et Z= i, on peut donc dans B et C 

changer, si l 'on veut, y et z en x, d'oii il suit cpie, si 

l'on fait 
__ r X7 dx 

~ J y'1 + 4- V2X2' 

on aura, pour déterminer A, B, C, ces formules très-

simples : 

_ 3« M _ 3 6 M d.\ L _ 3 c Bl rf.VL 
— ~F~ ' IPr Tn ' ~ I F d v ' 

Ces formules s'étendent aux points situés sur la sur-

face du sphéroide; car il suffit, pour y avoir égard, 

de supposer r = r' dans Ies expressions de A, B, C, 

ce cpii ne change rien à Ieur forme. 

1 0 . La détermination des attractions qiTexerce un 

ellipsoide homogène sur Ies points intérieurs, et sur 

Ies points de sa surface, ne dépend donc plus cpie de 

la valeur de la fonction L; mais 1'intégration qu elle 

exige ne peut ètre obtenue sous forme finie par Ies 

méthodes connues, que dans deux cas particuliers, 

celui oii Ies quantités X et 1' sont égales entre elles, 

et celui oú Tune de ces quantités est nulle : dans Tun 

et Tautre cas, deux des trois demi-axes Ii1 ti, ti', sonl 

égaux entre eux, et Tellipsoide est de révolution au-

tour du troisiéme. 

Supposons cpie h soit Ie plus petit des trois demi-
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axes du sphéroide, et faisons dabord X = X', ce qui 

douue ti = A". Le corps attirant est alors un ellip-

soide aplati vers Ies pôles, dont h est Ie demi-axe de 

révolution; on aura dans ce cas 

_ C X1 dx i .. 
L = J TTTjP = v ~ arc tan^x)' 

Si l'on différentie par rapport à X la valeur de L, 

U0 9, et qu'011 fasse X = X' après la différentiation, 

011 trouve 

d.t. L r Xi dx I / V ), \ 
—rr — I i—, •> = —n arc tanir X • dl J(] + 7.V \ f 14-/7 

Les attractions de Tellipsoide de révolution, aplati 

vers Ies pôles, seront donc déterminées par Ies for-

mules suivantes: 

A = IFF - a r c t a n S x ) ' 

» = <A> 

C = — ( a r c t a n g X —r;Y 1 
2Zi3V \ 0 1-1-)17 1 

Supposons maintenant X' = o, ce qui donne A " = //. 

Dans ce cas, ti est Ie demi-axe de révolution du sphé-

roide, et Ton a 

I T = T = : , = V F [' V / I T V - I o g ( A H- s/i 4 - 1 7 ] ] • 

i g = I [ I o g f i ^ = J . 

On aura donc pour Ies attractions de Tellipsoide de 
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révolution, allongé vers Ies pòles, 

A = ^ [ > . V T + ^ - i o g ( x + y / V + T ' ) ] , j 

B = + (B) 

C = + V T + v ) ] . 1 

Si Ies eonditions précédentes ne sont pas remplies, 

il est impossible d'obtenir d'une manière rigoureuse 

Ies valeurs de A, B, C; mais lorsque 1'ellipsoide s'é-

loigne peu de la figure de la sphère, X et X' devien -

nent de très-petites quantités; on pourra réduire alors 

la fonction L en série convergente, dont chaque terme 

soit intégrable, et l'on déterminera de cette manière 

Ies attractions du sphéroide, avec Ie degré de préci-

sion qu'011 jugera convenahle. 

1 1 . Considérons maintenant Ie cas oú Je point at-

tiré est extérieur au sphéroide. Nous avons vu que 

Ie radical qui entre dans Ies expressions différen-

tielles (J) de ses attractions, opposait alors 1111 obs-

tacle invincible àIeur intégration (*). Plusieurs grands 

géomètres avaient en vain épuisé toutes Ies ressources 

de 1'Analyse pour surmonter cette difficulté, lorsque 

la découverte, due à M. Ivory, d'une propriété remar-

quable des ellipsoides décrits des mèmes foyers, l'a 

fait enfin entièrement disparaitre. 

Voici l'énoncé de cette propriété, qu'011 peut re-

garder comme un beau théorème de Mécanique : Si 

Yon nomme points correspondants, Ies points pris sur 

*) JrDir Ie stipplciiiont au livre V. 
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la siirjacc de deux ellipsoides décrits des mêmes 

fojers, de manière que leurs coordonnées, respecti-

vement parallèles aux trois axes principaux de ces 

corps, soient entre elles comme ces ares, Ies attrac-

tions quexerceront, parallélement a chaque axe, ces 

ellipsoides sur Ies points correspondants de leurs sur-

Jacesj, seront entre elles comme Ies produits des deux 

autres axes. 

En effet, soient M Ie premier ellipsoide, et A 1'attrac-

tion qiTil exerce parallélement à 1'axe des x sur Ie 

point dont Ies coordonnées sont a, b, c; désignons 

par M' Ie second sphéroide, et par A' 1'attraction cpTil 

exerce dans la même direction sur Ie point dont Ies 

coordonnées sont d, b', c'; on aura, n° G, 

A = Z J r f W i - ? ) ' 
• * ' = / / < * " * ( ? - ? ) • 

en supposant, pour abréger, 

v f y — - ( b - y Y M c - W , P = —x', 

-f- Xi et — X1, désignant Ies valeurs de la variable x, 
qui se rapportent à la surface de M, et + x et — x 

Ies valeurs de la variable x' relatives à la surface 

de M'. 

Soit, comme précédemment, 

x- r- z- Js 

h • / / ' : / , " - k 

1'équation de la première de ces surfaces; il faudrait, 
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pour achever Tiategration de 1'expression de A, sub-

stituer dans pt et p Ies valeurs de x qui résultent de 

cette équation; mais cette opération ne nous con-

duirait à rien; on peut, au contraire, par une trans-

formation ingénieuse des coordonnées, arriver très-

simplement au théoreme que nous nous proposons 

de démontrer. Pour cela, aux trois variables x,y, z, 

qui sont liées entre elles par 1'équation (h), on en 

substituera deux autresindépendantes entre elles; 011 

fera, par exemple, 

X1 = h sinp, y = h' cosp sin q, z = h" cosp cosq ; 

et Ton voit en effet, en mettant ces valeurs à la place 

de x,y, z dans 1'équation (A), qu'il n'en résulte au-

cune équation de condition entre Ies nouvelles varia-

bles p et q. 

D'après Ies formules eonnues pour la transforma-

tion des variables dans Ies intégrales doubles, on a 

généralement 

On aura donc, en vertu de la formule générale, 

dydz = h' h" sin p cosp dp dq, 

et par conséquent 

On étendra Ies intégrales à la masse entière du spbé-

Les valeurs précédentes de y et z donnent 

dy dz dr dz 

dp dq 

A = h' h"ff dpdq sinp cosp — j • 

II. 
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roide M, en prenant celle qui se rapporte à p depuis 

p = o jusqu'à p = Tt, et celle qui se rapporte à q 

depuis q = o jusqu'à q = n; car il est évident qu'en 

donnant aux angles p et q toutes Ies valeurs comprises 

entre o et 180o, Ies variables y et z prendront toutes 

Ies valeurs comprises entre + li et — li d'une part, 

et entre -+- h" et — li de 1'autre, c'est-à-dire tous Ies 

couples de valeurs qui correspondent aux différents 

points de 1'ellipsoide. 

Soient maintenant k, k', li' Ies trois demi-axes du 

second ellipsoide M', qui se rapportent respective-

ment aux axes des x', des y' et des z', 1'équation de 

sa surface sera 

et si l'on fait 

x[ = k si np, y' = k cosp sin q, z' = k" cos p cos <j, 

on aura, par 1'analyse précédente, 

Ies intégrales devant être prises depuis p = o jusqu'à 

p = u, et depuis q = o jusqu'à q = c'est-à-dire 

dans Ies mèmes limites que celles qui se rapportent à 

la valeur de A. 

Comparons maintenant Ies attractions exercées par 

Ies deux sphéroides M et M', ce qui se borne à com-

parei- entre elles Ies valeurs de p et de p' et celles de 

P1 et p't. Si I on développe Ies deux premières quantités, 

et qu'on substitue pour X1, y, s, et pour x[ , y', :•'„ 

1- 1 = i -

A' = li k"f f dp dq sin p cosp 
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leurs valeurs, on aura 

p* = a2 -+• b- -C1 — 2 (ah sin p 4- b/i cosp sin q 4- cli" cos/) cos q) 

4- Ii2 sin2/.) 4- Zi7COS2J) sin21/ 4- h"2cos2p cos2 q, 

p'2=ti'2-h Zi'24-c'2— 2. («r' À- sin/>4-6'/-' cos/) sin</4-c' k" cosp cos q) 

4- k2s\n2p 4- /'2COS2p sin2<7 4- / "2 cos2/? cos2 

Si l 'on retranche ces deux expressions l 'une de 

l 'autre, en observant que Ies points déterminés pal-

ies coordonnées a, b, c et «', b\ c' sont des points 

correspondants, et que, d'après la définition que nous 

avonsdonnée, on a 

a /, b h' c _ k" 

Ti ~ Ti Ti' ~ Ti' ? ~ Ti''' 

([iie l 'on remarque en outre que Ies deux ellipsoides 

M et M' ayant mèmes foyers, si l 'on nomme e et e' 

leurs excentricités communes,-on a 

Ii1 = Ii2 4 - e 2 , A ' 2 = A ' 2 4- e2 , 

A " 2 = A 2 4 - e'2, Ii'2= A 2 + e'2, 

d 'ou I on tire 

A 2 - A 2 = ir- - k'2 = li'2 - A " 2 , 

on aura simplement 

P ' 2 - ( A 2 - A - 2 ) + £ + £ - , ) . 

Si I on suppose, comme nous Ie faisons, que Ie point 

dont Ies coordonnées sont a', b\ c\ est situé sur Tel-

lipsoide M, Ie second membre de cette équation sera 

nul, et I on aura identiquement p = p', indépendam-

nient de toute valeur donnée aux angles p et q. On 

=4-
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trouverait, par la même analyse, O1 = ri , et 1'expres-

sion de A' deviendra par conséquent 

A' = k' k"ff dp dq sin p cosp (-, — 

En rapprochant cette expression dc celle de A, on voit 

que, quelle que soit la valeur des intégrales indiquées, 

on aura 

A _ h,k„ A . 

On aurait de même, relativement aux attractions 

qu'exercent M et M' suivant Ies axes des y et des z, 

B = ^ B ' C - ^ C 
kk" ' ~~ kk' ' 

et par conséquent 

A _ B. _ hh" C _ _ hli ( 
A' — k' k"' B7 " W C7 ~ Jk'' ' ; 

Ces équations renferment Ie théorème que nous avons 

énoncé, et dont la mécanique céleste est redevable à 

M. Ivory. 

12 . Il est-important d'observer que Ies équations (A) 

subsistent quelle que soit la fonction des distanceg qui 

exprime la Ioi d'attraction. En effet, la valeur de A, 

après rintégration relativo à x, prendra toujours cette 

forme, 
A = f f R dydz- ff R' dy dz, 

R étant une fonction donnée de la quantité p, et R' 

une fonction semblable de p'. Or, 1'analysedu numero 

précédentne s'appuie que sur la forme des quantités p 
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et p', et elle est indépendante de celle des fonctious 

R et R'. Il en serait de même des quantités B et C. 

Le beau théorème énoncé, 11o 1 1 , et qui établit Ies 

relations qui existent entre Ies attractions qu'exercent 

Ies ellipsoides homogènes sur Ies points situés à l'in-

térieur 011 à l'extérieur de leurs surfaces, a donc lieu 

pour toutes Ies Iois d'attraction possibles. Si I on sup-

poseque Ies deux ellipsoides se réduisent à dessphères 

coucentriques, il eu résulte que Yattraction de la 

grande sphère sur un point placé à la surface de la 

petite, est à Vattraction de la petite sphère, sur un 

point placé à la surface de la grande, comme Ies 

carrés des rayons de ces deux sphères, ou comme la 

surf ace de la sphère extérieure est à la surf ace de la 

sphère intérieure. Soient donc r et r' Ies rayons de 

ces deux sphères, A et A' Ies attractions qu'elles exer-

cent respectivement sur Ies points de leurs surfaces, 

on aura 

équation qui donnera 1'attraction de la sphère sur un 

point extérieur, lorsque l'attraction sur un point inté-

rieur sera connue, et réciproquement, quelle que soit 

la Ioi d'attraction. 

Dans Ie cas de l'attraction en raison inverse du 

carré des distances, A' exprimant 1'action de la sphère 

dont Ie rayon r', sur un point extérieur, on a, 11o 

on aura donc A = ^rcr' pour 1'action de la grande 
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sphère sur Ies points intérieurs. Cette expression étant 

indépendante du rayon r de cette sphère, on en peut 

conclure que Ies points placés dans 1'intérieur d'une 

couche sphérique sont également attirés de toutes 

parts. Réciproquement, pour cpie cette propriété sub-

siste, il faut que A soit une fonction indépendante 

de /•; on a alors 

V = - , 

H étant une constante par rapport à r, c est-à-dire 

cjue, dans ce cas, 1'attraction de la sphère sur Ies 

points extérieurs est réciproque au carré de leurs dis-

tances à son centre, ce cpii exige nécessairement que 

la mème Ioi s'observe par rapport à chacun de ses 

éléments. La Ioi de la nature est donc la seule dans 

laquelle une couche sphérique ríaura aucune action 

sur Ies points intérieurs, et la seule aussi dans la-

quelle cette couche attire Ies points extérieurs, comine 

si toute sa masse était réunie à son centre. 

15 Voyons maintenant comment on peut faire 

servir Ie théorème que nous venons de démontrer, 

U0 ! 1 , à la détermination des attractions des sphé-

roides elliptiques sur Ies points extérieurs à leurs sur-

faces. Soient a, b, c Ies coordonnées du point attiré, 

que nous supposons situé en dehors de Tellipsoicle M; 

imaginons un nouvel ellipsoide M'décrit des mèmes 

foyers que M, et dont la surface passe par ce point : 

ces conditions suftiront pour déterminer Ie second 

sphéroide, et il n'y en aura qu un seul qui pourra \ 

satisfaire. En effet, soient A, A ' , A " , Ies trois denn-

axes de M'respectivement parallèles aux axes des x, 
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des j et des z; cet ellipsokle ayant Ies mèmes foyers 

que Ie premier, si l 'on nomme e et e' Ies excentricités 

de ses sections principales, on aura 

* " 2 = A 2 - t - e ' % (I) 

et 1'équation de la surface de M' sera 

x' r' z1 

u —-L 1 . = i . P ' + K'+ c" 

Puisque Ie point attiré est situé sur cette surface, Ies 

trois coordonnées a, b, c doivent satisfaire à 1'équa-

tion précédente; on a par conséquent 

b c 2 , , 

Cette équation est du sixième degré par rapport à k; 

mais elle s'abaisse au troisième en faisant A2 = Ç. Elle 

a évidemment une racine réelle comprise entre zéro 

et Tinfini; car, en supposant A = o et A = -̂ , 011 trouve 

deux résultats de signes contraires; elle donnera donc 

toujours une valeur réelle pour A, et I on en con-

clura, au moyen des équations (Z), des valeurs sem-

blables pour A' et A". On voit d'ailleurs que Ie premier 

membre de 1'équation (n) décroit continuellement à 

mesure que A auginente depuis A = o j u s q u à A = ^: 

d ou il suit que cette équation n a qu'une seule racine 

réelle. 

Cela posé, considérons sur 1'ellipsoide M Ie point 

dont Ies coordonnées a\ b', c' sont déterminées par 

Ies équations 
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ce point étant situé dans 1'intérieur de Tellipsoide M', 

si Ton suppose 

i " £2 r1 1"J /.1 gjl _ }2 " h £_ V2 
k7 ~ f ~ A ' — i» — A ' 

j r x-dx 

J^i + ^x1 \ji -+- X'x* 

on aura, pour déterminer Ies attractions qu'exerce 

sur Iui ce sphéroide, 

, _ 3 a' M' _ 3 b' M' d.IL 3 c 'M' d.VL 

Si Ton substitue pour a', b\ c' leurs valeurs, et qu'on 

observe que M et M' étant Ies masses des deux ellip-

soides, on a 

M = ^ hti h", M' = kk k\ 
o O 

'ces formules donneront, en vertu des équations (A), 

n ° l l , 

3 n M , 3 6M <í.).L „ 3cM d.VL , , 
A = - L , R = — ^ - ' C = — _ . ( , ) 

Ce sont Ies expressions des attractions qiTexerce 

Tellipsoide M sur Ie point dont Ies coordonnées sont 

a, b, c, la quantité k qu'elles renferment étant don-

née par 1'équation (n) qu'on peut mettre sous cette 

forme, 

Les formules précédentes serviront à déterminer 

Ies attractions de Tellipsoide sur Ies points extérieurs: 
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on voit qu'il suffit d'y changer k en h ponr Ies étendre 

aux points de la surface, et mème aux points inté-

rieurs. 

Si 1'ellipsoíde était de révolution autour de 1'axe 2 A, 

on aurait e = e!; 1'équation qui détermine k devien-

drait, en la divisant par Ie facteur k -+- e, 

A 4 - A 2 (a2 + b2 + C i - e 2 ) - a2 e2 = o, 

et Ies formules (A) du n° 10 donneraient 

A = W (X ~ a r c t a n S x ) ' 

B = m ( a r c t a n S x - r - í õ ^ ) ' 

^ c = ( a r c t a n S x - T T v ) " 

Enfin, dans Ie cas de Tellipsoide de révolution allongé 

vers Ies pôles, on aura e ' = o; par conséquent 

k* _ A2 ( n 2 + b2 + c2 - e 2 ) - ( a 2 - h c2) e2 = o; 

et Ies formules (B) du mème numéro donneront 

A = | > V ^ - Iog ( X + y / T T V ) ] , 

3bM F1 /. ,- s-x 1 1 
Ji = T - T Iog (/ + V I + X-) - - 7 = - , 

L V1 + _ 

c = I x + - l o S + v 1 + J • 

1 4 . Il résulte des formulós^(p), que si Ton nomme 

M' la masse d'un nouvel ejfipsoide ayant Ies ,mèmes 
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excentricités et la même position des axes que 1'ellip-

soide dont la masse est M, il suffira, pour déterminer 

Ies attractions A', B', C qu'exerce ce corps sur Ie 

point dont Ies coordonnées sont a, b, c, de changer 

M e n M' dans Ies équations (p); d'ou l'on peut con-

clure qu'011 aura 

A _ M 1 B^ M C _ M 

A ' ~ ~ M 7 ' B 7 M 7 ' C - J f ' 

c'est-à-dire qu'en général Ies attractions de deux ellip-

soides décrits des mêmes foyers, sur 1111 même point 

extérieur, sont entre elles comme leurs masses. 

Les trois équations (A), 11o 1 1 , donnent 

A _ A ^ B hh" B ' C _ /1/1' C ' 

T — J7T" '7' b~JF' T' c ~ HrT' 

Si dans Ies seconds membres de ces équations on 

substitue pour a, b, c leurs valeurs, 11o 1 i, et qu'011 

observe cpie Ie point dont Ies coordonnées sont n\ 

b', c' étant intérieur au sphéroide M', 011 a 

011 trouvera 
A B C , hh' h" 

h y H = / 4 7 1 7 7 7 - 7 7 / ' a b c /ih k 

relation analogue à la précédente et qui doit exister 

entre Ies attractions qu'exerce 1111 ellipsokle homo-

gène sur Ies points extérieurs à sa surface. 

Si Ie corps attirant n'était pas homogène, mais 

seulement composé de couches elliptiques de posi-

tion, d'excentricité et de densités variables, suivant 
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une Ioi quelconque du centre à la surface, on déter-

minerait, par Ies formules précédentes, Ies attractions 

qu'exercent sur 1111 point donné Ies deux ellipsoides 

terminés par Ies surfaces intérieures et extérieures 

de chacune de ces couches; la différence de ces deux 

attractions sera égale à 1'attraction de la couche sur 

Ie même point, et l'on aura celle qiTexerce Ie corps 

entier en prenant la somme de ces attractions par-

tielles. 

1 5 . On peut donc regarder, comme compléte, la 

théorie des attractions des sphéroides elliptiques. La 

seule chose qu'elle laisse encore à désirer, c'est la va-

leur finie de la fonction cpie nous avons désignée 

par L; mais 1'intégration dont cette valeur dépend, 

est non-seulement impossible, comme nous 1'avons 

dit, dans Ie cas général, par toutes Ies méthodes con-

nues; elle l'est encore en elle-même, c'est-à-dire cpie 

la valeur de L ne saurait être exprimée en termes 

íinis par aucune fonction composée de quantités algé-

hriques, logarithmiques, ou circulaires. 

Dans Ie chapitre suivant, nous nous occuperons 

de la théorie des attractions des sphéroides peu diffé-

rents de la sphère. Ce problème a d'abord été traité 

jiar d'Alembert, et, après lui, jiar plusieurs illustres 

géomètres, parmi lesqiieis il faut citer Legendre en 

première ligue. Ses beaux travaux sur Ies attractions 

dos sphéroides quelconques, paraissent avoir ouvert 

à Laplace la route nouvelle qui Ie conduisit à la so-

lution comjilète cie cette difficile question. Les ré-

sultats auxquels ce grand géomèlre est jiarvenu, par 
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leur fécondité et par Ieur utilité non-seulement dans 

Ia théorie du Système du monde, mais encore dans 

une foule de questions physico-mathématiques, telles 

que la théorie des fluides, celle de la chaleur, de 1'é-

lectricité et du magnétisme, doivent faire regarder, 

sans doute, ses travaux sur ce point important de la 

mécanique céleste, comme l'une des plus belles pro-

ductions de son génie, mais il ne faut pas oublier que 

c'est à Tesprit laborieux et inventif de Legendre, qu'il 

dut la première idée de Tanalyse aussi neuve que fé-

conde q u i l employa dans ces recherches. 
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CHAPlTRE III. 

A T T R A C T I O N S D E S S P H É R O I D E S Q U E L C O J s Q U E S . 

1(>. Nous considérerons, dans ce chapitre, Ies at-

tractions des sphéroides quelconques, et en parti-

culier celles des sphéroides qui s'écartent peu de la 

fignfe de la sphère. Mais, au lieu de déterminer im-

médiatement Ies attractions cpie ces corps exercent 

suivant une direction donnée, nous commencerons 

par chercher la valeur de la fonction qui exprime la 

somme des éléments du sphéroide, divisés respecti-

vement par Ieur distance au point attiré, et que nous 

avons désignée par V, parce que cette fonction a la 

propriété de donner, par sa différentiation, Ies attrac-

tions cpi'exerce Ie sphéroide parallèlement à une droite 

donnée, et que d'ailleurs c'est sous cette forme que 

se présentent, dans Ies équations de son equilibre, 

Ies attractions mutuelles des molécules d'une masse 

fluide homogène, douée d'un mouvement de rotation, 

comme nous Ie verrons dans Ie chapitre suivant. 

Reprenons donc la valeur de Y, n° 4, et, pour abré-

ger, faisons cosô = [J., cosO'= IJ.', on aura 

Y _ ff f LrJl dr' d^d"( 

J J J \r-—2 rr' [piu.'-f- — a' y'i — ( / ' cos ( ro—w')1+ ' ' " 

r étant Ie rayon mené de 1'origine au point attiré, 6 
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1'angle compris entre ce rayon et l un quelconque des 

axes coordonnés, oi 1'angle que sa projection sur Ieplan 

des deux autres axes forme avec l'une de ces droites, 

et r' , O', «' désignant ce que deviennent ces trois va-

riables relativement à 1'élément dm du sphéroide. 

Pour étendre 1'intégration de la valeur de V à la 

masse entière du corps attirant, il faudra intégrer rela-

tivement à r ' , depuis r' = o jusqu à /• '= R, R étant 

une fonction donnée de 6' et de qui exprime Ie 

rayon vecteur d'un point quelconque de la surface du 

sphéroide. Quant aux intégrales relatives à w' et p.', 

elles devront étre prises, d'après ce que nous avons 

dit H0 í, depuis &i '= o jusqu'à égal à la circonfé-

rence, et depuis p.' = i jusqu'à y/ = — i. 

En substituant de mème p. à la place de cos$, dans 

1'équation (5), même numéro, elle prend cette forme 

plus simple, 

^ J •+- » ' - ^ = o, (A) d fi i — u} dM2 dr1 

équation de condition à laquelle devra toujours satis-

faire la valeur de V, lorsque Ie point attiré ne fera pas 

partie de la masse du sphéroide. 

Si cette équation était intégrable par Ies méthodes 

connues, on en conclurait immédiatement, sous forme 

finie, la valeur de la fonction V; mais quoique cette in-

tégration soit impossible généralement, l'équatft>n (A) 

peut ètre extrèmement ntile pour facilitei' Ie dévelop-

pement de la fonction Y en une suite récurrente qui 

permette d approcher d'aussi prés que I on voudra 

de sa véritable valeur. En effet, comme il est impôs-
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sible d'intégrer 1'expression de Y d'une manière gé-

nérale, on est obligé, pour y parvenir, de recourir 

aux méthodes ordinaires d'approximation. On ré-

duit 1'expression de V en série dont chaque terme 

est intégrable, et l'on obtient ensuite sa valeur avec 

Ie degré d'exactitude qu'on jugc convenable. Pour 

développer 1'expression de V en série convergente, 

il faut distinguer deux cas, celui oii Ie point attiré 

est extérieur au sphéroide, et celui ou il est situé 

dans 1'intérieur de ce corps. Daris Ie premier cas, 011 

a /' > r', et si l 'on fait 

F = < r'— 1 rr' [ a u ' 4 - \j\ — u.2 \/i—u'2 c o s (w — « ' ) ] + 

On réduira F en série convergente, en ordonnant 

son développement par rapport aux puissances des-

eendantes de /'; 011 aura ainsi 

F = P 0 l - + P1 p -h P2 Ç • • • + P — + . . •, (m) 

et il est clair, cl'après la valeur de F, que P0 , P , , . . . , P1 

sont des fonctions rationnelles et entières de p. et de 

\/i — Ij2 cos(w — «'). F satisfait, par sa nature, à 1'é-

quation 
,, .,'Jl JJl 

v ^ ' ílu. 'Io1' (['.I-F 
J - 4 — o . (B) 

d 11 i — [jL2 dr v ' 

Si I on remplaee F par sa valeur en série, et qu'011 

égale à zero Ies coefficients des mèmes puissances de 

r, 011 aura, quel que soit /, 
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Si I on substitue à laplace du radical que nous avons 

représenté par F, sa valeur dans 1'expression de V, 

elle prendi a cette forme, 

et l'on aura généralement, quel que soit i, 

vi = f f f p PJ r"+i dr'd [).' d«', 

Ies intégrales devant être prises depuis r' égal à zéro 

jusqu'à sa valeur à la surface du sphéroide; 1'intégrale 

relative à /x', depuis p.' = i jusqu'à p' = — 1, et 1'inté-

grale relative à w', depuis u ' = o jusqiTà w ' = 27:. 

Si Ie sphéroide est homogène, 1'intégration rela-

tive à r' pourra toujours s'effectuer, et en nommant R 

la valeur de r' à la surface, on aura 

Vt = 7 ^ - 3 / / P i R 4 + V f x ^ c o ' . 

Supposons maintenant Ie point attiré dans 1'inté-

rieur du sphéroide, on aura r < r' pour toutes Ies 

couches du sphéroide qui enveloppent Ie point attiré; 

et pour avoir une série convergente, 011 réduira F en 

une suite ascendante par rapport à r; on aura ainsi 

Les quantités P0, P t , etc., étant Ies mèmes que ci-

dessus, l'expression de V, en y substituant cette va-

leur, deviendra 

V = V0 + v, r -1- i'21 2 + . . . , 

et l'on aura, pour déterminer généralement vh l'équa-
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tion, 
r r CvVidr' du! d U,' "=JJJ • 

Les intégrales relatives à r' devant ètre prises de-

puis r'= / , ' jusqu à l a valeur de r' à la surface du sphé-

roide, et Ies intégrales relatives à p' et à w' dans Ies 

mèmes limites que précédemment. 

Si I on suppose, par exemple, Ie sphéroide homo-

gène, et qu'011 désigne par R et R' Ies valeurs de r' 

correspondantes à la surface du sphéroide et à la cou-

che qui passe par Ie point attiré, 011 aura, en intégrant 

par rapport à ; 

Connaissant ainsi la partie de Y relative aux cou-

ches du sphéroide cpii enveloppent Ie point attiré, 011 

déterminera, comme précédemment, la partie rela-

tive aux autres couches, par rapport auxquelles Ie 

point attiré est extérieur, et en Ies réunissant, 011 aura 

1'attraction qiTexerce sur Iui Ie sphéroide. 

1 7 . Toute la difficulté du développement de Y en 

série se réduit donc à former la valeur générale de P i . 

Cette quantité est, comme nous Tavons vu, une fonc-

tion finie du degré i de p et de y 1 — p2 cos(o> — «'). 

On peut supposer par conséquent Pi- développé en 

série de cosinus de Tangle w — ai' et de ses multiples. 

Soit Kn cos/2 (co — «') Ie terme de cette suite qui dé-

pend de cos/2 (w — w'), K„ étant une fonction de p. 

indépendante de co, qu'il s 'agitde déterminer. Obser-

vons d'abord que Ie terme qui dépend de cos/t (co— co') 

II. 25 
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dans P,, ne peut résulter que des puissances n, n + 2, 

7í+4> fite., de cos(co —co'); or cos(« — co') ayant pour 

facteur \] 1 — p.2, il est clair que cos"(co — co') aura pour 

n 
facteur (1 —^2)2 . D'ailleurs F étant symétrique par rap-

port à [x et à p.', ces deux quantités doivent entrer de la 

mème manière dans chacun des termes de son déve-

loppement, d'ou l'on peut conclure que K„ est de 

n n 

cette forme (1 — p.2)2 (1 — u.'2 'f H„; 011 aura donc ainsi 

P 1 ==H 0 - í - ( i — p t . » ) ^ ( 1 — H 1 c o s ( w - w ' ) + ( i - p . ' f ( I - ^ 2 ) r H j c o s 2 ( « - w ' ) - 4 - . . . . 

En sorte que Ie terme général du développement de 
n n 

P1 sera (1 - ,a2)2 (1 - p.'2)2 IIfl cos 11 (co - co'), II„ dé-

signant une fonction de a dont il faut connaitre la 

forme. Pi devant satisfaire à 1'équation aux différences 

partielles (C), si on Iui substitue sa valeur précé-

dente, la comparaison des cosinus qui dépendent des 

mèmes multiples de co — co' donnera 1'équation aux 

difféi 'ences ordinaires, 

-=(«+ >)P(>'~tf + ( ' - " ) ( ' + " 4- I)(I-P')»"H. = 0 , 

U 

ou bien, en multipliant tous Ies termes par (f — /x2)2, 

J= — ( / _ „ ) ( / + „ + , ) ( ! _ , » » ) . H. = O. ( / ) 

l)'ailleurs il est facile de voir, d'après la considération 

du radical que nous avons représenté par F, que H„ 
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est de cette forme, 

H n = A0Jii-"-+- A, f i ' - " - ' + A - p ' - " - ' . . . + A j U 1 ' - " - 5 1 + 

En effet, si I on suppose 

p = p.p.' -I- v 1 — p.2 v i — [J-'2 c o s (ca — ta') , 

et qu'011 développe F après v avoir substitué cette 
r'i 

valeur, on trouvera que Ie coefficient de p^? dans ce 

développement, est de cette forme, 

a0p' H- a{ p'-2 + -+-.... 

Qu'011 remplace maintenant p par sa valeur, et 

qu'on substitue aux puissances de cos(w — ta') leurs 

valeurs en cosinus multiples de ta — ca', 0 1 1 s'assurera 

n 
sans peine cpie Ie coefficient de (1 — p.2)2 cos «(ta — ta') 

a la forme cpie nous Iui avons supposée. 

Si l'on substitue la valeur de II„ dans 1'équation (J), 

et qu'011 égale à zéro Ies coefficients des mèmes puis-

sances de p., 011 trouvera généralement 

^ ( / — n — 2 f + 2 ) ( i —n — ss + 1) ^ 

* 2 í ( 2 í 2 S - f - 1 ) Í - 1 ' 

En faisant successivement s = 1, s = 2, etc., 011 aura 

par cette formule Ies valeurs de A, , A2 , etc., au moyen 

de la valeur de A0. On trouve ainsi : 

T" . (i-n) (i-n-1) . „ (i-n)(i-n-i)(i-n-2) (i-n-3) . 
r 2 ( 2 1 - - 1 ) r 2 . 4 . ( 2 ( - 1 ) ( 2 1 — 3) r 

_ ('•—")('—n-l)(i—/<—2)'(i-«—3)(/-/1—4)(/-«—5) . 
2 . 4 . 6 . ( 2 / — 1 ) ( 2 / — 3 ) ( 2 / - 5 ) F 

A0 est une fonction de pJ indépendante de p.; or p. et 

ij.' doivent entrer de la mèine manière dans 1'expres-
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sion de Pi-, comme nous l'avons vu plus haut; on 

aura donc 

2 . ( 2 , - . ) ' ^ 2 . 4 . ( 2 / - 1 ) ( 2 1 - 3 ) F 

( / _ „ ) ( , - _ „ _ I ) ( ; _ „ — 2 ) ( / — « — 3 ) ( / — « — 4 ) ( / — f t — 5 ) „•_„_ 

2 . 4 . 6 . ( 2 / - 1 ) ( 2 / - 3 ) ( 2 / - 5 ) " 

et par conséquent 

(-Jn étant une quantité indépendante de p et de p', et 

qui par conséquent ne peut être qu'un coefficient 

numérique. Il ne reste plus qu'à déterminer ce coeffi-

cient. 

Pour y parvenir, observons que si i — n est un 

nombre pair, la valeur de Hn contiendra un terme 

indépendant de p et de p.', et en ne considérant que 

ce terme, 011 aura 

Jf _ • [ i . 2 . 3 . ..(i — n)]' 

" [ 2 . 4 . . .(i—n). . . ( 2 / — 1 ) . ( 2 / — 3 ) . . . ( / + « + , ) J » 

_ ftt"'. 1 . 3 . 5 , . .(i — n — i ) . i . 3 . 5 ] 

- [ 1 . 3 . 5 . . . (2, / — 1) ]-

Si i— ?i est un nombre impair, la valeur de IT„ con-

tiendra un terme dépendant des premiéres puissances 

de p et p' , et en 11'ayant égard qu'à ce terme, on aura 

„ [» . 2 . 3 . . . ( / - / 0 ] ' 

' [ 2 . 4 . . . ( / - « - ! ) . ( 2 , - 1 ) . ( 2 / - 3 ) . . . ( / + / I + 2 ) ] " 

~ [ i . 3 . 5 . . . ( 2 / - i ) p 
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Comparons ces valeurs à celles qui résultent direc-

tement du développement du radical F. Fn négli-

geant Ies carrés et Ies puissances supérieures dc tx et 

de p', on a 
. 1 

F = [ / J — 2 r r , c o s ( u — u ' ) + r " } 2 + rr' pp' [>2— 2 rr' c o s ( w — w ' ) + r ' 2 ] ' . 

Le premier terme dc cette valeur renferme toute 

la partie de F indépendante de p. et de p.', et Ie second 

toute la partie qui ne dépend que de la première 

puissance de ces variables. Développons Ies deux ra-

dicaux par la méthode que nous avons déjà employée 

n° 5 0 , livre II. Si l'on nomme c Ie nombre dont Ie 

logarithme hyperbolique est l 'unité, et qu'on sub-

stitue pour cos(w — w') sa valeur en exponentielles 

imaginaires, Ie radical [r2 — 2 rr' cos (oi — w') + r ' 2 ] 

pourra ètre mis sous cette forme, 

1 

Si l'on développe Ies deux facteurs de cette expres-

sion, qu'011 multiplie ensuite l'une par 1'autre Ies sé-

ries résultantes, 011 trouvera aisément cpie Ie coeffi-

r" ( cn{°>—0>') J—t 4- „—"('-"—<"')V^X 
cient de p^í l õ /' 0 1 1 

r'' 
p ^ c o s « ( w — w'), est égal à 

1 , . 3 . 5 . . . ( / - t - n — i ) . i . 3 . 5 . . . ( / — n — 1 ) 

2.4.6. . . (/ + ^).2.4.6-..(/ — n) 

C'est la valeur de 1I„ clans Ie cas ou i — n est pair, 

et oú l'on suppose \). — o et ju' = 0 ; en la comparant 
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à la valeur trouvée plus haut, 011 a 

p _ [~i-3.5 ,.(ii-i)T /(/ —Q...(/ —« + Q 
'J"~ L 1.2.3...» J ' (i+i)('' + 2)-(''+"í 

11 ne faut prendre que la moitié de ce coefficient, dans 

Ie cas ou n = o; on a alors 

o pi .3.5.. .(2/ — i)l-
P ° - L 1.2.3.../ J ' 

On trouvera de la même manière que Ie coefficient de 
r'i 

P^ pp.' cos n (w — «') dans F, est 

1.3.5..,(/ + ̂ ).1.3.5.. (i — n) 
' 2.4.6. ..(/ + n — 1).2.4.6. . .(i — n — 1)" 

C'est la valeur de Il„, quand i — n est impair, et qu'on 

néglige Ies carrés et Ics puissances supérieures de p. 

et p!. Si 011 la compare à celle que nous avons trouvée 

plus haut, clans Ie mème cas, on a 

o = , f '-3.5. . . (2 / -1)1' / ( , • - , ) . . . ( , • - „ + , ) 
'L 1.2.3..,/ J (/ + ,)(/+2)...(/ + « 

Ainsi 1'expression de fi„ est la même dans Ie cas de 

i — n pair et dans Ie cas de i — n impair. Si n = o, 

011 aura, comme précédemment, 

ç _ r , .3 .5 . . . (2/- , )1 2 

^ - L 1.2.3.../ J 
En substituant pour (in sa valeur dans 1'équation (A), 

1 aura la valeur générale de H„. 

1 8 . Avant d'aller plus Ioin, nous allons démontrer 
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deux propriétés remarquables des fonctions de 1'espèce 

de celles que nous avons désignées par Pt-, et qui nous 

seront utiles dans Ies reclierclies suivantes. Soient 

Yj et Zn deux fonctions rationnelles et entières de p, 

V i — p2 sin m et y í — p.2 cosw, qui satisfont à 1'équa-

tion (C), on aura généralement, i étant supposé diffé-

rent de n, 

J f Y i Z n C l i i d u = o, 

K 

Ies intégrales étant prises depuis p = — i jusqu'à 

p = i, et depuis w = o jusqu'à ca = i n. 

En effet, par la définition même des fonctions Y t 

et Zn , on aura 

rf Y, ' /7Y1 

^t-I1') f i T r f ^ . . . . v 

r f J T ^ + T ^ J F + ' ( ' + 1 ) Y 1 = o , 

7/ , \ ( l Z " d ^ Z " 
^ SjT IuF . . y 

— H ; - t - n ( / i + 1 ) Z , , = o. 
rtjA i — fi" 

Ea première de ces équations, en la multipliant par 

Zn í/p c/w, don nera 

f f 
<('' + i).//YiZ^rfftrfw = - / /Z r i í-trf^rf» 

Ea seconde des équations (o) fournirait une équation 

semblable. Si l 'on retranche l'une de 1'autre ces deux 

équations, qu'on observe qu'en intégrant relative-
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m e n t à p, on a 

... d Zn r Ç 

J ^ S T j l O - J * -dp J du. 
« 

quantité qui se réduit à zéro lorsque Ies intégrales 

sont prises depuis p = — i jusqu'à u. = i. 

Q u o n observe de mème qu'en intégrant relative-

ment à w, on a 

d Y, _ y 
<7 w d w 

quantité qui se réduit encore à zéro lorsque Ies inté-

grales sont prises depuis M = o jusqu'à w = 271, parce 

que Ies valeurs de Y,-, Z„, sont Ies mêmes à 
doi d a 

ces deux limites; on trouvera 

i[i-t-i)/JYiZndpdto = n (n + i ) / / Y i - Z n d u . d w = o. 

On a donc généralement, si « est différent de /, 

JY1Z11 dtj.du = o. 

Supposons maintenant i = La seconde propriété 

qu il s'agit de démontrer consiste en ce que si l 'on 

désigne comme plus haut par Y„ une fonction quel-

conque, entière et rationnelle du degré ri, des trois 

quantités p, y i — p2 sino), et \/1 — p2 cosco cpii satis-

fasse à 1'équation (C), que l'on nomme P i une fonction 

de mème nature du degré i, qui entre dans Ies sé-

ries (/«) et (w), n° 1 6 , et qu'on donne aux intégrales 
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Ies mèmes limites que précédemment, on aura géné-

ralement 

JfViYiCfu.^ = ^ , 

en désignant par Y'. ce que devient la fonction Y i quand 

on y change 9 et co en 9' et co'. 

En effet, reprenons la valeur de P i que nous avons 

trouvée n° 1 7 . Si l 'on remplace Ies coefficients H 0 , 
I I M H 2 , etc. , par leurs valeurs, que L'on fasse, pour 

abréger, 

ri.3.5...faí—i )"1 / . i.í— i i.í—i.í— 2.i—3 
- 5 — k - p + — 7 t f - ' -I 1.2.3...; J \ 2 - 2 í — 1 2.4.21—1.2í—á 

et qu'on désigne par A0 , A 1 , B 1 , etc , , des coefficients 

indépendants des variables co et 9, 011 pourra Iui don-

ner cette forme, 

P 1 = A 0 F J + (A, cosw + B 1 sinco) s i n S ^ - ' 

+ (A2 cos 2 co + B2 sin 1 co) sin2 0 - j — 

(Ii F-

+ ( A 3 cos 3 co + B3 sin3co) sin3 9 

+ etc. 

Ies constantes A0 , A 1 , B 1 , etc . , représentant des quan-

tités dont Ies valeurs ont été déterminées n° 1 7 . 

En multipliant par des coefficients arbitraires clia-

cun des termes de la valeur précédente, 011 aura l'ex-

pression la plus générale de la fonction entière et 

rationnelle des trois quantités c o s s i n 0 cosco, et 

sinS sinco du degré i, qui satisfait à 1'équation aux 

différences partielles ( C ) ; en cliangeant Findice i en n, 
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on pourra donc supposer généralement 

Yn = A10 Fn + (A'4 C O S CO -+- R11 sin «) sin Q 

+ (A'„ cos i w + R', sin 2 co) sin2 S ^ r -1 ' da' 

-+- (A' cos 3 co + R1 sin 3 co) sin3 0 ^ v J 3 ' dp 
-+-etc., 

A 0 , A 1 , B'(, etc., représentant ici des constantes abso-
lument arbitraires. 

Si l 'on multiplie 1'une par 1'autre Ies deux expres-

sions précédentes, qu'011 substitue pour sinQ sa valeur 

v'i — p-2» et qu'aprés avoir multiplié Ie produit par 

d[xdco, 011 effectue 1'intégration relative à co entre Ies 

limites co = o et co = in, il est aisé de s'assurer qu'011 

aura entre ces limites 

/ / P I Y n djx d co = 2 TI / du. j A0 A ; F1 Fn j 

+ etc. j. ] 

On voit qu il n'entre dans cette expression que des 

quantités résultant de la combinaison des termes des 

séries Pi- et Yn qui dépendent des mèmes mui tiples de 

cosnco et sin/zco, tous les autres termes disparaissent 

d'eux-mémes par 1'intégration, en sorte que 1'expres-

sion précédente se réduirait d'elle-même h zéro, s'il 

11'y avait dans les deux séries aucun terme semblable. 

On peut faire prendre à la formule (j) une forme 


