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L 1 Auteur ct lÉditeur dc cet ouvrage se réservent Ie d r o i t de Ic 

t r a d u i r e ou de I e f a i r e t r a d u i r e en toutes langues . Ils p o u r s u i v r o n t , en 

vertu des L o i s , Décrcts e t T r a i t é s i n t e r n a t i o n a u x , toute c o n t r e f a ç o n , soit 

du t e x t e , soit des g r a v u r e s , ou toute t raduct ion faite au m é p r i s de l e u r s 

droi ts . 

Le dépót légal de cet ouvrage a été fa i t à Par is dans Ie cours du mois 

de m a r s i 8 5 G , c t toutes Ies formal i tés prcscrites p a r l e s Tra i tés sont r e m -

plies d a n s Ies d ivers États avec l e s q u e l s la F r a n c e a conclu des convent ions 

l i t téra ires . 

T o u t è x e m p l a i r e d u p r é s e n t O u v r a g e q u i n e . p o r t e r a i t p a s , c o m m e c i -

d e s s o u s , l a s ignature d u L i b r a i r e - É d i t e u r , sera repute c o n t r e f a i t . Les m e -

sures nécessaires seront pr ises p o u r a t t e i n d r e , ' c o n f o r m e m ent à la I o i , Ies 

f a b í f e a n t s c t Ies d é b i t a n t s d e ces e x e m p l a i r e s . » 

PAH1S, — IMPHIMF.IUF. DK MALLF.T-BACIIF.LIF.R , 
rue du J a r d i n e t , n° 1¾ 
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* 

1' o r m u l e s t rès-s imples qui d é t e r m i n e n t Ies lois de ces d e u x phénomenes , Iors-

q u ' o n n é g l i g è . l e s carrés et Ies puissances supérieures des f o r c e s * p e r t u r - . 

b a t r i e e s . . .• : n°* 22. 23 et 2/1 

^Développement des f o r m u l e s precédentes en ne portant Ies a p p r o x i m a t i o n s 

q u e j u s q u aux termes du second o r d r e , re lat ivement aux para l laxcs des as-

tres q u i i n f l u e n t sur Ie m o u v e m e n t de rotation de la T e r r e . n o s 2.5 et 2G 

Intégration des v a l e u r s di f férent ie l les des variali les qui d é t e r m i n e n t la p o -
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egard q u a Fact ion du Soleil 11o 27 

F o r m u l e s pour Ie m ê m e o b j e t , eu 11'ayant point égard à Ia mobi l i té ile Forlie 

d 11 S o l e i l ; e l les ne sont exactos q u e pendant deux ou trois siècles, à par t i r 

d ' u n e é p o q u o donnée n° 2S 

F o r m u l e s q u i donnent Ies variat ions iFobl iquite de Fée l ipt ique v r a i e , et Ia 

précession iles é q u i n o x e s sur ee p i a u . L e t e n i l u e entiére de Ia variation .Ie 
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de son centre de gi-avité sont exac Lement Ies mentes que si la mer Jormait une 

masse solide avec elle n° í\0 

C H A P I T R E V . — MouvemejiL d<e rotation de la Lune autour de son centre de 

gravite. • 

R e c h e r c h e s d e s as t ronomes e t des géomètres sur la I ibat ion d e la L u n e . C i r -

constances part icu l ières a u m o u v e m e n t d e rotat ion d e l a L u n e , e t q u i o b l i -

gent .de Iui a p p l i q u e r u n e analyse d i f íerente de ce l le q u e l'ori e m p l o i e p o u r 

d é t e r m i n e r I e m o u v e m e n t d e rotat ion d e l a T e r r e . . . . . 1 . . . . . . n ° [\\ 

Équat ions di l íérenl ie l les du m o u v e m e n t de rotation de la L u n e , en n ' a y a n t 

égard q i f à 1 'action de la T e r r e sur Ie sphéroide l u n a i r e 11o [\2 

lntégration de 1 'équation qui d e t e r m i n e Ie m o u v e m e n t de la L u n e a u t o u r 

de son axe de rotation 11o 43 

Conséquences qui résul tent de la f o r m e de cette intégrale . La compavaison 

des observations à la théorie m o n t r e q u e Ies eíTets q u i résul tent de l 'é tat 

initial du m o u v e m e n t , o n t tout à f a i t d i s p a r u , r e m a r q u e analogue à ce l le 

Que l 'on a faite r e l a t i v e m e n t ii la Terre . Les Iois de la l ibrat ion c o n c l u e s 
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de la théorie s 'accordent avee Ies o b s e r v a t i o n s , sans q u i l soit besoin de 

supposer à Vorigine du m o u v e m e n t une par fa i te égal i té entre Ies moyens 

m o u v e m e n t s de révo lut ion et de rotat ion de la L u n e n ° 4-5 

Conséquenees qui résultent de la c o m p a r a i s o n des observations et de la théo-

r i e , re la t ivement à la constitution du sphéroide l u n a i r e n° 45 

Intégrat ion des équat ions qui d é t e r m i n e n t Ie m o u v e m e n t des nceuds et Ies 

variat ions d ' inel inaison de 1 'équateur l u n a i r e sur 1 'écl ipt ique l ixe. n o s 46, 

4 7 , 48 et 49 

Conséquenees qui résultent de ces intégrales. La coincidence des nceuds de 

l ' é q u a t e u r et de 1 'orbite l u n a i r e , et Vinvar iabi l i tc de 1 ' inclinaison du p r e -

m i e r de ees plans à 1 ' éc l ip t ique , résultent l 'une de 1 'autre par la théorie de 

la p e s a n t e u r universe l le , et ne p o u r r a i e n t exister séparément n° 5o 

Expressions n u m é r i q u e s des p r i n c i p a l e s inégalités qui allectent Ies m o u v e -

m e n t s de 1 'équateur l u n a i r e . C o n s é q u e n e e s q u e Von d é d u i t de la c o m -

paraison de ces résultats aux observations r e l a t i v e m e n t à la figure de la 

L u n e n o s 5 i , 52, 53, 54 e t 55 

f o r m u l e s q u i d é t e r m i n e n t Ies m o u v e m e n t s des póles de rotat ion á la surface 

de la L u n e . L 'axe i n s t a n t a n é d e rotation fait a u t o u r du trois ièmc axe p r i n -

c ipal des osci l lat ions dont Ie p lus g r a n d écart est de i ' i ò " n° 56 

l.a co incidence des noeuds de 1 ' équateur ct de 1'orbite l u n a i r e s , et V i n v a r i a -

bi l i té de 1 ' incl inaison du p r e m i e i ' d e ces p lans à 1 ' é c l i p t i q u e , subsistent 

m a l g r é Ies déplacements séculaires de cette éc l ipt ique . L ' in l luence du S o -

Ieil sur Ie m o u v e m e n t de rotation de la L u n e peut être regardée c o m m e 

insensible n° 

LIVRE CINQUIÈME. 

DE LA FIGURE DES CORPS RELESTES. 

C H A P I T R E P R E M I E R . — Formules general es pour determiner Ics attractions 

des sphero'ides quelconques. 

La fonct ion q u i e x p r i m e la s o m m e des é léments du s p h é r o i d e , divisés r e s -

peet ivement par Ieur d is tancc au p o i n t a t t i r é , donne i m m é d i a t e m e n t par 

sa di f férentiat ion' Ies attract ions du sphéroide par r a p p o r t à u n e droite 

d o n n é e n° i 

La m ê m e fonction j o u i t encore d 'une propr iété t r è s - r e m a r q u a b l e , C1CSt q u e 

I a s o m m e d e ses trois di f férences part ie l les du second o r d r e , prises par 

r a p p o r t aux coordonnées rec tangula i rcs du point a t t i r é , est c o n s t a m m e n t 

égale à zéro, toutes Ics fois q u e cc p o i n t ne fait pas part ie de la massc du 

sphéroide n° -j 
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1 .1 ualion á Iaquel le doivent satisfairc Ies mèraes quant i tés d a n s cu d e r n i e r 

cas. Diverses t r a n s f o r m a t i o n s des f o r m u l e s précédcntes n o s 3 et 4 

Appl icat ion au cas oú Ie s p h é r o i d e est t e r m i n é par une sur face spl ié-

r i q u e n° 5 

C l I A P I T R E 11. — Ailructions des sphéroides termines par des surfaces du 

second ordre. 

Transformal ion des f o r m u l e s q u i d é t e r m i n e n t ces attractions, p r o p r e à f a c i -

l i ter Ieur intégrat ion. Appl icat ion à Tc l l ipso ide n o s 6 et 7 

Conséquences qui résul tent des m è m e s f o r m u l e s , dans Ie cas oú Ie p o i n t 

attiré est situé dans 1 ' intérieur du s p h é r o i d e . Les attract ions de T e l l i p s o i d e , 

p a r a l l é l e m e n t à c l iaque axe , sont Ies m è m e s p a r r a p p o r t à tous Ies p o i n l s 

situes dans un m ê m e p lan p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe . Un point p lacé 

dans 1 ' intérieur d ' u n e c o u c h e c l l i p t i q u e creuse est é g a l e m e n t attiré de 

toutes paris n° 8 

Intégration des f o r m u l e s précédentes . E l le peut s 'elfectuer r i g o u r e u s e m e n t 

lorsque Tel l ipsoide est de révolut ion ; dans Ies autres cas, on la r a m ò n e á 

de s imples q u a d r a t u r e s , qu i se réduisent en séries convergentes l o r s q u e 

Tel l ipsoide dillère peu de la figure de la sphère n o s 9 et 10 

Théorème important relat i f aux attract ions respectivos de deux e l l ipsoides 

scmblahles e t s e m b l a b l e m e n t placés sur Ies p o i n t s d e Ieur surface . 1 1 O 11 

Ce théorème a Iieu p o u r une Ioi d 'attract ion q u e l c o n q u e ; c o n s é q u e n c e s 

qui en résultent par r a p p o r t à la sphère . La Ioi de la nature est la seu le 

dans IaquelIe u n e c o u c h e s p h é r i q u e att iré Ies points extér ieurs , comine si 

toute sa masse était réunie ã sou centre 11o 12 

l lilité du m ê m e t h é o r è m e p o u r r a m e n e r la d é t e r m i n a t i o n des at tract ions 

d'1111 c l l ipsoide sur Ies points extér ieurs à ce l le des attract ions q u ' i l e x e r c e 

sur Ies points p lacés à sa sur face 1 1 O i3 

Les attractions de deux e l l ipsoides s e m b l a b l e s , sur Ies points e x t é r i e u r s , 

sont entre e l l e s c o m m e l e u r s masscs Les f o r m u l e s précédentes s ' a p p l i q u e n t 

au cas 0 1 1 Ie sphéroide est composé de couches e l l i p l i q u e s de dens i te et 

d 'e l l ipt ic i té var iables du centre à la sur face n o s 1 et i5 

C l I A P I T R E III. — Des attractions des sphéroides quelconques. 

Developpcments de ces attract ions en séries convergentes dans Ie cas oú Ie 

point att iré est extér ieur au sphéroide et dans Ie cas oú il est situé d a n s 

Tintér ieur de ce corps n o s iG et 17 

Démoiistration de d e u x t l iéorèmes généraux relat i fs i i u n e espèce p a r t i c u -

l ière de fonct ions s o u v e n l e m p l o j é e s d a n s Ies recherches des at tract ions 

des sphéroides et d a n s i e l l e s des osci lIal ions des Iluides qui Ies r e -
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Applicat ion des f o r m u l e s precedentes aux sphéroides très-peu différents de la 

sphère . Express ion en série des attractions de ce genre de sphéroides sur 

Ies points p lacés à Ieur surface. Relation t r è s - r e m a r q u a b l e qui existe 

entre ces attract ions n o s 19 et -20 

Express ion t rès-s imple qu'on en d é d u i t p o u r Ie d é v e l o p p e m e n t du rayon du 

s p h é r o i d e en une suite de fonct ions d 'un genre part icul ier . T h é o r è m e qui 

en résulte et expressions nouvel les des attractions des sphéroides peu d i f -

férents de la sphère sur Ies points intérieurs et extérieurs à Ieur surface. 

S impl i t icat ion de ces f o r m u l e s , lorsqu 'on prend p o u r origine des coor-

données Ie centre de gravité du sphéroide n° 21 

Attraet ion d ' u n e couche á t rès-peu prés s p h é r i q u e , sur un point p lacé dans 

son intér ieur ; condi t ion pour q u e Ie p o i n t soit éga lement attiré de toutes 

parts n° 22 

E x p r e s s i o n des attract ions des sphéroides peu différents de la sphère , et 

composés de couches c o n c e n t r i q u e s d ' u n e densité var iable du centre ã la 

surface n° 23 

Express ion des attract ions d 'un s p h é r o i d e h o m o g è n e ou hétérogène peu d i f -

férent de la sphère , en a y a n t égard ao carré et aux puissances supérieures 

de son aplat issement n° 24 

Moyen de réduire 1 'expression donnée du rayon d 'un sphéroide peu di f férent 

de la sphère ã la forme la p l u s appropr iée à la déterminat ion de ses 

attract ions n° -2Í 

C l l A P I T R E IV. — Dc la figure d'une masse Jluide homogène, en equilibre et 

douêe d'un mouvement de rotation. 

Equat ion générale de V e q u i l i b r e ; el le est sat isfai le lorsqu'011 suppose 

à la masse Ihiide la í igure d ' u n e l l ipsoide de révolut ion aplat i aux 

pôles 11o 26 

11 y a f o u j o u r s , p o u r un m o u v e m e n t de rotat ion d o n n é , deu3 figures e l l i p -

t iques , m a i s non d a v á n t a g e , q u i conviennent á Véqui l ibre . L imite de la 

d u r é e de la rotat ion au dela de Iaquel le Véqui l ibre 11'est p lus possible 

avee u n e f igure e l l i p t i q u c . L ' é q u i l i b r e ne peut subsister avec u n e f igure 

e l l i p t i q u e de révolut ion a l longée vers Ies pôles 11o 27 

C o n d i t i o n nécessaire p o u r q u e V é q u i l i b r e puisse encore subsister avec une 

figure e l l i p t i que à trois axes inégaux ; la d isproport ion qui en résulte entre 

Ics trois axes de 1'ellipso'ide, Iait q u e eette hypothèse ne saurait convenir à 

la figure des corps célestes n° 28 

La pesanteur à 1 'équateur est à la pesanteur aux pôles c o m m e Ie d i a m è t r e 

de 1 'équateur e s t á 1'axe des pôles . Relat ion générale qui existe entre la 

pesanteur et la la t i tude, à la surface de 1 'e l l ipsoide n o s 29 et 3o 

V o u r une mòme force d ' i m p u l s i o n pr imit ive , il 11'y a q u ' u n e seule figure 

e l l i p t i q u e q u i salisfasse a u x condit ions d ' é q u i l i b r e d 'une masse í luide. 
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L'axe (-Ir rotat ion est celni des axes passant par son centre de gravite, 

par rapport a n q u e l Ia s o m m e des m o m e n t s des forces pr imit ives était un 

luiixitnum Ii0 31 

CHAP1TRE V. — De laJigure qui convienl ii Vèquililre d'une masseJluide ho-

niogènet douée d'un mouvement de rotation, et dunt la figure primitive est 

supposée très-peu différente de la sphère. 

Équat ion génerale de T e q u i l i b r e p o u r Ies Iluides homogénes. La c o m p a -

raison de cette équat ion á Texpress ion en série du rayon du s p h é r o i d e , 

suff i t p o u r d é m o n t r e r q u e la Cgure e l l i p t i q u e est alors la seulc qui c o n -

vienne à 1 ' cqui l ibre • • n» 3¾ 

Ce résultat subsiste encore Iorsqu on a é g a r d aux q u a n t i t é s d é p e n d a n t e s du 

carré et des puissanccs supér ieures de Taf la t issement du s p h é r o i d e . n° 33 

Variat ion de la pesatiteur á la surface du s p h é r o i d e ; e l le est p r o p o r t i o n -

nelle au carré du sinus de la la t i tude . Relat ion r e m a r q u a b l e qui existe 

entre Ies l o n g u e u r s du pendule et Ies rayons du s p h é r o i d e terrestre á 

1 'équateur et aux póles Ii0 3/j 

Déterminat ion de la f igure d ' é q u i l i b r e qui c o n v i e n t à une masse f luide 

hétérogène d o u é e d ' u n m o u v e m e n t de rotat ion. Cette f igure est encore 

celle d ' u n e l l ipsoide . Les var iat ions des rayons et ce l les des degrés du 

m é r i d i c n sont proport ionnel les au carré du s inus de la l a t i t u d e . É q u a t i o n 

qui d é t e r m i n e la relat ion q u i existe entre la dens i lé et Tel l ipt ic i te de 

chaque couche . On en c o n c l u t q u e T a p l a t i s s e m e n t de la T e r r e est com 

pris entre Ies l imites — et en n o m m a n t q Ie rapport de la force c e n -

tri luge à la pesanteur à 1 'équateur n° 35 

Expression de la p e s a n t e u r et de la l o n g u e u r du p e n d u l e à Ia surface du 

sphéroide. Relat ion i m p o r t a n t e q u i existe entre Ies variat ions du p e n d u l e 

a 1 'équateur et au p ô l e et Taplat i ssement du s p h é r o i d e n° 3fi 

Expression t r è s - s i m p l e de la fonct ion q u i d é t e r m i n e Ies attractions d ' u u 

sphéroide recouvert d 'un l luide en é q u i l i b r e n° 37 

1 'ropriétés générales relat ives à 1 'expression du r a y o n des sphéroides r c -

couverts d'1111 f luide en é q u i l i b r e ; conséquences q u i en résultent relati-

vement aux corps eélestes 11o 38 

C H Á P 1 T R E VI. — Comparaison de Ia théorie precedente aux observations. 

Méthodes diverses e m p l o y é e s pour d é t e r m i n e r la figure de la T e r r e . . 11o 3ci 

F o r m u l e s p o u r d é t e r m i n e r la f igure e l l i p t i q u e la p l u s p r o b a b l e d u méridien 

terrestre, q u i résul tc , soit de p lus ieurs degrés mesures a des lat i tudes 

très-dis tantes , soit d 'un are du m é r i d i e n c o m p r i s entre deux para l lè les 
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donnés . Les mèmes f o r m u l e s c o n v i c n n c n t aux observat ions du p e n -

J u l e U o s /|0 et /|i 

Appl icat ion a u x degrés du mér id ien mesures au Ptrour au ca/t de Honne-

Espcrance, en Ilaliet en France et en Laponie. Les di f férences q u ' o n re-

m a r q u e entre Ies résultats q u i supposent à la T e r r e la f igure e l l i p t i q u e , 

et Ies observations, t iennent en g r a n d e partie á une erreur introduite dans 

la mesure du degré de L a p o n i e n° 

La f igure de la T e r r e étant t r è s - i r r é g u l i è r e , c 'est en c o m p a r a n t des degrés 

mesures à des l a t i t u d e s t rès-dis tantes q u ' o n p e u t p a r v e n i r à d é t e r m i n e r 

avec exact i tude son aplat issement . On a trouvé ainsi pour cet aplat is-

s e m e n t , e t 5 1 3 0 7 1 0 ' 0 ' ' " p o u r Ic q u a r t du mér id ien terrestre. Ces r é s u l -

tats ont servi de base à notre système m é t r i q u e n° 43 

Déterminat ion d e l a f igure de la T e r r e q u i résulte de I arc du méridien m e -

suro en France par Delainbre ct yféchain n° 44 

Déterminat ion de la f igure de la T e r r e q u i résulte des l o n g u e u r s du p ê n -

d u l o observées en di l férentcs contrées du g l o b c . Les m è m e s a n o m a l i c s 

q u ' o n r e m a r q u e dans Ies mesures des degrés du m é r i d i e n , e t qui p r u -

v i e n n e n t des i r régular i tés de sa surface, se r e p r o d u i s e n t dans Ies longueurs 

du p e n d u l e , mais-d une m a n i è r e moins sensible n° 4 > 

C o m p a r a i s o n de la théorie aux observat ions r e l a t i v e m e n t i i la f igure de 

Júpi ter . L ' a p l a t i s s e m e n l de Júpi ter , d é d u i t des observat ions, est compris 

entre Ies l imites q et y q q u e Iui assigne la théorie n° 46 

Limites q u e d o m i e n t Ies p h é n o m è n c s de la précession des é q u i n o x e s et de 

la nutat ion p o u r Faplat i ssement du spéroide terrestre. Ils i n d i q u e u t en 

m ê m e t e m p s un accroissement dans la densité des couches de la T e r r e 

de la surface au centre , ce q u i est c o n f o r m e a u x expér ienees de Cavendish 

et a u x Iois de F H y d r o s t a t i q u e n0 I17 

Considerat ions générales sur Ies résultats du quatrième et du cinquième 

l ivre . . . . . . : . . 11® 4S 

NOTES. 

I . Sur la déterminat ion des orbites des c o m e t e s , d a p r è s Ies o b s e r v a -

tions Pages 517 
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TI1E0RIE ANALYTIQUE 
n u 

S Y S T È M E DU MONDE. 

LIVRE TROISIÈME. 

THÉORIE DES COMETES. 

Jnsquà la fin du XVlle siècle 011 avait regardé Ies 

cometes comme des phénomènes particuliers dans Ie 

système du monde. Newton montra qu'elles sont, 

comme Ies planètes, soumises anx Iois de la gravita-

tion universelle; et il rendit un éminent service à 

l'astronomie en Ies rattachant par ce Iien au reste de 

notre système solaire, et á la philosophie en dissipant 

pour jamais Ies vaines terreurs qu'inspirait Ieur appa-

rition. 

La théorie des cometes peut se diviser en deux 

points principaux : Ie premier a pour objet la déter-

mination de leurs orbites, d'après Ies données four-

nies par 1'observation; Ie second, celle des pertnrba-

tions qn'elles peuvent éprouver par 1'action des 

planètes. Nons allons examiner successivement dans 

ce livre ces deux grandes questions. 

H ! 
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CHAPITRE PREMIER. 

DÉTERMINATION APPÍÍOCHÉE DES ORBITES DES 

COMETES. 

1. Les cometes sont des astres qni diffèrent des 

planètes, non-seulement par leurs apparences physi-

qnes, mais encore par la marche irrégnlière qn'ils 

affectent. Elles parcourent au liasard toutes Ies ré-

gions de 1'espace, Ies unes dans un sens, Ies autres 

dans la direction opposée. Les plans de leurs orbites 

ne sont plus compris dans une zone étroite de la 

sphère celeste; ils peuvent avoir entre eux des incli-

naisons quelconques. Mais Ies comètes sont, comme 

Ies planètes, assujetties à la Ioi de la pesanteur uni-

verselle, et elles décrivent, en vertu de ce principe, 

des courbes rentrantes, dont Ie Soleil occupe un des 

foyers. Probablement, et 1'analogie nous porte à Ie 

croire, Ies orbes des comètes sont, comme ceux des 

planètes, des courbes elliptiques; mais ces ellipses 

sont très-allongées et leurs grands axespresque infinis, 

puisque nous n'apercevons ces astres que dans une 

partie de Ieur cours lorsqu'ils approchent du Soleil, 

et qu'ensuite ils disparaissent totalement de nos yeux 

armés de tous Ies instruments que 1'esprit humain 

inventa pour en prolonger la portée. Ce ne serait 

donc q u u n e question de pure curiosité, interessante 

sous Ie point de vue analytique, mais peu importante 
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aux besoinsde 1'astrononiie, que celle qui aurait pour 

but de determinei' Ies éléments de 1'orbite d'une co-

mete, daprês Ies observations faites pendant la courte 

durée de son apparition, si nous ne devions plus I a -

percevoir dans la suite, et si elle avait abandonné 

pour toujours Ies limites de notre système planétaire. 

Mais il faut observei' que c'est Ie seul moyen que 

nous ayons de reconnaitre cet astre, lorsque, après 

avoir accompli sa révolution, il reviendra vers Ie So-

Ieil. Il ne faut pas, en effet, compter pour cela sur ses 

propriétés optiques : l'étendue du noyau, la cheve* 

lure, la disposition de la queue, 1'éclat cle sa lumière, 

toutes ces données varient à chaque instant de forme, 

de grandeur et d'intensité, à mesure que Ies comètes 

approchent du Soleil ou de la Terre, et Ies circon-

stances enfin dans lesquelles elles se trouvent, clian-

gent à chaque révolution, parce que la matière si 

rare qui compose Ieur cbevelure et Ieur queue se dis-

sipe graduellement dans 1'espace. 

C'est donc en comparant Ies éléments de la comète 

que I on observe, à ceux des comètes qui ont été ob-

servées précédemment, que I on peut s'assurer si cet 

astre apparait, en effet, pour ia première fois, ou si 

ce n'est qu'une comète déjà connue qui revient à son 

périhélie. Il devient donc indispensable de calculei' 

ses éléments. Newton Ie premiei', dans son admirable 

ouvrage des Príncipes, a donné une solution de ce 

problème, fondée sur des considérations géométri-

ques très-ingénieuses. Halley, par des calculs im-

menses, 1'appliqua à toutes Ies comètes eonnues de 

son temps. Ce travail porta son fruit, et ce grand as-
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trononie reconnut Ie premier Fidentite des comètes 

observéesen 145G, 1531, 1607 et 1682; résultat im-

portant, et qui valut un nouveau triomphe à la théo-

rie de la pesanteur universelle, en montrant que la 

marche des comètes, si irrégulière en apparence, est 

aussi certaine que celle des planètes, et en mettant Ies 

géomètres à même de suivre Ie cours et de prédire 

Ies retours futurs de ces astres, qu'on avait regardés 

jusque-là comme des phénomènes à part et en dehors 

de toutes Ies Iois qui régissent Ies autres corps du sys-

tème du monde. 

La question que nous allons traiter intéresse donc 

non-seulement Ies géomètres comme un bel exercice 

d'analyse, mais encore Ies astronomes comme un 

point de théorie qui peut avoir d'importantes appli-

cations. Aussi beaucoup d entre eux en ont fait I ob-

jet de leurs méditations, et nous avons aujourd'hui, 

pour résoudre ce problème, plusieurs méthodes qui 

conduisent, par des voies différetites, à des résultats 

également satisfaisants. CeHe que nous allons exposer 

ici a 1'avantage de se plier, avec la plus grande faci-

lité, aux calculs numériques et de conduire par des 

approximations successives aux résultats Ies plus 

exacts peut-étre que la question pnisse comportei*. 

Elle dérive assez simplement des formules données 

par Lagrange, qui Ie premier a traité cette question 

d'une inanière purement analytique; mais elle a 1'a-

vantage d'éviter Ies principaux inconvénients que pr<'>-

sentait, dans Ies applications numériques, la méthode 

donnée par ce grand géomètre clans Ies Mémoires de 

Berlin pour 1778, et qu il a reproduite ensuite dans Ie 
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secontl volume de la Mécanique cinaly tique, inconvé-

nients qu'il aurait sans doute reconnus lui-mème, s'il 

eut pris Ie soin d'appliquer ses formules à la détermi-

nation de Torbite de quelque comète connue. 

On sait qu'il suffit, en general, de trois observa-

tions pour déterminer toutes Ies circonstances du 

mouvement d'une comète. Cette question est même 

susceptible d'une solution rigoureuse; mais Ies équa-

Iions finales auxquelles elle conduit, sont tellement 

compliquées et d'un degré si élevé, q u i l serait abso-

lument impossible d'en faire usage: aussi a-t-on pris 

Ie parti de recourir aux méthodes d'approximation. 

Celie qu'011 a généralement adoptée, est fondée sur la 

supposition que Ies observations qu'on emploie sont 

peu éloignées I une de Tautre, ce qui permet de trai-

ter comme de très-petites quantités Ies intervalles de 

Ieinps qui Ies séparent. On peut alors, au moyen de 

Irois longitudes et de trois latitudes observées, déter-

minec tous Ies éléments de 1'orbite, savoir : Yexcen-

tricité, la longitnde du périhélie et celle de 1'époque, 

Xinclinaisou,la longitude du uoeud et 1 e gra/id axe. Ce 

dernier élément est Ie seulqui jmissc laisserde Tincer-

Iitude, parce qu'il faudrait, pour Ie déterminer exac-

lement, connaitre la durée d'une révolution de la co-

mète, ce qu'011 ignore presque toujours; mais 011 peut 

reniarquer que, lorsque la comète est prés de son pé-

rihélie, et c'est alors seulement que nous Tapercevons, 

I ellipse qu elle décrit se confond sensiblement avec 

la parabole cpii a son sominet en ce point et qui est 

decrite du même fover; en sorte que Ie mouvement 

apparent de 1'astre et Ies résultats de 1'observation 
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sont Ies mèmes que s i] avait lieu sur cette courbe. On 

suppose par cette raison, pour faciliter Ie calcul des 

élements, que 1'orbite est parabolique. La solution 

du problème contient alors une équation de plus 

que dinconnues, et l'on peut en profiter pour choi-

sir, entre Ies diverses combinaisons de ces équations, 

celle qui doit conduire à des résultats plus exacts. 

Lorsqu'on est parvenu, de cette manière, à une pre-

mière connaissance approchée de 1'orbite, en em-

ployant trois nouvelles observations séparées par des 

intervalles de temps plus considérables, on rectifie Ies 

élements que I on a obtenus, de manière à satisfaire Ie 

plus exactement possible à 1'ensemble des observa-

tions connues. Plusieurs métliodes analytiques ont été 

imaginées dans ce but; mais comme il s agit ici d une 

application numérique bien plus que d'une question 

tliéorique, nous avons préféré à des métliodes plus sa-

vantes celle qui, à Texactitude et à la simplicité, nous 

a paru réunir 1'avantage déviter Ies longueurs cie cal-

cul et la perte de temps que Ies recherches de ce genre 

occasionnaient trop souvent aux astronomes. 

Après ces notions nécessaires sur la solution géné-

rale du problème, nous allons en développer Iana-

Iyse; nous donnerons ensuite des exemples numéri-

ques, cpii faciliteront 1'application de la méthode que 

nous nous proposons dexposer ici. 

2. Soient zles coordonnées de la comète dans 

son orbite autour du Soleil, rapportées à un plan fixe 

que nous supposerons être celui de l'écliptique. Soit 

r = \ x3 4- J'2 + sa distance au Soleil. 
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Soient X et Y Ies coordonnées de la Terre dans 

1'écliptique, et R = \/X2 + Y2 sadistance au Solei lou 

son rayon vecteur. 

Enfin, désignons par y, Ç Ies trois coordonnées 

de la comète rapportées à trois axes rectangulaires 

passant par Ie centre de la Terre, en sorte qu'011 ait 

x — X + y — Y -+- yj, z = Ç. (1) 

Pour transformei' Ies coordonnées x, y, z en coordon-

nées polaires comparables aux données fournies par 

l 'observation, soit a la longitude géocenlrique de la 

comète, b sa latitude et p sa distance au centre de la 

Terre projetée sur Ie plan de 1'écliptique, enfin soit A 

la longitude de la Terre dans Ie même instant; il est 

aisé de voir qu'on aura 

X = R c o s A , Y = R s i n A , E=pcosa, 

Yi = p s ina, Ç = p tangb. 

Ces valeurs substituées dans Ies équations (1) donne-

ront: 

x = R cos A —1- p cos a , ^ 

y — R sin A -+- p sin a, > ( 2 ) 

z = p tang b. 

Chaque observation fournira trois équations sem-

blables. Si l 'on ajoute ensemble Ies carrés de ces équa-

tions, on en tire 

P2 = R 2 + 2 P R C O S ( A - a ) + ^ r b - (3) 

équation qui résulte d'ailleurs directement de la 
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considération du triangle rectiligne forme par Ies 

droites qui joignent Ie Soleil, la comète et la Terre. 

En effet, si l'on nomme c 1'angle compris entre Ie So-

leil et la comète, ou ce que Ies astronomes appellent 

son élonsntion. R et -̂ —r seront Ies côtés qui com-
° c o s b 1 

prennent cet angle, et r Ie côté opposé. On aura 

donc 

r 3 = R 2 - a p R - . - 4 - . . (3) 
1 c o s b c o s 2 b v ' 

Or, 1'angle c a pour mesure 1'hypoténuse d'un tri-

angle sphérique rectangle dont b et i 8 o ° — A + a 

sont Ies deux autres côtés, ce qui donne 

cose = — cos(A — a) cosb, 

et Ies deux valeurs de r2 sont par conséquent iden-

tiques. 

Les observations font connaitre Ies deux angles a 

et b; 1'angle A et Ie rayon R se calculent par Ies Ta-

bles du Soleil. Les équations (2) renferment donc en-

core quatre inconnues oc, jr, z et p, et ne peuvent 

sufíire par conséquent pour Ies déterminer. Il faut, 

pour y parvenir, faire quelque hypothèse sur la na-

ture de 1'orbite que décrit la comète: la plus simple 

est de supposer que cette courbe est une parabole. 

Dans ce cas, comme dans celui du mouvement ellip-

tique, 011 peut (11o 5 2 , livre II) exprimer Ies coor-

données de la comète, relatives à des observations 

séparées par des intervalles peu considérables, en 

séries ordonnées par rapport au temps et ne dépen-

dant que de six quantités supposées connues, cjui 
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sont Ies trois coordonnées de la comète à une époque 

déterminée, et Ies trois coefíicients difíérentiels de 

ces coordonnées. Si l'on substitue ces valeurs dans Ies 

équations (2), elles renfermeront sept inconnues, sa-

voir, Ies six quantités dont nous venons de parler et 

Tindéterminée p; mais chaque observation donnant 

trois équations semblables, si Ton choisit trois ob-

servations faites à des intervalles de temps connus, il 

est clair que Ies neuf équations qui en résulteront, 

ne renfermeront plus que neuf inconnues et suffiront 

par conséquent pour en déterminer la valeur. On 

aura même, en y joignant Tgquation relative au mou-

vement dans la parabole, une équation de plus que 

d inconnues, et Ie problème avec ces données pourra 

ètre complétement résolu. 

Prenons donc trois observations séparées par des 

intervalles de temps O et 9', assez courts pour que Ies 

séries (Ã) du n° 3 2 , livre II, soient convergentes. Pre-

nons pour 1'époque d'ou nous comptons Ie temps t, 

et qu'on est libre de choisir arbitrairement, celle qui 

répond à Tobservation moyenne. Désignons par x, 

jy, z Ies coordonnées de la comète à cet instant, rap-

portées au centre du Soleil, et par X1 = Ji = ~» 

z, = í leurs trois coefíicients difíérentiels. Désignons 
' dt ~ 

par X 0 , ^ 0 , z° Ies coordonnées de la comète qui ré-

pondent à 1'époque t = — 5 de Tobservation qui a 

précédé, et par x',y', z' celles quirépondent à 1'époque 

t = 0' de Tobservation suivante. Si I on développe 

par la métliode du numero cité, ces six quantités sui-
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vant Ies puissances de Q et de 0', on aura, pour Ies dé-

terminer, des expressions de cette forme : 

, X ° = ¥ J + U X , x' — \'x -+- u ' j f ; , 

J0 = v J + u j r , , . r ' = V j r + u > ( , 

Z 0 = V Z + U Z ( , z ' = \ ' z + U 'Z1. 

Les lettres v, u, v ' , u' expriment des fonctions or-

données par rapport aux puissances de Q et de Q', 

qui renferment en outre Ie rayon r et Ies quantités 

s — r~ et ^ relatifs à 1'époque ou l'on compte l — o. 

Les Yaleurs de v, u, v ' , u' se déterminent en faisant 

successivement t = — d et t — Q' dans Ies fonctions 

que nous avons représentées par Y et U dans Ie n° 5 2 , 

livre II. 

5. Cela posé, soient a°, a, a' Ies trois longitudes 

géocentriques de la comète, b°, b, b' ses trois latitudes, 

et p°, p, p' Ies distances de la comète à la Terre, pro-

jetées sur Ie plan de l'écliptique, dans chacune des 

trois observations. Soient de plus A0, A, A' Ies trois 

longitudes héliocentriques de la Terre, c'est-à-dire vues 

du centre du Soleil, Il0, R, R' ses trois rayons vec-

teurs correspondants, et enfin X o , Y 0 , X, Y, X' , Y' ses 

coordonnées rapportées au centre du Soleil et rela-

tives aux mèmes iustants, en sorte qu'on ait 

X o = R0 cos A°, X = R cos A, X' = R' cos A', 

Y 0 = R0 sin A°, Y = R sin A, Y ' = R' sin A'. 

Les éqtiations (2) donneront pour Ies trois obser-
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VAtions faites aux époques ou l 'on couipte t = o, 

t = — Q et t = S', Ie système d'équations suivant : 

Pour la première époque : 

x = Y -+- p cos a, 

j = Y' + p sin a , í (a) 

z = p tangft. ) 

Pour la deuxième : 

xx + VX 1 = Xo + p° cos«°, \ 

xj-\- u J 1 = Y 0 + p° sin a°, > (b) 

v z - + - U z i = p° tang b°. ) 

Pour la troisième : 

x'x + v'xt = X ' + p' cosa ' , ] 

x ' j + u ' J 1 = Y ' + p ' s ina' , < (c) 

v ' z + u ' z ; = p ' tang&' . ! 

Il ne s agit plus que d'éliminer entre ces neuf équa-

tions Ies inconnues qiTelles renferment, pour avoir 

Ies valeurs des quantités qui sont nécessaires à la 

détermination de 1'orbite de la comète. Or, nous 

avons vu, n° 3í , livre II, qiTil sufíisait pour cela de 

connaitre Ies trois distances accourcies p°, p, p' et Ies 

trois rayons vecteurs correspondants r°, i\ /'. En éli-

minant donc, des neuf équations précédentes, Ies six 

inconnues ar, J, z, Xn J1, z ; , 011 parviendra à trois 

équations íinales entre p°, p et p' au moyen desquelles 

on déterminera leurs valeurs. Celles de i°, r e t r' se-

ront données respectivement par une équation sem-

blable à 1'équation (3 j, que fournira chacune des trois 



4o THÉORIE AN ALYTIQU E 

observations, et l'on pourra, par conséquent, résoudre 

ainsi coniplétement la question. 

Pour effectuer rélimination précédente de la manière 

la plus simple, on commencera par faire disparaitre 

des équations (6) et (c) Ies trois coefficients différen-

tielsx z, et l'on remplacera ensuite dans Ies équa-

tions resultantes Ies coordonnées z par leurs va-

leurs tirées des équations (a), en faisant v u ' — v ' u = u " , 

et en supposant, pour abréger, 

X'u - X°u' + Xu" = L ; Y 'u — Y 0 U ' + Yu" = L ' . 

On trouvera ainsi Ies trois équations suivantes: 

u ' p ° cos a° — up' cos a' — v"p cos a = L , . 

u' p° sin a° — up' sin a' — v"p sin a — L', (/|) 

u'p0tang&0 — up' tang// — u"p tangi» = o. ' 

Ces équations sont Ies formules principales sur Ies-

quelles est fondée la solution de la question qui nous 

occupe. Si ces équations étaient rigoureuses^ elles 

conduiraient, de quelque manière qu'on Ies combi-

nât, à des résultats également exacts, mais plusieurs 

des quantités qu'elles renferment ne peuvent être dé-

terminées numériquement que par approximation, e( 

celles qui dépendent des données de Fobservation 

participent des erreurs dont ces observations sont sus-

ceptibles ; il faudra donc avoir égard à ces circon-

stancesdans l'usage que l'on fera des équations précé-

dentes, et I on veria qu elles doivent être combinées 

avec beaucoup de discerneinent, pour que Ies résultats 
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qu'on cn tire offreút toujonrs dans la pratique des 

garanties suffisantes d'exactitude. 

4 Nous avons dit, n° iI, que Ies valeurs des quatre 

quantités V, u, v ' , u' pouvaient se développer eu 

séries ordonnées par rapport aux puissances ascen-

dantesdu temps, et qui renferment de plus Ies trois 

indéterminées r, s = et Il faut donc connaitre 
dt dl 

préalablement Ies valeurs de ces trois quantités avant 

de pouvoir faire usage des formules précédentes. Or 

la première peut aisément se déterminer au moyen 

de l'équation (3) du n° 2. En effet, si dans cette 

équation on substitue pour p sa valeur donnée par Té-

limination de p° et p' dans Ies équations (4), 1'équation 

résultante, en la résolvant, fera connaitre la,valeur de 

l inconnue r en fonction des deux autres indétermi-

nées j et Quant àces deux dernières quantités nous 

donnerons Ie moyen de faire disparaitre la première 

de ces formules, et la seconde n'y sera pas introduite 

par lasubstitution des valeurs de v, u, v' , u', IorsqiTon 

ne poussera Ies approximations que jusqiTaux carrés 

du temps, ce qui suffira dans presque toutes Ies circon-

stances. Nous pouvons donc ne pas nous en occuper 

pour Ie moment, et regarder Ies valeurs des trois in-

connues p ° , p , p ' comme complétement déterminées, 

en fonction de quantités toutes eonnues, au moyen des 

équations (4)-

o. Pour développer ces équations reprenons Ies va-

leurs de V et L donuées, n° 5 2 , livre IT. 
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En neportarit 1'approxiniation que jusqu'aux qua-

trièmes puissances du temps t, on a 

_ f1 sf íds 5s- i \ í' 

^ — Í T ^ ã ^ 4 " \ d t ~ + 3~rJ 8 ? I 

? st' 
( m ) 

En faisant successivement t— — 0 et t = Q', on 

aura Ies valeurs des quantités que nous avons repré-

sentées par V, u, v' , u'. On trouve ainsi, en rejetant 

Ies termes inutiles, 

92 sO> , 6" sQ'3 

V = I V = I - H ; 
2r> 2 ^ 2 r3 i r ' 

et comme u " = vu' — v ' u , on aura 

D » = 5 _ < • £ ! > + * C ' - o ) ( Q ' - M y . ( n ) 

Dr 3 4 r 

Pour donner à nos formules toute la simplicité 

qu'elles sont susceptibles dacquérir, il convient 

d exprimer Ies coordonnées X o , Y°, X', Y' de la Terre, 

qui se rapportent aux observations extremes, en fonc-

tion du temps et des coordonnées X, Y relatives à 

l'époque oú I on compte t = o. Nous supposerons 

donc 

Xo = Y X H- UX , X' = V'X + U'X,, 

Y0 = V Y + U Y , , Y ' = V Y + U Y,, 

en faisant, pour abréger, X1= e^, Y1 = ~ » et en dé-
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signant par V, U, Y ' , U' des fonctions semblables à 

celles que nous avons nommées v, u, v'_, u' et qu'on 

obtiendra en faisant successivenient t = — 0, t — 0' 

dans Ies équations (m), après y avoir changé ren R et 

s en S. On aura ainsi 

9' SO' _ _ S6" 
2 R 3 2 R 5 ' 2 R 1 + 2 R s ' 

t t a 0 3 SO1
 T „ 9'3 S 9 " 

Si l'on remplace X o , X', Y0 , Y' par leurs valeurs pré-

cédentes dans Ies expressions de L et L' (n° 3 ) , elles 

deviennent 

L = ( u " ~ U " ) x — t r x , , 

L' = (U" — U") Y - ITY , 

en faisant, pour abréger, 

U " = V u ' - V ' u , U " = U u ' — U ' u ; 

or, en vertu des valeurs de Y, V' , U, U', u, u', 011 

trouve 

9 0 ' ( 0 ' + 0) 0'3 + 93 

U " = 0 ' -+- 0 — 
2 R3 Gr3 

u ( , _ 0 0 ' ( 0 " — 0 ' ) ( j _ 

• 6 ( - - - V \ r 3 R 3 / ' 

et, par suite, 

u w _ , , 0 Q ' ( 0 ' + 0 ) /1 i \ 9 9 ' (0" — 9') 
R 3 / 2 ( - - - V \r» R 1 J 
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Si I on suppose donc, pour simplifier Ies formules, 

AV = i i 3 T t i l |(? - è ) - C W 
on aura, aux quantités prés du cinquième ordre que 

nous négligeons, 

L = \v í X-+- — j — X, 

ou bien, en nommant Ri et Aj Ies valeurs du rayon 

vecteur et de la longitude de la Terre, relatives à l'ob-
Q / Q 

servation correspondante au temps j H ^—' qui 

tient Ie milieu entre Ies temps j — Q , j et j-\-0' des 

trois observations données, et en remarquant qiTon 

peut supposer ici, aux quantités prés que nous négli-

geons, 
0' — 0 

R, cosA, = X+ —~ X1, 

R, sin A, = Y + Y , 

on aura simplement 

L = w R , cosA,, L' = w R , sinA,. 

6. Reprenons maintenant Ies trois formules (4) 

auxquelles nous sommes parvenu dans Ie n° 5; si l'on 

y substitue pour L et L' Ies valeurs précédentes, on 

aura 

u'p°cosrt° — up'cos«' —u"pcosrt = WR iCosA,, \ 

u' p° sin a0 — Vp' sin a' — u" p sin a = W R, sin A, , > (5 ) 

u'(0° t a n g — Uf/tangi ' — v" p tangi = o. 
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La première combinaison qui se présente, est celle 

qui consiste à déduire de ces formules Ies valeurs de 

chacune des trois inconnues p°, p et p' indépendam-

ment des deux autres. En faisant, pour abréger, 

D = tangi»0 sin (a' — a) + tangi) s i n ( a ° — a') 

-4- tangi)'sin (a — a°), 

ou trouve ainsi, par Ies procédés ordinaires de Téli-

mination, toute réduction faite, 

w R , [ t a n g b sin ( A , — a') — tang b' sin (A, — « ) ] \ 
Fo _ _ _ ' ' I 

wR [ t a n g J 0 S i n ( A , — « ' ) — tang f t ' s in(A, — a 0 ) ] ' 
p = _ > , 6 ) 

w B , [ t a n g i s i n ( A , — a') — tang b° s i n ( A , — o ) ] I 

p = _ J 

Ces équations donnent, sous forme linéaire, Ies va-

leurs des trois inconnues p°, p et p' en fonction de 

quantités qui se déduisent aisément des données de 

Tobsenation ou des Tables astronomiques; elles se-

raient donc Ies plus simples à employer à la solution 

du problème si Ton pouvait snffisamment compter 

sur Ieur exactitude. 

En effet, si pour simplifier Ies formules précédentes 

011 suppose 

C0 = tang b' sin (A, — a) — tang b sin (A, — a'), \ 

C = tang b° sin (A, — a ) — t a n g b ' s i n ( A ; — a"), j ( 7 ) , 

C ' = tang b" sin (A, — a) — tang b sin (A, — a"), ) 

on enconclura aisément Ies deux suivantes : 

u"C° , H " C ' / n \ 
P = ~ V c P' P = - ^ c P- ( 8 ) 

au moyen de ces équations 011 pourra calculer immé-
IEv 
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diatement Ies valeurs des deux inconnues p° et p', 

lorsque la valeur de Tiuconnue p sera déterminée. 

Or, en négligeant Ies quantités d'un ordre' supérieur 

au carré du temps, ce qui est permis dans Ies cas or-

dinaires, on a, n° 5, 

__ 0 0 ' ( 8 -+- 0 ' ) / i i 
0- = 5 + (-. 

La seconde des formules (6), en y substituant ces va-

leurs, devient 
0 0'R, C 

h '> (9) r 2 D \ r3 R3i 

cette équation ne contient que Ies deux inconnues p 

et /'; jointe à 1'équation (i), n° 2, elle doit suífire pour 

Ies déterminer. 

En effet, si, pour abréger, on fait 

, 0 6 ' R . C 
h - ' » 

2 D 

on aura Ies deux équations suivantes : 

p = j 

p' í ( l o ) 
= R2 + 2 Rpcos(A — a) + 1 

Onpourrait éliminer entre ces équations l une des 

deux inconnues qu'elles renferment; en substituant 

par exemple dans la deuxième à la place de p sa valeur 

tirée de la première, on trouve 

- (r3 — R3) — 2/iR'r3 (r3— R3) cos (A — a) — R' r6 (/•' — R2) = o, (a) 

équation du huitième degré en r quis'abaissera d'elle-

mème au septième en la divisantpar Ie facteur r— R, 



DU SYSTÈME DU MONDE. i-j 

coinmun à tous los termes. Cette équation résolue 

par approximation, ferait connaitre la valeur de r 

que l'on substituerait ensuite dans la première des 

équations (io) pour en déduire la valeur correspon-

.dante de p. Mais il est plus coinmode dans Ies appli-

cations de consérver Ies deux équations (10), et de 

déterniiner simultanément Ies valeurs de p et de r 

parla méthode ordinaire des fausses positions. 

Quand Ies valeurs de p et de r seront ainsi con-

nues, on ealculera aisément celles des deux distances 

accourcies p° et p' par Ieŝ  formules (8), et l'on en 

déduira Ies valeurs des rayons vecteurs r° et iJ qui 

Ieur correspondent, au moyen de deux équations sem-

hlables à 1'équatiou (i) résultant de la considération 

des triangles formés par Ies droites qui joignent Ies 

lieux du Soleil, de la comète et de la Terre, à Tin-

stant des deux observations extremes. On déterminera 

ensuite tous Ies éléments de 1'orbite au moyen dos 

formules n° 5 4 , livre II. 

7. La solution précédente, qui réduit la question 

envisagée d'une manière approchée, mais exacte, à 

une équation du septième degré à une seule inconnue, 

est certainement ce que Tanalyse peut offrir de plus 

simple et de plus direct. Cette équation parait avoir 

été présentée pour la première fois par Lambert, au-

quel nous devions déjà Textension à Tellipse et à Thy-

perbole du beau théorème d'Euler sur Texpression du 

temps dans un are parabolique (n° 5 0 , livre II). Ce 

géomçtre, en considérant que Ie Iieu apparent de la 

comète dans la seconde observation s'écarte pou du 



4o THÉORIE AN ALYTIQU E 

grand cerele mené par los lieux apparents dans Ia 

première et dans la troisième observation, et en déter-

minant, d'une manière très-ingénieuse, Tetendue de 

cet écartement, fut conduit directement, par une con-* 

struction géométrique très-simple , à une équation* 

analogue à 1'équation («)(*). Mais on n'a pas tardéà 

reconnaitre que Tusage de cette équation est sujet, 

dans la pratique, à un grave inconvénient, qui résulte 

de cc que la fonction D, qui entre audénominateur de 

la valeurde p, est une quantité très-petite du troisième 

ordre par rapport aux intervalles 6 et 6'; en sorte que 

Ies erreurs des observations peuvent avoir sur sa va-

Ieur une influence très-considérable. Il est évident, 

en effet, que ces erreurs auront sur Ies quantités qui 

dérivent des données de Tobservation, une influence 

d autant plus sensible que ces quantités seront plus 

petites. Il importe, par conséquent, comme nous Ta-

vons dit, n° 5, d'employer avec discernement Ies for-

mules (4) pour éviter Ies combinaisons ou entreraient 

des quantités sur Texactitude desquelles on ne pour-

rait pas compter dans Ies applications numériques. 

Examinons donc, avant d'aller plus Ioin, la nature des 

Jiverses fonctions dépendantes des données de Tob-

servation qui entrent dans ces formules, parce cjue la 

grandeur absolue de ces quantités peut influer beau-

coup sur la précision des résultats qui en seront dé-

duits. 

8. Cherchons cTabord la signification des quanti-

tés que nous avons désignées par D, C0, C et C'. Con-

{*) Mécanit/uc analytiquc, t o m e I I , s e c t i o n v n . 
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sidérons pour cela Ie triangle sphérique formé par Ies 

ares de grands cercles qui joignent Ies lieux de la co-

mète dans Ies trois observations. Soient C 0 C , C 0 C ' et 

CC' Ies trois côtés de ce triangle, et désignons par 

C, C, C0 Ies angles respectivement opposés. Nom-

mons m°, n°, p° Ies cosinus des angles que fait Ie 

rayon mené de la Terre à la comète à 1'instant de la 

première observation avec Ies trois axes coordonnés, 

et représentons respectivement par m, n, p et m', Ti', p' 

Ies mèmes cosinus relatifs à la seconde et à la troi-

sième observations; on aura, par Ies formules con-

nues, 

Cos(C0C) = m° m + n°n + p°p, 

cos ( C C ) = mm' + rm' + pp', 

c o s ( C 0 C ) = m°m' -H Ji0n' + p°p'-

mais on a évidemment 

Iti0 = c o s a° c o s b0, TI0 = sin a° s in b°, p° = sin b°, 

rn = c o s r t c o s i , n = sin a sin b, p = sin b, 

rrí = cos o! cos b', ti' = sinrt' s i n i ' , p' = sin b'. 

En substituant ces valeurs dans Ies équations précé-

dentes, 011 trouve 

Cos(C0C) = cos(rt° — n) cosb" cosb + s i n i 0 s inb, 

c o s ( C C ) = cos(rt — r t ' ) c o s i c o s i ' 4 - s i n i sin i ' , 

c o s . ( C C ° ) = c o s ( r t ' — a°) c o s i 0 c o s i ' + s i n i 0 s i n i ' . 

Représentons maintenant par A la combinaison sui-

vante : 

A = (mn' — m' n) p°+(»i' n° — mun') p+{m°n — mn0)p'-, 

si I on élève au carré cette quantité, 011 pourra écrire 
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ainsi Ie résultat : 

A2 = (m™ + n" + p") ( m 3 - + - «' + / ) ' ) (m'~- 4- / z ' ! 4 - ; / 2 ) 

4- i{m"m + n"n -+- p"p) [m'm'-\- n°n'+p'p') (mm'+nn'+pp') 

— (m"! -+- n" - h p " ) {mm' -f- nn' 4 - pp' )2 

— [in- - f - l i- 4 - ; ; - ) ( / « » / « ' 4 - 4 - />"/>')* 

— ( / « " 4 - w ' J 4 - y / 3 ) ( / « V h 4 - / ! » « 4 - / / / ? ) ' ; 

équation qui se vérifie, en effet, en la développant. 

Or, entre Ies quantités m°, 7i°, p°, etc . , on a ces équa-

tions de condition 

m«7 4 - » " + p " = i , m* -{- n' + p* — i , m" 4 - « " 4 - / ) ' 1 = i , 

on aura donc simplement 

Aa = i 4- a Cos(C0C) Cos(C 0 C) cos(C'C°) 

— COs2(C0C) - cos(CC') - cos2 (C'C°). 

Si, à la place de m°, m, m\ n, etc. , on substitue, dans 

1'expression de A, Ies valeurs quel les représentent et 

qu'on fasse attention à la signification de la quantité 

que nous avons représentée par D, n° 3, il est facile 
^ 

de voir qu'on aura D = —n p* On voit donc 

' c o s o" c o s b c o s o 

que la quantité D n'est qu une combinaison des élé-

ments du triangle C 0 CC' intercepté sur la surface de 

la sphère par Ies trois lieux de la comète et qui résulte 

entièrement des observations. 

On peut donner à la valeur de A une autre forme, 

qui a Tavantage de montrer de quelle manière cette 

quantité participe aux erreurs dont ces observations 

sont affectées. Pour cela remarquons que Tangle C du 

triangle C 0 CC' étant opposé au còté C 0 C , on a 

c o s (C» C ' ) = c o s ( C 0 C ) c o s ( C C ' ) 4 - sin ( C 0 C ) s i n ( C C ' ) c o s C ; 

si Ton substitue cette valeur dans 1'expression de A2 
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et q u o n extraie la racine carrée, on trouve 

A = Sin(C0C) sin(CC') sinC, 

équation oú l'on peut d'ailleurs changer C en C0 ou C 

en C', et réciproquement. 

Il est évident maintenant que si Ies observations 

sont très-rapprochées, eomme on est obligé de Ie sup-

poser pour facilitei' la détermination- des orbites des 

cometes, Ies ares C 0 C et CC seront fort petits, et 

1'angleC différera peu de deux angles droits. La quan-

tité A et, par conséquent, D sera donc une très-petite 

quantité du troisième ordre sur laquelle Ies erreurs 

des observations auront la plus grande influence; il 

faudra donc, pour 1'exactitude des résultats, éviter 

autant que possible 1'emploi de cette quantité. On 

peut remarquer encore que la valeur de D serait ri-

goureusement nulle, si C était égal à deux angles 

droits, c'est-à-dire si Ie Iieu de la comète, dans la troi-

sième observaiion, se trouvait dans Ie plan du grand 

cercle mené par Ies lieux de la première et de la se-

conde observation, et l 'on sait, en effet, que pour que 

trois points dont Ies longitudesrespectives sonta0 , a, a' 

et Ies latitudes b, b\ soient situés dans Ie plan d'un 

mème grand cercle, il faut qu'on ait l'équation de 

condition 

Iangb" sin ( « ' — a) + t a n g i sin [a"— a') + tarig b' s i n ( « — o 0 ) = o . 

Passons aux quantités que nous avons nomniées C, 

C0, C, et commençons par la première : si I on consi-

dere Ie triangle sphérique SC0C' formé par Ies ares de 

grand cercle qui joignent Ies lieux du Soleil dans l'ob-

servation moyenne et ceux de la comète dans Ies ob-



4o THÉORIE AN ALYTIQU E 

servations extremes, il sera facile de voir que C est 

une fonction composée des élements de ce triangle 

de la mème manière que D se forme des éléments du 

triangle C 0 CC' . Il suffit, pour s'en convaincre, d'ob-

server que la valeur de C se déduit de celle de D en 

remplaçant, dans cette dernière fonction, Ies quanti-

tés qui se rapportent à 1'observation moyenne, par 

celles qui dépendent de la position du Soleil à 1'époque 

qui tient Ie milieu entre Ies instants des trois observa-

tions. Si l'on suppose donc 

T = sin (SC) sin (SC') sinS, 
— r 

C sera du mème ordre quer ,e t l'on aura C= — 7 - r, -
1 ' c o s 6° c o s b 

011 aurait des expressions semblables pour C0 et C' en 

considérant Ies triangles sphériques SCC' et SC0C.'. 

On voit, par conséquent, que Ies quantités C0 , C, C 

sont simplement du premiei' ordre. Elles dépendent 

d'ailJeurs, en partie, des lieux du Soieil qui peuvent 

être regardés comme exacts, puisqu'ils se calculent 

par Ies Tables. On doit donc Ies employer de préfé-

rence à la quantité D, qui est du troisième ordre et 

qui ne dépend que des données de 1'observation; il 

conviendra mème, par cette raison, de rejeter tout à 

fait cette quantité à cause de la grande influence que 

peuventavoir sur elle Ies erreurs dont Ies observations 

sont susceptibles. 

Enfin, il y a 1111 cas particulier ou Ies formules 

mème qui ne contiennent que Ies irois quantités C°, 

C, C peuvent encore se trouver en défaut: c'est celui 

oú Ies iieux cle la comète, dans deux des trois obser-

vations, sont situés à peu prés dans Ie mème plan que 
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Ie Soleil à 1'époque de Tobservation moyenne. On 

voit, en effet, que cette circonstance rend très-petite 

Tune des trois quantités C0 , C, C', qui ne peut plus 

alors ètre déterminée avec assez de précision pour 

offrir des résultats certains. Pour éviter cet inconvé-

nient, il faudra, dans ce cas, rejeter la combinaison 

des formules générales du probléme dans laquelle 

entrerait celle des quantités C°, C, C dont Tusage 

peut rendre Ies résultats défectueux. 

9. Reprenons maintenant Ies trois équations (4) ; 

nous voyons, par ce qui précède, qu'il n'est pas pos-

sible d'éliminer à la fois de ces équations deux des 

inconnues p°, p et p', parce que Ies formules resul-

tantes contiendraient à Ieur dénominateur la fonction 

D = t a n g i 0 sin (a' — a) -+- t a n g i sin(«° — a') 

4- t a n g i ' s inIa — a°), 

qui, étant une quantité du troisième ordre et formée 

seulement au moyen des données de Tobservation, 

participe plus qu aucune autre aux erreurs dont elles 

sont affectées. Il faut donc renoncer à 1'emploi des 

formules (6) et borner Tusage des formules (5) à ex-

primer Ies valeurs de deux des inconnues p°, p et p' en 

fonction de la troisième. Mais ces trois équations se 

trouveront ainsi réduites à deux équations distinctes, 

et il faudra, par conséquent, chercher dans Ies don-

nées de la question une nouvelle relation pour com-

pletei' Ie nombre d'équations rigoureusement néces-

saire à la solution du probléme. 

Or nous observerons que nous n avons point fait 

usage jusqu'ici des équations de condition qui résul-
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ient de la nature de la courbe que la comète est sup-

posée décrire. Parmi Ies formules que fournit la théo-

rie du mouvement dans la parabole, il en est plusieurs 

qui peuvent également remplir 1'objet que nous nous 

proposons. Ainsi, dans Iesnos 20, 27 et 55 du livreII, 

nous avons trouvé Ies formules suivantes : 

1 d.rdr \ 

7 ~~ dt ' I 

2 dx! -f- dY14- dz1 I 
r ~ ~dõ ' ( " ) 

_3 — 1 

t — '•'+ c Y - ( r + r'— c)' I 

~ ~ 6 / 

Ces trois équations ne contiennent aucun des élé-

ments de 1'orbite parabolique, elles ne renferment 

que des quantités qui peuvent aisément s exprimer 

en fonction des deux inconnues r et p et des données 

de 1'observation : elles sont donc également propres, 

par cette double raison, à suppléer à 1'insuffisance de 

l'équation (9). Aussi Ies géomètres qui se sont succes-

siv ement occupés de la question de la détermination 

des orbites des comètes, Ies ont-ils tour à tour cin-

ployéesdans Ies différentes solutions qu'ils ont données 

du problème. Lagrange a fait usage de la première, 

mais sa solution simple et élégante sous Ie rapport ana-

lytique, laisse, comme nous 1'avons dit, beaucoup à 

désirer sous Ie rapport de la précision dans Ies appli-

cations numériques. La seconde a fourni ensuite à Le-

gendre une nouvelle solution de la question qui serait 

peut-être celle dont 1'usage, sous Ie rapport de la sim-

plicité des calculs, offrirait, dans Ies cas ordinaires, Ie 

plus d'avantages dans la pratique, parce qu'elle ré-
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duit en définitive Ie probléme à la résolution d'une 

équation du septième degré à une seule inconnue, 

aualogue à 1'équation (a) du n° 6, mais qui a, comme 

cette dernière formule, l'inconvénient de devenir in-

suffisante dans un cas d'exception qui se rencontre 

fréquemment dans la théorie des comètes, et Ies for-

mules auxquelles 011 est alors obligé de recourir, de-

viennent trop compliquées pour qu'on puisse lesem-

pioyer dans Ies applications usuelles qu'011 est obligé 

d'en faire. La troisième des formules (11) qui a, 

comme Ies deux precedentes, 1'avantage d'être indé-

pendante des éléments de 1'orbite qui sont Ies véri-

tables inconnues du probléme, lie pouvait, par cette 

raison, manquer de frapper 1'attentioii des géomètres 

qui ont tente de Ie soumettre à l'analyse. Trembley, 

de l'Académie de Berlin, est, je crois, Ie premier qui 

ait songé à employer cette formule dans la question de 

la détermination algébrique des éléments des orbites 

des comètes. Lagrange, qui s'en est occupé ensuite, 

avait pense que la forme transcendante de cette équa-

tion devait empêcher qu'elle ne fut d'aucun usage 

utile pour Ies applications numériques (*). M. Yvori , 

géomètre anglais très-distingué, est depuis revenu sur 

cette idée, et il a pense avec raison que, comme il ne 

s'agit point ici d'une solution rigoureuse qui exigerait 

la résolution analytique de cette équation, mais d'une 

simple solution numérique qui permet d'v satisfaire 

par des essais, son emploi dans la question qui nous 

occupe, ne compliquerait en rien Ie probléme qui, 

* ) V o i r Mrcmiiqiir analy tique, l i v r e I I , s e r t i o n v i i . 



4o THÉORIE AN ALYTIQU E 

dans toutes Ies méthodes connues jusqu'iei, se résout 

toujours en dernière analyse par Ies procedes ordi-

naires d'approximation. Comme la méthode dont il 

s'agit, se prête d'ailleurs aisément aux applications nu-

mériques, quel le conduit en général aux résultats Ies 

plus exacts que la question comporte, qu'elle emhrasse 

à la fois tous Ies cas qui peuvent se présenter, et qu'en-

íin elle a été adoptée par un grand nombre d'astro-

nomes pour la réduction de leurs observations, nous 

allons 1'exposer ici avec tous Ies détails nécessaires 

pour en facilitei' l'usage. 

1 0 . Reprenons Ies trois formules ( 5 ) dont l'usage 

doit se borner désormais, n° 7, à déterminer deux des 

inconnues p°, p et p' en fonction de la troisième. On 

déduit d'abord de ces équations Ies deux sui vantes : 

U o ' s i n ( A , — a ' ) — U i
p

0 s i n ( A , — a») -+- U " p s i n ( A , — a ) = o , 

U p ' t a n g b ' — U ' p ° t a n g b - 4 - U " p t a n g b 

d'ou l'on tire 

U " p t a n g i ' s i n ( A , — a ) — t a n g i s i n ( A , — a ' ) 

r U r ' t a n g i ' s i n ( A , — a") — t a n g i " s i n i A , — a ' f 

, __ JJ"p t a n g i s i n ( A , — a") — t a n g b" s i n ( A , — a ) 

~ U t a n g b' s i n ( A , — a") — t a n g b" s i n ( A ( — a') 

Ces valeurs coincident d'ailleurs avec celles que 

nous avons trouvées n° 5, en substituant dans ces der-

niéres formules à la place de C0 , C et C Ies quantités 

que ces lettres représentent. 

Les formules précédentes seront d'un usage sur et 

commode toutes Ies fois que Ieur dénominateur ne 

sera pas une quantité trop petite. Or nous avons vu, 

n" (i, que cette quantité que nous avons représentéc 
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par C dans Ie n° 5, se réduit à zero toutes Ies fois que 

Ies lieux de la comète dans Ies deux observations ex-

tremes se trouvent compris dans Ie plan du même 

grand cercle que Ie Iieu du Soleil aumoment de Tob-

servation moyenne, etplusexactementau moment qui 

tient Ie milieu entre la première et la troisième obser-

vation. 

Toutes Ies fois donc que cette coincidence n'aura 

pas Iieu ou exactement ou à fort peu prés, on pourra 

se servir des formules (12) cpii sont Ies plus simples 

que l'òn puisse employer pour la détermination des 
o° o ' 

rapports et ^ • 

Les quantités qui dans ces formules dépendent soit 

des données de Tobservation, soit de la position du 

Soleil dans 1'écliptique, se calculeront aisément d'après 

Ies circonstances eonnues du mouvement de la comète 

011 par Ie moyen des Tables astronomiques. 

Quant aux quantités et~7' elles sont fonctions 

des intervalles O et Q' et des inconnues du probléme; 

en effet, 011 a (11o 4) 

LorsqiTon fera TapplicatiQn des formules (12), 011 

pourra, dans Ies premiers essais, négliger Ie carré du 

temps dans Ies expressions précédentes; ce qui 

donnera 

T J 

u ' 

l) 0 + 0 ' u' 0 - + - 0 ' 
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On substituem ces valeurs dans Ies formules (12) qiu 

ne contiendront plus quedes quantités toutes eonnues, 

et qui serviront à déterminer Ies rapports ~ et ^ avec 

une exactitude suffisante pour en déduire Ies pre-

inières valeurs approchées de toutes Ies inconnues du 

probléme. 

Dans 1'approximation suivante 011 conservera Ies 
// ^f/ 

carrés du temps dans Ies expressions de — et de ^7? 

ce qui donnera 
u" 0 + 0' ' ( 2 0 + 0 ' n 0 -H 5 T i 

0(20'-H 0) 
u 0 6 r 0' L 6 r s 

On remplacera r par sa valeur donnée par la première 

approximation, ces expressions ne renfermeront plus 

ainsi que des quantités toutes eonnues. On pourra 

d'ailleurs, pour plus d'exactitude, conservei* l'in-

connue r dans Ies expressions de et ^7? et comme 

on se contente de satisfaire aux équations du pro-

bléme par des essais, Ies calculs n'en seront que légè-

rement compliqués; en substituant dans Ies for-

mules (12) Ies valeurs précédentes de et de ^7) elles 

serviront à déterminer des valeurs plus approchées 

des deux rapports u et - • 
P 

Pour aller plus loin, il faudrait connaitre l'indé-

terminée s qui entre dans Ies expressions de et 1̂7 , 

Iorsqu'011 y conserve Ies termes du troisième ordre 

par rapport aux intervalles O et O'. Cette quantité ne 
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peut s'obtenir exactement que lorsque toutes Ies in-

connues du problème sont déterminées, mais on peut 

révaluer avec une précision suffisante au moyen des 

résultats obtenus par Ies précédentes approximations. 

En effet, on observera que r°et r'désignant Ies rayons 

vecteurs de la comète correspondants aux intervalles 

0 et 6', on a, aux quantités prés de 1'ordre S2 , n° 5í<, 

livre II, 

i 0 i = r 2 — irs6, r'2= r 2 - f - a r s Q ' , 

d'ou il est aisé de conclure 

s6 i i í 0 ' i i 

en, substituant ces valeurs dans Ies formules ( i3) et 

négligeant seulement Ies termes du quatrième ordre, 

on aura 

( L 6(' R) J ) (.4) 

° ° i b^ i w H l ) 
Telles sont Ies expressions qu'il faudra employer 

dans la troisième approximation. Lorsqu'on y aura 

remplacé r°, r, /•' par leurs valeurs données par Ies 

approximations précédentes, elles ne contiendront 

plus que des quantités toutes connues; on pourra donc 

Ies substituer dans Ies formules (í 2) et l'on parviendra 

ainsi par des approximations successives à une solu-

tion aussi exacte que la question Ie comporte. 

On peut faire prendre aux expressions précédentes 

une forme plus appropriée aux applications numé-
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riques. Pour cela, observons que Ies deux valeurs (i 3) 

peuvent s'écrire ainsi: 

_ 9 -H 9' ( T ÍÕ0'(6' — Ô) O' (O'— 9) ^ í 9 ' ( 9 ' 2 — 90'-H92) 
2 r ' 6 H 

. 0 + 9' ( 66' s66'(6' — 6) 0(6' —9) s6(6"—9 6'-h 6') 

6 r > ' 4' 
En combinant entre elles Ies deux équations 

/•"=;• et r = r H , 

on trouve aisément Ies valeurs suivantes : 

66' sOQ' ( 0 ' — 0 _ 99' 

2 r 5 2 ( r ° / r ' ) ' 

6' — 9 Í ( 9 ' 2 _ Ô 9 ' h - 9 ' ) I 

(5 r ~ 4 0' -H 0 „ 
(rr-y 

- - J -

On aura donc, aux quantités prés que nous négli-
geons, 

0 -+- 9 
u 

ij 

i: 

u ' 

0 0 ' 

9 ' + 0 

0 " 

6 (/ 

i 

i 0 = 1 

"I I 
' ) 1 6 ( r V ) 3 J 

99' I 
2 (/-V/-') J 

( .5) 

0 ' -H 0 
6 (/•/•')2 6 ( f 

formules dans lesquelles on substituera pour J 0, r e t r ' 

leurs valeurs résultant des calculs précédents et qui ne 

contiendront plus que des quantités toutes eonnues. 

1 1 . Considérons maintenant Ie cas d'exception ou 

Ie dénominateur des formules (12) devient une quan-
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tité très-petite ou rigoureusement égale à zéro. Il 

faut, dans cecas, recourir aux formules primitives (5); 

en combinant entre elles Ies deux premières, on en 

tire aisément Ies valeurs suivantes : 

0 r " p s i n ( a ' — a ) — w R i s i n ( A , — a ' ) 

P « ' s i n ( o ' — a " ) 

) 
(16) 

, u " p s i n ( a — a " ) - H w R , s i n ( A , — 

^ u s i n ( a ° — a ' ) 

Ces formules, d u n usage un peu moins simple dans 

Ies applications que Ies formules (12), à cause du 

nouveau facteur indetermine w qu'elles renferment, 

ne seront pas sujettcs à Finconvénient des premières 

dans Ie cas d'exception que nous examinons. Elles 

devront mème Ieur être préférées, toutes Ies fois 

que Ie mouvement en longitude, assez grand par Iui-

même, sera plus rapide que Ie mouvement en lati-

tude. Dans Ie cas contraire, il vaudra mieux se servir 

des formules (12), sauf Ie cas d'exception qui oblige 

à en rejeter complétement 1'emploi. 

Les valeurs des deux quantités-^7» — se calcule-

rout par des approximations successives, comme nous 

Tavons dit dans Ie numero précédent. Quant aux va-

leurs des deux quantités » nous remarquerons 

que nous avons suppose, ir o, 

6Ô' (9 -HO') I"/i 1 
W = 

Cette quantité étant déjà de Fordre 6% il suffira 

dans Ies expressions de et —, de faire U = — Q et 
1 IT n ' 

W 

U U 

u ' = G'. 
II. 
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Dans Ies premiers essais on pourra supposer 

u" 8 + 9' c" 9 + 9' 
W = O . 

U 
r ™ > 

ce qui donne 

9 + 6 ' p s i n ( a ' — a ) , _ 6 + 8 ' p s i n ( f l — a ° ) 

P ' ~ O i " ' s i n ( « ' — « ° ) ' p ~ ~ Q ~ " ú ã j a ' — a")'1 

et l'on aura ainsi Ies valeurs des rapports -i -i au 

moyen de quantités toutes connues, avec une précision 

suffisante pour diriger Ies premiers calculs. 

Dans la seconde approximation on supposera 

_ 0 + 8' r 8(2 9 + 9')"] u" _ 9 + 9 ' r 9'(29 + 9')~| 
— 9' L1 6/-3 J' ' 8 [ ' 673 J' 
et 

w _ _ e ( 9 + 8 ' ) / i i \ w _ 6(6 + 8 ' ) j _ \ Q 1 

u ' - 2 V ^ - R 3 J ' U — 2 V T 3 - R 7 / ' ^ 1 ' 

En remplaçant dans ces expressions r par sa valeur 

résultante de 1'approximation précédente, elles ne 

contiendront plus que des quantités toutes connues : 

on pourra donc calculer leurs valeurs numériques, 

et en Ies substituant dans Ies formules (16), elles ne 

renfermeront plus que Ies trois inconnues p et p'. 

Cette seconde approximation suffira pour Ies cas 
ordinaires; pour aller plus Ioin, il faudrait détermi-

u" u" 
ner Ies quantités et - au moyen des formules (i/j) 

ou ( i5) , U0 10 . Quant aux deux quantités et 

nous observerons que l'on a, n° 1 0 , 

! . í ( 6 ' — 6 ) _ I 



DU SYSTÈME DU MONDE. i-j 

on aura de même 

1 _ s ( 9 ' — 6) _ 1 

R3 ~ R i — ( R 0 R R ' ) ' 

en vertu de ces valeurs, ou trouvera, aux quantités 

prés que nous négligeons, 

w _ _ 0(0' + o) r i i 1 , 

2 Li'0""') (R0RR ')J'f U 2 

w = o'(e'-hQ) 

U 2 [ ( r V c ' ) ( R 0 R R ' ) ] ' 

( '9) 

Telles sont Ies valeurs qiTil faudra employer dans 

la troisième approximation, et comme elles ne con-

tiennent plus que Ies trois indéterminées r0, r et r', 

elles pourront se calculer, ainsi que Ies quantités 

^7? > au moyen des données fournies par Ies ap-

proximations précédentes. On obtiendra ainsi, par des 

substitutions successives, Ies valeurs de p° et de p', 

exprimées en fonction de p, avec toute la précision à 

laquelle il est per mis datteindre. 

1 2 . On pourrait en combinant entre elles Ies équa-

tions (5), trouverencoreentre Ies inconnues et Ies don-

nées du probléme, un grandnombre d'autres relations 

qui serviraient de même à déterminer deux des incon-

nues p°, p et p' en fonction de la troisième; mais comme 

Ies formules précédentes suffisent pour tous Ies cas qui 

peuvent se présenter et sont celles dont 1'usage nous 

a paru Ie plus commode pour Ies applications numé-

.riques, nous n'entrerons pas à ce sujet dans une di-

gression qui ne conduirait à aucun résultat utile. 

13. Lorsqu on aura ainsi déterminé Ies deux in-
3. 
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eonnues p° et p' en fonction cie p au moyen des formu-

les (12) ou (16), chacune des observations de la co-

mète pouvânt fournir une équation semblable à 1'équa-

tion (1), 11o 2, 011 aura pour déterminer Ies trois rayons 

vecteurg r°,r, r ' , correspondants aux trois distances 

accourcies p et p', Ies équations suivantes : 

r o s = Roa-+- 2 R0 p° cos (A0 — a 0 ) H 

/•2 = R2 + 2R p cos (A - a ) + - L - , (20) 

, , ' 2 _ 

COS2 b« 

P1 

COS2 b 

p" R'2 -4- 2R' p' cos ÍA' - a') + - i W 
~ x ' COSj b 

Nommons c la corde qui joint Ies deux lieux de la 

comète qui correspondent aux observations extremes, 

X0, y°, z° et x', y', z' représentant Ies coordonnées 

rectangulaires de ces points, on aura 

C 2 = (JJ0 — x ' f +- (J0 — y')2 + ( Z ° — 2')2, 

ou bien, en substituant pour x°, y", í ° , x', y', z' 

leurs valeurs fournies par Ies équations semblables 

aux équations (2), n° 2, que clonnent Ies deux obser-

vations extremes de la comète : 

c2= 2 [/•»/•'cos (a° — a') + r°Rcos(A — a°) ) 
-+ r 'Rcos(A— a') -f- R°R'cos(A'— A0)]. ) ^ 2 ' ' 

Enfin 9 -+- 9' étant l'intervalle de temps qui separe 

Ies deux observations extremes, et c la corde qui sous-

tend Iarc parabolique parcouru dans cet intervalle, 

on aura 

Si I on substitue dans cette formule à la place de c 

sa valeur détenninée par 1'équation (21), elle ne ren-
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Ierinera plus que Ies quatre inconnues i", /•', p° et p'; 

en la joignant donc aux deux formules (12) ou (16) 

et aux trois équations (20), on aura entre Ies six in-

connues p°, p, p\ r°, r, /•' six équations qui suffiront 

pour Ies déterminer. Ces équations ne pouvant étre 

résolues à cause de la complication des formules qui 

en résulteraient, 011 se contentera d'y satisfaire par des 

essais en Ies considérant toutes à la fois, et l'on ob-

Iiendra ainsi par Ies métliodes ordinaires dapproxi-

mation, Ies valeurs de toutes Ies inconnues du pro-

blème avec tel degré d'exactitude qu'on se sera 

proposé d atteindre. 

Pour cela, on commencera par faire sur la valeur 

de p une première hypothèse arbitraire, 011 détermi -

nera ensuite Ies valeurs correspondantes de p° et de p' 

par Ies formules (12) ou par Ies formules (i(>), selon 

Ies différents cas qui pourront se présenter. On calcu-

Iera ensuite Ies valeurs des deux rayons vecteurs / ° 

et /' au moyen de la première et de la troisième des 

équations (20) et celle de la corde c qui joint Ies deux 

extrémités de ces rayons au moyen de la formule (21). 

C.es valeurs substituées dans la formule (22) devraient 

satisfaire rigoureusement à cette équation, si la valeur 

que I on a supposée à la distance p était exacte; elles 

leront donc connaitre dans quel sens tombe Terreur 

de 1'hypothèse qu'on a faite sur cette valeur, et Ton 

JKirviendra ainsi après quelques essais à la déterminer 

avec toute la précision désirable. 

1 4 . Voici maintenant comment, au moyen des six 

quantités p°, p, p\ r°, r el /•' supposées connues, on 
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obtiendra par des formules très-simples tous Ies éle-

ments de 1'orbite parabolique. 

Connaissant Ies deux rayons vecteurs r° , r' et la 

corde c qui joint leurs extrémités, on pourra calculei-

la distance péribélie D et 1'anomalie v° qui répond au 

premier rayon vecteur r0. En efíet, si l'on considere 

Ie triangle formé par Ies trois droiles r°, r' et c, qu'on 

désigne par £ 1'angle compris entre Ies deux rayons 

vecteurs r° et r', et que, pour abréger, 011 suppose 

r° + r' -f- c = ip, r° -+- r' — c = zq, 011 trouvera ai-

sément, n° 2 7 , livre Ier : 

1 -+- t a n g 1 1 Z PHi 

En substituant dans cette seconde équation pour 

tang | £ sa valeur tirée de la première, on en déduit 

p = [ p - r ' ) [ p - r ' \ ( a 3 ) 

( síp— \fq)' 

On a d'ailleurs, par l'équation de 1'orbite parabo-

lique, r0 = D (i -+- Iangs { ^0), d'ou l'on conclut 

SP r SP r 

On peut encore déterminer l'anomalie ^0 et la dis-

tance périhélie D par Ies formules suivantes; de la 

valeur précédente de tang i en observant que 

l'on a c = p — <7, il est facile de conclure 

• 1 O (/' — r ' ) J p — {p — I ri sin - C0 = — _ • ( i b ) 
2 c j r » 
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Connaissant la valeur de sin on en conclura 

celle de cos ~ et l'on aura ensuite la distance péri-

hélie par la formule ordinaire 

C O S 2 - C 0 = ^ . ( 2 6 ) 
2 ro \ J 

Conuaissant ainsi la distance périhélie D et Tano-

malie ^0, 011 cherchera dans la Table des Comètes Ie 

temps T, qui répond à cette anomalie dans la parabole 

dont la distance périhélie est l'unité, et en faisant en-

suite 

t = D^T, 

on aura Ie temps t employé par la comète à parcou-

rir 1'anomalie v°. Ce temps ajouté à 1'époque de 

première observation si la comète s'avance vers son 

périhélie, ou en étant retranché si elle l'a déjà dé-

passé, fera connaitre 1'instant du passage au périhélie. 

On pourra même, si on Ie trouve plus commode, cal-

culei' directement Ie temps t par la formule du 11o 2 6 , 

livre II, 

t = (2 D3 f ( tang -+- I tang3 \ P0), (27) 

en ayant soin de diviser Ie second membre par l'arc 

du moyen mouvement diurne, pour que Ie temps t, 

soit exprimé en jours moyens solaires, conformément 

à ce qui a été dit n° 2 2 , livre II. 

Ayant ainsi déterminé la distance périhélie et 1'in-

stant du passage de la comète au périhélie, 011 aura 

aisément Ies éléments d'ou dépend la position de Tor-

bite par Ies formules suivantes. 
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Désignons par 7:0 et X0 la longitude et la latitude 

héliocentriques de la comète, au moment de la pre-

mière observation; si l'on projette sur Ie plan de 1'é-

cliptique Ie Iieu de la comète dans Ie même instant, 

et que l'on considère Ies deux triangles sphériques for-

més autour du Soleil et autour de la Terre, regardes 

tour à tour comme Ies centres de la sphère céleste, 

par Ies rayons vecteurs menés à la comète, à sa pro-

jection sur 1'écliptique, et par la droite qui joint Ies 

centres de la Terre et du Soleil, 011 trouvera aisément 

Ies relations qui suivent : 

s i n X 0 = t a n g i ' J , c o t A 0 s i n (7:" — A u ) = c o t b" s i n ( a " — A 0 ) . 

On aurait de même, en appelant rJ et X' la longi-

tude et la latitude de la comète dans la troisième ob-

servation, 

Cj' 
s i n X ' = t a n g i ' , c o t X ' s i n ( t t ' - A ' ) = c o t b ' s i n ( a ' — A ' ) . 

A l'aide de ces formules, oii l'on connait Ies rayons 

vecteurs r° et r', ainsi que Ies distances accourcies 

o0 et o', 011 pourra déterminer Ies longitudes et Ies 

latitudes héliocentriques et Xo, n' et X' au moyen 

des longitudes et, des latitudes géocentriques b", 

a! et b' données par l'observation. 

Le mouvement de la comète sera direct ou rétro-

grade selou que la quantité TI' —N° sera positive ou 

négative. 

Désignons par a la longitude du noeud ascendant, 

et p a r o 1'inclinaison de 1'orbite à 1'écliptique; selon 

que I on considérera 1'une ou l'autre des observations 
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extremes, on aura 

tangV . tang V , 
tang¢ = -. . f tanga» = . f 7-(28) 

° ' s i n (77° — a ) D T S i n ( i r — < * ) 

En comparant ces deux valeurs, il est aisé d'en eon- • 

clure 
t a n g 1" s i n j r ' — t a n g V s i n , , 

t a n S a = t a n g V c o s i r ' — t a n g V COSTT» 5 

cette formule servira à déterminer la longitude a et 

l'on en conclura 1'inclinaison <p par l 'une des deux 

formules (28), en ayant soin de choisir celle dans Ia-

quelle Ie numérateur et Ie dénominateur du second 

membre seront des plus grands nombres, comme la 

moins susceptible d'ètre affectée des erreurs des ob-

servations. 

La même valeur de tanga pouvant appartenir aux 

deux angles a et 180o -+- ct, pour déterminer lequel de 

ces deux angles il faudra choisir, 011 doit observei' 

que Ies latitudes boréales sont toujours supposées po-

sitives et Ies latitudes australes négatives, et que l 'an-

gle cp doit toujours ètre supposé positif et moindre 

qu'un angle droit. Par conséquent sin (7: — a) doit 

ètre de même signe cpte tangX. Cette condition dé-

termine 1 'angle a, et cet angle sera la longitude du 

noeud ascendant si Ie mouvement de la comète est 

clirect; il faudra Iui ajouter 1 8 0 degrés pour avoir la 

position du même noeud si Ie mouvement est retro-

grade. 

Enfin, si I on nomme vj la distance de la comète à 

son noeud ascendant au monient de la première ob-

servation, comptée sur Ie plan de 1'orbite, v? sera 

1'hypoténuse d !un triangle sphérique rectangle dont 
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Ies deux côtés sont n° — a et Xo. On aura donc 

COSY] = CosX0 COS(7T° — CX.). (3o) 

L'anomalie V0 ajoutée à 1'angle /7 ou retranchée du 

même angle, selon que la comète marchera vers Ie pé-

rihélie ou l'aura déjà dépassé à 1'instant de la pre-

mière observation, sera la distance du périhélie au 

noeud comptée sur 1'orbite, et en Iui ajoutant la lon-

gitude a du noeud ascendant on aura a + Yi ± P0 pour 

Ie Iieu du périhélie sur lorbite. 

1 5 . Voici donc en résumé la marche à suivre pour 

déterminer de la manière la plus simple et la plus 

exacte, par la méthode précédente, Ies éléments de 

1'orbite parabolique d'une comète dont on a reuni un 

certain nombre d'observations. 

On choisira trois observations séparéés par des in-

tervalles de temps assez courts pour que Ies séries 

représentées par Ies quantités u, v, u', v ' , etc., soient 

convergentes, sans cependant être trop resserrées, 

parce que dans ce cas Ie mouvement géocentrique 

de la comète étant très-peu considérable, Ies erreurs 

des observations ont une plus grande influence sur 

Ies résultats. En prenant généralement des observa-

tions dont Ies deux extrèmes soient séparéés par un 

intervalle de temps qui 11'excède pas dix à douze jours, 

011 satisfera à la première condition sans tomber dans 

1'inconvénient d'opérer sur des observations trop rap-

prochées. 

Les trois longitudes a°, a, a' de la comète, et Ies 

trois latitudes correspondantes b°, b, b' sont données 
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par 1'observation; 011 calculera par Ies Tables du So-

leil, Ie rayon vecteur R et la longitude de cet astre 

dans l'écliptique, qui répondent à 1'instant qui tient 

Ie milieu entre Ies époques des trois observations; en 

ajoutant 180 degrés à cette longitude, 011 aura la lon-

gitude correspondante de la Terre vue du Soleil ou 

1'angle que nous avons représenté par Af. 

On calculera ensuite Ies trois quantités C0 , C, C' 

au moyen des formules(7), et l 'on formera Ies diverses 

fonctions trigonométriques qui entrent dans Ies for-

mules précédentes et qui dépendent soit des données 

de 1'observation, soit de la position du Soleil dans 

1 éeliptique. 

Quant àl expression du temps t qui entre dans ces 

formules, il faiit remarquer qu'ayant pris pour unité 

la movenne distance de la Terre au Soleil, Ie temps 

doit étre représenté par Ies ares du moyen mouve-

ment solaire, conformément à ce que nous avons dit 

n° 2 2 , livre II. Si l'on suppose donc que Ies inter-

valles Q et 6' sont donnés en jours et en parties déci-

males du jour, temps moyen, comine cela a Iieu ordi-

nairement, il faudra pour l'hoxnogénéité des formules, 

multiplier O et 9' par I arc que parcourt en un jour Ie 

Soleil en vertu de son mouvement moven, cet are J ' 

étant lui-même réduit en parties du rayon. L'année 

sidérale est de 365^,25638; si l 'on représente par n 
2 77 

Ie rapport de la circonférence au diamètre, ^g 35633 

sera l'arc du moyen mouvement du Soleil en 1111 jour 

par lequel 011 doit multiplier Ie temps, c'est-à-dire 

qu il faudra ajouter aux logarithmes de O et de ó', 
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exprimes en jours moyens, Ie logaritlime constant 

8,2355821. 

On aura ainsi toutes Ies quantités nécessaires pour 

réduire en nombres Ies six équations (12), (20) et (22) 

qui doivent servir à la solution du probléme dans Ies 

cas ordinaires, ou des six équations (16), (20) et (22) 

qiTil faudra employer depréférence dans Ie cas excep-

tionnel dont nous avons parlé n° 1 1 . 

Ces équations ainsi formées, pour en déduire Ies 

valeurs des six inconnues nécessaires à la solution dn 

probléme, on emploiera Ie procédé indiqué 11o 2 1 . 

On conservera ces équations dans la forme ou elles 

sont données immédiatement, et l'on secontentera d'y 

satisfaire par des essais. On supposera d'abord à l i n -

connue p une première valeur choisic arbitrairement, 

ou indiquée par Ies notions qu'011 aura pu se procurei' 

sur Ies limites entre lesquelles cette quantité se trouve 

comprise. 

On calculera ensuite Ies valeurs correspondantes de 

p° et p', au moyen des formules (12) dans Ies cas ordi-

naires, o u d e s formules (16) dans Ie cas dexception 

Dans Ies premiers essais, en négligeant Ies quantités 

du second ordre, 011 pourra faire 

u" _ O -+- 6' u" _ 0 + 6' _ _ 
u 0 ' u' 0' ' v̂ 

. et I on parviendra ainsi à une première valeur appro-

chée de p et p'. 

1 6 . Pour obtenir une valeur plus exacte de ces trois 
u " xjf/ 

quantités, il faudra dans Ies expressions de — > — et 

w qui entrent dans Ies formules (12) et (iG), conser-
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ver los termos dépendants du carré du temps; ces 

expressions, comme on l'a vu plus liaut, contiennent, 

outre los quantités toutes connues, Ie rayon vecteur de 

la comète dans 1'observation moyenne, mais Ie cal-

cul n'en sera pas arrèté, parce qu'ayant fait une pre-

mière hypothèse sur la valeur de p, on en déduira, au 

moyen de la formule 

r2 — R2 -+- a Rp cos (A — a) — ^ 7 7 , 

une valeur correspondante de r suffisamment exacto 

pour être substituée dans Ies termes des valeurs do 

^7 ot w qui dépendent du carré du temps. Les 

formules (12) et (16) ne renfermeront plus ainsi epie 

des quantités toutes connues, et l'on en déduira Ies 

valeurs de p° et p' correspondantes à la valeur arbi-

traire que nous avons supposée à p. 
On calculera ensuite Ies valeurs des deux rayons 

vecteurs r° et r' au moyen des deux équations 

ú01 

702 = R02 + 2 R0 p° COS (A0 — rt0) H ^TT;' r v ' c o s i " 

r'2 = R'2 + a R ' p ' COS (A' - a') + - ^ r , ' r ^ ' cos b 

et celle de la corde c, qui joint Ies deux lieux de Ia 

comète dans Ies observations extrèmes, au moyen de 

la formule 
C 2 = r02-h r ' 2 - s V , 

dans laquelle 011 fait, pour abréger, 
V = R"R' cos (A ' — A0) -H p°R' cos (A ' — a") + p' R" cos ( A ° — a") 

+ p°p ' [ co s ( « '— a.') -H tangi" tangi ' ] . 

Enfin los formules du mouvement parabolique dou-
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neront 1'équation 

6 (OH-O') (0,0172021) = ( Z 0 - H r i H - C ) 7 - ( ; • ' - ) - / _ c ) f , (3i) 

au moyen de laquelle on rectifiera successivement 

Ies différentes hypothèses faitessur la valeur de p. 

En effet, en y substituant pour r°, r' et c leurs va-

leurs déterminées par Ies formules précédentes, et 

pour la quantité 0 H- 6' sa valeur déduite des obser-

vations, la différence des résultats fera connaitre, selou 

qu'elle sera positive ou négative, dans quel sens 

tombe 1'erreur de l'hypothèse que l'on a faite sur la 

valeur de p. Il sera donc facile, lorsque, aprés quel-

ques essais, 011 sera parvenu à deux résultats de signes 

contraires, de déterminer par une simple proportion 

la véritable valeur qu'il faut supposer à p pour satis-

faire à 1'équation (3t) aussi exactement que l'on 

voudra. 

L'approximation précédente suffira toutes Ies fois 

qu'on se proposera seulement d'obtenir des valeurs 

approchées des éléments de 1'orbite paraboliqne, que 

l'on rectifiera ensuite d'aprés 1'ensemble des observa-

tions de la comète. Si l'on voulait obtenir un plus 

grand degré d'cxactitude, on substituerait à la place 

u" v" 
de —5 et \v, dans Ies formules (12) ou (16), leurs 

valeurs données par Ies équations ( i5) et (19), et l'on 

arriverait, en suivant la même marche que précédem-

ment, à déterminer Ies six inconnues p°, p, p', r°, r et /•' 

avec toute la précision que peuVent comporter Ies 

trois observations données. 

Les quantités p°, p, p', r°, r et /•' étant ainsi déter-
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ininées, on en déduira tous Ies élements de 1'orbite 

parabolique au moyen des formules du n ° 1 4 . 

1 7 . La méthode que nous venons d'exposer, résout 

donc complétement la question; elle a 1'avantage de 

conduire, en général, à des résultats aussi exacts qu'on 

peut 1'attendre des méthodes d'approximation, et de 

se plier, sans qu'on soit obligé de changer considéra-

blement la marche des calculs, à tous Ies cas qui 

peuvent seprésenter. Nous en ferons plus Ioin 1'appli-

cation à quelque comète dont la marche soit bien con-

nue, afin d'en facilitei- 1'usage. 

Quel que soit, au reste, Ie degré de précision que 

l'on puisse attendre des différentes méthodes imagi-

nées pour déterminer Ies premiers éléments appro-

chés de 1'orbite d'une comète, observée pendant la 

durée ordinairement très-courte de son apparition, il 

faut remarquer que, comme 011 11'emploie générale-

nient dans ces méthodes que trois observations peu 

distantes entre elles, et que d'ailleurs 011 est obligé de 

négliger beaucoup de termes dans Ies formules pour 

en facilitei-Ie calcul, on ne doit regarder ces éléments 

que comme une première approximation, et chercher 

à Ies corriger de manière à satisfaire Ie plus exacte-

ment possible à 1'ensemble de toutes Ies observations 

connues. La question envisagée sous ce point de vue 

offre un nouveau problème à résoudre; on a proposé 

pour cela plusieurs méthodes dont la simplicité doit 

faire Ie principal mérite. Nous exposerons, dans Ie 

chapitre suivant, celle dont 1'usage nous a paru Ie plus 

conimode pour Ies calculs numériqnes. 
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CHAPITRE II. 

GORRECTION DES ELEMENTS DE E ORBITE DETERMINES 

PAR UNE PREMIÈRE APPROXIMATION. 

18. Après avoir développé, avec tout Ic détail né-

cessaire, une méthode très-simple pour arriver à une 

connaissance approchée des éléments de 1'orbite de la 

comète, nous allons donner Ie moyen de corriger ces 

éléments avec toute la précision que Ies observations 

comportent. 

Pour cela 011 choisira trois observations éloignées 

entre elles, et au moyen des éléments résultant de la 

première approximation, on déterminera Ies trois 

anomalies P0, c, v' et Ies rayons vecteurs r°, r, r', qui 

se rapportent respectivement à 1'époque de chaque 

observation. Il suffira, pour cela, de connaitre à peu 

prés la distance périhélie et 1'instant du passage de la 

comète par ce point, et c'est en quoi consiste Ie 

principal avantage de cette méthode, qui n'emploie 

que deux des éléments de 1'orbite pour Ies rectifier 

tons. On désignera par Y et V' Ies angles que com-

jirennent entre eux Ies rayons r°, r, r ' , en sorte qu'011 

aura ~V = v — v° et Y' = v' — t>°; et en comparant 

ces quantités aux mèmes angles résultant de 1'obser-

vation directe de la comète, la différence sera l'erreur 

cl ne à Tincorrection des éléments employés. 

Les observations, il est vrai, ne font pas connaitre 
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inimédiatement ces angles, mais on peut Ies déduire 

très-aisément des données qiTelles fournissent. En 

effet, on a, par chaque observation de la comète, sa 

longitude et sa latitude géocentríques, c'est-à-dire 

relatives à la Terre; on en concltira aisément, par la 

Trigonométrie, ses longitudes et ses latitudes hélio-

centríques, c'est-à-dire relatives au Soleil. Pour cela, 

désignons par S Ie Soleil, par T la Terre et par C la 

comète, et soit C' la projection de C sur Ie plan de 

1'écliptique. Si l'on considère la pyramide triangu-

laire interceptée entre ces quatre points, on aura 

d'abord S T C ' = Iong. Q — long. comète. En nom-

mant, comme précédenunent, b la latitude géocen-

trique de la comète, ce qui donne C T C = 011 en 

conclura cos CTS = c o s C T S cos b. Maintenant, dans 

Ie triangle rectiligne CTS, 011 connait Ies deux côtés 

TS = R et CS = r, qui sont Ies distances respectives 

de la Terre et de la comète au Soleil; 011 connait de 

plus 1'angle CTS opposé à f; 011 pourra donc calculei-

1'angle SCT par la formule 

et 1'on en conclura Ie troisième angle CST du même 

triangle. 

Cela posé, nommons X la latitude et n la longi-

tude héliocentrique de la comète; en considérant la. 

pyramide triangulaire C C S T , on aura X = C S C et 

I on trouvera aisément 

sin SCT = 7 sin CTS, (1) 
R 

sin X = 
sin b sin CST 

e t C o s C S T = ^ f I f 2 ) 
c o s a » ' sin CTS 

II. 4 
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L'angle C'ST étant donné par la dernière de ces for-

mules, si l'on nomme A la longitude héliocentrique 

de la Terre, on aura 

n . = A + C S T . (3) 

On déterminera, de cette manière, Ies latitudes et 

Ies longitudes héliocentriques de la comète pour Ies 

trois époques données; voyons comment 011 en con-

clura Ies angles Y et Y ' . Désignons par C0, C, C' Ies 

lieux respectifs de la comète correspondant aux trois 

observations, par C 0 , C, C Ies projections de ces 

points sur 1'écliptique, et considérons Ie triangle spbé-

rique forme par Ies deux lieux C, C0 et par Ie pôle de 

1'écliptique. On connait dans ce triangle Ies deux 

côtés de 1'angle au pôle qui sont Ies compléments des 

latitudes héliocentriques C0SC0 et CSC,, ainsi que 

Fangle compris qui a pour mesure l'arc C10C, décrit 

du centre du Soleil; 011 aura donc pour déterminer Ie 

côté opposé C 0 C , que nous désignerons par U, la 

formule 

cos U = cos [TI — N ° ) cos), cos X0 -+- sin X sin Xo; (ZJ) 

de mème, en supposant C C 0 = U', on aura 

cos U' = cos {ri — -T0) cos X0 cos X' -+- sin Xn sin X'. 

Les deux angles U et IJ' correspondant à ceux que 

nous avons nommés Y et V' et que nous avons obte-

nus par Ies formules directes du mouvement ellip-

tique, 011 aura, si Ies éléments employés sont exacts, 

V = I et V = L ' . 
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Mais, comme ces éléments ue sont quapprochés, ces 

équations n'auront pas Iieu rigoureusement, et pour 

quo Ies valeurs de Y et U, V et lí' puissent être égales, 

il faudra faire subir quelques corrections à ces élé-

ments. Soient O1V, <?V, à U et c?U' Ies variations cor-

respondantes dos angles V, V ' , U, U', on aura 

V + O1V : U + O1U, V + r} Y = U ' + & U'. 

Voici donc deux équations au moyen desquelles on 

pourra déterminer Ies corrections à faire à la distance 

périhélie et à 1'époque du passage de la comète par 

ce point, pour satisfaire aux observations données; il 

ne s'agit que de développer ces équations. 

1 9 . Pour cela, reprenons Ies formules du mouve-

ment parabolique 

Supposons que l'on fasse subir, à la distance périhélie 

1), et à Tinstant du passage par Ie périhélie, de très-

petiles variations que nous désignerons par la carac-

téristique c?, en différentiant logarithmiquement Ies 

formules précédentes, on trouvera 

Ie second membre de cette deroière formule de-

vanl (un I r») être multiplié par Ie nombre dont Ie Ioga-

(o) 

r 

u li I .. 
— + tang - v ov t 

l • 
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rithme est 8,235582 1, pour Ie convertir eu ares de 

cercle. 

On aura, par ces équations, Ies variations du rayon 

vecteur et de 1'anomalie correspondantes à celles epie 

subissent U et t. Il s'agit de déterminer maintenant 

Ies variations qu'éprouvent simultanément la latitude 

liéliocentrique X et la longitude héliocentrique u. En 

différentiant logarithmiquement 1'expression de sinX, 

trouvée plus Iiaut1 et en observant que Ies angles b et 

ClTS ne varient pas, 011 aura 

O1X = tangX cotCST.c? . (CST); 

en différentiant de même 1'équation (2) 011 trouve 

c ? . (SCT) = - tarigSCT . 

et par suite 

(SCT) = — (SCT) = tangSCT . 

on aura donc enfin 

J1X = tangX tangSCT cotCST ~ (a) 

La longitude n dépend de la formule 

cos CST 
C O S ISC = r- , 

COSA 

en différentiant logarithmiquement, 011 en tire 

S . (TSC ' ) = cotTSC ' [ tangCST o . ( C S T ) — tangX ÍX]; 

d'ailleurs â . ( T S C ) = oV, on aura donc enfin 

Sr = cot TSC ' ^tang CST tang SCT ~ — tang X <5X 

On déterminera par Ies formules (a) et [b) Ies varia-

tions de la latitude et de la longitude héliocentriques, 
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relatives aux époques des trois observations que l'on 

a ehóisies pour corriger 1'orbite. Maintenant si, pour 

facilitei- Ie calcul de 1'angle U, on suppose un angle 

auxiliaire A déterminé par 1'équation 

sin2 - A = cos2 - Í7: — TI0) cosX0 COSX, 
2 2 v ' 

ce qui donne, en différentiant, 

— — tang ~ A tangi (tt—tt") (Sn— STZ') + tangV <3X°+tangXòxj, 

on aura 

sin3 ~ U = c o s i (X + X 0 + A)cos i (X + X0 - A), 

et, par suite, 

l tangi(X+V+A)fJX + <JV+<ÍA) J 
S U= — i tang i U | 2 | (<•) 

2 2 / + tangi(X + X«— A)(^+5X»—JA). 

En substituant dans cette équation pour O1X, (J1X0 et 

O1A, leurs valeurs précédentes, on aura celle de c?U 

exprimée en fonction de d1 D et de<?2. On déterminera 

de la même manière cíV, en observant que l'on a 

<?V = oV — d e t que âv et sont donnés par la 

seconde des formules (o'). On aura donc entre Ies va» 

riations (?D et c?í deux équations de cette forme, 

O1U = TOCS1D + n â t , ) 

<ÍY = pèD+ qâf, I (6) 

d o u , en observant qiTon a c?U — âV = V — L1 , 
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on tire 

(«i—/>) J D + ( B - ^ ) J i = V - U . (e) 

On trouvera une équation semblableen combinant 

Ia première observation avec la troisième; on aura 

donc deux équations quine renfermeront dinconnues 

que Ies variations O1D et dt , et qui suffiront par 

conséquent pour Ies déterminer. Si Ie calcul était 

exact, on aurait ainsi immédiatement Ies valeurs de la 

distance périhélie et de 1'époque du passage qui sa-

tisfont Ie plus exactement possible aux trois observa-

tions données; mais comme on a négligé dans la for-

mation de 1'équation (e) Ies quantités du second ordre, 

il faudra, à 1'aide des éléments corrigés, recommencer 

Ies calculs précédents, et l'on déterminera ainsi Ies 

corrections de ces nouveaux éléments. Dans certains 

cas, on sera même obligé de répéter une troisième 

fois ces opérations; mais elles n ont rien d'embarras-

sant, et Ie calcul des premières corrections facilitera 

celui des suivantes. 

'20. Ouand 011 sera ainsi arrivé à une connaissance 

suífisammentexacte de la distance périhélie et du temps 

du passage, voici comment on déterminera avec Ie 

même degré de précision Ies autres éléments de Tor-

bite. On substituera dans Ies équations (a) et (b) pour 

ó t e t O1D leurs valeurs resultantes des dernières opé-

rations, et Ton en conclura Ies valeurs exactes de la 

longitude et de la latitude héliocentriques d e l a co-

mète pour Ies époques des observations données. 

Si Ton compare ensuite entre elles la première et la 
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tlernière, on aura pour déterminer Tinclinaison <p de 

1'orbite de la comète et la longitude a de son noeud 

sur Ie plan de Técliptique, Ies deux formules 

Sill (TT-TT0) . .. 
C O S f f l = - T - 5 ; — C 0 S À C O S / 0 , 

1 sin í v — v") 

sin [7T — a) = tang). cotçp. 

Dans ia première de ces formules, il faut avoir soin 

de prendre 1'angle v — V0 de mème signe que n — , 

parce queTinclinaison <pesttoujourssupposéemoindre 

que 90o. La seconde donnera pour Tangle n — a deux 

valeurs comprises entre o et 180o, et il en résultera 

par conséquent deux valeurs de a. Pour déterminer 

laquelle il faut choisir, 011 remarquera' que par la 

première observation 011 a pareillement 

sin (7:° — a) = tang).0 cot<p; 

011 prendra donc la moyenne entre Ies valeurs cor-

respondantes de a, et Ton saura, par ce qui a été dit 

Ii0 l i, si c'est au noeud ascendant ou au noeud des-

condant de 1'orbite que cette longitude se rapporte. 

Tje signe de n — n° indiquera, selou qu'il sera po-

siiif ou négatif, si Ie mouvement de la comète est di-

rect ou s'il est rétrograde. Enfin 011 aura Ie Iieu du 

périhélie sur 1'orbite par la formule (27) du 11o 1(>. 

2 í. La méthode que nous venons de donner pour 

corriger, par Ies formules différentielles, Ies éléments 

de 1'orbite qui résultent d'une première approxima-

tion, est très-exacte et très-súre, mais Ies calculs 

qu elle exige demandent quelque attention ; Ies astro-
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nomes emploient de préférence la suivante, qui a l'a-

vantage d'être pour ainsi dire mécanique, Ies mèmes 

calculs se reproduisant toujours pendant toute l'opé-

ratiou. Voiei en quoi elle consiste. On suppose connus 

à peu prés la distance périhélie et 1'instant du passage 

par ce point, et en partant de ces éléments et des 

observations, 011 détermine, comme on l'a vu plus 

haut, Ies différences d'anomalies de la première à la 

deuxième observation, et de la première a la troi-

sième. Soient U et U' ces deux angles; en Ies compa-

rant aux mèmes différences d'anoma!ies que donnent 

imniédiatement Ies deux éléments approchés et que 

nous désignons par V et V' , on aura 

U _ V = m, U' - V = m'. 

On fera varier d'une très-petite quantité la distance 

périhélie, et I on calculera Ies mèmes résultats dans 

cette seconde hypothèse. Soient n et ri ce que devien-

nent alors Ies quantités m et iri; enfin, en conservant 

la distance périhélie de la première hypothèse, on 

altérera un peu 1'instant du passage au périhélie, et 

l 'on calculera encore Ies angles U — V et U' — V'. 

Dans cette troisième hypothèse, désignons par p et p' 

ces angles, et soient u et t Ies nombres par lesquels il 

faudrait multiplier Ies deux variations supposées dans 

la distance périhélie et dans 1'instant du passage pour 

avoir Ies véritables, 011 aura Ies deux équations sui-

vantes : 
(m— n). u + (m — p).t z= Ui, I 

(/»'— ri). u + (iri— p').t= m'. i ^ 

(.>11 tirera de là Ies valeurs cle u et i, et l'on aura par 
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cònséquent Ies corrections de la distance périhélie et 

de I instant du passage de la comète en ce point. Si 

Ies valeurs qui en résulteront, n'étaient pas suffisam-

ment exactes, 011 recommencerait avec ces deux élé-

ments corriges Ies calculs précédents, et, après quel-

ques essais, on parviendrait à connaítre la vraie di-

stance périhélie et Tinstant du passage au périhélie 

qui répondent aux observations données. 

22. Si Ton voulait déterminer 1'orbite avec encore 

plus de précision, au Iieu cl employer dans Ie calcul 

des corrections de la distance périhélie et de Tinstant 

du passage trois observations seulement, on choisirait, 

parmi Ies observations de la comète, celles que Ton 

supposerait Ies plus exactes, et en Ies comparant deux 

à deux, on formerait 1111 système d'équations sem-

blables aux équations (d) ou aux équations (e). On 

combinerait ensuite ces équations de la manière la 

plus avantageuse pour en tirer Ies valeurs des quan-

tités qui doivent servir à la correction des éléments 

de la première approximation, et I on déterminerait 

ainsi 1'orbite cjui satisfait Ie plus exactement pos^ible 

à Tensemble des observations connues de la comète. 

11 peut arriver dans certains cas que, malgré Ies 

précautions que nous venons d'indiquer, 1'orbite cor-

rigée ne représente qu'assez imparfaitement encore 

Ies résultats de 1'observation ; c'est qu alors sansdoute 

Ie mouvement de la comète n'a pas Iieu dans une 

parabole, comme nous Tavons suppose, et que son 

orbite est elliptique ou hyperbolique. Cette dernière 

espèce d orbites intéresse peu TAstronomie. Quant 
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aux éléments de 1'orbite elliptique, 011 peut Ies déter-

miner par une méthode d'approximation semblable à 

celle du n ° 2 i , lorsqu'on a déterminé par Ies mé-

thodes précédentes la parabole qui représente á peu 

prés Ie mouvement de la comète. Pour cela, on clioi-

sitquatre observations exactes qui embrassent toule 

la partie visible de 1'orbite, et l'on calcide Ies angles 

Y et U relatifs à ces observations dans quatre hypo-

tlièses, d'abord en employant Ies éléments approcliés 

de 1'orbite parabolique, ensuite en faisant variei' la 

distance périhélie, troisièmement en changeant seule-

ment 1'instant du passage, et enfin en conservant la 

distance périhélie et 1'instant du passage de la pre-

mière hypothèse et en supposant une orbite elliptique 

très-allongée, en sorte que la différence i — e de son 

excentricité à Tnnite soit une très-petite fraction. Les 

formules du n° 2(5, livre II, serviront, dans ce cas, à 

déterminer Ie rayon vecteur r et Tanomalie v corres-

pondants à chaque observation. Cela posé, en 110111-

mant respectivement u, í, s Ies nombres par lesquels 

il faut multiplier Ies variations supposées dans la di-

stanee périhélie, dans Tinstant du passage, et la quan-

tité i — e, pour avoir leurs véritables valeurs, 011 

formera trois équations seinblables aux équations (r/), 

qui renfermeront chacune ces trois inconnues, et qui 

serviront à Ies déterminer. 

Nous ne faisons quindiquer ici cette méthode, 

parce que Ies résultats qu'elle donne laisseront tou-

jours beaucoup d'incertitude sur la durée de la révo-

Iution de la comète qui est surtout importante à con-

naitre, et que Ie seul moyen certain <le la déterminer 
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est d'attendre que l'ou ait observe un nouveau passage 

de cet astré à son périhélie. 

Pour faciliter 1'usage des méthodes que nous venons 

d'exposer, nousal lonsen faire 1'application à la comète 

de 1824, dont 1'apparition a été assez longue pour 

fournir un nombre d'observations suffisant à la dé-

termination exacte de son orbite. 

Détermination de 1'orbite de la comete de 1824. 

2 3 . Parnii lesobservationsconnuesdecettecomète, 

nous avons choisi Ies suivantes. Les époques sont 

évaluées en' temps moyen à Paris, compté de minuit. 

É p o q u e s . L o n g i t u d e s observées. L a t i t u d e s observées . 

Aout: 22',9ot53, a". 23o".3i'.33", b".57o.42'.22", 
2 8 , 8 7 9 7 2 , o.224 • 6.3o, i .5g.33.58. 

Scptem. 3,91004, n ' . 2 i 8 . 4-^4) b'.Ç>i . 4 20. 

Les lieux du Soleil correspondante aux mèmes époques 

et calculés par Ies Tables de Delambre, ont donné : 

Long. du 0 + 1 8 0 o Logar. R. 
A0. 329" 38 '37" , 0,0046329, 

A . 3 3 5 25 24 , 0 , 0 0 4 0 2 7 1 , 

A ' . 3 4 i i5 54 , 0 , 0 0 3 3 7 8 6 . 

On a conclu de là, pour 1'époque qui tient Ie milieu 

entre Ies trois observations, 

A, = 335° 26' 38", Iog R, = 0,0040129. 

Au moyen de ces valeurs 011 a formé Ics suivantes : 

A " — « " . . . 99" 7 ' 4 " , A , — . . . 104° 5 5 ' 5 " , 

A — a . . . 1 1 1 . 1 8 . 5 4 , A , — a . . . i t 1. 20. 9 , 

A ' — « ' . . 123. 1 t .20 , A . — « ' . . . 1 1 7 . 22. 5 . 
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Nous avons d'ailleurs ici $=5^,97819 et 6'=t>j,o3o32, 

et, par suite, 0 + 5 ' = i 2 j , o o 8 5 i ; en ajoutant aux 

logarithmes de ces quantités, Ie logarithme constant 

8,23558a 1, 011 forme Ies suivantes : 

i o S 9 = 9> O I 2 I 5i9> I o g S ' = 9,0159224, 

log(Ô + Ô') = 9 , 3 i 5 o 7 i 3 , 

d ou Fon conclut 

O -f- Bf ô -}- Qr 

]°g — 3 — = 0,3029194, Iog -QT- = 0,2991489. 

Cela posé, cet exemple ne tombant pas dans Ie cas 

d'exception n° 1 1 , nous emploierons Ies formules du 

n° 1 0 , dont Ies dénominateurs sont suffisamment 

grands, et qui sont alors Ies plus simples. Pour Ies 

réduireen nombres, nous commencerons parcalculer, 

au moyen des formules (7), Ies valeurs des trois quan-

tités C0, C, C', 011 aura d'abord : 

sin ( A , — a ) . . . 9 , 9 6 9 1 6 5 2 

t a n g i ' 0 , 2 5 7 5 4 0 1 

0,2267053 
N o m b r e s + 1 , 6 8 5 4 1 o 

— 1 , 5 1 1 6 3 o 

C 0 = -+- 0 , 1 7 3 7 8 0 

sin ( A , — a ' ) . . . 9 , 9 4 8 4 4 7 0 

t a n g i 0 , 2 3 0 9 9 8 2 

° , '7944 5 2 

— 1 , 5 1 i 6 3 o 

On trouverait de la même manière 

C = o , 1 7 1 0 0 1 , C' = o , 3 4 3 3 t 3 . 

Les formules (12), en vertu de ces valeurs, de-
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•viennent 

f = ^ 7 P [ 9 , 7 0 4 3 0 9 5 ], p' = [ 9 , 6 9 7 3 o 8 3 ]. 

Dans Ies premiers essais il suffira de supposer 

u" _ 0 -+ 0' u" _ 0 + 0' _ 

V ~ e' ' 5 ' 

ce qui donne 

Pn = o [ o , o o 3 4 5 8 4 ] , p ' = p [ 0 , 0 0 0 2 2 7 7 ] . 

IMais Ies valeurs qu'on tirera des équations ainsi sim-

plifiées, ne peuvent ètre considérées que comme une 

approximation très-imparfaite, propre tout au plus à 

guider Ie calculateur dans Ies premières hypothèses. 

Il est donc inutile de nous y arrèter ici et nous passe-

rons tout de suite au second degré d'approximation 

en supposant, n° 10, 

u" _ o + o' r _6(2e '+0)" i 
T7 — o' I1 CSri J' 

u" _ 0 + 0' V 0'(2 0 + 0')~| 
"u" — — 0 l (JT3 T 

En réduisant ces formules en nombres d'après Ies va-

leurs précédentes de 0 et 6', on trouve 

~r = [0,2991489] — 1 [8,0249400], 

v" 1 

- - = — [ 0 , 3 0 2 9 1 9 4 ] - I - - [ 8 , o 3 l 2 2 4 l ] . 

On aura donc, pour calculei' p° et p' par Ie moyen 
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de p et de r, Ies formules suivaiites : 

Po = P [o, 0034584) — £ [ 7,7292495}, 

p' — P [ 0 , 0 0 0 2 2 7 7 ] — [ 7 , 7 2 8 5 3 2 4 ] . 

Ces formules eontenaut Fincounue r, on fera une pre-

mière hypothèse sur la valeur de p et I on calculera r 

par 1'équation suivante: 

r7= 1,0187185 — p [9,8655557 ] + p'[o,5907660]. 

Connaissant ainsi p et r, Ies formules précédentes 

donneront Ies valeurs de p° et de p', et l'on calculera 

ensuite r°, / ', V et c par Ies équations 

^= 1,02156451 —p° [9,5957259]+ p" [0,5444910], \ 

r'2 = 1 , 0 1 5 6 8 0 7 0 — p ' [ 0 , 0 4 2 7 0 1 3 ] + p'2 [o,63o8356], i 

V = = O , 9 9 7 7 5 1 0 — p" [ 9 , 5 5 2 4 9 9 7 ] + p ° p ' [ o , 5 8 4 2 6 1 7 ] > (M) 

— p ' [ 9 , 5 7 0 0 5 8 2 ] , l 

c ' = f » + r ' ' - 5 . V . I 

Enfin, pour vérifier 1'hypothèseet en reconnaitre Ier-

reur, on aura 1 équation du temps (22) qui, en suhsti-

tuant pour Q et 5' leurs valeurs, donne 

£ — 
1,2394317 = (/•"+ r + f !2 — (r° + r ' — c ) \ (N) 

Supposons, qu'après quelques essais, 011 soit arrivé 

à la valeur suivante p = 0,41293159, ce qui donne 

r - = !,3802G597 c t / '=1 ,17/(8470, 
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on on déduit ensuite : 

<T3 

,<>•>=[9,6179081] 
/«=1,49165730 =[0,1736691] 

r" = 1,22133400 
/=1,13404775 

p' = [9,6146697] 
7Jl = i,4gi6573o...[o, i 113699] 

r" = 1,28606570 

2,7777230 
2 V = 2 , 7 0 5 1 7 7 0 

^ + / = 2,35538175 a*=4,2523i58 

C = 0 , 2 6 9 3 4 3 5 6 l) j = 3 , 0 1 2 8 9 0 0 

c" = o,0725460 =[8,86o6i35] 

[9,4303067] 

a = 2,62472531 
b =2,08603819 

— 1,2394^58 
+ i,23g4317 

+ o , ooooo5g 

Soit pour nouvelle hypothèse p = 0,41293464 = [9 ,6158813] , 

ce qui donnera 

r 2 = 1,3802734 e t /"=[0,0699824] , 

011 en déduit Ies résultats suivants : 

p» = [9,6179113] 
7° = 1,4916653 = [o, 1736715] 

r 1 = i , 2 2 l 3 3 7 3 o 

T j Z=Z i , i 3 4 0 5 0 7 7 

2 
H 7 ' = 2 ,35538807 a = 4 , 2 5 2 3 4 o o 

c = 0,26934570 L2 =3,0129000 

i,23g44°o 

/=[9,6146729] 
" ^ = 1,4916653 

r'-== 1,2860732 = [0,1092658] 

2,7777385 
2 V = 2 , 7 0 5 1 9 1 4 

C1 = 0,0725471 =[8,8606201] 

c . . . [ g , 4 3 o 3 i o i ] 

a = 2 , 6 2473377 

b = 2,08604237 + i,23g43i7 

— O , 0 0 0 0 0 8 3 

Leserreurs qui résultent des deux hvpothé,ses pré-
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cedentes, étant de signes contraíres, d s'ensuit que si 

l'on fait n = g qu'011 designe par A et B Ies 

A aleurs de p dans la première et dans la deuxième 

hypothèse, la vraie valeur de cette quantité sera 

exprimée par A + « ( B — A ) . On trouvera ainsi 

p = 0,41293286, et 1'on en déduira la solution sui-

vante : 

P0 = 0,4148674, / ° = 1,2213356, C = 0,2693447, 

r = .,.748484, 

p' = 0,4117855, /-'=1,1340500. 

On pourrait, dans Ies cas ordinaires, s'arrèter à 

cette seconde approximation oú nous avons tenu 

compte des termesdu second ordre, et Ies valeurs des 

éléments paraboliques qu'on en conclurait seraient 

assez exactes pour tous Ies usages qu'011 en voudrait 

faire; mais pour obtenir Ie dernier degré de précision 

auquel la méthode puisse atteindre, il faut, dans Ies 

formules (12), 11o 1 0 , avoir égard aux termes du troi-

sième ordre qui ajoutent aux valeurs des quantités 

v" u" , 
et-T Ies termes suivants: 

U U 

9 H - 9' 
(9'" H- 99' - 92) 

99'- 52) 

i 
6 7 

6 ( r ' r y 

i i 

7 1 ~~ 67» 

En substituam pour / r, r' leurs valeurs données 

par !'approximation precedente et pour 9 et 9' celles 
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qui résultent des observations, Ies deux termes pré-

cédents deviennent 

+ O,OOOO3O493 et + o , o o o o 3 o 8 6 5 . 

En ajoutant respectivement ces deux quantités aux 

valeurs de — et de ~ données précédemment, 011 
u u ' r ' 

aura 

= 2 , 0 0 8 7 5 0 4 9 — [ 8 , o 3 1 2241] , 

7 = 1,99138686 ~ [8,0249400]. 

On peut dailleurs calculer directement Ies deux quan-
u " u " 

tités — et 7̂- au moyen des formules (15), n° 1 0 . 

Les valeurs précédentes, substituées dans Ies for-

mules (12), donnent 

P0 — p [ o , o o 3 4 6 3 4 ] — ^ [ 7 , 7 2 9 2 4 9 5 ] , 

p' = p [ o , 0002333] — ^ [ 7 , 7 2 8 5 3 2 4 ] . 

Ces deux équations, jointes aux cinq formules (M) 

et (N),fournissent toutes Ies données nécessaires pour 

déterminer 1'orbite parabolique avec Ie dernier degré 

d'exactitude dont Ie problème est susceptible. 

En satisfaisant à ces équations par des hypothèses 

arbitraires sur la valeur de p, comme nous l'avons fait 

précédemment, on trouve, après quelques essais, la 

solution suivante : 

p« = 0 , 4 1486834, r° z= 1 , 2 2 1 3 3 6 2 , 

r' = j, 134o5o5, 

P ' = O ,41178639, c =0,269344°-

11. 5 
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Pour deduire de ces valeurs Ies éléments de !'orbite 

parabolique, on a formé d'abord Ies quantités p, c/, 

p — r0, p — r' et leurs logarithmes, et I on a trouvé 

P = !(/•»+ r' + c) = i,3ia36535 = [ 0 , 1 1 8 0 5 4 7 ] , 

(] = ~(r" -+- r' — c ) = I ,o43o2i35 = [ 0 , 0 1 8 2 9 3 2 ] , 

p — r ' = o, I 7 8 3 r 4 8 5 = [ 9 , 2 5 i 1 8 7 6 ] , 

p — /•" = 0 , 0 9 1 0 2 9 1 5 = [ 8 , 9 5 g i 8 o 5 ] . 

On a calculé ensuite, au moyen des formules (25) 

et (26), la distance périhélie D et 1'anonialie t>° de la 

manière suivante : 

/> — r'... 9,2511876 p — r".. .8,9591805 c...9,4303074 

\'p.. .0,0590274 • .0,0091465 s/r'.. .0,0434176 

A . . 9 , 3 1 0 2 1 5 0 R . . . 8 , 9 6 8 3 2 7 0 C^r0...9,4737250 

A — B . . . 9 , 0 4 6 5 2 7 7 

c . .9,4737250 

sin . . 9 , 5 7 2 8 0 2 7 . . 2 i ° 5 7 ' 3 2 " , 

cos i c"... 9,967 2916 

' 0,/-00 P a r l a f o r r a u l e d i r e c t e l r . 
c o s 2 - < ' " . . . 9 , 9 3 4 5 8 3 2 , . } D = [ o , 0 2 1 4 1 7 5 ] . 

2 T (23), on a o b t e n u ) 

/•"...0,0868353 

l o g D . . . 0 , 0 2 1 4 1 8 5 

Le temps employe à parcourir 1'anomalie P0 se cal-

culera par la formule (27) 

t = (sD3)* ( t a n g i ^o + • t a n g 3 1 ^ [1,7644179], 

Ie nombre dont Ie logarithme est 1,7644179, coniplé-
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nientde 8,-2355821, étant (11o 1 5 ) celui par lequel 

011 doit multiplier la valeur du temps t, exprime en 

ares du moyen mouvement solaire, pour Ie convertir 

en jours moyens. Substituant pour D et V0 leurs va-

leurs, on trouve 
l 

( 2 D 3 ) 2 . . . 0 , 1826427 

t a n g i c°. . . g , 6 o 5 5 i i4 

1 , 7 6 4 4 1 7 9 

1 , 5 5 2 5 7 2 0 . . . 3 5 ' ,69209 

.8,733goi5 

0,2864735... 1,93407 

T. . . 37, 62616 

Ce temps, ajouté à 1'époque de la première obser-

vation, puisque la comète s'avance vers son périhélie, 

c'est-à-dire au 22,90153 aout, donne, pour 1'instant 

du passage au périhélie, Ie 29,52769 septembre. 

Le calcul des longitudes et des latitudes héliocen-

triques a donné ensuite : 

tang2 - v°. 
3 2 

p».. . 9 , 6 1 7 9 1 0 3 

I :r«.. . 9 , 9 1 3 1 6 4 7 

tang b". . . 0 , 1 9 9 2 6 6 1 

sin V. . .9,7^03411 
cos).0. . . 9 , 9 2 5 9 7 8 2 

tang).0. . .9,8043629 
cot)0. . . 9 , 8 0 0 7 3 3 9 

sin (A° a"). . -9,9944776 

sin (A0-Tr0 )...9,5995744 
A0 — t t 0 . . . 23° 26 ' 8" 

A0.. .329.38.37 

71°.. .3o6°i2'29" 

p ' . . . 9 , 6 1 4 6 7 2 0 

1: r'. . . 9 , 9 4 5 3 6 7 5 

tang b'. . .0,2575401 

sin Y . . . 9 , 8 1 7 5 7 9 6 

c o s V . . .9,8772979 

tang).'.. 9 , 9 4 0 2 8 1 7 

cot V...9,7424599 
sin (A' — a ) . .. 9,9226583 

sin ( A ' — ri). . . 9 , 6 0 5 3 9 9 9 

A'—ri... 23°46 '" i7" 

A ' . . . 3 4 i . i 5 . 5 4 

ri.. 3i7°29'37" 
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La longitude a du noeud ascendant se calcule en-

suite par la formule (29); on a ainsi : 

tang X 0 . . . 9 , 8 0 4 3 6 2 9 tang X ' . . . 9 , 9 4 0 2 8 1 7 

s in7t ' . . . 9 , 8 2 9 7 3 6 3 s in 7t°. . . 9 , 9 0 6 8 0 7 4 

9 , 6 3 4 0 9 9 2 9 , 8 4 7 0 8 9 1 

+ 0,70321665 
— o,43o625oo 

+ 0 , 2 7 2 5 9 1 6 5 

tangX". . . 9 , 8 0 4 3 6 2 9 t a n g X ' . . . 9 , 9 4 0 2 8 1 7 

COS 7r' . . . 9 , 8 6 7 5 8 6 5 COS 7T° • , . 9 , 7 7 1 3 8 1 0 

9 > 6 7 * 9 4 9 4 9 , 7 1 1 6 6 2 7 

— 0 , 5 1 4 8 2 8 6 0 

+ O,46984000 

— O,04498860 
9,4355126 
8,653i025 

t anga , . . 0 , 7 8 2 4 1 0 1 a , . .279" 22' 18" 

L'inclinaison cp se déduit de la double équation (28), 

n° 1 4 , 

t a n c a = t a n g V = t a p S v 
sin(TT0 — a) sin (7:' — a) 

On a ainsi : 

7 Z 0 - C C = 2 6 o 5 o ' 1 1 " — a = 3 8 ° 7 ' 1 9 " 

tang X 0 . . . 9 , 8 0 4 3 6 2 9 ou bien tang X ' . . . 9 , 9402817 

s i n ( i r ° — a ) . . . g , 6546o42 s in(w ' — a) . . 9 , 7 9 0 5 2 2 5 

tang ij. . . o, 1497587 táng <p... o, 1 4 9 7 5 9 2 

v = 5 4 ° 4 I ' i 9 " 

Enfin la distance rj de la comète à son noeud ascen-

dant, à 1'instant de la première observation, se calcule 

par la formule (3o) cos>? = cosX0 cos(71o — a) ; d'oti 
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il résulte: 
c o s V . . . 9 , 9 2 5 9 7 8 ? . 

cos(7c0 — a ) . . . 9 , g 5 o 5 1 o5 

c o s » . . . 9 , 8 7 6 4 8 8 7 

Ce qui clonne vj = 1 I '43", et l'on aura, par con-

séquent, pour Ie Iieu du périhélie sur 1'orbite, 

n 4- a + C0 = 4o 2 9 ' 5 " . 

En.rassemblant ces différents résultats on aura, pour 

Ies éléments paraboliques de la comète, 

Passage au périhélie Septembre 2 9 ^ 5 2 7 6 9 

Distance périhélie 1 , o 5 o 5 5 4 3 

Iiieu du noeud ascendant 2 7 9 ° 2 2 ' 18" 

Inclinaison 54- 4 1 • 1 9 

Lieu du périhélie 4 - 2 9 - 5 

Sens du mouvement direet. 

2 4 . Ces éléments doivent satisfaire exactement aux 

ileux observations extremes et représenter à quelques 

secondes piiès 1'observation moyenne; c'est ce que 

nous allons vérifier en calculant, avec Ies éléments 

précédents, Ies lieux des 22 et 28 aout, et du 3 sep-

tembre. 

C'est ici Ie probléme inverse de celui que nous 

avons résolu n° 18. Etant données la latitude et la lon-

gitude héliocentriques de la comète, que I on déduit 

aisément des éléments de son orbite, il s'agit d'en 

conclure la latitude et la longitude géocentriques cor-

respondantesàla même époque. Pour diriger Ie calcul, 

nous supposerons que l'on a sous Ies yeux la figure 

que nous avons indiquée 11" 18, el nous considére-
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rons de nouveau la pyramide triangulaire STCC' for-

mée par Ies droites qui joignent Ies lieux du Soleil et 

de la Terre avec ceux de la comète et de sa projec-

tion sur l'écliptique, à 1'instant de 1'observation 

moyenne. Nous désignerons de plus par N Ie Iieu du 

noeud ascendant de la comète sur Ie plan de 1'éclipti-

que, et nous ferons, pour abréger, 

T = lieu du périh. — noeud, et K = C S N = ^ - T , 

en nommant comme précédemment v 1'anomalie vraie 

correspondante à 1'époque donnée. 

Cela posé, en désignant comme précédemment 

par a la longitude du noeud ascendant et par n la 

longitude héliocentrique de la comète, 011 aura d'a-

bord 
tang (a — Tt) = cosç tangK. 

On conclura de là 1'angle a — Tt et, en Ie retran-

chant de la longitude a du noeud ascendant, on aura 

la longitude héliocentrique n de la comète. En re-

tranchant cet angle de la longitude de *ia Terre au 

mème instant, on aura 1'angle au Soleil T S C que, pour 

abréger, nous nommerons S. 

La latitude héliocentrique CSC', que nous avons clé-

signée par X, se calcule par la formule 

sin X = sin ÍP s inK. i 

Connaissant la longitude et la latitude héliocen-

triques Tt et X, pour en conclure la longitude et la la-

titude géocentriques a et considérons Ie triangle 

rectiligne CSC'; on a d'abord 

SC = rcosX, CC = / sinX, 
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et si du point C on abaisse une perpendiculaire C'I 

sur la ligue ST qui joint Ies centres de la Terre et du 

Soleil, on a ensuite 

SI = SC cosS, CI = SC' sin S. 

La première valeur fait connaitre celle de 

T I = S T - S I = S T ( i ~ § f ) ' 

Sl 
ou bien, en observant que ST = R et faisant — = a, 

TI = R (1 — tf); 

et en nommant T 1'angle à la Terre STC', on en conclut 

t a n g i = —• 

En ajoutant à 1'angle T, calcule par cette formule, la 

longitude du Soleil A — J 80o, 011 aura pour la longi-

tude géocentrique a de la comète, 

a = A — ( 1 8 0 o — T ) . 

Quant à la latitude géocentrique b, on la calculera 

aisément par la formule 
CC' 

tang b = ãT' 

lorsque 1'angle T sera déterminé; en effet, 011 aura, 

par ce qui précède, 

CC' = r sin X, TI = C'T cos T; 

d ou l'on conclura 
, r sin X c o s T 

tang b = f i — , 

équation dont Ie second membre ne renferme que 

des quantités eonnues. 
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Calcul du Iieu du 22 aoíit. 

É p o q u e d o n n é e . . A o ú t . . . 2 2 ' , 9 o i 5 3 t... 1 , 5 7 5 4 9 0 0 v\. 

Passage a u pér ih . S e p t . . . 2 9 , 5 2 7 6 9 D 2 . . 0 , 0 8 2 1 2 8 0 r . . 

43° 5 5 ' 4 " 

85. 6.47 

P é r i h . — N o e u d . . . . r 

r — c arg. de la la t . . K 

3 7 , 6 2 6 1 6 T . . . 1 , 5 4 3 3 6 2 o K = 4 i " n ' 4 3 " 

T . . . 3 4 ^ 3 1 5 

COS j- Vo. . . . • 9 > 9 6 7 2 9 i 6 

COS5 j v". . . 9 , 9 3 4 5 8 3 2 

D . 0 , 0 2 1 4 1 8 7 

. 0 , o 8 6 8 3 5 5 

cos V • 9 > 9 2 5 9 7 g l 

SC' . 0 , 0 j 2 8 i 3 6 

cos S . 9 , 9 6 2 6 0 9 8 

SI • 9>9754234 
R . 0 , 0 0 4 6 3 2 9 

9 , 9 7 0 7 9 0 5 

N o m b • 0 , 9 3 4 9 5 4 4 2 
a D ,O65O4558 

r . o , o 8 6 8 3 5 5 

sin V 9 , 7 3 0 3 4 2 0 

cos T • 9 , 1 9 9 9 3 8 2 

9 , 0 1 7 1 1 5 7 

TI 8 , 8 1 7 8 5 0 7 

tang b0 . 0 , 1 9 9 2 6 5 0 

b' . 5 7 0 4 a ' 22" 

lat. o b s e r . . . 5 7 . 4 2 . 2 2 

Dif fcrçnce. . 0 0 0 

• 9 > 7 6 i 9 4 2 7 

• 9 » 9 4 2 ' 5 H 

sin/.0. 9 , 7 3 0 3 4 2 0 tang(ir0 — a). 9 , 7 0 4 0 9 3 8 

s i n K . 9 , 8 1 8 6 3 9 8 tang K . 

R . 

a. . 

0,0046329 
8 , 8 1 3 2 1 7 8 

T I . . . 8 , 8 1 7 8 5 0 7 

V = 

A0 = 

S C ' . . 

sin S. 

C'I. 

T I . 

t a n g T . . . . 

1 8 0 o — T . . . 

A» 

Iong o b s . . . . 

Différence. . 

26°5O'I 1" 
2 7 9 . 2 2 . 1 8 

3 o 6 ° I 2 ' 2 9 " 

329.38.37 

23°26' 8" 

o , o i 2 8 1 3 6 
9,5995745 

9 , 6 1 2 3 8 8 1 

8 , 8 1 7 8 5 0 7 

O>79Í53:4 

99 o 7 ' 4 " 
3 2 9 . 3 8 . 3 7 

23O"3I'33" 
23O.3I .33 

0 0 0 
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Calcul du Iieu du 28 aout. 

Époque donnée.. Aov i t . . . 28^87972 t... 1 , 5oo3457 v. 
3 

Passage au pér ih. S e p t . . . 2 9 , 5 2 7 6 9 D 2 . 0 , 0 3 2 1 2 8 0 T . . 

37o57 '37" 

8 5 . 6.47 

31,64797 T.. 1,4682177 K = 4 7 ° 9 ' i o " 

COS - V . , 
2 

g,9757219 

COS1 - V. . . 
2 • 9 , 9 5 i 4438 

D 

.. 0,0699749 
c o s \ 

S C ' • • 9 > 9 7 3 7 6 o 7 
cosS .. 9,9603194 

S I .. 9,9340801 
R 

9,93OO53O 

N o m b . . . . 

• 0 , 0 6 9 9 7 4 9 
sin \ •• 9 > 7 7 6 9 o 6 7 
cos T 

9 , 4 0 7 4 6 6 5 

TI .. 9,1765074 

tang b . ... 

b . . . 5 9 o 3 3 ' 5 o " 

lat. obs,. 59. 33. 5 8 

Erreur . . . — 8" 

T . . 29 ) ,39122 

R. .. 0,0040271 
a. . .. 9,1724803 

T I . . . 9 , 1 7 6 5 0 7 4 

cos 9 9,7619427 

tang K 0 , 0 3 2 6 6 6 3 

tang ( - — « ) • 9 , 7 9 4 6 o 9 o 

7r — a. . . .. . 3 I ° 5 5 ' 4 9 " 

279.22.18 

3 i i ° i 8 ' 7 " 

A 3 3 5 . 2 5 . 2 4 

S 24- 7'.7" 

S C ' 9,9737607 
9 , 6 1 1 3 7 4 0 

C I 9 , 5 8 5 i 3 4 7 

T I 9,1765074 

tangT. . . . 0,4086273 

18o°— T. . . 1 1 1 9 ' 1 0 " 

3 3 5 . 2 5 . 2 4 

224° 6 ' 1 4 " 

long. obser. 224. 6 . 3 o 

Erreur — 16" 



74 THÉORIE ANALYTIQUE 

Calcul du Iieu du 3 septembre. 

É p o q u e d o n n é e . . S e p t . . ^ , 9 1 0 0 4 t 1 , 4 0 8 5 3 9 3 v... Z i 0 1 

Passage au pér ih . S e p t . . 2 9 , 5 2 7 6 9 D 2 . . 0,0321280 r . . . 85. 6 . 4 7 

2 5 , 6 1 7 6 5 T . . . 1 , 3 7 6 4 1 1 3 K . . . 53° 3 7 ' 3 o " 

COS^ <>'... 9,9833933 

T= 23^790921 
T 

9 , 9 6 6 7 8 6 6 sin ij). 9 , 9 1 1 7 0 2 2 cos 9 . . . . 

0 , 0 2 1 4 1 8 7 s i n K . 9 , 9 0 5 8 7 8 2 tang K . . , 

c o s 2 - V . . 
2 

D 

r o , o 5 4 6 3 2 i s i n V . 9 , 8 1 7 5 8 0 4 tang (tt' — o' 

c o s V 9 , 8 7 7 2 9 7 9 
R . . . 0,0033786 r.'—<f 

SC 9,9319300 a . . . . 9 ,3495981 <f 

c o s S 9 > 9 6 l 4 9 7 6 

SI 9 , 8 9 3 4 2 7 6 

R . . . 0 , 0 0 3 3 7 8 6 

9 , 8 9 0 0 4 9 0 

N o m b 0 , 7 7 6 3 3 5 0 

a o , 2 2 3 6 6 5 o 

Jj o,o54632i 
sin Y 9,8175804 

cos T 9 , 7 3 8 3 o 5 5 

9 , 6 i o 5 i 8 o 
TI 9*3529767 

T I . . . 9 , 3 5 2 9 7 6 7 Tt'. 

t a n g i ' O , 2 5 7 5 4 I 3 

b' 61o 4' 20" 
L a t . o b s . . . . 61. 4 . 20 
D i f f é r e n c e . . . 0 0 0 

A ' . 

S . . 

SC ' . . 

s inS . 

C l . 
T I . 

9 , 7 6 1 9 4 2 7 

o,1327740 

9 , 8 9 4 7 1 6 7 

38° 7'19" 
279.22.18 

3i7°29'37" 
3 4 i . I 5 . 5 4 

23°46'i7" 

9 , 9 3 1 9 2 8 4 

9 , 6 o 5 4 o o 3 

9,5373287 
9 , 3 5 2 9 7 6 7 

t a n g T o , i 8 4 3 5 2 o 

1 8 0 o — T . . . 

A' 

long. o b s . . . 

Di f férence . . 

i23°i i'20" 
3 4 i . i 5 . 5 4 

218o 4 '34" 

218. 4.34 

0 0 0 
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Ainsi Ics éléments trouvés satisfont exaetement aux 

deux observations extrêmes et représentent Tobserva-

tion moyenne avec une erreur de jtí" sur la longitude 

et de 8" sur la latitude. Ces erreurs n'excèdent pas 

Ies limites de celles qu'011 doit attendre des méthodes 

Ies plus précises imaginées pour la détermination de 

1'orbite d'une comète d'après trois observations. La 

méthode dont nous venons de faire Tapplication à la 

comète de 1824, résout donc la question d'une 111a-

nière très-satisfaisante. 

Bectification des éléments de 1'orbite de la comète 

de 1824. 

2 5 . Nous nous proposons maintenant d'appliquer 

à la comète de 1824 la méthode que nous avons 

donnée pour arriver à une connaissance exacte des 

éléments de Torbite d'une comète, lorsque Ton connait 

à peu prés la distance périhélie et Ie temps du pas-

sage au périhélie. 

Nous avons choisi, pour corriger ces deux éléments, 

Ies trois observations suivantes : 

Époques. Longitudes observées. Latitudes observeis . 

A o u t . . . . £ 9 2 7 5 2 5 í ° 3 2 ' 2 8 " 4 8 " 7 ' 3 o " , 

22,9514 n.23o.34.49 i.57.44-23, 
S e p t e m b r e 3 , 9 1 0 0 « ' . 2 1 8 . 4 - 3 4 b ' . 4 - 2 0 . 

Les lieux du Soleil, correspondant aux mèmes 

époques et calcules par Ies Tables de Delambre, don-

nent 
Longitude O- log. R . 

1 3 2 ° 2 1 ' 5 8 " 0 , 0 0 6 0 6 7 8 

i 4 9 • 4 1 • o , 0 0 4 6 2 8 4 
i 6 i . i 5 . 5 4 0 , 0 0 3 3 7 8 6 . 
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Supposons que, par Ies premiers essais, on ait trouvé 

pour la distance périhélie i ,o45g8 et pour 1'époque 

du passage Ie 2856?1,3153; calculons avec ces éléments 

approchés Ies angles U, V, U' et Y' par la méthode 

exposée n° 18. Voici Ie détail de ce calcul: 

P a s . p é r . s e p t . 2 8 , 3 1 5 3 t . . . . 1 , 7 3 5 5 o i 5 = 5 8 ° 2 9 ' 2 2 " 

E p . d o n . a o u t . 4 > 9 2 7 5 D ' . . 0 , 0 2 9 2 8 5 1 0 0 5 ^ ^ . 9 , 9 4 0 7 8 5 8 

t = 5 4 j , 3 8 7 8 T . 

T 

D . . 0 , 0 1 9 5 2 3 4 

COS2 Y <'°. • 9 , 8 8 1 5 7 1 6 

. 0 , 1 3 7 9 5 1 8 

cos C ' T S . . 9 , 7 0 1 2 5 9 5 

cos 6°. . 9 , 8 2 4 4 5 6 3 

cos C T S . . 9 , 5 2 5 7 i 5 8 

sin C T S . . 9 , 9 7 4 0 6 6 9 

R 0 . . 0 , 0 0 6 0 6 7 8 

1 : r°. . 9 , 8 6 2 0 4 8 2 

sin S C T . . 9 , 8 4 2 1 8 2 9 

sin C S T . . 9 , 6 4 7 1 4 1 8 

sin b°.. 9 , 8 7 1 9 2 4 7 

sin C T S . . 0 , 0 2 5 9 3 3 1 

s i n X o . . 9 > 5 4 4 9 9 9 6 

cos C S T . . 9 , 9 5 2 3 8 0 2 

cos Xo . . 9 , 9 7 1 4 9 3 1 

c o s C S T . . 9 , 9 8 0 8 8 7 i 

l o n g . 0 . 1 3 2 ° 2 1 ' 5 8 " 

long . c o m è t . 2 5 2 . 3 2 . 2 8 

c l o n g . C ' T S : 120 o 1 0 ' 3 o " 

C T S . 109° 3 6 ' 1 4 " 

S C T . 4 4 . 3 . 9 

153" 39' 23" 
C S T . 2 6 o 2 0 ' 3 7 " 

lat . hé l io . X o . . . 20 o 3 2 ' o" 

c o i m n u t . C S T . i 6 ° 5 2 ' 2 7 " 

long . d e I a T e r r . 3 1 2 . 2 1 . 5 8 

l o n g . hél . 7t°. 2 9 5 ^ 9 ' 3 i " 

Nous venons de déterminer, par ce calcul, l'ano-

malie, la longitude et la latitude héliocentriques de 
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la comète relatives à 1'instant de 1'observation du 

4 aout; en répétant Ies mèmes opérations, par rap-

port aux époques du 11 aout et du 3 soptembre, 011 

parviendra aux résultats suivants : 

Vo=. 58° 2 9 ' 2 2 " 

ip0= 295.29.31 

Xo = 20.32.00 

V = 4 2 ° 5 5 ' 5 1 " 

tp = 3 o 6 . 5 9 . 8 

X = 3 1 . 4 6 . 2 0 

v'= 3o" 1 8 ' 4 5 " 

f ' = 3 i 8 . i a . 19 

V = 4° • 15. 4o 

Ces valeurs donneront, en comparant Ies deux 

dernières observations à celle du 4 aoút, 

t P - V = 1 5 ° 3 3 ' 3 i " 

Vo — v' = 2 8 . 1 0 . 3 7 

<f — <p° = 1 1 - 2 9 ' 3 7 " 

<p'— íp° = 2 2 . 4 2 . 4 8 

et, au moyen de la formule (4), n° 1 8 , on en conclura 

cos(<p — f ° ) . . . 9 , 9 9 1 2 0 2 6 

c o s a " . . . 9 , 9 7 1 4 9 3 1 

c o s x . . . . 9 , 9 2 9 4 9 4 6 

9 , 8 9 2 1 9 0 3 

nomb. -J- 0 , 7 8 0 1 7 2 

On aura donc 

u . . . 15° 14' 4" 
V . . . i5* 33 . 3 i 

V - U . . . 1 9 2 7 

On trouverait de même 

U ' . . . 27038' 22" 

V ' . . . 28. 1 0 . 3 7 

v ' _ u ' . . . 32'15" 

sin X-.. . 9,5449996 

sin X.. . . 9,7214347 

9,2664343 
-+- 0,184686 

-+- 0 , 7 8 0 1 7 2 

cos U + 0 , g 6 4 8 5 8 

loS- 9'9844634 

. 6 7 " 

iri. . . + 1935" 
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2tí. Supposons maintenant que l'on fasse varier 

d'une petite quantité la distance périhélie et 1'instant 

du passage, et déterminons Ies variations correspon-

dantes des angles U, V, U', Y ' . Les calculs qui ont 

servi à former ces angles, fourniront toutes Ies don-

nées nécessaires à cette nouvelle recherche. On aura 

d'abord, par la seconde des formules (o'), 11o 1 9 , 

J P 0 = (2719") J i - ( 2 I2o55") J D , 

J v = (3519") Ji - (183485") J D , 

o V = ( 4 O 7 I " ) O V - ( 1 4 2 4 9 1 " ) J D , 

et par la première des mèmes formules, en conver-

tissant tous Ies termes en secondes, 

^ = ( , 5 2 2 " ) J i + ( 7 8 4 6 7 " ) J D , 

— = (1382") dt + (i25o5o") JD, 

y = (1 io3") dt + (i586oi") JD. 

La formule (a) donnera ensuite 

JX 0 = ( 0 , 7 3 , 7 8 ) ^ , 

JX = (1,18286)^.', 

J X ' = ( 1 , 4 4 3 5 9 ) ^ , 
et parla formule (/;), 011 aura 

J n 0 = - ( 0 , 6 7 5 7 7 ) 

d n = — ( i , i o 5 6 8 ) ^ , 

Jn' = — ( 1 , 2 4 6 1 2 ) — 
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Par la formule (g), 011 formera Ies variations des 

angles auxiliaires A et A'; on trouvera auisi 

JA = - ( O , 6 5 9 8 4 ) ^ - ( i , I 9 8 4 7 ) t ' 

JA' = - ( 0 , 6 0 6 9 8 , 4 4 o 3 3 ) y -

En substituant ces valeurs, ainsi que celles de 

OvX0, JX, O1X' dans la formule (c), et en rempla-

cant ensuite — > —> ~ par leurs valeurs, 011 trou-> r 1 

vera 

JU = — ( 1") ât 4- (879¾") o"D, 

JU' = — (68") Ji + (I3io3") OiD. 

Les valeurs de J^0, âv, dV donnent d'ailleurs 

JV = - (800") dt - (28570") JD, 

J V ' = - (i352") Ji - (69564") JD. 

On aura donc enfin, pour déterminer Ies variations 

dt et J D , Ies deux équations suivantes : 

798 dt + 37362 JD = 1167, 

1284 dt + 82667 JD = i 9 3 5 ; 

d'oú l'on tire 

JD = + 0,0025397, Ji = + 1,3434999. 

On trouve, par conséquent, pour la distance péri-

hélie et pour 1'instant du passage de la comète par ce 

point, d'après ces premières corrections, 

D = t ,o4852, inst. du pass. sept. 29".6588. 
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Avoc ces nouveaux éléments, on recommencera los 

calculs précédents, et l'on arrivera bientòt aux valeurs 

de D et de t qui satisfont Ie plus exactement possible 

aux trois observations données. 

2 7 . Pour montrer comment on procéderait à la 

correction des éléments de 1'orbite par la méthode 

des variations déterminées^ exposée n° 2 1 , reprenons 

Ies trois observations du n° 2 o , et, aprés avoir cal-

culé Ies angles LT, Y, U', V' avec Ies valeurs que nous 

avons supposées à la distance périhélie et à Hnstant 

du passage, nommons m et irí Ies différences V - U 

et V' — U ' ; on aura, par co qui précède, 

772 = •+• I 1 6 7 " , i n ' = + 1 9 3 5 " . 

Faisons subir maintenant une légère variation à la 

distance périhélie, sans altérer 1'époque du passage. 

Supposons, par exemple, 

0 = 1,00698, inst. du pass. sept. a8j,3i 53. 

En calculant de nouveau, avec ces données, Ies anglos 

U, V, U', V' , on trouve 

U = i5°io'5o" U ' = a7 H33'3i" 

,V = 15.51.54 V ' = 28.56 35 

V - U = 4 i ' 4 " Y - U ' = i °23 ' 4 " 

7/ = + 2 464' n' = + 4984" 

Faisons varier enfin Hnstant d 11 passago, en conser-

vant la distance périhélie employée dans la première 

opération; supposons, par exemple, 

D = 1,04598, inst. du pass. sept. 29^,3153. 
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En recommençant avec ces données Ies calculs précé-

dents, on trouvera 

U . . . . 15o14' 3" # U ' . . . 2 7 ° 3 7 ' I 3 " 

V . . . i 5 . a o . i 5 V ' . . . 27.48. 5 

V - U . . . 6 ' 12" V - U ' . . . 1 o ' 5 2" 

p = • + 372" p' = -4- 65a" 

Au moyen des valeurs de m, m', n, ri, p et p', 011 

formera Ies suivantes: 

m — n = — 1297", m — /^=H- 795", 
/«' — n' =S — 3C>49", »»' — = -4- 1283", 

et l'on aura à résoudre ces deux équations, 

— 1297 u H- 7q5 t = 1167, 

— 3O4q« H- 1 2 8 3 ^ = : 1 9 3 5 ; 

d' ou l 'on tire 

u = — O,O54O362, t = H- 1 ,37977. 

En multipliant respectivement, par ces deux quan-

tités, Ies variations — 0,04 et H- iJ, que nous avons 

supposées à la distance périhélie et à 1'époque du pas-

sage, 011 aura, pour Ies variations véritables de ces 

éléments, 

<?D = H- 0,0021614, 0^ = - ( -1 ,37977 , 

d ou I on conclura pour la distance périhélie et 1'in-

stant du passage au périhélie corrigés, 

D = 1,0481414, inst. du pass. sept. 29^,69507. 

En calculant avec ces éléments Ies angles U, V, U', V' , 
II. ' 6 
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on aura 

U . . . I5°I4'27" ' L ' . . . 27h3 7 ' I4" 

v . . . i 5 . i 4 . i 9 V ' . . . 27.37,14 

U - V . . . V 8 7 U' - V ' . . . O 7 o " 

(Jn ferait disparaitre entièrement la différence, en 

auginentant un peu la distance périhélie et en avan-

oant l'époque du passage ; mais comme elle ne s'é-

lève qu'à quelques secondes , nous ne pousserons 

pas plus Ioin cette recherche, et nous déterminerons, 

d'après la distance périhélie et Tinstant du passage 

précédents, tous Ies éléments de 1'orbite. Le calcul 

que nous venons de faire des angles U, V, U', V' a 

donné 

w 0 = 59°23'3tí" 

X0 = 20.59.18 

T:0= 295. 4 . i 3 

U ' = 3 L ° 4 6 ' 2 2 " 

X' = 4i • o. 8 

- ' = 317.33.24 

0 = 44" 9' i 7 " 

X = 32.28.35 

ti = 3o6.19.14 

Eti combinant entre elles Ies valeurs qui se rapportent 

a la première et à la dernière observation, parco que 

ce sont cellos qui donnent aux numérateurs et aux 

dénominateurs des formules n° 20 Ies plus grands 

nombres et dont on doit attendre, par conséquent, Ie 

plus d exaeatude, on trouve 

cp = 54027 '34", a = 279°9 '53". 

ç esl rinclinaison de 1'orbite, et Ie mouvement de la 

comète étant clirect, a estia longitude du noeud ascen-

dant. En nomuianl r, la distance de Ia comète à ce 

noeud, à I epoque de la première observation, 011 

trouve par la formule (3o), n° 1 4 , 

= 26o 6'56", 
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d'ou l'on conclura, pour Ie Iieu du périhélie sur 

1'orbite, 

v + v, + a = 4°4O'25". 

Les éléments de 1'orbite de la comète de i8a4 seront 
donc 

Passage au périhélie. Septenibre 291,69507 

Distance périhélie I , o 4 8 i 4 i 4 

Lieu d u périhélie sur 1'orbite 4 o 4 o ' 2 S " 

Longi tude du noeud ascendant 279. 9. 53 

Inclinaison de 1'orbite 5 4 . 2 7 . 3 4 

Sens du mouvement direct. 
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THltORIE ANALYTIQUE 

C i l A P l T R E 1 1 1 . 

PERTU-UPATIONS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES 

COMÈTES. 

2 8 . Les comètes sont, comme Ies planètes, assu-

jetties à des perturbations qui altèrent Ieur mouve-

ment elliptique autour du Soleil, et qui font varier 

par degrés Ies éléments de leurs orbites. Ces pertur-

bations sont, en général, beaxicoup plus considérables 

pour Ies comètes que pour Ies planètes, et elles son! 

surtout sensibles dans la durée des révolutions. Leur 

détermination doit dépendre évidemment des mèmes 

príncipes que celle des inégalités planétaires, puis-

qu'elles dérivent de la même cause, et la méthode 

exposée n° 1 3 , livre II, qui consiste à exprimer l'ef-

fet des forces perturbatrices par la variation des con-

stantes arbitraires qui entrent dans Ies formules du 

mouvement elliptique, parait ètre encore dans cette 

question la plus appropriée à la nature du probléme. 

On détermine, en effet, très-simplement de cette ma-

nière Ies variations différentielles de chacun des élé-

ments de 1'orbite, et il ne s'agit plus que d'intégrer 

ces formules pour avoir tous Ies éléments du mouve-

ment de la comète dans son orbite troublée. Malheu-

reusement cette intégration présente de grandes diffi-

cultés. Les excentricités des orbites des comètes étant 

en général très-considérables, et leurs inclinaisons à 
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1'écliptique variant à 1 infini, il n'est plus possihle de 

développer la fonction perturbatrice en série conver-

gente ordonnée par rapport aux puissances ascen-

dantes de ces quantités, et il faut renoncer à 1'avantage 

d'avoir, pour déterminer Ies inégalités des cometes, 

des formules qui, comme celles des perturbations 

planétaires, embrassent un nombre indéfini de leurs 

révolutions et ne demandent que des substitutions 

numériques pour donner Ies résultats cherchés. Pour 

intégrer Ies formules différentielles des éléments de 

1'orbite troublée, on est obligé ici de recourir aux 

méthodes d'approximation connues sous Ie nom de 

cjiiadratures mécaniques. Ces méthodes consistent à 

partager la courbe décrite par la comète en portions 

très-petites, par rapport auxquelles 011 détermine Ies 

altérations produites par Ies forces perturbatrices sur 

chacun des éléments de 1'orbite; différentes formules 

doiment ensuite Ie moyen d'en conclure Ies variations 

totales de ces éléments dans 1'intervalle compris entre 

Ies deux extrémites de l'arc de trajectoire que l'on a 

considéré. On peut déterminer de cette manière Ies 

altérations des éléments de 1'orbite elliptique pendant 

une révolution entière de la comète, c'est-à-dire dans 

1'espace de temps qui s'écoule entre deux passages de 

cet astre au périhélie; mais Ies calculs que cette mé-

thode exige dans Ies applications sont immenses, et il 

convient de Ies restreindre autant que possihle, pour 

éviter tout travail inutile au calculateur. C'est ce qu'on 

peut faire très-simplement lorsque la comète est dans 

la partie supérieure de son orbite, et que sa distance 

au Soleil devient très-grande, relativement à celle de 
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la planète perturbatrice au même astre. La fonction 

dont Ies perturbations dépendent peut, dans ce cas, 

se développer en série ordonnée par rapport aux puis-

sances descendantes de cette distance, et Ies expres-

sions différentielles des altérations des éléments ellip-

tiques se partagent alors en deux parties, dont Tune 

est intégrable par elle-mème et dont l'autre, beaucoup 

moins considérable que la première, peut se détermi-

ner par des approximations successives aussi exacte-

ment que l'on veut. 

La théorie des perturbations des comètes peut donc 

être regardée comme complète, et Ies travaux de La-

grange sur ce sujet, exposés dans un beau Mémoire 

qui remporta Ie prix proposé par 1'Académie des 

Sciences, en 1780, n'ont presque rien laissé à faire à 

ses successeurs. Sans doute on pourrait désirer, pour 

déterminer ces perturbations,- une méthode dont l'ap-

plication numérique fut plus simple; mais, par4a 11a-

turemême des difficultés que présente la question, il 

me parait douteux qu'011 y parvienne, et il est pro-

bable que pendant longtemps encore ce sera à la pa-

tience du calculateur à suppléer sur ce point aux im-

perfections de l'analyse. 

Nous présenterons, dans ce chapitre, Ies expres-

sions différentielles des éléments de 1'orbite troublée 

des comètes, sous la forme particulière qu'il convient 

de Ieur donner, pour faciliter 1'application de la m é -

thode des quadratures mécaniques à Ieur intégration. 

Nous développerons ensuite ces formules pour Ie cas 

ou la comète est dans la partie supérieure de son or-

bite, et en considérant Ies termes de ces expressions, 
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qui peuvent s intégrer rigoureusement, nous donne-

rons Ies formules analy tiques qui exprimeront, sous 

forme finie, la partie la plus considéralSle des pertur-

bations. Nõus exposerons enfin Ie moyen de détermi-

ner par approximation l autre partie avec toute la 

précision désirable. Dans Ie chapitre suivant nous 

présenterons, avec autant de détails que Ie permet-

tront Ies bornes de cet ouvrage, Iapplication de ces 

formules aux trois cometes dont Ie retour périodique 

est maintenant constaté. 

29 . Soient m la masse de la comète, x, y, z ses 

coordonnées rectangulaires rapportées au centre du 

Soleil, dont la masse est représentée par M; soient 

x',Jr', z' Ies coordonnées de la planète perturbatrice m', 

rapportées aux mèmes axes et à la mème origine que 

Ies premières. Si I on désigne par r et r' Ies rayons 

vecteurs de m et de m', et que, pour abréger, on fasse 

p 2 = ( X ' - X f + ( f — f f + ( 2 ' — Z)-, 

et 

R = m' + + 

Ies trois équations différentielles du mouvement de m 

autour de RI, en négligeant, pour plus de simplicité, la 

masse de la comète devant celle du Soleil prise pour 

unité, ce qui suppose 7 « + M = I , seront (n° 8, livreII) 

d-x X _ d R 
IiF + 71 dx ' 

d'r I y d R 
dl' 7> 

d'Z Z 
T5 Il I 

P 
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Lorsque R eit nul, ou lorsqu'oii fait abstraction 

des forces perturbatrices, ces équations sont celles du 

mouvement dlliptique. Nous avons développé leurs 

intégrales completes dans Ie chapitre IV du livre cité. 

Supposons donc que x, j, z soient Ies trois coor-

données de la comète dans Torbite elliptique, et 

x -H J x , y -H J / , z -H Jz ce que deviennent ces 

valeurs dans Torbite troublée, J x , Jy et Jz étant de 

très.-petites quantités de Tordre des forces perturba-

trices ; en substituant x -H dx, jr -H J j , z -H Jz , à k 

place de x, j, z dans Ies équations précédentes, et 

négligeant, comme 011 Ie fait ordinairement dans la 

théorie des comètes, Ies termes du second ordre par 

rapport à m', on aura 

c f S x S x 

T? ^ 7* 

<1' Sy Sy 

dt1 r3 

d1 Sz Sz 

Ti? Tr 

Si ces équations étaient intégrables, elles donneraient 

immédiatement Ies valeurs des variations dx, dj et 

Jz , et en Ies joignant aux valeurs des trois coordon-

nées x, j, z relatives au mouvement elliptique, on 

pourrait déterminer à chaque instant Ie Iieu de la co-

mète dans son orbite troublée. 

On peut satisfaire aux équations (B) dans deux cas 

qu il convient d'examiner, parce qu'il en résultera des 

considérations qui nous seront utiles dans la suite. 

Supposons d'abord que la comète s'approche beau-

3 xSr f/R 
r< - i fc ' 

3 y Sr _ c/R 
r> ~ ' I y ' 

3 ZdV _ dR 

~ ~dí' 
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coup du Soleil; Ies coordonnées x, j , z deviennent 
. . , . , d R -VR rfR 

alors tres-petites, ainsi que Ies quantités —5 — > — ; 

en effet, en développant Jl, 011 a 
" s * * J h W 

T i i /•' 3 ( x x ' + y / + z z ' Y • " 1 
R = m' + - v — - - f - e t c . ; 

1 r n 2 r ' s 

D'oíi l'on voit que si l'on suppose que oc, j, z soient 

de l'ordre irí, Ies trois différentielles partielles de R 

seront de 1'ordre du carré des forces perturbatrices, 

et Ies altérations qui en résulteront seront insensibles. 

11 est permis, par conséquent, de supposer riuls Ies 

seconds membres des équations (A), d'autant plus 

([ue, dans ce cas, Ies termes —•> y î —3 deviennent très-

grands. Le mouvement peut donc être alors regardé 

comme elliptique, et l'on satisfait, en effet, aux équa-

tions (B), en y faisant âj et c?z égaux à zéro. 

Concevons maintenant la comète dans la partie 

opposée de son orbite, et supposons que son rayon 

vecteur r devienne très-grand relativement au rayon 

vecteur r' de la planète perturbatrice. On pourra dé-

velopper R en suite convergente par rapport aux puis-

sances descendantes de r; 011 aura ainsi 

B = fn' + ( x x ' + J f + zz') ^ - p ; ) ] -f- R ' ; 

en supposant, pour abréger, 

2 I r r • r 

En différentiant cette expression de R, abstraction 
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faite de R', on trouve . 

f/R ,Yx'— x x' -3x, , , 

valeur exacte, comme il est aisé de s'en assurer, aux 

quantités prés de 1'ordre ~; la première des équa-

tions (B) devient donc 
• 

• - V í?-r *fufNÍ.V * 
d'Sx Sx 3 x S r Tx' — x x 3 x , . ,"1 
-JfT+TT T T - = " ' [ — ^ - V J-

Si l'on observe que l'on a 

. xSx + rS r zS z 
d r = — , 

r 
W 

et que, négligeant Ie carré des forces perturbatrices, 

on peut supposer dans Ies termes multipliés par Tti1 

d'x x d' x' x' 

~íÍF — _ T7' dt' — — r7"3' 

on verra aisément que cette équation peut s'écrire 

ainsi: 

d'Sx d-x' ,d'x . . , ,./Sx7 l\ 
—— m' — m -j— = [ d x — m x ) — ; 

dt' dl- dt ^ r' r3 J 

/ % / / \ ^ ^y / \ I ! \ ^ 

+ ( c ? j - w j ) -Ti- + ( d z - m ' z ' ) - -

Les équations différentielles en dj et dz fourniront 

deux équations semblables. On satisfait à ces équa-

tions, abstraction faite du dernier terme de Ieur pre-

miei' membre, en supposant d x = m'X11' d j = r i i j ' 
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et âz = m'z'. Soientdonc ^ 

Osx - - m ' x ' -t- ç, r} y = m' y + ri, dz = m'z' -t- 'Ç, 

1'équation precedente deviendra 

íl-ç. ,d-x .. i 3 X- l \ 3 XY ,.3x3 
— — iri —- = e — ; + ^ — z M - C - T ' 
Clt- dt' - \ r ' rò) r> * r5 

et I on y satisfera en prenant £ = ^ i r i x , ri = ^ r r i j , 

Ç = ~m'z. Il en serait de même des équations diffé-

rentielles relatives à yj et à Ç; on aura donc enfin 

Sx z=m'x' + ~ m'x, Sy = m' y' + ~m'y, 03 = m'z'-h ^ m'z. 

Telles sont Ies valeurs de â x , r)j et àz qui résul-

tent des équations (B), abstraction faite des termes 

que nous y avons négligés, et qui sont d'autant plus 

exactes que la comète s'éloigne davantage du Soleil. 

Si l 'on voulait avoir des intégrales de ces équations 

plus approchées, on désignerait par â'x, d'y, d' z, Ies 

quantités très-petites qiTil faut ajouter aux précé-

dentes pour avoir Ies valeurs exactes de âx, dy, dz, 

et changeant dans Ies équations (B) â x , à y , âz en 

o v x , à ' y , ovs et R en R', on aurait trois nouvelles 

équations qui serviraient à déterminer ces quantités. 

30. Proposons-nous maintenant de.déterminer Ies 

variations qu'il faut faire subir aux constantes qui 

entrent dans Ies formules du mouvement elliptique, 

pour satisfaire généralement aux équations (A) , au 

moyen des mèmes intégrales. E11 supposant R nul, 

nous sommes parvenu, dans Ie chapitre IV du livre II, 
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aux sept int^rales suivantes : 

XJ1 -OC1J = C1 X,Z — XZ1 = d, 

xz, - zJr, = * = CJ1 - dZ, - J1 

- r = - C X - / ' , i = c ' * , - C - J - / ' " , > ( C ) 

en nommant, pour abréger, . r , z, Ies trois quan-

. , dx dr dz 
tites — , —» — • 

Í/Í dt dl 

La constante a représente, dans ces équations, Ie 

demi-grand axe de 1'orbite. 

Les trois constantes c, c', c" fixent sa position. En 

effet, si l'on nomme ç 1'inclinaison du plan de cette 

orbite sur Ie plan fixe des Xj1 et a la longitude de 

son noeud ascendant comptée sur Ie mème plan, 011 

aura z = tang<p cos aj — tang ç sin a.x. 

Cette équation, étant comparée à 1'équation 

cz-h c'j-h c"x = o, qui résulte des intégrales (C), 

donne Jc" -f- c"2 c" 
tang? = - — - , tang a = — —• 

.Les constantes/, j " déterminent l'excentricité 

et Ie Iieu du périhélie. En effet, soient e Ie rapport 

de 1'excentricité au demi-grand axe, et £ la longitude 

du périhélie projeté sur Ie plan des x j , on aura 

(n° 2 1 , livre II) 

c = S l f r T J 1 * + t a n g i = f j -
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Pour simplifier Ies formules suivantes, nous pren-

drons, pour Ie plan fixe auquel on rapporte la posi-

tion de la comète et celle des planètes perturbatrices, 

Ie plan de 1'orbite primitive de la comète; dans ce 

cas, 1'angle © est nul à 1'origine de la période que l'on 

considère, en sorte que Ies constantes c' et c" seront 

de l'ordre des forces perturbatrices. On a d'ailleurs, 

par Ie numéro citè, 

J C 

d'ou l'on voit que j " est du même ordre que c' et c". 

Il suit de là que si I on n'a égard, comme nous Ie 

ferons, qu a la première puissance des forces pertur-

batrices, on pourra négliger Ie carrè de J "; si de plus 

on nomme u Ia longitude du périhélie sur 1'orbite, 

comptée à partir de l'axe des x, 011 aura, aux quan-

tités prés du second ordre, par rapport à 1'inclinai-

son <p, i = w; 011 aura donc simplement, pour déter-

miner Ies deux constantes e et w, 

V ' _ / 
e = \Jf + f s i n w : 

. V / - /'• 

0:1, c e q u i revient au même, 

e sin w =J', e cos u =J. 

Déterminons maintenant Ies variations des six con-

stantes c, c', c", J et J'. Comme Ies grandes ex-

centricités et Ies grandes inclinaisons des orbites des 

comètes ne permettent pas d'appliquer à ces astres 

Ies formules que nous avons développées dans la théo-

rie cies inégalités planétaires, nous ne suivrons pas ici 
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1'analyse du chapitre YI du livre II, et nous exprime-

rons Ies altérations des éléments de 1'orbite elliptique 

par des formules qui contiendront la quantité R et ses 

différentielles sous la forme oú elles sont données im-

médiatement, c'est-à-diré en fonction des coordon-

nées de la comète et des planètes perturbatrices. Les 

intégrales (C), oú Ies constantes arbitraires se trou-

vent exprimées au moyen des coordonnées de la co-

mète et de leurs différences premières divisées par l'é-

lément du temps, sont très-commodes pour cet objet. 

En effet, nous avons vu n ° 5 7 , livre cité, que si l'on 

suppose à Fune quelconque des intégrales du mouve-

ment elliptique cette forme, 

a = fonct. (x, j, z, X1, Jr Zi), 

la mème intégrale conviendra aux équations différen-

tielles du mouvement troublé, pourvu qu on y regarde 

comme variable la constànte a, et qu'on détermine sa 

variation par !'équation 

La caractéristique è désignant ici des différentia-

tions relatives aux constantes seulement, Ies variations 

de ces constantes étant liées entre elles par Ies équa-

tions 

Si I on substitue successivement a, c, c', c", f, J' • 

et leurs différentielles dans la formule générale (D), 

, da . d<? . tla « 
da ---- — t ? x 4 - - r - ày + - r dz • (D 

axt r/x, y ' Ilzl ' 

da 

O1X = O, âjr = O, O 1 Z = O 
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et qu'on remplace Ies trois quantités âxn , âzt par 

leurs valeurs, en observant que z est de 1'ordre des 

forces perturbatrices et que nous négligeons Ieur 

carré, 011 aura d'abord 

/ 1 / r/R' í / R\ / / N 

et en suite 

dC =(xW-StHz)ei^ 

dc' = — x —7- dt. 
dz 

JD 

Jc-=J^dt, } (a) 

d I = ( x ^ - y Sj d J + VxdJ - rdx) 'Ir1' 

( { f - (I S - XTr )
 dX + ^dX ~ XdS) Tr' , 

Les variations des constantes J, J', c', c" étant dé-

terminées, on en conclura aisément celles des con-

stantes e, w, ® et a. En effet, en différentiant Ies équa-

tions (b), 011 aura 

de =• sin w d j ' -F- cos w d)\ 

cdu = cos & dj' — sin w dj. 

Nous avons nommé w la longitude du périhélie 

comptée de l'axe des x\ si l'on prend pour cette droite 

Ie grand axe de 1'orbite de la comète, w sera de 1'ordre 

des forces perturbatrices, et Ies équations précédentes 

donneront simplement 

de = dj, edw =1 d j . 
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Si I on suppose, comine dans Ie n° 4 1 , livre II, 

tang<p sina = p, tang? cosa = q, 

et qu'on remarque qu'on a (n° 20 du mème livre) 

c2 + c'2 + c"2 = — e.2), ce qui donne, en négli-

geant Ie carré cies forces perturbatrices c=\ja{i — e2), 

on aura 
, dc" ' j dc' 

dP=.,.,. dI \'a( i—e5) 7 \Ja (l — e7) 

Ces formules serviront à déterminer la position de 

1'orbite troublée de la comète par rapport au plan de 

son orbite primitive; il sera facile ensuite d'en con-

clure la position de cette orbite par rapport à un plan 

fixe quelconque. 

5 1 . Il nous reste àtrouver la variation de la sixième 

arbitraire qui entre clans Ies formules du mouvement 

elliptique, et que nous avons nommée la longitude de 

l'époque. Reprenons, pour cela, Ies formules de ce 

mouvement; en faisant, pour abréger, n ~ on a 

(n° 2 2 , livre II), 

/2/ + £ — u=u — e sin it, 

a(,-e>) 

• C COs(p — O)) = a [ i — e cos u). 

Dans cts équations, Jit-+- e représente la longitude 

moyenne de la comète, n t + z — a est son anomalie 

moyenne, u son anomalie excentrique, et p — w son 

anomalie vraie. 

Soient X- et y Ies coordonnées rectangulaires de Ia 

comète, rapportées au plan et au grand axe de son 
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orbite, Ies abseisses x étant comptées du foyer vers Ie 

périhélie, on aura 

x = r cos(f — u) , J = T s i n ( ^ - C 1 ) ) ; 

on a d ailleurs, en comparant Ies deux valeurs de r, 

= i — e cos u, 
i + e cos (e — w] 

d ou l'on tire 

. , \ v'1 — e' sin k , , eos u — e 
sin ( v — «) = - , cos ( c — w ) = 

' 1 /• /-ne ii v ' i — c cos u i — e cos a 

En substituant ces valeurs dans Ies expressions de x 

et de J r , on trouve 

x = a cos u — ae, j = a \j i — e- sin u. 

Cela posé, si l'on différentie la première des équa-

tions ( « ) , on aura, dans Ie cas de 1'ellipse inva-

riable, 
ndt = du (i — e cos u). 

Cette équation doit encore subsister dans Ie cas de 

1'ellipse troublée, c'est-à-dire lorsqu'on regarde ses 

éléments comme variables; on aura donc ainsi 

ds — du = du(i — e c o s u ) — rfesinw, (3) 

1'anomalie u ne variant ici qu'à raison de la variation 

des constantes que sa valeur renferme. 

Si l'on différentie 1'expression de cos [v — w) en y 

faisant varier Ies constantes e et co, etqu'on y substitue 

ensuite pour sin (f — m) sa valeur, on trouvera aisé-

ment 
, sin u . i — e cos u , 

du = de — —. dw. 

II. 7 
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Cette valeur, substituée dans 1'équation (3), donne 

^ ^ ^ dcúnu{i—ecosu—e') < 7 w ( i — c c o s k ) 2 , , , 

- ' T - V T ^ r ? ' 

formule qui déterminera la variation de s, lorsque 

celles de e et de OJ seront eonnues. On peut écrire 

ainsi cette équation, 

, , / —\ de sin // f i— c r o s « — c'1} 
a a — il w (i — \ i — e- ) = 

' i — c' 

edw [ cos u ( — c cos «) — c ] 

+ O - C ; 

et si l'on remplace, dans Ie second membre, de et 

edto par leurs valeurs dj et d j ' , et qu'on observe 

que Ies valeurs de x et y, en Ies différentiant et 

substituant pour du sa valeur tirée de 1'équation 

ndt — du (i — e cos u), donnent 

JH _ __ a ndt sin H ^ , _ nndi 1 — c> c o s « 

i — c c o s u - i — c cos u 

Il est facile de 'voir qu'011 pourra Iui donner cette 

forme, 

(h -dto (i - = T=U= [ydj - XdJ') 
a y i — c-

( i — c co sa ) ' U lx. d y 

an(i—c') ^ /' 

Maintenant, si dans cette équation on substitue 

pour df et dj' leurs valeurs déterminées précédem-

ment, en remarquant que I on a 

xdy — ydx =-a2 ndt \J i — e-, 

a2 (i — e C O S M ) 2 = r 2 = X2 -{- y2, 
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011 trouvera 

dz = du (1 - v' - e3) - 2 andl(x ~ + j . (5) 

Cette équation donnera la valeur de dz au moyen 

de celle de da supposée connue. En remplaçànt Í/W 

par sa valeur, on aurait, pour déterminer Ia valeur 

de dz, une formule directe; mais il est plus commode 

de Iui laisser cette forme. 

On peut observer qu'en difíérentiant la première 

des équations (a) , nous avons regardé n comme inva-

riable; la variation de cette constante introduiraitdans 

1'expression précédente dedz Ie terme — tdn; mais ce 

terme disparaitrait dans l'expression différentielle de 

Ia longitude moyenne nt + z, qui serait en effet 

ndt + tdn — tdn 4- dz. 

Il est donc inutile cl'y avoir égard, puisque 1'ex-

pression de cette longitudeest la seulequicontiennela 

constante z dans Ies formules du mouvement ellip-

tique; ou, ce qui revientau même, 011 peut supposer 

que Ie moyen mouvement est exprimé par Jndt. 

dans Ie mouvement elliptique et dans Ie mouvement 

troublé, la valeur de n étant, dans ce dernier cas, 

celle qui résulte des perturbations. Pour la déterminer, 
3_ 

observons que 1'équation n = a 1 donne, en la dif-

íérentiant, 
. 3 ,1 

(1/1 = - an. d - • 2 U 

En substituant donc pour d ^ sa valeur, 011 aura 

dn =-Zan (^dx+ ^ d j ) . 
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Cette équation donnera, en 1'intégrant et en y ajou-

tant une constante, Ie moyen mouvement dans 1'orbite 

troublée. 

5 2 . Rassemblons Ies différentes formules que nous 

venons de trouver. Si, pour simplifier, on fait 

X - * v — y — z y ' 7—T,(1—1\. 
— — Y - ~ p — \ P " ^ y 

ce qui donne 

</R í/R í/R , r , 
— = m ' X , — = m' Y , — = m! Z, 
dx dy 1 dz 

et que l'on substitue dans ces formules pour 

Ies valeurs précédentes, et pour x et y, leurs va-

leurs en fonction de «, on aura 

da =—2m du.a3sin u X + im' du.a3 ^ i — e2 c o s m Y , 1 

de = m'du.a y1 — e 2 c o s « ( x Y — y X ) + m ' d u . a y/i — c V Y , 

edto= rn'du.a sin u(x Y — / X ) — m ' d u . a y ' i — e'rX, 

ds = ( i — \ / i — e 2 ) r f w — 2 i » ' ( í « . r ( i X - + - / Y ) . \ ^g^ 

= . - j y z , 
V i — t-2 

V i — e1 

En joignant à ces équations la suivante : 

= 3 7 « ' í / « . f l ! / j . s i n ÍÍX—3 m'du . o 2 n i — e 2 . c o s m Y , (7) 

qui donne directement la variation du moyen mou-

vement, on pourra déterminer par de simples qua-
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dratures Ies altérations de chacun des éléments qui 

fixent Ies dimensions et la position de 1'orbite de la 

comète, ainsi que la situation de cet astre à un instant 

donné. 

Dans Ies applications numériques des formules 

précédentes, 011 sera obligé de déterminer Ies valeurs 

des différentes variables qu'elles renferment, corres-

pondantes à une valeur donnée de 1'anomalie excen-

trique 11. On a, par Ie n° 3 1 , 1'expression des coor-

données x, y, et du rayon vecteur r de la comète 

en fonction de «;"on pourra donc en déduire immé-

diatement leurs valeurs, et il ne restera plus qu'à cal-

culer Ies valeurs simultanées des coordonnées x',y', 

z' de la planète perturbatrice. Pour cela, observons 

que Ie grand axe de 1'orbite de la comète ayant été 

pris pour axe des x, si I on nomme y 1'inclinaison de 

l'orbe de la planète sur celui de la comète, X Ia lon-

gitude de son noeud ascendant, comptée sur ce der-

nier plan, à partir de la ligne des apsides, qu on 

désigne de plus par v' 1'angle que fait Ie rayon vecteur 

r' avec la ligne des noeuds, 011 aura, par une construc-

tion très-simple, 

x' = r' cos v' cos X — t* sin y' sin X cos 7, 

y' = r' cos v'- sin X -I- sinv'cosX cosy, 

z' = r' sin v' sin 7. 

Il sera facile, d après Ies positions eonnues des or-

bites de la comète et des planètes perturbatrices, de 

calculei' Ies constantes X et y qui entrent dans ces va-

leurs. Quant au rayon vecteur/'' et à 1'angle v', on 

observera que Ie temps écoulé dcpnis Ie passage au 
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périhélie est donné, eu fonction de //, par 1'équation 

3 

t = a* (u — e sin u). 

En joignant la valeur qui en résultera à 1'instant du 

passage, on aura 1'époque qui se rapporte à la varia-

tion supposée dans-Farc de 1'anomalie excentrique u-

Ies Tables qstronomiques fourniront ensuite toutes Ies 

données nécessaires pour déterminer Ies valeurs cor-

respondantes de/-' et de v'. 

3 5 . Un des points Ies plus importants de la théorie 

des comètes est Faltération du temps périodique; elle 

dépend de l'altération de 1'anomalie moyenne, et celle-

ci se determine aisément au moyen des formules pré-

cédentes. 

En effet, si Fon nomme Ç 1'anomalie moyenne de 

la comète, 011 aura, dans 1'orbite elliptique, 

'C = f ndt + £ — co. 

Cette équation conviendra encore au mouvement 

troublé, pourvu qu'on y regarde £ et co comme va-

riables et qu'on v substitue pour n sa valeur 

n = N + fdn, 

N étant une constante qui représente la valeur de //, 

ou Ie moyen mouvement de la comète dans 1'unité de 

temps, au coiiimencement. de la période que Foncon-

sidère, et FDN étant déterminé par laformule (  RJ). On 

aura donc, en différentiant la valeur de Ç, par rap-

port aux constantes seulement, 

d'Ç = dt fdn + di — d oi; 
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d'oit I on tire, en intégrant, 

JdC = JdtJdn + Jdt — Jdto. 

Cette équation servira à déterminer la variation de 

l anomalie moyenne; on peut la simplifier en faisant 

disparaltre la double intégrale qu'elle renferme. En 

effet, on a 

fdt fdn = tfdn — ftdn ; 

on aura donc 

fd( = t fdn — ftdn + fdz — fd w, 

valeur qui ne dépend plus que de simples quadra-

tures, comme celles des altérations des autres éléments 

de 1'orbite. 

Celaposé, 011 aura généralement pour 1'expression 

de 1'anomalie moyenne dans 1'orbite troublée, aprés 

un temps quelconque t, 

Ç = N/ + £ - w + fd(. 

Si l'on suppose que l'on commence à compter Ie 

temps t de 1'instant du passage au périhélie, 1'angle 

£ — oi sera nul pour cette époque, puisque, par cette 

hypothèse, on a 'Ç = o en même temps que t = o. On 

aura donc simplement 

C = N i + /Í/Ç. 

Soit T Ie temps qui s écoule entre deux passages con-

sécutifs de la comète à son périhélie; IorsqiTelle aura 

achevé sa révolution, 011 aura 

fdÇ = Tfdn — ftdn + fk - fd',). (8) 
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Les intégrales devant s'étendre depuis t = o jus-

qu'à í = T, 1'anomalie augmente dans cet intervalle 

de 36o°; on aura donc, pour Ie même instant, 

= NT + /rfÇ, (9) 

ít étant la demi-circonférence dont Ie rayon est 

1'unité. 

Prenons, pour fixer Ies idées, la comète de 1682, 

revenue à son périhélie en 1759, et dont il s'agit de 

fixer Ie prochain retour. On calculerait iminédiate-

ment 1'instant de ce passage au moyen de 1'équa-

tion (9), si la valeur de la constante N, relative au péri-

hélie de iy5g , était connue; mais cette valeur ne sau-

rait se conclure directement, connne celle des autres 

éléments de 1'orbite, des observations faites pendant 

l apparition de 1759. Elle se déduit du temps qu'a 

employé la comète à faire sa révolution anomalistique 

de 1682 à 1759, et cette donnée est affectée des per-

turbations qu'a éprouvées cet astre durant cette pé-

riode. Pour la déterminer, supposons que T soit l'in-

tervalle de temps qui sépare Ies passages de 1O82 et 

de i 7 5 9 , et cpie N soit la valeur de n cpii répond à 

1'origine de cette période; à 1'instant du passage au 

périhélie de 1769, par 1'équation (9), 011 aura 

N = 2 

Ies intégrales J devant commencer à 1'instant du pas-

sage au périhélie de 1682, oú nous fixons 1'origine 

du temps t, ét s'étendre depuis t = o jusqu'à t = T; 

et Ies valeurs des constantes e, b, a se rapportant aux 

observations du mème passage. 
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Cette équation donnera la valeur de N relative au 

périhélie de 1682, et l'on en eonelura eelle de N', 

relative au périhélie de 175q, par 1'équation 

W = N + f d n , 

Fintégrale commençant, comme Ies précédentes, à 

1'instant du passage au périhélie de 1682, et devant 

s'étendre depuis t = o j u s q u à t = T. On aura ensuite 

Ies valeurs du grand axe de 1'orbite, qui se rapportent 

aux mêmes époques, par Ies équations 

Soit, maintenant, T' 1'intervalle de temps inconnu 

qui s'éçoulera entre Ie passage au périhélie de 1759 

et Ie prochain retour qu'il s'agit de déterminer. On 

aura, pour cette époque, 

fdÇ = tfdn — ftdn + fdí — fdu, (10) 

et, par suite, 

air = N T + JWÇ; («O 

Ies intégrales f commençant ici à 1'instant du passage 

au périhélie de 1759, et s'étendant depuis t = o jus-

qu'à t = T ' ; Ies valeurs des constantes e, í, w qu elles 

renferment, étant d ailleurs celles qui résultent des 

observations de la comète faites à la même époque. 

L'équation(i i) ,qui ne renferme que FinconnueT', 

servira à déterminer sa valeur. On connaítra ainsi 

1'intervalle de temps qui doit s écouler entre Ie pas-

sage de la comète au périhélie effectué en 1 7.69, et Ie 
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passage suivant; 011 pourra, par conséquent, fixer 

d'avancc lépoque de son prochain retour au mème 

point de son orbite. 

5 4 . Toute la difficulté de la théorie des pertur-

bations des cometes se réduit donc à intégrer Ies 

formules (6). Cette intégration, comme nous 1'avons 

dit, n'est pas possihle en général; on ne peut l'ef-

fectuer que par Ie moyen des quadratures méca-

niques. L'analyse fournit différentes formules pour 

cet objet; nous allons présenter celle que l'on a 

généralement adoptée, et qui résulte fort simple-

ment des premiers príncipes du calcul aux diffé-

rciices. 

Soit j une fonction quelconque de X1 et soient 

J í 0 \ y { > \ J { 2 \• • • i J ( l ) i ce que devient successivement 

cette fonction , lorsqifon suppose x = o, x = a, 

x=i a,..., x = ia.; désignons par Aj ;o>, A j ( " , e t c . , 

Ies différences finies de ces quantités prises deux à 

deux, par A 2 j ! 0 ) , A2j- ( , ) , etc., leurs différences se-

condes et ainsi de suite, en sorte qu'on ait 

}"('> — =: AjW , 

y(») — ,-(•) — A j O , 

,-(=) _ j >) = Aj(=) } 

AylO — Aji0) z= A-y(°), 

A yW — Aj<0 = A ';•('), 

i 'r(') — A2JÍ°):=A'J(0>, 

A 2j(2> — A:j(0 —A"/<0, 

}"('> — =: AjW , 

y(») — ,-(•) — A j O , 

,-(=) _ j >) = Aj(=) } 

A j i O - AJC-O—A' y('~'), AiJ(O-A2JC-O-A3J)-C-O, A j i O - AJC-O—A' y('~'), AiJ(O-A2JC-O-A3J)-C-O, 

ec. 

De ces équations on tire, par des substitutions fa-
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files 

T n - = T 0 + A r " , 
j 2 = j" + + A 2 ;-" , 
y 3 ) _ y(0) + 3Aj.;O + 3 A2 j(0) + 

etc. ; 

d'oú l'on conclut généralement 

yO) — jC) + íAjC) 4 m 

formule qui sera très-convergente, si Ies différences 

Aj-, A2J-, A3Jm, etc., décroissent avec beaucoup 

de rapidité. 

Cela posé, on peut regarder j = f ( x ) comme 1'é-

quation d'une courbe parabolique dont j represente 

1'ordonnée et x 1'abseisse ; cette courbe passera par Ies 

extrémités des ordonnées équidistantes j a ) , etc., 

et l'on aura d'autant plus de facilite pour la tracei', 

que ces coordonnées seront plus rapprochées; j l} 

sera donc l'ordonnée qui répond à 1'abscisse quel-

conque X = ia et fj"ydx l'aire indéfinie comprise 

entre la courbe et 1 'axedes.r . Si, dans 1'équation (m), 

on substitue pour i sa valeur -•> on aura 

Multiplions cette valeur par dx et intégrons-la depuis 

x = o j u s q u à x = «, 1'expression resultante sera 

celle de l'aire comprise entre Ies ordonnées j° et j 

on trouvera 

x (r — 7.) (x — o.) V. A1 y,>' . 

A-V'')djc=?.(>-(•) 4- - - - A 5 I - C -+- A1 > "' 
V 1 1 2 ' 2 4 

'9 
2 O A ' j í n ) + 
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t 

Dc mème, pour l'aire comprise entre Ies ordonnées 

y({) et ym, on aura 

et ainsi de suite. 

En prenant donc la somme de toutes ces valeurs, 

on aura, pour l'aire totale comprise entre Ies ordon-

nées y[0) et y m , 

Sydx = a. [y'0) + jr(2)... •+• y[n~,}] 

+ ^[Ajw + Ay(,) -h AyliK..-h Ay1"'"] 

— ~[A2y(0> -h A2y(i> -+- A2jr(2). .. + A2J i"- 1 ' ] 

-h etc. 

On a d'ailleurs 

/Sj-(O) + Ay1" -+- Aj(2)....+ AyC-'' = y<"> — j(°>, 

A2Jin-"=: Ayw — Aym, 
etc. 

L'expression précédente devient donc ainsi: 

Jydx ...+J-C-" + -j(n)1 

JyWdx=U (yd-I--AyO-J-A'v(')-u-i-AJv(0 L2.A«j(0-f-

(G) 

3a 

— e t c . 
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La détermination des différences A y w , A2JTi"', etc., 

qui entrent dans cette formule, dépend des quantités 

yín+t), yl"+2), etc. , tandis qu'on n'est supposé avoir 

calculé ces ordonnées que d e p u i s y w jusqu'à yw. Ce 

serait un inconvénient pour la pratique, mais on peut 

l'éviter en donnant une autre forme à cette expres-

sion. Pour cela, remarquons que des équations (A), 

on tire 

a y n ) = Ay"'-,] + a 2y("-v + a 3 j ! " _ 3 ) + etc., 

a 2 y n ) = a 2 j ( " - 2 ) + a a 3 y - 3 ) 4 - 3 a 4 J r i " - 4 ' 4 - etc. , 

a 3 y i n ) = a 3 j ( " - 3 ) 4 - 3 a 4 j ( " - 4 ) 4 - a . 3 . a 5 j r " - s ; # - etc.^ 

etc . ; • 

d'oú l'on peut conclure généralement 

Aî W = 4- i A'+y(n—'—') 4- ' Ai^iJ("-'-') 4- etc. 

Si I on substitue ces valeurs, qui ne dépendent plus 

que des quantités y", y"~', etc. , dans la formule (G), 

on aura 

Jydx= a - - j W 

— e t c . 



1 4 2 I H É O R I I . ANALYTIQUE 

Lo premier terme de cette série représente, comme 

il est facile do s'en convaincre, la somme des petits 

trapòzes compris entre Ies ordonnées J Í 0 ) ,J ' ( > ) , . . . ,J i " ' , 

somme qui approchera d'autant plus de 1'aire de la 

courbe parabolique, que Ies ordonnées seront plus 

rapprochées ct leurs variations plus petites. 

5 5 . Pour appliquer la série précédente à 1'intégra-

tion des formules (6), représentons par P du la varia- -

liou différentielle de l'un quelconque des éléments de 

1'orbite de la comète, et regardons P comme Tordon-

née de la courbe parabolique dont Tanomalie excen-

trique ZiTst Tabgcisse. On fera varier u de degré en 

degré ou de deux degrés en deux degrés, etc., se-

lou qu'on Ie jugera convenable, on déterminera los 

valeurs correspondantes de P qu'on désignera píir 

P(O)j P(I)5 P(J)j e t c ? e l ] ' o n a u r a > p a r ]a formule (P), la 

valeur de JVdu correspondante à un are donné d'ano-

malie excentrique. On pourra presque toujours s'ar-

rèter au premier termo de cette formule, Ies autres 

termes ne donnant que des corrections de Tordre dos 

quantités négligées. Le seul cas oú il deviendrait né-

cossaire de considérer ces termes, est celui oú la co-

mète approche beaucoup de la planète perturbatrice, 

ce cpii rend très-grande la fraction et, par suite, Ia 

valeur de P. Mais alors il sera encore plus exact, pour 

epie Ies ordonnées P ne subissent pas de trop grandes 

variations, de diminuer Tintervalle qui los sépare et 

de faire croitre Tanomalie excentrique de demi-degré 

on demi-degré ou de quinze minutes en cpiinze mi-

nutes, etc., selon Ies circonstances. 

t 
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5 6 . On pourrait déterminer, par cette méthode, 

Ies variations des éléments de 1'orbite elliptique pen-

dant une révolution entiére de la comète; mais nous 

avons vu que, lorsque cet astre est dans la partTe su-

périeure de son orbite et que la comète s'éloigne 

beaucoup de la planète perturbatrice, la partie la plus 

considérable de ses perturbations pouvait s'exprimer 

par des formules analytiques qui n'exigent plus que 

des substitutions numériques, cequi facilite beaucoup 

Ie calcul de ces perturbations. Développons donc, 

dans l'hypothèse précédente, Ies variations des élé-

ments de 1'orbite. 

Reprenons la valeur de R, 

R = in' (- — y ^ l --I z 

\ F ' 

Si l'on suppose la distance r de la comète au Soleil 

très-considérable par rapport à r ' , distance de la pla-

nète perturbatrice à cet astre, on pourra réduire 

1'expression précédente en série convergente, par rap-

port aux puissances descendantes de r, et l'on aura, 

n° 2 9 , 

R , iri [ l + ( « ' + zz') (Jri - J + R', 

R' représentant une suite de termes dont Ie plus élevé 

i i » i ">'r" est de 1 ordre — ; — r • 

L'avantage qu il y a à décomposer ainsi R en deux 

parties, c'est que la fonction R' est essentiellement 

très-petite lorsque Ie rapport r— est une très-petitefrac-

lion, tandis qu'au contraire R conserve toujours une 
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valeur finie, quel que soit Teloignernent de la comète, 
. xx' + yy'-\- zz' , , 

a cause du terme ^ qui ne depend quede 

la disfemce de la planète au Soleil. Il en résulte qu'011 

peut, dans une première approximation, négliger 

tout à fait lasecondepart ie d e R ; Ies formules (6) 

deviennentalors intègrablespar elles-mèmes, en sorte 

que la partie la plus sensible des perturbations des 

comètes, peut toujours ètre exprimée analytiquenient 

par des formules finies, lorsque la comète est dans la 

partie supérieure de son orbite. Dans Tapproximation 

suivante, on considérera la fonction R', mais il suffira 

Ie plus souvent de s'arrèter aux premiers termes de 

son développement. 

Faisons donc d'abord abstraction de R ' ; si Ton 

designe par la caractéristique d' des différentielles 

uniquement relatives aux coordonnées de la comète, 

on aura 

d'K=m' | d. I +{x'dx+y'dy) (j-- +{xx'+yy')d. 

On peut, dans cette valeur, remplacer —3, par 

d*x d'x' y y' d'y d'r',, 

UFet H' pi P a r ~~ HF' d P ' erreurque 

Ton commet étant de Tordre du carré des forces per-

turbatrices. On trouve ainsi 

r/'R = m'd. (L + ^ t j j ' + 
r3 dt1 

Si Ton substitue cette valeur dans la formule (i) 

Ii0 5 0 , et qu'on Tintègre, 011 aura 

. , „/i xtc'-A-yy' dxdx' -+- dydy' , 
da = 2 Iiia2 (- H ~~ H • J 1 + const. 
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Si l'on determine la constante que cette équation 

renferme, par la condition que da soit nul au point de 

1'orbite ou l 'on a commencé à considérer séparément 

Ies deuxparties de R, 1'expression résultante sera celle 

de 1'altération du grand axe après un temps quel-

conque, compté à partir de ce point, due à la partie 

de R indépendante de R'. 

On peut obtenir, d une autre manière, la valeur de 

da. En effet, si l'on différentie, par rapport à la carac-

téristique d, qui aura ici la signification que nous Iui 

avons donnée, U0 2 9 , 1'équation 

i _ 2 dx- -+- dy- - f - dz' _ _ _ _ _ _ _ ? 

on aura 
Sa 2 S r idxd .S x -t- idy d.Sy 

ã2 r- ^ 7lT- : 

Noiis avons trouvé, dans Ie numéro cité, par l'inté-

gration directe des équations différentielles du niou-

vement troublé, 

I , 1 

3 
» i 

o'x = ^ nix -f- m x\ dy = - ni'y + iriy', 

Zmz-

En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans 

1'équation précédente, on aura 

dx'-\-dy>\ i xx'+yy' didx'+ dydy'\ 
; —1 > "'"'U-r 

-F-
dí> J r" dt2 j 

dx'+ dy' , 2 i 

df - ' r u 
ou bien, en remplaçant - — — — par sa valeur , 

. 2 , . o /1 xx' + yy' dxdx'-h dydy' 
da = — .3 iria -+- i iria- - H —— H ;, J. 

3 \r r* dt2 

It. 8 
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On voit que cette expression coincide avec celle 

que nous avons déduite directernent de la formule (i), 

en supposant dans celle-ci const. = — ^ u i a , la con-

stante arbitraire étant déterminée, dans ce cas, de 

manière à satisfaire aux équations 

dx — ~m'x — ;n'x' = o, dy — ^ /iiy — niy' = o, 

1 Z / / OZ — 2 IU Z — 111 Z = o. 

L'équation n2 = ^ donne, en la différentiant par 

rapport à d, 
.. 3 n . 

tín = • - • cia. 2 a 

En substituant donc pour da sa valeur précédenle, 

on aura 

. , /' i xx' -+- yy' dxdx' -4- dy dy'\ 
= nin - 3irian (- + — 3 — + J3 ' )" (ff) 

Cette valeur, augmentée d une constante, donnera 

1'altération du moyen mouvement due à la partie de R 

indépendante de R'. 

Déterminons, d'une manière semblable, la varia-

tion de 1'excentricité et du périhélie due à la même 

partie de R. 

La quatrième des équations (C), en remplaçant c 

et c par leurs valeurs et négligeant Ie carré de r. 

donne " 
,. x dy (xdy—ydx) 

J ~ ~ 7 ~ df 
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En différentiant, par rapport à la caractéristique d, 

cette équation, on aura 

s r lir — rox d.Sy(xdy — ydx) 0J — _ | __ 

dy (xd.Sy— yd.Sx -(- dyS x — dxSy) + — , 

et en substituant dans cette équation, pour dx, dy, 

dz, leurs valeurs précédentes, elle donnera 

Sf= m' | 
dy (Xdjj- ydx) y (xy — x'y) dy' (xdy — ydx) 

dt' ' + " df 

• dy (xdy'—y'dx -+- x dy — ydx')~\ 
H d? 

Si l'on ajoute une constante arbitraire au second 

membre de cette éqxiation, et qu'on la détermine par 

la condition que dj soit nul à un point donné de 1'or-

bite, 1'équation resultante donnera l'altération d e / à 

partir de ce point, due à la partie de R indépendante 

de R'. Cette valeur doit ètre identique avec celle qui 

résulterait de l'intégration directe de 1'expression 

de dj, Ii0 5 0 ; c'est en effet ce qu'il est facile de vé-

rifier en la développant dans 1'hypothèse précédente, 

et en observant qu'011 peut y substituer — ~fp • 

d'x' , . , , x . x' d'y d* y' 
r- a la place <le et de T,? et - — —H-

dt' 1 r J dt2 dt' 

à la place de - et de "V i r r i 

... ,, , . d y (xdy — ydr ) , 
Si Lon suljstitue pour ' , sa valeur 
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J + ^ dans 1'expression tle â j , elle devient 

âf=m'\ f + - + r (*y ~ <r) + riy [xdy -ydx) 
/ J r J J^ (Jt1 

! ] 

dy ( xdy' — y' dx -f- x' dy — ydx')" _ 

En ehangeant, dans cette formule, x en y, x' en y', 

et réciproquement, on aura, pour déterminer 1'alté-

ration de J' due à la partie de R indépendante de R', 

$f> _ nA f> , l _ x(xy' — x'y) _ dx' (xdy — ydx) 
J L J r r1 df 

dx (xdy' — y' dx -+- x' dy — ydx') 1 
' df ' ~ J ' 

Connaissantlesvariations de f et de f , on aura celles 

de e et de co, par Ies équations 

c?e = c?/ et e Jco = J / ' . 

Considérons Ies variations de 1'inclinaison et du 

noeud de 1'orbite due à la même partie de R. En la 

différentiant, on a 

rfR 

Ih 
.Yz' — z z' 3z . . 

= m — 75 - T^ + rf)J-

Si l'on substitue cette valeur dans Ies valeurs de dc 

et dc", n° 5 0 , et qu'on néglige Ies termes de 1'ordre 

du carré des forces perturbatrices, on trouve 

dc' = - irixz' (i - ^7) dt, 

dc''= m'yz' (l - ^ dt. 
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Remplaçons, dans ces équations, ^ ^r par 

í/J.r í/' y d12! , . , , 

— -^7) — -^-j — > et mtegrons Ies équations re-

sultantes, nous aurons 

formules qui coincident d'ailleurs avec celles que 

l'on obtiendrait directement en différentiant Ies va-

leurs des constantes c' et c", 11o 5 0 , par rapport à la 

caractéristique d, et en substituant pour dz et d.dz, 

leurs valeurs dans Ies expressions resultantes. 

Les valeurs de dc' et de dc" étant ainsi connues, 011 

aura celles de dp et de dq, dues à la partie de R indé-

pendante de R', par Ies équations 

et il sera facile d'en conclure Ies altérations corres-

pondantes de Tinclinaison et du noeud. 

En retranchant Ies valeurs de da, d n, dj\ d f , 

dc ' , dc", à un point donné de 1'orbite, de leurs valeurs 

à un autre point donné, 011 aura Ies altérations dans 

l'intervalle, de a, n, j , f , c', c", dues à la partie de 

R indépendante de R'. 

5 7 . On pourrait exprimer, par une formule sem-

blable aux précédentes, la variations de la longitude 

de 1'époque due à la mème partie de R; mais cette 

S c" ^ Sc' 
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formule est inutileà la détermination de 1'altération de 

1'anomalie moyenne, qui peut se faire très-simplement 

de la manière suivante : supposons que l'on fixe l'o-

rigine du temps au point de 1'orbite oú l'on eommenee 

à diviser en deux parties la fonction R, et nommons N 

Ie moyen mouvement de la comète en ce point, c'est-

à-dire la valeur de n qui résultedes perturbations pré-

cédentes; on aura, après un temps quelconque t, 

compté du mème point, 

Jndt + às — Jw = Ni + Jd ndt + Js — J u . 

En désignant par ovn la variation de n due à la partie 

de R indépendante de R', on aura donc, pour déter-

miner l'altération correspondante de 1'anomalie 

moyenne, 
J £ j = f tf ndt + J c - J u . 

Si l'on différentie cette expression et q u o i i y substitue 

pour d.o"1=— d.c?w, sa valeur donnée par l'équation (4), 

n° 5 1 , on aura 

d.Se.sinu (2— e-—ecoswi d.Su.li—ecosií)-
(IAi= S'ndt ' ; 

I — e* \l 1 — e1 

équation qu'011 peut écrire ainsi : 

, r Sc sin u (2 — eJ— c cos u) Sa 11 — ecos u)' 1 
d.SC=z - r f . i , ' 

L I - - 1 vAT^T' J 

/ S' n (2 cos u 4- e) . sin u \ 
-h ( h Se - — + IeSw , I ndt, 

\ n 1 — e' ^ J 

en observant que l'on a, n ° 5 1 , ndt = du[i — ecosí í) . 

Nous avons trouve plus haut 

Je = J / , eJw = J J \ 


