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Dosagem do estanho nas cassiterites

O prineipio de todos os métodos, que empregimos, consiste
em transformar o estanho em cloreto estanoso dissolvido, e dosear
o estanho pelo iodo.

As solugdes de iodo que empregimos siio as aconselhadas
por Post ¢ Neumanu no seu tratado de anilise quantitativa.
Preparam-se dissolvendo 21,32 grs. de iodo, aproximadamente,
numa eolugio de 45 grs. de iodeto de potdssio em 25 e. c.
de dgua, e diluindo depois até um litro. Como o iodo reage com
0 ido Snt+ segundo a equaciio:

Sut+ Ty = Snit 4 21—

vémos que 1 ¢, c. desta soluclio equivale a 0,01 grs. de Sn.
A determinaciio exacta do titulo da solugio faz-se por com-
paraciio com o estanho puro.

Toma-se aproximadamente 0,2 grs. déste metal (a pesagem deve ser levada
até 0,5 mgr.), coloca-se num pequeno copo de precipitagiio de 100 c. c., junta-se
umas gotas duma solugfio concentrada de cloreto ciprico (nfio sulfato), e 30 c. c. de
ficido cloridrico concentrado. Cobre-se o copo com um vidro de relogio e aquece-se
durante uns dez minutos i ebuli¢gio; no fim déste tempo, se tivermos empregado
metal finamente pulverizado ou espalmado com um martelo, a dissolucio estd ter-
minada, o que ficilmente se conhece por nio haver desenvolvimento de bolhas
de gis, quando se retira a chama. Deixa-se arrefecer um pouco, lava-se o vidro
de religio para o copo com HC! 2N, junta-se uns dois gramas de ferro puro,
cobre-se novamente o copo, e deixa-se em repouso durante um quarto de hora ; a
reac¢iio com o ferro & lenta, pois & catalisada negativamente pelo cobre. Lava-se
entiio muito bem o vidro de religio para dentro do copo com o liguido anterior,
@ separa-se o ferro por filtracio, que convém ser ripida, e para o recipiente em
que se hi-de fazer a dosagem. Faziamos sempre a filtragio para um pequeno
vaso cbnico, a que adaptavamos uma rolha atravessada pelo fanil e por um tubo que
o ligava com a trompa de figna. Junta-se entdio uns 5 ¢. c. duma solugfio de amido.
Deita-se depois, ripidamente, o iodo da bureta para a solugiio de estanho, até i cér
azul caracteristica; o cociente, entre o péso do estanho e o nimero de o, ¢ gastos,
di-nos a equivaléncia da soluglio em Sn.
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Em todas as dosagens adiante referidas, a técnica, depois da
reducio pelo ferro, & a desta dosagem.

Para avaliarmos a precisio do método, damos os resultados
obtidos com uma mesma soluciio de iodo.

Nedec.c. PésodeSs  Equivaléncia porc.c.  Média
gastos tomado em Sn

1.* dosagem 20,6 0,217 grs. 0,010562 grs.

2.t 25 0,265 0,01059

3.t 24,2 0,255 0,01053

4°* 23,6 0,248 0,01054 0,01055
b.* 24,6 0,261 0,0106

6.* 25,4 0,268 0,01055

7 fio 21 0,222 0,01056

Os resultados mais afastados nio diferem de 1Y, e sio geral-
mente muito mais aproximados.

Para obter bons resultados, é preciso satisfazer is seguintes
condicbes :

a) A dosagem do estanho deve ser feita sem demora, uma
vez obtida a solucio de cloreto estanoso, ndo s6 devido & ficil
oxidabilidade do Sn++, como também porque as solugdes de clo-
reto estanoso ndo conservam um titulo constante, quando dosea-
das pelo iodo, mesmo depois de reduzidas pelo ferro; julgamos
que a causa déste comportamento é a formagio de coloides ndo
atacdveis. Adiante damos os resultados que nos mostraram a
mudanca de titulo.

Fizemos as experiéncias dissolvendo um determinado péso
de estanho em dcido cloridrico concentrado, e abandonando a
solagio durante 24 horas. Faziamos depois a diluigio a 100 c. e.
o dosedvamos o estanho em 25 c. ¢. da soluglio. Antes da dosa-
gem reduzia-se pelo ferro como ji foi dito. A solagiio de iodo
equivalia a 0,01025 de Sn por e. e.

Quantidade de Sn dissolvido 0,505
N.° de c. c. gastos 11,5
Equivalente em Sn 0,455
Perda em Sn 0,05

Quando se trata de cloreto estinico observa-se uma perda
muito maior.
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O resvltado, que adiante indicamos, foi obtido preparando
uma solugio como anteriormente, oxidando-a depois com
bromo, e deixando-a 24 horas em repouso. A dosagem foi
feita pelo processo anterior, pois o cloreto estinico & total-
mente reduzido pelo ferro.

Quantidade Su dissolvido 0,534

N.? de c. c. gastos 9,8
Equivalente em Sn 0,402
Perda de Sn 0,132

b) A solucilo ndo deve ser diluida, isto &, deve-se atacar nma
quantidade de minério tal que se possa fazer a dosagem sbbre
toda a solucio.

Para o verificarmos, dissolvemos nm péso conhecido de Sn
em D0 e. e. de HC! 12 N, o, uma vez terminada a dissoluciio,
diloimos a 150 e. e.; fizemos recafr a dosagem sobre DO e. c.
A solagio de iodo equivalia a 0,0101 de Sn por e. c.

Quoantidade Sn dissolvida (1) 0,551 (2) 0,710

N.? de c. c. gastos 17,95 22.¢
Equivalente em Sa 0,045 0,694
Perda de Sn 0,005 0,016

A perda é importante, e os resultados nio eoncordam.

Julgamos que a causa é a mesma do que nas experiéncias a).

¢) Nio se deve operar na presenga de dcido azbtico.

A solugio de iodo empregada é a das experiéncias anteriores.
A dosagem foi feita sobre tdda a solugdo, depois de reduzida
pelo ferro. Juntimos HNOj diluido & solugiio.

Quantidade de Sn dissolvido 0,237
N.” de c. c. gastos 22.9
Quantidade de Sn equivalente 0,230

Convém notar que o deido azdtico nfo pode ser eliminado
por evaporagiio, pois o cloreto estinico formado volatilisar-se-ia;
chegdmos a ter perdas de D0%, ac tentar expulsi-lo a banho-
-maria. I portanto necessirio evitar a sua presenga.

d) Nio se deve operar na presenca de dcido sulfiirico.




8 Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

Experiéncias feitas, nas condi¢cdes anteriores, em presenca de
deido sulfiirico :

Sn dissolvido 0,258
N.” de c. c. gastos 24,6
Sn equivalente 0,248

Aplicam-se a @ste caso as observacdes anteriores.

e) A reducio pelo ferro 6 indispensdvel.

As experiéneias foram conduzidas como as anteriores, nio
reduzindo pelo ferro.

Sn dissolvido 0,218
N.* de c. c. gastos 26,8
Equivalente em Sn 0,209

O oxigénio do ar oxida rapidamente as solugdes.

f) A presenga da platina dividida prejudica a reacclio.

Experiéncias feitas, nas condi¢bes anteriores, usando cloreto
de platina para ajudar a dissolugiio, e reduzindo pelo ferro:

Sn dissolvido 0,290
N.® de c. c. gastos 26,8
Equivalente em Sn 0,281

Sempre que se tenha dissolver estanho metidlico, nio se pode
catalisar a reacciio com platina. O catalisadur que empregdmos,
com bons resultados, foi o cloreto ciprico. Nio se deve asar
nem nitrato nem sulfato, para nfio introduzir no sistema os dcidos
correspondentes. A velocidade de dissolu¢dio aumenta muito,
pois sem esta substincia chegamos a gastar duas horas na dis-
soluciio de 0,3 grs. de Sn em HCI cone., ao passo que, juntando
umas gotas de cloreto ciprico, a dissoluciio se fazia em 10 mina-
tos. Esta substincia tem também o inconveniente de catalisar
negativamente a redugiio pelo ferro, mas, como durante a disso-
luciio se forma pouco eloreto estinico, ndo introduz complica-
¢les.

g) A dosagem do estanho numa solugio de cloreto estinico
também se pode fazer pelo iodo, pois o Sn é totalmente redu-
zido pelo ferro, num pequeno espaco de tempo. Neste caso, &
preciso niio existir cobre na solugio, pois a reduglio é muito
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demorada. Damos a seguir os resultados das experiéncias rea-
lizadas com 30 e¢. e. duma solugiio de cloreto estinico, depois de
reduzido pelo ferro. Nimero, de c. ¢. de iodo, gastos:

28,0 28,45 28,6 28,55

Com cobre na soloefio, reduzindo os 30 ec. e. durante um
quarto de hora, obtivemos os resultados:

Como vemos, o0 método & muito sensivel e convém sempre
fazer as andlises em duplicado.

Solubilizagdo dos minérios

Uma vez conhecido o método da dosagem do estanho nas
suas solucdes cloridricas, tratdimos de saber qual seria o método
mais pritico para solubilizar o estanho do minério. Recorremos
aos métodos até hoje usados, e no que se segue damos os resul-
tados do nosso estudo.

O aquecimento foi sempre feito com hicos de Bunsen e maga-
ricos ordindrios alimentados com gaz de gazolina obtido num ear-
burador da easa Franz Hugershoff.

a) Fusio com carbonato de sédio e enxdfre,

Funde-se o minério num cadinho de porcelana com cinco vezes o seu péso
duma mistara em partes iguais de carbonato de sodio e enxdfre. Aquece-se ao
principio com uma pequena chama e, passado um quarto de hora, a fundo, com o
macarico, durante trés quartos de hora; durante estas operages. o cadinho deve
conservar-se bem coberto. Finda a fusfio, destaca-se a massa aderente i tampa
introduzindo esta numa cipsula com um pouco de dgua e aquecendo; lava-se depois
bem para dentro da mesma e retira-se. Introduz-se nesta mesma cipsula o cadi-
nho com a massa fundida e aquece-se até i desintegragio completa. Retira-se o
cadinho e lava-se bem com figua contendo 19/, de sulfureto de aménio. Filtra-se
entlio o conteddo da cipsala, removendo o precipitado para o filtro, com a soluglio
ji citada; depois de removido o precipitado bastam umas trés lavagens. O filtrado
é novamente deitado na cipsula, tratado com HC! 12 N. até i nentralizaclio quisi
completa, e depois com HC! 2 N até i reacedo dcida; precipita aqui o sulfureto
estinico amarelo o bastante enxdfre. Evapora-se a banho-maria até ao volume
de 25 ¢ o, juntam-se depois 50 o. c. de HC! 12 N, e aquece-se novamente a
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banho-maria durante um quarto de hora. Filtra-se, remove-se o filtrado para um
baldo de 100 on 150 c. c. e junta-se HC! 2 N. até i marca (as lavagens devem
fazer-se com éste dcido). A dosagem de estanho faz-se numa parte desta solugdio,
depois de reduzida pelo ferro, pelo processo ji conhecido.

Nunca conseguimos, por éste processo, fazer a desintegracio
numa sé fusio, 0 uma maior duraciio niio melhorava o resultado.
O aquecimento moderado, aconselhado em alguns livros, nio nos
deu bons resultados como se deduz das experiéneias que se
seguem. A soluciio de iodo empregada equivalia a 0,5 0099 de
Sn por c. c., a diluigio foi feita a 100 c. e., & a dosagem do Sn
recafu sobre 30 c. c.

1) Fusio durante numa hora em chama pequena.

N.? de c. c. gastos com 0,5 934 de minério 9,3

2) Fusio comegada com chama pequena e depois, durante
trés quartos de hora, com o bico de Bansen em cheio.

N." de e. ¢. gastos com 0,969 de minério 16,7
3) Nas condicdes jd eitadas.
N.* de e. c. gastos com 0,875 de minério 18,3

E portanto desta maneira que se deve operar.

O ataque, mesmo no euso 3), nilo estava terminado ; o resi-
doo, da massa fundida, insolivel na dgua, caleinado e subme-
tidlo a0 mesmo tratamento do minério, acusava ainda estanho
equivalente a alguns c. ¢. da solucio de iodo. O ataque estava
terminado porque o residuo insoliivel era totalmente dissolvido
pelo dcido azético.

Temos o seguinte resultado:

I
Gramas tomados 0 875

1.2 fusflo .
R

Total
% de Sn. .

N2 dee.c
gastos
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Damos adiante os resultados obtidos na andlise de outras
cassiterites, pelo mesmo processo. Os residuos eram ealcinados

e tratados como o minério primitivo.

11

Sol. de iodo anterior. Dilui¢io a 100 ¢. c. e dosagem sohre

3D e. c.

Grs. tomados.
1.* fosko. . .
L
o Tk
40 .3
Total .

0,986
104 c. e.

2,5

0,56

0,00
13,45
38,6

Solucio de iodo equivalente a 0,01032 de Sa por e. e. Dilui-

¢lio a 150 e dosagem sdbre DO c. c.

(Grs. tomados .
1.® fuslio .

23

e

Total

0/p de Sn .

0,863
19 e. e.
08 ec. c.
0,0
19.8 e. c.
70,9

Uma segunda andlise feita pelo mesmo processo deu-nos o
resultado 69,4%. Os dois resultados niio concordam e, como
veremos, silo hastante baixos. Os pontos fracos do método sio
a diluicio da solugio de cloreto estinico, e o aquecimento para
a dissolucdio do sulfureto, que se ndo consegue doutra maneira.
Para obter estes resultados, & preciso operar exactamente como
dissemos e nilo empregar bromo para ajodar a dissolugio do
sulfureto, pois formar-se-iam sulfitos e sulfatos que prejudicavam
a dosagem pelo iodo. A evaporagio & secura ndo introduz érro,
porque, quando é feita, a acidez da solugdo nio é suficiente para

dissolver o sulfureto.
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b) Redugdo pelo hidrogénio.

Ao principio empregavamos o seguinte método :

Toma-se aproximadamente um grama de minério bem pulverizado, numa bar-
quinha de porcelana, e introduz-se num tubo de porcelana. Aquece-se ao rubro
cereja, fazendo passar uma corrente de hidrogénio séco, durante duas horas. Pas-
sado éste tempo, deixa-se arrefecer no hidrogénio e retira-se a barquinha. Coloca-se
numa cipsula, junta-se um ou dois ¢. ¢. duma solugiio de eloreto eiprico e 50 c. e.
de HCI 12N. Aquece-se i ebulighio até i dissoluglio completa, o que se reconhece
quando a frio niio houver desenvolvimento de bolhas gasosas. Filtra-se, lava-se
bem o filtro e a cipsula com HC! 2N, remove-se o filtrado para um baldo de 100
ou 150 . c., e junta-se HCI 2N. até i marca. A dosagem faz-se sibre uma parte
desta solugiio pelo método conhecido.

Damos adiante os resultados obtidos com as cassiterites ante-
riores que vio representadas pelos mesmos niimeros.

I

Sol. de iodo eq. a 0%%,0111 de Sn por e. ¢. Diluicio a 100
e dosagem sobre 30 ¢. c.

Gs TOMBAON <™"Y i s 4 i e D.BE0
NI 0. gaston. . v & vve wheisnidB8P
R e A e T

11
Nas condicdes anteriores

Grs. tomiados & v 5% % L0 o 1001
N doe. e gastos . 40 0 o 0 10
Ofdes B 00 RN anbrliger Snb ey - I88

111

Sol. de iodo eq. a 0#*,00103 de Sn por e. e. Dil. a 150
dosagem sobre 50 e. c.

G, tombddas’: . . o VA e 0004
Nt deersigaston. & 0 s 2lL4
U duiB LS SN R YRR
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Numa repeticiio da andlise, por éste método, da cassiterite I1I,
obtivemos os resultados: 72,5 e 71,5,

Os resultados, embora mais altos que os obtidos com a fusfio
pelo enxdfre, niio concordam dentro dos limites do érro da dosa-
gem. Foi o que nos levou a investigar as causis de érro, que
podiam ser as seguintes:

a) Volatilizagio do Sn durante a reducilo.

b) Reducio incompleta.

¢) RErro inerente & diluicdo.

Para investigarmos a), tomdmos uma barquinha introduzi-
mos-lhe ap. 0,2 grs. de Sn e aquecémo-la, durante duas horas, ao
rabro cereja, na corrente de Hsz. A barquinha foi pesada antes e
depois do aquecimento. O tubo em que se fez o aquecimento foi
também pesado antes e depois. Os resultados foram os seguintes:

Péso da barquinha e Sn antes . . . 2,3573

» » » depois. . . 2,3573
Péso do tabo antes . . . . . . . . 52,263
Péso do tabo depois . . . . . . . 52,263

Niio houve portanto volatilizagio.

Quando se reduzem as cassiterites naturais, o tubo cobre-se,
junto da regido aquecida, duma eamada negra. Dissolvémo-la
em dgua régia e investigimos o Sn pela perola de borax (rea-
¢lo muito sensivel). Nio encontrdmos e verificimos depois
tratar-se de arsénio.

A causa do érro nflo é portanto a).

A cansa também ndo era 4), porque aumentando o tempo de
reduglio os resaltados nio aumentam. O resultado mais baixo
que achimos foi exactamente o correspondente a uma reduciio
darante cinco horas, ao passo que os outros eram correspon-
dentes a duas horas.

Além disso, o residuo, da primeira reducilo e dissolucio pelo
HClI, foi calcinado, pesado e submetido a uma nova reducio de
duas horas, e depois pesado novamente. Acusou uma diminuiciio
de péso de 1™, mas que nio era devida ao Sn; provimo-lo
tratando com HCI! 12N. e investigando o estanho pela perola.
Nio o conseguimos caracterizar; o residuo antes da redugdo nio
acusava nitidamente o estanho, o que prova que, se o continha,
era em quantidades indosedveis.
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A eausa do érro s6 pode ser ¢) e, na verdade, a concordincia
dos resultados & a que deveriamos esperar tendo em conta a
mudanga de titulo da solugdio por diluigio. (Vejam-se as expe-
riéneias da pdgina 3).

Temos, portanto, de reduzir uma quantidade de minério tal
que possamos fazer a dosagem em tdda a soluglo.

Toma-se 0,3 grs. do minério (ou uma quantidade que seja equivalente a 30 c. e.
da solugiio de iodo) numa pequena barquinha, e aquece-se como anteriormente.
Feita a reduciio e o arrefecimento, langa-se a barquinha num copo de 100 ¢. ¢,
junta-se uns c. ¢. duma solugdo de cloreto chprico e 30 ¢. ¢. de HCI 12 N. Aque-
ce-se até A dissoluglio completa, deixa-se arrefecer e junta-se dois grs. de ferro
puro. A marcha a seguir, depois da redugiio, ¢ a usada na dosagem da solugio
de jodo; nfio & preciso retirar a barquinha. Como se vé, temos as mesmas condi-
¢des em que foi doseada a soluglo de iodo, e, portanto, utilisamos tida a precisio
do método,

Obtivemos para as eassiterites 11, por éste método, as seguin-
tes percentagens de Sn:

7 73,0 73,6 73,6

Os resultados siio mais altos do que os obtidos anteriormente
e concordam dentro dos limites do érro do método de dosagem.

Para outra cassiterite, que designaremos por IV, obtivemos
as seguintes percentagens :

66,8 67,3 67 67,3 67,4 66,9 67,2

Os resultados concordam dentro dos limites do érro do método.

E, portanto, esta a precisiio mdxima atingivel eom éste método
e julgamo-la suficiente.

O método & rdpido, exigindo do operador apenas uma activi-
dade de duas horas. A rednciio ndo necessita uma assisténcia
constante ; nas nossas andlises, era feita durante o almdgo ou
durante as aulas. Chegdmos a fazer trés andlises por dia.

¢) Fusdo com cianeto de potdssio.

Operivamos a principio da seguinte maneira :
Toma-se aproximadamente 1 gr. de minério; num cadinho de porcelana com
30 ¢. ¢, dispBe-se, no fundo, uma camada de cianeto de potissio bem pulverisado e
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comprimido com um pildo. Bobre esta camada, deita-se uma outra de 4 grs. Dei-
ta-se entio 0 minério bem pulverizado e mistura-se, com esta camada, com um
fio de platina; & preciso operar ripidamente para o cianeto se nfio humedecer.
Acomoda-se entio batendo com o cadinho e langa-se ainda uma outra camada de
2 mm. Aquece-se a fundo, eom o magarico, durante dez minutos, tendo o cadi-
nho tapado; depois destapa-se e escorre-se a massa fundida para uma placa de
aluminio; a massa solidifica imediatamente Toma se a tampa, coloca-se numa
ciipsula com pouca dgua e aquece-se até i desintegracdo da massa aderente, depois
retira-se e lava-se bem para dentro da mesma cipsula. Langa-se nesta o cadinho
e a massa escorrida, aquece-se até i dissolugdio do cianeto e filtra-se através dum
cadinho de Gooch com pouco amianto. Terminada a lavagem e bem escorrida a
dgua da cipsula e do cadinho, destaca-se, com uma varéta, o amianto do cadinho e
com umas gotas de dgua desloca-se para a cipsula. Be o estanho produzido na
fusdo tiver a forma de granulos volumosos, antes de deitar o amianto na cipsula,
retiram-se os grios, espalmam-se com um martelo e deitam-se novamente nesta.
Junta-se uns ¢. ¢. da solugio de cloreto ciprico e 50 e. ¢ de HC! 12 N, aque-
cendo até i dissolugfio completa. Filtra-se, remove-se o filtrado para um baldo
de 100 ou 150 e. c. @ a dosagem faz-se, pelo método conhecido, numa parte da
solugdio.

Os resultados obtidos, por éste processo, foram

I
Shvidon B oo iio i o ainid e ¥ wobi 080

II
L TP R SN R LR T

Depois de feitas as experiéncias da pdg. 3, alterdmos esta tée-
nica, nsando apenas 0,3 a 0,4 grs. de minério, e um copo de
100 e. c. em vez da cdpsula; reduzimos pelo ferro toda a solu-
¢io de Sm sem separar o residuo e fizemos a dosagem sobre o
total. Os resultados obtidos com a cassiterite IV sdo:

66,4 66,5 66,7 66,9 66,8 66,7, de Sn

Os resultados sdo ligeiramente mais baixos do que os do
método do Ha, mas aceitiveis. O método 6 muito ripido nio
demorando uma andlise mais de trés horas.

Julgamos que o Grro & devido ao facto de o cianeto trepar
por capilaridade ao longo das paredes do cadinho e arrastar
consigo algum minério, que assim escapa ao ataque.
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Método de redugdo do Bnﬁ .

Depois de feitas as experiéncias descritas, verificimos que o
método de andlise pelo iodo, era, com a técnica empregada,
empirico. Se a reduciio pelo ferro for feita & temperatura de
ebulicio, a quantidade de iodo gasta é6 maior, como mostram
os niimeros :

Titulo doma solugiio com redugiio a frio 0,01039
» ¥ o » » a quente 0,01019

O que acabamos de dizer nilo invalida, de maneira nenhama,
as dosagens que fizemos, puis a solugilv titulada foi doseada pelo
mesmo processo, de maneira que os erros compensam-se, tanto
mais que operimos sempre nas mesmas condicbes,

Quando o ferro reduzido contém ainda quantidades impor-
tantes de Oxidos, também ji ndo podemos fazer a reducilo nas
condi¢des citadas, e mesmo a redugio a quente nito d4 resalta-
dos aproveitiveis. Antes de comecar um novo fornecimento de
ferro, convém sempre verificarmos, por uma série de dosagens
com uma mesma solucio de SnCls, se se presta ao método de
dosagem referido. Nem sempre & fdcil obter o ferro proprio,
mas, caso se consiga, aconselhamos o método.

Nas nossas experiéncias fomos obrigados a mudar as condi-
¢oes de dosagem, pois um fornecimento de ferro Merck nio se
mostrou préprio para a téenica simples, e seria muito moroso
esperar outro fornecimento. Usdmos entdo a reducclio pelo zineo
que precipita completamente o estanho.

Para fazer a redugfio, conduz-se a operagdio exactamente como descrevemos e
faz-se a reduglio pelo ferro, mas depois filtra-se para um balfio e ataca-se pelo
zinco que convém empregar granulado. Para as quantidades com que trabalhimos
deve-se empregar 10 grs. de zinco; o deslocamento leva meia hora; para nos asse-
gurarmos que o Sn estd completamente precipitado toma-se uma gota da solugiio que
se coloca sibre uma chapa de porcelana vidrada, e junta-se-lhe uma gota de digua
sulfidrica. Terminado o deslocamento separa-se o Sn do liquido, para o que usimos
um tubo em U estrangulado junto a uma das extremidades. Junto ao estrangula-
mento colocAmos uma rilha de algoddo de vidro; a extremidade estrangulada mer-
guha no liquido e a outra liga-se a um frasco em comunicagio com & trompa.
Retira-se o algoddo de vidro, deita-se no balio e depois introduz-se neste uma
rolha com dois furos; por um dos furos liga-se com um gerador de gis carbdnico
e o outro serve para a saida déste gis e para as operagdes que seguem. Por
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éste furo juntam-se 20 e. c. de HC! cone. ; a dissoluglio é imediata, Terminada
esta, introduz-se no faro da rolha o bico da bureta (que deve ter muito menor
diimetro para nfio impedir a saida do gis) e doseia-se. Como vemos, o método é
muito mais moroso do que o ji citado.

0 titalo da soluglio de iodo fixa-se dissolvendo o estanho numa corrente de
COs e doseando como atris fica dito. Pode-se apressar a dissolugiio com umas
gotas de cloreto de platina, mas nunca com cobre como no caso anterior.

A precisiio atingida com éste método de dosagem é muito
maior do que a do anterior. Damos a seguir os resultados obti-
dos na fixagio do titulo duma solugio de iodo:

Sn emp. 0,2455 c. c. de sol. gastos 25,05
0,2460 25,05
0,2375 24,25

Como se vé, a relagio & priaticamente constante, e igual
a 0,00081.

Nas experiéncias que se seguem foi éste o método que
sempre usimos.

d) Método do perdxido de sddio.

Usdmos para éste método duas técnicas diferentes. As cas-
siterites usadas foram as V e VI. Foram ambas analisadas por
redugiio pelo hidrogénio com os resultados:

V 7086 706 706 09|, . o
VI 65,5 65,0 65,4 65,0\ /°

Usdmos primeiro a téenica indicada no livro de Saz.

2 grs. de minério bem pulverisado sio misturados com seis vezes o sen péso
de perixido de sidio, e a mistura aguecida, em cadinho de niquel, ao rubro sombrio,
durante meia hora. Depois de arrefecer, deita-se o cadinho numa cépsula com
éigua, desagrega se a massa, retira-se o cadinho e lava-ze. O liquido turvo é remo-
vido para um balio de 500 c. c. que se enche até i marca. Deixa-se assentar o
solido e com um sifdo retiram-se 100 ¢. c. que se medem num baldo; o sifio deve
ter a abertura lateral, para nfio levantar o sblido. Deita-se o liquido num balio de
250 c. c. e juntam-se 25 ¢. ¢. HCI cone. O resto da operagiio conduz-se como ji
foi dito.

2
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Aplicimos o método A cassiterite V com os resultados:
63,2 65,7 66,6 60 60"

Os resultados niio concordam e sio muito baixes. O sélido,
depositado no fundo do baldo de 500 e. c., dissolvia-se comple-
tamente em HC/ e, portanto, o minério tinha sido ecompletamente
atacado. Suspeitamos que o San tenha sido arrastado pelo ferro.

~ Aplicdmos depois a téenica usada pelo prof. Lepierre no sea
Laboratério de Andlise Quimica.

0.4 grs. de minério misturam-se com 6 grs. de perdxido de sidio e aquece-se,
durante meia hora, a0 rubro sombrio, em cépsula de ferro. Depois de arrefecer,
deita-se a cdpsula numa outra, de porcelana, cheia de dgua, ferve-se até desagregar
a massa, retira-se a cipsala e lava-se. Junta-se depois HCI conc. em excesso, e o
liquido é tratado como ja foi dito.

Os resultados obtidos com @ste método foram da mesma nata-

reza do que os anteriores e, com a cassiterite V, obtivemos resul-
tados baixos e nio concordantes. Alzumas andlises feitas no
Laboratorio do prof. Lepierre deram resultados semelhantes.
~ Por informacdes do prof. Lepierre, sonbemos que tinha ana-
lisado por éste processo algumas centenas de cassiterites e nunca
tinha notado semelhante anomalia. Aplicimo-lo entiio & cassite-
rite VI com os resultados :

64,2 64,2 63,0 643 64,1

Os resultados concordam, mas slo mais baixos que os obti-
dos na redugiio pelo hidrogénio. As percentagens obtidas neste
método siio certamente um pouco baixas, pois o residuo, da redu-
¢iio pelo hidrogénio e dissolugdo pelo HCI, mostron sempre, nftida,
a risca azul do estanho, quando examinado no espectrosebpio.
Contado o residuo ja nido era atacado por uma redugio ulterior.

Conclusdes

+
1) Estuddmos dois métodos para a dosagem do Sn"'i. O
método mais simples dd bons resultados, desde que se observem
coertas precangdes, que indicamos.
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O outro método, mais moroso, dd resultados mais precisos,
o niio & tlo sensivel is condicdes de dosagem.

2) Estudimos os métodos de solubiliza¢iio do Sn das cassi-
terites.

a) o método de fusio com carbonato de sbdio e enxdfre &
muito moroso e di resultados muito baixos.

b) o método de redugiio pelo hidrogénio exige apenas uma
hora de actividade do analista, e dd resultados mais elevados do
que 0s outros, mas nio exageradamente elevados; tem a vanta-
gem importante, no caso das cassiterites, de se obter o estanho
no estado metilico.

¢) o método de fusfio com cianeto de potdssio dd resultados
aom pouco mais baixos do que o anterior, mas aceitiveis. K
riapido, mas menos do que o anterior.

d) o método de fusio com perixido de sidio dd geralmente
resultados aceitdveis (informagdes do prof. Lepierre e uma expo-
riéneia nossa), mais baixos do que a redugio pelo hidrogénio.
Com uma das cassiterites mostrou-se inaplicivel. X bastante
moroso.

3) o método mais preeiso, e preferivel por todas as razdes,
6 o de reduciio pelo hidrogénio.

4) O comportamento da cassiterite V, no método do perd-
xido de sodio, precisa de ser esclarecido.

Os métodos que expomos sdo, com ligeiras modificagdes, os
que vem expostos nos grandes tratados de andlise quimica, e
abstemo-nos, portanto, de citar a bibliografia. O nosso trabalho
consistin apenas na sua comparacio e em algans aperfeicoa-
mentos. Agradecemos ao prof. Lepierre as indicagdes preciosas
que nos deu e a permissio de trabalhar durante algum tempo
no sen Laboratério. Ao seu preparador Sr. Abel de Carvalho
também aqui exprimimos os nossos agradecimentos.
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Emanémetro de Becker. O estudo da radioactividade de dguas
minerais, que constitui o objecto déste trabalho, foi feito com um

emandmetro de Becker.

Este aparelho, que representamos es-
quemiticamente na figura 1, encontra-se
descrito por Becker, por exemplo, nos
seguintes trabalhos: «Zur Methodil: der
Emanationsmessung »  ( Strahlenthera-
pie-Band XV-1923). «Uber die Prizi-
sionsmessung  der  Radiumemanation »
(Zeit. fiir Physik — Band 21 — IHeft 5
— 1924,

0 emandémetro de Becker & constitufdo
por um electrémetro unifilar de Wulf, £,
cimara de ionizaciio, C| e ante-ciimara, S,
com forma de serpentina, enrolada em
volta da ciimara. A torneira 7' pode ser
posta em trés posicles: na posigiio I
estabelece a comunicacfio da cimara com
a ante-cimara, na posiglio /& interrompe
a referida comunicaglio, e na posiciio 1/
restabelece-a novamente e estabelece a
comunicaciio duma das extremidades da
ante-cimara com o ar exterior.

Para se fazer uma medida, comegamos,
com a torneira na posigiio I, por fazer o
vazio pna climara de ionizagio e na ser-
pentina.

Levamos, a seguir, a torneira i posi-
¢lo K, estabelecemos a ligagio entre o

frasco, que contém a fgua a estudar, e a serpentina, e fazemos passar
para esta, como adiante descreveremos, a emanagiio dissolvida na dgua.
Segnidamente, carregamos o electrémetro a um determinado
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potencial, por meio duma pilha séca, por exemplo, ficando o fio em
coincidéncia com a divisio zero da escala; notemos que hi4 uma
disposiclio que permite estabelecer ou interromper a ligagio do
eléetrodo da cimara de ionizaglio com o electrémetro. Carregado
o electrémetro e ligada com a Terra a parte exterior do aparelho,
pomos a torneira 7" na posi¢io M/ e comecamos a contar o téempo
com um cronémetro; a emanagfio passa para a climara de ioniza-
¢fo, onde se conservava o vazio, sendo para af totalmente arrastada
pela corrente de ar exterior que entra até i pressiio atmosférica.

Passados 3 minutos interrompemos a ligaclio do eléetrodo da
cimara de ionizacio com o electrémetro; tomamos nota da divisfio
onde o fio se encontra. Passados 2 minutos depois de feita a medida,
tendo levado novamente o fio do electrémetro a divisiio zero, medimos,
do mesmo modo, o deslocamento do fio durante outros 3 minutos.

Feitas as duas medidas, levamos a torneira 7°d posiciio P, faze-
mos o vazio e deixamos seguidamente entrar o ar exterior; repe-
te-se esta limpeza mais uma ou duas vezes. Como a emanagiio
esteve durante poucos minutos dentro da cimara, passado pouco
tempo pode fazer-se nova determinagfio.

Exactamente nas mesmas condigdes se faz o estudo duma solu-
¢lio padrio. A comparagfio dos resultados obtidos permite-nos cal-
cular a quantidade de emanagfio que havia na égua estudada.

As vantagens do método de Becker encontram-se estudadas em
véirios trabalhos. Transcrevemos o seguinte, resumidamente, do tra-
balho de A. Becker: «Uber Emanations — und Radiumessungen
nach den meist gebrauchlichen Methoden und mit dem Emanometers.
Ieidelberg, 1914, bei C. Winter.

A medida da quantidade de emana¢fio funda-se na medida da
corrente de saturagfo. Supde-se que:

1) - E conhecida a capacidade do sistema carregado e
isolado. O produto desta capacidade pela queda de tensdo por
unidade de tempo d4 a intensidade da corrente de saturagio;

2) — Todos os ides produzidos sio empregados no trans-
porte da electricidade ;

3) —Todas as partfculas = emitidas sio absorvidas pelos
gases antes de chegarem as parddes, sendo tddas aproveita-
das ba produgiio de ides;

4) — A formagfio de ives é exclusivamente devida 4 ema-
nagio.
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Sem o conhecimento da capacidade, apenas podemos comparar
resultados obtidos com o mesmo aparelho, O conhecimento da capa-
cidade pode levar a resultados ilusérios se niio forem satisfeitas as
condigdes 2) e 3). A determinagfio do valor da capacidade, que é
muito pequena, oferece dificuldades.

A condigiio 2) supde que se niio di a recombinagio de ides.
Geiger (Proc. Roy. A. 82, pg. 186 — 1909) mostrou que esta con-
diglio somente 6 satisfeita com campos eléctricos fortes transversais
i direcqlio da radiaglio. Meyer e Hesse (IWien. Ber. 120, 11 a,
pg. 1187, 1911) mostraram que, nas cimaras de ionizaglio usuais,
2000 volts néio chegam ainda para se obter a saturagfio.

Nas cimaras ordindrias nfio se consegue a saturagfio; seriam
necessdrias tensdes mais elevadas, e talvez gases mais rarefeitos.
A distincia a saturagiio ¢ diferente nos diversos aparelhos em con-
seqiiéncia das diferencas de tensfio e de dimensdes, e varia em cada
aparelho com a tensdo usada e com a quantidade de emanaglio. Se
a emanaglio aumenta proporcionalmente a n, a perda de ides por
recombina¢io aumenta proporcionalmente a n? (Meyer e Hess); a
corrente de saturagiio &, portanto, tanto mais dificil de atingir quanto
maior for a quantidade de emanagfio.

A condi¢lio 3) nfio & satisfeita. K necessdrio fazer a correcglio
de Duane ( W. Duane — Journ. de Physique, (4) 4, py. 605, 1905
— W. Duune e A. Laborde — Le Radium— 1, pg. 162, 1910 e
C. R. 150, pg. 1421, 1910). Supondo que a altura da ciimara &
o ddbro do diimetro e que o eléetrodo tem a forma de varéta, é

i=I(1—05178/V)

designando por S a superficie e por V" o volume da cimara, por &
a intensidade da corrente de saturaclio que se observa e por I a que
so observaria se fisse satisfeita a condigio 3). Esta correcgio supde
satisfeita a condiciio 2).

Para que seja satisfeita a condi¢lio 4) é necessirio eliminar,
principalmente, o efeito da actividade induzida. Este elimina-se dos
seguintes modos:

a) Estuda-se primeiramente a actividade da emanagiio
e do depdsito activo, o mais possivel, logo depois de intro-
duzir a emanaciio na cAmara, e, seguidamente, expulsando a
emanacfio, estuda-se apenas a acglio do depésito activo;
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b) Estuda-se a variagiio da actividade da emanagfio e
do depésito activo e faz-se a extrapolagio para o instante
ZEero;

¢) Mede-se a actividlade da emanagio e do depésito
activo passados cérea de 15 minutos, intervalo de tempo no
fim do qual se estabelece um curto equilfbrio entre a ema-
nagfio e o depdsito activo, e subtrdi-se a acclio déste;

d) Deixam-se passar 3,5 horas, intervalo de tempo no
fim do qual se estabelece um equilibrio duradouro.

Os métodos a) e b) somente diio resultado quando a fgua a
estudar nfio molha as paredes da cimara. Os métodos ¢) e d) exi-
gem medidas demoradas e demorada infecgio dos aparelhos.

Além da actividade induzida e da queda normal ou expontiinea,
outras causas dificultam a determinacgfio rigorosa da intensidade da
corrente de saturaglio, ou, por outras palavras, a realizacfio da uni-
dade Mache. Assim, como demonstrou P. Lenard ( Wied. Ann. 46,
pag. 584, 1892), produzem-se ides quando a dgua & agitada ou
atravessada por uma corrente de ar. As dificuldades consideradas
somente podem ser vencidas com trabalhos laboratoriais muito cui-
dadosos e complicados, que nfio sfio para recomendar nas determi-
nagdes ordindrias.

Mais simples se torna o problema se desistirmos de determinar
directamente o valor da quantidade de emanacfio em unidades Mache,
e preferirmos o milimierocurie, isto & a quantidade de emanacio que
estd em equilibrio radioactivo com 10—7 gr. de radio. Teremos entfio
de comparar a quantidade de emanagio a medir com a produzida
por uma determinada quantidade de ridio.

A dificuldade agora esti em dispormos de solugles normais ou
padrdes, que contenham uma quantidade de rédio determinada com
grande precisiio. Estas solugdes podem ser rigorosamente prepara-
das ( O. Honigschmid, Wien. Ber. 120, pag. 1617, 1911; O. Hahn,
St. Meyer u. E. Schweidler, Phys. Z. S. 13, 524, 1912 ; A. Beclker
u. fl. Holthusen-Heid. Akad. 1913. A. 6. Abhandl.). Resta saber
se as solugdes padrdes se conservam inalteradas, isto 6, se produzem
sempre, no mesmo intervalo de tempo, a mesma quantidade de ema-
naglio. A. Becker, num trabalho recente (Zeitsch. fitr Phys, 83
Band, 11 u. 12 Heft. 701, 1933), diz: As solugdes normais prepa-
radas pelo Physikalisch-Technische Reichanstalt (P. T. R ), fecha-
das, conservam-se inalteradas durante 10 anos; sendo conveniente-
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mente empregadas em medidas, nfio se alteram sensivelmente; se,
durante um perfodo de bastantes anos, forem frequentemente usadas,
pode dar-se uma pequena diminuigiio na produgio de emanacfio. As
causas desta diminuigfio sio discutidas no trabalho referido.

Desaparecidas as antigas apreensdes sbbre o emprégo das solu-
¢Oes padries, resta vér qual & o sen emprégo mais conveniente.
A condiglio necesséiria para se obterem resultados exactos com solu-
¢Oes padrdes 6 a seguinte: a medida duma determinada quantidade
de emanagiio deve fazer-se exactamente nas mesmas condi¢des em
que se observa a acclio da soluciio padriio. Procedendo assim, &
indiferente que haja sdomente emanaglio, ou emanagiio e depdsito
activo, que se consiga ou nfio a corrente de saturagiio, que se apro-
veitem completamente ou ndo as particulas «. E indispensivel que
sejam satisfeitas as seguintes condigdes :

1) As quedas de tensfio devem ser observadas passado
0 mesmo tempo depois da entrada da emanacfio na ciimara;

2) As tensdes inicial e final devem ser proximamente
iguais ;

3) Os intervalos de tempo durante os quais se observa
a queda de tensfio devem ser proximamente iguais.

Se a condiglio 1) nflo for satisfeita, ser4 diferente a acglio da
actividade induzida. A satisfagiio das condigdes 2) e 3) faz com
que a distincia & corrente de saturagiio seja & mesma nos dois
casos. Ksta distincia, em igualdade de tensiio, depende da quanti-
dade de emanacfio; esta quantidade deve ser a mesma nas duas
medidas, o que leva i realizagiio da condigio 3 ).

Do que dizemos resulta que a graduagio dum aparelho niio se
pode fazer com uma tnica solugio padriio. Devemos dispir de
solugdes padrdes contendo diferentes quantidades de radio. Dis-
pondo destas solugdes, procedendo como indicdimos no comégo do
nosso trabalho, ficilmente se realizam as eondig¢des enunciadas.

A. Becker e H. Holthusen ( Heid. Akad. 1913, A. 6. Abh.)
mostraram que, introduzindo na cimara quantidades diferentes de
emanagio, procedendo como indicimos, a graduagiio do aparelho é
sensivelmente a mesma numa extensfio grande da regiio das medi-
das, quere dizer, o nlimero de divisdes da escala que o fio percorre
durante um certo tempo & proporeional i quantidade de emanagfio
existente na ciimara, para valores da quantidade de emanagfio com-
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preendidos dentro de limites largos. A diminuiglo da acclio da
emanacfio, motivada pela diminuigiio de sensibilidade, resultante da
queda de tensfiio que se di com o movimento do fio, & até certo
ponto, compensada pela acglio do depdsito activo que se vai for-
mando, Ainda que uma compensaglio exacta nfio seja de esperar
(V. F. Hess-Fortsch. der Chemie, Physik und Physikal. Chemie, 7,
173, 1913 ), a observagiio mostra que, escolhendo convenientemente
as tensdes usadas e a grandeza da cimara, a referida proporecionali-
dade se verifica dentro de largos limites.

Quando tratarmos da graduaglio do aparelho, deixaremos o assunto
melhor esclarecido.

Grau de exactid 30 das medidas. Na determinagiio da quan-
tidade de emanagiio sfio inevitiveis érros, quer na contagem do tempo,
quer os que resultam de irregularidades no deslocamento do fio do
electrémetro, quer os provenientes do emprégo de solugdes padrdes.

O érro, porém, que se comete, procedendo cautelosamente e
usando solugdes-padrdes de confianga, é inferior a 1% da quantidade
de emanagfio determinada (d. Becker Strahlentherapie-Band X V-
-365, ele.).

Ccnsideramos como admissiveis érros inferiores a 1"/y; esta con-
sideragiio nos guiard nos métodos adoptados e nas correcgdes a fazer.

As solugdes-padries que empregimos, do Physikalisch-Techni-
schen Reichanstalt, deram resultados concordantes, com desvios infe-
riores a 1"/g. Porém, depois de usadas freqiientemente durante anos,
talvez por ter havido qualquer procedimento menos cauteloso, o des-
vio numa delas tornou-se um pouco maior, sem que, contudo, o érro
atinja 2", resultado considerado, bé relativamente pouco tempo,
como satisfatério ainda (/”. Ludewig, u. E. Lorenser-ZS. f. Phy.
21, 363, 1924). Dispuzemos sempre de solugdes-padrdes novas e
pouco empregadas, da mesma origem, com as quais compardmos as
antigas e mais frequentemente usadas.

Graduacdo do emanémetro. Suponhamos que introduzimos
na ciimara uma quantidade conhecida de emanagfio, m, que o deslo-
camento do fio do electrémetro durante 3 minutos, contados a partir
do momento em que a emanaclio comega a entrar na cimara, ¢ de
a divisdes da escala, a partir da divisfio zero, e que, depois de um
intervalo de 2 minutos, o deslocamento durante outros 3 minutos,
contados também a partir da divisiio zero, & de b divisdes,
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Conclufmos que, na primeira medida, cada divisio corresponde
i quantidade de emanagiio m/a, e que, na segunda medida, corres-
ponde a m/b.

Suponhamos agora que introduzimos na cimara uma quantidade
desconhecida de emanagiio, e que, em determinacdes feitas precisa-
mente nas condi¢des das consideradas, observimos nos 1.* 3 minutos
0 deslocamento de a' divisdes, @ nos 2. * 3 minutos o deslocamento
de b’ divisdes. A quantidade de emanagio agora introduzida serd
m

igual, havendo proporcionalidade, a a' < :— ou b'>x B

Deverd

considerar-se a média dos dois valores.

Porém, para haver proporcionalidade, & necessério: 1) Que em
ambas as determinagles, estando o fio do electrémetro na divisiio
zero, o potencial da parte isolada, isto &, do eléctrodo da cimara de
ionizagfio, ou do fio do electrémetro, com o qual o electrodo estd
ligado. seja o mesmo; 2) que a' e b' difiram muito pouco de a e b.

A raziio das condigdes postas fica bem evidente com as seguin-
tes consideragdes. Designemos por E a carga do fio do electrémetro,
por V o seu potencial, por ' a sua capacidade, por « a sua distin-
cia @ posigiio de equilibrio (medida na escala) e por F a forga elfis-
tica do fio, que tende a levi-lo a essa posicio. Numa primeira
aproximagfio, podemos supir que

C=Co+ead
F=Rd,

isto & que a capacidade varia linearmente com o afastamento do
fio, e que a for¢a eldstica /" & proporcional ao afastamento. Fécil-
mente se deduz (7. Wulf-Die Fuden-Eleltrometer, pag. 21):

dE_H( Wﬁ)
dr ~ Va .

d
Vé-se que 5 varia com V: diminui & medida que V aumenta,

passa por um mfnimo para V= i\/ £ €, e aumenta em seguida.

Na determinagiio duma quantidade de emanagfio, nfio nos afas-
tamos muito, durante a medida, da corrente de saturagdio, e, por-
tanto, ndo considerando a acgfio do depdsito activo, a variagiio de
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carga por unidade de tempo 6, aproximadamente, constante. Mas,
como mostra a expressfio considerada, o deslocamento do fio, cor-
respondente a uma determinada variagiio de carga, depende do valor
de V, e, portanto, da posiclio do fio; quanto mais afastado estiver o
fio da posigiio de equilfbrio, maior serd o seu deslocamento, nas
condigdes em que trabalhamos. Considerando o depdsito activo,
cuja acglio, no perfodo das nossas determinagdes, aumenta com o
tempo, 0 mesmo efeito se faz, porém, ainda sentir, como veremos.
Para uma determinada quantidade de emanagdio, os valores de m/a
e m/b dependem do potencial do fio na divisdo zero e dos valores
de a e b.

Com uma pilha séca, como as que se usam na telefonia sem
fios, ¢ muito facil conseguir que o fio no seu afastamento méximo,
isto &, na divisfio zero, tenha sempre a mesma tensfio. Esta tensio
pode graduar-se, modificando-se assim a sensibilidade do electrd-
metro.

E necessério, portanto, para nfio cometermos &rros que estlio
fora dos limites fixados, que sejam satisfeitas as condigdes estabele-
cidas.

O valor duma quantidade de emanagfio niio & rigorosamente
m
b
difiram muito pouco. Considerando uma solugfio padriio de confianga,
os valores de m, a e b slio rigorosamente conhecidos, e o valor

m -
a'> — ou b'>< -, anlo ser que a e a', e b e b/, respectivamente,

da quantidade de emanaclio a determinar serd f}(d'){?::- ou

fro<h <o , sendo f e f' coeficientes que variam, respectivamente,

com a' e b'. Estes coeficientes serfio maiores do que a unidade
quando for a' >a e b' >0, menores do que a unidade quando for
a'< a e b' < b, e iguais & unidade sendo a'=a e b' =
Vejamos como ecalculdmos os valores de f e /. Tomdmos como
base as observagdes feitas com solugdes padries do P. T. R. con-
tendo 4,03 >< 10-? gr. de rddio. Consideremos primeiramente o
caso de ser a'<a e b'<b. Suponhamos que, com uma destas
solugdes, atingido o equilibrio radioactivo, a=24,5 e b—=304.
Suponhamos agora que ndio deixamos atingir o equilfbrio, e que o
tempo de acumulaglio da emanagio, quando esta ¢ introduzida na
serpentina, é de 22 h. e 31 m.; o coeficiente de formagio da ema-
naglio é, como se calcula facilmente, 0,1562, isto é, a quantidade de
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emanagdio introduzida, 6 1562 décimas-miléssimas da que corres-
ponde ao equilibrio. Sejam a'=4,1 e b'=15,2 os deslocamentos
do fio agora observados; havendo proporcionalidade, o desloca-
mento observado quando se estabelece o equilfbrio deveria ser
4,1/0,1562 =26,24 div. nos 1. 3 minutos e 520, 1562 = 33,29
div. nos 2 3 minutos. Chegamos, portanto, a valores maiores do
que os realmente observados; para obtermos os valures reais,
temos de multiplicar o resultado obtido nos 1.* 3 minutos por
J=24,5/2624 = 0,933 e o resultado obtido nos 2. 3 minutos por
J'=3043320=0913. Assim calculimos os valores de f e /'
correspondentes a a' =4,1 e b' =52,

No Quadro T estdo resumidas as determinages que fizemos de
f e f. Quando o fio do electrémetro estava na divislio zero, o seu
potencial era, aproximadamente, de 188 volts; quando descarregado
o fio ficava sempre na divisdo 98, muito aproximadamente.

Empregimos trés solugdes padrdes com 4,03 ><10-% gr. de
ridio. Com estas trds solugdes observimos, nesta altura, os seguin-
tes deslocamentos do fio, no equilibrio radioactivo:

]

1.* 3 min. 2.%* 3 min.
1621 P. T. R. 245 304
1670 » 242 30,1
1726 > 24,4 30,5

As duas primeiras solugles tinham sido largamente usadas, A
soluglio 1670, por ter sido pouco cautelosamente empregada, produz
agora deslocamentos mais baixos; no emprégo que fizemos dela,
éste facto nfio tem, porém, importiincia.

Para caleularmos os valores de f e /' para valores de a' >a e
b' => b, servimo-nos duma soluglio que prepardmos juntando as sola-
goes 1727 e 1728 P. T. R, cada uma com 4,03 >< 10-9 gr. de ridio.
Com esta solugiio observimos, no equilibrio radioactivo, os seguin-
tes deslocamentos do fio: 1.* 3 minutos — 45,9 div. e 2 3 minu-
tos — 56,2 div. Se houvesse proporeionalidade deveria observar-se
nos 1.'* 3 minutos o deslocamento de 2 <24 4 —488 div., e nos
2. 3 minutos o deslocamento de 2 >< 305 =61 div. Serd, por-
tanto, f=488/45,9 = 1,063 e f' = 61/56,2 = 1,085. Com a mesma
soluglio, e com tempo conveniente de acumulagio da emanagiio,
determindmos, como mostra o Quadro I, valores de fe f' para deslo-
camentos intermédios entre os correspondentes ao equilfbrio radioac-
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tivo e os que se observam com as solugdes padrdes de 4,03 ><10-°
gr. de rédio.

Todas as solugdes estudadas estavam em pequenos borbulhado-
res fechados & lampada, do tipo usual, e a expulsio da emanagfio
foi feita por uma corrente de ar durante, pelo menos, 10 minutos,
com os cuidados bem conhecidos (Madame Curie — Traité de
Radioactivité — Tomo I, pg. 285.

Com os valores de f e f' que obtivemos, construimos as curvas
da figura 2. Os valores de f* correspondem is cruzes e aos de f’

Volfs
: 150
fef
52
113 . Q 1% 3 min. Jo
2% 3min "'
P Divisaes da escala ' e 28
10p 209 50 70 -1 &0 40 ’ — 10 o
“h,,.;‘
o9 e

Fig 2

o8 cfrculos. Os afastamentos da curva, e relaglio aos pontos marea-
dos, correspondem a &rros nfio superiores a 1°/. Quando os deslo-
camentos do fio sfio muito pequenos, os &rros cometidos nfio nos
permitem calcular, com a exactidio desejada, os valores de f e f'
Assim, por exemplo, numa determinagio que fizemos com a solu-
¢lio 1521, em que o deslocamento do fio foi de 1 div. nos 1. 3 min.
e de 1,2 div. nos 2. 3 min. (ver a Determinacfio 21), achimos
f=0909 e /' =00940; se, nos 2. 3 min, o deslocamento fdsse
de 1,25 div, que nfio podemos avaliar, o valor de /' seria ignal a
0,902. Portanto, sendo os deslocamentos muito pequenos, apenas
por extrapolagiio, pouco rigorosamente, podemos determinar os facto-
res de correcgfio.

As curvas construfdas dfo-nos imediamente, para os diversos
deslocamentos do fio, os valores dos coeficientes de correcglio. Evi-

200

100
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dentemente, como j& dissemos, as curvas referem-se a um determi-
nado potencial do eléetrodo da cimara de ionizaglio e do fio, quando
éste tem o seu méximo afastamento, isto 6, quando coincide com a
divisdo zero. A figura 2 di-nos também os potenciais, que deter-
minfimos, correspondentes is diferentes divisdes da escala, nas con-
digbes em que determindmos os valores de f e f'.

Preparimos ainda solugdes de brometo de bério radifero, forne-
cido por <Le Matériel Radiologique, Pariss, com quantidades de
brometo de bério compreendidas entre 00186 e 0,0373 gr. Estas
solugdes foram introduzidas em borbulhadores, depois de aciduladas
pelo acido clorfdrico (Rutherford e Chadwick — Radiations from
radioactive substances — pg. 566). Deixando acumular-se a emana-
¢io durante tempo conveniente, determinimos, com o auxflio da
curva construida, a quantidade de rddio existente em cada uma.
Encontrimos quantidades de ridio que estdio entre si, somente num
caso com &érro um pouco superior a 1°/y, como as quantidades de
brometo de bério que pesémos. O Quadro II resume as determina-
¢bes que fizemos. Verificam-se as relagles -- 186:235:320: 368
= 5,16:6,53:8,88:10,22. Os desvios observados sfio, em parte,
provenientes de sémente com maior cuidado nfio se fazer sentir o
facto de a substincia pesada ser higroseépica.

Com o auxflio das solugdes preparadas determindmos os valores
de [ e f' correspondentes aos maiores deslocamentos do fio, como
estd resumido no QQuadro 1.

Nas primeiras medidas que fizemos, quando o fio do electrd-
metro estava na divisio zero, o seu potencial era, aproximadamente,
de 1455 volts; quando descarregado, o fio ficava sempre na divi-
sfio 65,5, muito aproximadamente.

O electrémetro foi também graduado nestas condigdes. Os resul-
tados obtidos estio resumidos no Quadro IIT; com éstes resultados
construimos as curvas da figura 3.

A sensibilidade &6 menor e os valores dos coeficientes de correc-
¢lio sfio maiores e variam mais rdpidamente. A vantagem de traba-
lhar com potenciais mais elevados & evidente.

Nas medidas que fizemos tomfimos como base os resultados obti-
dos com as solugdes padrdes do P. T. R. com 4,03 >< 10 ~? grs. de
ridio, e determinidmos os factores de correcglio com o auxilio das
curvas das figuras 2 e 3.
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Nas determinagdes feitas hd trés grupos a considerar. No pri-
meiro, as condigdes eram as da figura 3. Os deslocamentos do fio
correspondentes a 4,03 mpe eram: 1. 3 minutos — 205 div.
e 2 3 minutos — 25,3 div.; cada divislio da escala valia, portanto :
1.°* 3 minutos — 0,196 e 2. 3 minutos — 0,159 mpe.

No segundo grupo, as condigdes eram as da figura 2. Os des-
locamentos do fio correspondentes a 4,08 mpc eram: 1.* 3 minu-
tos — 24 8 div. e 2 3 minutos — 31 div.; cada divisfio da escala
valia, portanto : 1.** 3 minutos — 0,162 e 2. 3 minutos — 0,130 mpc.

Veolfs
4200

5

3

2 Oivisdes da escal
oo s0 80 70 60

o

Fig. 8

A seguir a éste grupo de determinagdes, o aparelho foi des-
manchado e vistoriado por nfio estar bem estanque. No terceiro
grupo de determinagdes, nas mesmas condigdes das da figura 2, os
deslocamentos correspondentes a 4,03 mpe eram: 1°° 3 minutos
— 244 e 2.* 3 minutos — 30,5 div.; cada divisio valia, portanto:
1.'* 3 minutos — 0,165 e 2 3 minutos — 0,132 mpe.

As determinagies feitas para graduar o electrémetro pertencem
ao terceiro grupo.

Eliminacdo da emanag¢do das dguas minerais; seu trans-
porte para a cémara de ionizagdo. Para o estudo da sua
radioactividade, as dguas minerais foram, na nascente, intreduzidas
em borbulhadores, como o representado na figura 4, nos quais pré-
viamente se fez o vazio e se fecharam & lampada. Escusado é refe-
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rirmo-nos aos cuidados, bem conhecidos, que esta operacfio requere.
Empregimos borbulhadores com capacidades variadas, entre 100
e 1.000 c. e. Introduzida a dgua, fechdmos a extremidade do tabo a
i limpada, e tom&mos nota da hora.

Os gases espontineos foram recolhidos, com os necessérios cui-
dados, em frascos, de capacidades variadas, como o representado na
figura 5.

Um problema importante se pde agora: como eliminar, para

A

S T i

o e

Fig. 4 Fig. 5

transportar para a cimara de ionizacfio, a emanac¢fio dissolvida na
dgua mineral?

Quando se trata de solucdes padrdes, com o volume de alguns
centimetros ctibicos, introduzidas em pequenos borbulhadores, &
bem sabido que uma corrente de ar, durante eérea de 10 minutos,
arrasta completamente a emanacfio dissolvida. Tratando-se, porém,
de grandes borbulhadores, como os que, por vezes, usimos, com um
volume de dgua relativamente grande, permitiri 0 mesmo método
uma eliminaglio satisfatéria? Tlucidam-nos as seguintes experiénecias.

I — Introduzimos num borbulhador, com perto de 1.000 c. c. de
capacidade, cérca de 500 c. c. de dgua da Fonte de S Jodio, em Luso.
No laboratério, dois dias depois, o borbulhador foi ligado com
o emanémetro, depois de lhe ter feito o vazio, e posta a torneira na
posicio E; a edmara de ionizacfio fica isolada da serpentina, e esta
em comunicacio com o borbulhador. Em seguida, exactamente
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como quando se trata duma solugfio padriio, deixou-se entrar o ar
para a serpentina, através da dgua, até i pressiio atmosférica. As
15 h. 6 m. estabelecemos a ligaciio da serpentina com a ciimara de
jionizacfio e comecdimos as medidas do deslocamento do fio. Des-
contado o deslocamento normal, obtivemos:

12 3 min. 21 div.
293 » 263 »

Fechada a torneira que existe na ligaciio do borbulhador com a
serpentina, e fechada outra toruneira ligada a um tubo de borracha
que se adaptou na extremidade do tubo a do borbulhador, fizemos
trés vezes a limpeza da cimara e serpentina, fazendo o vazio, de
cada vez, e deixando entrar ar fresco. A seguir, fizemos nova eli-
minacio da emanaciio da Agua, exactamente como da primeira vez.
As 17 h. 17 m. estabelecemos a ligaclio da cimara com a serpen-
tina e observdmos os seguintes deslocamentos, depois de subtrair
o deslocamento normal:

1% 3 min. 1.5 div.

e 2 »

Numa terceira determinacfio, ds 17 h. 59 m. obtivemos os
seguintes resultados :

1 3 min. 0.8 div,
ol 1 »

Fazendo quarta determinaciio, as 18 h. 33 m,, obtivemos:

1."* 3 min. 0,6 div.
2:.X3 » 07 »

Numa quinta determinagfio, s 19 h. 4 m., obtivemos:

1.* 3 min. 0.2 div.
2%3 02 »

Fazendo nova determinacfio, ds 19 h. 27 m,, verificimos que
niio havia deslocamento anormal do fio. A emanacfio estava, por-
tanto, completamente expulsa.

Pesando o borbulhador com #égua, e pesando-o em seguida vaz.w,
vimos que o péso da égua era de 505 gramas.
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O seguinte quadro resnme as determinacdes feitas.

‘ Desl;::ameuto do fio ',
(divisdes da escala) Eman{uc:o
(media)
1.3 m. | 2.% 3 m. 0/
1.* eliminagiio 15h. 6 m. 21 26.3 87,1 |l
2 » 17 h. 17 m. 1,5 2 93,5
3. 17 h. 50 m. 0.8 1 06,8
40 18 h. 33 m. 0,6 0,7 99,2

»
»
R 19h. 4m. 02 0.2 100
b . 19 h. 27 m. 0 0 I

Os deslocamentos obtidos nas diferentes determinac¢des nfio sfio
rigorosamente compariveis pelas segnintes razdes: 1) entre as eli-
minagdes houve intervalos de tempo durante os quais foi destruida
emanacfio; 2) nos deslocamentos pequenos os factores de correcciio
teem valores para considerar.

Sem grande rigor, portanto, supondo os deslocamentos compari-
veis, caleuldmos as percentagens da emanagio expulsa no fim de cada
eliminaglio. Estas percentagens figuram na dltima eoluna do quadro.

Mostram os resultados obtidos que, quando os borbulhadores sio
grandes, e grande a quantidade de fgua de que se parte, o0 método
da corrente de ar nfio expulsa satisfatoriamente a emanacio. Para
se cometer um &rro inferior a 1%, como o quadio mostra, seria
necessfirio empregar um volume de ar igual a quatro vezes a capa-
cidade da serpentina, que & de 1800 c. e. aproximadamente.

Tedricamente, @ste resultado nfio & de esperar. Designando por
Il a quantidade de emanaciio que havia na dgua, por ey, es, e, ete.
as quantidades de emanagfio expulsas de cada vez teremos, como
é ficil de deduzir,

Dle=eitestest...=E [1_< g ),,J

14+ ay

sendo

em que V) designa o volume da figua, V2 o volume do ar em con-
tacto com a fgua, por onde se reparte a emanacio, e 7 o coeficiente
de reparticiio da emanaciio entre a dgua e o ar.
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Na experiéncia feita, a 13,5° era Vi =1505 ¢. ¢. e ¥ =0317;
cada bolha de ar que atravessava a égua tinha, aproximadamente,
0.9 c. e, e, como a capacidade da serpentina é de 1.800 c. c., atra-
vessaram a figua 2.000 bolhas de ar. Teremos, portanto, Va=09 c. c.
e x=1778. No fim da 1° eliminacio serd:

. 1]"‘['8 - AR
B S iR
e 150 [1 ( 1788/ ]
= E [1—0,000006].
Podemos supor
S e=E.

Teiricamente, no fim da 1° eliminaclio, devia estar expulsa
tdda a emanaclio; a experiéncia mostra-nos que apenas se expul-
sou 87,17, A raziio déste facto esti em que as bdlhas de ar que
atravessam a fgua nfio teem tempo para se saturar de emanagdo,
como tedricamente se supde.

11 — Introduzimos num borbulhador, com perto de 1.000 c. c. de
capacidade, cérca de 500 c. ¢. de dgua da Fonte de S. Jodio, em Luso.

No dia seguinte, lighmos o borbulbador, por meio de um tubo
de borracha, com o emandmetro, depois de lhe ter feito o vazio.
Depois de termos, durante algum tempo, agitado fortemente a dgua,
estabelecemos a ligacio do borbulhador com a serpentina; o ar
existente no borbulhador passa para esta. Interrompendo a comu-
nicacfio com a serpentina, deiximos entrar ar fresco no borbulhador,
e fechamos segnidamente a comunicacio déste com o exterior
Agitdmos novamente, durante algum tempo, fortemente, o borbu-
lhador, e procedemos depois eomo da primeira vez. A operacfio foi
repetida virias vezes. Ao todo, a figua foi agitada sete vezes com
ar fresco, sendo, no fim, ainda atravessada por uma corrente de ar
fraca até o ar na serpentina ficar & pressfio atmosférica. O borbu-
Ihador ficou isolado da serpentina e do exterior.

As 18 horas estabelecemos a ligagiio da serpentina com a cimara
de ionizacfio, e comecamos as medidas. Obtivemos:

1."* 3 min. 26,4 div.
223 3 32,6 »

A emanacfio foi seguidamente expulsa do aparelho e, passado
algum tempo, procedendo exactamente como na primeira determi-
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nagfio, eliminfimos da figua a emanaclio residual. As 19 h 35 m.
obtivemos os seguintes resultados:

1.** 3 min. 0.3 div.
28 3 05 »

Numa terceira eliminacfio, feita ponco depois, nfio observimos
deslocamento anormal do fio.
Os resultados obtidos estio resumidos no quadro seguinte.

Deslocamento do fio
(divisdes da escala) | Lmanacio)

13 m. | 2. 3 m.

1.* elimiuagio 18 h. 26,4 32,6 98,6
2 19 h. 35 m. 0,3 0,5 100
8 19 h. 55 m. 0 0

Supondo compardveis os deslocamentos, fazendo apenas uma
eliminaciio, o érro cometido 6, portanto, de 1,4". Notando, porém,
que a 2.* eliminacfio foi feita 1 h. 35 m. depois da primeira e,
portanto, o coeficiente de destrui¢iio da emanacfio ¢ muito préximo
da unidade (0,988), e que, para deslocamentos do fio muito peque-
nos, como os que observimos, os factores de correccfio, como mostra
a figura 2, sio menores do que a unidade e teem valores muito
para considerar, parece-nos poder concluir que, fazendo apenas uma
eliminagfio, o érro nfio deve exceder aprecidvelmente 1"/, grau de
exactidio que nos propuzemos atingir. Ao mesmo resultado chegou
A. Becker — (Zur Methodil der Emanationsmessung-Strahlenthe-
rapie, Band XV, 1923, 8. 371).

Vejamos como, tedricamente, as coisas se deviam passar. Na
experiéncia feita, 4 temperatura de 14,2°) era Vj = 4633 c. c
Va—526c ¢, T=0310 ¢ a= L: :
taches sucessivas, com ar renovado de cada vez, teremos

=gl 6022 ]

\ 1,273 ,
= E [1 - 0,00002].

7 = 0273, PFazendo 7 agi-
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Podemos supor
>e=E.

Teoricamente, portanto, deverfamos ter expulso tdda a emana-
¢lio. Se assim nfio sucedeun foi porque o ar, em cada agitaciio, como
no caso da corrente de ar, se nfio saturou completamente de ema-
naciio. Esta condiglio, porém, & agora mais ficil de realizar; tudo
depende da forma de proceder. Procedendo convenientemente, a
quantidade de emanaciio que fica por expulsar niio prejudica o grau
de exactidio que pretendemos atingir.

III — Na seguinte experiéncia, feita também com figua da Fonte
de 8. Jodlo, tirada da nascente na ante-véspera, sendo o péso da
fgua de 311,5 gr. e fazendo a eliminacfio por meio de oito agita-
¢bes sucessivas, com ar renovado de cada vez, obtivemos os resul-
tados que estiio resumidos no seguinte quadro.

' - | * | Deslocamento do fio |
' (divisdes da escala) | E::(;‘:;Fﬁﬁ‘”
: Hora L R T R {mﬁha]

' 1.** 3 m. ‘ 2% 3 m. ‘ %

|

. |
| 1.* eliminacdio 17 h. 33 m. 15,2 19,2 100 |
| 2: s 18 b. 25 m. 0 0 |

IV — Empregando um borbulhador mais pequeno do que os
usados nas experiéncias anteriores, partindo de 128 gr. de dgua da
Fonte de S. Joiio, tirada da nascente na véspera, e fazendo a elimi-
naciio da emanacfio pelo método da corrente de ar, obtivemos os
resultados resumidos no seguinte quadro,

| Deslocamento do fio __
(divisdes da escala) E:;iltaiggo
Hora i | (media)
1*3 m. | 2 3 m. LS
|

1.* eliminacio 16 h. 10 m. 9 | 0,4 100

| an » 17h. Om. 0 | 0 I
|
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Coneluimos que, partindo de pequenas quantidades de égua, da
ordem de grandeza da empregada na experiénecia 1V, ou inferiores,
em borbulhadores de capacidade correspondente, a emanaciio &
expulsa, com #&rro inferior a 17/, por uma corrente de ar de
1.800 e¢. ., capacidade da serpentina

Tratando-se de quantidades de #&gua maiores, cérca de meio
litro, em borbulbadores com capacidade préxima de 1.000 c. c, a
emanaglio & expulsa, com &érro da ordem de grandeza de 1"/, pelo
método das agitaches sucessivas,

Determinacdes de radioactividade em dguas minerais
portuguesas. Feita a graduaclio do aparelho com que trabalbd-
mos, estudada a forma de eliminar a emanacfio dissolvida nas
figuas, para a transportar para a ciimara de ionizagio, vamos apre-
sentar os resultados a que chegimos no estudo de virias fguas
minerais,

Niio considerimos no nosso estudo, que tencionamos desenvolver,
o tério e o aclfnio. Tratimos apenas da emanaciio de ridio (rado
ou nito) e, em poucas figuas, do ridio.

AGUA DE LUSO (Termal)

Determinagao n.° 1

Agua colhida na nascente do dia 19 de Julho de 1933 ds
15 h. 45 m.

Método de eliminacfio da emanagfio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio durante 3 minutos: 0.8 divisDes.
Quando fazemos a medida dum deslocamento, interrompemos, no
fim, a ligacio do eléctrodo da cimara de ionizagiio com o fio; esta
interrupgiio dé lugar a um pequeno salto do fio, que vai incluido
no deslocamento normal.

Coméco da 1.* medida: dia 19 de Julho ds 17 h. 50 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min. 20,5 div.
23 » 254 >

Péso da figua (péso do borbulhador com dgua menos o péso do
borbulhador): 137,5 gr.
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Tempo de destruiciio da emanaclio: 2 h. 5 m. Coeficiente de
destruicfio da emanagio: e—!= 0,984,

Valor de uma divisio da escala em milimicrocuries. Com a
solugfio 1670 P. T. R., no equilfbrio radioactivo, obtivemos :

1.°* 3 min, 20,5 div.
293 » 253 »

Notemos que esta determinacfio foi feita com a menor sensibi-
lidade com que trabalbimos, caso a que se referem as curvas da
figura 3. O valor de uma divisfio da escala serd: 1.°* 3 min.— 0,196,
2.* 3 min. — 0,159 mye.

Factores de correcglio: =1, f'=1.

Laboratério: pressiio = 755,1 mm , temperatura = 23 5°,

Quantidade de emanacio em 1.000 gramas:

1000 >< 20.5 >< 0,196
137.5 >< 0984
1000 >< 254 >< 0,196

— 1375><0,984

1.*3 m

= 29,8 mirc

2% 3m - =208 mue.

Média 29,8 mpue.
Determinagdo n.» 2

Agua colhida na nascente no dia 19 de Julho de 1935 is
15 h. 49 m. ;

Método de eliminagio da emanacfio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 0.8 divistes.

Coméco da 1.* medida: dia 20 de Julho as 17 h. 17 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.** 3 min. 19,9 div.
228 244 >

Péso da figua: 160,2 gr.

Tempo de destruicdo da emanaciio: 1 d. 1 h. 28 m. Coeficiente
de destruigio da emanagio: e~ 2t — 0,825,

Valor de uma divisiio da escala: 1.”* 3 min, — 0,196, 2.* 3 min.
— 0,159 mpe.
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Factores de correcgio: f=1, f'=1.
Laboratério: pressio = 757,9 mm., temperatura —= 24°,
Quantidade de emanacdo em 1.000 gr.:

1000 ><199><0,196
3 m ) 1 — 90 !
L 160,2 >< 0,825 i
1000 >< 24,4 >< 0,159
o8 1 L] R
2% 3 m, 160,2 < 0,825 =208

Média 29,4 mpe.
Determinagdo n°. 3

Agua colhida na nascente no dia 7 de Novembro de 1935 as
15 h. 40 m,

Método de eliminaclio da emanagio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 0,9 divisdes.

Comégo da 1." medida: dia 7 de Novembro is 17 h. 33 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min. 9.6 div.
2*8 » 119 »

Péso da figna: 51,7 gr.

Tempo de destrnigio da emanacfio: 1 h. 53 m. Coeficiente de
destruicdo da emanacio: e - ! = 0 9858,

Valor de uma divisiio da escala. A sensibilidade do electrémetro
era a correspondente  figura 2. As solugdes 1521 e 1670 P. T. R.
deram, nesta altura, no equilfbrio radioactivo :

1. 3 m. 2> 3 m.
1521 25 31 div.
1670 246 309 -
Média 248 31

O valor de uma divisiio & portanto: 1.** 3 m. — 0,162, 2. * 3 m.
— 0,130 mpe.

Factores de correcciio: f= 0945, f'= 0,935

Laboratério : pressio = 7534 mm.; temperatura = 15,3°,

L
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Quantidade de emanagdo em 1000 gr.:

£ 1000 5< 9,6 < 0,162 >< 0,945

i Py 51,7 5< 0,0858 et
g 9 f

gowgm  10001L9><0180>0835 _ o,

51,7 >< 0,9858

Média 28,6 mpe.
Determinagio n.® 4

Agua colhida na nascente no dia 7 de Novembro de 1935 is
15 h. 43 m.,

Método de eliminaciio da emanaciio : corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1.* divisio.

Coméco da 1.* medida: dia 8 de Novembro ds 16 h. 20 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamente normal :

1.* 3 min. 9.5 div,
2% 3 117 »

Péso da éigua: 59,7 gr.
Tempo de destrui¢iio da emanaciio: 1 d. 0 h. 37 m. Coeficiente

de destruicio da emanagio e—*' = 0,8304.
Valor de uma divisiio da escala: 1.* 3 min.— 0,162, 2.* 3 min.

— 0,130 mpe.
Factores de correccio: f== 0945, f'= 0,935.
Laboratério : pressio = 752,99 mm., temperatura= 15,6°.

Quantidade de emanacio em 1000 gr.:

1000 < 9.5 >< 0,162 >< 0,945
B RN T e T P P o A e —
125N 50,7 > 0.8304 98
1000 >< 11.7 >< 0.130 > 0.935
o8 ¢ e e 2 s d — D
24 3 m, 50,7 < 08304 8,7

Média 29 mpe.

Nas determinacies anteriores, e nas que se vio seguir, niio faze-
mos a correcciio proveniente de nflo termos feito as diversas medidas
i mesma pressilo e temperatura. A Becker (Zur Methodil: der Ema-
nationsmessung — loe. cit.) mostron que as oscilagies de pressio e
temperatura como as que se verificam nas nossas determinacdes nio
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teem influéncia nos resultados obtidos. M. Geslin e D. Chahnazaroff
( Mesure de la radioactivité des eaur et des goz naturels — Anna-
les Québhard-Séverine — 9 anné, 1933, 333) dizem que a correc-
ciio relativa 4 pressio & despresivel desde que esta seja superior
a 730 mm.

As quantidades de emanaciio que encontrémos em 1000 gr. da
digua termal de Luso, em amostras colhidas em Julho e Novembro
de 1935, foram as seguintes: 298 — 204 —286 - 29 mpe. A
média déstes valores & 29,2, Serd:

flevo médio do igaia medida:\/ 950 —op.
Frro médio da média — 0:‘25- = 0,25.

Nio podemos, portanto, dizer que os resultados obtidos sio con-
cordantes. Os resultados obtidos em Julho, cuja média ¢ 29,6, sio
concordantes entre si, @ o mesmo sucede aos resultados obtidos em
Novembro, cuja média ¢ 258, mas os primeiros resultados nio sio
concordantes com os segundos. Voltaremos a éste assunto a pro-
pdsito dos gases espontineos.

Devemos notar que na figua termal de Luso bi um grande
desenvolvimento de gases espontiineos, que, por vezes, formam
grandes bdlhas, fortements radioactivos, como veremos nas préxi-
mas determinacies. A entrada para os borbulhadores de uma
quantidade maior ou menor de gases, evidentemente, vai influir
no resultado obtido. As nossas amostras de dgua foram colhidas
de modo que se evitasse, o mais possivel, a entrada dessas bdlhas.
Julgamos que & esta a raziio por que vérios experimentadores teem
obtido resultados bastante diferentes, maiores do que os nossos.

Determinagdo n.° 5§

(Gases espontianeos)

(jases colhidos na nascente no dia 19 de Julho de 1935 ds
15 h. 32 m. Pressio 746 mm.; temperatura da fgua 27°

Deslocamento normal do fio: 0.8 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 20 de Julho is 18 h. 8§ m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal ;

1.°* 3 min. 429 div,
223 » 50,9 -
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Capacidade, a 24° do frasco onde foram recolhidos os gases:
1113 c. c.

Tempo de destruicioc da emanacdo: 1 d. 2 h. 36 m. Coefi-
ciente de destruicio da emanagio: e—*' = 08181.

Valor de uma divisio da escala: 1.'* 3 m. - 0,196, 2.* 3 m.
— 0,159 mpe.

Factores de correcgio : f= 1,145, /' = 1,180.

Laboratério : pressio=757,9 mm.,, temperatura = 24°.

Quantidade de emanaciio em 1000 c. c. de gases a 27° ¢ 760 mm

1000 3< 160 2.9 < QI X LS8 __ 1027

111,3 X 746 >< 08181 :
1000 >< 760 >< 50,9 >< 0,159 >< 1,180
T 111,3< 746 >< 08181

1'"* 3 m.

2 3 m. = 1068

Média 107,2 mye. ;

Quantidade de emanacio em 1000 c. c. de gases sécos, a 0° e
760 mm.:

1000 >< 760 >< (273 + 27)><42,0><0,196 1,145
tT111,33X(746 — 26,61)< 273 >< 08181
gor 3 m, 1000 760X (2734 27)><50.95<0,150>< 1180

111,3 < (746 — 26,61) >< 273 >< 0,8181

143 m = 122,7

—121,8

Média 122,2 mpe.

Determinagdo n.® 6
(Gases espontianeos)

Gases colhidos na nascente no dia 19 de Julho de 1936 as
15 h. 25 m. Pressio 746 mm,, temperatura de dgua 27°.

Deslocamento normal do fio: 1,4 divisdes,

Coméco da 1° medida: dia 19 de Julho &s 18 h. 50 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal

1.” 3 min. 18,6 div.
248 » L

Capacidade, a 23,5° do frasco onde foram recolhidos os gases:
1093 c. c.
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Tempo de destruiglio da emanagio: 3 h. 25 m. Coeficiente de
destruigiio da emanagiio: e—it=0, 9745,

Valor de uma divisdio da escala: 1.°* 3 m. — 0,196, 2.°* 3 m.
— 0,159 mpe.

Factores de correccio: /= 1,187, f'=1,230.

Laboratdrio : pressiio = 755,1 mm., temperatura = 23,5°,

Quantidade de emanaciio em 1000 c. c. de gases a 27° e 760 mm:

183 g 1000>< 760 >< 48,6 ><0,196 >< 1,187
' v 109,3 >< 746 >< 0,9745

1000 >< 760 3¢ 57,1 >< 0,159 < 1,230
109,3 < 746 >< 0,9745

=108

23 m.

=106,8
Média 1074 mpe.

Quantidade de emanagiio em 1.000 ¢. c. de gases sécos, a 0°
e 760 mm:

Lt g g, 1000><T60<(273 + 27)>X48,6>< 0,196 1,187
' 109,3>< (746 — 26,65) >< 273 >< 0,9745
1000>< 760><(273 + 27)><57,1><0,159 ><1,230

9 5 Sttt Ul D I BUIEAD Bt T Pl Lt el
28 M. 50 352 (746 — 26,65) >< 273 5< 09745 e

=1232

Média 1224 mpe.
Determinagio n.* 7

(Gases espontineos)

(Gases colhidos na nascente no dia 7 de Novembro de 1935 as
15 h, 24 m. Pressio 743,6 mm., temperatura da dgua 27°

Deslocamento normal do fio: 1 divisdo.

Comégo da 1." medida: dia 8 de Novembro de 1935 is 17 h. 40 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.** 3 min, 50,4 div.
2.*3 607 »

Capacidade, a 17° do frasco onde foram recolhidos os gases:
1077 e. c.

Tempo de destruicio da emanagdo: 1 d. 2 h. 16 m. Coeficiente
de destruiciio da emanagdo: e ! = 08201,
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Valor de uma divisio da escala: 1. 3 m. — 0,162, 2°* 3 m. —
0,130 mpe.

Factores de correcgio: f— 1,080, ' =1,100,

Laboratério: pressio— 752,9 mm., temperatura — 15,6°.

Quantidade de emanagiio em 1.000 c. c. de gases a 27° e 760 mm.:

1000 >< 760 >< 50,4 >< 0,162 1,080 _ _ .,

107,7 >< 743,6 > 0,8201 i
1000 >< 760 >< 60.7 >< 0,130 >< 1,100
0 101,T><T438><08201

1.°* 3 m.

2 3 m. = 1003

Média 101 mpe,

Quantidade de emana¢io em 1.000 e¢. e. de gases secos, a 0°
e 760 mm.:

Lo g g, 1000760273 +27)>50A><0.162< 1080
© 2 M TTH07.7 < (743,86 — 26.8)>< 273 >< 0,8201
1000<760>< (274 + 27) > 60,7 < 0,130 < 1,100

08 £ b = sl ket b . —
2.5 3 M. 07 7 5< (143.6 — 26,8) > 273 >< 0,8201 s

=1163

Média 115 mpe.

A mdédia dos resultados obtidos em Julho 6 a 27" e 760 mm,
1073 mpe por 1.000 ec. e.; o resultado obtido em Novembro, nas
mesmas condigdes, & 101,2 mpe. Vemos que os resultados niio sio
concordantes; em Novembro os gases sio menos radioactivos, embora
a diferenca seja pequena., O mesmo sucede com a figua, como jh
vimos. Segundo informagbes que nos deram, o caudal da figua
termal de Luso diminui durante o inverno e aumenta durante o
verio. Serdi esta a raziio das diferencgas encontradas? Sémente um
maior nimero de observacdes permitird formar opinidio segura.

AGUA DE S. JOAO (Luso)

Determinagdo n.” 8

Agua colhida na nascente, a 0,50 m. de profundidade, no dia 23
de Julho de 1935 as 10 h. 32 m,
Método de eliminaciio da emanacfio: corrente de ar.
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Deslocamento normal do fio: 0,8 divisdes.
Coméco da 1.* medida: dia 23 de Julho ds 17 h. 32 m.
Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min. 10 div.
2:3 125 »

Péso da dgua: 1795 gr.

Tempo de destruiciio da emanagiio: 7 h. Coeficiente de destrui-
¢do da emanagiio: e— 1l = 09185,

Valor de uma divisfio da escala: 1.”* 3 m.— 0,196, 2. * 5 m.
— 0,159 mpe.

Factores de correcgio : f= 0,950, f'= 0,940.

Laboratério : pressiio= 756,4 mm., temperatura=255".

Quantidade de emanaciio em 1.000 gr.:

1000 >< 10>< 0,196 >< 0.950
179,5 >< 0,9485

1000 >< 12,5 >< 0,159 >< 0,940
179,56 >< 0,9485

19 3 m. — 1097

2.3 m, = 10,99

Média 11 mpe.

Determinagdo n.° 9

Agua colhida na nascente, a 0,50 m. de profundidade, no dia 23
de Julho de 1935 as 10 h, 40 m.

Método de eliminaclio da emanaciio: corrente de ar,

Deslocamento normal do fio : 0.8 divisdes.

Coméco da 1." medida: dia 23 de Julho ds 19 h.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1% 3 min, 9 dir.
293 1156 »

Péso da dgua: 166,35 gr.

Tempo de destruigio da emanagio: 8 h. 20 m. Coeficiente de
destruicfio da emanacio: e—+t = 0,9390.

Valor de uma divisio da escala: 1.* 3 m.— 0,196, 2.° 3 m,
— 0,159 mpe. ;

i
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Factores de correcgio: f==0,945, f'=0,935.
Laboratério: pressio = 756,4 mm., temperatura = 25,5°
Quantidade de emanacio em 1.000 gr.:

1000 >< 9 >< 0,196 >< 0,945

: 166,35 <0939

1000><11,5><0,159 ><0,935
166,35 >< 0,939

Média 10,8 mpe.

1 3 m.

= 1011

2.3 m.

—10,97

Determinagao n.® 10

Agua colhida na nascente, a 0,50 m. de profundidade, no dia 26
de Novembro de 1935 as 16 h. 10 m.

Método de eliminacdio da emanacio: agitaghes sucessivas com
ar renovado de cada vez,

Deslocamento normal do fio: 1 divisdo.

Coméco da 1.* medida: dia 28 de Novembro és 17 h. 33 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.°* 3 min. 15,2 div.
2293 » 192 »

Péso da égua: 3115 gr.

Tempo de destruigio da emanacgio: 2 d. 1 h. 23 m. Coeficiente
de destruigiio da emanacio: e~ A= (0,6887.

Valor de uma divisio da escala: 1.* 3 m.— (0,162, 2° 3 m.
— 0,130 mpe.

Factores de correcgiio: f=0970, f'=0,970.

Laboratério: pressiio=763,1 mm., temperatura= 13",

Quantidade de emanagio em 1.000 gr.:

1000 X 152 X 0,162 <0970 _ . .

T 311,5<0,6887 i

1000 <. 19,2 < 0,130 < 0,970

* 3 m. Mool A A i bl T

A e 311,5 < 0,6887 L
Média 11,2 mpe.

13 m.

As quantidades de emanaciio que encontrimos em 1.000 gr. de
figuaa de S. Joiio, em amostras colhidas em Julho e Novembro
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de 1935, foram as segunintes: 11 — 10,8 e 11,2 mue. A média dés-
tes valores & 11 mue. Serd:

Brro médio de cada medida — \/ e =09

2
Erro médio da média = 0,2/2=0,1.
Podemos dizer que os valores achados siio concordantes. Nesta
figua hi desenvolvimento bastante grande de gases espontineos, cujo
estudo é feito na determinaciio seguinte. As diferencas encontradas

devem ser, em parte, devidas A entrada para os borbulhadores de
quantidades, relativamente, maiores ou menores, dos gases referidos.

Determinagao n.® 11

(Gases espontineos)

Gases colhidos na nascente, no lado virado ao Norte, no dia 22
de Julho de 1935 4s 11 h. 5 m. Pressiio 747 mm.,, temperatura da
dgua 20°.

Deslocamento normal do fio: 0,7 divisdes.

Comégo da 1. medida: dia 24 de Julho ds 16 h. 53 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.** 3 min, 18 div.
2" 3 o» 224 »

Capacidade, a 24° do frasco onde foram recolhidos os gases:
111 o c.

Tempo de destrui¢io da emanaclio: 1 d. 5 h. 48 m, Coeficiente
de destruicio da emanacfio: el =0 7984,

Valor de uma divisio da escala: 1.** 3 m. — 0,196, 2.°* 3 m.
— 0,159 mpe.

Factores de correcciio: f= 0,990, f'=0,995.

Laboratério : pressio== 756 mm., temperatura = 25°.

Quantidade de emanacio em 1.000 c. ¢. de gases a 20° e 760 mm.:

1000 >< 760 >< 18 >< 0,196 >< 0,990
s . M AT 0IN8s -
1000 > 760 >< 224 >< 0,159 0995 0
111 >< 747 < 0,7984 ’

1. 3 m. =401

2" 3 m.

Média 40,4 mpyc.
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Quantidade de emanagio em 1000 ¢. c. de gases secos, a 0°
e 760 mm.:

1000><760>< (273 + 20)><18><0,196 ><0,990
111 >< (747 — 17,5)>< 2738 ><0,7984
1000><760>< (273 -+ 20)><22,4 ><0,159><0,995
111X (747 — 17,5)>< 273 < 0,7984

Média 44,4 mpe,

1.% 3 m.

= 44,06

243 m.

= 44,71

AGUAS DA FELGUEIRA

Além de outras, préximas uma da outra, hii na Felgueira duas
nascentes de fdgua termal aproveitadas com fim terapéutico. Duma
sai a figna que corre na Bica, e da outra, por meio duma bomba,
sai figua aproveitada para banhos. Foi impossivel colher amostras
de figua nas nascentes; apenas as podémos colher i saida da Bica
ou da bomba. Foi o que fizemos, de forma que se evitasse, tanto
quanto possivel, a perda de emana¢iio resultante da agitagiio da
dgua (M. Geslin e D.Chahnazaroff, loc. cit. pg. 336; J. Konig
— Untersuchung ven Nahrung, ete., IIl Band, 3 Teil, pag. G617
e seg.).

> Agua da Bica

Derterminagao n.* 12

Agua colhida na Bica no dia 26 de Julho de 1935 as 12 h. 5 m.
Método de eliminacfio da emanaciio : corrente de ar.
Deslocamento do fio menos o deslocamento normal : 0,8 div.
Coméco da 1.* medida: dia 26 de Julho &s 18 h. 42 m.
Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min, 195 div.
293 245 »

Péso da dgua: 1399 gr.

Tempo de destruigio da emanagfio: 6 h. 37 m. Coeficiente de
destrui¢giio da emanagfio: e—2t=109513.

Valor de uma divisiio da escala: 1.* 3 m.— 0,196, 2!* 3 m.
— 0,159 mpye.
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Factores de correcglio: f=1, f'= 1.
Laboratério: pressiio = 755 mm., temperatura — 24 2°,
Quantidade de emanagio em 1.000 gr.:

1000< 19,5 < 0,196
- 139,9><0,9513
1000 < 24.5 >< 0,159

s e s S T VRV S )
2.3 m. 139,9 < 0,9518 e
Média 29 mpe.

1.3 m. =287

Determinagdo n.* 13

Agua colhida na Bica no dia 26 de Julho de 1935 as 12 h. 12 m,
Método de eliminagiio da emanacfio : corrente de ar.
Deslocamento normal do fin: 1.3 divisdes.

Comégo da 1." medida: dia 26 de Julho iis 19 h. 51 m.
Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

Péso da figua: 148,35 gr.

Tempo de destruigiio da emanacglio: 7 h. 39 m. Coeficiente de
destruiclio da emanagfio: e—3t = (,9439.

Valor de uma divisio da escala: 1. 3 m.— 0196, 2.* 3 m. —
0,159 mpe.

Factores de correcglio: f—1. f'=1.

Laboratério: pressio— 755 mm., temperatura = 24.2°.

Quantidade de emanacfio em 1.000 gr.:

1000 < 20,6 >< 0,196
148355< 09430
1000><252><0,159 _ 0,
147,35><0,9439 -

1.2 3m.

— 288

223 m.
Média 28,7 mpc.

As quantidades de emanaglio que encontrimos na fgua da Bica,
em Julho de 1935, foram as seguintes: 29 e 28,7 myec. A média
déstes valores ¢ 28,9.
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Agua da bomba

Determinagdo n.* 14

Agua colhida A saida da bomba no dia 26 de Julho de 1935
das 13 h. 58 m.

Método de eliminacfio da emanagiio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 0,8 divisdes. i
. # Coméco da 1.* medida: dia 27 de Julho &s 15 h. 13 m. -

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.°* 3 min. 13,9 div.
253 T S

Péso da éigua: 1556 gr.

Tempo de destruicio da emanagio: 1 d. 1 h. 15 m. Coeficiente
de destruicio da emanaciio: e—"*' — 0,8264.

Valor de uma divisio da escala: 1.°* 3 min.— 0,196, 2.°* 3 min.
— 0,159 mpe.

Factores de correeciio: f= 0,972, f'=0,975.

Laboratério : pressio = 754 mm., temperatura = 24°,

Quantidade de emanacio em 1000 gr.:

1000 >< 13,9 >< 0,196 >< 0,972
155,6 >< 0,8264

1000 >< 17 X< 0,159 >< 0.975
155,6 >< 0,8264

1*3m.

— 20,6

2 3 m. = 20,6

Média 20,5 mpe.

AGUA DA CAVACA

Determinagdo n.° 15

Agua colhida na nascente no dia 3 de Novembro de 1935 as
17 h. 17 m. (Alfredo Luis Lopes — Aguas minero-medicinais de
Portugal, pig. 196).

Método de eliminacio da emanagdio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1,56 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 4 de Novembro ds 17 h. 57 m.
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Deslocamento do fio menos o deslocamente normal :

1.%* 3 min. 5,7 div.
2% 3 , 71 »

Péso da figua: 1384 gr,

Tempo de destruigiio da emanaciio: 1 d. 0 h. 40 m. Coeficiente
de destruigiio da emanagiio: e—x1 = (0,8300, .

Valor de uma divisiio da escala: 1.°* 3 m.— 0,162, 2.°* 3 m.
— 0,130 mpe.

Factores de correccio: f= 0,930, ' = 0,915.

Laboratério : pressio = 759,8 mm., temperatura=165°

Quantidade de emanacio em 1000 gr.:

1000 >< 5,7 >< 0,162 >< 0,930
138,4 < 0.8300

1000 >< 7,1 >< 0,130 >< 0,915
138,4 >< 0,8300

1.3 m

= 7,41

2 3 m.

= 7,35

Média 7,41 mpe,
Determinagao n.° 16

(Gases espontineos)

Gases colbidos na nascente no dia 3 de Novembro de 1935 is
17 b, 48 m. Pressfio — 714 mm., temperatura da dgua — 30°,
O frasco levou bastante tempo a encher; a hora que indicamos &
a hora média,

Deslocamento normal do fio: 1,5 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 4 de Novembro is 18 h. 34 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1. 3 min, 19,5 div.
2% 3 » 241 »

Capacidade, a 17,5° do frasco onde foram recolhidos os gases:
108 ¢ c.

Tempo de destruigio da emanacio: 1 d. 0 h. 46 m. Coeficiente
de destruigio da emanacdo: e—+! = 00,8294,

Valor de uma divisio da escala: 1.°* 3 m. — 0,162, 2.* 3 m. —
0,130 mpe.
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Factores de correccio: f= 0,985, f'= 0,990.
Laboratério : pressio — 7598 mm.; temperatura—=165°,
Quantidade de emana¢io em 1.000 c. ¢. a 30° & 760 mm:

1000 > 760 > 19.5><0,162 < 0,985 _ o o0
108 >< 714 ><0,8294 ¥

1000 >< 760 v 24,1 >< 0,130 <0990 . .

T 108X 714 =< 0,8294 g

1.* 3 m.

2% S m.

Média 36,9 mue.

Quantidade de emanagiio em 1.000 c. c. de gases sécos, a 0°
e 760 mm:

TR0 a2 £ 19 R
19 3, 1000><760>< (273 + 30)><195X0,1623<0985 _ o

108 >< (714 — 318)>< 273 ><0,8204 :
23 m 1000>760><(273 + 39].?3.24'1 ><0,130><0,990 42,81
e 108 >< (714 — 31,8) >< 273 >< 0,8294 otiie

Média 42,9 mpc.

AGUAS DA URGEIRICA

Na Urgeiriga hd dvas nascentes muito préximas, brotando uma
num ponto mais alto, que designamos por Urgeirica I, e outra mais
abaixo, que designamos por Urgeirica 11,

Urgeiriga [
Determinagdo mn.° 17

Agua colhida na nascente no dia 26 de Julho de 1935 as 15 h.
17 m,

Método de eliminacio da emanaciio: corrents de ar.

Deslocamento normal do fio: 0,7 divisdes.

Coméco da 1." medida: dia 27 de Julho ds 19 h, 59 m,

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1. 3 min. 4.4 div,
M 54 »

Péso da figua: 56,9 gr.
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Tempo de destruigio da emanacfio: 1 d. 4 h. 42 m. Coeficiente
de destruiciio da emanaciio: e~ = 0 8053,

Valor de uma divisiio da escala: 1. 3 m.— 0,196, 2 3 m. —
0,159 mpe.

Factores de correcgiio: f= 0,915, f'=0,890.

Laboratério: pressio = 754 mm., temperatura == 24°.

Quantidade de emanaciio em 1.000 gr.:

1000 >< 4,4 >< 0,196 >< 0,915 i1
56,9 >< 0,8053 & amYy
11000 >< 5,4 > 0,159 >< 0890

_ —16
56,9 >< 0,8053 51

1* 3 m.

2" 3 m.

Média 169 mpuc.
Determinag@o n.® 18

Agua colhida na nascente no dia 12 de Dezembro de 1935 as
15 h. 20 m.

Método de eliminagdo da emanaglio: agitagles sucessivas com
ar renovado de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1,1 divisdes.

Coméco da 1.* medida: dia 13 de Dezembro as 16 h. 59 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.* 3 min. 12,7 div.
i 157 >

Péso da fgua: 163 gr.

Tempo de destruiclio da emanacgio: 1 d. 1 h. 39 m. Coeficiente
de destruigiio da emanaciio: e—»t=0,8239,

Valor de uma divisio da escala: 1.°* 3 min. — 0,162, 2. * 3 min.
— 0,150 mpe.

Factores de correcgiio: f= 0,965, f'=10,960.

Laboratério: pressio = 755,6 mm, temperatura = 11°.

Quantidade de emanacio em 1.000 gramas:

1000 >< 12,7 >< 0,162 >< 0,965

163><08239

1000 >< 157 >< 0,130 <0960 _ | .o
163 >< 0,8239 b

12 3 m. = 14,78
2" 3 m.

Média 14,7 mpe.
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As quantidades de emanaglio que encontrdmos em 1.000 gr. da
figua da Urgeiriga I, em amostras colhidas em Julho e Dezembro
de 1935, foram as seguintes: 16,9 e 14,7 mue. Os dois resultados
nfo sio concordantes. Fomos informados pelos proprietarios das
nascentes, a quem aproveitamos a ocasifio para agradecer tidas as
amabilidades e favores que nos dispensaram quando fizemos a
colheita das amostras, de que na nascente da dgua Urgeirica 1
havia, por ocasiio da colheita feita em Dezembro, infiltracio de
gua da chuva. Devemos, portanto, regeitar o segundo valor, e
considerar o primeiro como representando a quantidade normal de
emanagfio na figna considerada.

Llrgeirica 11

Determinagio n°. 19

Agua colhida na nascente no dia 12 de Dezembro de 1935 is
15 h.

Método de eliminaglio da emanagio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.

Coméco da 1.* medida: dia 19 de Dezembro #s 17 h, 44 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min, 43 div.
am 3 52,6 »

Péso da dgua: 1507 gr.

Tempo de destruigio da emanagdo: 7 d. 2 h. 44 m. Coefi-
ciente de destruicio da emanagio: e—*' = 02755.

Valor de uma divisdo da escala: 1. 3 m.— 0,165, 2° 3 m.
— 0,132 mpe.

Factores de correcgio: f= 1,045, f' = 1,065.

Laboratério : pressio = 756,6 mm., temperatura = 11,5°.

Quantidade de emaglio em 1.000 g.:

1000 < 43 >< 0,165 >< 1,045
S0 X 00980 - b
1000 < 52,6 < 0,132 >< 1,065
TR0 S< 021050 - £t
Média 178,3 mye.

1* 3 m =178,6

2% 3 m =178,1
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Determinagao n." 20

Agua colhida na nascente do dia 12 de Dezembro de 1935 is
14, h. 52 m.

Método de eliminagfio da emanaclio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.

Coméco da 1." medida: dia 20 de Dezembro és 16 h. 8 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.°* 3 min. 35,2 div.
2" 3 » 43

Péso da dgua: 1414 gr.

Tempo de destruicio da emanacfio: 8 d. 1 h. 16 m. Coeficiente
de destruicfio da emanacgfio: e— 21 =0,2324. :

Valor de uma divisfio da escala: 1. 3 m. — 0,165, 2. 3 m. —
0,132 mpe.

Factores de correcgio: f==1,020, f'=1,030.

Laboratério : pressiio — 753,6 mm., temperatura = 12°.

Quantidade de emanagfio em 1000 gr.:

1000 < 35,2 >< 0,165 < 1,020

W Bmloien  SERoT R T g SUEAS e s )
1000 3< 43 >< 0,132 >< 1,030
2‘n|| 1 1 oL e ‘9
& 141,4 >< 0,2324 1515

Média 179,1 mpe.

As quantidades de emanagiio que encontrimos em 1.000 gr. de
dgua da Urgeiriga 1 foram 1783 e 1791 mpe. A média déstes
valores & 178,7.

Esta dgua 6, de tdodas as fignas portuguesas estudadas, a que
contém maior quantidade de emanaclio do ridio. E & digna de
figurar entre as #dguas mais radioactivas do mundo. As dguas
alemfis da regifio de Oberschlema, como a nascente de Hindenburgo,
com 4914 mwpe, e a de Bismarque, com 1.092 mpe, as da regifio
de Brambach, como a Wettinquelle, com 728 mpe, e as dguas che-
coeslovacas de St. Joachimsthal, que atingem 1.800 mue, por 1.000 gr.
de figua, sio muito excepcionais. Apresentamos a fotografia da
nascente considerada,
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Rédio

Fizemos, nesta fgua, a determinagiio da concentragiio do radio,
Para fazer esta determinagiio ¢ importante a seguinte, a que ji nos
referimos a propésito da graduaciio do aparelho usado.

Determinagdo n.® 24

Solugiio padrio 1521 P. T. R., com 4.03 >< 10-? gr. de radio.
Emanaciio eliminada e borbulhador fechado no dia 30 de Marco
g 11 h. 48 m,

Deslocamento normal do fio: depois de abandonar o electrémetro
carregado durante bastante tempo, verificimos que o deslocamento
do fio em 3 minutos era de 1 divisdo, ¢ em 15 minutos era de
1,7 divisdes. KEstas medidas foram feitas, como de costume, inter-
rompendo a ligacio do eléetrodo com o fio.

Comécgo da 1* medida: dia 30 de Margo is 16 h. 48 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.** 3 min. 1 div.
223 » 12 »
em 15 m. (a seguir) 68 »

Tempo de acumulagio da emanaglio: 5 horas. Coeficiente deo
formagio da emanagfio: 1 —e— 1t =0,0371,

Laboratério : pressio = 757,5 mm., temperatura — 14 5°,

A quantidade de emanagio estudada é a que estd em equilibrio
com 4,03 ><0,0371 <107 gr. de radio.

Determinagio n°. 22

Agua colbida na nascente Urgeirica II em 12 de Dezembro
de 1935,

Método de eliminagiio da emanaglio: agitagdes sucessivas com
ar renovadv de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: depois de abandonar o electrémetro
carregado durante bastante tempo, nas condigdes da determinagfio
anterior, o deslocamento durante 3 minutos era de 1 divisiio e
durante 15 minutos era de 1,7 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 19 de Margo.




Nascente da Urgeiriga (11)
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Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.'* 3 min 0 div.
20D s 0 »
em 15 m. (a seguir) 0.3

Péso da dgua: 71128 gr.

Tempo de destruniglio da emanagfio: 98 dias.

O deslocamento anormal observado somente pode ser explicado
admitindo, na dgua, a existéncia de ridio.

Comparando o resultado obtido com aquele a que se chegou na
determinagfio anterior, e designando por x a quantidade de ridio
existente na dgua estudada, podemos estabelecer:

x  403><10 '“:}40.03_'{1
08 6,8 {

A quantidade de ridio em 1.000 gr. de dgua seri:

----- 10— — 0,092 ><10-1 gr.
711,25 >< 6,8 > 10 0,092 < gr

E evidente que a determinagiio feita é pouco rigorosa pelas
seguintes razdes: 1) o deslocamento do fio é muito préximo do des-
locamento normal; 2) os deslocamentos comparados sio bastante
diferentes; 3) se a dgna contém sulfato-ifio com concentragiio impor-
tante, e veremos que assim sucede, ¢ impossivel, sem o eliminar,
fazer uma determinagfio rigorosa.

Julgamos, porém, poder afirmar, como veremos depois da deter-
minacgiio seguinte, que a determinagfio feita tem valor qualitativo
e nos dd idea da ordem de grandeza da concentragfio do rddio.

Determinagao n.* 23

Antes de procedermos i determinagfio mais rigorosa da concen-
traglio do rdidio, determinimos a concentragio do sulfato-ifio na
dgua Urgeirica 1I. Chegimos & conclusiio de que num litro de dgua
ha 0,134 gr. de SO

A influéneia da presenga do sulfato-ido na determinagio do
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ridio & hem conhecida. A. Becker rZur Kenninis der Radiumlo-
sungen — Zeitschrift fir Physik, 83 Band. 11 w. 12 Heft. 707)
mostrou que tem influfneia importante a presenga do sulfato ifio
com concentra¢fio bastante menor do que a encontrada.

A influéneia do deido silfeico, que tddas as dguas minerais
conteem, também & para considerar (veja-se, por exemplo, /7.
Holthusen — Uber quantitative Radiumbestimung dureh Emana-
tionsmessung, insbesondere bei festen Substanzen. Heidelberyg).

Procedemos da seguinte maneira. Evaporimos a banho-maria
sete litros de dgua até 200 c. e. aproximadamente, acidulando com
dcido clorfdrico. Juntimos, em seguida, cloreto de bario. E neces-
sirio que a relagiio entre o volume da soluglio e o péso do preci-
pitado que se obtem nfio seja grande de mais: um precipitado de
0,600 gr. deve corresponder a 250 e¢. c. da soluglio (/1. Holthusen
— loe. cit.).

Filtrimos, juntimos ao precipitado obtido uma soluglio concen-
trada de carbonato de sddio, e fervemos demoradamente para trans-
formar os sulfatos de birio e ridio nos respectivos carbonatos.
Filtrimos, e atacimos o precipitado com ICl diluido depois de
juntarmos as cinzas dos filtros. Filtrimos e guardimos o extracto
clorfdrico; juntimos ao resfiduo, com as cinzas do filtro, uma solu-
¢io concentrada de earbonato de s6dio, e fervemos demoradamente.
Filtrimos; atacimos o residuo com J7C! diluido depois de juntas
as cinzas do fitro. Filtrimos e juntdmos o extracto clorfdrico ao
obtido anteriormente; ficou um pequeno resfduo,

O resfduo obtido, com o filtro, foi séeo em estufa de sAgua.
Transferimos o filtro para um cadinho de platina, onde foi calei-
nado, introduzimos, em seguida, o resfduo e juntimos dcido fluo-
ridrico e dcido sulfrico concentrado. Evaporimos & secura e
caleindamos. Juntimos seguidamente a mistura de carbonatos de
sddio e potdssio, misturimos bem, e fundimos.

Tratimos a massa fundida com dgua fervente e filtrdimos. Ao
residuo, com as cinzas do filtro, juntdmos 7/CI diluido, que o dis-
solveu completamente. Juntimos a solugiio obtida aos extractos
cloridricos j4 obtidos.

A mistura dos extractos cloridricos foi evaporada até pequeno
volume, cérea de 300 c. ., e introduzida, depois do arrefecimento,
perfeitamente limpida, num borbulhador. Fizemos passar durante
bastante tempo uma corrente de ar no borbulhador, fechimos a
limpada e tomdmos nota da hora.
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Passados 40 dias, transportimos para a cimara de ionizagiio a
emanaciio produzida, pelo método das agitagiies sucessivas com ar
renovado de cada vez. Observimos o seguinte.

Deslocamento normal do fio: durante 3 minutos — 0,9 divisdes;
durante 15 minutos — 1,3 divisdes. Estes deslocamentos foram
observados depois de abandonar durante bastante tempo o electré-
metro carregado.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1% 3 min. 0.6 div.
Rkt e 06 »
em 15 m. (a seguir) 28 »

O borbulhador foi fechado e, passados 35 dias, foi feita nova
determinacfio ; encontriimos exactamente os mesmos valores.

Comparando esta determinaglio com a determinagio n.°® 21,
podemos sem grande &rro, visto que os deslocamentos observados
nfio sfio muito diferentes, estabelecer a proporgio:

@ 403><00371><10-*

2, 6,8 ’

designando por z a quantidade de rddio que existe em 7 litros da
fgua estudada. Em 1.000 c. ¢. existirio

0,087 >< 10— gr, de radio.
A concentraglio do rddio & portanto, da ordem de grandeza de

10—t gr. por litro. A determinagfio n® 22, embora pouco rigo-
rosa, levou-nos i mesma ordem de grandeza.

AGUAS DE CAMBRES

Em Cambres hé, perto umas das outras, vérias nascentes que,
por meio de nimeros, viio indicadas no esquema que apresen-
tamos (fig. G).
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Aguas das nascentes 1, 2 e 3. Fonte da Mata

Determinagdo n.® 24

Agua colhida na nascente no dia 3 de Novembro de 1935 is
11 h. 12 m.

Método de eliminagfio da emanacfio : corrente de ar.
Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.
Comégo da 1* medida: dia 4 de Novembro as 15 h. 13 m,

N Casa ga
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Fig. 6

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.°* 3 min. 2  div.
i Bk 24 »

Péso da fgua: 1262 gr.

Tempo de destruigio da emanagio: 1 d. 4 b. 1 m. Coeficiente
de destrniciio da emanagiio : e— 3t = 0,8004.

Valor de uma divisfio da escala: 1.* 3 m. — 0,162, 2°* 3 m.—
0,130 mpe.

Factores de correcgio: f=0915, f'=0,895.

Laboratério : pressfio=— 759,8 mm., temperatara = 16,5°.
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Quantidade de emanagfio em 1000 gr.:

1000 >< 2 >< 0,162 >< 0,915
126,2 < 0,8094
1000 < 2,4 >< 0,130 >< 0,895
126,2 >< 0,8094

1. 3 m, =290

2% 3 m. — 2173

Média 2,8 mpe.
Determinagao n.° 25

Agua colhida na nascente no din 12 de Janeiro de 1936 as
11 h. 40 m.

Método de eliminag¢io da emanacio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfio.

Comégo da 1.* medida: dia 13 de Janeiro de 1936 as 16 h. 12 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.2 3 min, 3.1 div.
293 38 »

Péso da fgua: 2935 gr.

Tempo de destruigiio da emanagfio: 1 d. 4 h 32 m. Coeficiente
de destruiclio da emanagfio : e~ = 08062,

Valor de uma divisfio da escala: 1."* 3 m. — 0,165, 2.* 3 m. —
0,132 mpe.

Factores de correcglio : f= 0,920, f' = 0,900,

Laboratério : pressfio — 756,8 mm., temperatura = 13°,

Quantidade de emanagfio em 1000 gr.:

1000 3< 3,1 3< 0,165 >< 0,920
2935 >< 0,8062

1000 >< 3.8 < 0,132 <0900 _ | o
3035 < 08062 -

1.* 3 m. = 1,99

2% 3 m;

Média 1,95 mpe.

As quantidades de emanagio que encontrimos em 1.000 gr. de
figua da Fonte da Mata, em amostras colhidas na nascente em
Novembro de 1935 e Janeiro de 1936, foram as seguintes: 28 e
1,95 myge. Estes valores niio sfio concordantes. Os proprietérios

]
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das nascentes, a quem aproveitamos a ocasiio para manifestar o
nosso reconhecimento pelas facilidades e amabilidades que nos
dispensaram, informaram-nos de que, em Janeiro, havia infiltracfio,
nas nascentes de Cambres, de figua das chuvas. No admira, pois,
que em Janeiro obtivessemos um resultado mais baixo. Deve ser
aproveitado apenas o resultado obtido em Novembro.

Determinagdo n.° 26
Radio

Conservdmos num borbulhador 659 gr. de figua da Fonte da
Mata, colhida na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936. Em 21
de Marco, isto &, 69 dias depois, empregando o método das agita-
¢des sucessivas com ar removado de cada vez, verifichmos que o
deslocamento do fio durante 21 minutos era precisamente igual ao
deslocamento normal durante o mesmo tempo.

Esta determinacfio apenas tem, evidentemente, valor qualitativo.
Comparando, porém, esta determinagiio com as determinagdes n."* 22
e 23, e atendendo a que, por ter havido infiltragio de dgua da
chuva, a quantidade de emanagfio, e, naturalmente de ridio, que
existiria num litro, passou a existir em cérea de litro e meio,
parece-nos poder afirmar, com grande probabilidade, que a quanti-
dade de radio existente na dgua da Fonte da Mata ¢ de ordem de
grandeza nflo superior a 10— gr. por 1000 gr. de fgua.

Agua da nascente 4. Fonte da Gruta

Determinagdo n.” 27

Agua colhida na nascente no dia 3 de Novembro de 1935 as
12 h. 4 m.

Método de eliminacio da emanagfio: corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 11 divisdes.

Comégo da 1* medida: dia 4 de Novembro s 16 h. 13 m.

DNeslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.** 3 min. 15,2 div.
293 .» 189 »

P’éso da égua: 1615 gr.
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Tempo de destruigfio da emanagfio: 1 d. 4 h. 9 m. Coeficiente
de destruicio da emanagfio: e—* = 00,8084,

Valor de uma divisfio da escala: 1. 3 m. — 0,162, 2 3 m. —
0,130 mpe.

Factores de correcglio: f= 0,470, f'=0,970.

Laboratério : pressio = 7598 mm., temperatura = 16,5

Quantidade de emanagfio em 1.000 gr.:

1000 >< 15,2 >< 0,162 >< 0,970

cond ob JOLE S OROBE: i

1000 >< 189> 0,130 <0970 _ 0,
161,5 >< 0,8084

1.” 3 m. =1829

2° 3 m.

Média 18,3 mye.
Determinagao n.” 28

Agua colhida na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936 is
12 b. 12 m. _

Método de eliminagiio da emanagiio: agitagles sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,3 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 13 de Janeiro és 19 h. 25 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.”* 3 min, 19,5 div.
2943 » 245 »

Péso da dgua: 2983 gr.

Tempo de destruigiio da emanagéio: 1 d. 7 h. 13 m. Coeficiente
de destruicfio da emanaclio: et = (0,7809.

Valor de uma divisio da escala: 1.”* 3 m. — 0,165, 2* 3 m.—
0,132 mpe.

Factores de correcglio: f= 0,985, f' = 0,990.

Laboratério: pressio — 756,8 mm., temperatura — 13°.

Quantidade de emanagfio em 1.000 gr.:

1000 >< 19,5 >< 0,165 >< 0,985
T 2083 ><0,7899
10003<245><0,132 <0990 156

2083 >< 0,7899 :
Média 13,5 mpe.

1™ 3 m =134

2% 3 m.
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As quantidades de emanagfio que encontrémos em 1000 gr. de
dgua da Fonte da Gruta, em amostras colhidas na nascente em
Novembro de 1935 e Janeiro de 1936, foram as seguintes: 153
e 13,5 mue. Estes valores nfio sio concordantes. Como em Janeiro
havia infiltragdes de figua da chuva, devemos apenas aproveitar o
primeiro valor.

Determinagao n.* 29
Radio

Conservimos num borbulbador 6468 gr. de fgua da Fonte da
(ruta, colhida na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936. Em 20
de Marco, isto & 68 dias depois, empregando o método das agita-
cdes sucessivas, verificimos que o deslocamento do fio durante
21 minutos era precisamente ignal ao deslocamento normal durante
0 mesmo tempo.

Pelas razdes apresentadas a propdsito da figua da Fonte da Mata,
julgamos poder concluir que a quantidade de rédio existente em
1.000 gr. da figua da Fonte da Gruta é de ordem de grandeza nfio
superior a 101! gr.

Agun cda nascente 6 (Giovenezza)

Determinagao n.* 30

Agua colhida na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936 as 12 h.

Método de eliminacio da emanagiio: agitagdes sucessivas com ar
renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,1 divisGes.

Coméco da 1.* medida: dia 13 de Janeiro ds 17 h. 11 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.%* 3 min. 3,9 div.
-l 48 »

Péso da figua: 1691 gr.

Tempo de destruicio da emanacfio: 1 d. 5 h. 11 m. Coeficiente
de destruiciio da emanacfio: e~ 1 =080U22,

Valor de uma divisfio da escala: 1.”* 3 m. — 0,165, 2 3 m. —
0,132 mpe.

Factores de correcglio: f= 0,925, f'=0,005.
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Laboratdrio : pressiio = 756,56 mm., temperatura = 13°.
Quantidade de emanagiio em 1000 gr.:

1000 >< 3.9 >< 0.165 >< 0,925
T 1691 < 0.8022

1000 =< 4.8 >< 0,132 > 0,905
T 169,1 >< 00,8022

l_ou 3 m e 4.3”

2 3 m.

Média 4,31 mpe.

= 4,23

Como, na ocasifio da colheita da amostra da dgua, havia infil-
tragio de dgua da chuva, o resultado obtido apenas nos d4 a ordem
de grandeza da concentragiio da emanagiio.

Agua da nascente 9

Determinagdo n.® 31

Agna colhida na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936 as
11 h. 45 m.

Método de eliminagfio da emanaglio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,3 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 13 de Janeiro as 18 h. 24 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.°* 3 min. 2,7 div.
2" 3 » 35 »

Péso da dgua: 3083 gr.

Tempo de destrui¢iio da emanagiio: 1 d. 6 h. 39 m. Coeficiente
de destruicio da emanagio: e+t =(,7933.

Valor de uma divisiio da escala: 1."* 3 m. — 0,165, 2.°* 3 m. —
0,132 mpe.

Factores de correccdo: = 0,918, f'= 0,900.

Laboratério: pressio = 756,8 mm,; temperatura—13°,

Quantidade de emanacgio em 1000 gr.:

: 1U09_>«: _2.7 > 0,165 > 0918
308,3 ><0,7933

929 3 m. 1000 >< 3,5 >< 0,132 =< 0,900 =1,70

1.*3m = 1,67

3083 >< 0,7933
Média 1,68 mpe,
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Como, na ocasifio da colheita da amostra da dgua, havia infil-
tragiio de figna da chuva, o resultado obtido apenas nos da a ordem
de grandeza da concentragfio da emanagfio.

Agua da nascente O
(Agnn da Ponte ou Fonte do Cedro)

Determinagdo n.* 32

Conservamos num borbulbador 703 5 gr. de égua da Ponte, colhida
na nascente no dia 12 de Janeiro de 1936. Em 23 de Margo, isto
6, 71 dias depois, empregando o método das agitagies sucessivas,
verificimos que o deslocamento do fio durante 21 minutos era pre-
cisamente igual ao deslocamento normal durante o mesmo tempo.

Pelas razdes apresentadas a propésito da dgua da Fonte da
Mata, julgamos poder afirmar que a quantidade de ridio existente
em 1.000 gr. da figna da Ponte & de ordem de grandeza niio supe-
rior & 10— gr.

PENACOVA

A montante de Penacova, e perto desta localidade, no fundo da
encosta de quartzitos da margem direita do Mondego, na proprie-
dade do sr. Dr. José Sanches da Gama, hé trés nascentes de figua a
que o povo chama Aguas das Caldas. Estas nascentes encontram-se,
aproximadamente, na linha norte-sul.

Nascente do Norte

Determinagao n.* 33

Agua colhida na nascente no dia 21 de Maio de 1936 as 18 h.
30 m,

Método de eliminaglio da emanagfio: agitagdes sucessivas com
ar renovadu de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.

Coméco da 1." medida: dia 22 de Maio as 19 h.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.°* 3 min. 4.3 div.

203 , 5,5 »

Péso da égua: 1347 gr.
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Tempo de destruicio da emanacfio: 1 d. 0 h. 30 m. Coeficiente
de destroicido da emanacdio: e—*t = 08311.

Valor de uma divisdio da escala: 1.* 3 m.— 0,165, 2 3 m.
— 0,182 mpe.

Factores de correcgiio: f== 0,925, f'=10,907.

Laboratério : pressio — 753,8 mm., temperatura = 17,2°,

Quantidade de emanacio em 1.000 gr.:

1000 >< 4,3 >< 0,165 >< 0,925
134,7 >< 0,8311
1000><5,5 >< 0,132 < 0.907 _ 588

134,7><0,8311 :

| ikl i1

= 5,87

2. 3 m.

Média 5,88 mpe.

Nascente do Centro

Determinagdao n." 34

Agua colhida na nascente no dia 21 de Maio de 1936 s 18 h.11 m.

Método de eliminacio da emanagfio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,1 divisdes.

Comégo da 1.* medida: dia 22 de Maio ds 17 h. 28 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.2* 3 min. 2.9 div.
2083 , 38 »

Péso da dgua: 1598 gr.

Tempo de acumulagio da emanagfio: 23 h. 17 m. Coeficiente de
destruigiio da emanaglio: ¢~ = 0,8390.

Valor de uma divisfio da escala: 1.* 3 m.—0,165, 2. 3 m.
— 0,132 mpe.

Factores de correcgiio: f'= 0,920, /' = 0,900.

Laboratério : pressio — 753,8 mm., temperatura = 17,2°,

Quantidade de emanagio em 1.000 g.:

1000 >< 2,9 >< 0,165 >< 0,920
1598 < 0,8390
1000 >< 3,8 >< 0,132 >< 0,900

L g e b d i A et P T

159,8 >< 0,8390
Média 4,18 mpe.

1* 3 m =418
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Determinagao n.* 35

(Gases espontdneos)

Jases colhidos na nascente no dia 21 de Maio de 1936 as 17 h,
50 m. Pressio = 759,7 mm., temperatura da fgua—19°.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.

Coméco da 1°* medida: dia 22 de Maio &s 15 h. 22 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1°* 3 min. 7,5 div.
223 » 84 »

Capacidade a 18', do frasco onde foram recolhidos os gases:
1078 o o

Tempo de destruigio da emanagdo: 21 bh. 32 m. Coeficiente de
destruigiio da emanaciio: e~ = 0,8502.

Valor de uma divisio da escala: 1.°° 3 m.— 0,165, 2.* 3 m.
— 0,132 mpe.

Factores de correcgiio: f= 0,937, f'=0,923.

Quantidade de emanagiio em 1.000 ¢. c. de gases a 19° e 760 mm:

1000 >< 760 < 7,5 >< 0,165 >< 0,937

107,8 > 769,7 >< 0,8502
1000 >< 760 >< 0,4><0,132>0923 185
107 8 >< 759,7 < 0,8502 =gt

1.* 3 m. =128

2% 3 m.

Média 12,6 mpc.

Quantidade de emanagio em 1.000 c. c. de gases secos, a 0°
e 760 mm.:

1000><760><(273 +19)><7,6><0,165 <0087 __ ;44
107,8 < (169,71 — 16,46)><273 < 08502 "

- A
pon 3 m, 10007605 (273 +19)<04<0,132X0,023 _ |,

o L

1. 3 m.—

Média 13,8 mpe.
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AGUA DE MIDOES (Sazes)
Determinag@o n.* 36

Agua colhida na nascente no dia 2 de Junho de 1936 as 18 h.
21 m. Esta nascente encontra-se perto de Sazes, em Middes, ao
fundo desta povoacfio, em terrenos schistosos do sildrico.

Método de eliminagiio da emanagfio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez e corrente de ar.

Deslocamento normal do fio: em 3 m.— 1 div.; em 15 m. —
14 div.

Coméco da 1 medida: dia 3 de Junho és 12 h. 38 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.°* 3 min. 0,3 div.
2B 04 »
em 15 m. (a seguir) 24-»

Péso da égua: 158 gr.

Tempo de destruicio da emanacio: 18 h. 17 m. Coeficiente de
destruicio da emanacio: e— 4t = 0,8713.

Valor de uma divisiio da escala: 1.”* 3 min. — 0,165, 2.°* 3 min.
— 0,132 mpe.

Laboratério: pressio = 759 mm , temperatura = 16°.

Comparando esta determinagio com a determinagio n.” 21, con-
clui-se que a quantidade de emanaglio em 1.000 gr. de dgua 6:

1000 5 24 >< 40850037 _ aga o
6,8 >< 158 < 0,8713 i i

Determinagao mn.* 37

(Gases espontineos)

Gases colhidos na nascente no dia 2 de Junho de 1936 as 18 h.
21 m. Pressfio = 745 mm., temperatura da gua==19°. H4 desen-
volvimento grande de gases espontineos.

Deslocamento normal do fio: em 2 m.— 1 div.; em 15 m. —
1,5 div.
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Comégo da 1.* medida: dia 3 de Junho &s 17 h.
Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.** 3 min. 0,7 div.
s ST 08 »
em 15 m. (a seguir) 42 »

Capacidade, a 19°, do frasco onde foram recolhidos os gases:
101,6 c. e.

Tempo de destruigio da emanagio: 22 h. 39 m. Cocficiente
de destruiciio da emanagio: e—""——_[ll,E!éET.

Valor de uma divisdo da escala: 1.°* 3 m.— 0,165, 2°* 3 m.
— 0,132 mpe.

Laboratério : pressio = 759 mm., temperatura = 16°.

Comparando esta determinaciio com a determinacio n* 21, con-
clui-se que a quantidade de emanagiio em 1.000 c. c. de gases
espontiineos, a 19° e 760 mm., &:

6,8><101,6><0,8427 X746 '~ Ko
Quantidade de emanacio em 1.000 c. e de gases secos, a 0°
e 760 mm.:

1000><4,2><4,03><00371><760X 218 +19) _ . o0
6,8 >< 101,6 >< 0,8427 >< (745 — 16,46)>< 278 =" Mpe.

AGUA DA AMIEIRA
Determinagdo n.* 38

Agua colhida na nascente no dia 4 de Junho de 1936 as 14 h.
41 m. (Alfredo Luis Lopes — Aguas minero-medicinais de Portu-
gal, pig. 129).

Método de eliminagiio da emanacdo: agitacdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fiv: em 3 m. —1 div., em 15 m. —
1,7 div.

Coméco da 1.* medida: dia 5 de Junho as 11 b. 57 m.
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Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1°% 3 min 1,5 div.
209 0 1,7 »
em 15 m. (a seguir) 96 »

Péso da dgua: 629 gr,

Tempo de destrui¢io da emanagiio: 21 h. 16 m. Coeficiente de
destruiciio da emanacio: =3 =10,8518.

Valor de uma divisdio da escala: 1.°* 3 m.— 0,165, 2°* 3 m.
— 0,132 mpe.

Laboratério: pressfio = 760,2 mm., temperatura = 16°.

Comparando esta determinagio com a determinagiio n.” 21, con-
clui-se que a quantidade de emanagio em 1.000 gr. de figua &:

1000 >< 9,6 >< 4,03 >< 0,0371

S e =39 ;
6,8 >< 0,8518 >< 629 e

Determinagdo n.° 39

Agua colhida na nascente no dia 4 de Junho is 14 h. 38 m.

Método de eliminacio da emanagfio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: em 3 m.— 1 div,, em 15 m. —
1,8 div.

Coméco da 1.* medida: dia 5 de Junho #s 15 h. 22 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1.°* 3 min. 1,7 div.
32 3.2 1.9 »
em 15 m. (a seguir) 10 »

Péso da dgua: 674 gr.

Tempo de destruigio da emanaglio: 1 d. 44 m. Coeficiente de
destruigio da emanagfio: e— i = 0,8295.

Valor de uma divisfio da escala: 1."* 3 m.— 0,165, 2. 3 m. —
0,132 mpec.
Laboratério: pressiio = 760 mm., temperatura = 16°.
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Comparando esta determinagio com a determinaglio n.® 21, con-
clui-se que a quantidade de emanacgio em 1.000 gr. de égua 6:

l[]{]DD( 10 XE.E&XG,O?]'II — 0.393 muc
6,8><0,8205 X 674 oo MK
Determinagdo m.* 40
Riadio

Introduzimos num borbulhador cérea de 650 gr. de 4gua colhida
na nascente no dia 19 de Maio de 1936, fizemos passar durante
bastante tempo uma corrente de ar, e fechdmos & limpada. Passa-
dos 34 dias, ligmos o borbulbador ao emandmetro, e, pelo método
das agitagdes sucessivas, verificimos que nfio havia deslocamento
anormal do fio.

Pelas razdes apontadas, julgamos poder afirmar que, se h4 radio
em soluglio ou suspensiio, a ordem de grandeza da sua concentragiio
niio & superior a 10-1 gr. por litro.

AGUA DO BICANHO

Derterminagao n.° 41

Agua colhida na nascente no dia 4 de Junho de 1936 &s 15 h.
27 m. (Alfredo Luis Lopes — Aquas minero-medicinais de Por-
tugal, pig. 371).

Método de eliminagio da emanaciio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: em 3 m.—1 div,, em 15 m.—
2.1 div.

Coméco da 1.* medida: dia 5 de Junho as 17 h. 20 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal :

1. 3 min. 1.9 div.
gn3 3 23 »
em 15 m. (a seguir) 11,7 »

Péso da 4gua: 678 gr.

Tempo de destrui¢io da emanacfio: 1 d. 1 h. 53 m. Coeficiente
de destruigdo da emanagiio: e—2! = 0 8228,
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Valor de uma divisiio da escala: 1™ 3 m. — 0,165, 2 3 m. —
0,132 mpe.

Laboratério: pressio = 760 mm., temperatura = 16°.

Comparando esta determinaglio com a determinagfio n.° 21, con-
clui-se que a quantidade de emana¢fio em 1.000 gr. de dgua 6:

1000><11.7><4,03><00871 _ 00 o
T 68><0,8228>< 6718 S

AGUA DA AZENHA

Determinagdo n.® 42°

.‘igua colhida na nascente no dia 4 de Junho de 1936 s 16 h. 5 m.
(Alfredo Luis Lopes — Aquas minero-medicinais de Portugal,
pig. 371).

Método de eliminaciio da emanacdio: agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: em 3 m. — 1 div, em 15 m. —
1,9 div.

Coméco da 1.* medida: dia 5 de Junho is 19 h. 42 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.”* 3 min. 1,2 div,
a2 o 15 »

em 15 m. (a seguir) 82 »
Péso da dgua: 686 gr.

Tempo de destruigiio da emanacio: 1 d. 3 h. 37 m. Coeficiente
de destruiciio da emanaciio: e—*' = 0,8120.

Valor de uma divisdo da escala: 1.°* 3 min.— 0,165, 2.°* 3 min.
— 0,132 mpe.

Laboratério : pressio = 760 mm., temperatara = 16°.

Comparando esta determinagfio com a determinagfio n.® 21, con-
clufmos que a quantidade de emanaglio em 1.000 gr. de dgua &:

1000 >< 8.2 >< 4.03 >< 00371

00 — 0,324 mpc.
6,8 > 0,8120 >< 686 Ak Suc
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AGUA DE FAIL
Determinagdo n®. 43

Agua colhida no dia 9 de Julbo de 1936 as 17 h. 25 m. A 4gua
de Fail encontra-se perto da estrada que vai de Tondela a Vizeu,
perto e ao sul de Fafl. A dgua foi colhida na entrada duma mina
que conduz i nascente.

Método de eliminacio da emanagfio : agitagdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,1 divisdes.

Coméco da 1* medida: dia 10 de Julho &s 15 h. 5% m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.% 3 min. 21,7 div.
203 269 »

Péso da dgua: 3445 gr.

Tempo de destrui¢lio da emanaciio: 22 h. 30 m. Coeficiente de
-destrui¢iio da emanagiio: e~ 1t = (0,8138,

Valor de uma divisfio da escala: 1.** 3 m.— 0,165, 2."* 3 m.
— 0,132 mpe.

Factores de correcgiio: f= 0,995, f' = 0,997,

Laboratério : pressio = 7594 mm., temperatura = 20,5",

Quantidade de emanagiio em 1.000 gr.:

1000 < 21,7 < 0,165 >< 0,995
oF ! Sl pbcbtlfil i inko SRR ) 1
=B, 3445 50,8438 1328
1000 3<. 26,9 >< 0,132 < 0,997
i " R
ok 344,5 < 0,8438 ol
Média 12,2 mpe.

Na nascente, onde nilo pudemos chegar, a concentragiio da ema-
nagiio deve ser maior.

AGUA DE SANGEMIL

Determinagdo n.® 44

Agua colhida na nascente no dia 9 de Julho de 1936 as 15 h.
25 m. (Alfredo Luis Lopes — Aguas minero-medicinais de Por-
tugal, phg. 357).
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Método de eliminaciio da emanagfio: agitacdes sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1,3 divisdes.

Coméco da 1* medida: dia 10 de Julho ds 18 h. 16 m,

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.* 3 min. 79,7 div.
3l " 905 »

Péso da dgua: 3374 gr.

Tempo de destrni¢fio da emanaciio: 1 d. 2 h. 51 m. Coeficiente
de destruigiio da emanagiio: e—xt = (,8166.

Valor de uma divisio da escala: 1.°* 3 m.— 0,165, 2."* 3 m.
— 0,132 mpe.

Factores de correcgiio: f=72, f'=7.

Laboratério: pressio = 7594 mm., temperatura — 20,5°

Nio & possivel determinar a concentragio da emanacfio por nfio
termos determinado os factores de correcgfio para tfio grandes des-
locamentos do fio.

Determinagdo n.° 45

Agua colhida na nascente no dia 9 de Julho de 1936 as 15 h,
30 m.

Método de eliminagiio da emanagfio: agitagles sucessivas com
ar renovado de cada vez.

Deslocamento normal do fio: 1 divisdo.

Comégo da 1.* medida: dia 14 de Julho &s 11 h, 15 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1> 3 min. 53 div.
223 » 65 »

Péso da figua: 363 gr.

Tempo de destruigfio da emanagio: 4 d. 19 h, 45 m. Coeficiente
do destruigiio da emanagfio: e~ =04173.

Valor de uma divisdo da escala: 1.°* 3 m. — 0,165, 2.°* 3 m,—
0,i32 mpc.
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Factores de correccdo: f= 1,090, f'=1,117.
Laboratério: pressio = 7592 mm., temperatura-=21°,
Quantidade de emanagiio em 1.000 gr.:

1000 >< 53 >< 0,165 >< 1,090

o 3 m, : — 62,9:
ity 363 < 0,4173 i
1000 < 65 3< 0,132 >< 1,117 _

#3m. : - 63
2%3m 368 >< 04175 OR%4

Média 63,1 mpe.

Esta determinagio mostra que, na determinagiio anterior, os
factores de correccio devem ser muito maiores do que aqueles que
por extrapolagiio se podem deduzir das curvas construidas. Estas
linhas, para grandes deslocamentos, devem encurvar-se riapidamente,
afastando-se do eixo das abscissas.

Determinagao n.° 46

(Gases espontaneos)

Gases colhidos na nascente, no lado do Poente, no dia 9 de
Julho de 1936 4s 16 h. 4 m. Pressio— 7598 mm.; temperatura
da figua=—>51°,

Deslocamento normal do fio: 1 divisfo.

Coméco da 1. medida: dia 18 de Julho &s 11 h. 27 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamente normal :

1.°* 3 min. 55,1 div.
953 615 »

Capacidade, a 21°, do frasco onde foram recolhidos os gases:
1064 c. c.

Tempo de destruigiio da emanagiio: 8 d. 19 b. 23 m. Coeficiente
de destruigfio da emanagio: e— ! = 0,2026.

Valor de uma divisfio da escala: 1* 3 m. — 0,165, 2, 3 m. —
0,132 mpe.

Factores de correcciio: f= 1,098, f'= 1,127.

Laboratério: pressiio = 7592 mm., temperatara = 21,5°.
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Quantidade de emanagiio em 1.000 c. ¢. de gases a 51° e 760 mm.:

1000 >< 760 >< 55,1 >< 0,165 >< 1,098

os o) el K e — 46¢
o 106,4 < 759.8 >< 0.2026 i
1000 >< 760 >< 67,5 >< 0,132 >< 1,127
08 © s il .1..“_.—= v
Loom 106,4 >< 759,8 >< 0.2026 e i

Média 464 mpye.

Quantidade de emanagio em 1000 c. c. de gases séeos, a 0° e
760 mm.:

1000><760><(273 + 51)><55,1 < 0,165><1.098 _ ..,
106,4 >< (759.8 — 96,99) > 273 >< 0,2026 :
1000><7603< (273 + 51)>< 67.5><0,182 ><0,127
1064 >< (7698 — 96,99)>< 273 < 02026

1. 3 m.

2.3 m. - = 633,8

Média 632 mpe.
Determinagio n°. 47

(Gases espontineos)

(iases colhidos na nascente, no lado do Nascente, no dia  de
Julho de 1936 iis 15 h. 46 m. Pressio = 759,8 mm.; temperatura
da dgua 51°.

Deslocamento normal do fio: 1 divisfio.

Comégo da 1* medida: dia 20 de Julho s 11 h. 38 m.

Deslocamento do fio menos o deslocamento normal:

1.°* 3 min. 44  div,
283 3 545 »

Capacidade, a 22° do frasco onde foram recolhidos os gases:
107,7 0. o

Tempo de destruiglio da emanagfio: 10 d. 19 h. 52 m. Coeficiente
de destruiclio da emanagiio: e—%t=10,1406.

Valor de uma divisfio da escala: 1. 3 m.— 0,165, 2 3 m. —
0,132 mye.

Factores de correcgiio: f= 1,050, f'=1,075.

Laboratério: pressio = 57,1 mm., temperatura == 2U,8°.

6
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Quantidade de emanagio em 1.000 c. c. de gases a 51° e 760 mm.:

1000 <760 > 44 >< 0,165 >< 1,050 __ ..
107,7 >< 759,8 >< 0,1406 *

1000 >< 760 ¢ 54,5 >< 0,132 < 1,075
107,7 < 71598 > 0,1406

1* 3 m.

27 3 m.

—=510,9

Média 507 mpe.

Quantidade de emanagiio em 1.000 ¢. c. de gases secos, a 0° o
760 mm.:

1000><760><(278 + 51) >< 44><0,165 ><1,050 685.1
107,7 < (759,8 — 96,99)>< 273 >< 0,1406 =

1000>< 760 >< (273 4 51)><54,53<0,132><1,075
©107,7 < (7569,8 — 96,99) >< 273 >< 0,1406

1.* 3 m.

2.9 3 m, - — 695,1

Média 690 mpe.

As médias dos resultados obtidos, nesta determinacfio e na ante-
rior, sfio as seguintes: em 1000 ¢. ¢. de gases a 51° e 760 mm. hé
486 mye, e a ()* @ 760 mm. (gases secos) hi 661 mpe.

A nascente de Sangemil, muito préxima do Rio Do, como
mostra a fotografia que apresentamos, 6, pela sua temperatura, pela
grande concentragio da emanaglio que existe na 4gua, e pela
excepcional riqueza de emanagfio nos gases espontineos, que sfio
abondantes, uma das mais interessantes do nosso Pafs.

O rédio nas dguas minerais portuguesas. Para bem ava-
liarmos a importincia dum valor da concentragiio do ridio numa
dgua mineral, devemos ter presente o seguinte.

O ridio encontra-se largamente disseminado por tida a parte.
As fignas do mar teem concentragdes de ridio cuja ordem de gran-
deza (') vai de 10-12 a 101 gr. por litro (M. Geslin et Chahna-

(') Dizemos que m >< 10™ ", sendo 10 >m =1, é da ordem de grandeza
de 10~™ quando for m < 3,16 (3,16 = /10); quando fér m >> 3,16, seri da
ordem de grandeza de 10~ "1,

Por outras palavras, sendo p . = log —“:EJ—, dizemos que m><10~" é da
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zaroff, loc. cit.; J. W. Mellor. A comprehensive treatise on
inorganic and theoretical chemistry, vol. 1v, pig. 68; St. Meyer u.
E. Sechweidler- Radioaktivitdit, phg. 566).

A égua dos rios e as de uso corrente conteem também ridio.
A ordem de grandeza da quantidade de ridio existente pode atingir
10-12 ¢ 10— gr. por litro (Geslin et Chahnazaroff, loc. cit.;
Madame Curie — Radioactivité, 1935, pag. 490),

Muitas 4guas minerais teem uma concentracfio de ridio da ordem
de grandeza da dos rios e das fdguas de uso corrente. Algumas,
porém, teem concentragio de ridio muito maior. Os alemies con-
sideram a fdgua das Termas de Heidelberg, com 17,92 ><10-10 gr,
de rddio por litro, como a figua mais radioactiva de todo o mundo
(Carl Genser— Radioalktive Heilquellen in Deutschland — Z. dtsch.
geol, Ges, — 85-482.95 — 1933). Madame Curie (Radioactivité,
1935, pig. 491) apresenta uma lista de figuas minerais, escolhidas
entre as de todo o mundo, na qual vemos que as concentragles de -
rédio viio de 0,5 a 14,8>< 10 -1 gr, de radio por litro. E interes-
sante notar que nenhuma relagfio existe entre a concentraciio do
ridio e a da emanagfio; a dgua das Termas de Heidelberg tem uma
concentraglio de emanagfio de 1,8 mpe por 1000 gr. de dgua; & de
notar, porém, que estas figuas, bem como as de Kreuznach, com
113 10— gr. de ridio por litro, teem concentraglio de sulfato-ifio,
pode dizer-se, nula (Carl Genser — loe. cit.). Vemos, portanto, que
nas figuas minerais a ordem de grandeza da concentragfio do radio
pode atingir 10 -? gr. de radio por litro, mas muito raramente.

Entre nés tem-se exagerado muito tudo o que diz respeito ao
ridio das nossas dguas. Por um lado, atribnem-se a algumas dguas
valores exorbitantes da concentragio do rddio, e, por outro lado,
considera-se atributo importante de outras fguas concentragdes de
ridio que se encontram nas figuas dos rios e nas de uso corrente.

Assim, por exemplo, C. Lepierre (Annales de I'Institut d’' Hidro-
logie et de Climatologie, t. m, n.° 4, 1925) atribdi & dgua da Urgei-
rica a concentragiio de radio de 21,6 >< 10~% gr. por litro, isto 6,

ordem de grandeza de 10~ " quando pg. estiver compreendido entre n — 0,5 o
n+4 0.5 (0,5 = log {/10).

Assim, por exemplo, 0,087 >< 10—10 =87 >< 10— & da ordem de grandeza
de 101 visto que 8,7 >>38,16; 21,310 #=2,15 X 10—7 é da ordem de
grandeza 107 visto que 2,15 <73,16. No primeiro caso & pg. = 11,06, ¢, no
segundo, é py, = 6,67.
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uma concentragiio da ordem de grandeza de 10-7. O valor da
concentracfio do ridio estd bem longe déste, como mostrimos.

As fguas de Cambres vemos atribuidas concentracdes que viio
de 05><10-" a 5>5¢10—? gr. por litro (C. Lepierre — loc. cit.;
M, Muget & Dr. Wickham — Revue Générale des Sciences —
15-3-1935). Embora niio tivessemos determinado o valor destas
concentragles, temos fortes razdes para supor que os valores indi-
cados nfio sdo verdadeiros. Com efeito, supondo que, por haver
infiltracfio de égua da chuva, a concentraciio do rddio nas nascentes
de Cambres ficava reduzida a metade do menor valor indicado,
supondo que partimos de 500 e. e. de figua, estabelecido o equilfbrio
radioactivo, evidentemente depois de expulsa ou destruida a ema-
naglio que havia na ocasifio da colheita, passariam para a ciimara
de ionizagio 0,125 mpe de emanagio, que, durante 21 minutos,
produziriam um deslocamento do fio do electrémetro de 6 divisdes
aproximadamente. As determinagles 26, 29 e 32, mostram-nos que
o deslocamento & nulo; os valores determinados da quantidade de
emanacfio, na ocasifio da colheita das figuas, nfio havendo infiltragfio
de #gua da chuva, mostram o efeito da infiltragio. A ordem de
grandeza da concentracgiio do ridio nas Aguas de Cambres nfio deve
ser superior a 10— gr. por litro.

O Prof. Dr. Constanzo (Andlise radioactiva das dguas termais
da Amieira — 1909) diz que — sa dgua da Amieira ndo perde a
sua actividade com o transporte e eom o tempo». As suas medidas
levaram-no 4 conclusiio de que «a ordem de grandeza do rddio
contido num wetro cubico de dqua é cérca de 193,5 bilionesimos
de gramav. O Prof. Constanzo achou, portanto, que a concentragfio
do radio & de 1,93 > 10—1 gr. por litro. Como vimos, a dgua da
Amieira tem uma fraca concentraglio de emanagio, 0,39 mpe por
quilograma de 4gua, a sua actividade diminui com o tempo, e, se
tem rédio em solugiio ou suspensiio, a sua concentraciio nfio deve
ser superior a 10—! gr. por quilograma de figna. Se, como o
Prof Constanzo também diz, julgamos nds por érro tipogréfico, a
concentragiio do riadio & 1,935 >< 101 gr. por litro, entdio trata-se
duma concentragio que, com freqiiéncia, se encontra nas dguas de
uso comum, e & incompreensivel que, pelo método que seguiu, tenha
sido possivel determinar tiio pequena concentragfio.

Consideragdes sdbre os resultados obtidos. Os resultados
que obtivemos estiio resumidos no Quadro 1V,




QUADRO IV

Concentragido da emanagéo do rddio em dguas minerais

— — e S ————
s L %o Quantidade de emanaciio em 1000 gr. de i
| Valor de 1 divisiio | Deslocamento do | E5 2 agio em gr. de agua,
F 'g- de escala em fio (divisdes da ‘f% i,‘ Totoren dei 27 ou 1000 c. o. de . oyt
1 o . as
E Aguas minerais o s ea_caln} ; f": : ¢ - &P ¥l 5 :::m
| i T nidades
| ;2 1.#3m.|2>3m. |13 m.|2. 3 m. E :": 13m |2 3m.|1."3m. |23 m.| mue | Mache | Emanes
| o ] (M. E.)
1 ﬁgua de Luso 0,106 0,159 20,5 254 | 1375 0,9840 1 1 208 298 "
T R : . 100 | 244 | 1602 08250 | 1 1 205 | 203 '
]
3 . » 0,162 | 0,130 9,6 11,9 al,7 0,9858 0,945 0,935 288 284 |
4 . » » 0.5 11,7 59,7 0,8304 0,945 0,935 20.3 28,7 29.2 80,2 292
(107,7 | 1068
5 | Idem. Gases espontineos 0,196 | 0,150 | 42,9 50,9 | 1113 c.e.| 08181 1,145 | 1,180 ;].)2 7 | 1218 |
28,1 o
| 1068 |
i s > » s s 48,6 57,1 1093 c.c.| 09745 1,187 1,230 ?”3;.’ 'gl »
- 4 £l
1 100,3 : : !
7 , » > 0162 | 0130 | 504 | 60,7 | 107,7 e.c.| 08201 | 1,080 [ 1,100 ;1?125.3 T :x :::: :m fa
| 1 ¥ Ly \
Agua de 8. Joiio (Luso) 0196 | 0159, 10 | 125 | 1795 00485 | 0950 | 040 | 11 11 I
) TN . . 0 | 115 |16635 09390 | 0045 | 0985 | 1007 | 109
10 LR, » 0,162 | 0,130 152 | 182 | 311,5 0,6887 0,970 | 0,970 11,1 118 11 30,2 110
| 40,1 40,7 404 | 1109 04 (1
11 | Idem. Gases espontineos 0,196 | 0,150 18 224 | 111 c.c.| 0,7984 0,990 | 0,995 I 441 447 ;L ‘4:‘ 1209 :“ :z
. | ¥
| 12 | Pelgueira (Bica) : ; 195 | 245 | 1309 09513 | 1 1 2,7 | 203
13 > . s M 20,6 | 25,2 | 148,35 0,9439 i 1 288 28,6 289 79.4 289
14 - {Bomba) o s 13,9 i7 | 165,86 0,8264 0,072 0,975 20,6 20,5 ! 20.5 56,3 205
15 | Agua de Cavaca 0,162 | 0,130 5,7 7,1 | 1384 08300 | 0930 | 0915 747| 735| 741 203 74,1
37 69 |( a7 104,6 70
16 | Idem. Gases espontineos » » 19,5 24,1 | 108 ec.0.| 08204 0,985 | 0,990 ' 59 498 :2 o | 178 :39 :z
t . ¥ | ¥
17 | Urgeiriga 1 0,196 0,158 4.4 bd | 56,0 0.8053 0.915 0,890 17,2 16,7 16,9 46,4 169
19 | Urgeiriga 11 0165 | 0,182 | 43 52,6 | 1507 02756 | 1,045 | 1,065 | 1786 | 1781
20 s » . 35,2 43 1414 0,2324 1,020 1,030 | 1803 177.9 179 491,7 | 1.790
24 | Cambres (Mata) 0,162 | 0,130 2 24 ' 126,2 0,8004 0915 | 0,805 29 a9 28 17 28
I Ly g » (Gruta) > . 16,2 189 | 161,56 0,8084 0,970 0,970 18,3 18,3 18,3 50,3 183
33 | Penacova (Nasc. do Norte) | 0,165 | 0.'32 43 55 | 1347 08311 | 0925 | 0907 n87| 58| 588 164 58,8
34 > {Nasc, do Centro) » » 2,9 38 , 1598 0,8390 0920 | 0,900 413 | 424 418 | 114 41,8
125 | 346 126 (!
35 | Idem. Gases espoutineos s » 7.5 B4 | 1078 c.e.| 08502 0,937 | 0923 * ii‘g ]3'? | j ::T: 37.9 138 ::z
y ] ' y ¥
36 | Middes (Sazes) s » 0.3 0,4 | 158 0,8713 — - — — 0,38 1,04 380
1,10 3,02 11 ¢¢
37 | ldem. G ti » 0,7 08 | 101,6 0,8427 — - - L
37 em. Gases espontineos » | h \ h | 1,20 33 12 2 (s|
38 | Amieira » » 1,5 1,7 | 629 0,8518 - - - — |- 028 1.07 39¢ |
30 > > , 1.7 1,9 | 674 0,825 - — — - 0,39 1,07 39¢ |
41 | Bicanho . ' 19 | 23 |8 082:8 | — = i ~ | o4s| 128 4se |
42 | Azenha » > 1,2 1,6 | 686 0,8120 — - - - 0,32 0,88 320
43 | Fail s » 21,7 26,0 | 344,56 0,8438 0,995 | 0997 1 123 12,2 12,2 335 122
45 | Sangemil . . . 53 65 | 363 04173 | 1080 | 1,117 | 629 | 633 | 631 | 1733 | 63t |
" |
4 466
4'.'] Idem. Gﬂm an[ﬁnm » » 5511 67.5 ]0[?‘4 0. C. 01.2026 ]1098 11 127 :b:g 634 |
(504 511 486 1335 |4.860 (' |
47 » s . » » 44 545 | 107,7 e | 0,1408 1,050 1,075 |
less | 605 | e61 | 1816 | 8610 (¢ |

e —— i

1) Temperatura da dgua e 760 mm, 2) Gases secos, a 0° e 760 mm. 3) Foi medido o deslocamento do fio durante 15 m.
e comparado o resultado com o da Determinagho n.° 21,
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Comparando, em cada figua, os resultados obtidos nos 1.°* 3 m.
com os obtidos nos 2.°* 3 m,, verificamos que os afastamentos dos
dois valores, em relagiio & sua média, 6 geralmente menor do que
19%/; somente num pequeno ndmero de casos excede, mas muito
pouco, éste valor. Os maiores afastamentos correspondem a deter-
minagdes em que os deslocamentos observados do fio do eleetré-
metro foram muito pequenos (determinagles n.** 17, 24 e 34);
nestes casos, o &ro cometido na avaliagio do deslocamento pode
ser fracgdio importante déste, e os factores de correcgiio sio menos
rigorosamente determinados. Quando os deslocamentos siio peque-
nos, obteem-se resultados mais exactos medindo o deslocamento do
fio durante um intervalo maior e comparando a determinaclio feita
com outra em que os deslocamentos sejam poueo diferentes dos da
primeira, feita com uma soluglio padefio; foi &ste o método que
seguimos nas determinagdes 36, 37, 38, 89, 41 e 42

Designemos por ¢; a concentragio da emanaciio na igua e por
c2 a concentragiio da emanagiio nos gases espontineos, 4 tempera-
tura da dgua e a 760 mm. Designemos por ¥ o coeficiente de
reparticio da emanagio entre a fgua e os gases espontineos, i
temperatura da nascente. O Quadro V permite comparar os valores
de ¢y/c2 que encontrdmos com os valores de ¢ que se encontram
nas tabelas.

QUADRO V
|I igﬂ?" -_-’iri':‘upr‘:l- c‘-_ 2
Luso 23 29,2 105
8. Joilo 20* | 11 40,4
G | % | | @
Penacova 5 19° 4,1_8 12,6
Hid.ﬁ_e_s—_“ 3 19* 0,38 1,1
.! Sangemil 51° 1‘33,]_ 435 ;,I_ED I;,IS—!]:
| LN O ¥ R T i B bl et
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Mostram os resultados obtidos que no caso das dguas de Luso,
8. Jofio, Penacova e Middes ¢ ¢; /ec2 =7 ; neste caso, nfio podemos
afirmar que a fgua estd sobresaturada de emanagfio, o que alids
pode acontecer por ndio haver tempo de se realizar o equilfbrio
quando, no seu trajecto, mudam as condigdes em que a fgua se
encontra ( Dietrich w. Kaminer - Handbuch der Balneologie,
Band I, pag. 298), visto que, na nascente, a emanacfio pode existir
na fase gasosa, distribuida por pequenas bolhas de gases espontineos
que, na colheita da figua, passam juntamente com esta para os bor-
bulbadores. No caso da dgua de Cavaca, com pequeno desenvolvi-
mento de gases espontfinecs, & ¢y ca=%. Na fgua de Sangemil
é ey /es< T ; neste caso ¢ possivel que, a pequena distincia da
nascente, a figua tenha temperatura mais elevada, e nfio tenha
havido tempo de se estabelecer o equilibrio.

Em futuros trabalhos tencionamos continuar com o estudo da
radioactividade das dguas minerais do centro do Pais para se poder
estabelecer a relagiio entre a sua distribuiglio e a constituiciio geo-
légica dos terrenos onde se encontram.

Coimbra, Julho de 1936.

Ecas F. Pixto Basto

Professor de Quimicn na Universidade do Coimbra

A Viaxa pE Lewos

Assistente de Quimica na Universidade de Coimbra




Caleulo Simbolico

(coRTINUAGRO)

CAPITULO 1V

FORMAS SIMBOLICAS

197. Por exemplo, a equaciio simboélica

q* %
ToFyo—9° V="
pode transformar-ge em
2
U - Z. efu=o

(D+2) (D+1)

deixando invaridvel um dos factores e acrescentando 4 ao outro.
A equaglo de transformacio é

y=(D*—1)u
como & ficil de ver.

198. Escolio. — Esta transformacgido (n.® 195) e as anterior-
mente consideradas em os n.** 183, 187 e 189, nio alteram o
grau do numerador nem o do dominador de (D) e, conse-
qilentemente (n.° 183) nilo alteram a ordem da equacio diferen-
cial correspondente 4 forma simbdlica considerada.

x(D) 71 (D), facamos (D)= (D)

199, Se R (D)= —% H“er

e vird:
RD) _ o a(D)
QW) T xDtir)

que 6 um produto finito (n.** 193 e 194).
£ (D)
x (D tar)

200. Com esta transformacio, suprimia-se o factor

no operador R (D).
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201. Escolio. — Esta transformacfo, suprimindo um factor
em [?(D), pode diminuir a ordem da equagdo diferencial corres-
pondente ; quer dizer, a equaclio diferencial correspondente &
forma (8) pode ser de ordem superior & da equacio diferencial
correspondente 4 forma (13) do n.® 193, Neste caso o nimero
de constantes arbitrdrias introduzidas pela integraciio da equa-
¢lio (13) 6 insuficiente. I3 preciso, portanto, aproveitar as cons-
tantes arbitrdrias introduzidas pela passagem de X para U e de
u para y, para obter o integral geral da proposta.

Exemplo. — A equagio binbmia

Dw 1y
ey v v e 6 Al ()
transforma-se em
1
"—-p u=0U 2)
mediante as relagdes
Dﬂ Ly
y=”imu=ﬂ"u (J)
DelJ=o, (4)
De (4) tira-se
U=Wﬂ.—-1 (ﬂh

sendo =, (0) um polinomio de grau @ — 1 (suposto a inteiro °
positivo) de coeficientes arbitririos. Logo:

u= e’ [j:e*”oir'u,_l (6)d 6+ ."1J

sendo A outra constante arbitriria. Conseqilentemente :

_.?,{.—_Da geﬁ fg‘eﬁ P | (f]_}d'ﬁ - AI
= {-z .:é_-’“e.r [/‘8_1 1'-'4-| {u’ﬁﬂ' .c}:.\'}—' d£+AJ|’

expressio esta com a constantes arbitrdrias, que sio as pedidas
pela ordem de (1) depois de simplificada.
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Solugles finitas das formas simbdlicas

202. Por meio desta doutrina, podem reduzir-se muitas equa-
¢des bindmins a certas formas que jd se sabem resolver.

203. Por exemplo, a equagdio

Y fqry— 3 —o (14)
dd:

w1 T4 (g2a?—6) y=o;
ou seja:

D(D—1)y+(g*e’—06)y=0;

(D*—D—6)y + g2etty=0

ou ainda:

que & a eqaagiio simbolica redozida i forma (6) e da qual se tira

v+ pr—p—g =" (1)
que & a equaciio simbélica com a forma (7). E uma equacio
binémia que vamos reduzir a um tipo integrivel. Como

D —D—6=(D—3) (D+2),
tercmos

= q*
RO= (D+2)(D—3)

Por meio do teorema 4.° (n.” 190) vamos reduzir esta equa-

¢lo a
'2
20 4p — (16)
u+b(1')-—1)g =0,

para o que basta fazer
D(D-1)

o D(D—1)
pemllsrprgpmmy ve (o=mlarrerayrnTogy ¥

Ora,
m, P ®=1 . _Db-—1,
W) (D=3) D+2
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Logo:
In—1
myzo e (D—1) U=0;

ou seja
U=a e,

sendo a constante arbitriria que posso supor nula, visto a equa-
¢ilo (16) ser da mesma ordem que (15).

A equagio transformada serd, portanto, (16). Como o inte-
gral geral desta equaciio é conhecido (n.® 178,)

u=a sen (qx -+ =),

segne-se que y serd dado pela equacdo

Como y estd expresso em x e D=%, teremos (n. 127),

VoD d oqn D ¥
=zx~?(1—3 D-1) e u

by I
=z—2(e?® u—3 /e udﬁ)
%

J

=u—23 .r—’_}(:r ude

=u—3 .r—g[;c ude— [[u da’];
ou seja: ;

/ 3 3
y:aikl—q‘ .r*_) sen (g x—|—a)+ﬁm (g :r:+a!;.

204. Escolio. —Mostram as relaces dos n.” 193 e 194 que na
passagem de & (D) para (D), os DD que sofrem anmento no
numerador de /? (D)) e 0s que sofrem diminui¢iio no denominador,
introduzem integragdes na passagem de u para y. Os DD que
sofrem diminui¢do em o numerador de & (1) e aumento no deno-
minador, geram derivagdes na passagem de u para y. Kstas
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Gltimas transformagdes siio, portanto, as mais convenientes,
cweteris paribus.

205. O exemplo do n.® 203, mostra bem a doutrina déste
eseolio. Para evitar a introda¢iio de sinais de integragio na
pussagem de u para y, pode usar-se dos teoremas dos n.”* 183
e 195, tirando unidades por meio déle aos DI do denominador,
ou acrescentando-as aos [JI) do numerador, de modo a que a
passagem de 7 (D) para (D) se faca convenientemente.

206. Exemplo 1.°— De

- Mg ggsahas 2
y+ (D42)(D—3) i et

pode passar-se para

fazendo (n.” 183)

y=e1y
Passa'se agora para
s w e
Lars s e A
fazendo (n.” 190)
D—1

u=Ily ;= v=(D—1) (D—3) v.

Ora, como jd vimos,
v=a sen (qx + 2).
Logo:

v=(D*—4 D+ 3) a sen (qx+ a)
=a (3 —q?x?) sen (qx 4+ 2) — 3 qx cos (gr + )|

y=a

{ _fi_-_ g’) sen (qx + . —ﬂ- cos (qx + a)'f
\ & v, Z i
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on :
y=b;<1 - #) gen (gt + a) -} 5_35 cos (gqr + a:‘J=
que 6-11 sologiio jd achada (n.* 203).
207. Exemplo 2.° — A equagiio simbélica

qﬂ
Y D ray DT DT

enty=X (1)

onde ay. as,... a, sio nimeros inteiros dispostos por ordem
decrescente, pode reduzir-se & forma

qﬂ n =3 2
o N W ¢ e (i (%)

quando forem inteiros, iguais e negativos ou nulos, os valores
das fraeccdes:

as—a;+1 Gt ﬂg—a[+2:.“=a,.—-a|+n—1;:_:m

n n n

Com efeito, pondo y =e™ “1" v, vem (n." 183)

; 9“ r R p = a1t
tiD{D"'"!_“i:'l:b"’“a—ﬂﬂ---{D-[—a,"mal:,e r=¢"1" X,

Para reduozir esta equacio i forma (2), poderemos usar da
doutrina do n.” 195 quando for possivel determinar um inteiro i
tal que

Dt as—ay+ni=D-—-1
D4as—ay+ni=D—2

D+ag—ar+ni=D—u+1;

on seja

' ag—u|+1 aa—a;+2 ap—agt+n—1__
— = — — —_——————
n n "
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208. O exereicio do n.” 206 & déste tipo, como é manifesto.

209. A equagio (2) dd imediatamente

"
: +q'u=VF

de® ==
que ¢ linear e de coeficientes constantes.

Equagies polinémias

210. Quando uma equagio simbélica nfio for binémia, pode,
por vezes, reduzir-se a um produto de factores bindmios. Assim,
uma equagdo do tipo

utayg (D) ebudasyp (D) g (D—1)e*bud ...
+arg (D)g (D—1)...0 (D—a+1) eu=X (1)

pode escrever-se debaixo da forma
(14+aip+ase?+ ... 1+ agp”) u=2X, (2)

p=29 (D) e

sendo

Com efeito, desta defini¢io de ¢, tira-se:

p2=09 (D) ed.g (D) ed=9 (D)g (D—1) e
p'=19 (D) eb.g* ?(D)cp{D—lj?(D 2) el

R R B e B I R I B R I SR R I | L

o que justifica (2).
Se forem simples as rafzes da equaglio em g,

Fl=14ap+asp?+ ... +apph=0
também o sdo as da equacio

" +aqg" "'+ ... +a,=o.
E teremos:
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onde os ¢; siio as raizes da equagiio em ¢ e os N, constantes.
Logo:

pelo teorema do n.° 109. Pondo

N %
1_—{{[9 “ =y,
vem
i — qipui=N; X
ou seja

ui—qig (D) eduj=N; X
que 6 uma equagio binbmia.

211. Outro processo de reduzir i forma binémia a equacio
simbolica, consiste em reduzir a duas as poténcias de x nos
polindémios II, (x), I, (x)... do n.* 173, por meio duma ade-
quada muodanga de varidveis na equagfio diferencial proposta (1),
quando isso for possivel.

212. Por exemplo: Seja dada a equagio

d*y by
@t T @a—a ()

Reduzindo esta equacio 4 forma do n.* 173, vem:

2] _m:x:lﬂ b]= “ L - 2,2 o
{-'c ) dx? + Y ﬂ-{.r{‘. 'T.l (“J

equacio esta que ndio gera uma equacdo simbdéliea bindémia, por-
que em (2¢ —x)? hd trés poténcias de x distintas. Vamos pro-
curar reduzi-la a outra que gere uma equacio simbdlica binomia.
Fagamos, para tanto,

y=2ec—x)"u

(!) Para maior desenvolvimento do assunto ver Boole, Differential Equa-
tions, 1850, cap. xvi, e Supplemeniary volume, cap. xxx, art. 4.°,
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sendo u a nova variivel dependente e m uma constante arbitra-

ria. Vird:

d,
E‘E_—-: —m (2e—ax)"—uf(2¢e—x)"u
e
2
?SE';L‘—'- mm—1)2e—a)"*u—m2¢c—a)"'u
—m (Ze—a)"m—tu' L 2e—a)mu,
Substiteindo em (2), vem:
Ee—a)mx?u" —2m(2e— )™ 2?u' +
+2e—a)™2[m (m—1) 2?4+ b] u = ax?,
e ainda:
d?u du  m(m—1)x2+b axr?
— e D T i
o dir e d.r—l 2e—=zx . (2e—a)m—!

Determinando m pela condigiio de tornar inteiro o coehciente
do u, esta equaciio reduz-se a
d?u du
iy Bl * o 1y e S
(2c—a)x e 2mzx e m(m—1)(2e 4 2)u

ax?
N L

sendo m qualquer das raizes da equagiio de condigio
4dctm (m—1)+b=o.

Esta equagiio em u gera nma equacdo simbélica bindmia,

como & manifesto (n.” 173).

g2 d? d
Substituindo #? —— e z —— pelas suas expressdes em D o x
dx® dx

por ef, vem (n.” 170)

2e—e)D(D—1)u -2med Du—m (m— 1) (2¢ 4 ) u=
g aeld )
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on ainda:

(D-m)(D+m—1Du—g (Dtm—1)(D4m—2) du—
=3 =

que ¢ a equaciio binémia correspondente.

213. O factor (D + m — 1), comum aos termos do 1.° mem-
bro desta equaciio, permite simplificd-la, dividindo por éle ambos
os membros, o que d4

1 : a . ; eglm-414g
(D—m]u—a(D-lrm—EJBBRzEEe“ WD 'W,

atendendo a que (n.” 127)

Ry eim+1p
e :g“—‘mlﬂ D_l e
(Cc—etym—t @c—etm—1

(D+m— 1];-'
214. Esta equaciio, ainda binémia, corresponde a uma equa-

¢llo diferencial de 1.* ordem que se integra directamente. Apli-
cando a doutrina do n.” 179 obtem-se essa equaciio que &

/ S 1)
i o Wl D) 4= az=m X~1 fam x1-m dr,
x X

dx

onde se fez X=2¢ — x. Conseqiientemente :
g==gx™ X111 f[g=t= Xim—2 fom XV-mdz] d=.
Notando que
Sz—imXin—2 (gn XI-"dr]ds ==

.,‘-‘Ym'rl_m g — pt—2m X‘.‘m—lJ"mm X1=mdp
B\ subnent |2/ 2c¢(Zm—1)

como ficilmente se verifica, podemos simplificar a expressio de
u, escrevendo:

ot a(zm JY1—:.’mJ”_szl—m de — zl- mJ"a‘.m Xl-mdx} .
e 2¢e@2m—1) :
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215. Conseqiientemente :

lgm X 1=m [ Xm g 1=m gy =m X fpm X 1=m |,

e a
J_2c{2m—1j

246. A doutrina dos n.”® 183 e 190, relativa a transforma-
¢bes das equagdes binOmias, bem como a doutrina do n.* 210,
relativa ao desdobramento de eertas equacdes polinémias, baseia-se

apenas na propriedade de que gosam os operadores D e ef,
demonstrada em o n.° 121, e que & expressa pela relagio

f(D)embu=em™f(D+mu.

Se os operadores = e ; gosarem desta mesma propriedade
(e forem bem definidos, aditivos e permatdiveis com os nime-
ros), isto &, se
f(m)p™u=p" f(z 4+ m)u

as relacdes dos n.'* 183, 190 e 210, supracitadas, mantem se ver-
dadeiras quando se substituem respectivamente D e ¢’ por m e g,
como & evidente. Fsta mudanga de operadores permite por vezes
redozir 4 forma binémia em = e ¢, equacdes simbolicas que nio
giio bindmias.

217. Exemplo: Transformar numa equagdo binémia, a equa-
¢do trindmia

(D*+a D+4b)y+(cD+e)eby+ fetty=o

Para tanto, consideremos os dois novos operadores = e g,
definidos pelas relacdes

cm=D—med e p=¢b

sendo m uma constante arbitriria que depois determinaremos.
Destas definigdes resulta que

D=xn+4mp

np=p(r 4+ 1)

-1
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@, conseqiientemente,

f(Rp™mu=¢™ f(x +m)u.
A uma equaciiv em = e p podemos, pois, aplicar a doutrina

dos n.°* 183, 190 e 210.
Mas,

D= (n+ mp) (= + mg)
=n?+(2xr - 1)ms + m2p?

e, conseqiientemente, substituindo D e D? pelas suas expressdes
em © @ ¢, Na equacdo proposta, vem :

It an+ b+ 2r—14a)mp+ m?p?u+
+(en+edemp)udfelu=o.

Ordenando segundo as potencias de ¢ e dividindo por u, vem :

wtan b+ )@mto)ntmla—1)+elp+
+(m24em + flet=o.

Determinando m pela condicio de ser
m? 4 em 4f=o,
esta equacfio torna-se bindmia.
218. No caso das equacies em m,
2m+ec=0 e m(a—1)Te=o,

serem cumpzitlvais, ainda se pode tornar binémia esta Gltima
equacio, determinando m por qualquer delas.

219. Escolio. — Se nos coeficientes da equagio proposta,
entrassem poténcias de D superiores i segunda, conviria usar
da formula 5 do n.® 140, para vbter a equaglo transformada.




Cilen’e Simbdlico 09

Solugio das equagies simbolicas por séries

220. Forma binémia. — A equagio binbémia
P, (D)y— Py (D)eriy=X
dd-nos
y—R (D) e"y=P;' (D) X=U.

Resolvendo em ordem a ¥, vem :

1
Y=T_R(D)e" -
1 |
g3 o U
fazendo
p=R (D) e,
Conseqiientemente:

y=(4p+pt4 ... +g"+...) U

Ora, sendo U o integral geral da equaciio linear de coefi-

cientes constantes
l”.’, (D) L‘T= ‘1"’
sera de forma

U=4,; Ui + A Us+ ... + AL TR

sendo os A.l constantos arbitrdrias e os /U fungio de 6. Logo:

"

y=2 4i 1442+ .. ) U

sendo n o gran de [, (D). Mas,

en=[R (D) e™]. [R(D)er],..[R(D)er
—e" R (D+nr).R[D+(n—1)r]... R(D+r).

Logo:

y= Ai[14 e R D+t R(D42r)R(D+r)+. .1U;

f==l
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que & a forma simbélica do integral geral da proposta desenvol-
vido em série.

221. No caso da proposta ser sem 2.° membro e de I, (D,
nio ter raizes iguuais, serd

U=A1e* ¢+ Ages2t + .., 4 A e%nb,

sendo ay, az... a, as raizes do I’ (D). E, conseqilentemente,

n

y= 3 Ai(l +etpit oes)e®it

il

=N A;[1+e"RD+r)+ e RD+2r)R(D+r) + ..]e%s

=l

=2 Ad;eti[14 e R(r4a)t e RRriajR(r+ai)+.. ]

il
Ou ainda, substituindo e® por x:

n

y= D Aiz%i[l+ 2" R(r+a)+ 2"R2rta)R(r+a)+.. ]

que & o integral geral desenvolvido em serie de potencias de z.

222. No caso de P,(D) ter raizes multiplas, os integrais
particulares correspondentes a essas raizes serfio da forma

ebx(0)

em qune n(f) & om polinébmio inteiro. As séries, em y, corres-
pondentes a estas raizes, terdo por coeficientes polinémios em 6,
que se transformario em polinémios de log z. I o que mais
mindamente vamos ver em o nimero que segue.

1 .
223. Desenvolvendo TTHW‘ segando as poténcias

ascendentes de e, vird:

1

mzl + Ry (D)e'?+ Re (D) 04 ...
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sendo Ky (D)), Rs (D),. ., funcdes racionais de D; e

1
1—R(Dyes
=[l4e"R (D4 r)+ et Rey(D+2r)+ ...].e%n(6)
= 0[]l { e Ry D+ r+a)4 e Ry (D+2r4a)+...].%(0)

et ()=

Desenvolvendo simbdlicamente R, (D + nr -} a) segando as
poténeias crescentes de D, vird:

By (D+ar+ a)=R, (nr+a)+R', (nr + a) D4
D?
— +. ok

+ Ry (nr + a) |
2

o substituindo na ignaldade anterior, vem :

-_—1 . .
T—R(D)ers 6?07 (6) =[x () + e"0m( (0)+ e2roma (O) 4 ... ],

sendo = (0), =y (0), 72 (6). .. polinobmios de grau = — 1, quando
muito, sendo 2 o grau de maltiplicidade de @, Ordenando éste
desenvolvimento segundo as poténcias de 0, vird para integral
correspondente & raiz a de gran de multiplicidade «, a expressiio

A+ Ayb+...4 Aa_ 62!

an
sendo os 1.1 séries de poténcias de e! da forma >, u,, ela+mrg,

m=a
O integral correspondente i raiz de multiplicidade « terd,
puis, a forma

Ao+ Ay log x4 Az (log )2 + ... + Aa—y (log z)*}

sendo o2 A da forma

o o0
e
A _E U gy O = g 2‘ U ™
=0 Mm=0

224. Forma polindmia. — Para determinar o integral geral
das equagdes simbolicas polinémias, pode seguir-se o processo
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do nimero anterior, mas o desenvolvimento em série de potén-
cias de e® & de coeficientes mais complicados, embora continuem
sendo fungdes racivnais em D.
Assim, resolvendo a equagdo (7) do n.° 177 em ordem a y,
vird:
e 1
Y=TTR (D) es + Ry (D) e +...
—[Ll47ri (D) et +re (D) et +...1U
=[l+4etr(D+1)Fers (D+2)+...]1U0

U

225. No caso particular da equaciio simboélica ser homogé-
nea, serd
U=73] evx (0)
o
y=S[1+etri(D+1)+errs(D+2)+...]e" = (0)
=2 e [1+tetry (D+1+a)tetra(D+24a)+...]15(6).

Desenvolvendo as funcdes ry (D4-1-+a), ra(D+2+a),...
segundo as poténcias de D e aplicando os operadores resultantes
ao polinémio = (8), obtemos um desenvolvimento da forma

y=2 e [ (6) + ed =y (8) e ma (6) + ...]

sendo =, (9), =2 (0),... polinémios de grau igual ou inferior ao
de = (6). Ordenando segundo as poténcias de 6, vem:

3;‘:"101' 141.6+A:.0’+ --;+.‘lj’.—!-ﬁz_l

sendo « o grau de multiplicidade da raiz a de I, (D) e 4,, Ay...
séries de poténcias de ef. Regressando A variivel independente
x, vird:

y=A,+ drlogz + Aslog*xz + ... + Aa1 log*~' @

gendo, dum modo geral, =
A=2 upy 2™,

"=

integral da mesma forma do dus equagdes bindmias (n.° 223).
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Os térmos em log = desaparecem quando P, (D) s tiver
rafzes simples, como é evidente.

226. Equag@io sem 2.° membro. — O cdlenlo dos integrais par-
ticnlares da equacio

Po(D)y+ Pi(D)edy + ... 4+ Pa(D)eniy—o, (1)

correspondentes is rafzes simples de P, (D), & fieil de fuzer.
Como jd sabemos que Gsses integrais tém a forma geral (n.” 221

e 225),
Y= Uy ™=, Uy, ™9, (2)
ealcularemos as constantes u,, pelo método dos coeficientes inde-

terminados, substituindo y pelo seu valor em (1) e igualando a
zero os coeficientes das diversas poténeias de ef:

PG{D}Eume°+P;(D}E umelm-}-lm_i_ VM
+Pn(.D)Eu!ﬂ?+nja=a; .
ou ainda
Dty Py (m) em6 4D sty Py (mf- 1) em+ro 4,
+E i (m+ ﬂ) glm4ng —g,

Ordenando segundo as poténeias de ef, vem:

e [um Po(m)+tmey Pr(m) + ... +um—n P (m)] +
Fett [ty iy Po(m+1)Fup Pr(m+1)+. . . Fttyyepiy P(m+1)]+
B P e T 0 e o S il S, L Gt e
+erti[umi Po (m+ )+ omipi—y Pmm+i)+. . . Ftmengi Pm+i)]+
+. N ™ = W T T e AT i A A e ST R TR TSR T S T = ),

Para que éste desenvolvimento seja idénticamente nulo, ¢ sufi-
ciente :
a

227. (ue o indice m, do 1.° termo do integral (2) s¢ja raiz
da equagdo (chamada equagdo determinante)

Py (m)=o0;
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b

228. (Que os diversos coeficientes dos termos da mesma série,
sejam calculados pela equagdo recorrente

Po(m) . um+ Pr(m) s+ ++o 1 Pq(m) tm_n=0. (3)

229. Com efeito, &e o 1.° termo do integral é u,, e™.%, serd
Um,—1==.++ =1Up,—n=0 6, cONsogiientemente, a equacio ante-
rior serd satisfeita, qualquer que seja o valor da forma m, <+ 1,
para i inteiro e positivo ou nulo.

230. O coeficiente u,,, é uma constante arbitriria, pois pode
ter qualquer valor.

231. No caso de P, (m) ter tdodas as raizes distintas, dard
tantos integrais particulares quantas as unidades do seu graun e
o método dd o integral geral da proposta.

232. Exemplo. — Integrar por éste processo a equacilo

o R gt (1)
Maltiplicando por 2, vem:
d?y dy
$ " il L SN IRy s el 9
e (a ljxdx . xty=o (2)
d2

o
Substituindo x, = - e x? pelos seus valores, vem:

de dx®
D(ﬂ—l)y—— (a2 — I)Dy-—q’ eWy=—09;

dounde se tira
(D*—aD)y—q?. e y=o. (3)

Nesta equagdo, lemos:

P,(D)=D?— aD=2D (D —a); P (D)=0; P2 (D)= — g
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Logo,

m(m—a)ay—qay—2=o0. (4)
233. P’;(m) tem duss raizes e o wétodo di-nos, conseqiien-
temente, dois integrais particulares, a saber:
1. Um correspondente & raiz m=o:
yr=a,+ a4 ayzt+ ... =

=a [1—1- S ¢ zt + ] ()
L' "2.¢2—0a) 2.4.(2—a)(4—aq) =

234. 2.° Outro correspondente i raiz m=a:

3 ygsbow“+bgz‘*+?+bim“+"-|—.‘.
ou seja
o PR S A T
Hxmate 2.(a+2)° Z2.4.(a+2)(at 4)

235. Como se trata duma equagiio linear de 2.° ordem, a
soma déstes dois integruis dard o integral geral.

236. No caso de P, () ter ralzes miltiplas, éste processo
piio d4 integrais em nimero suficiente para formar o integral
geral. Para obter os restantes, usamos uainda do método dos
coeficientes indeterminados. Como a rafz a de maltiplicidade «
dd origem a um integral da forma (n.® 225)

H=AU+4'113+-0-+A¢'_15¢—1’

com os A4 da forma
ea > uy 6™,
pondo
a—1
y=e"36'> ufn a™

=0
y serd solugiio da proposta quando for
e—1 a—1

P, (D)6 B ul e+ P (D)"Y o' Mul ™ ... —0;
i=o0

f=0
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on ainda:

a—| s a—1
DU Po(D)e™ ¥ L T T ul Py(Dye™t' 00" 4 ... —0;

=g ]

ou

h-1
S X e™ul, Py(D4+m)b' 4
i=o

+ 2™ Pi(D+m41)0° 4 ... =0
As espressdes P, (D 4m) 9%, Py (D+m-41) 6%,... geram
polinémios conhecidos, de grau i quando muito. Substituindo
estas expressdes pelos seus valores e ordenando o 1.° membro
da igualdade segando as poténcias de 6, obtemos uma expressiio

da forma
By4+ B0+ ... 4 Ba-102"1=p,

sendo os [ séries de poténcias de ef, cnjos coeficientes sio
expressdes lineares em u}. Claro que a equaglio proposta seri
satisfeita se os uf forem calcnlados pelas equac¢des simultineas

Bﬂ.ﬁo, Blﬂﬂ cr . Bl—lzﬂ

que siv « equacdes recorrentes que determinam os coeficientes
das « séries A,, Ay... Aa_j.

237. Exemplo. — Resolver a equagio

ltfy

> dx'}"? y—ﬂ

Multiplicando por z? e usando da férmula do »." 170, vem
a equaciio simboélica
Dy + q*etty=o.

Como a equagiio I, (D)= D?=o0 tem ama rafz dupla, tere-
mos de seguir o caminho indicado no nimero anterior, pondo

y=A, + 044
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gendo
a‘ia=2“m3m'} @ Al=21’m5m°-

Substituindo na equacio simbolica, vem :

(D24 q%e?) Ay + (D4 g7 e?0) 6 Ay=0;
ou seja

Eum {ﬂ‘!_}_q‘]e'ﬂj) Py +211‘n (f_jq _k- g!eh’.l}}&emg:a;

ou

> o [m2 4 g2e2] 7 04 vy em 0 (I + m)T 4 gTe] 6=,
ou

> wg (m2 4 gT ety em0 4 3 vy o™ (2m 4 m? 04 g0 e20) =o0;
e, por fim,

> emo[u,, (m? 4+ g e28) + 2muy ]+ 6 2 vme™ 0 (m2+ glett) =o.

A equagiio simbélica serd satisfeita, se forem simultinea-
mente satisfeitas as equacdes

E emb [uy, (m? 4 q*e? ":} 4+ 2muyp) =0
E v e™B (m? + q*e”}:o.

Estas, por sua vez, serio satisfeitas, se u,, e vy, forem deter-
minados pelo sistema recorrente

‘-"-‘l’um+f1’ttm--2 +2mv,=o0
mzvm“}‘q!'ﬁm a==0.

Ao tratar dos operadores definidos por séries, veremos como
se resolvem estes sistemas recorrentes,
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NOTA: Laplace chamou fun¢do generatriz do termo geral,
uy, doma sucessdo, & fungiio y dada pelo desenvolvimento

Y=t z™.

O estudo que acabamos de expor, mostra como estas fun-
¢bes podem ser aproveitadas para o cdleulo dos integrais dos
sistemas recorrentes.

238. Aplicagdio a soma das séries de poténcias, — A tooria
que acabamos de expor e que exprime em séries de poténcias,
os integrais de certas equagdes diferenciais lineares, & reversivel
e redoz o cdlenlo da soma de certas séries de poténeias, A inte-
gracio duma equaciio diferencial linear.

Com efeito, se for

Y= U™

a série proposta, e se os coeficientes dela satisfizerem a uma
equaciio de recorréncia da forma

Py (m)um + Pr(m)u™=" 1 ... 4+ Pp(m)uy—n=0o,
nos podemos formar a equagdo simboélica (n.° 226 e 228)
Po(D)y+ Pr(D)e'y+ - .. + Pi(D)edny—o,

de que a série proposta ¢ soluglio, caso seja completa; isto &,
contenha todos os termos dados pela lei de formacio dos coe-
ficientes .

Se soubermos resolver esta equaglio simboélica, ou a equacio
diferencial que dela resulte, teremos caleculada a soma da série.

239. Exemplo. — Calcular a soma da série

1@x f__)a 2 i il
§="F"4+=C 4.+ 2T (1)

|2 |m

; ma
O coeficiente de =™ & u,, — it
m
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Logo: wu,, satisfaz 4 equacilo recorrente
L |

(m—1)0 wy —mo—ly, ,=o. (2)
Conseqiientemente a equagiio simbélica eorrespondente é
(D—1)t u— Da—1gly—p, ()]

Como a série (1) comeca no termo correspondente a m =1
e 1 & soluclo do polindmio P, (IJ)=09, a equagiio (3) é idéntica-
mente satisfeita pela série proposta, como alids ficilmente se
verifica, De (3) deduz-se:

Do 1
= {—[' —1)'_‘ . _D elu=o (4}
cujo integral & (n.” 201, exemplo)

u= (.1: -é—z)“s* Ii/‘e—'-"’rr’,, —1(logz)x—"dx + A |.

Mas, para x=090, 6§ S=o0. Logo: w'q_, (logx)=o0, caso
contririo no desenvolvimento da expressio de u apareceriam
sempre termos que seriam infinitos para # —=o. Logo:

=4 (\x %I} y ev,

Por outro lado,

Logo: A=1. Cunseqiientemente

/ d'\lu
S..—_-(‘.r d.z')

e:

240. No caso da série ser incompleta, substitaindo y por
ela na equagllo simbdlica, o primeiro membro niio se anula iden-
ticaments, por causa dos termos que faltam na série. Tomard
um valor conhecido. Igualando o 1.° membro da equagdo

{
|
|
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simbolica a &sse valor, obtem-se uma nova equaglo a que a
série dada satisfaz. '
Resolvendo esta equagdio, obtem-se a soma da série dada.

241. Exemplo. — Seja caleular a soma

afa+1) * 4. +a{a—|—1)|fa+2) ...... (ﬂ—l-nl}x’

|2 |n

y=1l+ax+

y pode considerar-se como uma série incompleta por lhe falta-
rem os Gltimos termos.
A lei de formacio dos coeficientes &

ayw a4+m—1
@ —1 it e
ou ainda
Mmay—(at+m—1)ay_=o. I:I)

Segundo os n.” 226 e 228, de (1) deduz-se
Dy—(a+D—1)ety=o. (2)

Esta equagiio, porém, niio & satisfeita pelo valor de y, por a
série niio ser completa. Com efeito,

Dy—(a+D—1)ed y=

=DV aiei—(a+D—1)ed 3 a;xt

=0 i=o0
n n
=a;De — N a; (a4 D—1ebtltg
i=0 i=o
n n
=E:’a,—e"ﬂ —-E(a +f)8['+"'3a'i
=0 i=0

=i[l:ai'—(ﬂ‘}‘i—l]ﬂ"_‘]s“—{a £ ll:le"‘+|lﬁ([“

i=o0
= — (a + n) a, e+
_ef@+l)...(a+n) .,
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Mas a equacdo completa

ala+1)...(a+n) -1

Dy—(a+D—1)ety=— (2)

& satisfeita por y, por construgio.
Passando da forma simbdlica (2) para a forma ordindria,
vem :
Dy—(a+D—1)edy=uay' —a (ay + Dy)
=y — (ay +xy')
=ay' (1—z)—axy

o
i (e i a{a+1]|...(a+u} oy
Logo:
; a afa41)...(a+n) zn
A B L e | g

Integrando esta equagio pelo método da variacfio das cons-
tantes, vem

T a(a+ 1)....{a—l—n}f:‘ﬂ d= Bvsrdal

[ o 5

Para determinar €' bastard fazer x=o0, o0 que dd y,—=C=1.
Logo:

y={1-—m]“'gl— s(etdiets l‘;“(l—r]““d";r:$

n

[ )
Escolio. — No caso de u,, ser uma funcio racional de m, a

soma da série >, u,, z™ calcula se melhor do seguinte modo.
Seja u,, = I (m) e teremos:

U= Uy ™= >, I (m) x™.
Fazendo x=e", vird:

u= > I (m)emt="3 R (D)emo
=R (D)X emt
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Sapondo que os limites do somatério séio a e b, teremos:

eah — gb+14

b
u=R (D) 3 emt =R (D) T

m=i

Exemplo. — Caleular a soma

P
u=mm+1)... m+k—1)am

=1

Teremos :

w=S DD +1)...(DFk— 1)ems

m=1
.:D{D—}—U---[U-!-k—l)éem
hoe=|
: su_efp-{-llﬂ
=DD+1)...(D+k—1)—7F——
ko __ a'p+ ki
.Zeu-nneﬂ(ﬂ—l}...(D—fc"l-ll%
(-’ d ‘kxk__rj"'l'?
=0 \ dx / 1—=x ;

242. Desenvolvimentos decrescentes. — A equacio (1) do
n.” 226 pode ainda ser satisfeita por solucdes da forma (2), mas
desenvolvidas segundo poténcias decrescentes de .

Para tanto bastard determinar m, pela condigio de ser

Py (mg)==0,
o tomar para 1.° térmo da série de poténcias decrescentes, o
térmo de indice m, —n. Os térmos restantes determinam-se
pela equagdio da recorréncia (3), do n.° 228,
243. E claro que vird

Um, = Um,—| == > =Um,—n41=0.

O 1.° coeficiente diferente de =zero seri como dissemos,
Um —n Qque ¢ arbitrdrio. O 2.° coeficiente serd dado pela




Cdlenlo Simbdlico 118

oquacdio que se obtem de (3), substituindo m por m, — 1, o que
dd:

-Pn—l (mu o 1) Um,—n a3 P,. (’Pu — -U Upyg—-n—1=—0,
donde se tira u,,,K — n—1, etc.
244. Por exemplo, a equacio
ay'+(y—a)y' —ay=o0 (1)
que tem por equacilo caracteristica
DD—=147y—(D—-14 a)ety=o0. (2)
como ficilmente se calcula (n.° 171), dd para y dois desenvolvi-
mentos em série de poténcias crescentes de x, e um, em série
de poténecias decrescentes. Com efeito, a equaciio recorrente que
determina os coeficientes ddstes desenvolvimentos, ¢ (n.° 228):
mm—1+9)yy— (m—142a)yu_1==0. 3)
Iista equagiio di dois desenvolvimentos de y segundo as
poténcias erescentes de x; e um, segundo as potdnecias decros-
centes.
Os dois primeiros teem por equacin determinante
m (m— 1+ y)=no,
que teem duas rajzes:
Me=0 @& mMmy=1-1.
Ora, (3) dd

(m + =)
Ymp1=

Dty I &

¢, conseqilentemente

___i‘i‘fniﬂ_ my a1 AiN
(mo+ 1) (mo-f7) (mg+ 2)(my < (e 1) 3
m,,__-l,— n—14x

Y ,4n

v {Tﬂi‘u —}:_‘H ]-Fﬂj-q: IT?"J_ Ym,
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Ora, sendo
®
|
Iﬁ‘ __L :'.n'm.-; n.- lrlll‘,-l-ﬂ!

ne=q

segue-se que a 1.* raiz da equaciiv determinante da

: 1 T e— | -
L et B e _ L i
y l"":'_'”l.;a 2.(y+ 1) n. iy Fa—1 A ()

sendo . uma constante arbitrdria e o 1.° térmo do somatorio
igual a 1,
A 2.* raiz da equagiio determinante da

o a3
LoppSr ittt b eyt Sl 8 i
y=Dz —-T.2—y Z.8—7) : 'n.i,nr+-l—~y;"1 ()

gsendo ainda 7 uma constante arbitrdria, o igual a 1 o 1. térmo
do somatdrio.

245. Representando o somatdrio de (H) por (7 (7%, ), o

somatorio de (6) 6 da forma G (z —y 4 1, 2—7, x) e o integral
geral da proposta pode escrever-se:

y=A.G@a, )+ B.Gla—-y+1,2—y, @

246. O terceiro desenvolvimento ¢ determinado pela raiz
m, da equacio (n.® 242)

m— | T &8 =20
que dd m,=1— . Segundo o exposto em o n.” 243, teremos:
Ym,=0 , Ym,1= £
sendo €' nma constante arbitriria. Por outro lodo,

(m 1) (m - 4) ?

M¥wm = 0 i o w4




Cilewlo Simbolico 115

o que dd

- (mg—1)img +57—2) (mg—2)(m,+ y—13)
Ym,—a=0L = . et ¥ e :
my+a—3a My -+ ot — i

(mog=—n+1)(mq+7—n)

Mg+ o —n

oty e=b) (et L)(yr-e—95)
1 2
(a ¥8—3).(r e -n+1)
. n—1 A

Conseqilentemente,

I 2

W=\
_latkm- Ni(zg—a—n+1) A )

n—1

247. Il evidente que Gste desenvolvimento ¢ sempre diver-
gente, excepto quando z & nm nimero inteiro negativo ou nalo,
ou y —« & inteiro e positivo. Nestes dois catos o desenvolvi-
mento & finito,

248. No caso de y ser inteiro ou nulo, mas diferente de 1,
um dos desenvolvimentos (D) ou (6), deixa de ter sentido ¢, em
geral o desenvolvimento (7) também o nio tem. O signifieado
doste facto é que a-equaclio proposta admite um integral parti-
cular de forma diferente dos considerados, isto &, com um térmo
logaritmico (n.” 225). Para caleular o integral da proposta
neste caso especial, procedenos como em o n.” 2306.

Suponhamos que se tem

‘!f:-lrr—i' -'ll&
sendo
Adg=13 u,, em o Ag=2 vy eMd
Substituindo éste valor de y na equagdo simbolica da pro-
posta, vem :

E=(D2—=D4+Dy) (A, +04y) - eV (D4-e) (A, 40 4)=0.
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Mas

(D2=D+4Dy) Ay =3 emV(m? —m + my) 3
(D2—D+4Dvy) A;ﬁ:E ey [2m—14y40(m2—m+4 y)]
et (D4a) A, =3 em+"MWuy, (m+ )

et (D + ) ;l;ﬁ:E em+08p, [(m 4 )b+ 1]

Substituindo estes valores em E e pondo em evidéncia o
factor e™f, vem:

f,':E emd -m (m—=1+PDupu+2m—149)vm—
— (=14t a)tm_y—Om—y -} ] ((m m—1 -+ ) Vi —
—(m—14a) -r,,.__|):| | = p.

Esta equaciio serd satisfeita se determinarmos wu,, e v,, pelo
sistema recorrente seguinte:

mm—14+Pry—(m—14+a)vu_1=0

mm—14 pPup+Cm—149)vy—(m—1ta)ty_1—vm-1=0.

A 1.* destas equacdes & idéntica a (3), o que nos mostra
que .y serd idéntica & série (D) ou A série (6), conforme ¥ for
negativo ou positivo.

No caso de y=1, os dois desenvolvimentos (D) e (f) tor-
nam-s@ iguais e iguais ficam as raizes das equagdes determi-
nantes (n.° 244). O ountro integral particular caleula-se pelo
processo do n." 230.

249. Apliquemos esta doutrina também & equacio

zy'+ry —y=o

que tem por equacilo simbolica

D(D—149\y —ely=0.
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A equagido recorrente que determina a lei de formacio dos
coeficientes do desenvolvimento de y segundo as poténcias de =, 6

m(m-—1+?‘l Ym—Ym-—1=0. [3}

A equacio determinante dos desenvolvimentos segundo as
poténcias crescentes de x, &

m(m—1+y)=o. (4)

Ora, a equacio recorrente (3) da

1 i
(Mo +1) (mot7) ~ (mo+2) (mg+y+1)
1
.. (mn+11)[??la+n+}‘—1) yﬂl-‘l

ym.*'nz

e a equaciio determinante dd duas raizes:
My=0 © mMme=1—7.

Teromos, portanto, dois desenvolvimento

= ]

1 1 1
- v . I i B B 3
y_Aﬂ‘:ol.y 2.7 +1) u.m—l-{-y}'r )
e
o
y=Rz'_TE 1 1 1 (G}

el 2= TE—p Twmri—-q
250. Representando o primeiro desenvolvimento obtido por
I(y, #), podemos escrever o integral da proposta debaixo da

forma
y=AI(y. )+ Bz'-71(2—1y,x) (7)

251. [Estes dois desenvolvimentos teem ambos sentido para
7 nilo inteiro o sio convergentes em todo o plano, como & fieil
de ver. Porém, para y inteiro, um dos desonvolvimentos deixa
de ter sentido, se 7= 1; e tornam-se idénticos para y=1. Con-
seqiientemente, para 7 inteiro é necessirio determinar um nove
desenvolvimento pura obter o integral geral.
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252, Para tanto, niio se pode recorrer aos desenvolvimentos
segundo as poténcias negativas, porque o método do n.* 242 niio
& aplicdvel por ser independente de m o coeficiente de ¥, -y na
equacio (3). Neste caso o integral geral admitird um térmo
logaritmo e serd da forma (n.* 248)

y=A,+4 0 Ay
Sabstitaido na (2) y por éste valor, vem:
E=D(D—-1+7y)(d;+0A)—ed(d,+ B Ay).
Mas,
D(D—147) ,1”=E m(m—1+4y) e" uy,

DD—149)0 Ay= e vy2m+y—1+40.m(miy—1)]
et (Ay+ 0 A) =3 ™10 (wy+0 vm)
Logo:
E="3 ems :m (m4y—1)up+
-+ (2m 4 == 1) U — Um—1 46 [m {.m I Vs l) Vg — Vm—ll]:-
Esta equagio serd identicamente satisfeita se u,, e vy, forem
determinados pelo sistema recorrente seguinte:
m(m+y—1) vy —Vp—1=0
m(m-+4y—1)ty—tm+ 2m+y5—1)vp==0.

A 1. destas equacdes mostra que a série .1, coincide com
uma das séries (D) ou (6), quer dizer, ou é I(y,x) ou I(2 = y, &)
conforme 7, suposto inteiro, for negativo oun positivo.

t?
253. Se na equagio (1) do n.° 249, fizermos ncaci
e y=n + 1, obtemos a equacio,
ty"+2ud 1)y +1y=o (1)

Clontinua.
Dovror Pacngco DE AMORDI.
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