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A actividade cientifica dos primeiros directores
do Gabinete de Fisica que a reforma
pombalina criou em Coimbra, em 1772

A DESCOBERTA, FEITA EM COIMBRA,
DA LEI DAS ACCOES MAGNETICAS

Entre os vérios aspectos inovadores da reforma pombalina
de 1772, existe um que nfio tem sido focado com o interésse que
merece. IS o que se refere iis condigdes, largamente criadas pela
reforma, para a realizagiio da investigacfio cientifica entre nds. Hi,
na verdade, que reconhecer que o reformador soube produzir as
condi¢des materiais necessfirias para a sua realizaglio efectiva, e
disto é prova suficiente o magnifico conjunto de trabalhos que,
embora esquecidos ou ignorados, foram realizados pelos primeiros
professores do Gabinete de Fisica da nossa Universidade.

Tivesse sido acarinhado e mantido o impulso inicial, tivesse
sido outro o ambiente social do pais, e teriamos tido, em Coimbra,
larga produchio cientifica, da qual, hoje, nos poderiamos certamente
orgulhar. A valorizar, logo de principio, ésse magnifico conjunto
de trabalhos, niio faltou sequer a descoberta sensacional de uma
lei fundamental da Fisica: a lei das acgdes magnélicas.

Como foi possivel tal descoberta, e como se compreende que
ela tenha sido esquecida a ponto de, universalmente, ser atribuida
a Coulomb ?

Pelo que se refere i primeira interrogacfio, & o préprio autor
que nos explica as razdes do sucesso do seu trabalho. Diz éle:

«Confiado em possuir néste Régio Gabinete de Fisica experi-
mental (por mercé da liberalidade do Augustissimo Rei o Senhor
Dom José I, sempre de gloriosa memdria) um pedago de Iman,
que na proporgdo da sua grandeza é pela sua forga um dos mais
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estimdveis, que eu jamais vi, ou de que ouvi falar : confiado, digo,
que éste Iman erperimentado por diferentes modos poderia dar
alguma luz mais clara sobie a lei, de que falo, me abalancei
intrépidamente & obra mo principio de Margo do ano passado,
esperando-se por meio da minha fraca irdiustria (a qual eu con-
fego inferior & de tantos homens célebres, que antes de mim tra-
balharam tdo sabiamente mnéste ponto) ndo conseguisse o meu fim ;
ao menos uma copiosa colecgdo de experiéncias feitas com o refe-
rido Iman (além de poder merecer uma benigna aprovagdo da minha
empreza ) serviria talvez algum dia de matéria para exercitar o
espirito, e talento mais penetrante de algum outro Filésofo.»

Sobre a origem déste Iman, logo a seguir, no mesmo escrito,
acrescenta o autor:

wPelo que soube de algumas relagies que se me fizeram, éste
famoso Iman foi um presente feito pelo Imperador da China, ao
grande, e magnifico monarcha de Portugal, o senhor D. Jodo V.».

Déstes passos se infere claramente, em prova do que afirmémos,
que foi a riqueza material do Gabinete de Fisica pombalino que
tornou possivel a descoberta, em Coimbra, da lei fundamental das
acgles magnéticas.

Pelo que respeita a4 segunda interrogaciio, forgoso é confessar
que foram a inércia do nosso meio social, o isolamento do pais, a
incompreensfio de certos dirigentes, os principais responsiveis pelo
esquecimento desastroso a que foi votado o trabalho eoimbriio.

J& pela sua importincia, ji porque foi realmente o primeiro
trabalho sério de investigaglio cientifica feito a seguir a reforma
pombalina — primeiro resultado encorajante do esforgo dispendido
pelo reformador — merece éle que nos detenhamos um pouco sdbre
alguns pormenores da sua realizaglio. Acresce a isto a circunstin-
cia, como mostraremos adiante, de existirom ainda os principais
materiais ddsse trabalho, integrados, hoje, no Museu pombalino ha
pouco constituido.

Foi o professor Joio Anténio dalla Bella, o autor do referido
trabalho. Natoral de Padua, sabe-se que veio para Portugal a con-
vite do Marqués de Pombal. Tive ocasidio j& de me ocupar das cir-
cunstiincias que o trouxeram para Coimbra e da sua acgiio como
primeiro directer do Gabinete de Fisica, no trabalho que comecei,
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em 1937, sdbre a reconstitui¢fio e restauragiio déste famoso Gabi-
nete. Foi éste trabalho, concluido em 1938, conforme comunicagiio
que apresentei em Junho déste mesmo ano, & Academia das Cién-
cias de Lisboa, que me levou a ocupar-me da actividade do profes-
sor dalla Bella . Informado de que havia sido sécio desta mesma
Academia, e até o primeiro socio efectivo da minha especialidade,
tive interésse em folhear as Memdrias publicadas por esta Acade-
mia, no intuito evidente de estudar os trabalhos que éle ndo pode-
ria ter deixado de ali apresentar. Tive logo a grande surpreza de
encontrar, nas primeiras péginas do primeiro volume das Memérias,
de pdgs. 85 a 199, o trabalho importante da descoberta da lei fun-
damental das ac¢des magnéticas. Trata-se de um trabalho cons-
ciencioso que revela as magnificas qualidades de investigador do
seu autor. Tudo é descrito com a maior precisfio: observagles fei-
tas, cuidados havidos e resultados obtidos.

Algumas passagens siio muito curiosas; entre muitas, cito o
comentirio que dalla Bella escreve a propdsito dos cuidados que
julgou dever tomar durante tddas as suas experiéncias. Diz éle:

«Nao estranheis, respeitdveis Académicos, a rel.gdo de tantas
escrupulosas adverténcias minhas ; porque certamente em tais
experiéncias nunca hd deligéncias superfluas. E absolutamente
necessdrio que aquelas, das quais se intenta tirar alguma decisdo,
sejam feitas com escrupulosa exactiddo, que as faz ser trabalhosas ;
mas sem a qual elas perdem todo o seu merecimento.»

S#io numerosas as experiéncias que dalla Bella descreve, mas logo
das primeiras que considera, conclue :

«Confrontando os nimeros do cdleulo com os da experiéncia,
se conhece que as forgas magnéticas dos dois Imans que serviram
para esta experiéncia, mostram seguir muito prorimamente a
razdo inversa dos quadrados das distancias, até a de duas pole-
gadas.»

Rste trabalho 6 de 1782; ora, 86 em 1785 & que Coulomb
publicon o seu, com o enunciado da mesma lei. A prioridade da
descoberta pertence portanto a dalla Bella. Mas, como ji referimos,
ela foi, infelizmente, esquecida a favor de Coulomb que tem sido,
até agora, considerado como seu Gnico autor.
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Sem querer, por agora, pormenorizar tddas as causas déste
lamentével esquecimento, devo referir uma que desde logo se me
apresentou : foi a da data da publicagio do primeiro tomo das
Memdrias da Academia. Com efeito, esta publicagio s6 se .féz
em 1797. Quere dizer: dalla Bella faz o sen trabalho em 1782,
apresenta-o & Academia no mesmo ano, e os dirigentes desta agre-
miagiio cientifica cometem o lamentivel desleixo de o conservar
esquecido durante 15 anos nos seus arquivos!

Niio teria feito contudo dalla Bella outra publicagio do seu tra-
balho ou, por outro lado, lido e apresentado o trabalho na Acade-
mia das Ciéncias, em 1782, nfio teria sido dada noticia déle para
outras Academias ou para outros jornais cientificos da época? Se
tal tivesse acontecido, nfio seria ainda possivel, com tdda a justica,
passar a designar-se, daqui em deante, pelo nome de dalla Bella, a
lei das acgDes magnéticas ?

Propuz-me fazer, néste sentido, as necessérias investigagdes. Foi,
durante estas, que eu tive o prazer de receber um trabalho do
professor @ meu eminente colega Giovanni Costanzo, dando conta
igualmente da descoberta de dalla Bella, e referindo — o que eu
desconhecia — que, em Itdlia, ji o professor Mario Gliozzi se havia
ocupado em 1937 do mesmo assunto num livro publicado sdbre a
histéria da Electricidade: L’Elettrologia fino al Volta.

Pelo que escrevem estes dois professores, nio pensam éles que
haja outra publica¢io de dalla Bella diferente da que se encontra
nas Memdérias da Academia das Ciéncias de Lisboa. Na verdade,
nio encontrei até agora, nas pesquizas a que ji procedi, qualquer
referéneia. Percorri ji tdda a colecglio do Journal des Scavants,
as Memorias das Academias de Paris, de Berlim e de Itélia, e nada
me foi possivel encontrar.

Seja porém como for, quer seja possivel encontrar ainda alguma
referéncia ao trabalho de dalla Bella, quer nfio, ¢ incontestdvel que
Joi mo Gabinete de Fisica pombolino, e com o sew material cienti-
fico, que foi descoberta, em 1782, a lei das acgdes magnéticas.
Ao averignar facto tdo importante, desde logo precurei saber se
teriam sido conservados, no Gabinete, os materiais de que se serviu
dalla Bella nas suas investigagdes, sobretudo a parte mais impor-
tante, o famoso Iman que ena propor¢do da sua grandeza» foi
spela sua forca um dos mais estimdveis» que o eminente fisico
jimais viu ou de que ouviu falar, como éle afirma na parte que
atrds transcrevi da sua memdéria, -
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Foi facil a identificacho do famoso Iman; o catdlogo dos instru-
mentos da época — o Index Instrumentorum — descreve-o, com o
ntimero 43, nos seguintes termos:

e Magnes Sinicus figure irreguiaris eleganter armatus. Lapis
nudus est 605 - unciarum pondo, ac pondus 327 1 unciarum usque
sustulit. Sustinetur Magnes a stylobate ligneo, cui insistunt columnce
bine eum epystilo, et ope manubrii per trochleas occultas, ac funi-
culos columnis, et epystilo interclusos tenditur atque laxatur.
M. IV. d. 43.»

Trata-se de nm grande bloco de iman natural, felizmente con-
servado até agora no Laboratério, como en tive ocasifio ji de indi-
car na publicagio (!) que fiz sdbre a reconstituigio do Musen
pombalino, referindo até que & o tnico exemplar que se vé na
fig. 5 déste trabalho, e na qual se mostra o aspecto da sala pombalina
antes da reconstituigfio.

Reproduzo aqui, na fig. 1, a fotografia do Iman com o seu
suporte, sem a cobertura que & constituida por uma coroa real;
na fig. 2, vé-se uma fotografia com esta coroa.

O iman foi encontrado em bom estado, mas o suporte muito
danificado (2).

Além déste iman, utilizon dalla Bella um outro, também, feliz-
mente, conservado no Laboratério, e que & descrito no Index Ins-
trumentorum com o nimero 44:

«Magnes alter figurae sphaericae diametro linearum 19. pon-
dere unciarum 6 —i—. Ilic armatus est laminis chalybeis, quae ope

() Um novoe Musen em Coimbra: O Musen Pombalino de Fisica da Facul-
dade de Ciéncias da Universidade, pigs. 8.

(%) Ja depois de feita a composiciio tipogrifica déste artigo —durante a revisio
das 2. provas — aparecen um complemento curioso do Iman qne fomos encontrar
em casa do mestre de obras, senhor Antonio Pedro: o péso que o Iman normal-
mente sustentava, no tempo de dalla Bella, quando montado no seu suporte. Fste
péso tem aproximadamente sessenta quilos; ¢ de chumbo, com um revestimento
metilico dourado. Comprimo-lo agora por 350§00; tal foi o valor arbitrado por
aquele senhor que niio quis limitar-se ao valor em chumbo que o péso tem. Con-
tudo, dado o seu interésse, nfio hesitimos em o comprar. A fig. 7 mostra a sua
fotografia, por baixo do Iman que o sustenta. Se compararmos esta fotografia com
a da fig. 2, verifica-se que o conjunto ganhou em harmonia.
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quarundam zonarum ex Argento cum Magnete arcte conjunguntur.
Sustulit pondus unciarum 174. Suspenditur a columna ex ori-
chalco super basim ligneam stabili. M 1V.».

Reproduzo a fotografia déste iman na fig. 3.

No trabalho citado que recebi do meu colega Giovanni Cos-
tanzo, lamenta éste professor que todos os autores que se tém
ocupado de dalla Bella, entre os quais apenas cita Silvestre Ribeiro,
Teéfilo Braga, Simdes de Carvalho e Inocéncio da Silva, tenham
esquecido a meméria sObre a forga magnética, e tenham apenas
citado os trabalhos:

Memdria sobre o modo de aperfeigoar « manufactura do azeite.

Meméria sobre a cultura das oliveiras em Portugal.

Notieias histéricas e prdaticas acérea do modo de defender os
edificios dos estragos dos raios.

Tratado de fisica em latim, em trés volumes: Physices Ele-
menta usui Academiae Conimbricensiz accommodata.

A estes trabalhos, junta Giovanni Costanzo a indicaglio de mais
um que encontrou, manuserito, na Academia das Ciéncias de Lis-
boa, com o titnlo:

Discursos preliminares aos elementos de agricultura, acérca
dos modos mais convenientes para animar esta nobilissima arte
em Portugal.

A estes devo eu agora juntar mais os segunintes, que nunea
foram considerados, certamenie porque a tnica referéncia que
dalla Bella lhes faz, 6 a que se encontra no Catilogo dos instrn-
mentos do Gabinete; — sfio, na verdade, aparelhos da invenclo de
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dalla Bella, incluidos, por esta circunstinecia, no Inventério do
referido Gabinete :

«N.* 299. Nova Machinula a me inventa, qua faciliori modo
ostenditur ex chalybe filici alliso in vacuo non excituri scintil-
las mee pulverem pyrium, vel escam incendi. Componitur haee
Machina ex lamina aenea ad latus perforata, cui insistit eapsula
quatwor veluti pedunculis sussulta. IHuie capsulae adnexa est
catapulta illi similis, quae adhibetur in sclopetis. Super laminam
sub capsulae fulcris datur regula dentata mobilis, quae ad extrema
capita duos habet veluti vectes erectos, quorum ope catapulta one-
ratur et exoneratur ad libitum, prout requla dextrorsum aut sinis-
torswn movetur. Cochlea firmatur machinula super orbem Antliae
Pureumaticae, et operitur Campana vitrea utrimque aperta. Oper-
culum Campanae, quod est ex orichaleo, habet virgam aeneam
oblongam satis crassam, quae permeat operculum, et inferius defi-
nit in laternam dentatum. Laternae dentes congruunt cum regulae
dentibus, ita ut virgam in orbem volvendo, ipsa regula motu ad
finitorem parallelo facile moveatur. IHoe modo, si exoneretur
catapulia antequam aer extrahatur, conspiciuntur scintillae, quae
ron apparent, quando Campana est aere vacua. O. IV.»

«N.® 209. Machina, quam egomet inveni, ad explorandas vires
funium. Constat haec ex plano ligneo 4 ped. ablongo ad hori-
zontem parallelo. Ad alterum ejus caput extremum erigitur tabella
quadrilatera, firma prope medium aperta, quam permeat funis, ibique
claviculo retinetur. Ad alterum extremum duabus parastatis sus-
tinetur rota circum axem volubilis ex duobus eylindris diametro
inaequalibus composita. Clircum minorem Cylindrum circumvolvi-
tur funis, cujus resistentiae vim scire cupimus, alterum cylindrum
circumvolvit funis a trochlea extra basim Machinae directus, cui
varia pondera appenduntur, donec funis explorandus dirumpatur.
Hic eylindrus altero maior est, ut appensorum ponderum momenta
angeantur, uti evenit in Machina Funicularia. M. VI»

Déstes dois aparelhos, sé existe o primeiro cuja fotografia repro-
dozimos na fig. 4. O segundo, feito naturalmente em boa madeira
do Brasil, deve ter sido vendido no leildio a que me referi no meun
citado trabalho sdbre o Museu.

A descrigio que faz dalla Bella dos seus aparelhos é suficiente-
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mente clara para que nos dispensemos de lhes fazer uma mais larga
referéncia.

~ Encontra-se ainda descrita no Catdlogo, com o n.° 505, a seguinte
miquina :

«N® 505. Machina nova, quam fieri curavi, ut ipsi apla-
rentur duae chordae musicae sibi parallelae, quae chordae ad
varias longitudines reduci possent. Constat Machina ex lignea
basi oblonga 4. pedes, ad cujus alterum extremum surgit paras-
tata firma, cui adhaeret uncus geminatus ferreus: super basim
autem moventur duae veluti columnae ligneae, quae cochlearum
ope ad quamlibet distantiam firmantur. Utrique columnae adnec-
titur trochlea, quae fidem sustinet, et ita dirigit, ut pondera, quae
fidibus tendendis apponuntur, extra basim pendeant. Haee Machina
explorantur Toni, qui oriuntur a varia longitudine, crassitudine,
et tensione chordarum. S. Vs,

Trata-se de uma méquina, nio de singular invengdio, mas man-
dada construir por dalla Bella segundo indicagdes suas. Embora
em mau estado e incompleta, a méquina encontra-se ainda no Labo-
ratorio, e serf reparada dentro de pouco tempo.

Pelo exposto, verifica-se que dalla Bella soube, pelo menos em
parte, aproveitar as condi¢bes de trabalho postas & sua disposigfio
pela reforma pombalina, embora haja que estranhar a dispersiio da
sua actividade por assuntos muito diferentes uns dos outros, @ uma
produciio cientifica de qualidade muito desigual. Deve contudo
acentuar-se que nfio s6 procurou investigar, como também soube
transmitir a outros o interesse pela investigacio. Tivessem tido os
sucessores de dalla Bella recursos materiais tiio apropriados & época
em que trabalharam, como aquéles de que dispoz &ste professor em
relagiio 4 sua, e terfamos tido no dominio da Fisica, e em Coimbra,
como comecei por acentuar, larga produgfio cientifica durante todo
o sbeulo xix, até nossos dias. Infelizmente, assim nfio aconteceu, e
o resultado foi que, a seguir a dalla Bella, ripidamente se extin-
guin tdda a actividade ligada a investigaglio cientifica.
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Na verdade, por forga da desarticulagfio que com o tempo cada
vez mais se acentuou entre as necessidades desta investigaciio e os
recursos materiais do Gabinete de Fisica, poucos foram, entre os
sucessores de dalla Bella, os que puderam ainda ligar & sua fun-
¢lio docente, uma razodivel e satisfatéria actividade de investigador.
Entre &sses poucos, um tnico merece aqui referéncia especial, e
dste foi o imediato sucessor de dalla Bella na direcgiio do Gabinete,
o dr. Constantino Botelho de Lacerda Lobo.

Publica Inocéneio da Silva, no sea conhecido Diciondrio Biblio-
grdfico, uma longa lista de trabalhos de Lacerda Lobo, sdbre os mais
variados assuntos. K curioso que nfio indique um, que tem para
nés algum interésse. Talvez que o tftulo déste trabalho tivesse
levado Inocéneio a oculté-lo, considerando-o possivelmente ridienlo;
trata-se do trabalbo: Memoria sobre o magnetismo da lata, e van-
tagens que se sequem de serem feitas dela as agulhas de Marear.

O interésse que esta memdria nos pode merecer, niio & propria-
mente a descoberta do magnetismo da lata, a que Lacerda Lobo
parece ter ligado importincia excessiva, mas a indicagiio que dle
nos di de ter colaborado com dalla Bella nas experiéncias sibre a
descoberta da lei das accies magnéticas, mostrando todo o inte-
résse que estas lhe mereceram.

Diz, com efeito, Lacerda Lobo, logo no prinefpio da sua memdria:

«Em todas as ocasides, em que meu Mestre de Phisica Erpe-
rimental, o senhor Jodo Antonio dalla Bella fuzia as erperiencias
do Magnetismo via eu que o fluido magnético passava atravez do
vidro, do marmore e de qualquer sélido de madeira, e que fazia
mover a limagem de ferro, que se tinha langado em o plano oposto
dquele em que se aprorimava o magnete, :

Depois que o Frincipe Regente N. S. me fez a graga de
nomear-me Lente de Phisica Frperimental muitos anos repeti as
experiéncias de meu Mestre, sem nada adiantar, até que no ano
de 1807 me lembrou averiguar se o fluide magnético atravessava
outros corpos alem dos referidosy.

Além desta memdria esquecida, como disse, por Inocéncio, deve-
mos indicar mais as einco seguintes que dizem respeito i Fisica:

Memoria sobre a diversa densidade da agua em diferentes altu-
ras, publicada no Jornal de Coimbra, vol. 1, pags. 170.
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Memoria sobre os pesos de que se faz uso mo nosso comercio,
publicada no Jornal de Coimbra, vol. m, pags. 173.

Memoria sobre um novo pyrometro de comparagdo, publicada no
Jornal de Coimbra, vol. i, pégs. 31.

Memdria sobre os defeitos que téem os nossos carros de
transportes militares, publicada no Jornal de Coimbra, vol. 1,

pégs. 329.

Memoria sobre um novo modo de aplicar ao movimento das
Machinas, a forga do vapor d’dgua fervendo, publicada no Jornal
de Coimbra, vol. 1, pags. 255.

Estas duas dltimas memérias sfio os mais importantes,

A primeira diz respeito & substitui¢fio, nos eixos dos carros, do
atrito de 1* espéecie pelo de 2* espécie, quere dizer, do atrito de
escorregamento pelo de rolamento: Lacerda Lobo propde que os
eixos dos carros assentem sdobre cilindros méveis. E a mesma
ideia do rolamento sdbre esferas, hoje tanto em voga. Existe no
actual Laboratério de Fisica, na sua sala do séeulo xix, também hd
pouco organizada, como a do século xvin, um modélo de earro que
exemplifica a ideia de Lacerda Lobo. Hste modalo pertence i
colecglio do Catdlogo redigido pelo Dr. José Homem de Figueiredo
Freire, sucessor de Lacerda Lobo na direcglio do Laboratério de
Fisica, que o descreve nos seguintes termos :

Outro carro como o de Boulard, sé com a differenca de seu
eiwo gyrar sobre trez cylindros moveis, para que o attrito seja de
sequnda espécie. Fsta addic¢do ¢ do Sr. Constantino Botelho de
Lacerda Lobo.

Reproduzimos a fotografia déste modélo na fig. 5.

A segunda memdria, ou seja a dltima que citdmos, foi a que
deu mais renome ao seu autor.

0 Visconde de Villarinho de S. Romifio, na sua Histéria resumida
da invencdo e melhoramento das machinas de vapor, faz-lhe larga
referéneia, e diz que o seu autor foi um homem distinto e de
grande génio, reconhecendo contudo que a méquina inventada ndo
corresponde a uma ideia inteiramente nova. Também existe no
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Laboratério um modélo desta méquina, deserito, pelo Catdlogo da
¢poca, nos seguintes termos:

«N.* 74. Magquina rotatoria que se pde em movimento pela
for¢a dos vapores da dgua. Tem em cima um carreto que comu-
nica eom uma roda dentada, para mostrar o modo como se poderia
aplicar a acgllo dos vapores, como forga mechaniea. Esta aplica-
¢lo é do Sr. Constantino Botelho de Lacerda Lobo.»

Reproduzo a fotografia desta méiquina na fig. 6.

Afirma Lacerda Lobo, num dos seus escritos, que a ideia da
méquina lhe foi roubada por um francds, Verzi, que conseguiu,
segundo também refere o Visconde de Villarinho, realizi-la em
Franca em ponto grande, obtendo para isso do Estado francés os
meios necessérios.

Em outros dominios, e sobre diversos assuntos, desenvolveu
Lacerda Lobo considerivel actividade. Podemos indicar mais os
seguintes trabalhos, (também referidos por Inocéncio):

Memoria sobre a historia das marinhas em Portugal.

Memoria sobre a cultura das vinhas em Portugal.

Memoria sobre a decadencia da pescaria de Monte- Gordo.

Memoria sobre o estabelecimento da cultura do chenopodio mari-
timo.

Analyse do sal comum das marinhas de Portugal.
Memoria sobre a preparagdo do peixe salgado.

Memoria sobre a decadencia das Pescarias em Portugal.
Memoria sobre as pescarias na costa do Algarve.
Memoria sobre a agricultura do Algarve.

Memoria sobre a agricultura da provincia d’Entre ouro e
Minkho.
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* *®

Embora poucos, e alguns de interesse limitado, provam estes
trabalhos que alguma coisa se fez nos primeiros tempos da reforma
pombalina. Temos assim a indicacfio segura de que a investigagio
cientifica aparece sempre que haja condigles préprias para a rea-
lizar. Se esta actividade quasi desapareceu, depois de Lacerda
Lobo, a eulpa niio foi dos professores que tiveram nas snas mios
a direcglio do Gabinete. Muitos déles foram espiritos cultos e bri-
lhantes, professores cunjas ligdes ainda hoje sfio recordadas com
admiraglio. Citemos Sanches Goulfio, Santos Viegas, Teixeira Bas-
tos. Nio tiveram contudo estes professores — convém afirmd-lo
bem claro — condigdes materiais préprias que lhes permitissem rea-
lizar qualquer trabalho de investigacfio cientifica, nem chegou até
éles o impulso dado inicialmente pela reforma. de 1772.

Pressentem-se, hoje, rumores de um recoméco de actividade
Simples rumores contudo, pois estd ainda por fazer, neste meiado do
s6eulo xx em que nos encontramos, a reforma que esteja para o
nosso tempo, como a de 1772 esteve para a época em que foi pro-
mulgada.

Dr. Mirro Aveusto pa SiLva




Estudios cualitativos sobre algunas reacciones
de los sulfuros orgénicos y en especial
del de etilo ¢ diclorado

POR

I. Rieas, A. Ca%o y A. 8. CoxTRa

Laboratorio de Quimica Ongénica de la Universidad do Balamanca

Resumen: Se describe una reacién més sensible que la de Ober-
miller para poner de manifiesto la presencia de sulfuro de etilo 5’
diclorado en el agua o en el aire. Consiste en un enturbiamiento
lechoso coloidal fluorescente que se produce cuando trazas de aquel
euerpo se ponen en contacto con una disolucién acuosa de un hete-
ropolidcido, por ejemplo, #écido fosfowolframico al uno por ciento,
adicionada de unas gotas de disolucién acuosa de cloruro de oro al
uno por mil.

Mediante dicha reaccién, se puede recomocer la presencia de
aquel cuerpo aun diluyendo en cuatro litros de agua una gota del
mismo que corresponde aproximadamente a 1 en 200.000.

Esta reaccién se ha mostrado especifica en la investigacién de
dicho cuerpo en el aire.

Se ha demonstrado que el cloruro de oro transforma los sulfu-
ros orghnicos en sales de sulfonio y éstas dap la reaccién con los
heteropolifcidos y precipitan también con todos los reactivos gene-
rales de alcaloides.

Se demuestra que el producto de adicién del cloruro de oro al
sulfuro de etilo 5[’ diclorado debe ser considerado como complejo
de Werner de indice de coordinacién seis, en el que el oro ocupa-
ria el centro del octaedro y el sulfuro de etilo 5" diclorado inter-
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vendrfa en tres posiciones de coordinacién, dos de ellas, en vértices
opuestos, con sus dos &tomos de cloro y la ofra con el azufre

CH: — CH:Cl
/- s
S""lf‘:u:'CI

' R

CH: — CHsCl

Ia estrnctura dipolar cerrada de esta moléeula serfa la causa
de su extraordinfria solubilidad en todas las substancias orgénicas.
Sin embargo, hemos podido encontrar que el papel de celofin es
totalmente impermeable para dicho cuerpo.

Simultaneamente, Martha Obermiller y Gustav-Adolf Schriter
publicaron en Angw. Chem, 49, 162 y 164. 1936 dos trabajos muy
interesantes desecribiendo el mejor método actualmente conocido para
el reconocimiento del sulfuro de etilo ' diclorado.

Su fundamento consiste en utilizar la reaccién de precipitacién,
enturbiamiento o coloracién amarilla producida cuando trazas de
aquel cuerpo se ponen en contacto de una disolucién acuosa de
cloruro de oro al uno por mil. Asi se puede obtener reaccitn
positiva, en unos cuatro minutos, con la pequefia concentracién de
diez miligramos de aquel euerpo por metro cdbico de aire, concen-
tracién diez veces mas pequefia que la que se puede poner de
manifiesto, en iguales condiciones experimentales, con el reactivo
de Grignard, Rivat y Secatchard (Aon. Chim. (9). 15. 5. 1921). Ver
sobre este punto Izquierdo Croselles, Manual del Arma Quimica.
Espasa-Calpe. 1940. pag. 385 y L. Blas, Quimica de Guerra.

Por el cargo de Vocal de la Junta de Defensa de la Poblacién
Civil de Salamanca que desempefia uno de nosotros (I. R.) esté-
bamos interesados en el estudio de la reaccién anterior y ademéis
también porque su autor en el trabajo mencionado, deja planteado
el problema de su mecanismo quimico.

Martha Obermiller es la que ha dado a conocer el reactivo clo-
ruro de oro. Nosotros a fines de 1936 y principios de 1937 nos
propusimos, tomando como punto de partida su interesante trabajo,
investigar la posibilidad de existencia de otros reactivos todavia
mas sensibles.
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Por causas ajenas a nuestra voluntad los trabajos mo pudieron
ser publicados.

Considerando, como también lo admite su autor, que por lo
menos en una primera fase, la reaccién consiste en la adicién del
cloraro de oro al dtomo de azufre, con formacién de un producto
insoluble, y que la atencién de la investigadora alemana se fij6
solamente en los cloruros metélicos signientes :

Clz Cu CleCd CIyTi Cls Fe

Git Cllg C]g Hg Cl; Sn Cl: Pd

Cl; Au Clg Sn Cly Pt
Br; Sn

Y, teniendo presente que la produccion de compuestos metd-
licos, con los sulfuros orgénicos, puede tener lugar con otras sales,
ademés de las halogenadas, como sucede en el caso del nitrato de
plata tan bien estudiado por los qufmicos indios P. C. Riy
(C. 1. 934. 1932) cuyo trabajo al parecer no conocié Obermiller,
pues no aparece citado entre los que figuran en su bibliografia,
emprendimos la tarea empfrica, pero sistemitica, de ensayar la
accion del sulfuro de etilo 55" diclorado con las sales de todos los
fcidos de los metales a nuestro alcance.

El 5 de Febrero de 1937, al ensayar, en caliente, la accifn
del molibdato amdénico obtuvimos fuerte reaccion. Seguidamente
ensayamos los dcidos fosfowolfrimico, fosfomolibdico, silicowolfrd-
mico, cuyas disoluciones, tal com se usan como reactivos de aleca-
loides, producen abundante enturbiamiento y precipitado, calentadas
en presencia de una gota de sulfuro de etilo $3' diclorado.

En experiencias comparativas, las reacciones producidas por los
mencionados heteropolidcidos se mostraros mds sensibles que la del
cloruro de oro. Para fines préicticos, tenfan la desventaja de no
producirse expontaneamente a temperatura ambiente, siendo nece-
sario calentar. Entonces intuimos, que el efecto del calor, serfa
activar la molécula del sulfuro, para producir con los heteropolid-
cidos sal de sulfénio insoluble, de manera andloga a como los alea-
loides dan sal de amonio también insoluble. Si nuestra hipétesis
era correcta, se podfa buscar una activacién anféloga de la molé-
cula del sulfuro, mediante la adicidn de alguna substancia que
uniéndose al sulfuro produjera un complejo. Este es el mecanismo
usado por la naturaleza en sus procesos mis fundamentales y la
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teoria de la activacién molecular mediante la produccién de com-
plejos ha sido desarroliada también por Meerwein y figura ya en
libros elementales, por ejemplo Scklenk-Bergmann. Lehrbuch d.
Org. Chem. 1. 187. 1932. Entonces pensamos podfa tener dicho
carficter el producto de adicién que se produce con el cloruro de
oro y adicionamos unas gotas de la disolucién al uno por mil,
produciéndose la reaceién en frio y rapidamente.

Para buscar trazas de sulfuro de etilo B ' diclorado se proce-
derd de la siguiente manera. En un tubo de ensayo se pondrin de
10 a 20 cc. del agua problema se afiadirdn unos ce. de disolucién
acuosa de un heteropolificido al uno por ciento, por ejemplo de
dcido fosfowolfrdmico y se adicionard después unas gotas de diso-
lucidén acuosa de cloruro de oro al uno por mil; en caso positivo
apareceri una opalescencia lechosa y al mismo tiempo una fluores-
cencia azulada. El orden de los reactivos no puede variarse.

La sensibilidad de la reaccién anterior resulta ser, para perso-
nas experimentadas, de 10 a 20 veces superior a la de Obermiller.
Para personas acostumbradas a percibir la fluorescencia es aun
mucho mayor.

Asf se puede apreciar bién uma gota de sulfuro de etilo [/
diclorado disuelta en dos litros de agua lo que teniendo en cuenta
el peso de dicha gota, (0,018 gr.), supone una dilucién de uno en
110.000. También se aprecia una gota en cuatro litros de agua.

Si el sulfuro de etilo B3 diclorado se presenta en abundancia,
se produce una reaccién aniloga a la que producen los alcaloides,
llegiindose a separar precipitado.

Para investigar sulfuro de etilo 3 diclorado en el aire, se
hace burbujear éste a través de la disolucién del heteropolidcido
al uno por ciento adicionada de uno diez por ciento de otra de
cloruro de oro al uno por mil.

En la investigacién de dicho cuerpo en el aire dicha reaccién
se ha mostrado altamente especifica. Aire conteniendo vapores de
los siguientes cuerpos: oxol, sulfuro de etilo, vapores de disolven-
tes orgfinicos, cloruro de azufre, cloruro de arsénico, cloruro de
carbonilo, clorovinildicloroarsina, diclorovinilcloroarsina, difenilami-
nacloroarsina, eloropicrina, cloroacetofenona, sulfuro de vinilo y a2’
diclorosulfuro de dietilo, no ha dado la reaccién, ni su presencia
la ha estorbado.

Para analizar el producto de reaccitn, se tomé 0,2 gr. de sul-
furo de etilo 32’ diclorado y se agité en un frasco mecinicamente
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con 50, cc. de disolucién de decido fosfowolfrdmico al uno por
ciento, agregando 5 cc. de disolucién de cloruro de oro. Termi-
nada la reaccidn se separd por centrifugacién el precipitado y lavé
con agua varias veces y luego otras con alcohol, centrifugando
después de cada lavado. Despuds de seco pesé 0,55 gr. Fué inso-
lable, y por tanto incristalizable, en todos los disolventes ensayados.
Estd también desprovisto de las propriedades fisioldgicas del sul-
furo de etilo ' diclorado, lo que no deja de ser interesante. Su
composicion parece ser variable dentro de ciertos limites. Analoga-
mente ocurre con el precipitado de los alealoides.

El andlisis elemental cualitativo de dicho precipitado ha demos-
trado la presencia de todos los elementos de las dos moléeulas
reaccionantes, carbono, cloro, azafre, wolfram, fosforo. El cuanti-
tativo, dié malos nimeros que ademds no nos decian nada y fub
abandonado. Ejemplo: Cl% hallado, 7,68. 7,89. 6,84, 8% hal-
lado, 5,39. 498,

Para establecer, todavia més, la analogia entra esta reaceién y
la que producen los alcaloides hemos hecho el siguiente experi-
mento :

Con efedrina, alcaloide de peso molecular bajo y soluble en
agua, hemos preparado una disolucién diluida y afiadiéndole unas
gotas de disolucion al uno por cien de écido fosfowolfrdmico se
produce la opalinidad lechosa y la fluorescencia azulada caracte-
ristica de la reaccidn.

En cuanto a su mecanismo quimico creemos que los datos
experimentales expuestos y los que expondremos mas adelante nos
autorizan a admitir que el sulfuro de etilo 25 diclorado se trans-
forma, en una primera fase, en derivado de sulfunio y éste produce
después la reaccién con los heteropolificidos, que consiste en la
formacién de la sal de sulfonio.

Que nosotros sepamos, la precipitacién de las sales de sulfonio
con los heteropolifcidos no ha sido sefialada, asi como tampoco se
ha indicado su precipitacién por los reactivos generales de los
alcaloides. No hemos visto la menor alusién a ello en los trabajos
que, al hacer la bibliograffa, hemos leido ni tampoco se encuentra
indicada en libros de Quimica Orgfnica, antiguos ni modernos, por
ejemplo, Meyer-Jacobson, Richter-Anschiitz, Schlenk-Bergmann,
Karrer, etc. Si hemos visto caracterizar sales de sulfonio mediante
sn cloroplatinato, cloro aurato, picrato, ete.

De nuestros ensayos resulta que la precipitacién de las sales
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de sulfonio por los reactivos generales de los alcaloides parece ser
general y convendrd por tanto indicarlo al estudiar dichos reactivos
asi como se indica que también precipitan con ellos proteinas,
aminodeidos, aminas y ciertos glucdsidos, hecho que a nuestro
juicio puede tener interés en algunos casos.

El fenémeno que queda ahora por aclarar es el paso del sulfuro
a sulfonio.

La bibliografia nos ensefia la facilidad con que un sulfuro
orgfinico se transforma en sal de sulfénio por la accién de un deri-
vado halogenado en presencia de un disolvente orgdnico segiin la
reacecion

R>s+1iX=[R>S—RJ+.i
R R

También ha sido descrita, principalmente por P. C, Riy y Cola-
boradores (C. 1932. 1. 2569) la producecién de complejos, conte-
niendo un catién sulfénico por la accién de un sulfure, un derivado
halogenado y una sal metélica segiin la reaccién siguiente

Ri 56 R " by =
R}B +RX +4 XgMe— R}S—R [MeX3];
(Me =Hg, GEI, Zn, ete.).

También Balfe, Kenyon y Philips (J. Chem. Soc. Lond. 1930, 2554)
han demostrado la constitucién sulfonica de productos obtenidos en
virtud de la reaccién anterior.

Y por iltimo P. C. Riy y Colaboradores (C. 1932. 1. 934) han
encontrado que el tricloruro de antimonio se disuelve en los sul-
furos orgénicos liquidos sin reaccionar, pero calentando en tubo
cerrado entre 120° y 190° reaccionan obteniéndose la sal de sul-
fonio

R q 3 oty ~R ¥ =
R>S—|—ClsSb—|:0|:3b S\‘R].GI

En nuestro caso el sulfuro de etilo B3 diclorado pasaria a
derivado del sulfonio por la accién del calor y por la del eloruro
de oro.

Estudiemos por separado estos dos casos.

Accién del calor: Hemos visto que calentando una gota de
otros sulfuros (de etilo, propilo, alilo, ete.) con disolucién al uno por
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cien de écido fosfowolframico mo se producfa la reaccién descrita
para el sulfuro de etilo 23" diclorado, luego el paso a sulfonio de
este dltimo cuerpo, hay que buscarlo en su estado molecular espe-
cial, que hace que el azufre, con sus dos pares de electrones no
ligados, tenga una mayor tendencia que la normal en los sulfuros,
a captar un protén, en este caso del agua, transforméindose asf en
cation sulfonico. El calor no haria més que acelerar este fendmeno

ClCH; —CHg

G il i 2
8 +H+4 OH=HO
Cl GH;—CH;> -*+ E i

ClCH;—CHs - H|+
S
A ,Gl CH] - GH3> -

El estado electronico de la molécula del sulfure de etilo '
diclorado es conocido gracias a los hermosos trabajos de Bennett
y Colaboradores (J. Chem. Soc. Lond. 1927, 479, 1803) que lo for-
mulan asi

Cl — CHy — CHs — S — CHj — CHy — Cl
"3 + = + = + =

De cuya férmula se deduce la tendencia del azufre a pasar a
catién sulfonico favorecida por el cardcter electronegativo de los
fitomos de cloro y por su especial posicién beta dentro de la
molécula.

Accién del cloruro de oro: Ya Martha Obermiller sefiala en
su importante trabajo, que la primera accidn tiene que ser la
adicién del metal al &tomo de azufre porque los thiobteres produ-
cen reaccion, mientras los sulféxidos y sulfonas no.

Nosotros hemos estudiado la accién del reactivo cloruro de oro
al uno por mil sobre los varios sulfuros antes mencionados y todos
ellos dan reaccion aunque se diferencia de la producida por el
de etilo £ diclorado, fundamentalmente, en que el precipitado o
enturbiamiento coloidal amarillo-rojizo es mucho mas fugaz para
aquellos cuerpos que para éste.

Si sobre 5 cc. de reactivo cloruro de oro se afiade por ejemplo
una gota de sulfuro de etilo y se agita, aparece la reaccién bien
caracteristica, que es general para todos los sulfuros orgdnicos
ensayados, que se manifiesta por un enturbiamiento coloidal ama-
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rillo-rojizo que desaparece a los pocos segundos quedando un liquido
totalmente claro e incoloro.

También la reaccién que produce el sulfaro de etilo 3’ diclo-
rado es pasajera, como ya sefiald su descubridora, pero tarda mucho
més en desaparecer y en opinién de la misma, es debido a que la
hidr6lisis transforma el sulfuro de dicloro etilo, segtin es bien sabido,
en oxol y el producto de adicién de este cuerpo con el cloruro de
oro es soluble por efecto de sus dos grupos oxhidrilos. Ya se verd
més adelante que esta explicacién es solo parcialmente cierta.

Analizando el lfquido claro e incoloro resultante de la reaccién
antes mencionada, nos hemos encontrado con la sorpresa de que
el sulfuro se encuentra en forma de sal de sulfénio formando un
catién complejo juntamente con el oro y una parte del cloro del
cloruro de oro, la otra parte de dicho cloro forma el anién, pues
dicho liquido no da las reacciones del oro con écido oxélico, sul-
fato ferroso y cloruro estannoso; y precipitindolo por fcido fos-
fowolfrimico se obtiene un abundante precipitado blanco que
filtrado lavado y analizado contiene, ademéds de los elementos del
fcido fosfowolfrimico, carbono, azufre, uro y cloro.

Por otra parte el liquido en cuestion acidulado eon écido
nitrico precipita por adicién de nitrato de plata cloruro de plata,
reaccién que no pueds ser atribuida al cloruro de oro que even-
tualmente pudiera suponerse sin reaccionar, porque dicho cloruro
de oro no da precipitado.

Por tanto la reaccién entre el cloruro de oro al uno por mil
y el sulfuro debe ser formulada asi

p el 10 O % o 4B
~8+ Au—Cl ~» AnS/R =1 ol . Cl
R s gl O R “Au Clg

Se produce en su primera fase el complejo de adicién coordinado
coloreado e insoluble que se transforma rdpidamente en el cloruro
de sulfonio, més estable e incoloro 0 mucho menos coloreado.

En virtud de un proceso qufmico anélogo, transforma el cloruro
de oro en sal de sulfénio, la moléeula del sulfaro de etilo ¥
diclorado, pero su comportamiento, algo diferente, demuestra una
intervencifén de los Atomos de cloro.
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En primer lugar, la persistencia mucho mayor de la primera
fase de la reaccion, nos indica una mayor estabilidad del complejo
de oro coordinado producido.

En segundo lugar, hay que admitir la intervencién de los
dtomos de cloro del sulfuro de etilo 33’ diclorado en dicha coordi-
nacién, porque mediante el siguiente experimento se prueba que
estin activados y por eso poseen una mayor velocidad de hidrélisis.

Se toman dos porciones de una misma disolucién reciente de
sulfuro de etilo 33 diclorado en agua destilada y se dejan una al
lado de otra para conservarlas a la misma temperatura ambiente ;
a una de ellas se afiade disolucion de cloruro de oro suficiente
para producir el complejo y a la otra no se afiade nada. Al cabo
de algin tiempo desaparece la reaccién producida por el cloruro
de oro, por haberse hidrolizado en este liquido todo el sulfuro de
etilo B3 diclorado y transformado en oxol que da répidamente la
sal de sulfonio incolora y soluble; este liquido ya no da mds las
reacciones de aguel cuerpo, ni por adicién de més cloruro de oro,
ni por #cido fosfowolfrdmico seguido de adicion de eloruro de oro,
seglin nuestra reaccién. Por el contrario, la otra porcién de liquido
a la que no se adiciond cloruro de oro continua dando las reaccio-
nes del sulfuro de etilo ' diclorado.

En tercer lugar, el siguiente experimento prueba también la
intervencion de los dtomos de cloro en la formacion del compuesto
de coordinacién coloreado con el cloruro de oro.

Se agita una gota de sulfuro de etilo 55’ diclorado con diez ce.
del reactivo cloruro de oro durante unos segundos e inmediatamente
se filtra, recogiendo el filtrado sobre disolucién de nitrato de plata
previamente acidulada con #cido nitrico observéindo-se que inme-
diatamente no se produce precipitado de cloruro de plata, sino que,
éste va apareciendo progresivamente en la medida que se va
decolorando el producto de adicidn.

Por tanto formularemos la primera fase de la reaccibn del
cloruro de oro con el sulfuro de etilo 5 [3' diclorado mediante un
complejo coordinado del oro con indice seis asi

CH: — CHsCl
R e
S""%"“:'G]
Kool i

CHs: — CH; Cl
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El atomo de oro acuparia el centro del octaedro de Werner y
la molécula del sulfuro de etilo ' diclorado intervendria en tres
posiciones de coordinacién ocupando el azufre una y los dos cloros
otra cada uno en vértices opuestos del octaedro. Mediante la cons-
truccién de un modlélo estereoquimico se aprecia perfectamente la
posibilidad de dicha distribucion espacial. Ademfés no estd en
desacuerdo con la configuracién estercoqufmica de la molécula del
sulfuro de etilo 3" diclorado que exigen Zahn y Mohles (C. 1939.
I 3530) como resultado de sus medidas de su momento dipolar.

Esta estructura dipolar cerrada nos explicarfa el extraordinario
poder disolvente de esta molécula sobre las restantes orgdnicas y
la dificultad de encontrar substancias impermeables a dicho cuerpo.
Nosotros en 1937 investigamos, con auxilio de nuestro reactivo,
este problema y solo encontramos totalmente impermeable, el papel
de celofédn.

El hecho de precipitar el sulfuro de etilo 3 diclorado por
algunos de los reactivos generales de alcaloides era conocido ya
desde 1920 en que, segin la bibliograffa que figura en el trabajo
ya citado de Schriter, F. Martin (J. Pharm. Chim. (7). 22. 161)
cuyo original no hemos podido leer, propuso como reactivos de
dicho cuerpo el de Bouchardat (iodo en ioduro potésico y el de
Dragendorff (ioduro bismiitico potéasico).

Modernamente Buriana (C. 1937. II. 2300) ha propuesto el
iodo mercuriato sédico para su determinacién cuantitativa reco-
giendo el precipitado obtenido y J. Hokl y V. Karhanek (C. 1938.
I. 239) han vuelto a proponer el reactivo de alcaloides segtin Dra-
gendorff y ademés el de Mayer (iodo mercuriato potésico) indi-
cando que estos reactivos son menos sensibles que el de Grignard.

Ahora comprendemos porqué solamente los reactivos de alca-
loides anteriores precipitan al sulfuro de etilo [ diclorado (por
tener iodo o halogenuro metilico que produce la transformacién en
sal de sulfonio, que es la que precipita) y porqué en los hetero-
polificides no habfa sido descubierta dicha precipitacion.

Salamanca a 16 de Diciembre de 1910. Laboratorio de Qui-
mica orgfnica de la Universidad.



Sur quelques théorémes classiques

PAR
J. Viceste GoxgaLves (!)

(i Coimbra)

La premitre partie de ce travail contient 1’extension des théo-
rémes de Darbousx, Rolle et Lagrange i une classe de fonctions
dérivables — les fonctions g () — comprenant des fonctions discon-
tinues; dans la seconde partie je m’occupe des fonctions qui ne
passent pas d'une valeur a une autre sans prendre toutes les
valeurs intermédiaires (fonctions remplissantes); et dans la troi-
sitme et dernidre partie je fais en quelque sorte I'inversion locale
du théoréme des accroissements finis.

I — LE THEOREME DE DARBOUX

1. Dans ce qui va suivre, g () désigne toujours une fonction
qui vérifie dans (a, b) les trois conditions suivantes:

«) Elle y est la dérivée (finie) d'une fonection [que nous repré-
senterons par G (z)];

) Elle y admet, au moins aux points intérieurs, une dérivée
finie ou infinie;

7) Si elle n'est pas continue, ses points de discontinuité for-
ment un ensemble réductible.

Toute fonction jouissant de ces mémes propri6tés dans un certain

intervalle (z, ) sera pour nous une fonction g (ou au type g) dans
cet intervalle.

(') Boursier de I'Instiluto para a Alla Cultura.
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Une fonction continue est évidemment une fonetion ¢ dans tout
intervalle ol elle possdde une dérivée (finie ou infinie).

1. g (x) n'a jamais des points de discontinuité de premitre
espéee.

En effet, d'aprds le théoréme des accroissements finis,

GI:CJ.‘-:;:—'G(C} —g (¢ 4+ 0 k) (o<TB<T1)

la limite de g () pour & =e¢, lorsqu’elle existe, est done toujours
G' (e), c'est-a-dire g (c).
La fonction

fle)=sen— | flo,=o,

discontinue pour & = o, nous offre un exemple trés simple d'une
fonetion ¢ & un seul point de discontinuité.

Lorsque f (x) est une fonction ¢ dans (a + ¢, b), quelque petit
que soit le nombre positif ¢, on dit qu'elle est une fonction g
dans (a + o, £). Il existe alors, évidemment, une fonetion I (x)
ayant f (x) pour dérivée pour toute valeur de » vérifiant la condi-
tion a <ax<b.

On entendra de méme les fonctions qui sont au type g dans
(a, b —o0) ou dans (a + o, b — o).

Soit f (x) une fonction qui est au type g dans (a - o, b) et qui
admet pour w=a une limite finie k. f (z) reste donc bornée au
voisinage de a et, d’aprds le théoréme des accroissements finis,

Fa')—F@)=@"=2)f()  @<<y<a")

sa primitive /' (r) admet elle aussi une limite finie A pour x =a
Dés lors, si nous faisons

9 (@=f(x) , ®(@)=F(x) pour a<ald
et
9 (x)=1Fk y ®(e)=K pour =z=a

1
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P (x) sera continue dans (a, &) et, d’aprés la relation

‘I’[ﬂ+ﬁ:—q’{“}=?(a+0k} (0<<O<),

aura pour x=a une derivée ¢gale 4 ¢ (a). La fonction ¢ (z) sera
donc une fonction g dans toute I'extension de intervalle (a, b).
De ces fonctions ¢ (x) et @ () nous dirons qu'elles sont
les prolongements naturels de f (r) et F (r), respectivement,
pour x=a.
Nous pouvons alors éerire:

2. Lorsqu'une fonction est au type g dans un intervalle ouvert
et y admet un prolongement naturel, ce prolongement est encore une
fonction g dans Uintervalle fermé.

2. Cela posé, revenons i notre fonction g (2). D’aprés la con-
dition ), g (2) admet, an moins & l'intérieur de (a, b), une derivée
finie ou infinie g' (x). Nous désignerons par & et A" les bornes
de cette dérivée pour a <Zx<Tb et nous allons montrer que

1. g (x) prend a Uintérieur de (a, b) toute valeur ) comprise
entre k et K.

Dire que g' (x) prend la valeur i c'est dire que la dérivée
de g (#)— 4 x prend la valeur zéro, et réciproquement. Nous pou-
vons done supposer 4 = o et par suite k<o , K >o.

D’apris la définition méme de ces limites, il existe & 1'in-
térieur de (a, b) deux points = et (i tels que g¢' (a) <o
et g' () >o0; et on peut déterminer un nombre positif J de
manidre & avoir

ﬂ(x-i—»’!!:—glﬁ} Eiiir, ri(ﬁ+ﬂ;:—ﬂif5)>o

pour toute valeur (positive) de % plus petite que 9.
Or, la fonction

g leth)—g (x)
? (J‘}— }'J.
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ayant dans (=, f3) une primitive continue, la double condition
¢ (2)< 0, 9 () =0 implique, d’aprds le théordme de Darboux,
9 (§) =0, c'est-i-dire

1) gE+h)=g@ (x<<E<P).

Nous voyons done que I'hypothdse k<To, K >0 entraine
'existence de deux points £ (k) et £ (k) + k —h Gtant aussi petit
qu'on le veut — pour lesquels g (x) prend des valeurs égales.

Supposons maintenant que g' (x) ne soit jamais nulle &
Uintérieur de (a, b) et construisons une succession %, tendant vers
zéro et telle que la correspondante succession £, tende vers quel-
que limite X [nécessairement contenue dans (z, %), done intérieure
i (a. b)].

Ni £, ni £, -+ %, ne peuvent rester fixes pour une infinité de
valeurs de =: il serait alors §,= X ou £, 4 %, = X (pour de
telles valeurs de =») et il s’en suivrait g' (X) =0 & cause de 1);
il n'est pas possible, non plus, que X' demeure intérieur i
(Eay Ea -+ hy), car, pour % assez petit, les deux conditions

yl (-YJEO 3 En{X‘{Em'f'kn
entraineraient
9 ESg (ot ha)

A partir d’un certain ordre, X est donc en dehors de (%, 5, +/,)
ot les relations

limEy=1Ilim En+ hna=X

assurent 'existence d'une infinité d’intervalles (§, £ -+ &), tous dis-
joints, pour lesquels X' est un point limite.

Soit (ay, b,) un de ces intervalles. Que f (x) y soit continue on
non, on ne peut avoir toujours g' () >0 (ou g' () <o) depuis
a; jusqu'd b car g (a)=g (b9 (!). On peut donc trouver dans
(@i, b)) deux points —a; et 5, — pour lesquels g' (x) prend des

(') Aiosi qu'il este bien connu, il n'est pas ndcessaire d'avoir recours an
théoréme des acroissements finis pour établir qu’une fonction dont la dérivée est
positive dans tous les points d'un intervalle est croissante dans cet intervalle,
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valears (finies ou non) de signes opposés, et on en déduit comme
ci-dessus qu’il existe dans (z; ;) un point .X; limite d’intervalles
disjoints (a;;, bi;), dont les extremes donnent des valeurs égales
pour la fonction g (x). Et ainsi de suite.

8'il y avait un intervalle (a;;...m, b;;.. ») dans lequel g (z) fiit
continue, nous aurions certainement g¢' (x')=o0 pour quelque point
intérieur x'; mais, par hypothése, c’est toujours ¢' (z)==o: il est
donc nécessaire qu'il y ait an moins un point u de discontinuité
pour g (x) dans chacun de ces intervalles.

Or, les points u appartenant & (ay b;) ont an moins un point
limite — .X'; les u appartenant aux (a;;, b;;) ont au moins un point
limite X'; dans (ay ;) et, par conséquent, il y aura au moins un
point — X' — dans Jeur second dérivé; et ainsi successivement.
Si ¢'était ¢' (z)Z o partout & Vintérieur de (a, b), les points de dis-
continuité de g (x) formeraient donc un ensemble ayant des dérivés
de tout ordre fini, et ceci n’est pas possible d’aprés la définition
méme de g (z)

Nous avons ainsi étendu aux fonctions g (z) le théoréme de
Darboux pour les fonctions continues,

1l convient de remarquer que
2. g' (x) admet dans (a, b) les mémes bornes qu’a U'intérieur.

Occupons-nous, par exemple, des bornes infériemrs k et I,
celle-ci se rapportant i l'intervalle fermé.
Si c’était & <K', les bornes correspondantes pour la dérivée de

9 (@)=g(x)—7a k'<y<kh)

seraient ' — y< o et k— y >o. Il suffit donc de prouver quon
ne peut avoir &' <Zo et k> o.

k étant positive, g (x) croit avee x a l'intérieur de (a, b), et il
vient ¢ (a -+ 0) <" g () < g (b—0); or, k' < o entraine g'(a)< o ou
g (D<o, c'est-a-dire g (a)>g(a+0) ou g (b)< g (b— 0); g (x) aurait
alors an moins un point de discontinuité de premidre espdce, et nous
savons que cela n’est pas possible (1. 1).

3. On peut maintenant généraliser sans peine les théordémes
classiques de Rolle, Lagrange et Cauchy, les rendant applicables aux
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fonctions g (), et cela sans rien supposer de 'existence de g' ()
aux points extrémes.
Par exemple,

1. Sig(a)=g(b), g' (x) s’annule entre a et b.

1l suffit de montrer que g¢' (x) prend des valeurs de signes
opposés i lintérieur de (a, b). Or, si I'on avait toujours g' () >0
pour a<_a<_b, on aurait aussi, pour ces mémes valeurs de x,
g (a -+ 0)<g ()< g (b— o) et ce seraient g (a 4 0) et g (b— o)
et non pas g (o) et g(b) les valeurs de G'(x)==yg (z) pour x =a
et z=1> (1. 1).

Les théorémes de Lagrange et de Cauchy se déduisent comme
d’habitude du thGoréme de Rolle.
Remarquons seulement que la premidre de ces propositions,

g (x+ "f’l — g (*) =g'(x+0h) (o<<OY),

nous assure que la limite de g' (t) pour t =u, lorsqu’elle existe
(finie ou non), est la valear méme de g'(t) pour ¢ = .
En particulier,

2. g'(x) n'a jamais des points de discontinuité de premitre
espice et est par suite une fonction continue dans tout intervalle
oiv elle est monotone.

4, Les fonctions g(x) ne sont pourtant pas les seules auxquel-
les on puisse appliquer ces propositions fondamentales. En voici un
exemple, dont nous aurons & nous servir plus tard.

Soit f () une fonction au type g pour a <"ax < b, mais ayant
au point &= a une discontinuité de premidre espéce.

Nous savons (1. 2) que cette fonction admet un prolongement
naturel o (), qui, lui, est une fonction g dans tout I'intervalle (a, b).
Nous avons done le droit d’écrire

2@+ =900 _gainl)  (e<n<1)

h
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c'est-d-dire

(a-+h)—Ff(at o s
Jla+t )h,f‘( <oy (T RT TR OY

De la

st =4 _ A

1)

en posant

h f(a+tnk)+ A

A=f(a+ o0)— f(a).

On a d’ailleurs ' (a) =+ co selon que 4= o.

Faisons maintenant I’hyppothdse que f' (x) puisse converger
vers f' (a) le long d’une succession «, ayant a pour limite, et choi-
sissons x, en sorte que f' (r,) soit comprise entre f' (a) et le
second membre de 1). Ce second membre sera alors lui méme
compris entre [’ (iy) et f'(a--nk) et il y aura (2. 1) entre 2,
et @ 4 k un point @ - 6 & tel que

A .
1'(a+nh)+ -=f @+ 0h)

Ce sera done
fla-h)—f(a)

E ={f (a4 0k) (0<C0<1),

2)

pour toute valeur positive de & < b — a.

Il est & remarquer que, réeiproquement, cette relation 2) entraine
pour ' () la possibilité de converger vers f' (a) le long d’une suc-
cession ayant @ pour limite. La condition est done, en méme temps,
nécessaire et suffisante.

11 — LES FONCTIONS REMPLISSANTES

8. BSoit f () une fonction réelle quelconque et soient I (e, ¢)
et L (e, ¢) ses bornes pour l'intervalle (¢, ¢ - ¢). Nous ferons

l(c4o)=1lim l(c,e) , L(e+o0)=Ulim L(c,c) (ale<lbh)

1] E=0

et nous dirons que ! (¢ o) et L (¢ -- o) sont le minimum et le
maximum de f (x) pour x=-¢c 4 0. Ces limites (finies ou infinies)

]
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et toutes les valeurs intermédiaires seront pour nous les valeurs
possibles de [ (x) pour r=c¢ + w

Toute valeur % (nécessairement finie) prise par f () dans
(e, ¢ + ), quelque petit que soit ¢, sera une valeur réalisable a
¢+ o

Evidemment, seules les valeurs possibles & ¢ - o peuvent y étre
réalisables.

Ces conventions s'étendent d’elles mémes & ¢ — o, c’est-d-dire
au coté gauche de c.

La plus petite des limites [ (c |- o) et [ (c —o) est lo mini-
mum 1 (¢) de f () pour = =c; la plas grande des limites /. (¢-|- 0)
et L (¢ — o) est le maximum L (¢) de f(x) pour x=-c.

D’ailleurs, comme on a

lic+o)<L(e—o) , l(e—o)L(e+ o)

I(c), L (¢) et toute valeur intermédiaire sont des valeurs possibles
de f(x) pour x=c —soit & gauche (r=c — o), soit a droite
(x=¢c+ 0)

Nous dirons que f () est remplissante dans (a, b) lorsque cette
fonction ne peut passer de f(x) & f () sans prendre dans (=, f5)
toutes les valeurs intermédiaires, et cela quels que soient x e f3
dans (a, D).

Les dérivées & primitive continue et, plus généralement, les déri-
vées des fonctions g () jouissent de cette propriété; il y a pourtant
des fonctions remplissantes qui sont partout discontinues.

Une fonction remplissante dans (a, b) prend & Uintérieur de
cet intervalle toute valeur comprise entre ses bornes pour ce méme
intervalle,

Soient I et L les bornes de f(x) pour (a,b) Sil'onal<d<_L,
on peut déterminer «~a et (< b en sorte qu'il soit encore
f(z)<<)<f(B), et alors f(x) prendra la valeur 3 & lintérieur
de (2, ).

Il est d’ailleurs Gvident que f(x) a les mémes bornes dans (a, ),
que l'intervalle soit ouvert ou fermé.

6. f (z) sera dite remplissante & ¢ - o lorsque toutes ses
valeurs possibles pour z=¢ -} o y sont réalisables, sauf, peut-gtre,
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celles qui sont des bornes de la fonetion pour quelque intervalle
(e, € +¢). Méme définition pour z=¢— 0. Et nous dirons que
f (x) est remplissante & ¢ lorsque cette fonction sera remplissante
de—oetideto(l.

Une fonction remplissante dans (a, b) U'est aussi i tout point
de cet intervalle,

En effet, étant remplissante dans (a, b). f () prend dans (e, ¢+ ¢)
toute valeur comprise entre [ (¢, ) et L (¢, ¢); elle y prend done
toute valeur comprise entre [ (¢ + o et L (e - o), et cela quelque
petit que soit z. Elle y prendra m&me la valeur [ (¢ + o), par exem-
ple, si toutefois cette valeur, supposée finie, n'est la borne de f(x)
pour aucun intervalle (¢, ¢ 4 d). Toutes ces valeurs sont bien réa-
lisables pour z=¢ 4 o, et il en serait de méme pour le coté gau-
che de c.

Remarquons encore que f(z) prend effectivement dans (¢ — ¢,
¢ -1 ¢) toute valeur comprise entre [ (¢) et L (¢). Parmi les valeurs
possibles & ¢ il y a done deux, tout au plus, qui w’y sont pas réa-
lisables.

La fonction

fx)=2 z (1 + sen % + log z?) — cos '15 (f (0)=0),

ayant partout une primitive continue, est remplissante en tout
point. Pour x = o0, nous avons

l(to)=l(—0)=—1 , L(4+0=L(—0)=1;
les deux limites sont bien réalisables 4 gauche, mais le premier
seul est réalisable i droite. On voit que L (4 o0) = 1 est la borne
supérieure de f (z) pour des intervalles (o, ).
Réciproquement,
Une fonction remplissante & chaque point de (a, b) est aussi

remplissante dans (a, b).

{; Bien entendu, pour ¢ =a ou ¢ =5 on ne considire qu'un coté de e.
i po 1
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Nous prenons 2 plus grand que f («) et plus petit que f () et
nous allons montrer qu'il se trouve dans («, %) un point £ pour
lequel f (z) égale i

Il en est bien ainsi s'il y a 4 Dintérieur de (z, ) un point
£ tel que

1B <i<L .

Admettons done que cela n’ait jamais lieu et choisissons a
V'intérieur de cet intervalle un point e tel que L (¢) < A (Il suffit
pour cela que { (¢) < 3).

8i f () prend des valeurs plus grandes que i en tout intervalle
(¢, ¢+ ¢), nous avons L (e} o)=172 et ) n'est alors la borne supé-
rieure de f () pour ancun de ces intervalles, — pas plus que la
borne inférieure si f (¢)<Z). Dans ce cas-ci, done, 1 est atteint
en c, & droite. D’ailleurs, lorsqu'on n’a pas f (¢) <7, les relations

f (XL (e +0)=)

donnent f (¢) =1, et la proposition est bien démontrée.
S'il y a des intervalles (c, ¢ 4 ¢) ol jamais f () ne surpasse 1, soit
7 le borne supérieure de leurs extrémes ¢ - :. Evidemment, 7y < 5.
On ne peut avoir L (y) <TA, car cela entrainerait y<f et il y
aurait alors un intervalle (7, ¥ - <) ol nous aurions encore

f @<L (p)+3<h

Si L (y)=24, il vient aussi y < [; et, comme f (x) prend dans
(7, 7+ ¢) des valeurs plus grandes que A nous retombons dans le
prémier cas (y = ¢).

Enfin, si L (y) >3, nous avons f (y)>>2, done L (¢ —0) >},
et en méme temps ! (¢ — o) 3 (car f(x) <) & gauche de y).
A est donc possible en ¥, i gauche, et y est aussi réalisable, car
elle n’est ni la borne supérieure ni la borne inférieure de f (z) pour
un intervalle (y — ¢, y), sauf, pour la dernidre, si f (z) demeure tou-
jours égale a 7 au voisinage gauche de 7. En tous les cas, done,
J (z) prend la valeur 2 & I'intérieur de (=, f).

Pour une fonction g (x),il y a tout au plus un ensemble réduc-
tible de discontinuités et, pour tout point de cet espice, tout au
plus deux valeures qui n’y sont pas réalisables. Done,
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Pour une fonction g (x), les valeurs non réalisables li oic elles
sont possibles forment, tout au plus, un ensemble dénombrable.

111 — INVERSION LOCALE DU THEOREME
DE LAGRANGE

7. Le théoréme de Darboux (2. 1) admet une interprétation
géométrique bien simple :

Tout nombre compris entre les bornes k' et K' de g' (x) pour
Uintervalle (a, b) est le coefficient angulaire de la tangente a la
courbe y=g(x) @ un poiat intérieur de Uarc correspondant d
cet intervalle.

On pourrait y ajouter, en renversant en quelque sorte I'inter-
prétation gbométrique du théordme des accroissements finis,

Le point de contact appartient & des arcs dont la corde est
paralléle a la susdite tangente.

En effet, choisissons 2, (3 et 4 de manidre i avoir

1 ; 3
Flretn—g@|<a<i[setn—g0)]

pour toute valeur (positive) de % plus petite que 3. La fonetion
; 1 .
p ()= i | gle+h)—g(x) |

Gtant la derivée d'une fonction continue, il existe & Dintérieur
de («, 5) un point £ tel que ¢ (£) =1, c’est-i-dire, d’apris le théo-
rome de Lagrange,

l- gE+R)—g@) |=)=g'E+0h) (o<<HI).

4 est donc, en méme temps, le coefficient angulaire de la tangente
au point d’abeisse £ + 6 & et le coefficient angulaire de la corde de
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l'are correspondant i Dintervalle (E, £ + %), au quel cette abcisse
est intérieure.

En diminuant & et en augmentant £, on peut faire en sorte
que £ + 0% reste constante (sans variation de 0), et on obtient
alors une infinité d’arcs ayant la propriété dont il s’agit.

La proposition est d’ailleurs géométriquement intuitive: Si en
Mo [x9, g (°)] aboutissent deux arcs de y= g () — I'un pour x Zx?
'autre pour &~ x°—et si ces arcs sont placés du méme coté de la
tangente 1/° 7, en conduisant par un point voisin M [x, g (x)] une
paralléle a cette droite on aura une corde dans les conditions désirées.

Par conséquent,

La tangente oblique aux cordes de tous les arcs contenant i
Uintérieur son point de contact est une tangente d'inflexion; et la
valeur correspondante de g (x) est une des bornes k' ou K' de cette
dérivée pour Uintervalle de la courbe.

8i M° est un point d'inflexion, tout arc assez petit ayant ce
point & l'intérieur posséde une corde oblique i la tangente M° 7
on confondue avee celle-ci.

8. Cette question de parallélisme parmi cordes et des tangentes
présente un aspect local d’'un certain interét.

Soit A/ la répresentation géométrique (continue ou non) de la
fonetion y = [ (r)—a < x< b —dans le plan des axes rectangu-
laires OX et OV, ce dernier étant censé vertical:

Dans quelles conditions AB contient-il une partie AH dont la
tangente intérieure MT — lorsqu’elle n’est pas verticale— soit paral-
lele i la corde d’un arc AN, plus grand que AM et ayant la méme
origine A?

Nous allons étudier cette question en supposant qu'a tout point
M correspond un seul arc AN et que cet arc s’annule en méme
temps que M (). Nous admettrons en outre que f () est une
fonetion ¢ & Vintérieur de (a, b).

(1) Clest i-dire que N tend vers la droite z =a en méme temps que M. Ce
n'est pas toujours le cas si f(x) est discontinue pour & = a.
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Analytiquement, en faisant pour abréger a = f (a) =0, il s'agit
de chercher dans quelles conditions il existe un nombre positif «
tel qu'a tout @ de (o, ) on puisse faire correspondre un et un
seul y > r tendant vers zéro avec x et vérifiant 1’égalité

) Iy
4) T (z)=- i
partout oit [’ (a) est finie.

Nous ne ferons ancune hypothése sur la nature de f (x) pour
#==o0; mais, cette fonction étant du type ¢ i I'intérieur de (o, b),
il en sera évidlemment de méme de la fonction ¢ (»)=f (=) :x, qui
y est continne et dérivable en méme temps que f(x) et admet
aussi une primitive continue.

En supposant que = existe et jouisse des susdites propriétés,
choisissons dans (o, ) un point £ ot /' () ait une wvaleur finie.
A x =E correspond par hypothése un y = » et nous aurons

f (0

7

5) f @=-

=g (n)

Tout d’abord, 2 (x) est continue pour x=n

En effet, s'il en était autrement, on aurait, par exemple,
I i5)=9" (1) = + co et, p et ¢ étant le minimum et le maximum
de ¢ (z) pour x = u, il viendrait ¢ (v) =p. Or, soit A un nom-
bre compris entre

p=f & e ¢g<f )=+ o0

et soit # un point de (£, ») ou f' (z)=2. Nous savons que dans
tout intervalle (v — ¢, »n + ) il se trouve une infinité de points v
o 7 (z) prend cette valeur 4. Alors, pour x = u il y aurait non
pas un, mais une infinité de points correspondants y = v.

Done, o () est bien continue pour z = =.

En second lien, ¢' (n) @ une valeur finie,

Si l'on avait, par exemple, 3' (n) = 4 co, ce serait aussi

1)== -+ oo et on pourrait construnire une sunccession croissante
I + t t t r t
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na—n, telle que f* (v,) -» 4 oo (1). Soit T la limite des &, qui cor-
respondent aux »,. Comme 3 (3,) - 4 oo, on ne peut avoir 5 =m;
et alors les conditions n, <75, n, - » donnent & >,

Or,  (Z,) peut approcher -+ co, mais on n’a pas

fim ¢ () =+ o0,

e}

car, si celd était, la primitive de g () aurait & 5 une dérivée infinie
et non pas égale i 9 (3). Done, ¢ (x) peut tendre aussi vers une autre
limite A quand z tend vers 5. Mais ceci n’est pas moins impossi-
ble, car, étant remplissante 4 3, ¢ (x) devrait prendre, an voisinage
de ce point, une infinité de fois toute valeur finie 2 > . prise par
f' (z) an voisinage de =.

Enfin, pour n<«, 3' (n) Fo.
En eifet, les deux conditions #n<C«, 3' () 5 oo assurent & z =7
un correspondant y =35. Nous avons done

I'"G=gwm) , J' (1)=95)

et I'hypothise ' (n) = o0, cest-d-dire 9 (n) == f' (x), entrainerait
'existence de deux correspondants pour E: savoir » et .

9. Ces remarques faites, nous allons maintenant démontrer que
1. Si « existe, g (x) est monotone & Uintérieur de (0, b).

D’abord, il existe certainement un nombre J tel que f' () ne
change pas de signe en (o, d), car, 8'il en était autrement, f' ()
s'annulerait 4 des points z, convergeant vers z = o, points dont
les correspondants convergeraient eux-mémes vers zéro, et alors,

(') fix) étant une fonction g i I'intérieur de (o, &), pour tout point ¢ qu'on
¥y prenne ce sera (d)
[ (e I,,,{'i_ I (e)
i +h

=f'(etoh) (o<<0<1)

Il est donc possible de construire une successions (méme monotone)
Zn=2e-10n hy, tendant vers e et telle que [’ (zn) =1/ (e).
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en prenant f' (Xy)<To et f' (X3) > o0, tout i, aurait encore un
correspondant entre les correspondants ¥ et 1y de Xy et X, vu
que 3 (Yy)<o et (Ys) >o0.

Supposons donc [ (x) positive i lintérieur de (o,d). f(z) y est
alors une fonction croissante et nous pouvons méme admettre (en
remplagant au besoin ¢ par un nombre plus petit) qu'elle y est
toujours positive (i cause de 4). Lorsque x tend vers zéro, f (z)
déeroit done vers une limite finie f'(+ o) et, s'il arrive que f(+ 0)
differe de f (o), 4) nous assure que f' (z) peut converger vers ' (o)
le long d’une succession ayant zéro comme limite. f (z) étant une
fonetion g pour o <<z < b, ce sera alors (4), pour toutes ces valeurs
de =z,

6) f-f}:f (u) (o <u<a).
Or, si 'on avait
9 (V) =9 (Uy) o< h << U W),
en faisant
! f_ﬁ;” = f' (ud),

on aurait également
J' (e =29 (U) =9 (Us)

et i x=uy correspondraient y = U, et y = U3, ce qui est impos-
sible par hypothése. Done, ¢ (z) est bien une fonction monotone.

Le fait que, d’aprés 6), tout = est aussi un y, nous montre que
3' () est toujours finie & l'intérieur de (o, b); il en est de méme,
done, de f'(x) et par suite [ (x) est une fonction continue pour
toutes ces valeurs de x.

g () étant monotone, f' (o), d’apris sa définition mdme, existe
toujours (finie ou non), et on voit & 4) que

7) lim f' (&) =f (o).

E=0

D'ailleurs, on a partout ¢' (¥)<<o on ' (x)>o0; mais, puisque
tout « est aussi un y, seules les inégalités sont possibles. Done,
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S o existe, f(x) vérifie la relation 7), ainsi que l'une ou Uautre
des conditions

8) af @—f@)<o , 2f @ —f(@>0 (o<alb)

Réciproquement, la premidre des conditions 8), par exemple,

ttant vérifide, 5 () croit avee % et il vient

¢ () <<e (=) <f'(o).

Or, f' (=), qui est plus petite que 3 () d’aprds 8), tend vers [ (o)
lorsque « tend vers zéro. On peut donc determiner = en sorte que

9) P B<f (£)<p() pour o<zrZa

et, ¢ (u) étant remplissante dans (¢, &), il y aora & Uintérienr de cet
intervalle un y tel que

P ()=7F (x).

Naturellement, il n'y en a pas d'antres a cause de 8); et y tend
vers zéro en méme temps que x, car, plus » est petit, plus petit
aussi serfi de nombre © qu’on pourra mettre en 9) i la place de b.

En nous débarrassant des hypothises faites pour abréger 1'éeri-
ture, nous pouvons donc dire :

2. f(x) étant une fonction g pour a<_x < b, la condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe un nombre positif = tel
qu'd tout k< o corresponde un et un seul h >k vérifiant la rela-
tion

flath)—fla)y=hf (a+ k)

et tendant vers zéro en méme temps que k est que f (x) elle méme
vérifie l'une ou U'autre des inégalités

10) (v —a) f' (@) Zf () — f (@)
pour toutes les valeurs de x considerées el qu'on ait en outre

11) m ' (x)=f" (a).

L=
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Les conditions 10) et 11) sont certainement virifiGes au voisi-
nage de x==a lorsque f" (a) existe et a une valeur finie et diffé-
rente de zéro.

En effet, nous avons alors, d’aprés la formule de Taylor-Peano,

el

Im: z:o)

Ill i

f{r} J‘[a}—{l—a}f {ﬂ}-l-

et la définition méme de dérivée nous donne en méme temps

f@=f @4+ @—a|f @ +="l - ook |

Ce sera done
12) (?—ﬂ)f () —-ﬂf{:]—f{\q)) . " (a)4e" | i,‘:ftgr'. 0)7

ainsi que l'exige 10). La condition 11) est évidemment satisfaite.

Si f" (a) n’existe pas ou a une valeur nulle ou infinie, mais 1 (r)
demeure toujours différente de zéro au voisinage de a et f'(x) y
est une fonction g, les deux conditions 10) et 11) sont encore verifiGes.

En effet, /' () ne pouvant alors changer do signe, le premier
membre de 12, dont la dérivée est (x —a) f" (), reste toujours
positif ou topjours négatif pour les petites valeurs de & —a. Et
d’autre part f'(z) est une fonction monotone. On suppose, bien
entendu, f () bornée au voisinage de «, autrement f (a + o) pour-
rait ne pas exister.




PARECER

actrea da fiscalizacio e condicionamento
de venda das especialidades
farmacéuticas

Dignou-se o Sindicato Nacional dos Farmacéuticos de convidar
a Faculdade de Cidncias da Universidade de Coimbra a pronunciar-se
sdbre a doutrina do ante-projecto de um decreto-lei e respectivo
Regulamento, cuja promulgacfio vai solicitar do Govérno da Naglio
Esse ante-projecto, respeitante i fiscalizaglio e condicionamento de
venda das especialidades farmacéuticas, sugere as seguintes consi-
deragdes que se afiguram da mais alta importincia.

No art. 1° alfnea 3% estabelece-se que de quaisquer especiali-
dades farmacéuticas que se pretenda introduzir no mercado se for-
pecam «as amostras necessirius para as andlises e experiéneias a
que a nova especialidade deve ser submetidas; e na alfnea 4.*
determina-se que, depois de feitas as andlises o experiéncias em
questdio, o requerente se tem de apresentar a um jiri de que fazem
parte virios membros e entre &les um professor catedrdtico da
Faculdade de Ciéneias.

Parece mais razoavel que em vez dum erame, o requerente
objecte por escrito a quai:quer alegagdes que as entidades oficiais
encarregadas das andlises e apreciagiio do valor terapéutico das
especialidades, no seu relatério, contra elas apresentem. Mais razo4-
vel e mais seguro.

Onde o ante-projecto, que estamos analisando, se afigura porém
de importincia transcendental para a vida das Universidades, é nos
seus arts. 5.° @ 6.°. Pelo art. 5.° eria-se o Laboratério Nacional de
Verificagiio Cientffica; reconhece-se-lhe carficter de Instituto de
tnrestigagdo eienlifica; e pelo art. 6.° coloca-se, como Estabeleci-
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mento de alla cultura, na dependéncia do Ministério da Educagdo
Nacional, Mas, nfio obstante tddas essas caracteristicas, o referido
Laboratério e Instituto de investigagio & eriado, nfio junto das
Faculdades universitirias que sfio naturalmente os organismos
nacionais encarregados da fungdo cultural, mas junto do Sindicato
Nacional dos Farmacéuticos que nfio passa dum organismo de coor-
denacio econémica dependente do Ministério da Economia.

Isto niio estd certo!

Se o Sindicato Nacional dos Farmacéuaticos, para exercer as
suas acgies coordenadora e orientadora das actividades profissionais
dos seus membros, necessita da cooperagiio das Universidades e
outras Escolas Superiores, ¢ evidente que se devem estabelecer as
condigdes legais indispensiveis para eficazmente se assegurar essa
colaboracio. As Universidades tém nisso todo o interesse, e estou
certo de que se pordio com a maior boa vontade i disposigio do
Govérno.

Com o que, porém, as Universidades ndio podem nem devem
concordar & com a eriagdo de Institulos de alta cultura e de
investigagdo cientifica fora do fimbito da sua jurisdi¢iio adminis-
trativa, téenica e cultural, quando, como se verifica, tdda a activi-
dade cientifica e cultural désses organismos mais nfio 6 do que
uma extensfio da laboriosidade cientifica universitiria. Tem-se nos
tiltimos tempos assistido, — com alegria o notamos — a uma solici-
tagio constante e intensa da parte dos organismos econdémicos de
colaboracfio universitiria nas tentativas de soluglio de numerosos
e vérios problemas cientfficos de interesse imediato & vida e pros-
peridade da Naglio. Mas nfio podemos deixar de discordar da forma
como essa colaboraclio se tem estabelecido, ou pretendido estabe-
lecer, por ser altamente prejudicial aos interesses universitérios, em
iltima anélise aos da Nagfio. Refiro-me & deslocacfio do pessoal
téenico dos laboratérios universitdrios para institutos criados fora
das Universidades, on nomeados para comissdes de servigos doutros
Ministérios, por tempo que obriga ao abandono completo dos seus
encargos téenicos normais.

Novos problemas envolvem despesas e pessoal téenico suple-
mentar; nfio & indispensivel criar mais laboratrios e institutos
do que os existentes; basta supri-los de meios pecunidrios e agen-
tes téenicos em correspondédncia com o excesso de actividade que
se lhes demanda.

E mais econémico e, para um pafs pequeno, sem grandes recur-
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sos quer de dinheiro quer de pessoal téenico, mais til sob o ponto
de vista do desenvolvimento cultural da Nagio. Valem mais pou-
cos laboratérios bem instalados e apetrechados, com direcglio
téenica superior e competente, do que muitos todos &les pobre-
mente organizados nos seus varios aspectos. Melhorem-se os exis-
tentes, habilitando-os a bem desempenhar tddas as suas fungdes —
actuais e faturas — mas nfio se vA aumentar mais uma unidade &
legifio dos indigentes !

Isto quanto ao inter@sse universitirio geral do ante-projecto.
Mas se analisarmos devidamente as disposigdes dos seus art® 9°
e 11.° nfio serd dificil concluir que a sua aprovaglio vem a cons-
tituir a sentenca de morte do ensino da Farmécia nas Universi-
dades de Coimbra e Porto.

Na realidade a direecfio téenica do Laboratério Nacional de
Verificacio Cientifica viria exclusivamente a competir (art® 9.°.)
ao Director da Escola Superior de Farmécia de Lisboa, e como o
conselho téenico do referido Laboratério (art® 11.°.) fica com com-
peténcia para organizar cursos de aperfeipoamento, regidos por
especialistas estrangeiros de reconhecida competéncia, para isso
contratados, (art® 11.°.), nfio serd fantasia suspeitar que, na base
de quaisquer preferéncias legais, ficeis de conseguir, se venha de
futuro a dar preferénecia nas colocagles aos farmacButicos que
tiverem seguido com proveito tais cursos de aperfeigoamento. Natu-
ral serd pois conclufr que, num futuro relativamente préximo, a fre-
qiiéncia da Escola e Faculdade de Farmécia de Coimbra e do Porto
ge achem reduzidas a um nidmero tal que nfio justifique a sua exis-
téncia.

Mas héi ainda outros aspectos que, sob o ponto de vista nacio-
nalista, merecem devida ponderagiio, e mostram o paradoxo da
maior parte das iniciativas nesta curva da evolugiio politica nacio-
nal em que afortunadamente nos encontramos.

Tudo custa dinheiro! Niio h4 melhoria possivel no estado da
insuficiéncia geral que manifestam as actividades nacionais sem
que os respectivos organismos disponham de recursos financeiros
suficientes e téenicos competentes. Material bom e pessoal ades-
trado sio necessidades caras.

A mentira da nossa produegdio cientifica ¢ a resultante légica
da falta do correspondéncia que existe entre as aspiragdes legais
introduzidas no articulado dos diplomas dos respectivos organismos
e a miséria dos recursos postos it sua disposigio (material e técnicos).
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No ante-projecto em discussfio encara-se &ste aspecto do assunto
(art® 7.°.), autorizando-se o Sindicato Nacional dos Farmacéuticos
«a contrair um empréstimo na Caixa Geral dos Depdsitos, Crédito
e Previdéncia, até 4 quantia de 1.000 contos, amortizivel em cinco
anos, destinado & instalagfio e montagem do Laboratério Nacional
de Verificagio Cientificas; estipulando se no § tnico, que a refe-
rida instalacio zdeve fazer-se por ampliagfio da séde do Sindiecato
Nacional dos Farmac8uticos, a que serd acrescido um andar desti-
nado exclusivamente ao fim para que é construfdo, podendo também
aproveitar-se para o mesmo fim a cave e o terreno circundantes.

Ficar-se-ia coin mais um laboratériozinho! A verba & mani-
festamente insuficiente, mesmo que se destine exclusivamente i
aparelhagem do laboratério

Por outro lado nfio & de aprovar o processo consignado no
art® 8° de angariagfio de receita pela aposiciio de um sélo de $20
em cada receita médica aviada nas farmdcias, para fazer face ao
acréscimo de despeza que inevitivelmente resultard da criagiio de
tal laboratdrio.

As despezas piiblicas de interessc geral devem ser satisfeitas
pelo rendimento das contribuiges e impostos, e se hd servigos que
interessam @ comunidade nacional estfio em primeira linha os que
se referem i cultura geral e & investigagiio cientifica, sejam quais
forem os problemas que os estabelecimentos cientificos em parti-
cular tenbam a seu cargo. O Estado reconhece ou nfio reconhece
as vantagens ou conveniéncias da instalagio dos novos servigos e
correlativamente - inscreverd, ou nfio, nos seus orcamentos as verbas
necessirias. A criacio de um impdsto, que outro nome nfio pode
ter, especial de $20 por receita aviada nas farmficias para ocorrer
as necessidades dum laboratério de investigagiio cientifica nfio se
pode defender. Tal impdsto iria afectar sensivelmente apenas certas
classes sociais, proletirios e classe média, que bem precisam de
alivio em matéria de contribui¢des e impostos.

Finalmente, nfio se justificam as disposigdes dos arts. 12.° e 13.°,
(criagfio de laboratdrios, sob a direegfio de quimicos-farmacénticos,
nos estabelecimentos de revenda de produtos quimicos destinados a
farmfcia, para andlise désses produtos).

A nfio ser que com tais medidas se queira arranjar logares para
os quimicos-farmacduticos, nfio se compreende bem para que & pre-
ciso haver laboratdrios de anflise nos estabelecimentos de revenda
de produtos quimicos destinados a farmacia. K preferfvel res-
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tringir a produgio de farmacéuticos aos limites das exigéncias da
sua actividade profissional a entrar pelo caminho de eriar receitas
especiais, para acudir a proviveis crises de desemprego por super-
-produgiio de diplomados, a4 custa de certas classes da populaciio
(art. 14.° — adicional de 5", sobre os pregos dos produtos quimicos
destinados is farmécias). :

A andlise désses produtos qufmicos pode ser feita nos labora-
térios universitérios, e a sua venda condicionada pela apresentagiio
dos respectivos boletins de andlise.

O Relator:

(z) Dr. Euvstsio Tamaexisi

Aprovado, por unanimidade, pelo Conselho
Escolar da Faculdade de Ciéncias da Univer-
sidade de Coimbra, em econgregagiio de 15 de
Janeiro de 1941.

O Director:

(@) Joio Peneira Dias




Delerminacgoes quantitativas de vitamina G
em bananas (Musa nana) provenientes

da Ilha da Madeira *

POR

A. J. A pE Gouven, F. Pisto Cokrro™ e J. Axacuorera Corgera
Laboratério Quimico da Universidade de Coimbra

INTRODU(AO

Na publicagio do Dr. Vicente de Gouveia «A Banana» (Fun-
chal 1939) (), apresentam-se algumas ddvidas sdbre a existéncia
da vitamina C no fruto da «Muosa nanas, resultantes dos trabalhos
do Professor Geraldo Paula Sousa do Instituto de Higiene de
S. Paulo.

Considerando a grande importineia déste fruto na economia da
Ilha da Madeira e o seu valor como alimento, por instigacio do
Dr. Vicente de Gouveia e em virtude do grande interesse mostrado
pelo Grémio dos Exportadores de Frutos e Produtos Hortfcolas
da Madeira, resolvemos fazer alguns ensaios com o fim de resolver
éste problema.

Na determinagfio quantitativa da vitamina C, além dos métodos
bioldgicos, tém sido atilizados métodos volumétricos de oxidagiio-
-redugfio e espectrofotométricos.

* Alguns resultados indicados neste trabalho foram apresentados no xvi1 Con-
gresso da Associagio Espanhola para o Progresso das Ciéncias (Saragoca- Dezem-
bro de 1940).

** Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura.

4
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Métodos volumditricos. — O reagente que mais se emprega nos
métodos de oxidaclio-redugiio é o 2,6-diclorofenol-indofenol proposto
por Tillmans e colaboradores (*): na presenga de certos compostos,
como o glutatifio, cisteina, ergotionefna, tiosulfatos e outros com-
postos sulfurados o reagente de Tillmans ndio é especifico; estes
compostos slio oxidados e além de se obterem resultados elevados
desaparece a nitidez do termo de reacqfo.

Viérias modificagfes foram introduzidas no método de Tillmans
com o fim de eliminar éste inconveniente; a de Emmerie e van
Eekelen () & a que melhores resultados tem dado. Num estudo
critico de Manceau, Policard e Ferrand (*), 0 método de Emmerie
e van Eekelen, aplicado 4 urina, mostra vantagens sdbre outros
métodos, tais como o de Tillmans e o de acetato de chumbo (¥).

Métodos espectrofolométricos. — A vitamina C apresenta uma
banda de absor¢io bem definida e intensa no ultravioleta médio
com méximo em 265 mp (log ¢ — 3,97) em solugdes aquosas
ds pH :} 4 {E} max,

A-pesar da elevada intensidade desta banda de absorgfio, a apli-
caclio da espectrofotometria nas determinagies do écido asedrbico-1.
em substincias pouco ricas nesta vitamina, apresenta dificuldades
em virtude de concomitantemente existirem outras substincias que
absorvem na mesma regifio.

Van Eekelen e Emmerie () fizeram determinagdes espectrofo-
tométricas directas no liquido eérebro-espinal, nos humores do
globo ocular e em extractos do cristalino, obtendo uma banda
semelhante A da vitamina C.

J. A. Loureiro (%) determinon, espectrofotomdtricamente, a vita-
mina C em extractos de tecidos animais; eliminou préviamente as
substincias que, além da vitamina C, absorvem no ultravioleta
médio, por tratamento com alcool ou acetona, dcido fosfotungstico
e acetato mereiirico.

Chevalier e Choron (*) na determinagfio da vitamina C. em
extractos de tecidos animais, obtem espectrofotogramas déstes,
antes e depois de irradiados com tubo de hidrogénio; determinam
a concentracio de fcido ascérbico pelas diferengas de intensidade
de absorgiio em 265 mip.

Na determinagiio da vitamina C, nos vinhos tintos da Bairrada,
por precipitagiio com acetato mereirico e saturagiio com sulfidrieo,
Schin, Gouveia e Pinto Coelho {!") verificaram que, na dosagem
com 2f6-diclorofencl-indofencl, depois da eliminagio completa do
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ficido sulfidrico, a redugiio do corante ¢ inicialmente nftida, tornan-
do-se depois dificil. O volume de corante gasto nestas condigdes
excede considerivelmente a espectativa; os autores verificaram que
na dosagem do #cido ascérbico nos vinhos, havia necessidade de
fazer dois ensaios, um sem destruigiio, outro com destruigio da
vitamina C, sendo as dosagens feitas simultineamente e nas mes-
mas condicbes; a concentraciio da vitamina C & obtida por dife-
renga dos resultados encontrados nos dois ensaios.

O método anterior funda-se na destruicfio irreversivel da vita-
mina C em meio alealino, na presenca de cupri-ifio (), em con-
tacto com o ar; nfio deve haver modificacfio sensivel de outras
substiincias que por tratamento pelo sulfridrico dio origem a com-
postos redutores do corante.

Com o fim de demonstrar a existéncia da vitamina C nas bana-
nas provenientes da Ilha da Madeira, associdmos o método volumé-
trico aplicado aos vinhos (1) com o método espectrofotométrico
convenientemente adaptado ao caso presente.

Para provar a legitimidade e generalidade do método exten-
demos éste estudo a outros frutos com concentragdes de vitamina C
muito diferentes.

Os métodos siio independentes e além disto a destruigiio da
vitamina C fez-se niio s6 por oxidaglio em meio alealino, catalisada
por cupri-ides, mas também por irradiacio prolongada em meio
écido, com formacdio de écido dehidroascérbico e seus produtos de
destruigfio (12).

No método espectrofotométrico obtivemos a concentragio do
ficido ascorbieo por diferenga dos valores dos coeficientes de extin-
¢iio em 265 my, nas solugles antes e depois da destruigiio da vita-
mina C. Esta destruigfio foi sempre feita por irradiagfio.

Sabe-se que a absor¢iio em meio decido do produto de oxidagio
do dcido ascérbico obtido em meio alcalino apresenta absorgio
selectiva para maiores comprimentos de onda (°).

PARTE EXPERIMENTAL

Material. — Utilizimos nas dosagens microburetas e micropi-
petas graduadas en centésimos de mililitro.

Usémos, nas irradiagdes, uma limpada de quartzo, com mer-
clrio.
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Os espectrogramas foram obtidos com um espectrégrafo Hilger
E 316, associado a um fotémetro Spekker.

0 fcido aseérbico-1 e o 2,6-dicloro-indofenol foram fornecidos
por F. Hoffmann-La Roche (Basileia, Suiga).

Resultados experimentais. — Acido aseérbico-1 (vitamina C). —
Prepardmos uma solucfio de ficido aseérbico-1 em tampfio de ace-
tato M/5, pH = 5, na presenca de cianeto de potéssio (0,0002%).
A concentraciio da solucfio, 0,0021°, foi determinada por pesagem
e dosagem com 2 6-diclorofencl-indofenol.

O espectrograma obtido com esta solu¢fio, com a espessura
de 1 cm. apresenta uma banda com o méximo em 265 mp
(log 1,/1=1.2) ou seja o coeficiente de extingiio ¢ = 10* (figs. 1
e 2), resultado que concorda com as determinagdes por pesagem e
volumétricas,

A solugio, depois de irradiada num tubo de ensaio de vidro
de parede fina, com uma limpada de quartzo, com meretirio, a
distincia de cérea de 15 em., durante 7 horas, & nas condigdes
anteriores, transparente & luz ultravioleta e nfio reduz o 2,6-diclo-
rofenol-indofenol.

A mesma solucfio, tratada com uma gita de uma solugfio
aquosa de sulfato de cobre a 19, e com uma solugio aquosa de
hidréxido de sdédio a 409, até i reacciio alcalina, durante cérea
de 2 horas, depois de acidulada e tratada pelo dcido sulfidrico, nfio
reduz o 2,6-diclorofenol-indofenol.

Banana proveniente da Ilha da Madeira (Musa nana).

Determinagiio volumétriea. — A solugio de 2,6-diclorofensl-
indofenol foi titulada com uma solugiio de ficido ascérbico-1 cujo
titalo foi préviamente fixado com uma solugio de iodo N/200.
Em determina¢des posteriores, fiximos o titulo do corante com o
iodeto de potdssio em meio sulfirico e soluglio titulada de tiosul-
fato de sédio (). A 5 mls. da solugio do corante juntimos
0,5 ml de soluglio de iodeto de potassio a 10%, 1 ml. de écido
sulfdrico dilufdo (1:4) e, depois da agita¢fio, doseamos o iodo liber-
tado com Nas S3 03 N/100.

Preparagdio da solugiio para a dosagem. — 10 gramas de banana
foram ftriturados com areia e seguidamente extrafidos com uma
soluclio aquosa de éeido tricloroacético a 3 °f.

A solucfio 6 neutralizada com carbonato de cilcio; centrifuga-se
@ lava-se o residuo; a soluclio obtida & tratada com cérea de 2 ce.
duma soluglo de acetato meretirico a 20%, Determina-se o
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volume total e divide-se em duas partes ignais; uma delas & sata-
rada com gés sulfidrico para eliminagiio do mercuri-ifio ; separdmos
o sulfureto de meredirio por centrifugaciio e a soluglio foi mova-
mente saturada com gas sulfidrico e conservada ds escuras durante
21 horas. Removemos o gés sulfidrico com uma corrente de gis
carbénico ou azote e procedemos i dosagem em oresen¢a de dcido
tricloroacético. O tempo decorrido entre a adigiio de acetato mer-
cfirico e a primeira saturaglo pelo sulfidrico nfio deve exceder
10 minutos.

A outra parte da solugio adiciondmos 2 gotas de soda céustica
a 400/, e 2 gotas de sulfato de cobre a 1% Esta selugio & dei-
xada em contacto com o ar durante 3 horas; neutraliza-se a soda
e procede-se como na outra parte da solugio.

Na preparagiio da soluglio para as determinagdes espectrofoto-
métricas, macerdmos a polpa de banana com sulfato de sédio ani-
dro, extrafmos com tampfio de acetato M/5 (pH=2>5), contendo
0,0002 'y de cianeto de potéssio; em seguida adiciondmos cérea
de 1/5 de volume de alcool etilico. Estudidmos o espectro de
absorclio desta solugfio, antes e depois de irradiada.

Os resultados obtidos viio resumidos no quadro I e nas curvas
da fig. 1.

Limdo. — 0 sumo de limdo foi doseado directamente na pre-
senca de deido tricloroacético com a soluglio titulada de 2 6-diclo-
rofenol-indofenol. Estuddmos os espectros de absorgiio do sumo de
limfio, em tampiio de acetato, antes e depois de 7 horas de irradia-
¢fio, nas condicdes atrés referidas (fig 2); esta solugfio foi também
titulada com o corante.

Tratimos o sumo de limfio segundo o método de Emmerie o
Van Eekelen (*,; noutro ensaio segnimos o mesmo método mas
destruimos a vitamina C com sulfato de cobre em meio alecalino,
levamos o pH ao valor inicial com écido tricloroacético, reduzimos
pelo sulffdrico e fizemos as dosagens pela maneira usual. Espeetro-
fotografamos a primeira solugfio antes e depois de irradiada durante
7 horas (fig. 3).

Numa outra determina¢iio procedemos de maneira semelhante
sem contudo adicionarmos o #cido tricloroacétido (fig. 4).

Os resultados estio resumidos no quadro II.

Anands. — Na dosagem volumétrica procedemos como no caso
da banana. Obtivemos o espectro de absorgio da solugfio sem e
com destrui¢fio da vitamina C por irradiagfio.
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Os resultados obtidos estdo resumidos no quadro III e curvas
da fig. 1.
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Fspectros de absorgiio, em tampéio de acetato: I — Bumo de limdo depois de
tratamento com acetato mercirico; 11 — Solugio anterior depois de irradiada

Péssego. — Os ensaios foram idénticos aos anteriores. Doseamos
ainda a solugio que continha a vitamina C, depois de irradiada.

Os resultados encontram se no quadro IV. Os espectros de
absor¢iio sfio semelhantes aos do ananéds (fig. 1).
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DISCUSSAO E CONCLUSOES ’

0 exame dos resultados experimentais conduz-nos & concluslio
de que no caso dos frutos e derivados (vinho) (1) o método de
determinaciio da vitamina C por tratamento com dcido tricloroa-
cético, carbonato de cdlcio e acetato mercirico, seguido de trata-
mento pelo sulfidrico, d4 resultados, em alguns casos, muito eleva-
dos; formam-se possivelmente, compostos sulfurados (caracterizados
pelo cheiro), que ndio sfio arrastados pela corrente de gis carbdnico
ou azote.

As tabelas 1, II, II1, e IV mostram-nos uma boa concordincia
entre os resultados volumétricos e espectrofotométricos quando se
toma a diferenca dos valores obtidos antes e depois da destruigdo
do fcido asedrbico-1.

As discordiincias entre estes métodos sfio relativamente maiores
nos frutos em que hé menor concentraglio de vitamina C. O método
espectrofotométrico nfio ¢ aplicivel ao vinho nas condigbes atris
descritas, pois verifichimos que a absor¢iio da soluglio aumentava
por irradiag#o.

A concordincia satisfatéria entre os resultados volumétricos e
espectrofotométricos e ainda entre os resultados volumétricos com
destruigio em meio alcalino e a destruigio por irradiagiio demons-
tra que o ensaio com destruigiio afecta, entre as substincias que
reduzem o corante, somente o acido ascérbico-1.

Os volumes de corante gastos, correspondentes as substincias
rcdutoras. com excepglio do écido ascérbico, dependem nfio s6 das
condicles em que as operacdes siio executadas, mas também da
natureza do fruto. Os ensaios devem, portanto, ser realizados nas
mesmas condicles.

As percentagens de vitamina C determinadas sdo, em geral, ligei-
ramente inferiores aos resultados apresentados por Van Eekelen ().

No caso do vinho & inconveniente o tratamento com o fcido
tricloroacético, pois o corante nfio & totalmente eliminado.

Os resultados obtidos no caso do limfo, com feido tricloroacé-
tico e sem @ste fcido, apresentam diferengas que estio dentro dos
érros do método.

A destruigio da vitamina C por irradiagiio com limpada de
vapor de merctrio, com a solugio em tubo de ensaio de parede
fina, s6 fica completa no fim de cérca de 6 horas. A utilizagiio de
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vazos de quartzo torna esta destrui¢iio mais répida (60 minutos,
segundo Zilva) (**).

As solugdes de sumo de limiio, as solugdes obtidas a partir do
sumo de limfio por tratamento com fcido tricloroacético e acetato
mercirico, e as obtidas s6 com acetato mercirico, apresentam uma
banda bem definida com méximo em 265 mp A persisténcia da
banda & maior na solugio que foi tratada com acetato mercidrico e
o valor de E :im 265 miy & menor do que nos outros casos. Demons-
tra-se assim que a eliminacfio de substincias que interferem nos
ensaios & feita pelo acetato mercirico nas melhores condigdes. Nos
produtos destrufdos mantém-se uma inflexfio ligeiramente deslocada
para maiores comprimentos de onda.

O espeetro de absorglio do extracto de banana apresenta uma
inflexfio nitida na regifio 250 270 mu.

No ananfs e péssego, obtivemos espectros de absorglio com
caracteristicas andlogas.

Estabelecida a legitimidade dos métodos atrds deseritos, a con-
cordincia dos resultados volumétricos e espeetrofotométricos obtidos
nas determinaglies feitas nas bananas demonstra a existéncia de
dicido asedrbico-1 neste fruto.

As concentracdes de vitamina C na banana andi da llha da
Madeira sfio da ordem de grandeza dos resultados obtidos por R.
M. Leverton em determinagdes em bananas (19).

SUMARIO

1) As dosagens da vitamina C em alguns frutos e derivados
que contém percentagens baixas desta vitamina, dio, em geral,
resultados demasiadamente elevados quando se faz o tratamento
pelo acetato merelirico em meio tricluroacético.

2) Chegimos a éstes resultados por métodos volumétricos e
espectrofotométricos destruindo a vitamina C por oxidagfio em meio
alealino e por irradiagdio.

3) A dosagem da vitamina C deve fazer-se por diferenca des-
truindo a vitamina, num dos ensaios, quer por oxidacio em meio
alcalino quer por irradiagio.

4) Fizemos as dosagens, por éstes métodos, em banana, limio,
anands e péssego.

) Os resultados obtidos pelos métodos volumétricos e espectro-
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futométricos sfio concordantes, excepto no easo do vinho em que o
método espectrofotométrico niio pode ser aplicado nas condigdes em
que operfimos.

6) Demonstrdmos a existénecia de vitamina C nas bananas
(Musa nana) da Ilha da Madeira (cérea de 7 miligramas por 100
gramas) por dois métodos independentes, volumétrico e espectro-
fotométrico.

[iste trabalho foi subsidiado pelo Grémio dos Exportadores de
Frutas e Produtos Horticolas da Ilha da Madeira e faz parte do
plano do Centro de Estudos de Quimica anexo pelo Instituto para
a Alta Cultura ao Laboratdrio Quimico da Universidade de Coimbra.

Ao Grémio dos Exportadores de Frutas e Produtos Horticolas
da Ilha da Madeira e aos Ex.™* Senhores Dr. Fernando Tolentino
da Costa e Engenheiro F. Teixeira de Sousa apresentamos os nos-
sos agradecimentos pelo interesse mostrado néste trabalho e subsi-
dio que facilitou a sua execuglio. Ao Dr. Vicente H. de (Gouveia
que sugeriu e tanto animou éste trabalho, e ainda ao Dr. Jodo de
Almada exprimimos o nosso reconhecimento. Apresentamos os
nossos agradecimentos ao Professor Dr. Rui G. Couceiro da Costa
pelas facilidades concedidas e interesse mostrado na execugiio déste
trabalho,
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Sur la primitive des différentielles totales

On fait dans cette Note un exposé tout-i-fait élémentaire du
probléme de l'intégration d'une différentielle totale, ce qui permet
de traiter cette questions dans les cours d’Algibre a la suite des
problémes concernant les primitives ordinaires.

1. Si F(xr, y) est une primitive de
1) 7 (2, 9) da + § (&, 9) dy,
¢'est-i-dire, si
2) dF=g9de+ §ay,

¢ admet par rapport & x une primitive H (x, y), dérivable par
rapport i y et telle que
3) ,
ne dépend pas de #. On peut prendre, par exemple, H—F, car
on a, d’apris 2), .

F.=9 , —F —=o.
Réciproquement, si 9 admet par rapport & » une primitive H rem-
plissant ces deux conditions, la fonction

4) F=H+P, () —H) ("
est bien une primitive de 1).
(Y) On entend par P, U une fonction ¥ des mémes variables de U et véri-

fiant la condition F’y =1T.
5
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Done,
La condition nécessaire et suffisante pour que 1) soit une diffé-
rentielle exacte est que posséde par rapport @ x une primitive H

rendant U'expression | - ]I{‘_ indépendante de x; 1) est alors la
différentielle de 4) (V).

Cette condition est certainement véiifibe par toute primitive ®

de g, lorsque 9, @ f existent et sont des fonctions continues véri-
fiant la condltlon

Dans ce cas li, en effet, cp}" = f' est une fonction continue, done _
égale i *l' , et on peut alors écr:re -

x “’_ q]:f) = I"P-l’- ‘I'HIZ ¥y~ mfﬂ'zﬂ'

2. De méme,

La condition nécessaire et suffisante pour que
1) 9 (2, yn2) de+ 4 (2,9, 2) dy + = (+. g, 2) dz
soit une différentielle eracte est que
5) o de -4 dy

posséde une primitive H (x, y, z) rendant = — H__ indépendante de x
et de y; 1') est alors la différentielle de

F=H+ P, (r—H)).

Cette condition est certainement vérifiée par toute primitive A de 5),
lorsque

] ITr '} !
? I ﬂ': et TI.'#

(') Naturellement, on peut interchanger x et y, 3 et 4.



Sur la primitive des différenciclles totales

existent et sont des fonctions continues verifiant les conditions

3. Mais il est préférable de rapporter aux fonctions ¢, ¢ et =
elles-mémes la condition d'exactitude.

Pour cela, remarquons que, si 1') est la différentielle de F (x, 7, 2),
o admet par rapport a & une primitive ®, derivéible par rapport & y et
i z el rendant

b='{l—‘py et G=T:—¢z

indépendantes de .r; et que 4 admet par rapport i y une primitive ¥,
dérivable par rapport i z et rendant

d=n—W¥’
¥

indépendante de x et de . On peut prendre ® =Y = F, auquel cas
onab=c=d=o.

Réciproquement, s'il est possible de prendre ® telle que & et ¢
ne dépendent pas de x et de prendre ¥ telle que d ne dépende ni
de x ni de y, nous aurons

gdaz+¢dy+rdz—dd=(4—® )dy+ (z—9®.) d

=0bdy +c dz
et, en prenant H-—"Y — ® pour primitive de & par rapport a y, il

viendra . ,
c—H =z—0, —VY +0 =d

Dans ce cas, b dy -+ ¢ dz admet la primitive
K=H+P, (e—H))
et nous avons
¢ dz+ 4 dy + = dz==d (¥ + K);
1') est donc la différentielle de

F=9+4+ K
6) =¥ +P, (r—
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Par conséquent,

La condition nécessaire et suffisante pour que 1') soit une diffi¢-
rentielle exocte est que g posséde par rapport & x une primitive ¥
rendant

y—@, ot m— 0
indépendantes de x et que | posséde par rapport @ y une primi-
tive ¥ rendant

e

indépendante de x et de y; 1') est alors la différenticlle de 6),

Il est i peine besoin de dire que toute primitive ¥ peut servir
dans 6) lorsque les six dérivées

] ] i ] I I

i, il =
Py Ve PRuhnQLing iy gy W

Tout ceci se géneralise sans aucune difficulté.

J. VicENTE GoONGALVES




Contribuicdo para o estudo da teoria das fungdes

CAPITULO VIII

CONCEITO DE FUNGAO

(coxTINUAQRO)

89. Oscilagio duma fung@o. — Seja f(x) uma funcgio definida
no conjunto A. Chamameos oscilagdo de f(x) num dado subeon-
junto X de A ao diimetro du correspondente conjunto f(X), e
serd representada por «(X). Para qoaalquer elemento x de A
vem, em particular, w(x)=0. A oscilagiio de f(x) em X tor-
na-ge infinita quando f(X) é ilimitado.

Consideremos agora um subconjunto Y de [A] (um ele-
mento Yy, em particular). Quando f(x) é limitada numa vizi-
phanga de Y, damos o nome de oscilagdo limite de f(x) no
conjunto Y ao didimetro do respectivo conjunto limite 2(Y).
A oscilagio de f(x) em Y serd designada por 2(Y), e diremos
que & infinita quando f(x) for ilimitada nas vizinhancas de Y.

A fongiio Q(y), definida em todos os elementos de [Al,
excepto naqueles em que a oscilacio limite se torna infinita,
chamaremos oscilagdo elementar limite de f(X).

i evidente a relacio o(X) ZQ(X), pois também temos
FX) [<2(X).

A oscilagio ©(Y) tem o mesmo valor que em qualquer con-
junto juxtaposto a Y [v. vur, p. 120, L. 15]. Mais geralmente:

Sdo as mesmas as oscilagies limites em conjuntos jurtapostos
de fungbes juxtapostas entre si.
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Sdo de facto os mesmos os cobnjuntos limites em conjuntos
juxtapostos de duas fungdes juxtapostas entre si [v. vin, p. 120,
[. 17]. Quando nas vizinhangas de um dos conjuntos a cor-
respondente fun¢do & ilimitada, o mesmo sucede relativamente
A outra [v. vui, p. 118, I, H]; as oscilagbes limites sdo nesse
caso infinitas.

Seja B um subconjunto de [A|. Se

“|1 u!| L ufl L

'|1 "In LR 'I't ‘i

sdo duas sucessdes de vizinhancas de B, sendo as primeiras
relativas a A e as sequndas a [A], tais que seja lim U;B =
=1limV,B=0, temos

limw () =limQ(U)=lmQV¥)=0(B).

I uma consegiiéneia da proposicio do v. v, p. 122, L. 13.
Com efeito, quando f(x) & limitada numa vizinhanga de B, os
diimetros dos termos dus sucessdes (16), (17) e (18) tendem
para o didmetro do respectivo limite 2(B) [v. v, p. 134, L. 17];
quando f(x) é ilimitada nas vizinhangas de B, também sio ili-
mitados os diversos {ermos das mesmas sucessdes, e 08 res-
pectivos didmetros sio infinitos.

Por conseguinte, a um dado niimero « superior a 2 (B) cor-
respondem sempre vizinhangas UeVdeB relativas a A e a [A]
para as quais 6 w(U)<z, Q(U)<z o QW)<a ().

A eada sucesséo Xy, X2, ..., X;, ... de elementos de A que
faga limX;B=0 corresponde pois uma ordem a partir da qual

temos f(x) f(x) <z

(1) E claro que da terceira destas desigualdades se deduzem as duas pri-
meiras quando as vizinhangas U e V sio definidas por um mesmo nimero

positivo.
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Se as fungdes fi(X) e fa(X), definidas no mesmo conjunto A,
satisfazem & condigo fi (X f2 (X) < para um certo nimero 3
e para qualquer elemento X de A, as suas oscilagies oy (X) e wz(X)
e as suas oscilagbes limites Qy(Y) e Qa(Y) satisfazem as condigdes

{23) | ey [11 —m(X)| <206
e
24 2= <26.

Dada a hipotese fi(X) fa(X)< 5, temos evidentemente
fulX) fa(X)< £, donde se deduz a relagio (23) [v. v, p. 105, (3)].
Quando uma das oscilagdes wy (X) on we(X) se torna infinita, o
mesmo acontece & outra [v. 1v, p. 102, I. 10].

Tendo em vista a propousi¢io precedente, da relagio (23)
deduz-se a (24), sendo também as oscilagdes 2y (Y) e Qa(Y) ou
ambas finitas ou ambas infinitas,

Suponhamos que num dado subconjunto B de [A] é Q(B) <.
Se a sucessdo de subconjuntos de [A]

Y{,f:. .+o,v|'|,

é tal que lim 'frl:(), temos a partir de certa ordem Q(Yy) <=.
Determinemos uma vizinhanga V de B relativa a [A] na qual
seja Q(V)<a. A partir da ordem em que é Y;|<<V temos
Q¥)<a.
Se em particalar é Q(b) <<« num dado elemento b de [A} o se
a sucessdo ¥y, Yz, - -+, Yi, - .. de elementos de (Al tende para b,
vem a partir de certa ordem Q(y;) <« ().

(") Exprimimos esta propriedade dizendo que 0 (y, é uma fun¢fio semiconti-
nua superiormente.
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Seja B um subconjunto fechado de [A]. E fechado o conjunto
dos subconjuntos limitados Y de B onde Q(Y) iguala ou excede um
dado nitmero y .

Consideremos uma sucessiio convergente

er r:r ""IYI-J LR

de subconjuntos de B, de soma limitada, tais que QY.
Seja Y um limite da mesma sucessio mas contido em B [v. v,
p. 137, 1. 18]. Dado um némero positivo ¢, verifica-se a desi-
gualdade Q(Y;)<<Q(Y) -+ ¢ a partir de certa ordem [p. 71, 1. 15],
sendo por conseguinte y<<LQ(Y)-+d. Temos pois y<Q(Y), o
que demonstra a proposigiio.

Notemos que a oscilagiio L(Y) pode ser infinita (!).

Em particolar :

Se B ¢ um subconjunto fechado de [A], também é fechado o conjunto
dos elementos § de B onde L) (y) iguala ou excede um dado nimero y .

Seja B um subconjunto de |A] limitado e fechado. Se f(x) é
limitada numa vizinhanga de B, a fungdo L (y) atinge um valor
mdximo em B; se f(X) ¢ ilimitada nas vizinhangas de B, existe um
elemento déste conjunto onde ()(Y) se torna infinita. E fechado
o conjunto dos elementos de B onde Q(y) atinge o seu valor
mdxrimo ou onde se torna infinita.

Suponhamos, primeiro, que f(X) é limitada numa vizinhanga
de B. Seja { o limite superior da oscilagiio L (y) nos diversos
elementos de B. Em virtude da proposiciio anterior é fechado
o conjunto Y; dos elementos y; de B onde temos

= 1
Q(y)>L——.

Mas existe @ & fechado o produto dos eonjuntos Y; (i=1,
2, ...), produto &ste que & constituido pelos elementos y de B,
um pelo menos, onde se verifica a igualdade L (y) =~ L.

(') De idéntica maneira reconhecemos que, se B é totalmente fechado, o
mesmo acontece ao conjunto dos subconjuntos limitados ¥ de B que fazem
nY¥)=1 [e v, p. 187, L 80].
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E pois fechado superiormente o conjunto dos valores da
fungiio L (y) nos diversos elementos de B (!).

Se f(x) & ilimitada nas vizinhancas de B, existe um ele-
mento dézte conjunto onde a oscilacio limite de f(X) se torna
infinita [v. vin, p. 117, I. 32]. O conjunto de todos estes ele-
mentos de B & fechado.

Seja B um subconjunto limitado e feckado do lugar do con-
junto A onde se entende definida a fungdo f(X). Se esta fungdo
é limitada numa vizinhan¢a de B, a cada nimero = superior ao
mdximo de Q(y) em B correspondem vizinhangas U e V de B,
relativas a A e a |A], e um nimero positivo ¢ tais que seja

w)<e o Q(¥V)<a

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diametros
sejam inferiores a ¢.

Dada a hipotese Q(y) <<« em B, a cada elemento y déste
conjunto corresponde uma vizinhanca de y relativa a [A] na qual
a oscilacio limite de f(x) & inferior a « [p. 70, I. 22]. Mas
podemos determinar uma vizinhangca ¥ de B em relagiio a [Al e
um nimero pusitivo ¢ tais que um subconjunto ¥ de V de dia-
metro inferior a : pertenca sempre a uma dessas vizinhangas
[v. vin, p. 111, L. 17]. Qualquer dos mesmos subconjantos Y
sutisfaz pois a desigualdade 2 (Y) <.

Verifica-se em particular a desigualdade Q (y) <<« em qual-
quer elemento y da vizinhanga V.

Consideremos agora a vizinhanca U de B relativa a A definida
pelo mesmo nimero que define V. Temos U |<"V, e, para qual-
quer subconjunto X de U de difmetro inferior ao jé determinado
nimero ¢, vem Q(X)<z e portanto w(X)<=z.

A vizinhanga V divide-se num nimero finito de partes em cada
uma das quais a oscilagdo limite de f(X) ¢ inferior a .

Podemos afirmar, nas condi¢des do enunciado, que existem
uma vizinhanca V de B relativa a [A| e um mimery positivo ¢ tais

(1) Em geral: uma fungdo de elementos numéricos e reais, semiconiinua
superiormente, definida num eonjunto limitado e fechado, admite wm valor
mdxrimo.




T4 Revista da Faculdade de Ciéneias da Universidade de Coimbra

que se mantém inferior a « a distdncia entre dois elementos limi-
tes quaisquer de f(X) tomados em elementos de VN cuja distincia
seja inferior a ¢.

Como corolirio evidente deduz-se o seguinte teorema de
BAIRE :

Seja f(x) uma fungdo definida num conjunto limitado A.
A cada nimero o superior ao mdximo de L (y) em [A] corresponde
um ntmero positivo ¢ tal que seja w (X) <=z para qualquer subcon-
junto X de A de diametro inferior a ¢ (1).

Verifica-se pois a designaldade f(x) f(x)<<« para elementos
quaisquer X X' de A tais que seja XX <e(%).

Seja B um subconjunto de [Al limitado e fechado. Se f(X) ¢
limitada numa vizinhanga de B, a cada nimero « superior ao
maximo de Q(y) em B correspondem vizinhangas U e V de B,
relativas a K e a [Al, e um niimero positivo ¢ de maneira que seja

(25) O fd<ae e iM)i<a

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', 0s dois primeiros de U
e 08 outros de V, tais que se tenha XX <¢ e YY <e.

Consideremos, com efeito, a vizinhanga U e o nimero posi-
tivo ¢ dados pela proposicio a p. 73, . 7. Sejam X e X'
dois subconjuntos de U que fagam XX'<<e¢. A cada elemento
de qualquer déstes subconjuntos corresponde um elemento do
outro a uma distdncia do primeiro inferior ¢. Logo a cada
elemento f(x) de f(X) corresponde nm elemento f(x') de f(X)
tal que f(x) f(X') <=« e inversamente. Verifica-se pois a rela-
cho F(X) ri)<=.

Anllogamente se demonstra a seganda das desigualda-
des (25).

(1) No enunciado do teorema de Baire supda-se que A é um conjunto fechado.

() Também podemos deduzir directamente o teorema de Bame do lema exposto
no ». vor, p. 111, L. 1. Buponhamos que é 0(y)<az em [A]. A cada sucessio con-
vergente de elementos de A corresponde uma ordem a partir da qual dois elementos
quaisquer tém por correspondentes para f(x) elemeutos a uma distincia um do
outro inferior a « [p. 70, L 25]. Existe pois um nimero positivo « tal que seja
fiX) ] (x) <z sempre que se tenha x x'<e.




(=1
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Resulta por evidéncia que, se X e X' sio subconjuntos de
B, contidos em A, juxtapostos entre si, a distincia f(X) f(X)
nio excede o miximo de Q(y) em B.

Seja B um subconjunto de |A] limitado e fechado. Suponha-
mos que f(X) é limitada muma vizinhanga de B e designemos
por Q o valor maximo de Q(y) em B. A cada nimero positivo 3,
correspondem vizinhangas U e V de B, relativas a A e a [A], e
um mimero positivo ¢ de maneira que seja

(26) oX)—o) <20+3
e
(27) a¥)—ao) | <2043

pt-rra quaisquer subconjuntos X, X', Y e Y', os dois primeiros de U

e os outros de V., tais que se tenha XX <z e YY <:.
Ponhamos az_._-!.l-}-%. Verificam-se as hipiteses que

deram origem & proposigio a p. 74, I, 12, donde, por inter-

médio da relagio
[ X)—a ) | Z2FU () [ 1v, p. 105, (3)],

so deduz a desigualdade (26G) para todos os pares de subeon-
juntos X e X' de U tais que XX <:.
De modo andlogo se demonstra a designaldade (27).

Seja K um continuo limitado contido em [A]l. Se f(X) é limi-
tada numa vizinhanga de K, a desconexdo do conjunto i (K) ndo
excede o mdximo O de Q(y) em K.

Consideremos, com efeito, um nimero « superior a Q.
Decomponhamos K num nimero finito de partes Y que facam
QY)<a [p. 73, L. 29]. Os conjuntos Y sdio ligados entre
si [v. vi, p. 323, [. 17]. O mesmo sucede aos respectivos
conjuntos limites A (Y) [v. wvin, p. 122, L T|, que consti-
toem uma decomposi¢io de % (K) em partes [v. vur, p. 121,
l. 26] de didimetros inferiores a «. A desconexiio de i (K)
é pois inferior a « [v. vi, p. 815, L. 26], e por conseguinte
ndo excede L.
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Se f(x) é definida num conjunto G perfeitamente conexo (1),
a desconexdo de f(B) ndo excede o limite superior de Q (x)
em G ().

Demonstremos que, seja qual for o modo de divisio de f(C)
em doas partes Z e I', a distincia reduzida ZZ' nio excede
o limite superior Q, que supomos finito, de Q(x) em € [v. v,
p. 314, 1. 26].

Os maiores subconjuntos X e X' de C que fazem Z|f(X) e
Z fX') constituem uma divisio de 0 em doas partes. Mas
existe um elemento X' de um désses subconjuntos, snponhamos
de X'. que & limite doma sucessfio Xi, Xa, ..., X;, ... de ele-
mentos do outro. A cada niimero positivo J corresponde am
elemento X; da mesma sucessio tal que f(x) f(x)<Q+3
[p. 70, 1. 25), sendo por conseguinte ZZ'<Q+4d. Verifica-se
pois a condigiio ZZ' < Q que desejivamos demonstrar.

Da presente proposicio se eonclui que, dado um nimero
superior a & e dados dois subeonjuntos limitados de f(C),
podemos unir estes por uma sucessio dum nhmero finito de
subeonjuntos de f(C) tais que as distincias entre conjuntos con-
secutivos sejam inferiores a « [v. vi. p. 321, L 10].

Se f(X) é definida num conjunto conexe G tal que, para
qualquer divisdo déste em duas partes X e X, exista o pro-
duto (X ><[X'|, a desconexdo de f(C) ndo excede o limite supe-
rior de Q(y) em [B].

Seja j (X1 uma fangdo juxtaposta a f(X) que resulte de prolon-
garmos f(x) para o conjunto [l —G. Por ser f(B) | ([G]) [v. vur,
p- 117, L. 7], a desconexio de f(C) é a mesma de j([C]) [v. vi,
p. 318, L. 5], e esta, em virtude da proposigio precedente, niio
excede o limite superior de L2(y) em [C/.

(1) Dizemos que o conjunto C & perfeitamente conexo quando, seja qual for
a maneira de o dividirmos em duas partes X e X', o produto C ><[X]1><[X'] seja
provido de um elamento pelo menos, isto ¢, quando exista um elemento duma das
partes que seja limite de elementos da outra. Pertencem i classe dos conjuntos
perfeitamente conexos o8 continuos limitados, o8 dominios elementares [v. w1,
p. 499, L 17] e qualquer conjunto no qual dois elementos arbitririos se unam
sempre por meio dum continuo limitado néle contido.

(3) Quando o limite superior de 01 (x) & infinito, a desconexfio de f(C) pode
tornar-se também infinita.
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Em particalar:

Se uma fungdo limitada f(x) é definida num conjunto G limi-
tado e conero, a desconexdo de f(€) ndo excede o mdximo de L (y)
em [C].

Tal proposigiio também pode deduzir-se da enanciada a p. 75,
l. 21, pondo A|GCe K| €. Como & entio %(K) |2(C)![f(C)], con-
clufmos que a desconexilo de [ f(C)], ou seja a de f(€), nio excede
o valor mdximo de Q(y) em [C].

A mesma proposi¢ilo ainda pode justificar-se recorrendo ao
Ji demonstrado teorema de Baire, e admite o seguinte caso par-
ticular:

Se a fungdo limitada f(X) ¢ definida num continuo limitado K,
a desconerdo de [(K) ndo excede o mdximo de O (x) em K.

Seja K um continwo limitado contido em [Al. Se f(x) é limi-
tadu numa vizinhanga de K, a cada nimero a superior ao maximo
de Q(y) em K corresponde um mimero positivo ¢ tal que, para
quaisquer vizinhangas U e V de K, relativas a A e a (], que dis-
tem de K menos de ¢, as desconexdes dos conjuntos f(U). i(U) e
(V) sejam inferiores a «.

Consideremos a infinidade das vizinhancas U de K relativas
a A. Em virtude da proposicio do v. vui, p. 122, L. 13, a
eada sucessio (14) de vizinhangas U que tenda para K cor-
responde uma ordem a partir da qual as desconexdes dos
termos f(U;) da eorrespondente sucessio (16) sio inferiores
4 desconexiio de i (K) [v. vi, p. 319, {. 13], e portanto infe.
riores a «. Logo é possivel determinar um nimero posi-
tivo ¢ tal que, para qualquer dos conjuntos U que diste de K
menos de ¢, a desconexio de f(U) seja inferior a « [v. vin,
p. 114, L. 1].

Da mesma maneira se demonstram as partes da proposigiio
relativas aos conjuntos A(U) e 2 (V).

90. Nogdo de continuidade. — Seja f(X) uma funcdo definida
no conjanto A e consideremos um elemento y de [Al. Dizemos
que f(X) & continua no elemento y quando a respectiva oscilagiio
limite Q(y) se reduz a zero. A fun¢dio & nesse caso limitada
numa vizinhanga de y, e o conjunto limite A(y) compde-se de
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elomentos juxtapostos uns aos outros entre os quais figura f(y)
quando y pertence a A ().

A fungiio ¢ continua em todos os elementos juxtapostos a y
uma vez que seja continua neste elemento [v. vur, p. 295, I. 8].

Elementos da fungiio correspondentes a elementos de continui-
dade juxtapostos entre si siio também juxtapostos uns avs outros.

Uma funcio nio continua num elemento chama-se desconti-
nua no mesmo elemento (2).

Dizemos que f(X) & continua num dado sabconjunto de [Al
gquando & continua em todos os elementos désse subconjunto.
Quando faularmos em funciio econtinua, sem mais referéncia,
entonderemos que a mesma ¢ continua no conjunto A onde a
supomos definida.

Se fix) é continua num subconjunto X de A, limitado e
fechado, os conjuntos i(X) e f(X) juxtapdem-se elemento a ele-
mento [v. vur, p. 121, 1. 18].

Dada a continuidade de f(x) em y, é convergento qualquer
sucessiio f(Xi), fiXs) ..., f(Xi), --- que resulte duma sucessiio
de elementos de A que tenda para y [v. v, p. 18, l. 8], e reecl-
procamente. Podemos entdio escrever lim f(x;)! % (y), e, quando
f(x) & definida em y, lim f(x) | f(y), seja qual for a suces-

(') Na defini¢gio habitual de continuidade supde-se que a funglio & definida
no elemento y e que éste & elemento limite de A.

{?; Um caso simples de descontinuidede de f(x) num elemento x de A é 0
que se apresenta quando a fun¢dio se torna continua pela supressio de x do con-
junto A (para simplificar a exposigio desta nota admitimos que dois elementos
distintos de A nunca sfio juxtapostos um ao outro). A descontinuidade chama-se
entiio artificial.

8e a fangiio s6 admite em [A] descontinuidades que sejam artificiais, o con-
junto dos elementos (necessiriaments de A) onde tal facto se verifica é finito ou
numerivel, como vamos ver.

Consideremos primeiro o caso de A ser limitado. Basta demonstrar que &
finito o conjunto dos elementos x de A onde 2 x) excede um dado ndmero posi-
tivo . Be tal nfio acontocesse, o conjunto désses elementos x de A admitiria um
elemento limite x’, no qual seria 2 (x') = : mesmo depois de suprimirmos o ele-
mento %' ao conjunto A [p 71, {. 22]. A descontinuidade em x' nilo seria pois
artificial.

Se A & ilimitado, consideramos uma sucessio de esferéides concéntricos cujos
raios cresqam para infinito e notamos que os elementos de A onde f(x) se torna
descontinua, situados em cada um désses esferdides, sio em nimero finito ou for-
mam uma infinidade nu merivel.
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80 Xi, X2, «+ +, X, ... de elementos de A que tenda para y. Qualquer
destas condigdes exprime a continuidade de f'(X) no elemento y.

Se f(x) é limitada numa vizinhan¢a de y, para que se dé a
continuidade neste elemento é suficiente que exista uma suces-
sdo Xy, Xz, .+, Xi, -+ que faca fi'mj'(TﬂW=0. pois em tal
caso A(y) reduz so a elementos juxtapostos entre si.

Para que f(X) seja continua no conjunto [Al & necessirio e
suficiente que a qualquer sucessiio convergente X;, Xz, «. ., Xi, - - -
de elementos de A corresponda uma sucessio também econver-
gente f(Xu), f(Xs), ..., f(X;), ... de elementos de f(A).

Consideremos uma classe de sucessies de elementos de A

[ !

/%) RPN
gue tendam para um mesmo elemento y. Suponhamos que, dada
wma sucessdo qualquer de elementos de A que tenda para y, dela
podemos sempre extrair uma sucessdo da classe. Para que f(X),
definida em A, seja continua em y é suficiente que todas as suces-
ses

L) POy oy e, eoi

correspondentes as diversas sucessdes da classe tendam para limi-
tes juxtapostos entre si [v. vur, p. 119, 1. 9] (4).

Seja f(x) continua em y. Consideremos um elemento ¢ do
espagide a que pertence f(A). Dados dois mimeros que com-
preendam a distancia A(y) €, eriste uma vizinhanga de y relativa
a A tal que em todos os seus elementos X a distancia f(X)¢ se
encontra entre 0s mesmos nimeros.

Efectivamento, se Xi, Xz, .., X;, ... ¢ uma sucessfio de ele-
mentos de A que tenda y, temos Eime(:J_l: —i_(?ﬁ, @ por isso
existe uma ordem a partir da qual a distaneia f(x;) ¢ se encon-
tra entre os nimeros dados. Podemos pois determinar uma vizi-

(*) Be por exemplo A & constitaido por nimeros ou por pontos, para que f(x),
definida em A, s2ja continua num ponto #' déste eonjunto é suficiente que tendam
para f(x') tolas as sucessdes de elementos de fix) correspondentes is sucessjes
monétonas de pontos de A que tendam para =,
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nhanga de y em relacio a A tal que em todos os seus elementos X
a distincia f'(l}r. se encontre entre os mesmos nimeros [v. Vi,
p. 111, L. 12] (4.

Se f(x) é continua no elemento y. o mesmo sucede a qualquer
fungdo juxtaposta @ primeira [p. 69, 1. 24].

Logo, quando f(X) é continua num elemento y de [Al que ndo
pertengs a A, a definicio de f(X) nesse elemento conforme dis-
semos a p. 120, nota, mantém a contineidade em y. Tal prolon-
gamento de f(X) para um ou mais elementos do conjunto [A]—A
ndo introdoz pois descontinuiiades.

Se f(x), definidla em A mas nio em todos os elementos
de [Al, ¢ continua no conjunto [A], qualquer fungdo j(X) que
resulte de prolongarmos a primeira para o conjunto [Al—A &
ainda continua. Logo a uma fungio definida em A e continua
em [A] corresponde sempre wma fancio definida e continna
om [Al e que em A coincide com f(X).

Se f(x) é continua em [A], uma fungdo juxtaposta & primeira
e definida em [A] é qualquer fungdo que resulte de atribuirmos
am £6 elemento A funcdio limite 2 (y) em cada elemento de [A].

Se dois elementos distintos de [f(A)] nunca siio juxtapostos
entre si, existe uma fdnica funglo definida em [A| e juxtaposta
af(x): & a fangdo A(y) que se obtém prolongando f(X) para o
conjonto [Al —A (?).

(') Para dar uma aplicagio simples admitamos que f(A) & numérico e que
fix) & diferente de zero e continua num elemento X' de A. A um dado nimero
positivo ¢ inferior i distincia de f(x') a0 ponto zero, isto &, a0 mbdulo de f(x'),
corresponde um esferide de centro X' tal que em todos os seus elementos X se
mantém & mesma relaglo « < | f(X)|.

() Como exemplos de fungles continuas recordemos os seguintes casos:

A distincia x x entre dois elementos dum dado espagdide P é uma fungéo
continna do elemento (x, x') definida no espagbide composto P, P) [e. v, p. 20,
I 16/. As projecedes dum elemento composto sio fungdes continuas désse ele-
mento [o. 1v, p. 38, . 12]. A distincia reduzida entre um elemeato e um con-
junto @ uma fangdo continua désse elemento [e. 1v, p. 93, /. 20]. O diimetro
dum conjunto é uma fungdo continua dn mesmo conjunto [p. v, p. 134, I. 23]

A distiocia reduzida A B, o desvio A B e a distincia A B entre conjuntos limi-
tados s#o funcBes continuas do elemento composto (A, B) [e.v, p. 135, 1. 14 e 17].
As projeccdes dum conjunto limitado de ordem n sdo fangdes continuas do mesmo
conjunto [e. v, p. 136, L. 17]. As separagdes mixima e minima de n conjuntos
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Seja y um elemento de continuidade da fun¢do f(x). Se
IIllﬂ'l""lll'l-
vltY!:"-a‘li:"'

sdo sucessdes de subconiuntos respectivamente de A e de [A] tais
que lim X;y=UlimY;y—=—0, temos [v. vur, p. 123, 1. 29].

tim £ (X;) 2 (y) = lim 3 (Y;) % (y) =0
tim o (X;) = lim © (Y) =0,

Por conseguinte, se fX) & continua em y, a eada nimero
positivo ¢ correspondem vizinhangas U e V de y relativas a A
e a (Al tais que seja w(U)<<d e Q(V)<<J. Reciprocamente,
oma qualquer destas condi¢des basta para a continuidade de
f(x) em y, pois em virtude dela & convergente qualquer suces-
sio de elementos de f(X) que resulte duma sucessiio de elemen-
tos de A que tenda para y.

Se fix) é continua em y, a cada wimero positivo 3 corres-
ponde wm nimero positive ¢ de maneira que se verifiqguem as desi-
gualdades

fRap<d , r)ri)<s
AN Ap<3d , AN aY)<d
para quaisquer subconjuntos X, X', Y, Y', os dois primeiros de A e
o8 outros de |Al, que distem de y menos de < [v. viu, p. 124, 1. 20,
Temos em particular

ﬁl__}qi":a ] f'tl]f-'|['_}‘§:’3

sempre que seja Xy<c e X' y<:.

Ay, Az, ..., A silo fungles continuas do elemento composto (A, Az, . ., An)
[p. v, p. 300, 7 9, e p. 302, . 11]. A desconexBio dum conjunto é uma funclio con-
tinua do mesmo conjunto [e. v1, p. 319, L 3].

B

§ R R |
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Qualquer destas condicdes também é suficiente de continni:
dade em y, porque, dada uma sucessio de elementos de A que
tenda para y, da primeira se conclui que a sucessio dos ele-
mentos correspondentes de f(x) tende para A(y), e da segunda
resulta também a convergéncia da mesma sucessio.

Seja y um elemento de eontinuidade de f(x). Se a fungdo
9(2), definida no conjunto f(A), é continua no conjunto A(y)
relativo a f(X), a fun¢do de funcdo g (I‘(l]} é continua em Y.

Efectivamente, dada uma sucessiio Xy, X2, ..., Xi, ... de
elementos de A que tenda para y, temos lim f(X;) I A(y), e por
isso existe lim o (f(x:).

Se as funcdes fi(X), fa(X), ..., fu(X), definidas no mesmo
conjunto A, sdo continuas no elemento y de [Al, a fungdo com-
posta [v. vin, p. 115, 1 24]

28) (am, fa®, <oy Fal®)

também ¢é cortinua em Y e reciprocamente.

Na verdade, se, qualquer que seja a sucessio de elementos
de A quo tenda para y, as correspondentes sucessdes dos ele-
mentos das funcdes dadas siio convergentes, o mesmo sucede
A sucessio dos elementos da fun¢io composta e reciprocamente
[v. v p. 37, I, 29].

Seja (21, 22, --., Zx) uma fungdo definida no conjunto dos
elementos da fung@lo composta (28). Se as fungdes componentes
sdo continuas em Y e se a fungdo dada g é continua num elemento
limite da (28) em ¥y, a fungdo

o (i), f2(@), ..o\ fa ()

é continua no mesmo elemento Y.
Trata-se efectivamente duma fungdo ¢ continua no conjunto
A (y) relativo a uma fungdo (28) continua em y.

Seja X um subconjunto limitado de A. Se fix) é continua
em X|, temos 3(X)|[f(X)].
Com efeito, sendo X limitado e tratando-se duma fungiio con-
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tinua em (X, o conjunto A (X) ndo se altera quando se considera
a funcio definida exclusivamente sobre X, pois A(X) 6 a soma
dos limites %1y) relativos aos diversos elementos y de [X|. Logo
vem A | [£(X)] [v. vim, p. 120, 1. 107,

Sdo jurtapostos os conjuntos dos elementos duma fungdo con-
tinua em conjuntos juxtapostos.

Sejam X e X' subconjuntos de A juxtapostos entre si. Se
f(x) & continua em X e em X', cada elemento dum qoalquer dos
conjuntos f(X) e f(X) & limite duma sucessio de elementos do
outro, e por isso também temos f(X) I fX).

Numa fun¢do continua a comjuntos juxtapostos correspon-
dem pois conjuntos juxtapostos (!).

Se a fungdo f(x), definida em A, é continua em (A, a con-
Jjuntos limitados e ligados correspondem para a funglo conjuntos
ligados.

Em geral, se X e X' sfio subconjuntos de A cujos lugares
possuam um elemento eomum e se f(X) é continua nesse ele-
mento, os conjuntos f(X) e f(X) sdo ligados entre si.

Se fx) é continua num subconjunto Y de [A], limitado e
fechado, existe uma vizinhanga de Y relativa a A onde f(x) é
limitada.

Basta notur que a fungio & limitada numa vizinhanga de
cada elemento de Y [v. vin, p. 117, L. 25].

Em particolar:

Se fix) é continua no lugar K| dum subconjunto limitado X
de A, o conjunto f(X) ¢ limitado.

(1) Por &ste motivo sio juxtapostos por exemplo: correspondentes projec-
cdes de conjuntos juxtapostos de ordem n; o conjunto das distincias entre as coor-
denadas de cada elemento dum conjunto de segunda ordem e o conjunto que se
obtém da mesma maneira a partir dam conjunto juxtaposto ao primeiro; o con-
junto das distincias entre cada elemento de A e cada elemento de B e o que se
obtém da mesma maneira a partir de conjuntos juxtapostos acs primeiros; o con-
junto das distincias entre 0s elementos de A o o das distincias entre os elementos
dum conjunto juxtaposto ao primeiro,

Note-se que estas afirmagfes ji tinham sido demonstradas directamente no
r. Iv, [p. 40, L. 23; p. 43, L. 5; p. 44, 1. 25; p. 45, L 21).
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Logo, se f(x) é continua em [A], a conjuntos limitados cor-
respondem para a fungiio conjuntos limitados.

Se f(x) é continua no co junto fechadc A, o conjunto de todos
os elementos de sequnda ordem (l - f{l}) ¢ igualmente fechado.
Considerando, eom efeito, uma sucessdio convergente

(29) (xts Fx0)s (%2, F(X2),5 -0 (Xin £1XD)s -2

de elementos désse conjunto de segunda ordem, sio também
convergentes a sucessio das primeiras coordenadas e a das
segundas dos mesmos elementos. A primeira tende para um
elemento a de A, e, em virtade da continnidade, a segunda
tende para f(a). Logo a sucessiio (29) tende para (l.fal)
[v. 1v, p. 38, I. 8], que é nm elemento do referido conjunto de
segunda ordem.
Deduz-se como corolirio a propoesi¢io seguinte:

E Sfeehado o conjunto dos elementos duma fungdo continua num
conjunto A limitado e fechado.

O conjonto fiA) & limitado. O conjunto dos elementos
{x.f{x}} 6 pois limitado e fechado, e por isso f(A) também 6
fechado [v. 1v, p. 41, L. 10].

Também reconhecemos que fA) & fechado notando que
os conjuntos f(A) e A(A) juxtapdem-se clemento a elemento
quando A é limitado e fechado [p. 78, I 14]

Dado o caso de f(A) ser numérico e real, a funclio atinge
pois um valor miximo e um valor minimo quande é continua
no conjunto limitado e fechado A (}).

() Mais uma vez reconhecemos as seguintes proposicles [o. 1v, p. 47,1 20]:

E limitado e fechado o conjunto das distincias entre as coordenadas de cada
elemento dum conjunto limitado e fechado de segunda ordem (supomos, é claro,
que as projec¢des désse conjunto fazem parte dum mesmo espacdide).

i limitado e fechado o conjunto das distincias entre cada elemento de p e
cada elemento de B quando estes conjuntos sdo limitados e fechados, pois tal dis-
tincia & uma fungiio continua no conjunto limitado e fechado (A, B) [r. 1v, p. 42,
l.3]. A distincia reduzida A B é nesse caso a distincia entre um elemento de A
e um elemento de B convenientemente determinados. O didmetro dum conjunta
limitado e fechado é a distiincia entre dois determinados dos seus elementos.

E limitado e fechado o conjunto das distincias reduzidas a B entre cada
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E condigdo suficiente de continuidade em [A| duma Sfungdo fx)
limitada em A que o conjunto (X f(X)) seja fechado (1) (supde-se
que a elementos jurtapostos de A correspondem elementos juxrta-

postos de f(R)).

Basta demonstrar que dada uma sucessio convergente
Xg, X2, -.., X;, ... de elomentos de A a correspondente suces-
siio

(30) S, fxa, -..,f(x), -4

também & convergente [p. 79, . 8]. Consideremos um limite
y da primeira sucessiio, e dois limites z @ Z' da segunda. Os ele-
mentos de segunda ordem (y, z) e (y, 2') siio limites da sucessdo

(11. f«lli)= (lz, T ) RS S ) R

e, como o conjunto dos elementos (I,_f(xr) & fechado, existem

elementos ('_a,f(al) e (a, f(@)) juxtapostos a (y, Z) e (y, Z).

Temos pois alia’ e, por hipitese, fia)ll f(@). Logo zlz. Todos

os limites da sucessfo limitada (30) sfio juxtapostos entre si,

razio porque a mesma & convergente [v. 1v, p. 18, I. 8].
Podemos afirmar, por conseguinte, que:

E condigllo necessaria e suficiente de continuidade duma fungdo
limitada f(X) num conjunto fechado que o correspondente conjunto
(l . f(X)) seja fechado (supde-se que a elementos jurtapostos de A
correspondem elementos juxtapostos de f(A)) .

Como coroldrio evidente vem a seguinte proposi¢io, também
ficil de justificar directamente :

A fungdo inversa duma fungdo continua nmm conjunto limi-
tado e fechado, quando eriste, é continua (supomos que elementos
juxtapostos de f(R) sdo correspondentes a elementos iuxtapostos
de A).

elemento @ dum conjunio limitado e fechado A e um conjunto B. Logo o desvio
AB representa a distincia reduzida entre um determinado elemento de A e o
conjunto B .

(1) Em tais condi¢des o conjunto A é necessiriamente fechado. Em geral:
E fechada uma projecgilo dum econjunto fechado de ordem n sempre que a pro-
Jeegdo complementar seja limitada.
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Se f(x) é continua e se A e f(A) sdo totalmente fechados,
temos [f(X)]| f([X]) para qualquer subconjunto limitado X de A

(supomos que elementos juxtapostos de f(A) sdo correspondentes
a elementos juxtapostos de RA).

Por outras palavras, se I é correspondente a X, também (Z] é
correspondente a [X/. Na verdade, os conjuntos f(X) e f(IXI)
sdo juxtapostos [p 83, . 11], e como f(IXl) & totalmente fechado,
temos [ fX)] 1 f(XI]).

As operacdes representadas pelos simbolos [] e f siio per-
mutdveis dadas as condicdes do enunciado (1).

Seia fiX) uma funcdo definida e continua num conjunio
fechado A. Dado um subconjunto T de f(R), fagamos-lhe cor-
responder o maior subconjunto X' de A tal que Z1f(X')(?). Se

(31) L.1y, .- Uy, .

é uma sucessdo que tenda para L de vizinhangas de 1 relativas
a f(A), a correspondente sucessdo

(32} xrl,llg, ...,xr;’. "o
tende para X'.

E claro que X' é um subconjunto de qualquer dos conjun-
tos X;. Basta pois demonstrar que o limite integral X' da

(') Como aplicagio deduzimos as seguintes proposigdes, ji directamente jus-
tificadas no v. 1v, p. 40, n.° 16 ¢ segs., e resumidamente enunciadas no mesmo
v Iv, p. 47, 1. 31:

0 lugar duma projecgfio dum conjunto limitado de orlem n & a correspon-
dente projecciio do lugar do mesmo conjunto. O lugar do conjunto das distincias
entre as coordenadas de cada elemento dum conjunto limitado de segunda ordem
¢ o conjunto das distiincias entre as coordenadas de cada elemento do lugar do
mesmo conjunto. Em particular, o lugar do conjunto das distincias entre cada
elemento dum conjunto limitado A e cada elemento dum conjunto limitado B & o
conjunto que se obtém da mesma maneira a partir de [Al e de [B]. O logar do
conjunto das distincias entre os elementos de A é o conjunto das distiincias entre
os elementos de [Al. [veja-se v. 1v, p. 48, 1. 3].

(*) O conjunto X' & constituido pelos elementos de A que tém por corres-
pondentes para f(x) elementos de [Z].

A subconjuntos juxtapostos de f(A) correspondem assim para A subconjuntos
também juxtapostos.
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sucessiio (32) pertence a [X'| [v. v, p. 143, I. 28]. Cada clemento
de X' juxtapde-se a um elemento a de A e é limite duma suces-
840 X, Xs, -+ , Xu, --. extraida duma subsucessdo da (32).
Por continuidade vem lim fx,) | f(a', e, como a sucessio (31)
tende para I, o elemento f(a) pertence a [Z]. Logo a per-
tence a X'.

Qualquer elemento de X' juxtapde-se a nm elemento de X', e
por isso X' pertence a |X/].

Seja f(x) uma fungdo definida e continua num conjunto
fechado A . Dado um subconjunto I de f(A), é fechado o maior
subconjunto X' de A tal que Tl f(X').

E fechado, com efeito, o conjunto X' que figura na demons-
tragio precedente, e acubdmos de ver que X' e X' se juxtapdem
elemento a elemanto.

Por conseguinte, a um subconjunto fechado I de f(A) no
qual figurem todos os elementos de f(A) que se juxtaplem a
elementos de I (como sucede por exemplo quando Z é total-
mente fechado) corresponde sempre um conjunto fechado X tal
que Z | f(X).

Dado em particular um elemento z de f(A), ¢ fechado o
conjunto de todos os elementos de A que tém por correspon-
dentes para f (x) elementos juxtapostos a Z.

Seja fx) uma fungdo definida e continua num conjunto
fechado KA. Dado um subconjunto T de f(R), designemos por X'
o maior subconjunto de A tal que 1| f(X'). Se o limite integral
da sucessdo

,“Xl}, ftx!)) ey J-lxi} (R
pertence a |I, também o limite integral da sucessdo

Xi, Xy ooy Xiy -+
pertence a [X'].

Tal qual como se procedeu hd pouco, demonstra-se que um
elemento qualquer do limite integral X da sucessfio precedente
juxtapde-se a um elemento de X'.

Quando a soma dos termos da mesma sucessio & limitada,

podemos escrever lim XTX’ =il
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Se em particular a socessio limitada Xy, Xs, ..., Xi, v+ &
tul que lim f(x;) L =0, também temos lim x; X =0 (V).

Se a fungdo f(X), definida em A, ¢ continua no subconiunto B
de [Al, limitado e fechado, a cada niimero positivo § correspon-
dem vizinhangas U e V de B relativas a A e a [A] e um nimero
positivo € tais que seia

w)<d e Q<3

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diametros
sejam inferiores a ¢ [p. 73, 1. 7, e p. 83. L. 21].

Podemos pois dividir a vizibhanga ¥ num nimero finito de
partes em cada uma das quais a oscilagio limite de f(x) seja
inferior a d.

As desigualdades

fOfX)<3 o iy ay)<3

verificam-se sempre que os elementos X e X' de U e os elemen-
tos y e y' de V satisfucam as condigdes xx' <e¢ e yy <:.
Supondo que ¢ BI[A!, vem a proposiciio seguinte :

Se fix), definida no conjunto limitado A, é continua em [A],
a cada nidmero positivo ¢ corresponde win nimero positive ¢ tal
que seja v (X)<d para qualquer subconjunto X de A de diametro
inferior a ¢ [CaNTOR].

Temos pois f(x) f(x)<3 sempre que seja XX <t (¥).

(1) Como coroliirio encontramos mais uma vez a proposi¢io que diz:

A fungdo inversa duma fungdo continua nwm conjunio limitado e fechado,
quando existe, é conlinua (supomeos que elemenlos jurtapostos de f(A) £d podem
resullar de elemenlos juriapostos de A).

Efectivamente, considerando uma sueessio [ (%), f (%), -. , £ (%), ... que
tenda para um dado elemento f(a) de f(A), & sucessfio Xg, X3, ..., X; ... tende
para a.

(2) Be f(x) @ continua num conjunto A limitado e fechado, a possibilidade da
divisio de A num nimero finito de partes X em cada uma das quais seja w (X) <
nfio traduz o teorema de Caxtor nem sequer é caracteristica das fungdes continuas,
Qualquer fangdo limitada f(x) definida num conjunto limitado A satisfaz a tal con-
digo. Efectivamente, uma divisio do conjunto de todos os elementos (u, f{xj)
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Se f(x) é continua no subconjunto B de (Al , limitado e fechado,
a cada numero positivo 3 correspondem vizinhangas U eV de B,
relativas a A e a [Al, e wn nimero positivo ¢ de maneira que
seja

) fFXN<s e AY)2(Y)<3

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y', os dois primeiros de U
e os outros de ¥, tais que se tenha XX <e e YY <e[p. T4,1.12].
Como coroldrio afirmamos que :

Se f(x) é continua no subconiunto B de [Al, limitado e fechado,
as funcies f(X) e L(Y) sendo a primeira definida nos subconjuntos
limitados X de A e a segunda nos subconiuntos limitados Y de (A,
sdo continuas no coniunto B e em todos os seus subconjuntos [v. v,
p. 187, 1. 1]

Por conseguinte, dado om sabeonjunto limitado X de A, se
f(X) é continua em [X| e se a sucessio X, Xz, ..., Xi, ... de
subeconjuntos de A, de soma limitada, tende para X, a corres-
pondente sucessio f(Xi), f(Xs) ..., f(Xi), ... tende para f(X).

Quando em particular f(x) & definida e continna em todo
o espacbide a que pertence a variivel X, a correspondente fun-
¢iio f(X) é continua em qualquer conjunto limitado X(!).

Se Xi, Xa, ..., Xi, ... satisfaz apenas & condicdo lim N 0,

também temos Ia’mf(!,—?j{l)zﬂ quando X é limitado e /' (x) con-
tinua em [X]. Na verdade, os termos da sucessiio precedente

num nimero finito de partes de difimetros inferiores a um dado nimero positivo ¥
determina uma divisio de A no mesmo nimero de partes, sendo manifesto que em
cada uma delas a oscilagio de f(x) & inferior a §. No caso geral duma fungiio
qualquer definida num conjunto qualquer, podemos dividir &te numa infinidade
numerdivel de partes em cada uma das quais a oscilagio da funcio seja inferior a 3.

() Os limites superior e inferior dum conjunto limitado de ndmeros reais
sio manifestamente fungdes continuas désse conjunto. Por conseguinte, se a fun-
¢lio f(x), definida em A, é continua num dado subconjunto B de [A], limitado e
fechado, e se f(A) é namérico e real, os limites superior e inferior do conjunto /(X),
quando limitado, sAio fun¢des continuas no conjunto B e nos sens diversos subcon-
juntos [p. 82, L 6].

Por exemplo, como a distincia reduzida x¥Y é uma funglo continua de x,
concluimos qne a distincia reduzida XY e o desvio XY ( respectivamente o limite
inferior e o superior do conjunto das distincias xY correspondentes aos diversos
elementos x de X) sko funcBes continuas do conjunto limitado X .




a0 Revista da Faculdade de Citneias da Universidade de Coimbra

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes
duma sucessiv de subconjuntos de A, de soma limitada, que
tenda para X.

Se em particular a sucessio X;, X2, ..., Xi, ... de elementos
de A & tal que lim x,X =0, vem lim f(x,) f(X)=0, supondo
ainda que f(X) é continua no conjunto limitado [X.

Se f(x) ¢ continua no subconjunto B de [Al, limitado e fechado,
a cada numero positive 3 correspondem vizinhangas U e V de B
relativas a A e a [A] e wm nimero positivo ¢ de maneira que seja

) —aX) < e |QY)—2()|<L3

para subconjuntos quaisquer X, X', Y e Y, 08 dois primeiros de U
e os outros de V tais que se tenha XX'<c e YY <: [p. 5. L 4].

Logo, se f(x) & continua no subconjunto B de [A], limitado
e fechado, as oscilagdes w(X) e 2(Y), a primeira das quais &
definida nos subconjuntos limitados de A e a segunda nos
de [Al, sdio continuas no conjunto B e nos seus diversos subeon-
juntos (!). A fangdo L (y), em particalar, é continua nos ele-
mentos y de continuidade de f (x).

Seja z!f(X) uma fungdo continua num conjunto limitado e
fechado A. Consideremos uma fungdo (1) definida no con-
junto f(R). Dado um elemento 7' de f (M), designemos por X'
o maior subconjunto de A tal que seja 2'1f(X'). E condigdo
necessdria e suficiente de continuidade da fun¢do de fungdo
-:p(f::j) no conjunto X' que ¢ () seja continua no elemento 2
(supomos que a elementos juxtapostos a 7' correspondem para
9 (Z) elementos juxtapostos a 9 (2').

Demonstremos que a condigio é necessdria. Sendo f(X) eon-
tinua no conjunto fechado A, dada qualquer sucessiio de elementos
de f(R)

lf), 2l f(Ma)y oo s Zelf(XMD)y -0

(') Ao mesmo resultado também podemos chegar notando que o (X) e 2 (Y)
sio funcdes contfnuas de £(X) e de x (Y) [e. v, p. 134, 1. 23] e que estas iiltimas
sfio continuas em B e nos seus diversos subconjuntos, como atris dissemos.
E uma aplicagiio do teorema da coutinuidade da fun¢do de fungilo.

>
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que tenda para o limite Z/, temos lim x;X'=0 [p. 88, L. 1]. Se
¢ (f(x)) 6 contibua no conjunto X, que & limitado e fechado
[p. 87. L. 9], temos também

lim o (f (%)) 9(f(X))=0 [p. 90, L 4],

ou lim 9(2)) 9(Z)=0. A funcio 9 (z) & pois continna em Z.
A condigiio é suficiente como atrds se demonstron [p. 82, L. 6].
Por conseguinte afirmamos que : .

Sendo f(X) definida e continua num conjunto limitado e
fechado A, é condigdo necessdria e suficiente de continuidade
da fungdo de fungdo qa(f(l]) em A que 912) seja continua em
£ (R) (supomos que a elementos de f (R) juxtapostos entre si corres-
pondem para () elementos também juxtapostos) (*).

Seja K um continuo limitado contido em [Al. Se f(x), definida
em A, é continua em K, o conjunto limite ) (K) é um continuo [p. 75,
l. 21] (3.

Como corolédrio deduzimos que:

Se f1x) é definida e continua num continuo limitado K, o con-
junto f(K) também ¢ um continuo [Cavecny].

Se f(x) é continua num conjunto G tal que dois quaisquer dos
seus elementos se unam por um continuo limitado néle contido, o
conjunto f(G) satisfaz @ mesma condigdo ().

(1) Outro modo de provar a condi¢io necessiria consiste em demonstrar que
é fechado o conjunto dos elementos de segunda ordem (z, ¢(2)) [p. 85, L 19]
(recordemos que o conjunto A, e por conseguinte os conjuntos f(A) e .,(nm) d
sfo limitados e fechados). Basta para isso notar que é fechado o conjunto dos
elementos de terceira ordem (:, fl, :pU'{xr) [p- 85, nofa|, o que se torna
evidente em virtude da suposta continuidade das Puugdes f(x) e 5 ( _r‘(:;) no con-
junto limitado e fechado A.

(%) Este continuo pode degenerar num s elemento ou em elementos juxta-
postos entre si.

{(*) Do teorema de Cavony e da proposi¢io a p. 76, /. 1, deduz-se a seguinte:

E continua a fungio inversa, caso exista, duma fungdo de elemenios numé-
ricos reais definida e continua num conjunio tal que dois quaisquer dos elementos
se unam por um continuo limitado néle eontido.

Seja z | fix) a funglo considerada, definida em A. O conjunto f(A) é um
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Se a fungdo fX) é definida e continua num conjunto G perfei-
tamente conexo [p. 16, 1." nota), o conjunto f(C) também é perfei-
tamente conexo (1).

Consideremos, com efeito, uma divisio de f(C) em duas par-
tes Z e Z'. Sejam X o X' o0s maiores subconjuntos de € que
fagam Z|f(X) e Z'| f(X'). Existe por hipétese um elemento ¢

do produto G><IX|><(X], e, como f(x) é contfnua em g, o ele-

mento correspondente f(¢) pertence a [Z] e a 1. O pro-

duto f(B)><IZ|><[Z'] & por conseguinte provido de elementos.
De idéntica maneira se demonstra a seguinte proposigio :

Seja f(x) uma fungdo definida num conjunto € tal que,
para qualquer divisdo déste em duas partes X e X, erista o
produto X! <|X'1. Se f(x) ¢ continua em [G], o conjunto f(C)
satisfaz & mesma condi¢do: seja qual for a maneira de o divi-
dirmos em duas partes L e 1', existe o produto [Z) <[Z].

Em particular :

Se f(x), definida num conjunto limitado e conexo G, é conti-
nua em [B], o conjunte f(C) é conexo.

Supondo fechado o conjunto € que figura nesta proposigio,
obtemos mais uma vez o teorema de Cavcuy acima enunciado.

Seja K um continuo limitado contido em [A]. Se fi(x), defi-
nida em A, ¢ continua em K, a cada nimero positivo 3 corres-
ponde um positivo ¢ tal que, para quaisquer vizinhangas U e V
de K, relativas a K e a (A, que distem de K menos de ¢, as des-
conexdes dos coniuntos f(U), A(U) e A (V) seiam inferiores a 8
{p., 77 L 14).

intervalo porque dois quaisquer dos seus elementos unem-se por meio dam inter-
valo contido em f(A). Tomemos um elemento Z | f{xo) e consideremos um inter-
valo de centro z, tal que a parte contida em f(A) seja um intervalo fechado 1.
Bejam f(x') e f(X") 0s extremos de I. Os elementos X' e X' unem-se por meio
dum continuo limitado K contido em A. O conjunto f(K) é um intervalo; a éle
pertence I. Ficamos assim reduzidos ao caso ji considerado duma funcio continua
sobre um conjunto limitado e fechado K. Logo a uma sucesskio de elementos
de [ A) que tenda para Zo corresponde uma sucessio de elementos de A que tende
para Xo.

(') Da proposicho a p. 76, L 1, conclui-se imediatamente que f(C) & um
conjunto conexo.
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Seja f(x) uma fungdo definida, limitada e continua num con-
junto A. Consideremos um subconjunto conexo G de [Al. Se
existe uma sucessdo de subconjuntos de A perfeitamente conexos

nll n!, Y cip e

cada um dos quais contenha uma vizinhanga de G e tais que seja

lim 6; 6=0, o conjunto limite  (C) é um continuo ().
Na verdade, demonstrdmos hd pouco que os conjuntos f(G;)
siio conexos [p. 127, . 1] (3.

(1) Dispensa-se a hipitese da limitabilidade de /' x) quando o conjunto f(A)
& numérico e real [¢ win, p. 129, obs.].

(?) Copsiderando, por exemplo, uma funclio definida, limitada e continua,
num intervalo aberto, 0 conjunto limite numa das extremidades & um continuo.

Se uma fonglio f(z), definida num intervalo incluindo uma das extremida-
des x', 6 continua nos pontos interiores, o conjunto limite em 2', caso exista,
da razio

flo fiz)
a—x

¢ um intervalo fe. vini, p. 129, nola (1)].

Se uma funglio / p) do ponto p dum espago ordindrio de mais de uma dimen-
siio é limitada e continua nos pontos duma esfera de centro p', & excepgiio déste
ponto .onde ndio a definimos, o respectivo conjunto limite em p' & um continuo.

Supondo esta fanclio definida em p', o conjunto limite da razio

TV AT
py
quando existe, é um intervalo, mesmo que f((p) ndo seja limitada na referida
esfera.

SBeja f(z) uma fun¢iio de varidvel imaginiria z definida no conjunto A dos
pontos de certo circulo do qual excluimos o centro £’ e a circunferéncia C que o
limita. Be f(x) & limitada e continua em A, os respectivos conjuntos limites i (z')
e 3 (C) sio continuos.

8e f(x) é continua em 2/ e se a raziio incremental -

S —AED

& —a'

se mantém limitada em A, o conjunto limite em z' da mesma razio é um
contfnuo.
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Seja f(xX) uma fungdo definida, limitada e eontinua no con-
junto A ('). Suponhamos que o subconjunto G de [A] verifica a
sequinte propriedade : seja qual for a sucessdo Xy, Xa, « .« y Riy « -«
de elementos de A que faga lim X, 6=0, hé uma ordem a partir
da qual dois elementos quaisquer X; e X; pertencem a um con-
iunto ferfeitamente conexo Gy contido em A de tal modo que se

tenha lim B;:- C=0. Nestas condicdes o conjunto limite ) ()
é um continuo [v, vin, p. 127, i. 22].

Seja f(X) uma fun¢do definida e continua num conjunto G no
qual dois quaisquer dos elementos pertengam a um continuo limi-
tado contide em G. Admitamos gue, para um certo elemento 2
de f(X), existem em G continuos K que fagam f(K)lz. Se cada
elemento de qualquer désses continuos determina uma vizinhanga U
do mesmo elemento relativa a G que faga ainda fllylz, temos
também f(C)lz.

Consideremos a colecgio dos continuos K a que se refere o
enunciado. Por ser f(Xx) uma fungdo continua em G, qualguer
continao eontido em C que se juxtapouha a uma soma de continuos
da coleccio 6 am continuo da mesma colecgio. Além disso,
por forga das condigdes impostas no enanciado, seja qual for
a sucissio Xy, X2, ..., Xi, ... de elementos de G que tenda
para um elemento de um désses continuos, temos, a partir
de certa ordem, f(x,)l 2. Por éste motivo, eada continao limi-
tado da colecgio determina uma visinhanca ¥ relativa a € na
qual & f(V) Iz [v. vin, p. 111, 1. T]. Qualquer contfnuo contido
em VY & pois um dos da coleecio considerada. A proposigio
enunciada no v. vur, p. 104, L. 33, diz entdo que a soma dos
eontinuos limitados da ecoleecciio é o conjunto G, sendo por
isso f(6) Iz 3

Sejam h(X) ¢ k(x) funcies definidas e continuas num con-
Junto B no qual dois quaisquer dos elementos pertengam a um

') Primeira nota da pigina precedente.

(*) Se por exemplo uma funglio numérica de variivel independente imaginéria,
holomorfa num dominio elementar aberto, é constante sibre um continuo néle con-
tido (basta para isso que se mantenha constante sibre um conjunto que admita am
derivado de ordem & contido nesse dominio) a mesma fun¢lo é constante em todo
o duminio.
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continuo limitado contido em G. Admitamos que existem em 0
continuos K tais que seja hix)|/k(X) em cada um dos seus ele-
mentos X. Se qualquer déstes elementos determina uma vizinhanga
relativa a G em cujos elementos tenha ainda lugar a mesma jurta-
posigdo, esta verifica-se em todos os elementos de 6.

Efectivamente, a fun¢iio /i (X) % (X) encontra-se nas condu;ﬁes
da fungido f(X) considerada na proposicio anterior.

(Continua)
Luis Bepa Nero




Sobre a determinaciio do indice orbitario
e a assimetria da orbita ()

POR

L P. Caxtoo pE Morais e J. A. Serra (%)

Fue. do Ciéneias da Univ. do Colmbra

O fndice orbitirio tem sido determinado de diferentes maneiras,
conforme os pontos em que terminam a altura e a largura da
érbita. No que respeita A largura, pode ser tomada a partir do
dakryon (pouto de encontro da sutara lacrimomaxilar com a sutura
frontomaxilar), ou a partir do laerimale (ponto na crista lacrimal
sdbre a sutura frontolacrimal), e ainda a partir do maxilofrontale
(ponto de encontro do bordo interno da érbita com a sutura fron-
tomaxilar). Enquanto que o Congresso de Mdnaco de 1906 preco-
nizava o dakryon, Martin (*) prefere o maxilofrontale; na verdade,
dste dltimo ponto parece morfologicamente mais aconselbével, pois
que, por definigfio, estd situado no bordo da érbita e naturalmente
a largura orbitiria deve ser medida na entrada da érbita, ao passo
que o dakryon ou o lacrimale estdio situados interiormente. Para
terminagiio da largura da drbita toma-se quési sempre o ellokon-
ehion, ou seja, o ponto sdbre o bordo externo onde termina o eixo
mediano da 6rbita paralelo aos bordos superior e inferior ; também
se pode empregar um eixo da 6rbita paralelo ao plano horizontal e
tirar a largura segundo 8ste eixo.

A altora da érbita 6 habitualmente definida como a distdncia

() Um resumo desta comunicagiio foi apresentado no Congresso para o Pro-
gresso das Ciéncias, em Baragoga — 1040.

(3) Bolseiro do «Instituto para a Alta Calturas.

(}) R. Martin — Lehrbuch der Anthropologie. Jena, 1028.
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do bordo superior ao inferior da érbita, perpendicular i largura, e
que divide a 6rbita em duas partes aproximadamente iguais.

Para a morfologia da 6rbita é importante nfio s6 o fadice orbi-
tirio, mas também a inclinagfio do eixo da érbita, a forma geral
da entrada e o desenvolvimento das regidies circundantes, particu-
larmente da regifio supraciliar, assim como a conformagfio das
paredes interiores O fndice orbitirio 6, contudo, 0 que mais se
presta a comparagdes entre virias populagdes e tem por isso sido
bastante estudado. Verifica-se, porém, que os dados dos vérios
autores nfio sfio compardveis entre si, dada a diversidade das
téenicas empregadas. Para os Portugueses b vérias determinagdes
do fodice orbitirio (') feitas segundo métodos diferentes e forne-
cendo resultados diferentes; enquanto que Macedo e Oliveira segui-
ram o método de Broca, determinando a largura desde o dakryon
até o ponto onde se encontra o diimetro maximo sdbre o bordo
externo da Orbita, Ataide e Temido seguiram as instrucdes de
Ménaco. Nio existiam determinagdes feitas segundo as indicacdes
de Martin, em que a largura orbitiria se toma a partir do maxi-
lofrontale. Para comnparagdes raciais pode ter interesse a existén-
cia de dados segundo as novas técnicas. Este trabalho apresenta
tais dados (*) e, além déste fim, visa principalmente a servir como
uma verificagfio da téenica usada e a tratar da questfio interessante
que é a assimetria da face.

MATERIAL E METODO

As determinacdes foram efectuadas na colecglio do Instituto de
Antropologia de Coimbra de que se serviu A. A. Temido. Trata-se
de 375 criinios masculinos e 239 femininos, identificados, em que
se conhece o sexo, naturalidade, idade a data do falecimento, ete.
Como as mensuragles incidem sdbre os mesmos crinios que as de

() CL.—F. Macedo — Crime et crimipel. Lisbda, 1892; V. N. Oliveira
— 1902 — 8dbre o indice orbitirio dos Portugueses. Trab. Univ. Coimbra, 7, 247;
A. Ataide — 1022 — Sobre algumas correlacdes faciais. Trab. Soc. Port. Antr.
Etnol., 1, 197-215; A. A. Temido — 1931 — O indice orbitirio nos Portugueses.
Contr. para o estudo da Antr Port. — Rev. Fac. C, Univ. Coimbra, 12, n.° 1.

*) No final do trabaho vio os valores individuais obtidos, juntamente com
08 dados referentes i «identidades dos esqueletos.

i
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A. A. Temido. & interessante verificar as diferencas ocasionadas na
mensuracio da altura orbitdria (o tdnico diimetro que foi tomado
da mesma maneira) devidas a causas puramente pessoais. Medimos
a altura e a largura orbitdrias como recomenda Martin — largura
a partir do maxilofrontale. As medigles foram efectnadas nfio sd
do lado esquerdo como também do direito, de forma a poder-se
determinar a diferenca existente de um para outro lado e, portanto,
a assimetria dos dois didmetros orbitdrios. A aproximagiio das
medidas foi levada até meio milimetro, como & usual para as medi-
das pequenas.

RESULTADOS

Tratamos separadamente as duas séries, masculina e feminina,
pois que hé diferencas significativas. Na tabela I estiio resumi-
dos os resultados a que chegamos quanto 4s medigdes, As medi-
das sfio expressas em milimetros.

TABELA 1

et = T - o —- —
| mo| Homens N.o | Mulheres
| |]|' i_ g% __-l S '1" I
|easos | Média Desvio-padriio l'ﬂF'ﬂHi Média Desvio-padrio

_ i TR P
Altura( esque.| 375 [33.2140,103|1,99+0,073| 239 |32,96+0,123| 1,90+ 0,087

orbi- ¢ = i —_— | o

tiria (gireital 372 (33,0440,107 2,0740076| 238 |32,8240,134| 2,07+ 0,095

Larg. ( @sque. | 875 | 41,370,003 1,810,066 239 |40,04+0,094 1,45+0,066

.arg. 3 I x

orbi- A~y =i —

tiria (ulir--it.‘l 372 [42,04+0,094 1,824 0,067 | 238 40,624 0,114|1,754-0,080
— I . — -

Pode desde ja verificar-se a assimetria entre as duas Orbitas.
Para as alturas (!) a diferenga & insignificante, mas para as largu-
ras obtém-se uma diferenca de 0,67+ 0.132 no sexo masculino e

() Dilerengas de 0,17+ 0,148 para os homens e 0,14+ 0,182 para as
mulheres,
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de 0,58 1 0,148 no feminino. Ambas as diferengas sfio estatstica-
mente significativas, pois que sfio respectivamente maiores cérca de
5 o de 4 vezes os correspondentes &rros médios ( probabilidade de
ocorréncia fortdita de um tal valor, menos de 0,0001"/ e 0,01 ) ().
Tanto no sexo masculino como no feminino a érbita direita ¢ mais
larga que a esquerda.

No que respeita is diferencas sexuais, verifica-se que as altu-
ras nfio tém diferencas significativas entre as médias dos dois
sexos (embora levemente maiores no sexo masculino, a dife-
renga de 0,25+ 0,160 & direita e 0,22 +- 0,172 & esquerda, é no
melhor dos casos igual a cérea de 156 vezes o respectivo érro-
-médio — probabilidade cérea de 12°/, — e, portanto, ndo & signifi-
cativa).

A largura apresenta uma diferenga de 1,33 + 0,132 a esquerda
e de 1,42 4 0,148 a direita, sendo a largura do sexo masculino a
maior: as diferengas sfio estatisticamente significativas, evidente-
mente.

Considerando as médias que nds obtivemos e as de A. A.
Temido stbre o mesmo material, vé-se que as diferengas para a
largura (i esquerda) sfio de 237 + 0,126 no sexo masculino e
de 2,01+ 0,139 no sexo feminino. Wagner (°) d4 para diferencas
entre a largura orbitiria medida pelos dois processos nos Caledd-
nios 2,1 no sexo masculino e feminino; nos habitantes da ilha da
Lealdade {papuas) 2,3 e 2,4, respectivamente no sexo masculino e
no feminino. O mesmo autor calculon dos dados de Pich (%) 2,4
para os dois sexos, nos Australianos. Verifica-se que estas diferen-
gas siio muito aproximadas das que nds obtivemos.

A partir dos diimetros orbitirios foi determinado o fndice orbi-
tério, estando as médias e desvios-padrdes e os respectivos erros
médios expostos na fabela I1. Y

(1} Por exemplo em R. Fisher-Statistical methods for research workers
London, 1932.

() K. Wagner — The craniology of the oceanic races. Oslo, 1037.

*) CI. pig. B8 de K Wagner, loc. cit.. Tddas as diferengas sfio dadas em
milimetros.
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A assimetria nos difimetros orbitirios evidencia-se ainda mais
no indice. No sexo masculino hi uma diferenca entre as médias
do fndice nas Grbitas esquerda e direita de 1,66 10,354, e no sexo
feminino a diferenga & de 1,49 40,446 tanto num ecaso como noutro,
as diferengas sfio estafisticamente significativas e indicam a existén-
cia de uma real assimetria nfio s6 nas dimensdes (diimetros), como
também nas proporgdes da entrada da drbita.

TABELA 11

N.e Homens N.o Mulheres
|7de |— de
| |

|CaAs0s | Medin | Desvio-padriio lf'-'lf""-" Mddia Desvio-padriio

I|H“l'l' | 7 =

Hl':\rlllr'_ 375 '--:ll_-'iﬁill,'ji.‘-i; 1,80+ 0,175 239 82,414 0,204 | 4,55+ 0,208
orbi- ¢ ] —

tario (gireito| 372 :H.T:—_|—_ﬁ.-_':'£5l I._H-*ﬂiﬂ.lf‘.r‘ 238 [80,424-0,335( 5,164-0,237

As diferengas sexuais sio também nitidas, o que estd de acirdo
com os resultados dos diferentes autores que determinaram o fndice
orbitario; para a érbita esquerda a diferenga 6 de 2,03+ 0,384 o
para a direita & de 2,20+ 0,420. As diferencas sfio estatistica-
mente significativas e a favor do sexo masculino. Temido (') nas
mesmas séries encontron uma diferenga de 1,42+ 0,406, menor que
a nossa; parece, portanto, que o fndice determinado com a largura
a partir do maxilo-frontale diferencia melhor os dois sexos.

Quanto @ diferenga entre o fndice com a largura a partir do
maxilofrontale e o fndice com a largura do dakryon, verificamos
nas nossas séries que ¢ de 5,11 + 0,353 para o sexo maseculino e
de 4,50+ 0,434 no sexo feminino (do lado esquerdo). No fndice a
diferenga de tfcnica & muito mais notéria que nas medidas, como
era de esperar. Esta diferen¢a s6 numa parte mfnima é devida a
influéneias pessoais na maneira de medir, como se prova pelas dife-
rencas entre as alturas medidas por nds e por A. A. Temido, dife-

") O iodice orbitirio nos Portugueses, loe. cit.. O3 erros médios que nés
apresentamos foram calculades a partir dos erros proviveis de A, A. Temido.
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rengas que sio muito pequenas (aproximadamente 0,10 no sexo
masculino e 0,09 no feminino).

DISCUSSAO

Tratemos em primeiro logar da assimetria da érbita. £ sabido
que hi duas espécies de assimetrias: uma normal, que diz respeito
principalmente aos dérgfios internos e que seguramente deve ter bases
hereditirias, @ uma outra assimetria que se pode classificar de aci-
dental e que se manifesta nos érgiios on membros pares ou nas duas
metades do corpo (!). Poder-se-ia chamar ao segundo grupo assi-
metrias «paratfpicass, pois que segundo os actuais conhecimentos
sbbre o assunto elas ndio sio hereditirias. Mesmo a dextria e a
sinistria (a propriedade de usar predominantemente a miio esquerda)
parece que nfio sfo hereditirias, como o demonstram investigacdes
em familias () e em gémeos (%). Contririamente a alguns autores
anteriores, as histérias familiares de Busse provam gue nio se
pedem interpretar os dados para as vdrias assimetrias como se estas
fossem causadas por um factor mendeliano ou por mais que um
factor, mas antes, aparentemente sfio de natureza paratipica. Igual-
mente se verifica nos gémeos idénticos (uniovolares) que em muitos
casos um dos gémeos é dextro e o outro esquerdo; embora os dados
sejam a este respeito um pouco contraditérios (*) verifica-se no
entanto que se pode considerar como certo que & mais freqiiente
nos gémeos idénficos ser um dextro e outro esquerdo do que nos
gémeos fraternos (biovulares). E de notar que nos gémeos frater-
nos hd muito mais esquerdos do qune na populacio geral. Todos
éstes factos indicam que a assimetria dos bracos ¢ de ordem para-
tipica e pode adiantar-se que as causas que influem na assimetria
se comegam a fazer sentir muito cedo no desenvolvimento embrio-

(1) E. Fischer; em Baur-Fischer-Lenz — Menscliche Erblehre. Miinchen, 1936,
phgs. 223-225, :

(2) H. Busse, 1036, Uber normale Asymetrien des Gesichts und im Korperbau
des Mepschen. Z Morph. Anthr., 25, 412-445.

(3) O. Verschuer, 1930; Zur Frage der Asimetrie des menschlichen Kirpers.
Z Morph. Anthr., 27, 171-178.

() H. Newman, F. N. Freeman e K. J. Holzinger-Twins. A study of heredity
and environment. Chicago, 1037. CL pig. 30 e seg.
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nério. Spemann, Falkenberg e Ruud (1) viram que cortando ao meio
larvas de tritdes podiam provir dois animais mais ou menos simé-
tricos ou assimétricos, sendo a assimetria tanto maior quanto mais
tarde eram separadcs: no estado de quatro células, por exemplo,
provinham dois animais ambos simétricos on com leves assimetrias,
a0 passo que separados no princfpio da gastrulagiio ji4 resultavam
animais com forte assimetria, como era de esperar. Pode dar-se
igual caso com os gémeos idénticos, que se supde serem derivados
de um dnico ovo que se cinde mais ou menos cédo; uma das
metades do corpo resultaria assim com assimetria oposta i da
outra.

Quanto i assimetria na regifio da érbita, sabe-se que no vivo se
observam com facilidade assimetrias na altura das pélpebras, na
inclinagiio da fenda palpebral, ete. Em gémeos idénticos (%) encon-
tram-se diferengas na conformagiio destas particularidades que deno-
tam influéncias paratipicas. Vemos agora que igualmente as assi-
metrias sflo evidentes no esqueleto da drbita e se podem demonstrar
determinando os didmetros orbitirios. A diferenca das médias da
largura orbitiria & evidentemente devida a assimetria; contudo,
para uma melhor apreciagiio achamos as diferencas entre a largura
i direita e a4 esquerda, fazendo o mesmo para a altura orbitdria. Os
resultados estio expressos nos nimeros da fabela I11,

Verifica-se que a largura orbitria é maior & esquerda que a
direita apenas em cérea de 157 dos casos, ao passo que 6 maior
i direita que & esquerda em cérea de 60" dos crinios. Com a
altura orbitiria dé-se o inverso: & maior i esquerda que a direita
em cérea de 42°/y dos casos, @ 6 maior & direita em quési 27 7).
As diferengas das percentagens nos dois sexos sfio de pequena
importincia e sem significado estatistico (a niio ser a diferenca
entre as percentagens para a largura orbitdria em que dir. = esq.,
mas nfio se poderd atribuir qualquer significado a &ste facto).
Enquanto que a diferen¢a entre as médias da altura orbitdria
direita e esquerda nfio permitem tirar conclusdes a respeito da
assimetria déste diimetro, a consideragiio das diferencas individuais
demonstra que de facto hi uma diferenga ou assimetria entre a

() Cit. em Verschuer (cf. nota 3 da pig. anterior).
(2) J. Weninger, 1932, Uber die Weichteile der Augengegend bei erbgleichen
Zwillingen. — Anthrop. Anz, 9, 57-07.
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altura i direita e i esquerda e & mais freqiiente ser o diimetro
esquerdo o maior, do que o inverso.

TABELA 111

LARGURA ORBITARIA
dir. > esq. | dir. = esq. ' @sq. > dir.
N.*de 0 e n SN -:<.°I| X
CaBE " CASOS . | casos "
Homens 234 | 629042504 | 75 | 20,16 + 2,050 ! 63 | 16,94 4+ 1,45
S g
Mulheres 139 | 58,66+ 3,215 | 65 [ 27432808 | 33 | 13,924 3.2 I8
ALTURA ORBITARIA
dir. > esq. | dir. = esq. esq. > dir.
N.%de o : Il;T."_l!i.- 8 N. "d:r_ ’
| casos | le CRBOS la CASOE | ie
Homens ‘ 98 | 26,34 4 2,284 ! 118 | 81,72 4+ 2,413 | 156 | 41,94 + 2,558
i [ o b
| | | |
Mulheres ‘ 67 | 9897 4+ 2,925 | 68 | 28,69 + 2,958 102 | 43,04 1 3,216

A técnica de determinacio dos diimetros orbitdrios implica um
érro de pelo menos 0,5 mm.; parece, portanto, que as diferengas
de 05 entre os diimetros a direita e d esquerda se niio poderfio
rigorosamente considerar como comprovando assimetria. Os ndme-
ros da tabela 3 entram mesmo com as diferencas de 0,5 mm., mas
se tomarmos em conta apenas as diferencas maiores que 0.5 mm.
os resnltados mantém-se na sua esséncia : continua a altura orbi-
thria a ser mais frequentemente maior i esquerda (2043 + 2,090%0
nos & e 18,57+ 2,269/, nas ¢) do que a direita (9,95 % 1,652 %
nos & e 12,24 +2,1299/, nas g); para a largura passa-se o inverso,
com mais nitidez, sendo maior a largura i direita em 4354+
+2571%, dos casos nos & e 4093+ 3,194 nas g, e a largura
6 maior & esquerda em 592+ 1,224 dos casos nos d e 5,06+
+ 1,424 0/9 nas 9.

Sobre as causas desta assimetria, porque 6 que a érbita esquerda
& em média mais alta e menos larga que a direita, pouco se pode




104 Revista da Faculdade de Ciéncras da Universidade de Coimbra

dizer. A melbor estudada das assimetrias ¢ a das extremidades
superiores e no entanto as respectivas causas sfio apenas ainda
conjecturadas. O brago direito e a perna esquerda sfio em média
os mais longos. A assimetria existe j4 a partir dos primeiros anos
de vida extrauterina ou mesmo ainda durante a tdltima parte da
vida fetal ; nfio &, portanto, o uso mais freqiiente dum dos membros
que causa a assimetria. Pode supdr-se que a causa é um desigual
desenvolvimento dos hemisférios cerebrais, originado por sua vez
por uma desigual distribuigfio das artérias; ou entlio pode imputar-se
a assimetria a uma desigual incurvaciio do embrifio na vida ute-
rina (1). E provével que haja uma compensa¢io entre as assime-
trias de um e de outro lado. Esta compensagio deve dar-se em
regides limitadas como a drbita, mas j& é mais duvidosa para o
caso de regides afastadas.

Consideremos agora as diferencas sexuais. O fndice orbitério
¢ maior nas mulheres que nos homens em virtude de a drbita
masculina ser em média mais larga que a feminina, embora a
diferenga média entre as alturas seja insignificante, resultado éste
a que também ji tinham chegado outros autores. O Indice da
6rbita esquerda distribui-se pelas trés classes de Martin em per-
centagem :

nos homens 17.33 +1.955", chamaekonchios, 66,93 + 2,429
mesokonchios e 15,74 + 1,880/ hypsikonehios;

e nas mulheres 8,78 +1597%, chamaekonchios, 62,76+ 3,127%0
mesokonchios e 28,46 + 2918%); hypsikonchios.

A distribuighio pelas trés classes apresenta diferengas. Em ambos
os sexos predomina fortemente a mesoconquia, mas as mulheres siio
mais hipsiconquias e menos cameconquias que os homens, e as dife-
rengas entre as duas classes extremas nos dois sexos sio significa-
tivas. Pode dizer-se que os Portugueses sfio mesoconquios e que
no sexo feminino hi ainda um pouco de tendéncia para a hipsicon-
quia.

() CL. R. Martin — Lehrbuch der Anthropologie, 2.* edigho, Jena, 1928,
pig. 439 e seg.
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As trés espécies de classificagdes usadas para o indice orbitirio
(conforme se toma o maxilofrontale, ou o dakryon, ou o lacrimale)
niio tem correspondéncia entre si. Nds verificamos numa mesma
strie que a diferenca entre a largura orbitiria determinada a partir
do maxilofrontale e a partir do dakryon & em média de cérea de 5
unidades (4,5 para o sexo feminino e 5,1 para o masculino). Para
as classes do indice se corresponderem num e noutro caso deviam
ser diferentes. J& expusemos as razdes porque preferimos a deter-
minaglio da largura a partir do maxilofrontale: &ste ponto estd, por
defini¢lio, no bordo interno da drbita, ao passo que os outros estiio
dentro da érbita. E sempre fcil determinar o maxilofrontale usando
o processo de avivar o bordo da érbita com um lépis, como é cos-
tume em osteometria. O fndice orbitirio tomado desta forma apre-
senta uma diferenga sexual mais nitida do que o indice que entra
com o dakryon, o que ¢é certamente mais uma vantagem a favor
da téenica descrita por Martin.

No que respeita a comparagbes raciais, sabe-se que h& popula-
¢oes caracterizadas por possuirem um fndice orbitfirio baixo, parti-
cularmente os Tasmanianos, Australianos e Novocaledénios; contudo,
no caso dos Australianos (!) conforme as regites consideradas assim
sfio cameconquios ou mesoconquios e as médias diferem consideri-
velmente, 0o que provivelmente depende do acaso da constituicio
das séries, que sfio sempre pequenas.

As médias do fndice orbitirio nos Portogueses siio muito aproxi-
madas das dos Noruegueses (*) e dos Laptes determinados por Schrei-
ner pela téenica de Martin. As conclusdes, aqui como em tantos outros
capftulos da antropometria comparada, necessitam de cuidada revisfio.
A maior parte das popula¢des siio mesoconquias, tal como os Portu-
guesez, Apenas os Mongoldides e poucos mais se inclinam para a
hipsiconquia, parecendo que as diferengas raciais ou nfo existem ou
sfio em Tegra pequenas,

RESUMO

Foi determinado o fndice orbitirio em 375 crinios masculinos
e 239 femininos, Portugueses, adultos, de sexo e identidade conhe-

(") Ct. K. Wagner, Craniology of the oceanic races, pig. 80,
(?) K. E. Schreiner, Zur Osteclogie der Lappen. Oslo, 193D (pig. 103).
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cida. A téenica adoptada foi a de Martin, em que a largura orbi-
taria parte do maxilofrontale. Como j estava determinado o fndice
orbitirio eom a largura a partir do dakryon nas mesmas séries,
pudemos comparar directamente as duas técnicas. As principais
conclusdes sfio :

1* A téenica de Martin & morfologicamente mais aconselhével
e as diferengas sexuais sio mais nitidas do que com a téenica do
congresso de Ménaco.

2* As médias da largura orbitdria obtidas com a técnica de
Martin sio maiores em cérea de 2,4™™ no sexo masculino e 2,0™*
no feminino, do que as médias obtidas com a largura orbitiria a
partir do dakryon, Entre o indice orbitirio tomado pelas duas
téenicas hd uma diferenca média de 51 unidades no sexo mas-
culino e de 4,5 no feminino.

3* A diferenca sexual ¢ de aproximadamente 2 unidades para
o fndice orbitirio, o que é devido principalmente i largara, maior
no sexo masculino.

4* H4 uma assimetria nftida das proporgdes da drbita, sendo o
fndice orbitirio 4 esquerda maior que A direita; a diferenga & nos
dois sexos de cérca de 1,5 e & devida principalmente & diferenca
das larguras.

5% 0Os Portugueses slio predominantemente mesoconquios (apro-
ximadamente G3"/y dos crinios), havendo no sexo feminino uma certa
tendéncia para a hipsiconquia.




CRANIOS MASCULINOS

Orbita Dir.

5 Orbita Esq. Indice Indice
Nos Naturalidade Idade | i g
| (Distritos) (Anos) Langara| Alturs | t4rio |Largura| Attura | thrio
orbitirin urhil:.ﬁril: orhitiri.lllerhiﬂ'irin.
1 Braga 37 41 | 82,93 | 43 J 33 76,74
43 Il,mrla 4—:% ﬁ 3(},5 76,25 41,5 | 31 | 74,70
*orto it 30 69.77| 42 30 7143
5 Coimbra 51 |41 | 85 |8536| 45 | 85 | 778
6 Leiria 25 | 40,5 | 355 | 87,65 45 335 | T4
7 Santarém 56 42 35 83,33 | 435 35 80,46
8| Castelo Branco | 26 | 40 | 345 | 86.25| 4055 | 385 | 86,42
9 Faro 64 | 405 33 | B148| 41 33 | 8049
10 Coimbra 25 | 395 | 33 | 8354 405 | 30 | 74,07
11 Lisboa 68 | 395 | 30 | 7595 — - —
13 Guarda 25 40 30 75 1 30,5 | 74,39
14 | Viana do Castelo | 30 £25 | M 80 45 3.5 | 76,67
15 Coimbra 41 41 36 87.80| 405 | 37,5 | 92,59
16 Lishoa 39 | 95| 82 |8i01]| 40" | 381 | 77,50
17 | Viseu 21 | 438 | 835 | 17.90| 44 | 335 | 76,14
22 | Viana do Castelo B 41 335 | 81,71 | 42 32,5 | 77,38
23 | Lishoa 23 | 41,5 | 82 | T1,11| 42 31,5 | 74,90
24 Coimbra 48 37,.; 80 | 80 385 | 30 77,92
o7 Lishoa 28 | 385 | 315 | 8182| 39 | 315 | 8077
is Viana do Castelo | 52 | 435 | 355 | 8161| 43 | 35 | 8140
20 » 42 445 | 87 33 15| 42,6 | 37 87,06
33 Coimbra 55 | 42" | 33 | 7857| 425 | 32 | 7520
35 Evora 66 | 435 | 365 | 8391 | — — =
3 Lisboa 23 | 40° | 325 | 8125 40 | 325 | 81,25
57 » al 40 31,5 | 18,75| 42,5 | 32 75,29
38 Coimbra 78 | 43 | 305 | 7093| 425 | 31 | 7294
40 | Lisboa 67 | 395 | 8055 | 77.22| 395 | 80,5 | 77,23
41 Castelo branco A4 895 | 815 | 7975 395 | 31 78,84
43 Vila Real 30 | 43, B | 336 | T Ul 43 33 | 76,74
4? Lishoa 52 | 43 | 315 | 1'3*"' 415 | 30,5 | 73,49
4 " 26 | 395 | 82,5 | 8298 | 415 | 315 | 7: .90
50 v o8 | 433 | 333 | 1r01| 45 | 3 | 33
51 ¥ 35 | 44 | 325|7927| 44 | 88 |75
53 Evora | 425 | 35 8:!,35 435 | 34 | 7816
54 Coimbra M | 15| 33 | 7952| 425 | 325 | 16147
55 Viseu 45 | 4055 | 81 | 7654| 42 | 81 | 7381
57 Leiria 56 | 42 | 375 | 8920| 42 | 36 | 8571
a8 Lishoa 21 41 B2 8293 | 42 33 | 18,567
59 e 27 | 48 | 3845|8023 44 | 834 | 7727
62 Santarém 3B | 4 a5 85,37| 40,6 | 36 | B89
63 Coimbra 45 | 41 | 345 |8415( 41 | 33 | 8049
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Orbita Es ¢ 2. | Orbita Dir. | .
:0s | Naturalidade |[ldade| 1 |indice Lndics
2 Distritos)  |(Anos) orbi- | | otbi-
A% |I.nr~:ar.|| Altura | tério I.nrxum' Altnra | tirio
n:hlr.irm o rh:T.‘mnI urluuin.al nrhuam
|
6o Coimbra aT 44 33 ! 6,74 425 | 32 75,29
68 Lishoa 60 40 35,6 | 88,75 40 a3 82,50
69 " G0 38 | 325 | 8553 | 39 32 82,05
72 Aveiro 87 | 405 | 325 | 8024| 405 | 32 | 79001
T4 Viseu 60 40 355 | B8T75| 41,56 | 345 | 85,04
79 Lishoa 76 40 32 80 41 325 | 79,27
82 A | 60 | 425 | 31 | 7294| 435 | 30" | 6897
84 » | 45 | 405 | 35 |8642| 415| 84 | 8193
87 Guarda 27 | 405 | 815 . 1,17 405 | 30 74,07
89 Coimbra 45 44 L1 8 | 415 | 34 81,39
90 Porto 48 | 395 | 81 |7848| 395 | 31 | 7848
94 Coimbra 24 405 | 815 | 77,17| 405 | 30 74,07
95 Viseu 23 | 43 | 33 | 7674| 425 | 38 | 7765
a7 Evora 45 405 | 36 8880 41 36,5 | 89,02
o8 Coimbra ? 415 | 295 | 71,08| 42 20 | 69,05
100 y 28 | 42 | 325 |7738) 43 | 32 | 7442
102 . 7T | 41 | 3255 | 1927| 415 | 835 | 8072
104 Aveiro 25 | 385 | 81 | 8052/ 31 | 8158
105 Coimbra 55-| 44 (38 |75 | 43 |33 [76%
106 " 32 405 | 325 | 8024| 405 | 33 | B148
108 . 30 | 435 | 32 | 7356| 43 | 315 | 139
110 Lisboa 23 | 88 | 30 |7895| 385 | 30 | 1792
113 Coimbra 50 40 | 335 83,75 42 32 16,19
115 " 2 41 335 | 81,71 | 415 | 32 77,11
119 » 80 40 | 335 | 83,75 41 335 | BL.71
120 » 31 395 | 30 1995 | 405 | ]'l 71,60
128 Leiria 47 4 35 [ 14 32 ‘ 72,73
124 Visen (r iE| 35 76595 44 38 86,36
125 Leiria | 40 40,5 | 36 | 88,89 | 42 B85 | 8343
126 u 50 43 335 | 77,90 425 | 33 77,65
128 Coimbra 36 10 M 35 | 42 || 88 78,57
131 Braga 22 | 40 33 | 8250| 39 32 | 8206
133 Porto 47 | 445 | 325 | 73,03| 46 34 1'3.]1
135 Vila Real 42 | 415 | 31 7470 415 | 30 72,99
136 Porto 27 | 405 5 34 | 8395| 42 33 | T8AT
137 » 28 42 36 | 8571 | 43 56 83,72
142 Viseu A6 45 335 | 7444 | 43 33 76,74
145 Vila Heal 46 45 325 7222 | 44 3 7045
146 Braga 45 | 415 | 36 Eﬁ 5| 41 | 355 | 86,59
147 Viseu ER 405 | 34 33.‘]‘} 425 | 36 84.71
150 Porto HEl 42 325 | 7738 | 44 325 | 7387
162 Aveiro 48 40 3-1._5 86,25 | 40 35 815
153 Visen 32 | 40 31,5 | 78,75| 40,5 | 31,5 | 77,77
154 Porto 30 43 3556 | 71,90 445 | 35 78,65
157 0 13 895 | 33 8354 40 33 82,50
158 90 | 385 | 335 | 8701 385 | 33 | 85,71
161 | Viana .10 Castelo | 69 | 415 33 | 79.62| 415 | 33 79,52
162 Viseu | 31 | 0" | 31 |7750| 415 | 315 | 7590
163 " | 49 38 82 84911 385 | 31,5 | 81,82
164 | Porto 46 | 415 | 285 iiBTﬂTi 41..1 29 69,88
166 » 22 40 305 | 76,25| 895 | 305 | 7 7*:}:'-!
167 | . 30 | 42 | 335 | 7976| 4255 | 33,5 | 7883
— r—— Ry — -
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Orbita Dir. |;

Orbita Esq. | .. 1
. Naturalidade | Idade | _I Imll::i' l'tLt'fJE
i (Distritos) |{Anos) | orbi- = orbi-
X & i I.nrgnm! Altara | tario Largora | Altara | tdrio
orbitaria inrhimrin orbitirin orbitari |
Porto 50 | 44 i | I 71.27| 45 35 77,78
» G0 | 42 31,5 5 | 425 | 31 72,94
VilaReal | ? | 405 | 345 | 8518] 415 | 82,5 | 7881
Guarda | 84 | 395 | 30 75,95 895 | 81 78,84
Coimbra | 70 | 415 | 81,5 | 7590| 415 | 315 | 75,90
Porto | 58 | 415 | 345 | 8393| 42 ‘ 34 | 8095
" | 68 40 | 365 | 9125 42 36 | B5,T1
» | 67 | 425 | 33 T765| 415 | 32 | 7,11
Visen | Hd 40 325 | 81,25 425 | 825 6,47
Yiana do Castelo | 45 395 | 33 8354 415 | 32 7711
Porto 39 | 395 | 355 | 8988| 40 | 355 | BR75
» | 70 40 | 32 80 385 | 32 83,12
Visen 42 405 | 325 | B024 | 42 31 73,81
Aveiro 70 | 39 | 83 |8462| 895 | 33 | 8354
Porto 42 | 885 | 325 | 8442 39 32,5 | 8333
Guarda 40 | 39 | 32 | 8205 39 42 | 82,056
Viana do Castelo | 40 40 82,5 | 81,95 42 42,6 | 77,38
Porto 23 395 | 84 | 8608| 41 33 | 8048
Coimbra 12 415 | M 8193| 415 | 33 | ;"* 52
Porto 23 89 | 83 8462| 405 | 38 | 8148
3 5 | 435 | 82 | 7356 44 | 825 | 73,87
Visen 28 | 875 | 35,6 | 9466| 385 | 35 90,91
Porto 42 -l‘-" 5| 335 | 8358 43 325 | 75,58
Visen 34 | 425 ‘ 34 |80 425 | 335 | 78,83
Braga 50 | 39 33,5 | 85,90| 385 | 33 | 85,71
Coimhbra 58 | 445 | 325 | 713,08| 455 | 31 65,13
8 42 | 415 | 3¢ 8193 42 | 34 | 809
! . 56 | 425 | 2905 | 6942| 415 | 30 | 7229
I » a0 2 325 | TT 38| 435 | |
1 " | 6b 39 | 82 | B2,05| 40
; 87 | 44 | 31 |[7721| up
: | 48 | 405 | 325 | 8023 | 403
i | 20 | 41 | 315 | 76,83 405
rs Leiria | 42 | 35,56 | 8452 | 445
2 Lishoa | 30 43 B 76,74| 425
245 Coimbra | 35 | 415 | 845 | 8259 435
246 | " | 65 | 45 | 355 | 18.89| 465
! 7 i I T 3”5 27 :j I 7}.-[3 38
2 Visen | 69 [ 30 | 80 | 7692 41
25 Coimbra | 70 ‘ 395 | 30 | 7595| 405
. | 0 | 40" | 81 |7750| 393
953 | . | 29 | 415 | 81 | 7470| 40
25 | Visen 34 | 425 | 345 | 81,18 44
| Coimbra i G B049| 425
‘ » 48 | 43 | 355 | 82,06 435
. | 70 | 90 | 33 | 8049| 42
» | 66 805 32 81,01 | 425
" i 30 | 395 | 31,6 | 79.75| 40,5
Leiria 2 43 | 335 77,90 | 45
| Viseu | _— —- e =
i Coimbra ad 4 | :]‘.’.5 7387 44 5" 7273
» I a7 42 32 76,19 | 42 32 16,19
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Orbita Esq. |4, 1. Orbita Dir. |: ..
cor | Naturalidade |ldade ! |indice —
N (Distritos) {An orbi- arbi~
| : . lmm| Altara | thrio |Largura| Altar | tario
orbitdria orbitdria orbitdri| orbitdria
267 | Coimbra 62 38 | 32 B421( 38,5 | 32 83,12
269 Lisboa 66 45 | 36 80 46 47 | 80,43
270 Castelo Branco | 59 405 | 81,5 | T,7T| 41,5 | 31,5 | 75,90
271 Santarém | 49 | 38" | 315 | 8290| 385 | 305 | 79,22
274 Lishoa | 50 | 435 | 33,5 | 77,01| 43,5 | 335 i'HJI
275 | Castelo Branco 41 | 43 31:- | 81,40| 41 85 | 8537
276 » 46 |43 | 34 |707| 43 | 3¢ | 7907
278 Guarda 20 405 | 325 | 80,24| 405 ( 32 79, ﬂ]’.
279 | Santarém | 50 43 32 442 435 | 33 75,86
280 Lisboa 40 | 375 81 |s267| 39 | 305 | 7820
251 | - ‘ 5 | 40 | 31 | 7750| 41,5 | 31,5 | 7590
283 | Lishoa 36 435 | 845 | 7931 | 43 35 81, -lﬁ
284 | » 95 | 4435 | 7640| 43 | 34,5 | 80,23
285 | Viana do Castelo ‘ 76 42 | 315 | 75 42 -'11,5 75
989 Coimbra | 40 | 42 | 335 | 7976| 415 | 84 | 8193
290 Leiria | 50 | 895 | 335 | 8481 415 | 33 | 79,52
203 | Braga | 45 4 | 355 | 80,69 44 35,5 &},ﬁg
204 | Lishoa | 69 365 | 81 8493 | 40,5 30 74,07
296 ‘ | 53 | 415 | 335 8072 415 | 325 | 7831
297 " | 43 | 425 | 335 | 7883 | 4356 | 34,6 | 7931
298 . | 49 | 4355 | 345|7931| 46 | 86" | 7826
300 | » | 90 | 405 | 83 - | 8148] 405 | 33 | 8148
301 | " | 88 | 40 ‘ 31 |7750( 39 | 32 | 8205
302 Guarda | 70 | 895| 35 |88 61 | 395 | 37 | 93,67
303 Lisboa 13 ‘ 405 | 315 | 7771 415 ] 32, | 70,11
304 Faro 72 | 40 | 815 | 7875| 43° | 31,5 | 1325
305 | Aveiro | 64 | 425 | 37 87 ﬂﬂ | - — -
307 | Lisboa | 51 | 4 | 305 | 7439| 415 | 31 | 74,70
309 | Leiria 40 | 4 3 7, 27 | H45 | 34 76,40
310 | Lishoa a0 | 39 32 32.(]5 395 | 32 81,01
313 | : 50 | 395 | 315 | 7975| 395 | 805 | 77,22
314 | » 66 | 44 25 86,36 45 | 36,5 | 81,11
315 | Viana do Castelo 45 | 40 32 80 405 | 82 74,01
316 | Viseu 50 | 43 | 33 |7674| 425 | 325 | 7647
317 | Lisboa 93 | 375 | 295 | 7866 | 39° | 295 | 75.64
319 Guarda a0 405 | 875 |92,59| 40 | 37,5 | 93,75
321 | ? 12 | 425 35'5 | 8353 | 44,5 | 36 | 80,90
322 | Lishoa 50 | 42 76,19 425 | 305 | TLIT
324 | Viana do Castelo | 37 41 '11 8293 | 42 | 5—1:,5 82,14
325 Santardém 4 42 345 | 8214 | 43,5 | 83 5,86
326 | Porto 22 | 375| 285 |76 | 39 | 295 | 7564
327 Portalegre 50 4.5 3;5,5 7528 44 | 35 79,55
331 | G0 41 | 30 1.5 17| 42 20,5 | 70,24
353 ? (4 42 | 315 5 42 a1, .") 5
334 Visen 20 40 | 33 8250 | 39 33,5 | 85,90
355 Lishoa 42 39 29 i -1,3“ 40,5 | 31 76,51
336 Vila Real 32 45 a7 86,05 | 43,5 | 36,5 | 83, 01
337 ? 5b 415 | 33 19.5’ 41,5 34 81.93
339 Lisboa 50 42 855 | 8452| 44,5 | 85,5 | 79,77
342 Guarda 40 11 36 1 BU' 115 3»1,5 83,13
M3 Evora 12 42 a6 B5,71| 41,5 | 36,5 | 87,95
314 Lishoa | 61 435 | 325 | T4T1| 44, 5| 32 71,91
|
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Orbita Esq. [ .. | Orbita Dir. |;
Ty Naturalidade | Idade Indice A Indice
o (Distrites)  |(Anos) webi- | o
; y I,.qggt:m Ag!&:@. tario ‘L?n:ﬂl Jt&m tirio
Oroitana) oroltaTiA orbitina; orbitana
|

345 Lisboa 23 15| 37 89,16| 43 37 86,05
346 Beja 70 | 43 | 35 | 81,40| 435 | 345 | 79.31
gég Lisboa 46 | 88 | 29 |7632| 89 | 29 | 74,36
: ? B0 | 42 | 38 |9048| 42 | 38 | 9048

351 Coimbra 42 | 415/ 30 | 7220| 415 | 80 | 79
852 Lishoa 66 | 45 | 36 | 80 46 | 36 | 7826
5 . 64 | 435 | 355 | 81,61 43 5 16
35 | L 5 | 4° | 3" | 7561 4 | 355 | 7088
857 | Braga 61 | 385 | 35 |9091| 40 | 35 | 8750
3529 Viseu 10 | 41 | 82 | 7805| 405 | 32 | 79,0
361 Faro 34 | 405 | 36 | 8889 48 | 35 | 8140
364 . 34 | 425 | 81 |80 | 425 335 78,83

365 Lisboa 72 41:-,5 335 | 32,71| 0 | 32 |80
| e | B (53 E20N 8 |2

: Santarém . 2 Ril | s
368 Lishoa 52 4&’ 335 | 7, 90 iﬂ,a 34,5 | 79,31
360 [ Santarém 54 43 35 | 8l i'l]| 445 | 35 78,65
372 | Lishoa 45 | 465 | 35 | 7{'1 27| 46 J 36 | 78,26
E‘” . | 43 | 48 | 35 | B8140| 44 | 3¢ | 7727
374 2 40 | 405| 32 | 7901| 43 | 305 | 70,98
376 | Coimbra ! 24 39 325 | 8333| 395 | 31 | 7B4B
377 Aveiro | 29 | 88 | 30 | 7895| 395 | 295 | 74,68
382 Coimbra 70 | 41,5 | 33 | 79,52| 405 | 33 | 8148
385 Viseu 42 | 42 | 35 | 8333| 425 | 335 | 76,47
386 Cuarda 41 | 415 | 345 | 83,13| 435 | 35 | 8046
387 Coimbra 68 | 415 | 285 | 6867 435 | 29 | 66,67
388 ? | 60 425 | 23 77,65 43 435 | 77,90
ggg | Leiria | 41| 43 | 31 ! 7200| 45 | 315 ‘ 731&

390 | [ ? | 315| 29 |171,33| 36,5 | 285 | 78(
301 | Visen 44 | 40 | 205 | 73,75| 405 | 305 | 7530
392 Leiria ? | 435 | 305 | 7012| 44 | 30 | 6818
393 : 45 | 43 | 35 | 8140| 445 | 335 | 7724
394 | ? ? |44 | 335|7614| 45 | 34 | 7556

: isbos 75 : 46| 485 | 345 | 79
a9 |  Brom | 41| 295 | 100g| 415 | 28 | 6T47
400 | Coimbra 65 | 415 | 365 | 8795| 425 | 371 | 87,06
403 | Lisboa 56 | 425 | 355 8353| 42 | 35 | 8333
406 | Santarém I 13 415 35 | B8434| 415 35 H-!:‘i-l
408 Coimbra | 61 | 42 | 85 | 8333| 445 | 355 | 79,77
410 Lisboa 50 | 435 | 32 | 7356 456 | 32 | 7.4
111 l.eiria 5 | 415 | 34 8193 | 435 | 5| 7951
gl iR 65 | 303 | 35 | 8T35| 405 | 35 | sada
: 3¢ 4.5 8735 | 40 E | 86,42
415 Aveiro o8 | 105 | 34 ; 3:‘;;*.15 41,5 5 335 | Rl'}.i'ﬂ
116 Santarém ? | 425 | 305 | 71,77 435 | 81 | 71.26
421 Leiri 3 | 41 34 | 12 | 335 | 7976
1422 Perts 55 41:; 25 | 7471| 43 | 32 | 7442
424 Lishoa 48 | 405 | 355 | 87,66 425 | 355 | 8353
426 Coimbra 78 | 435 | 81 | 71,26 44 | 815 | 71,50
427 » 50 | 31 | 345 | -?w.‘ 40 | 345 | 8625
128 Lisboa 76 | 41 346 [ 8415 42 | 33 | 7857
Coimbra 4 | 445 45 | 34 | 15,56
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Orbita Esq. |1 ;- Orbita Dir. |7 ..
Noo | Naturalidade | Idade : mdioe Lo
(Distritos) {Anos) Largura| Altura | tirio Lurgnm] Altara | tério
car'l:iuiri.l.F orbiidria nrl:il.iri-dorhEtirh
|
430 Leiria 60 435 | 33 75,86 | 43 | 34,5 | 80,23
431 . 55 | 40 | 84 |85 | 425| 33 | 77,65
452 Faro | 60 40 a6 90 42 36 HJ 71
433 Lisboa | 67 45 345 | T6,66| 455 | 345 5,33
435 " | 52 | 38 31 | 81,58| 39,5 | 30,5 | 77,22
436 .= i 42 32 | 76,69 42 31,5 5
437 Evora 35 | 39 | 32 |8205| 385 | 815 | 81,82
438 Lisboa 5 405 | 32 7901 | 40,5 32 79,01
439 | " 48 | 405 | 32 | 7901 | 40,5 | 32 7901
444 | Beja L 38 305 | 80,27 | 38 30,5 73 22
445 i 66 42 a2 76,19 | 42 52 6,19
H6 Lishoa 60 40 33 8250 | 40 30 5
M7 Coimbra 7 40 315 | 7875 895 | 315 | 77122
448 Lishoa 'il.'l 39 33,5 | 85,90 | 41 33 80,49
4H9 Coimbra 415 | 30 72,29 43 30 69,77
450 Guarda In' 415| 33 | 7952 | 425 | 305 | 7177
151 Leiria 0 |38 | 31 | 8158|405 | 815 | 11,77
452 Coimbra b 405 | 31,5 | 77.97| 405 | 815 | 17,17
453 » a7 42 33 1857 | 43 3$ 76,74
456 M 76 | 425 | 83 | 7765 435 | 33 | 7586
457 | " 80 42 M 8095 | 425 | 34 3(}
459 » 41 405 | 84 8395 415 | 34 81,93
462 Leiria ? 405 | 365 | 90,12 | 435 | 355 | 8161
464 Coimbra 7[] 40 35 87,50 405 | 345 8518
467 Leiria 31 | 415 | 34,56 | 83,13 | 435 | 35 80,46
469 Coimbra 70 | 42 3156 | 75 415 | 305 | 7549
471 1 80 415 | 33 | 7952 43 335 | 77,90
474 Coimbra 70 45 36 | 80 455 | 36 79,12
475 » GO 41 315 | 7683 | 42 33 18,57
476 . 70 | 415| 33 | 7952| 43 | 325 | 1558
430 Aveiro 40 40 335 | 8250 | 425 | 33 17.65
482 Leiria 40 | 44,5 | 365 | 8202| 43 | 36 | 8372
483 Coimbra 38 39 315 | 80,77| 405 | 39 407
484 | Leiria | 60 40 3... 80 41 315 | 76.83
485 | Coimbra | 80 425 | 35,5 | 8353 | 435 | 35 20,46
487 » | 70 | 405 | 285 | 1037| 405 | 23 | 69,14
488 | Leiria 30 | 42 | 31 |7381| 48 | 81 | 7200
490 | Viseu 47 | 43 | 34 | 7907| 435 | 825 | 1471
491 Coimbra 47T | 405 | 355 | 8271 415 | 34 | 81,93
194 . 25 | 40,5 | 34 | 83195 395 | 33,5 | 848
195 Aveiro 42 | 44 | 83 |75 | 435|381 | 1586
497 Guarda 23 40 a7 0250 | 40 a7 92,50
498 Santardm (1] 395 | 31 T848| 395 | 30 75,95
&0 | Guarda 6 42 1 T1,43| 435 | 30 68,97
502 | Lisboa 74 425 | i 77656 | 44 33 15
503 | - | 50 | 44 | 38 BL82| 435 | 355 | 8161
506 » | 44 | 43 | 345 | 80,23| 435 | 845 | 7941
506 Viseu 59 | 42 | 32" 7619 42" | 315 | 75
508 Lisboa 10 | 405 | 325 | 8024 415 | 33 | 79,52
S09 Coimbra +1 41 35,6 | BOG6Y| 43,5 | 86 82,76
513 Lishoa 6l 41,5 | 335 | 80,72| 425 | 335 | (i 83
14 Santarém 49 42,5 | 315 | BL18 ‘ 415 | 30,5 |
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o 2 '—[—‘ Orbita Dir. Indice
= Orhita Esq Indice ki
4 Idade a!-h_l- | Altura | tario
Naturalidade Anos Altara | tirio |Lanmm Thitiria
N (Distritos) (4 ) oLrnbrigt:;; oxbitiada orbm\ml:ﬂ
= | 315 | 7197
5 8148| 405 | 31, 9,02
| b inbii 26 | 405 3;” 20 |4 | 365 ?nu
516 L E\.-mtnlj.l‘i m 52 40 8 3_: 71,91 | 445 i fj' E‘“!“'l
517 | Beja 6 | 85| 3% |80 133 | gl By
518 | Lishh 5 | &ol 54| ars) $i5 | 345 | 1709
519 o b7 425 | 7640 | 445 | 345 86.75
; Viseun 51 34 | ]| 36 i
520 e i B 80,72 | 41,5 5 | 7875
522 e - ) B G B B i i
523 e o s Bl B 30" | 6397
g-'“ { -ulmhr:{ 53 43 34’ 3 ':'H;ﬂ:] 135 :i(_l' ;;.Tﬁ
590 Santarém 47 | 43 g:v*_,: 9941 | 40 :19.2 S
e 1 G0 = alhg ] = 5 GLy!
528 g Uil Bl S R I 53
529 Y 2 | 455 | 265 | a3s8| 425 2> | s049
530 Svairo 46 | 425 | 355 | B3f 1| 41| 3 o
a1 Braga 68 | 415 o B Bl s
532 Lishoa 80 lvil E gg«g TS:GP} 38.5 Jﬂ.ﬁ E:l.'lﬁ
S \"i.u'l'll 55 i:;'u 5";'.5 84,52 fi‘)'? g-'i.’:: S!',.-FJ"
534 s 49 | 42 36 | 8675 | 4155 365 | 87.95
539 g 50 | 415 36 Lo [l Bl o e
510 g4 i 3‘3':’ ?ﬁgi] | 435 . h %jl:':
516 | e 33 | 415 0" | 7692 ol g 111
o Mgt M B 3 |7e19| 4 | o 83’91
:r] 9 | I\.!..\'n_c:l 69 42 | jf | %11 0 435 gq_,.g 8*2':'-!}
Ba0) | . :.'t'll‘ﬂ 50 42 | -‘. 13 5, - o -
553 | LAEhER 2| a8l LS - 8214
55t | po[rtaﬂp;irt 588 | 435 | ig 674 | 43 ga; 1610
. e | Jaho: 09 43 > i 49 j_ i i
20 comina | B |l 57 S| s | 8 |
P Lisboa 51 | 41’5 | 38 95| 435 | 34 18,1¢
el g i 12 EI: | 8”_-‘ . o 33 5 Tﬁ,&
561 £ 05| 33 |8148| 42 34 |80
H62 . 7 1 37 4"-":‘ 31' 81,401 425 = 80,72
563 i 49 | 43 | 33 | 8148 41,5 -3%13 82,93
564 Beja A . |
566 e - A 32 | T'ss
568 VAN Meh 48 | 415 | 33" | 7902| 415 - .97
o e B |43 8 | Tl W s 8214
570 ( 1:'lll!|'1|"l | 55 | 45 | i | 83’75 42 .3-!.,5 | HI'T
571 | Viana e & | Eadb b | o
572 et | 62 | 45 | 36 ‘rﬂu? 8 o] s
573 Guarda - A Tod1
e Lishoa i 425 | 32f | ge'os | 41 3 | 8o,
574 ‘ Fita] " | 345 | 8625 | i 75.98
RT5 5 74 40 *? 471 | 445 .d:}.b e
516 | Lisboa 62 | 13,5 .3{" ;ﬁ:-_’m 415 | 335 :?';;,
AT7 5 90 | 415 | o4 8974 | 40 | 35 |5’-;_}_,
578 BV w | B | l600s 2 | 85 | 88,89
o ahos 67 | 15 | 30" | 8667/ 45 31 | 83,13
N e 67 | 45 | & 82,50 | 41,5 | 345 8195
‘1—3 Coimbra B0 40 gi. H_;I:Z 40 5‘-]“5 | ?”'-11
3-a b 25 3“-":.'.' 35 63,04 | 47 gi 'i'l':;'-'
o . a5l e 82,71 | 42 3 | 8040
8-a . 64 | 405 | 33y 8250 41 33 86,51
118 » 30 40 33 87,50| 445 | 385 ;
: Sautarém 19 11 38,5 | 87,50 |
}é:: Castelo Branco L . |
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Naturalidade

"{ on A o
iz (Distritos)

1||.ll"'

(Anos) ;

| | R
| ita Fa Bl g |'} hita Th |
koo | [ndige| CTUIA Dir. | Indice
orhi- i i orhi-
AT Altura tirio Largura| Altura tarlo

£ |orbitdria orbitaria

Visen
Colmbra

Viana do Castelo
Coimnbra

Bi-a |
i

e g
[ 1 "

T-a Guarda
T1-a Cotmbra
72-a | Castelo Brauco

62

| 6o.88
oo |

30 70,59

|
i
I
| 32 73,56

b
),

1SN

frd -
{ |
i) | <3

e D e e

.|

78,83




CRANIOS FEMININOS

! Orbita Esq. fadice Orbita Dir. .
N os };}it}l.ll:.r';*lllj'd.'{lllr | Idade o b : el
" i) {4\!”3:-1] Largura | Altura tirio Largurm | Altura tario
| orbitdrin| orbitirin orbitdria’ orbitdiria
| [

F o | Faro | 40 36 07.714| 405 | 36 88,589
12 | Lishoa | 65 3 8158 89 30 76,92
19 | Porto 10 H 32 81,01 41 315 | 76,83
20 | Lisboa 28 i 35 88,61 i 4 b T
2 Coimbra | B4 39, 835 | 8481 405 | 35 86,42
25 Lishoa 70 40,7 s 69,14 | 42 27.5 | 6548
26 Santarém | 46 | 43 36 83.72| 435 | a7 85,06
30 Coimbra | 28 | 42 3256 1128 43 | 32 7442
1| Lisboa -2 ] 50 D | 40 | & 82,50
32 Coimbra | 65 40 4] 8750 43 A 81,40
31 Lisboa | B84 | 42 33,5 | 7996 | 435 | & 10,86
42 Coimbra 40 | 415 0.5 | 7349 | 43,5 | 28, 65,52
ES! Lisboa 80 | - - 12.5 | 33 17,65
48 » Kkl i1 51 75,61 2 | 30 71,43
49 | » 30 41 33,5 | 81,71 | 33 7586
a2 [ " 67 38 32,6 85,53 32 851,01
61 | Braganga 40 | 385 | 87 46,10 36 | 92,31
66 Lishoa 65 {2 3 80,95 33 | 6,74
67 | Leiria 70 | 41 | 295 | 71,95 205 | 70,24
70 Santardém 0 31 33.5 | .54 32 | 85,33
71 Lishoa 24 i 32 TR05 31 73,581
73 » 90 | 385 | 805 | 7922 295 | 75,64
i1 Viseu 26 10 45 H7.50 a5 | 8361
(L Beja 21 3 81,6 | 85,13 31 8,52
(i i Lishoa () 39 325 | 8333 a2 80
81 | Faro 1] 405 | 33 81,48 25 )49
23 Lishoa | 22 39 33.5 | 85,90 a1 B7.18
85 | " | 34 ] 335 | 83,7 325 | 71,38
86 | " 60 | 42 a5 | 83,33 835 | 79,76
88 | W 45 38,5 | 3b 90,91 1 3 | 86,08
92 Coimbra (A 83,53 34 | 79,07
06 0 23 39 7949 32 Bl
94 . | 70 | 415 8313 | 36 | 85,71
101 | Aveiro | 40 1 17,50 5| 77,50
107 | Coimbra | 50 | 39 80,77 31,5 | 80,77
109 | Leiria | 2b 1 83,75 BE ] | 82,93
111 : Coimbra 45 T [ T'.I__T.';‘. . 83.33
112 Vila Real a2 10 81,25
114 ‘ Coimbra 29 b | 82,50
116 | » | 84 3.5 | 80,72
H7 ‘ o | 88.] 86 ‘ 91,67
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Orbita Esq. ({1 1: | Orhita Dir. | s
5 Naturalidade Idade ; Imh.[‘e ["lil.('e
N.os Distritos) {Anos) orbi- orbi-
g 5 Larzura| Alturs tario Lnn.:urnl Altnra | tério

‘ orbitdria orbitdra orbitdrin urbitﬂri.nl
1

118 Guarda ! 22 ‘ 39 | 30,5 | 78,20| 40 20 | 72,50
121 Lisboa 25 | 39 33 | 84,62| 39 325 | 83,33
122 Leiria 98 | 38 | 29,5 | T7.64| 87 29 | 7838
127 » 48 | 38 | 29 |7632| 38 | 28 | 73,68
129 Coimbra 38 40 | 305 | 7625 41 3{’,5 74,59
130 | Aveiro 20 | 39 | 82 | 8205| 405 | 31 | 76,4
132 | Porto | 78 | 42 | 80 |7148| 42 | 29 | 69,05
134 | Braga 55 | 37 315 | 85,13 38 30,56 | 80,27

138 PParto 68 | 39 ‘ 33,5 | 85,90 — — —
139 Braga T0 | 385 | 32 | 8312| 39 32,5 | 83,33
140 Porto i5 | 89 | 32 | 8205 39,5| 32 | 801
141 Braga | 60 | 42 | 83 | 78,57| 40,5 | 33,5 | 83,07
143 Porto | 40 | 895 | 335 | 84,81| 40 33 | 8250
144 Hraga | 40 39,5 | a1 T848| 415 | 31 74,70
148 Porto | 33 | 40 | 315 | T875| 395 32 | 81,0
149 " 35 | 415 | 81,5 | 7590 4 30 | 7817

151 Braga 27 40 | 425 | B1.25| 40 a2 80

155 Visen | 33 395 | 30 7595 40 30 75
159 Braga 60 | 385 | 345 | B9.61| 405 | 34 | 83,95
160 Porto 32 38 | 33 86,48 39 Gl 87,18

165 " ? 40 | 82 |80 40 32 |80

173 u | 70 | 385 | 825 | 84,42| 40 32 | 80
174 Aveiro 40 | 41 | 37 | 9024| 41,5 | 37,5 | 90,36
175 | Porto | 2 | 41,5 | 345 | 8313| 42 | 34 | 8095
176 " | 84 | 36 | 975 | 7639| 37 | 28 | 7568
177 | » | 60 | 405 | 83 | 8148| 41,5 | 335 | 80,72
178 » | 50 | 405 | 32 | 79.01| 415 | 32 | 7711
179 | » | 28 | 895 | 30 ‘ 75,95 89,5 | 20,5 | 74,69
180 | » | 5 | 395 33 | 8354 41,56 | 32,5 | 7831
181 Visen 30 | 395 | 335 | 8481 | 395 | 33,5 | 84,81
185 Braga 56 | 405 | 31 | 76.54| 405 | 805 | 75,30
187 Porto 4 39 335 | 85,90| 395 | 33 83,54
188 Visen 61 405 | 87 | 91,36 40 375 | 93.75
191 » a4 | 88 |31 |81, '.sl 38 31 | 8158
192 Aveiro 50 | 39 31 | 7949( 39 31 | 7949
196 “lim 45 | 39 33,5 | 85,00| 39 32,5 | 8333
198 Porto 56 | 395 | 205 | 74,69 39 30 | 7692
199 » 47 | 438 36 |8372| 48 34,5 | 81,23
a(N) o 89 | 40 35.5 5| 39,5 | 35 | 8861
201 | " 85 | 405 | 35 39 | 35 | 89,74
2 Braganga 26 | 41 | 30 | 405 | 81 | 76,54
206 | Porto 45 | 40 | 325 4 | 325 | 79.97
208 | Visen 28 | 41,5 | 35 S4| 415 | 36 86,75
209 | Porto 45 | 415 | 39 93¢ 42 8395 | 9405
213 » 17 | 41 | 32 | 78,05| 40 -5.’,-1- 81.25

214 s 99 | 87 | 381 |8378| 375 | 315 | &4
215 " 24 | 89 | 815 | 80,77| 395 .ln,.) I
218 Aveiro 0 | 38 | 825 | 85,53 | 38 33 | 8624
219 Porto 29 | 42 | 335 | 7977| 42 83,5 | 79,76
2920 | » 40 | 39 | 345 | 8846 40 33 | 8250

224 | » 70 40 345 | 86,25 40 34 85

227 Coimbra 30 | 3715 | 80 ‘ 80 315 | 30 | 80-
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Orbita Esq. |; . | Orbita Dir. |; ..

N.os :\'au}ral}d ade Idade l::r':'l:“_' s AT o il{;lj:i"_e

(Ihstntu:‘-} (Anos) Lareora| Altura | tArio |Largarm| Altara | tiario

orbitiria| orbitdria orbitdria orbitiria
i [
299 Coimbra o5 | 365 | 30 [8219| 385 | 205 | 76,62
230 Lishoa 81 | 395 | 305 | 7722| 895 | 30,5 | 17,92
9834 Coimbra 40 | 405 | 305 | 7530| 40 | 31 | 77,50
939 b 95 | 30 | 36 |[9231] 335| 34 | 8831
242 Aveiro 5 405 | 325 | 8024| 40,5 | 33,5 | 82,71
243 Coimbra 65 43 | 34 | 7907| 45 | 35 | 77,78
249 2 | 42 | 34 | 8095 42 | 3¢ [8095
259 % % | | 345|308 0 |38 |85
261 » 70 | 30 | 325 (8333| 40 | 325 | 81,2
263 » 58 | 42 | 33 | 7857 425 | 33 | 7765
2| e |8 |8 ||mE ) Be na
2ia sshoa i . b e Sl A
273 Beja 42 | 465 | 365 | 7850| 45 | 36 |80
297 ? 60 | 385 | 34 | 8831 805 | M 86,08
282 Vila Real 28 | 375 | 295 | 7866| 39 | 31,5 | 80,77
286 Lishoa 66 | 39 | 335 | 87,70| 405 | 33 | 8148
987 i 66 | 405 | Bt | 7654 | 415 | 315 | 75.00
288 Beja 80 F 41,5 .‘i:x,s 8070| 415 | 345 | 8313
201 Lishoa 5 41 | 35 |8537| 41 | 825 | 7927
209 Porto 70 |40 |32 [80 |40 | 32 |80
295 Lishoa 7% | 38 | 30 |78905| 39 | 31 | 7949
299 » 60 | 415 | 84 |8193| 415| 83 | 79,52
308 Coimbra 97 | 415 | 845 |8313| 415 | 85 | 8434
311 Lisboa 0 | 46 | 345 | 75 45,5 | 345 | 75,83
312 Guarda 49 | — — | — — — -
318 Coimbra 56 | 44 | 335 | 76,14 425 | 345 | 81,18
320 Guarda 293 | 435 | 32 |7856| 44 | 82 | 7273
323 Lishoa 33 | ¢ 82 |8421] 38 | 32 | 842
398 Leiria 60 | 3715 | 34 |9067( 39 | 345 | 8846
329 Lishoa 56 | 42 | 325 ?:,,33! 2 | 815|7
332 | Castelo Branco 60 | 41 ! 325 | 79.27| 43 32 74,42
340 Leiria 23 | 88 | 85 |9211| 39 | 355 | 91,02
341 | Lishoa 93 | 895 | 345 [ 8635 405 | 34 | 8395
348 Castelo Branco 24 395 | 30 79,95 395 ‘ 29 73,42
i 9 35 | 40 | 345 (8625 40 | 345 | 8625
'iéﬂ Guarda ;g 385 | gi' gﬁﬁ 4‘05 éﬁg 8024
360 Lishoa 31 | 90 | 335 |8375| 405 | 83 | 81,48
362 Viseu 21 41 | 365 | 8902 425 | 36 | 84,71
363 » 37 | 39 | 3358590 41
370 Lishoa 40 | 385 | 205 | 7662 | 385
571 v ? | 37 | 295 | 79,73 38
375 Coimbra 47 | 405 | 335 40,5
378 % 35 | 39 ‘ 33 30 |
379 » 30 | 38 | 335 [8816| 395
380 Lishoa 40 | 395 | 805 | 77,22| 41,5 |
381 Coimbra 32 | 405 | 3358271 415 |
383 » 60 | 445 | 855 | 19.77| 46
384 Visen 68 | 385 | 80 | 7792 39 |
395 Leiria 59 | 405 | 32 | 7901 405 |
396 Lishoa 86 | 89 | 82 |8205| 405
397 ? 60 | 425| 84 |80 | 425
401 ? 50 | 425 | 82 ‘ 15,20 435
| |




118 Revista da Facuwldade de Citneins da Universidade de Coimbra
| Orbita E : Orbita Dir P
= p RN A Indiee roita Lir. | Indice
N o Naturalidade Idade | _ A b e EX OSSR e
gl (Distritos) {Anos) vk | | U_[.— £ o
i : -I.arm_l.ra Altura tario I,:.l—_‘:y,—__—“ *lturn | tario
orbitdria| orbitdria urbﬂ:m-‘tl I-t‘l-lmr'l-'lI
102 ? 65 | 425 | 34 | 43 | 84 | 7907
404 | Aveiro 66 | 42 36 445 | 36 80,90
405 Lisboa | 87 40 a0 105 | 5 | 83,18
'“T p] | =) '“.‘"} :'h:} - —
409 " | 60 i1 35 10,5 ‘ 87.65
414 Faro 35 40,5 | 41.5 | 85,514
117 Castelo Branco 25 D | 405 80,24
. Lisboa Hh | 405 | T6.01
» 20 | 40 | O
3 55 39 | 80.77
? 69 6.
Vila Real 28 85
s taf ]
Faro 511
Evora (i [ T
Coimbra Gl) 03 |
" al) B9
5 60 i), 4
Leiria 1 5,30 |
Coimbra 74 | D, | 73,25
» 60 | 3 80
¥ ‘ll:} T '__ _"
0 il | o |
10 1
Leiria 70 |
Coimbra 1]
» _‘.,-.
4 V't
Coimbra 50
Leiria 15
Coimbra I
" 23 701
0 32 | 76,19 | 4
Lishoa 63 84,62 | 89,
Coimbra 64 6,74 4
Lisboa 50 76,00 435 | 355 | 81.61
Evora 61 90 415 | 36 36,75
Leiria 32 H'.!.."r“l 405 | 33 8148
Lishoa 91 2395 | 40 53 | 8250
» 40 86,70 | 42 85,5 | 84.52
U] 25 83,12| 39 a2 | 8205
» =0 -‘ﬁl_,lfl 11.5 345 | 83.13
Vizen 14 8027 | 40 305 | 76,25
Lishoa {1 | 8988 | 40 a5 87,50
. 60 | 8024 | 405 | 325 | 8024
" o | 78.31 | 405 | 315 | 77,17
Leiria i3] | 82928 | 405 | 3
Lishoa o 84,15 42
" S0 83,13 | 41.5
" ol 10
Faro 90 1.5
Castelo Braco 10 41
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Orbita Esq. |+ .. Orbita Dir. [¢ ..
N o Naturalidade [dade | : Indice Indice
N. PR N orbi- orhi-
(Distritos) {Anos) L At
Largurn | Alinra | tario i'.argum| Altura | tario
orbitaria orlritﬁ.rin;; orhitirin urhitari.|
35 Santarém 0 | 405 | 325 | 80,24 40 31 85
58 Lishoa 87 39 325 | 8333 40 33 82,50
552 Faro G4 39 295 | T5,64| 425 | 80 70,59
557 Lisboa 32 375 | 30 B 875 | 28 74,67
A58 » 40 39 305 | 78,20 395 | 29 73,42
562 » 82 41,5 | 315 | 7590| 4156 | 31,5 | 75,90
567 - 63 | 405 | 37 | 9367| 405 | 37,5 | 9259
579 Evora 58 | 425 | 35 | 8235| 435 | 355 | 81.61
581 Lishoa 58 | 395 | 34 | 8608| 415 | 35 | 8434
H32 " 60 | 405 | 335 | 8271 405 | 35 86,42
a8 » 65 | 39 36,5 | 93,0| 39 36 | 9231
585 » 73 39 32 | 82,05 39 32 8205
2-a Coimbra 0 385 | 325 | B442| 405 | 316 | 77,77
T-a| Aveiro G2 40 32 | 80 41 31,5 | 76,83
-a Porto 48 | 40 | 32 |80 41 325 i 79.27
10-a w 21 42 3 80,95 44 33,5 | 76,14
13-a Coimbira 84 35| 32 5,33 | 39 33 | 84,62
15-a o 78 4 | 325 | 7927 43 | 32,5 | 7558
16-a » 40 38 Bl BOAT| 885 | M4 8551
17-a » 52 40 31 760 45 | 31 72,09
19-a Vila Real 62 41 33 | 8049 41 325 | 7927
20-a Coimbra 7 | 395 | 38 96,20 41,5 | 39 93,98
2B-a » 65 | 395 | 85 85,61 39,5 | 35 88,61
25-a Guarda 37 39 35 80.74| 385 | 33,5 | 81,01
26-a Coimbra B0 42 35,5 | 84,52 42 35 83,33
27-a » B0 415 | 87 8016 43 37,6 | 87,21
9295 » 80 | 415 | 34 (8193 42 | 335 | 7976
30-a » 85 | 425 | 835 | TB83| 425 | 33 717,65
42-a » T 45 3 Ta,06 | 44 33 i)
S6-a Viseu 39 405 | 33 | B148| 39 33 84,62
#-a Coimbra 6o | 39 30 76,92 38 30 78,95
40-n " 70 | 43 335 [ 77,00| 42 | 325 | 77,38
41-a Guarda 60 | 38 31,5 | 8290| 395 | 31,5 | 78,65
42.a " 25 | 37 32 | 8649 | 375 | 32,5 | 86,66
48-a Coimbra 74 41 S5 | B415| 41 33,5 | 81,71
h2-a Porto 48 a8 H BOAT| 38 Bt BOAT
HM-a Visen 38 42 825 | T1.38| 435 | 825 | 1471
Hh-a Coimhbra (E}] .'58,.') 35 9091 385 | 35 91
i-a » 50 | 40 33 82,50 | 40,6 | 34 83.95
H8-a » T4 42 34 5095 415 | 33 79,52
(2-a Lishoa 0% 39 335 | 85,90 395 | 34 86,08
Gli-a Coimbra 63 40 a7 92,50 405 | 36,5 | 90,12
(7-a » b | 415 | 33,5 |-80,72| 41,5 | 335 | 80,72
G8-a » 30 87 335 | 90.54| 375 | 335 | 8933
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