





Reformas de ensino universitdrio

O ilustre professor da Faculdade de Ciéncias de Coimbra,
Dountor H. Teixeira Bastos, cuja retirada do servico os seus
colegas profundamente lamentam, por perderem um colaborador
de espirito sempre novo e vivamente interessado pelos problemas
do ensino universitirio, terminou o relatério sobre os servigos da
sua Faculdade, de 1911 a 1913, pela forma que segue:

«A principal base de tdda a reforma séria de estudos supe-
riores em Portugal serd criar um forte nicleo de professores,
educados nos grandes meios cientificos, e verdadeiramente apai-
xonados pela sua profissio e pela cultura desinteressada da
ciéneian.

«A criagio de Bolsas de aperfeicoamento no estranjeiro
(Decreto de 22 de Margo de 1911) ser4 um grande passo nesse
sentido, se forem convenientemente dotadas pelo Estado e me-
recerem a protec¢fio dos homens ricos do nosso pais. Nio lhes
regateie o Parlamento largos fundos; serd uma despesa aben-
goada, porque dela dependerd em grande parte a regeneragiio
fotura do pais. Mas, emquanto as novas geragdes se niio
educam, continuemos a enviar ao Estranjeiro os nossas profes-
sores em viagens demoradas de estudo; e, agora que se encontra
mais desafogada a situagio do Tesouro, pegamos ao Govérno
subsidios extraordindrios que nos permitam contratar professores
e natoralistas, que venham com o seu ensino e o seu entusiasmo
comunicativo animar os nossos laboratérios e insuflar vida ao
nosso meio cientificos,

«E esta a grande reforma; tado mais sfio porventura. ..
iriadas bolas de sabfio». '

Passados vinte anos, por nflo se terem aplicado os remédios
indicados senflo em doses minimas, doses qudsi sem efeito, os
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males de que enferma o ensino superior em Portugal continuam
com acuidade. Mas nllo foi 86 a aplicacho deficiente daqueles
remédios a cansa da persisténeia do nosso atraso: outros aspectos
do problema merecem estudo, em torno da principal base, con-
siderada pelo sr. Doutor Teixeira Bastos. Resolvendo-os, con-
solidaremos essa base e evitaremos que o edificio levantado em
pouco tempo caia em ruinas.

Criado o forte niicleo de verdadeiros professores, apaixo-
nados pela sua profissio, serd indispensdvel, para que se man-
tenha — em primeiro lugar, dar-lhes meios de vida relativamente
desafogados e de harmonia com a sua fungfio social ; em segundo
lugar, nlo regatear as dotagdes orcamentais dos laboratérios,
bibliotecas e museus.

Julgo mesmo que o estabelecimento destas condigBes auxi-
liares domina imperativamente a organizagfio dos diversos nicleos
de professores de ensino superior. Devemos acrescentar, pelo
que respeita a certas Faculdades e Escolas Técnicas, ser impres-
cindivel, em terceiro lugar, que aos professores e aos naturalistas
nilo falte o pessoal auxiliar em nimero e condigdes de trabalho
verdadeiramente eficientes.

As Universidades criam os candidatos aos mais altos graus
universitirios, dentro de si, @ enviando os melhores estudantes
a centros notiveis do Estranjeiro, na aplicagio liberal de bolsas
de estudo. De entre éles irfio recrutar assistentes, professores
auxiliares, demonstradores, naturalistas. Conviria, para mais
alargar as condigdes de escolha de professores auxiliares, admitir
a0s respectivos concursos diplomados de escolas superiores con-
géneros, cujo curriculum vitae lhes conferisse direito a iss0.

Destas classes sairdio naturalmente concorrentes aos lugares
de professores catedréticos.

Também para o provimento déstes Gltimos lugares poderio
convidar, dentro do pafs, homens de ciéncia de firmado valor.
E ainda devem ter possibilidades de contratar professores es-
tranjeiros de nome consagrado.

Sfio as formas consideradas na lei para o provimento dos
lugares de professores catedriticos.

Por falta de meios, nunca, em rigor, poderam as Faeul-
dades aplicar a iltima. A dotagfio orcamental de um logar de
catedritico nlio pode oferecer-se, como remuneracgio, a um pro-
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fossor de Universidade estranjeira, convidado a vir ensinar em
Portugal. Fizeram-se, sem grande sucesso, contratos de estran-
jeiros, com informacdes universitirias boas, mas ainda no inicio
da sua carreira cientifica.

Algumas Faculdades universitirias tém tido a fortuna de
encontrar entre nés homens notéveis pela sua inteligéncia e saber
e que se tém prestado a vir honrar as eitedras universitirias.
A situagilo para que so convidam nio difere da que se oferece
a quem acaba com exito as provas de um concurso. Essa situaciio
6 mi. Mas ¢ pouco melhor a do professor antigo, no uso de todas
as dinturnidades. O que os catedréticos vencem, sem acumu-
lagdio de regéncias, ¢, na generalidade dos casos, insuficiente
para que vivam de harmonia com a sua categoria. Sem fortuna
propria e com familia, sugeitam-na a uma vida de privagbes,

As conseqiiéneias desta inferioridade sfio bem conhecidas.

Os professores acumulam regéncias tetricas e de trabalhos
priticos, elevando exageradamente o nfimero de horas do seu
trabalho literalmente docente. Na preparagiio d@sse -trabalho
esgotam t0da a possivel actividade, sendo insignificante ou nula
a sua produgiio cientifica fora do limitado campo do ensino.

Alguns professores recorrem simultineamente a outra forma
de elevar um pouco os vencimentos: voltam-se para a Junta
de Educagiio Nacional e, como bolseiros dela, executam trabalhos,
que, numa condicdo desafogada, normal, dos professores de
ensino superior, constituiriam a parte principal da sua actividade
cientifica.

Nas universidades os professores ensinam e investigam: trans-
mitem conhecimentos, contribuem para os progressos da ciéneia
que professam e educam investigadores. Sao fungdes conjugadas
da actividade universitiria. Precisam de tempo para exercer
umas e outras, e devem ser remunerados pelo Estado por forma
que se possa exigir que realmente as exercam. Siio fungdes tio
absorventes que excluem absolutamente acumulagdes com outras.

E, assim, o ntmero de horas de trabalho docente ndo deveria
passar de seis horas por semana, uma hora por dia. Mas uma
hora cada dia.

Os laboratérios, os institutos de investigacilo, os simples
semindrios, exigem a presenga dos professores. Os colaboradores,
os alunos, precisam de assisténcia, com assiduidade.
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O professor catedritico regeria a sua cadeira, associando-lhe,
um curso especial, dentro do quadro das licenciaturas ou ainda
aulas priticas: o niimero mdximo e também o minino de horas
déste trabalho docente deveria fixar-se em seis por semana.

Entregando-se exclusivamente &s suas fun¢des universitdrias
o vencimento dos professores catedraticos, seria:

Nos primeiros dez anos............  4.000500
Dos dez aos vinte anos. ....... vess 4.500500
Acima de vinte anos . ....ecevvannn 5.000500

Para professores que atingissem o limite de idade de 70 anos
fixar-se-ia uma gratificagdo especial, quando continnassem a
prestar servigos & sua Faculdade na regéncia de cursos da sua
especialidade ou em trabalhos de museus ou laboratérios.

Hé falta de professores, impondo-se uma revisio dos quadros
dos professores catedriticos, cujo nimero depende dos ensinos
fundamentais de cada Faculdade.

Aos professores auxiliares compete a regéncia de cursos es-
peciais e carsos priticos e os seus vencimentos, com seis horas
de servico por semana, seriam de 1.800§00, por més.

Aos assistentes pertence acompanhar os trabalhos dos pro-
fessores, auxiliar os trabalhos préticos dos alunos, e os respec-
tivos vencimentos, pelas seis horas semanais de trabalho docente,
continnariam a ser de 1.000800, por més.

Os lugares de assistentes nio devem representar duplicagfio
dos de demonstradores e de chefes de trabalhos praticos, absoluta-
mente indispenséveis nas Faculdades de Medicina e de Ci¢neias.
E estes dltimos lugares, firos ¢ nllo transitérios, como os de
assistentes, deveriam ser equiparados aos de observadores chefes,
dos observatobrios.

Outro grupo de professores devia admitir-se: como contra-
tados, ou dentro de uma categoria especial de professores efec-
tivos, prestariam servigo nas Faculdades os antigos professores
que delas se afastassem para outros cargos mais rendosos e
absorventes duma boa parte da sua actividade.

O nosso meio cientifico é tio pobre que niio podemos aban-
donar o auxilio ao ensino de tantos professores distintos que
preferem ou tém necessidade de, fora do campo universitdrio,
prestar servigos ao Estado ou a instituigdes particulares.
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E a questio do «full time» vista por tantos com antipatia,
mas, infelizmente, digna de ser discatida. N%o havers necessi-
dade de considerar uma classe de professores — em parte pro-
fessores, a que ocupagles extra-universitirias apenas permitam
um servico atenuado de regéncia? Virflo & Universidade fazer
duas, trés ligdes magistrais por semana, exercerflo apenas essa
fungdlo docente, aplicando o resto do sen tempo ao exercicio de
lngares mais rendosos. :

A remuneragio déstes professores seria diferente e talvez
devesse ter a forma de gratificagio. Seria mesmo uma questdo
que aos interessados competiria resolver.

Um clinico, um advogado podem ter a sua actividade extra-
-universitdria como expansio dos seus trabalhos dentro das res-
pectivas Faculdades, mas nilo estard nas mesmas condigdes um
governador de Banco on administrador de companhia.

Ainda estamos na sitnagio de atraso apontado pelo sr. Doutor
Teixeira Bastos. Carecemos de contratar professores de fora,
que venham criar ou dar novo impulso aos trabalhos universi-
tdrios, formando escola, em torno de si.

Justamente «agora que se encontra mais desafogada a situaciio
do Tesouro, pecamos ao Govérno subsidios extraordindrios que
nos permitam eontratar professores e naturalistas...».

Sempre se tem reclamado contra a insuficiéncia de dotaces
orgamentais para os laboratérios, institutos, bibliotecas e museus.
Sio outras e muito importantes condigdes de actividade univer-
sitdria cuja melhoria também o permitida pelas desafogadas con-
digdes do Tesouro.

Se, depois, a produgio cientifica das universidades nfio fizer
ripidos progressos... sé teremos que desistir de ter ensino
universitirio em Portugal.

Em poucas dezenas de anos se formon e alcangou a situaciio
explendida, que uma pujante produgfio cientifica demonstra, a
Universidade japoneza. Nio podemos esperar tanto, mas temos
direito a esperar muito, da aplicagio entre nés dos mesmos
métodos de reorganizacgio universitiria,

A. FErrAz DE CARVALHO.




Notas sobre algumas espécies
de Heterdpteros novas para a fauna de Portugal

Os estados que temos realizado sobre os Heterbpteros de
Portugal, mostram que, na realidade, a nossa fauna entomologica
nilo apresenta, neste caso pelo menos, o inter@sse que se pre-
smmia.

Predominam as formas do sul e do centro da Europa, por
vezes também as de regides do Norte e, de um modo geral,
espécies j4 conhecidas da sub-regifio mediterrinea. Tipos que
possam considerar-se particulares A fauna lusiténica, se existem,
sdo rarissimos.

Entre as espécies da série Anonychia ainda deficientemente
estudadas no nosso pafs, pareceu-nos que poderiam existir mais
facilmente algumas formas desconhecidas, mas, o exame de
numerosos exemplares representando qudsi tdodas as que foram
mencionadas no catilogo publicado pelo Prof. PAULINO DE
OLiIvEIRA e outras ainda, revelou-nos que esta divisiio era cons-
titnida também por uma fauna comum &s regides da Europa ji
estudadas e bem conhecidas.

Receando ainda que as nossas classificagdes estivessem pouco
actnalizadas, pois carecemos qudsi que em absoluto de obras
recentes sobre a especialidade e que pudessem ser freqiientes as
inexactiddes, envidimos grande parte do nosso material de estuado
ao notdvel hemipterélogo Dr. K. ScaMipr que amavelmente se
oferecen para proceder & dificultosa tarefa do sen estudo meti-
culoso. Assim conseguimos obter uma exactido perfeita na
identificagiio das espécies a que nos vamos referir, novas para
a fauna lusitfnica, mas j& conhecidas de ontras regides da Europa
ou do norte de Africa.

Apraz-nos reiterar neste lugar os nossos agradecimentos ao
Dr. K. ScuMipT, pela sua valiosissima colaboragfio, nio s6 no
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estudo das espécies a que nos vamos referir, como de muitas
outras que, por terem sido j4 notadas na fanna de Portugal, ndo
registamos aqui.

As espécies da série Anonychia (Cimicoideae  Capsiformes),
juntamos ainda algumas da série Hydrobiatica novas igualmente
para Portugal.

O interesse que para estes estudos apresenta o conhecimento
da distribuigio geografica das diversas formas, leva-nos a refe-
rirmo-nos também a essa particalaridade considerando que as
nossas pesquisas, alleraram nalguns casos, os limites das zonas
que eram atribuidas para algumas das espécies a mencionar.

Fam. ANTHOCORIDAE

Anthocoris Minki Dagx.

Encontrdmos esta espécie, propria do centro e do sul da
Europa, citada também da Algéria, nas margens da Lagoa de
Mira, em Agbsto de 1929. Do mesmo género tinha sido men-
cionada na fauna de Portugal a espécie nemoralis (F.), com a
variedade austriacus (F.), propria da Europa, Norte de Africa,
Siria e Asia Menor e a gallarum-ulmi (DE G.), da Europa também,
Egipto e regiio do Caucaso.

Na sua configuragio, a espécie Minki aproxima-se bastante
da nemoralis, sendo porém um pouco mais pequena (3,0™"), a
cabega, antenas, pronétum e escutelum, préto brilhante, os
hemélitros amarelados, sombreados na extremidade, cuneus em
geral préto e as membranas com pequenas manchas escuras.
Os fémures anteriores sfio pretos com a extremidade e face
anterior amarela, os intermédios e posterior unicolores, pretos;
tibias amarelas com a regifio superior preta.

STICHEL e outros autores consideram esta espécie como propria
dos freixos. Nas margens da Lagoa de Mira encontrimo-la nos
vimieiros onde nilo é freqiiente.

Xylocoris ater Dur.

Espécie da Europa, Siria e regides Nedrticas.
Um exemplar coligido no parque das Pedras Salgadas em
Julho de 1927.
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O género Xylocoris nilo se encontrava representado ainda na
fauna lusitnica. O nosso exemplar mede apenas 1,6™™ mas a
espécie pode atingir 2,3™". A forma caracteristica, paralela,
sub-plana e edr uniforme, préto brilhante ou ferrugineo escuro,
siio particalaridades quo distinguem bem esta forma de qualquer
outra que represente os Anthocorideos na fauna de Portugal.

Parece tratar-se de uma espécie rara ou pouco fregiiente.

Fam. CAPSIDAE

Miridius pallidus Horv.

Recorda a forma quadrivirgatus (CosTa), sendo porém a
cabeca aproximadamente tio comprida como larga, cor livida,
amarelada; os tragos escuros longitudinais s6bre a fronte e
pronétum, indistintos ou apagados, nulos sobre o escutelum; o
tegumento aparentemente liso.

Um exemplar de Soure. Julho de 1922. Espécie do sul da
Europa e Algéria. Rara ou pouco fregiiente em Portogal.

Phytocoris confusus Revur.

Obtivemos um exemplar desta interessante espécie quando
em 1928 visitimos em missiio de estudo a Serra do Gerez.
OsHANIN considera-a como prépria da Austria o da Hungria.

No exemplar a que nos referimos, a regiflo anterior do pro-
nétum e a regido frontal, sho levemente amareladas com pequenas
pontuacbes auranciacas e o escutelum claro e unicolor. Parte
posterior do pron6tum e hemélitros irregularmente manchados
de préto. 1.° articulo das antenas e fémures, ignalmente man-
chados. O colorido, em particular do pronétum e dos hemélitros,
oferece por vezes modalidades importantes.

Raro ou pouco freqiiente em Portugal

Phytocoris exoletus Cosra.

Espécie do Sul da Europa e da Algéria. Um exemplar co-
ligido na Serra do Mardio em Julho de 1928 apresentando cor
uniformemente ferruginea, os anéis escuros nas tibias anteriores,
pouco aparentes e indistintos nas tibias intermédias e poste-
riores.
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Raro em Portugal.

O Dr. Scumipr, a quem devemos a classificagio desta espécie,
faz notar que as patas posteriores nflo oferecem os caracteres
proprios do tipo. Na regifio articular, fémure-tibial, existem
duas zebruras de cor sépia escura e na tibia, préximo da arti-
culagio, duas pequenas manchas superiores. 1

Déste interessante género, representado na fauna paledrtica
por numerosas espécies, foram notadas j4 em Portugal, as seis
seguintes: Abeille Puron, tiliae (F.), confusus REUT., femoralis
FiEB., varipes Bou., e exoletus Costa. K de presumir que muitas
outras existam na nossa fauna.

e

Lygus apicalis Fies.

Esta espécie encontra-se muito disseminada por toda a sub-
-regifio mediterranea, etiépica o sul da China. E talvez freqiiente
em Portagal mas por emquanto possuimos apenas o exemplar a
que nos referimos, coligido em Lagos em setembro de 1925.
A cor, muito alterada, mostra ainda ter sido verde claro, as
antenas e as patas amarclas e as membranas esfumadas.

Lygus Kalmi (L.).

Espéeie propria da regifio paledrtica, caracterizada justamente
pelo grande nimero de modalidades que pode apresentar o seu
colorido. Entre os nossos exemplares encontra-se a forma em
que o prondtum, amarelo, é interceptado anterior e posterior-
mente, por duas estreitas faixas pretas e uma outra em que as
faixas escuras desta regiflo, sfio largas e longitudinais.

Soure. Julho de 1922! Jugueiros. Julho de 1927. Eng.
PIMENTEL.

Do génerv Lygus, largamente representado também na fauna
paledrtica, tém sido notadas em Portugal as espécies: pabulinus
(L.), apicalis Figs., pratensis (L.), rubricatus (FALL.), campestris
(L.), Kalmi (L.) e rubicundus (Fauvr.). De entre estas espécies,
apenas a pratensis se pode considerar comum.

Poeciloscytus vulneratus (Pnz.).

Bastante freqiiente na Mata de Leiria sobre a urze branca
(Erica lusitanica). Distingne-se facilmente pela cor amarela,
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mais ou menos sombreada de escuro, particularmente no pro-
notum e pela presenca de dois pontos on pequenas manchas
vermelhas proximo do vértice dos hemélitros. Esta espécie
encontra-se também nos pinhais de Lavos e naturalmente em
vérias outras regides do pais.

Forma prépria da Europa e Asia Menor.

Paulino de Oliveira tinha registado ji déste género a espécie
cognatus Fies. muito freqiiente e disseminada por toda a regiflo
paleértica.

Trigonotylus pulchellus (Hux.).

Do género Trigonotylus, pouco numeroso, encontrava-se re-
gistada na fauna lusitinica a espécie ruficornis GEOFFR., muito
disseminada ainda por toda ou quasi toda a regilo paledrtica.
A pulchellus é do centro e do sul da Europa, Egipto e Tur-
questlio. Difere bastante da ruficornis pelas dimensdes inferiores,
ndo excedendo 5,0™ o exemplar a que nos referimos, pela con-
figuraglio do pron6tam e cor.

Soure. Julho de 1922. Pouco freqiiente.

Systellonotus Championiu Reur?

Devemos o fnico exemplar que possuimos desta interessante
espécie a CORREIA DE BArROS que o obteve em Vila Real de
Traz-os-Montes.

O Dr. Scamipt, que o estudou a nosso pedido, mantém
davidas sobre a sua classificacfio definitiva. DPossniamos um
exemplar da espécie triguttatus (L.), de Franca mas desconhe-
cemos t0das as outras espécies que tém sido descritas e que
pela sua distribuiglio geogrifica poderiio aproximar-se possivel-
mente da nossa fauna.

O exemplar de Vila Real representa um tipo particalar pela
sua forma estreita e alongada, subparalela, cor ferruginea ou
sépia claro, cabeca esferbide com os olhos muito volumosos, o
pronéfom carto e trapezoidal, eonvexo; escutelum mediocre e
igualmente convexo. Sobre os hemélitros, de cor mais clara,
notam-se duas manchas transversais brancas, dirigindo-se das
margens, aproximadamente, sobre o vértice do clavus; duas
outras, mais largas, separam a coria do cuneus que é préto.
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Membranas pretas; patas e antenas ferrugineas; as tibias e os !
ltimos articulos das antenas, mais escuros. Compr. 6,0™,
Peninsula Ibérica.

Orthotylus flavinervis (Ksu.).

Algons exemplares coligidos em Afife, Julho de 1928. A
ebr, certamente alterada, 6 amarela e niio verde como & dado &
espécie. O tipo, segundo SAUNDERS, & de facto verde, com a
cabeca e a base do escntelum amarelas.
Espécie do norte e centro da Europa. Pouco freqiiente em
- Portugal.

Orthotylus nassatus (F.).

Um exemplar da mesma regifio da espécie precedents e
igunalmente descorado para amarelo claro em lugar de verde.
Distingue-se contudo, no 1.° articulo das antenas, o trat;o préto
caracteristico. Compr. 4,0™,

Da Europa e Algéria. Raro ou pouco fregiiente em Por-
tugal.

O exemplar da colecgio de Hemipteros paledrticos do
Museu, a que nos referimos noutro lugar, parece-nos pertencer
4 espécie flavinervis (KBM.) e ndlo, como haviamos indicado, a
esta ontra.

Orthotylus rubidus (Putox).

Todos os exemplares desta espécie que obtivemos em Julho
de 1925 na Mata de Leiria, so do tipo verde (var. moncreaffi
(DL Sc.). A forma vermelha nflo foi ainda encontrada em
Portugal.

Como sucede nas espécies precedentes, a cor propria encon-
tra-se alterada.

Espécie do centro e do sul da Euaropa, Céucaso e Algéria.

Orthotylus ericetorum (Farv.).

Na Mata de Leiria onde as espécies do género Erica sio
muito abundantes, encontrdmos também em Julho de 1925 esta
outra forma que nio havia ainda sido mencionada na fauna de
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Portugal. Todos os exemplares adquiriram depois de secos, a
cOr amarela.

Trata se de uma espécie da Europa, Sibéria e norte de Africa
talvez freqiiente em Portugal. !

Do género Orthotylus tinham sido apenas notados na nessa
fauna as espécies Paulinoi ReUT., flavosparsus (C. ScuLs.) e
virescens (Dar. Sc.).

Hypsitylus bicolor (DaL. Sc.).

Fra jA conhecida na fauna de Portugal a espécie Hypsitylus
prasinus FiEB. O exemplar representando esta outra, foi coli-
gido nos campos de Coimbra em dezembro de 1923. O pronétum,
escatelum e clavus, sdio pretos mas sobre a fronte, a cor é idén-
tica & da eéria, primitivamente verde oliviceo.

Espécie considerada como prépria da Inglaterra, Franca e
Dinamareca.

Brachynotocoris puncticornis Reur.

Espécie (inica do género e considerada como prépria da Pe-
ninsula Ibérica, sul da Franca, Siria e Crimeia.

Possuimos apenas dois exemplares da Herdade da Mitra,
proximo de Evora, coligidos em agosto de 1923 por J. po
NaSCIMENTO e apresentando cor uniformemente verde amarelado,
claro.

Raro ou pouco freqilente em Portugal.

Orthocephalus coracinus Putox.

Ao género Orthocephalus, que se encontrava representado
na fauna de Dortugal, apenas pela espécie saltator (Hun.),
podemos acrescentar esta outra forma e a seguinte, Orthocephalus
tenuicornis MuLs.

Os exemplares de Orthocephalus coracinus foram coligidos
nas margens do rio Jamor, préximo da Cruz Quebrada. Tra-
ta-se de uma espécie da sub-regiio mediterrinea, naturalmente,
freqiiente em Portugal.

Orthocephalus tenuicornis (Muws.).

Apenas obtivemos exemplares de Aldeia Nova de S. Bento
coligidos por Gomes Lopres em maio de 1923,
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Esta espécie distingue-se ficilmente da precedente pela sua
configuracfio particular e cor ferruginea das tibias anteriores e
intermédias e da base dos 2.° e 3. articulos das antenas. Or-
thocephalus ecoracinus é uniformemente préto.

Da sub-regiio mediterrinea e Sudueste da Russia Europeia.

Onychumenus decolor (FaLw.).

Espécie Gnica do génmero e prépria da fauna da Europa,
Algéria e regides nedrticas (OSHANIN).

Possuimos apenas um exemplar coligido na Serra do Gerez
em Julho de 1928.

Parece tratar-se de uma forma pouco comum em Portugal.

Tinicephalus flavopilosus Reur.

Muito freqiiente na Mata de Leiria. Exemplares coligidos
em Julho de 1925; outros procedentes de Soure, Julho de 1922,

Particularmente nos exemplares da Mata de Leiria, notam-se
modalidades interessantes de colorido, variando do amarelo
ferrugineo ao amarelo claro ou branco amarelado. As manchas
pretas das cicairizes, da fronte e base do pron6étum, acompanham
em intensidade o excesso ou caréncia de pigmento escuro do
tegumento.

Espécie considerada como prépria do sul da Franca, Céorsega
e Algéria.

Déste género tinha sido notada em Portagal apenas a espécie
discrepans Fies. propria da Peninsula Ibérica, sul da Franca,
Corsega e 1tilia.

Amblytylus affinis Fies.

Recorda, de um modo geral, a forma procedente diferindo
porém considerivelmente nos seus caracteres genéricos, forma
mais larga e ovdide, cor amarslo elaro, o tegumento densamente
revestido de pélos pretos e as manchas da base do escatelum,
auranciacas.

Exemplares da Mata das Virtades (Azambuja), onde a es-
pécie parece ser pouco freqiiente. Abril de 1930, Gomes
Lopes. .
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Osuanix indica para a distribuiclio geogrifica desta espécie,
o centro e sul da Earopa e Algéria.
O género nflo se encontrava representado na fauna de Por-

tugal.

Macrotylus atricapillus (Scorr.).

Segundo o Dr. Scumipr, o exemplar a que nos referimos
representa uma variedade desconhecida. A edr é uniformemente
verde claro, as membranas brancas com manchas eseuras ocu-
pando a parte inferior da célula e uma outra transversal sinuosa,
aproximadamente a meio desta regifio das asas,

Espécie da Siria e Sul da Europa.

Duas outras formas, a nigricornis Fies. e lutescens Fies.
tinham sido j& mencionados em Portugal.

Consideramos por emquanto como raro ou pouco freqiiente
o tipo a que nos referimos.

Psallus callunae Reur.

Desta espécie pessuimos apenas alguns exemplares em man
estado de conservaglio, coligidos em Evora em setembro de 1923,
outros de Serpa e de Aldeia Nova de S. Bento, julho e setembro.

Nos exemplares estudados, observam-se contudo modalidades
interessantes de colorido, alterando particularmente a mancha
vermelha da extremidade da céria, mais on menos intensa,

OsHANIN registava esta espécie como prépria do sul da
Franga.

O género Psallus, muito numeroso, encontrava-se ji repre-
sentado na fauna de Portugal, pelas espécies ancorifer Fies.,
ambiguus (FALL.), obscurellus (FALL.), quercus Ksm., varians (H.
8.), diminutus (KBM.) e aurora (MuLs.). Presumimos que muitas
ountras existirfio no nosso pafs.

Plagiognathus fulvipennis (Kpx.)

Alguns exemplares coligidos em Caminha, Julho de 1928.

Espécie prépria do Centro e Sul da Europa e Caucaso.
Bastante comum nas regides onde a encontrimos.

Tinham sido citadas ji na fauna lusitdnica, as espécies ehry-
santhemi (WLFF.) e arbustorum (F.) (Cat. Hem. Port. P. pE OLI-
VEIRA).
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Tuponia brevirostris Revr.

Espécie pouco freqiiente, peio menos na Mata de Leiria onde
encontrimos os exemplares a que nos referimos.

O género Tuponia, embora bastante numeroso, ndio estava
representado ainda na nossa fauna mas, considerando a distri-
buiglio geogrifica de varias das suas espéeies, presumimos que
algumas ainda, além da que vimos de registar, se encontrarfio
no pais. A Tuponia brevirostris, segundo OsHANIN, é propria
do sul da Franga, Sicilia, Algéria, Egipto e Crimeia.

Fam. CORIXIDAF

Desta familia registamos, como espécies novas para fauna
lusitinica, as seguintes:

Corixa Geoffroyi Leacn.

Exemplares de Faro. Raro.
(Espécie da Europa, Norte de Africa, Chucaso, Turquestﬁo
chinds, norte das regides orientais, etc.).

Corixa Panzeri (Fies.).

Exemplares de Buarcos, Leirosa e Mira. Freqiiente.
(Earopa e norte de Africa).

Sigara semistriata (Fies.).
Leiria, Mata de Foja. Setembro de 1926. Pouco freqiiente
(Da Europa, Algéria e Sibéria).
Siragra castanea (Tnwus.).
Um exemplar de Quiaios. Setembro de 1926.
(Da Scandinavia seg. OsHARIN).

Siragra Scotti (Fies.).

Leirosa. Agosto de 1926.
(Espécie dada como existindo em toda a Europa).

A. F. pE SEABRA.
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CAPITULO III

DISTANCIA ENTRE DOIS CONJUNTOS

Antes de apresentarmos uma definigio geral de distdncia
entre dois conjuntos, vamos ocupar-nos da distdncia reduzida
entre estes, para introduzir em seguida a nocgiio de desvio dum
conjunto a outro.

DISTANCIA REDUZIDA ENTRE DOIS CONJUNTOS

20. Definicio de distincia reduzida. — Sejam A ¢ B dois
snbconjuntos quaisquer dum espacgdide P. Chamemos distaneia
reduzida entre estes conjuntos ao limite inferior das distincias
ab entre cada elemento a de A e cada elemento b de B. Repre-
sentemos por AB a distincia reduzida entre os conjuntos Ae B.
Claro estd que ¢ AB=BA.

Esta defini¢lio abrange, como caso particular, a distincia
reduzida entre nm elemento e um conjunto. Se os dois conjuntos
se transformam em simples elementos @ e b, temos ab=abh.

A distancia reduzida AB & o limite inferior das distancias
reduzidas aB entre cada elemento a de A e o conjunto B; efec-
tivamente, o limite inferior dum conjunto soma de conjuntos de
nimeros reais ¢ o limite inferior dos limites inferiores déstes
conjuntos parcelas.

Os conjuntos A e B dizem-se ligados entre si ou separados
um do outro conforme for AB=0 ou AB>0.
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A distancia reduzida entre dois conjuntos é a distancia redu-
zida entre os lugares dos mesmos conjuntos.

Com efeito, seja D o conjunto das distincias entre cada ele-
mento de A e cada elemento de B, e D, o conjunto andlogo
relativo a [A] e [B]. A relacio [D] | [D,] [p. 44, I. 25] mostra
que os limites inferiores de D e D, sio iguais [p. 46, nota], isto
é, AB=[A] B].

A distincia reduzida nllo se altera, pois, quando os conjuntos
se substituem por outros que admitem os mesmos lugares que
08 primeiros.

Se o0s conjuntos A e B sdo fechados e se um deles é limitado,
a distincia reduzida AB representa a distancia entre um elemento
de A e um elemento de B convenientemente determinados.

Porque, neste caso, o conjunto D & fechado [p. 45, 1. T].

Em particular, admitidas as eondi¢des do ennnciado, se os
tonjuntos A e B sio ligados entre si, podemos afirmar que um
elemento dum déstes conjuntos se juxtapde a um elemento do
outro. Os mesmos conjuntos A ¢ B conterfio um elemento comum
se, além destas condigdes, supusermos que um deles é totalmente
fechado. Assim, dados um elemento a e um conjunto B total-
mente fechado, a condigio aB=0 exprime que o elemento a
pertence ao conjunto B.

Das duas Gltimas proposi¢gdes imediatamente concluimos que:

Se um dos conjuntos A ou B é limitado, a distincia reduzida
A B representa a distancia entre um elemento de [A] e um elemento
de [B] convenientemente determinados.

Por exemplo, se os conjuntos A e B silo ligados entre si e
se um deles é limitado, os lugares [A] e [B] contdm um elemento
comum. Reciprocamente, para que os conjuntos A e B sejam
ligados & suficiente que [A] e [B] contenham um elemento comum.

A distancia reduzida entre dois conjuntos de ordem n ndo é
excedida pela distncia reduzida entre duas correspondentes pro-
jecgdes dos mesmos conjuntos, quaisquer que estas sejam.

Porque a distincia entre dois elementos compostos nllo
é excedida, como ji dissemos, pela distdncia entre duoas
correspondentes projecgdes déstes elementos, quaisquer que
sejam.

Yor iv—xn22 (f
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21. Relagbes entre distincias reduzidas, — Dados dois con-
juntos quaisquer A e C e um conjunto limitado B de diametro A,
verifica-se a relagdo

M ACZABBC+A.

Com efeito, considerando um elemento a de [A], elementos b
e b’ de [B] e um elemento ¢ de [C] tais que seja

da relagio

deduz-se imediatamente a relagiio (1).
Em particular, quando o conjunto B se transformar num
elemento b, serd A=0e

() ACZAb+bC.
A relaglio (1) generaliza-se do seguinte modo:
Dados dois conjuntos quaisquer A e C e k conjuntos limitados

B],) azr"'r Bk’

respectivamente de didmetros

'ﬁp Axr AT ﬂ'#r
verifica-se a relagdo

®) ACZAB+BB+...+BC+A+8+. .. +h.

A demonstracio é imediata por indugfo.
No caso particular désses k& conjuntos passarem a simples

elementos

. h|rh:|»--,hkj
vird

@ ACZAb,+b,b+... 4. C.

22. Relacio entre a distdncia reduzida A B e os diAmetros
dos conjuntos A,B e A+ B.— Designando por A' e A" os dia-
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metros de dois conjuntos limitados A e B e por A o didmetro da
soma A+ B, verifica-se a relagdo

(5) AZAN 4 A4 AB.

Com efeito, considerando dois elementos a e b de Ae
respectivamente, podemos escrever

AZNHA+TD [p. 7, 3),
donde se-deduz a relagdo (5), visto-que os elementos a o b sio
quaisquer de A e de B.
Em geral:

Designando por
Mol oot

o0s diametros de k conjuntos limitados
(6) A11A1!"'|Al‘

e por A o diametro da soma dos mesmos conjuntos (1), temos a
relagdo

(N AZJA+A 4+ A+ AA+AAT. ..+ A AL

Com efeito, seguindo o método de induglio, suponhamos que
0 enunciado é verdadeiro para os k—1 conjuntos

A;: A:s '-'|Ai~£'

Seja A' a soma destes conjuntos e A’ o respectivo dismetro.
Temos

ﬁzﬁ'+ﬁk+ﬁfﬁzy+ﬁ*+£‘_ﬁ£
ﬂ'251+---+¢x-1+ﬂ+»- -+ Ai_z Ap_y,

(1) J& vimos que a soma dum nimero finito de conjuntos limitados &
ainda um conjunto limitado [p. 6, L 29].




92 Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

donde se obtém a relaglio (7) que é, por conseguinte, verdadeira
para qualquer k.
Em conseqii®ncia temos a proposigio seguinte:

Se dois dos conjuntos limitados (6), quaisquer que sejam, se
puderem considerar extremos duma sucessdio formada por alguns
dos mesmos conjuntos, de tal forma que as distancias reduszidas
entre cada conjunto desta sucessdo e o imediatamente seguinte
ndo excedam o nimero e, serd

(8) AZ A+ A+t At (k—1) e,
Com efeito, recordemos, primeiro, que o didmetro A da soma
A+A+...+hA

6 o diametro da soma de duas das parcelas convenientemente
determinadas [p. 46, . 11]; sejam estas A, e A,. Consideremos
agora uma sucessio formada por alguns dos conjuntos dades (6),
de que A, e A, sejam extremos,

A‘l‘) Al!""AI! l'!‘

determinada de modo que seja

: A’A'ZE""’A"_A.!ZE'
A relaglio (7) dd

aza,+ﬁ.+...+ﬁ,+§_._&.+...+ma;,

donde se deduz imediatamente a relagio (8) que desejivamos
demonstrar.

Quando o nfimero considerado ¢ se puder reduzir a zero,
diremos que os conjuntos dados (6) se encontram ligados entre
si(1). A @ste respeito temos o seguinte easo particular da pro-
posiglio precedente:

O diametro da soma dum mimero finito de conjuntos ligados
entre si ndo excede a soma dos didmetros das parcelas.

(1) No caso particular de eonsiderarmos s6 dois conjuntos, temos a defi-
nigdo j& dada a p. 88.
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23. Continuidade da distAncia reduzida entre um alemanto
e um conjunto. — Se a sucessdo de elementos

a|sae|"'1 Biy e

converge para o elemento a, temos lima;B=2aB, qualquer que |
se¢ja o conjunto dado B.
Com efeito, no caso de ser

Afa;, CIB e bla,
a relaglio (2) [p. 90] d4
aBJaataB,
ou
! aB—aBJaa.
Da mesma forma podemos escrever
aB—aBJaa.

Estas duoas relacdes dio

sl

|a;B—aB|<Z

e, por ser lima;a=0, temos

i i— e ——

ou seja ima;B=aB.

Podemos, por conseguinte, dizer que:

A distaneia reduzida entre um elemento e um conjunto é uma
fungdo continua désse elemento.

24. Lugar das distincias reduzidas entre cada elemento
dum conjunto A e um conjunto B. — Sejam dados dois conjuntos
A e B e demonstremos as seguintes proposigdes:

O conjunto das distancias reduzidas entre cada elemento de A
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e o conjunto B admite o mesmo lugar que o comjunto andlogo
relativo a [A] e [B].

Seja D o conjunto das distincias reduzidas entre cada ele-
mento de A e o conjunto B, e D, o conjunto que se obtém da
mesma forma a partir de [A] e de [B]. Notemos, primeiro, que D
também & o conjunto das distdncias reduzidas entre cada elemento
de A e o conjunto [B] [p. 89, I. 1]; logo é evidente a relagfio
D|< D, donde vem D|<[D,].

Por outro lado também & verdadeira a relaglio [D]|>D,;
efectivamente, como um elemento de D, é a distincia reduozida
| a (B] entre o lugar (B| e um limite a duma sucessdo convergente

A, 8, 00y Ay -
de elementos de A, temos
aBl=aB=1Ilina;B [prop. prec.].

As duas relagdes D|<[D,] e [D]|>D, ddo [D] | [D,].

| Se um dos conjuntos A ou B for limitado e se A for fechado, i
também serd fechado o comjunto das distancias reduzidas entre .
cada elemento de A e o conjunto B. y

Podemos considerar esta proposiciio como um coroldrio da
da p. 43, I. 22. Com efeito, seja A? o conjunto de segunda ordem
constituido por todos os elementos compostos (a, b) nas seguintes
: condighes: em cada elemento (a,b) a primeira coordenada a &
| um elemento de A, e a segunda coordenada b um elemento do
| lugar [B] determinado de tal forma que se tenha ab=a B[p. 89,
| {. 24]. Como um dos conjuntos A ou B é limitado poﬁﬁpétese:
i segue-se que o conjunto A* tem uma projecgiio limitada., Além
| disso @ste conjunto é fechado, porque, se considerarmos uma

sucessio convergente de elementos de A?,

(a5, by), (85, by), ---, (A, b)), ...,
as sucessdes

| alla:l"':lal:"°
' ] bl;h, -on’hi’ LR
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convergirilo respectivamente para elementosa e b de A e de [B],
visto-que estes conjuntos sllo fechados, donde resaltara

ab—limab;—lima,B=aB.

Conseqiientemente o elemento (a, b) pertencerd a A?, como mos-
tram estas ignaldades.

O conjunto A? satisfaz, pois, &s hipbteses da referida propo-
sigho a p. 43. Logo o conjunto das distincias ah entre as
coordenadas de cada elemento de A*, ou seja o conjunto das
distdncias reduzidas aB, é necessiriamente fechado.

O conjunto das distancias reduzidas entre cada elemento de A
e o conjunto B admite por lugar o comjunto andlogo relativo
a [A] e [B], supondo limitado um dos conjuntos A ou B.

Com efoito, adoptando as mesmas notagdes de hd pouco, a
primeira proposi¢lio déste n.° diz que é [D]| [D,], a segunda
mostra que D, é um conjunto fechado. Temeos, portanto, [D] | D, .

H

DESVIO DUM CONJUNTO A A UM CONJUNTO B

25. Definigio de desvio.-—Damos o nome de desvio dum
conjunto A a um conjunto B ao limite superior do conjunto das
distancias reduzidas aB entre cada elemento a do conjunto A e

o conjunto B. Representemos por A | B o desvio do conjunto A
ao conjunto B.

O desvio AB é finito quando A é um conjunto limitado,
porque, designando por b um determinado elemento de B, como
6 limitado o conjunto das distincias a b para todos os elementos
a de A, o mesmo acontece ao conjunto das distancias reduzidas
aB devido a relagio aB<Zabh.

Quando os conjuntos A e B forem ilimitados, o desvio AB
ainda poderd ser finito. Mas, quando A for ilimitado e B limi-

tado, o desvio AﬁB serd necessiriamente infinito visto-que, desi-
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gnando por a um elemento qualquer de A, por b um determinado
elemento de B e por A o didmetro déste conjunto, vird

abzaB+Bb+A [p. 90, (1),
on
abzaB+4,

e esta relaglo mostra que, se for ilimitado o conjunto das dis-
tancias a b, ilimitado sera o conjunto das distincias reduzidasaB.

Podemos dar a seguinte forma & definigio de desvio hﬂB-,
quando @ste for finito. Seja p um namero positivo tal que um
esferdide qualquer de raio p e de centro num elemento de A
contenha necessiriamente um elemento de B. O desvio AB é o
limite inferior do conjunto de todos os nimeros p assim definidos.
Efectivamente, para qualquer déstes nimeros p temos aBZp
seja qual for o elemento a de A, donde resulta AB Zp. Por
outro lado também é manifesto que um nimero qualquer maior
do que o desvio AB 6 necessiriamente um dos ntimeros p. O
desvio AB é, portanto, o limite inferior do conjunto de todos
ésses niimeros p. Se for AB=0, qualquer esferbide de centro
nom elemento de A conterd um elemento de B, e reclproca-
mente.

Quando B for um conjanto fechado, ainda poderemos dizer
que: o desvio AB ¢ o menor nimero, positivo ou nulo, tal que um
esferdide qualquer de raio igual a ésse niimero e de centro num
elemento de A contém necessiriamente um elemento de B. De
facto, tratando-se dum conjunto fechado B, a qualquer elemento
a de A corresponde um elemento b de B que obedece & condigio

ab—aBZAB [p. 89, L 11],

e o esferdide de centro a e raio AB contém um elemento de B.
Como casos particulares da definicio de desvio temos a-ﬁ—a_ﬁ
eab—ab. L
Claro estd que os desvios AB e BA podem nilo ser iguais.
Assim, j4 dissemos que, para A limitado e B ilimitado, o pri-
meiro déstes desvios é finito e o segundo infinito; também &

evidente que temos aA=0e Aa>0 quando a 6 um elemento
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de A e quando @ste conjunto contém elementos nio juxtapostos
ao elemento a.

O desvio AB ndo se altera quando os conjuntos A e B se
substituem por outros que admitem os mesmos lugares que o8
primeiros.

Noutros térmos: sio ignais os desvios AB o [l] [B]. Com
efeito, seja D o conjunto das distincias redozidas entre cada
elemento de A e o conjunto B, e D, o das distAncias reduzidas
entre cada elemento de [A] e o conjunto [B]. Sabemos que é
[D] | [Dg] [p. 98, L 25]; logo sllo iguais os limites superiores de

D e de Dy, ou seja AB={M (B].

Como aplicaciio podemos dizer que: o desvio A \B 6 0 menor
namero tal que um esferéide qualquer de raio ignal a 8sse
namero e de centro num elemento de A contém necessiriamente

um elemento do lugar [B]. Na verdade, & AB=A[Bl.

Se A e B sdo conjuntos fechados e se A é limitado, o desvio
AB representa a distdncia entre um elemento de A e um elemento
de B convenientemente determinados.

De facto, existe neste caso nm elemento a de A e um ele-
mento b de B que satisfazem s condiges

AB—aB [p.94,1.16](1) e aB—ab ([p. 89, L 24].

Se A é um conjunto limitado, o desvio AB representa a dis-
tancia entre um elemento de [A] e um elemento de [B] convenien-
temente determinados.

Na verdade, 6 AB=|[A][B] e os conjuntos A e [A] sdo limi-
tados ao mesmo tempo.

Se B ¢ um conjunto totalmente fechado e se é AB =0, veri-
fiea-se a relagdo AI<B. ’

Com efeito, nestas condi¢des vem a B =0 para um elemento
qualquer a de A, donde resulta que a é um elemento de B,
porque &ste conjunto é totalmente fechado [p. 89, 1. 20].

(1) O desvio B A seria infinito se tivéssemos suposto A ilimitado e B
limitado.
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Se é AB=0, verifica-se a relagdo [A]|< [B] e reciprocamente.
Porque, sendo AB=0, também & [A][B]=0.

Dados dois conjuntos de ordem n, A* e B*, o desvio A"B*
ndo ¢é excedido pelo desvio duma projecgdo qualquer de A* & cor-
respondente projecgdo de B .

Esta proposigio resulta imediatamente da andloga com res-
peito & distincia reduzida [p. 89, I. 31].

26. Relagiio entre desvios. — Dados os conjuntos A, B e C
verifica-se a relagdo

1) ACZAB+BC.

Suponhamos, primeiro, que B e C sfio conjuntos fechados.
A qualquer elemento a de A corresponde, entfio, um elemento b
de B tal que

ab=aBZAB [p. 89, L 11],

e ao elemento b corresponde, da mesma forma, um elemento ¢
de C tal que

he<BC.
A relacio
aczab+be
combinada com as precedentes dd
aczAB+BC,
e ainda
aCZAB+BC,

donde se deduz a relagflo (1), visto a representar um elemento
arbitrério de A .

A mesma relagio também serd verdadeira se os conjuntos B
e C nlio forem simultAneamente fechados, pois j& dissemos que
o desvio nfio se altera quando os conjuntos se substituem pelos
respectivos lugares.

Notemos as relagdes

— — d

@) ACSBC—BA ¢ ACSAB—CB,
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que imediatamente se deduzem da que acabdimos de demons-
trar.

A relaglio (1) mostra que, se forem finitos os desvios ABo

i
B C, o mesmo acontecerd ao desvio AC.
Para quaisquer conjuntos em ndmero finito

podemos imediatamente generalizar a relagio (1) do seguinte
modo:

! 6) AVZAB+BC+...+UV.

27. Relagles entre desvios, distAncias reduzidas e didmetros
dos conjuntos. —Se A e A" sdo os diametros dos conjuntos limi-
tados A e B respectivamente, verifica-se a relagdo

(4) AZAN+2AB.

Com efeito, designando por a e a' dois elementos quaisquer
de A, temos

aa'zaB+Ba+4' [p. 90, (1)]

. [:]

aa'zA+24B,

donde se obtém a relagio (4), porque a e a’' siio elementos
quaisquer do conjunto A .

Registemos também a relagilo
®) ABZA+A+AB,

que se deduz da relagio (5) a p. 91 atendendo a que o desvio
A B niio excede o didmetro da soma A+ B.

Outra relagfio que importa conhecer é a seguinte:
Dados trés conjuntos A, B e C, limitados ou ndo, temos

o

(6) CZAB+BC.

— .
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Para a demonstra¢lio consideremos um ndmero positivo ¢ e
fixemos elementos a e b de A e B que obedecam 4 condiglio

ab<<AB-e..

Determinemos em seguida um elemento ¢ do lagar [C] de modo
que seja be=bC. A relagiio

aczab+be
d4, entio,
donde se obtém
ACZAB+BC+e,

e, como & 6 um nimero positivo arbitrdrio, vem a relagfio (6)
que pretendiamos demonstrar.
Consideremos agora conjuntos quaisquer, em namero finito,

R,B. G0, .0, T, 0, %
E imediata a seguinte generalizagio de (6):
) AVZAB+BC+...+UV.

Da mesma relaciio (6) também se deduz a seguinte:

(8) UVZAB+AC+BD+...+TV.
Com efeito, temos
BCZBA+AC
CDZCB+BD
UVZUTHTV,

donde se conclui a relagfio (8) somando e fazendo redugdes evi-
dentes.




Contribuipdo para o estudo da teoria das fungdes 101

28. Desvio duma soma de conjuntos a outra soma de con-
juntos. — Se notarmos que o limite superior dum conjunto soma
de conjuntos de nimeros reais é o limite superior dos limites
superiores das parcelas, tornar-se-i evidente que:

O desvio AB duma soma A | S\ A’ de conjuntos A’ (em niimero
finito ou infinito) a um conjunto B é o limite superior dos desvios

A'B de cada parcela A' ao conjunto B.

Imaginemos agora o conjunto B também decomposto em
partes, B | X\ B/, e fagamos corresponder a cada conjunto A' um
(ou mais) coanntos B'. Podemos afirmar que: :

O desvio A B ndo excede o limite superior dos desvios AR de
cada conjunto A' a um dos correspondentes B'.

Com efeito, seja A' uma das parcelas de A e B’ um dos con-
juntos correspondentes de A'. A relagio BI>B' d4 a‘Bza’ B
para qualquer elemento a’ de A’. Daqui resulta H'BZN B, e,
como o desvm AB 6 o limite superior dos desvios AT B, o mesmo
desvio A B nlo excede o limite superior do conjunto dos des-

vios ﬂrﬁ' !
111

DISTANCIA ENTRE DOIS CONJUNTOS

29, Definigio de distincia entre dois conjuntos. — Sejam A
e B dois snbconjuntc-a quamquer dum dado espagéide P. Ao
maior dos desvios AB e BA damos o nome de distancia entre
os conjuntos A e B. A distincia entre estes conjuntos &, pois,
o limite superior do conjunto das distincias reduzidas entre cada
elemento de A e de B e os conjuntos B e A respectivamente.
Assim: a distincia entre o conjunto dos nﬁmeros do intervalo

A + (h=1,2,...)
; a distancia entre dois intervalos de extremos

(0, 1) e o conjunto dos niimeros da forma

é igual a

1
11
inferiores « e « e de extremos superiores P e B’ é o maior dos
moédolos | x—a'le| B—p'|. Considerando o espagbide P dos
pontos do espago ordindrio de n dimensdes, a distincia entre

duas hiperesferas déste espago que tenham o mesmo raio (eir-
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calos ou esferas, em particular) é a distincia entre os centros;
a distancia entre duas hiperesferas do mesmo centro é a diferenga
dos raios; a distincia entre duas hiperesferas quaisquer é a
distincia entre os centros aumentada da diferenca dos raios. A
distAncia entre um conjunto A e a soma de todos os esferdides
do mesmo raio p e de centros nos diversos elementos de A nfio
excede o nimero p.

Designemos por AB a distancia entre os conjuntos A e B.
Da definigfio resulta que 6 AB=BA.

A distancia AB ¢ necessariamente finita quando os conjuntos
A e B sio limitados, e infinita quando um déstes conjuntos é
limitado e o outro ilimitado, como resulta das consideragBes an4-
logas que fizemos a propésito do desvio [p. 95]. Se ambos
os conjuntos A e B forem ilimitados, a respectiva distancia
poder4 ser finita ou infinita (1).

Suponhamos que existe um nimero positivo p tal que todo o
esferbide de raio p e de centro num elemento de A ou de B contém
necessiriamente um elemento de B ou de A. A distincia AB 6,
entdo, finita, e pode definir-se como sendo o limite inferior de
todos os nimeros p sujeitos a tal condighio, como resulta do que

(1) Notemos que um dado espagbide ilimitado P admite sempre dois
subconjuntos ilimitados & uma disténcia infinita um do outro. Para citar
um exemplo, considerc-se uma sucessfio de elementos de P,

(1) Noi By <aed Maivssia

determinada de forma que a seguinte sucessio de distineias tenda para
infinito:

Para determinar uma tal sucessdo basta que seja: a, um elemento
qualquer de P; a, um elemento exterior ao esferdide de raio 2 e de centro
em 4, ; 8, um elemento exterior & cada um dos esferdides do mesmo raio 3 e
de centros a, e a,; em geral a; um elemento exterior a cada um dos
esferdides de raio i e de centros nos elementos a,, a,, ..., ai_,.

Determinada a sucessio (1) de tal modo que a sucessio (2) tende para
infinito, segue-se que a distéincia reduzida do térmo a: a qualquer eonjunto
constituldo por outros térmos da sucessio (1) tende igualmente para infinito
com i, como & evidente. Logo a distincia entre o conjunto dos térmos de
ordem fmpar da sueessfio (1) e o conjunto dos de ordem par da mesma su-
cessdo, por exemplo, é necesshriamente infinita.
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dissemos a p. 96, I. 11. No caso de ser AB=0, qualquer
esferbide de eentro num elemento de A ou de B contém um ele-
mento de B ou de A, e reclprocamente. Se A e B slo conjuntos
fechados, ainda podemos dizer que a distincia AB é o menor
dos niimeros p atrds definidos [p. 96, 1. 22].

Como caso particular da defini¢io de distincia temos eviden-
temente aB=Ba=Ba e, quando os conjuntos se reduzem a
simples elementos, a distncia entre os dois conjuntos reduz-se
4 distincia entre @ésses elementos. A defini¢fio de distncia entre
dois conjuntos &, pois, uma generalizacio da definicio de dis-
tdncia entre dois elementos.

A distancia entre dois conjuntos é a distancia entre os lugares
dos mesmos conjuntos. My
Na verdade, como a distincia AB é o maior dos desvios AB

e B_‘A, e como &
AB=[AI[B] e BA=I[BITAI [p.97,1 6],

resulta AB =TAJ[B].

Logo a distincia entre dois conjuntos nfio se altera quando
estes se substituem por outros que admitem os mesmos lugares
que os primeiros.

Se A e B sdo conjunios limitados e fechados, a distancia AB
é a distancia entre um elemento de A e um elemento de B conve-
nientemente determinados. = =

Com efeito, o maior dos desvios AB e BA 6, no caso de A
e B serem limitados e fechados, a distinecia entre um elemento
de A e um elemento de B convenientemente determinados [p. 97,
1. 16].

Das duas dltimas proposicdes resulta que:

A distancia KB entre dois conjuntos limitados é a distancia
entre um elemento de [A] e um elemento de [B] convenientemente
determinados.

E condigdo necessdria e suficiente para que se anule a dis-
tancia AB que seja [A] | [B].
Com efeito, para que se tenha A B =0 6 necessério e suficiente

e e
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que seja AB=0e¢ BA=0. Ora, estas condigdes sio necess-
rias e suficientes para que se virifiquem as relagdes

[AlI<[B] e [BII<[A]l [p.98, L 1],

donde vem [A] | [B].
Quando A e B forem conjuntos totalmente fechados, a dis-
tancia AB anular-se-4 sdmente se tivermos A | B.

Dados dois conjuntos de ordem n, A* e B*, a distancia A" B*
ndo é excedida pela distancia entre duas correspondentes pro-
jecgdes déstes conjuntos, quaisquer que elas sejam.

Para a verificaglio do presente enunciado basta atender ao
enunciado anélogo para o desvio [p. 98, [. 3].

Por conseqiléncia, se for A"B*=0, também seri nula a
distdncia entre doas correspondentes projecgdes de A* e B",
quaisquer que sejam.

30. Relagio fundamental entre distincias. — Dados 0s con-
juntos A, B e C verifica-se a relagdo

(h ACZAB+EBC.
Com efeito, sabemos que é

ACZAB+BC [p. 98, (1),

e

ACZAB+BC.

donde se deduz

Da mesma forma se obtém
CA=CB|BA.
Ora, uma das iltimas relagdes pode escrever-se
AC=AB+BT,
como pretendiamos demonstrar.

Esta relaclio mostra que, se forem finitas as distincias AB e
BC, finita serd a distincia AC.
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Considerando conjuntos quaisquer em namero finito,

A, B,c, ---,u.v,

podemos escrever a relaglio

(2) . AVZAB+BC+...4+0V,

105

que generaliza a (1) da pdgina anterior; éste resultado obtém-ge

imediatamente por inducfo.

31. Relagdes entre distidncias, desvios, distincias reduzidas
e didmetros dos conjuntos.—Se A ¢ A’ sdo os didmetros dos

conjuntos limitados A e B verifica-se a condicdo
(3) |A—4'Z2KAB.
Com efeito, da .relagﬁo (4), a p. 99, deduzimos
AZA 4 2AB;
da mesma forma podemos escrever .
NZA42AB,
relagdes estas que nos dilo a (3) que desejdvamos obter.
Da relagio (D), a p. 99, também deduzimos
(4) ABZA+A'+AB,
atendendo 4 definiclio de distdncia e & igualdade AB=BA.
Dados os conjuntos A, B e C, limilados ou ndo, temos:

® ACZAB BC.

Esta relagio também se deduz da correspondente para o

Vo iv—un*2 8
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desvio [p. 99, (6)], e pode generalizar-se, como vamos ver, d¢
qualquer das seguintes formas: .

Dados conjuntos quaisquer em nimero finito,

A,B.C.D,...;%UN;

temos

(6) AVZAB+4BC+CD+...4UV
e

(7) |AB—UV|ZAT+BD+...+TV.

A relagfio (6) obtém-se imediatamente atendendo a (2). Para
deduzirmos a (7) escrevamos, primeiro,

UV—ABZACH+BD+...+TV,

que se obtém da relaglio (8), a p. 100. Se considerarmos agora
os mesmos conjuntos dispostos pela ordem inversa da primeira,
poderemos escrever, da mesma forma,

AB—UVZAC+BD+...+TV.

Ora, as duas altimas relagdes dfio-nos a (7) que desejivamos
demonstrar.
Em particular, para quatro conjuntos

A,B,C,D,
temos

(8) |AB—-CD|ZAC+BD,
e, quando for D] B, vird

9 |AB—BC|ZAT.

Dados os conjuntos
A,B,C,D,

verifica-se a relagdo

(10) |AD—BC|zAB+TD.
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Com efeito, das relagdes jd conhecidas [p. 99, (3)]

ADZAB+BC+CD
| BCZBA+AD+DC
deduzem-se as segnintes
AD—-BC=ABLCD
3C—AD=ABCD,
donde se obtém a relacilo (10).
Registemos também as relagdes
(11) |AC—AB|=BC e |AC—BC|=AB,
que se deduzem de (10) supondo que os conjuntos dados sfio
respectivamente
A,A,B,C
para a primeira relagllo, e

A,B,C,C
para a segunda.
As relagdes (10) e (11) podem manifestamente generalizar-se
de combinaglio com a (2) [p. 105]. Assim, se considerarmos um
nimero finito de conjuntos quaisquer

AiBiCyoids s iy My B0 o DY,
teremos a seguinte generalizagfio de (10)
(12) |AV—MN/ZAB+BC+...+LM+NO+...+UV.
32. Distincia entre duas somas de conjuntos. — Da propo-

si¢lio que enuncidmos a p. 101, 1. b, resulta evidentemente que:
Se decompusermos os conjuntos A e B em conjuntos A' e B',

AIYA ¢ BIY B,
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em numero finito ou infinito, a distancia KB serd o limite supe-
rior dos desvios A'B ¢ B'A dos conjuntos A’ e B' aos conjuntos
B ¢ A respectivamente.

Da proposigiio a p. 101, I. 11, deduz-se da mesma maneira
que: !
Se associarmos cada conjunto A' a um (ou mais) conjuntos B'
de tal forma que um qualquer dos conjuntos B' corresponda a um
(ou mais) conjuntos N, a distancia KB ndo excederd o limite
superior das distancias K'B' entre os conjuntos de cada par assim
constituido. > p

Com efeito, basta notar que os desvios AB e BA nilo ex-
cedem o limite superior das distincias A’B' entre conjuntos de
cada par, por nlo excederem os limites superiores dos desvios
AB o B A respectivamente.

Por exemplo, se as distancias A'B’ forem tddas nulas, também
gori AB=0.

Se tivermos

AlA +A,+...+A+...,

a distancia AB nflo excederd o limite superior das distincias

KB (i=1,2,...).
Se tivermos

ALA+A+...+A
BIB,+B,+...+ B,

a distancia AB nfio excederd a maior das disténcias

KB iG=1,2 ...k,
nem a maior das distincias
AB. (i=0).
Asgsim podemos escrever

ABZAB +A,B,+...+AB:.
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Como caso particalar da dltima proposigio temos que:

Dados os conjuntos A e B, se a cada elemento a de A fizermos
corresponder um elemento b de B de modo que um elemento
qualquer de B seja correspondente dum elemento de A, a distancia
AB ndo excederd o limite superior das distancias ab entre os
elementos de cada par assim constituido.

Dados dois conjuntos A e B e wm nimero positivo ¢, a cada
subconjunto A' de A corresponde um subconjunto B' de B tal que
temos

(13) ABZAB+:.

Consideremos, com efeito, um subconjunto A' de A. Se a
cada elemento &' déste subconjunto fizermos corresponder os
elementos b’ de B para os quais é

Al <aB+:ZAB+e,

o conjunto B' de todos os elementos b’ currnspoudentﬁs dos
diversos elementos @' do conjunto A’ verificard a relagio (13),
como se depreende da proposiclio anterior.

Se o conjunto A é a soma de diversos conjuntos A', A | E A,
dados um outro conjunto B e um nimero positivo ¢, a cada con-
junto A' corresponde um subconjunto B' de B de tal modo que temos
BIY.B e
(14) AB<=AB+:.

Consideremos uma parcela A’ de A e seja @' um elemento de

A. A este elemento a' facamos corresponder os elementos b’
de B que verifiquem a seguinte condigdo:

abzAB+:(1).

(1) Para demonstrar a existéncia de elementos b de B que satisfagam
4 condigio _
abV=AB+:,

pasta notar que existe um elemento b’ de B, pelo menos, tal que

dV<wB+:zKB+ .
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O conjunto B' de todos os elementos b correspondentes dos
diversos elementos a' de A' satisfaz i relacfio (14). Fagamos
corresponder a cada parcela A' do conjunto dado A o subcon-
junto B' de B assim determinado ¢ demonstremos que é B | Y B'.
A cada elemento b de B corresponde necessiriamente um ele-
mento @' de A tal que

Ab<Abi:ZAB|e.

O elemento @’ pertence a um dos conjuntos A', e esta desi-
gualdade mostra que o elemento b pertence ao conjunto B’
correspondente désse A'. Como vemos, o conjunto B é a soma
de todos os conjuntos B'.

Logo, dados dois conjuntos A e B, a cada namero positivo
¢ e a cada decomposi¢gio de A em virios subconjuntos, em
nimero finito ou infinito, opde-se uma decomposigio de B em
subconjuntos correspondentes dos primeiros, de tal forma que
a distincia entre dois subconjuntos correspondentes, quaisquer,
~ndo excede o nimero AB}-¢.

Em particular, podemos dizer que: dados dois conjuntos
quaisquer A e B, a cada nimero positivo = opde-se uma decom-
posigio do conjunto B em subconjuntos B' correspondentes dos
elementos de A, de tal forma que as distincias aB’ entre cada
elemento a de A @ o correspondente subconjunto B' de B nio
excedem o namero AB+=.

Dados os conjuntos A e B, supondo éste fechado, a cada sub-
conjunto A' de A corresponde um subconjunto B' de B tal que temos

(15) ANBZAB.

Efectivamente, como B é um conjunto fechado, a cada ele-
mento &' dom dado subconjunto A’ de A corresponde um elemento
b’ de B, pelo menos, sujeito & condiglo

ab=aBZA'B [p. 89,1 11).
Por conseguinte, o conjunto B' constituido por todos os ele-

mentos b’ assim determinados satisfaz i relagdo (15), como é
evidente.

i ——— - - st e g e———

i o
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Se o conjunto fechado A é a soma de vdrios conjuntos A/,
A Y A, dado um outro conjunto fechado B, a cada comjunto
A' corresponde um subconjunto B' de B tal que temos B1 Y, B' e

(16) A'B'ZAB.

Consideremos, ecom efeito, uma parcela A' de A. A eada
clemento a' de A’ corresponde um elemento b’ de B, pelo
menos, que satisfaz 4 condiglio

a b zAB(1).

Seja B' o conjunto de todos os elementos b’ correspondentes
dos diversos elementos @’ de A'. A cada parcela A’ de A corres-
ponde, desta maneira, um subconjunto B' de B que satisfaz &
relagfio (16). Demonsiremos que é B | 2 B'. Dado um elemento
b de B, podemos determinar um elemento @' de A de modo que
seja

a'b=AbZAB,

e, se A' é uma parcola de A a que pertence a', o elemento b
pertence ao conjunto B’ correspondente de A'. Logo o conjunto
B é a soma de todos os conjuntos B'. E

Reproduzindo por outras palavras a presente proposigio,
podemos dizer que: dados dois conjuntos fechados A e B, a
cada decomposiciio de A em subconjuntos A’ opde-se uma decom-
posiciio de B em subconjuntos B' correspondentes dos primeiros,
de modo que a distancia A'B’ entre dois subeonjuntos corres-
pondentes, quaisquer, nlo excede a distdncia AB.

Esta distancia AB é o limite superior das distancias A'B’,

{1) Prova-se a existénecia de elementos b' de B tais que
aV=AB
notando que existe um elemento b’ de B que obedece & condigio
ab—=aB=AB,

porque B ¢ um comjunto fechado.
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como- facilmente se reconhece tendo em vista a proposigiio a
p- 108, 1. 6. :

Em particular: dados dois conjuntos fochados A e B, é
possivel determinar uma decomposicio do conjunto B em sub-
conjuntos B' correspondentes dos elementos de A, de tal forma
que as distincias aB’ entre cada elemento a de A e o corres-
pondente subconjunto B' de B ndo excedem a distancia AB.

CAPITULO 1V

ESPAGOIDES DE CONJUNTOS

No presente capitulo ocupar-nos-emos do espagamento do
conjunto de todos os subconjuntos limitados dum dado espa-
¢oide P. Este espacamento counsiste em demonstrar que —
referindo-nos sbmente a conjuntos limitados — a definicio que
ultimamente apresentimos de distincia entre dois conjuntos
satisfaz as propriedades fundamentais estabelecidas no primeiro
capitulo [p. 4].

Antes porém de tratarmos de tal espagamento, convém in-
troduzir as nocdes de limite integral e de limite comum duma
sucessiio de conjuntos.

LIMITES INTEGRAL E COMUM
DUMA SUCESSAO DE CONJUNTOS

33. Definigles. — Seja dada uma sucessfio infinita de con-
juntos quaisquer

(1) Pl s vz

pertencentes a um mesmo espagdide P. De acordo com a defi-
nigio que demos a p. 13, n.° b, diremos que uma subsucessdo
de (1) é toda a sucessfio

(2) [ e TR Ly
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formada por térmos de (1), mas dispostos pela ordem em que
sA encontram nesta sncessfio (r<<s<...).

Extrair uma sucessfio de elementos da sucessiio de conjuntos
(1) é considerar uma sacessio de elementos

(3‘} Ay, By ooy Riy-a

pertencentes respectivamente aos térmos de (1). Mais geral-
mente, extrair uma sucessio de subconjuntos da sucessfio (1) é
considerar uma sucesslio de subeonjuntos dos térmos correspon-
dentes de (1).

Compreende-se, desta forma, o que seja uma sucessiio de
elementos

(4) nde DI ey ¢
extraida duma subsucessiio (2) de (1).

Eis agora as seguintes definigbes: o limite integral da su-
cessfio de conjuntos (1) é o ‘conjunto dos limites de todas as
sucessdes de elementos (4), convergentes, extraidas das diversas
subsucessdes (2) de (1); o limite comum da mesma sucessio (1)
& o conjunto dos limites de todas as sucessdes de elementos (3),
convergentes, extraidas da sucessido (1). Por exemplo, se cada
térmo de ordem impar de (1) representar o conjunto dos niimeros
do intervalo (0, 2) e cada térmo de ordem par o conjunto dos
nimeros do intervale (1, 3), o limite integral da sucessdio serd
o intervalo (0, 3) e o limite comum o intervalo (1, 2).

Representemos por A e A, ou por lim A; e lim A;, respecti-
vamente o limite integral e o lmnto comum da sucessiio de con-
juntos (1). :
manifesto que entre os limites A e A existe a relagio
AI> A, quere dizer, o limite integral duma sucessiio de conjuntos
eontém o limite comum da mesma sucessfio. Também 6 evidente
que estes limites nio dependem da ordem dada aos térmos da
sucessiio.

As definicdes de limite integral e de limite comum duma
sucessfio de conjuntos aplicam-se ainda ao caso particular dos
térmos da sucessfio se reduzirem a simples elementos, e genera-
lizam a definicio dada de limite duma sucessio de elementos
dum espagbide. Na verdade, verificamos imediatamente que,

B e R

T
- -
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para uma sucessfio convergente de elementos

Il, h, *awy ai.--n’

qualquer dos limites A e A & constituido pelos limites lim a
(todos juxtapostos entre si, como sabemos).

O limite integral duma sucessfio de elementos é o respectivo
derivado, e existird tdodas as vezes que esta sucessiio admitir
uma subsucessio limitada [p. 18, L. 6]; o limite comum 86 exis-
tird quando a sucesssio for convergente.

Retomando o caso geral duma sucessio de conjuntos (1),
podemos dizer que os limites integral e comum sio respecti-
vamente a soma dos limites integrais e a soma dos limites
comuns de todas as sucessdes de elementos extraidas da sucessiio
dada (1).

Dissemos mais atrds [p. 24, . 13] que a operaglio por meio
da qual formamos o lugar dum conjunto & distributiva em re-
laglio 4 soma dum nimero finito de parcelas, e que pode nio
acontecer 0 mesmo no caso destas serem em nimero infinito.
A éaste respeito notemos agora que, numa sucessfio infinita de
conjuntos quaisquer, o lugar da soma dos tdrmos & a soma do
limite integral com os lugares dos térmos da mesma sucessiio:

Ayt Ateoo At o] | AFIAJ+ A+ oo+ A+

Observagio. — Descendo ao caso particular do conjunto P dos
pontos dum espago ordindrio, & manifesto que as definigbes de
limite integral e de limite comum sio distintas das definicdes
de limite completo e de limite restrito duma suncessiio de con-
juntos(1). Agquelas definighes generalizam a defini¢io habitnal
de limite duma socessiio de pontos; estas nflo generalizam.

A existéncia dos limites completo e restrito implica a exis-
téncia dos limites integral e comum; estes contém respectiva-
mente aquéles, como & evidente.

Dum modo geral podemos dizer que nfo se verificam outras
relagdes entre tais limites. Todavia, nas sucessdes decrescentes

(1) Os limites completo e restrito duma sucessio de conjuntos foram
considerados pela primeira vez por E. Borev (Legons sur les fonctions de
variables réelles, p. 18).
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de conjuntos fechados, os limites completo e integral (ou os li-
mites restrito e comum) coincidem necessiriamente; com efeito,
se numa sucessiio de conjuntos fechados cada térmo contém o
imediatamente seguinte, qualquer dos mencionados limites re-
duz-se ao produto de todos os térmos da sucessfio.

Os limites completo e restrito aparecem na teoria da medida
dos conjuntos e dos integrais definidos; os limites integral e
comum tém aplicagdes de cardcter inteiramente diferente, como
veremos,

,

34. Algumas propriedades dos limites A e A. — Podemos
caracterizar um elemento qualquer a do limite integral A da
sucessdo de conjuntos (1) pela condigdo necessiria e suficiente de
existir uma subsucessdo (2) de (1) de modo que seja limaA, =0.

Com efeito, um elemento a de A ¢ limite duma sucessio de
elementos (4), extraida duma subsucessio (2) de (1), e temos

limaA.Zlimaa,=0.

Reciprocamente, suponhamos que um determinado elemento a
tem por correspondente uma subsucessio (2) de (1) de forma
que seja limaA,=0. Considerando uma sucessiio de elementos
(4) extraida de (2) e sujeita & condigfio

%(a_l.+% (=r, s, ...),
temos limaa,=0. Logo o elemento a pertence a A.
Um elemento qualquer a do limite comum A da sucessdo de
conjuntos (1) é caracterizado pela condigdo necessdria e suficiente

de ser imaA;=0.
A demonstragiio é anéloga & da proposigio antecedente.

O limite integral duma sucessdo de conjuntos (1) é a soma
dos limites comuns das diversas subsucessdes de (1).

Esta proposi¢clio resulta manifestamente das definictes dadas
para os limites A e A.

O limite comum duma sucessdo de conjuntos (1), quando existe,
é o produto dos limites integrais das diversas subsucessdes de (1).
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Clom efeito, o limite A da sucessio de conjuntos (1) estd
contido, evidentemente, no produto dos limites integrais das
subsucessdes de (1). Este produto, por sua vez, esti contido
em A, porque, se um elemento a do referido produto nio veri-
ficasse a condicdo lima A; =0 a que deve satisfazer um elemento
de A, teriamos

aA.>ec (u=r,s,...)

para um certo niimero positivo ¢ e para uma certa subsucessio
(2) de (1), o que seria incompativel com a condigiio de o ele-
mento a pertencer ao limite integral da sucessfio (2).

O limite integral duma sucessdo de conjuntos é wm comjunto
totalmente fechado.

Para demonstrar que o limite integral A da sacessfo (1) &
um conjunto totalmente fechado, consideremos um limite a’ duma
sucessiio convergente, qualquer, de elementos de A,

()] ¥ Byizinghis «
A cada térmo a'; desta sucessio facamos corresponder um
elemento a, dom térmo A, de (1) de modo que u seja crescente

com i @ que se verifique a desigualdade a’;a..<—£~ . Os térmos

da sucessfio (D) encontram-se assim em correspondéncia com o0s
térmos duma outra

(6) Wi By oo nyBys se
extraida duma subsucessdo de (1) e, visto ser limaa,=0, a

sucessiio (6) converge para o limite a' [p. 20, I. 27]. O elemento
a' pertence, pois, ao conjunto A (1).

(1) Esta proposigio faz ver, mais uma vez, que o lugar (Al dum con-
junto A é um conjunto totalmente fechado. Na verdade, o lugar Al é o
limite integral da sucessdo

Nih o ul, .o

A mesma proposicio também faz ver que o derivado duma suceuin de
¢lementos & um conjunto totalmente fechado.
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O limite comum duma sucessdo de conjuntos ¢é um conjunto
totalmente fechado.

Com efeito, j4 vimos que o prodate de virios conjuntos to-
talmente fechados ainda é um eonjunto totalmente fechado [p. 25,
I, 17]. Ora, o limite comum duma sucessio de conjuntos é o
produto dos limites integrais das suas diversas subsucessdes, e
estes slio conjuntos totalmente fechados como demonstrimos
ultimamente.

Se
(7) R N5 i v

¢ uma sucessdo de subconiuntos de soma limitada, extraida da su-

e
cessdo (1), temos lim A'; A =0 .

Consideremos uma sucessfio (7) de subconjuntos dos térmos
da mesma ordem da sucessido (1), ¢ suponhamos que é limitada
a4 soma

N+ A N

Se niio fosse limA';A =0, poderiamos determinar um ntmero
£>>0 e nma subsucessiio

(8) el Ul TRt

da sucessfio (7) de maneira a verificar as designaldades
-‘--.
ANeA>e (u=r,8,...).

Em cada térmo A', existiria um elemento a, que fizesse a, A >
o, por ser limitada a soma dos térmos da sucessio (8), limitada
seria a sucessfio dos elementos

(9 By Mar e M) as v

Para um limite @ desta Gltima sucessfio teriamos a A‘_:-,-s [p. 93,
l. 2] e, em oposi¢iv a @ste resnltado, viria a A A=0, pois o ele-
mento a pertenceria a A, porque a sucaas!.o (9 ¢ sxtrmda da

(8) e portanto da (2). A condi¢io lim ﬁ’;AnO é, por conse-
guinte, verdadeira,
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Se A' é um subconjunto limitado do limite comum A da su-
cessdo de conjuntos (1), temos lim ﬁ'_’ﬂ..-= g.. e
*Com efeito, se ndo existisse o limite limA' A; =0, terfamos
A'A,>2c para um certo nlimero positivo ¢ e para todos os
térmos A, duma certa subsucessiio (2) de (1). A eada térmo A,
poderiamos opor um elemento @', de A’ que verificasse a desi-
gualdade a',A,>2¢, e um elemento limite a' da sucessiio assim
obtida,
a’r:r a’l’l r'-lalu! LR |

pertenceria necessiriamente ao limite comum A, pois 8ste é um
conjunto totalmente fechado, como sabemos. Seja

a'r'|a':r"; *any ai"! .

uma infinidade de térmos desta sucessfo determinados de tal
forma que se tenha

avd<e (W=r,s,...).
A relagiio
aA,sa Ay—avd,

que se deduz de
A ZAE +aay [P 90, )],
dar-nos-ia, por conseguinte,
YA S (W=7, d,..0),

em discordincia com a condiglio lima' A;=0 a que deveria sa-

tisfazer o elemento @' de A [p. 115, L. 22_3].
Conseqiientemente existe lim AA=0.

. 35. Casos de existéncia e de coincidéncia dos limites A e
A(1). —O limite integral duma sucessdio de conjuntos (1) exis-
tirh sempre que pudermos extrair desta sucessio uma de ele-

(1) No capitulo V estudaremos outros casos de existéncia e de coinei-
déncia dos limites A e A além dos que vamos agora considerar,
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mentos que por sua vez admita uma subsucessio limitada.
Assim, se for limitado o conjunto soma

VO TR AL R L

o limite integral existird necessariamente.

O limite comum duma sucessio de conjuntos pode ndo existir,
ainda que seja limitada a soma déstes conjuntos. I o que acon-
tece com uma simples sucessfio de elementos que seja divergente.

Acérea da existéneia dos limites integral e comum duma
sucessfio de conjuntos quaisquer, eis as seguintes proposigbes :

Dada a sucessdo de conjuntos (1), se for lim A A =0 @<i)(1)
existirdo os limites A e A e teremos A A.

Comecemos por considerar um determinado elemento b e
escrevamos a relaglio

bAZbA/+ASA [p. 9, (6)].

Dado um ntmero >0 e admitindo a condicio do enunciado,
podemos fixar o fndice ! de forma que seja A; A; <3 para qual-
quer inteiro ¢>4'. A relacdo anterior d4 entdo, para estes
valores de 7,

bAZbA+3.

Conseqiientemente & limitado o conjunto das distincias re-
duzidas b A; ({>7'), e 0 mesmo sucede ao conjunto de tddas as
distincias reduzidas b A; (i=1, 2, ...). :

Dito isto, se tomarmos em cada conjunto A; um elemento a;
tal que seja

ba,;<bA:+3% (i=1,2,...)),
obteremos ama socessio de elementos
By Byy cvny Apy o0 ey

(1) Os inteiros ¢ e i/ tendem de qualquer forma para infinito, mas res-
peitando a relaglo s <i.
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sucessio esta que & limitada por ser limitado o conjunto das
distincias de cada térmo a um determinado elemento b. O
derivado ‘desta sucesslio faz parte do limite integral de (1), que
existe por conseguinte.

Para demonstrar a existéncia de A e a relacio A | A consi-
deremos um elemento a de A & determinemos uma subsucessio
(2) de (1) de modo que se tenha lim aA,=0. Comp & também

iim A, A =0 (u<i) (1), a relago
aAZaA.+AA

di limaA;=0, quere dizer, o elemento a pertence ao limite
comum da sucessdo (1) [p. 115, [. 23], que existe portanto. Tor-
na-se assim manifesta a relacio A| A.

Dada a sucessdo de conjuntos (1), se far lim AA =0 (i>1')
e se existir K, também existira A e teremos A | A .

A demonstragio segup as mesmas linhas da segunda parte
da demonstraglio do enunciado anterior; simplesmente devemos
substituir a desigualdade u<i por u>i(2).

A-propésito da existéncia do limite comum duma sucessio
de conjuntos acrescentemos ainda as seguintes proposicdes:

Para que uma dada sucessdo de conjuntos (1) admita um

(1) Para conservar a relagdo u <i podemos fazer tender i para mﬁmtﬂ
através dos valores

i=r41,r4+2,

e dar sempre a u o valor do térmo da sucessio r, s, ... imediatamente
—
menor do que i. Por outras palavras: para o cdleulo do limite lim A Ai, &
.
sucessilo dos desvios Au Ai pode ser a seguinte:

— — _— —
’err+l1- -Arﬁr+!1 ey -lr‘-n .-‘:4-!.; ain v

(2) Para manter a relaglio w7 no cdleulo do limite lim A.._.A,', basta
considerar a sucessiio dos desvios

- —
ArAg, AsAz, ...

dos térmos da sucessiio (2) aos térmos eorrespondentes da sucessdo (1).
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] limite comum ¢ necessdrio e suficiente que todas as subsucessies
de (1) admitam limites integrais e que exista o produto de todos
estes limites. Tal produto é o limite comum da sucessdo (1).

Eo que se depreende da demonstracio do enunciado que se
encontra a p. 115, 1. 31.

Para que a sucessdo de conjuntos (1) admita wm limite
comum ¢ necessdrio e suficiente que todas as subsucessdes de (1)
admitam limites integrais e que exista o produto de quaisquer
déstes limites tomados em niimero finito, supondo um deles limitado.

Efectivamente, como tais limites integrais sfio conjuntos to-
talmente fechados [p. 116, . 11], segue-se que, se existir o prodato
de quaisquer désses limites tomados em nimero finito e se um
deles for limitado, também existird o prodato de todos [p. 25,
l. 25], que é o limite comum da sucessdio (1) (1).

36. Comparaglo dos limites integrais e comuns de certas
sucessbes de conjuntos. — Dadas duas sucessdes de conjuntos

(10) A Ay, ooy Ay, e
(11) e g Apya

se for lim ﬁ?ﬂ;=0, teremos as relagbesnﬁl{ﬁ e AI<B.
Com efeito, a um elemento a de A corresponde uma sub-
sucessdio de (10),

AP)A\I'!"‘}an e 2

tal que é lima A,=0 [p. 115, 1, 10], Mas a relagiio

aB.zaA.+A.B.

também dié limaB,=0. Logo o elemento a pertence a B
e temos A|<B. bt
Da mesma forma se demonstra a relagio A'<<B.

(1) Tmporta observar que esta proposicfio nio tem interferéncia alguma
nas demonstragies que mais adiante apresentaremos [n.or 43 e 83 do teo-
rema a p. 25, L. 25, no qual basedmos a referida proposigio.

VoL, iv—nr° 2 9

| T R
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S#o evidentes os seguintes corolarios:

Se entre os térmos de duas sucessdes de conjuntos (10) e (11)
existirem as relagdes

KI<B RIS, . =By e,
também serd AI<<B e AI<B.

Se for limA;B=0, teremos AI<IB]; se for limBA; =0,
teremos [BII<<A.

Porque o conjanto [B] pode considerar-se limite integral e
limite comum da sucessio

i AR arae

Se for limK;B:=0, teremos A|B e Al B.
Em particular:

Se for lim K, B=0, teremos A | A | [BI.

Os limites integral e comum duma sucessdo de conjuntos sdo
o8 mesmos limites da sucessdo dos lugares dos térmos da primeira.

Clom efeito, dada a sucessio de conjuntos (1), temos ATAI=0,
donde vem lim A;[AJ=0, que nos dd, como ji sabemos,

limA: | im[A] e lmA;|lim[A].

Os limites integral e comum duma sucessfio de conjuntos
nflo se alteram, por conseqiléncia, quando todos ou alguns désses
conjuntos se substituem por outros que admitem os mesmos
lugares que os primeiros.

Consideremos agora & sucessdos de conjuntos

(12) Ang, Aug, o oo, Auyg,

(h=1,2,...,k)
e seja

(13) B, B, .oy Biy oo
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uma sucessio formada de térmos das sucessdes (12). Cada térmo
Ai; que figure em (13) podera repetir-se como térmo desta su-
cessfio, mas apenas um nimero finito de vezes.

Se notarmos que a sucessilo (13) contém uma infinidade de
térmos duma, pelo menos, das sucessdes (12) e se atendermos
ds duas primeiras proposi¢des do n.° 7 [p. 19], veremos que:

Se as & sucessdes (12) admitem o mesmo limite integral, éste
contém o limite integral B de (13).

Se as k sucessdes (12) admitem o mesmo limite comum, éste
pertence ao limite comum B de (13).
Como caso particular vem a proposiciio seguinte:

Dada uma sucessdo de conjuntos (1) e uma subsucessdo (2) da
primeira, entre os limites integrais e comuns existem as relagdes

mA,|>tmA, e lmAl<lmA,.

37. Caso em que é limitada a soma dos térmos duma
sucessio de conjuntos. Outros modos de definir os limites A e
A. — O limite integral duma sucessdo de conjuntos (1) de soma
limitada é 0 menor conjunto totalmente fechado A (1) para o qual

temos limA; A=0.
Com efeito, supondo limitada a soma dos térmos da sucessiio

(1), temos lim A;A=0 como caso particular da proposi¢io a
p. 117, 1. 9. Além disto também j4 sabemos que outro con-

junto totalmente fechado B na condiciio lim ATB=U contém

necessiriamente o limite integral A [p. 122, l. 6]. Conseqiien-

temente o limite A é o menor conjunto totalmente fechado para
7y .

o qual temos lim A; A=0.

O limite comum duma sucessdo de conjuntos (1) de soma limi-

tada é o maior conjunto A para o qual temos lim A A;=0. :
Sendo limitada a soma dos térmos da sucessilo (1), 0 mesmo

(1) Ji dissemos numa nota a p. 23 o que se entende por maior ¢ menor
eonjuntos duma dada colecgio de eonjuntos.
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sucede, evidentemente, ao limite comum desta sucessfio. Temos,

portanto, im AA;=0, como resulta da proposicio a p. 118,
I. 1. Mas, como qualquer outro conjunto B que satisfaga &
condigho lim BA;=0 é necessariamente um subconjunto de A
[p- 122, L. 6], segue-se que o limite comum A é o maior conjunto

(necessariamente fechado) que faz lim A A;=0.

Notemos que a demonstragio niio exclui o caso de ser ilimi-
tada a soma dos térmos da sucesslio (1), contanto-que seja limi-
tado o respectivo limite comum. Logo, se numa sucesslo de
conjuntos quaisquer (1) o respectivo limite comam for lijlitadn,

tste serd o maior conjunto A para o qual temos limAA;=0.

Numa sucessdo de conjuntos (1) de soma limitada, a condigdo
lim A; Ay =0 é necessdria e suficiente para que seja AlA.
A condiglo & necessdria porque, sendo A|A, como é

hml A=0[p. 123, 1. 1T] e ElmAlFsU' [ prop. prec.], a relagiio
AAZAALAA [p. 98, (1)]

d4 lim A, ﬁr =0.

A condiciio & suficiente, , porque do limite lim A; Ay = O resulta,
em particular, que é lim A A =0 (1<), donde se deduz a coin-
cidéncia A | A [p. 119, 1. 10].

Reiinindo esta proposi¢io com as duas primeiras do n.® 3
[p. 118] podemos dizer que:

Numa sucessdo de conjuntos (1) de soma limitada, uma qual-
quer das condigbes

limAAs =0 (i<?), limARa=0(>¥), limAA=0

é necessdria e suficiente para que seja A | A.

Como vemos, doma qualguer das duas primeiras condigdes
resulta necessiriamente a terceira, sempre que se tratar duma
sucesslio de conjuntos (1) de que a soma seja limitada.

Do que dissemos a p. 121, L. 6, ainda deduzimos o seguinte:

Para que uma sucessdo de conjuntos, de que a soma seja limi-
tada, admita um limite comum, € necessdrio e suficiente que exista




Yy

temos as relagdes
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o produto dos limites integrais de quaisquer das respectivas sub-
sucessdes tomadas em nimero finito. O produto de todos estes
limites integrais é o limite comum da sucessdo proposta.

38. Limites integral e comum duma soma e dum produto
de sucessdes de conjuntos. — Se os térmos duma dada sucessdo
de conjuntos

s.lls.h ey sir e
sdo somas de I conjuntos

S:|A+B+...+V,
(¢=1,2,...),

SIA+B+...4V
$I>A+B+...4V.

Por outras palavras: o limite integral da soma dum nimero
finito de sucessdes (1) é a soma dos limites integrais das parcelas,
e o limite comum contém a soma dos limites comuns das par-
celas. Estas afirmagdes sfio evidentes.

No caso da soma duma infinidade de sucessdes sbmente po-
demos dizer, em geral, que:

- %
Os limites integral e comum da soma contén respectivamente
a soma dos limites integrais e a soma dos limites comuns das
parcelas.

(1) Chamamos soma e produte de diversas sucessies de conjuntos, res-
pectivamente & sucessiio das somas e i sucessiio dos produtos dos primeiros
térmos, doa segundos térmos, etc., das mesmas sucessdes. Estas sucessies
chamam-se, entio, parcelas da soma e factores do produlo.

E elaro que o produto de diversas sucessies de conjuntos pode ndo
existir.

A soma duma sucessdo de conjuntos com um conjunto A é a soma desta

sucessdo com a sucessfio
Rl iy Ryl sy

e identicamente se define o produto duma sucessio de conjuntos por um
conjunto A .

e
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Consideremos, por exemplo, uma infinidade numerada de
sucessdes, nas quais todos os térmos siio um mesmo eonjunto
A, excepto o primeiro tdrmo da primeira, o segundo térmo da
segunda, ete., que sfio substituidos por um outro conjunto B.
Os limites integrais (ou comuns) destas sucessdes siio o lugar [A],
a respectiva soma é o mesmo [A], o limite integral (ou comum)
da sucessfio soma & o lugar [A]+4 (Bl e nfio o lngar [A] se su-
pusermos, por exemplo, que é [A] <[B].

Os limites integral e comum do produto de diversas sucessdes,
em nimero finito ou infinito, pertencem respectivamenle ao pro-
duto dos limites integrais e ao produto dos limites comuns dos
factores.

Esta proposi¢io também é evidente. No exemplo de hi
pouco o limite integral (ou comum) do produto das sucessdes é
o lugar [A><BI (1), o produto dos limites integrais (ou comuns)
das mesmas sucessdes ¢ o lugar [A], e teremos [A < Bl <[Al se
for, por exemplo, [B]<[Al.

39. Projecgdes dos limites integral e comum duma sucessio
de conjuntos de ordem n. — As projecgdes do limite integral A"
duma sucessdo de conjuntos de ordem n,

(14) P e P S

pertencem aos limites integrais das correspondentes projecges da
mesma sucessdo. :
Com efeito, seja B* uma determinada projecglio de A* e

»

(15) Bkjsnktr"') Bti:"'
a correspondente projecgiio da sucessiio proposta. Um elemento

b* de B* é projecglio dum elemento a* de A*, e a @ste elemento
corresponde uma subsacessio de (14),

A"r! A“I’l "'!'A.ﬂl"'l

(1) Supomos que existe o produto A><B. A relagio IBI<IAl que a
seguir escrevemos, nio implica necessiriamente a existéneia désse produto
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tal que ¢ lima* A",=0, Conseqlientemente de
b*B. = a"A", [p. 89, L 31]

resulta lim b* B*,=0, quere dizer, o elemento b* pertence ao limite
integral B* da sucessiio (15). Temos, portanto, B*|< B*, como
desejivamos provar.

Notemos que a coincidéncia B | B* pode nio dar-se necessi-
riamente; basta recordar que, para A* ilimitado, B* pode nio
ger um conjunto fechado [p. 41, L. 10]. Um outro exemplo é a
sucesslio dos segmentos do plano Oy que unem o ponto (1, 0)
aos pontos

{0, 1), (.012-*‘ (0, 9), ...,

pois que o limite integral desta sucessdo é a semirecta x =1 com
S0, a projecglio do limite integral sobre o eixo O x é o ponto
(1, 0) e o limite integral da sucessiio das projecgdes désses
segmentos é o segmento do eixo O x que une a origem ao ponto
(1, 0).

Da mesma forma se demonstra a proposi¢iio seguinte:

As projecctes do limite comum da sucessdo de conjuntos (14)
pertencem aos limites comuns das correspondentes projecges da
mesma sucessdo.

Se ‘a soma dos conjuntos (14) é limitada, as projeccdes do
limite integral A" sdo os limites integrais das correspondentes
projecgdes da mesma sucessdo.

Com efeito, no caso em que ¢ limitada a soma dos térmos
da sucessdio (14), o limite integral A" satisfaz A condiglo

lim A% A*=0 [p. 123, . 17] e, por ser
B B:= A" A" [p.98, L 3],

temos da mesma forma lim B, B*=0. Daqui deduz-se Bt/<B*
[p. 122, 1. 6], porque B* é um conjunto totalmente fechado
[p. 41, 1. 19], relagio esta que, juntamente com a j& demons-
trada B*|< B*, d4 B* | B*. Logo, quando nos referirmos a uma
sncessiio de conjuntos cuja soma seja limitada poderemos dizer,
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resumidamente, que os limites integrais das projecgies siio as
projecgdos dos limites integrais.

Observaghio. — Ndo é verdadeira, em todos os casos, a pro-
posicdo andloga para o limite comum. Por exemplo, supondo
que se trata duma sucessio de conjuntos de pontos do plano
20y, se cada térmo de ordem fmpar & o segmento de recta de
extremos (0, 0) e (1, 1), e cada térmo de ordem par o segmento
de extremos (1, 0) e (0, 1), o limite comum da sucessio & o

ponto 5 EJ de intersecglio désses segmentos, a primeira pro-
jecglio do limite eomum é 50 limite comum da sucessdo das

primeiras projeccdes désses segmentos é o segmento de ex-
tremos (0, 0) e (1, 0).

11

ESPAGAMENTO DO CONJUNTO
DOS SUBCONJUNTOS LIMITADOS DE P

40. Juxtaposi¢io de conjuntos. — Apresentimos ji uma
defini¢do geral de distincia entre dois conjuntos, mas esta dis-
tincia, definida com tio grande generalidade, torna-se infinita
nalguns casos: quando um dos conjuntos é limitado e o outro
ilimitado, e ainda, possivelmente, quando ambos os conjuntos
sdo ilimitados [p. 102, nota]. A-fim-de evitar estes casos par-
ticnlares na definigio de distancia entre dois conjuntos — como
é necessrio para que estes sejam elementos dum espagbide —
consideremos por agora, sbmente conjuntos limitados.

Seguindo as mesmas denominacdes que no n.° 1, diremos que
os conjuntos A e B slo juxtapostos um ao outro (Al B) quando
for AB=0. Dois conjuntos sfio, pois, juxtapostos quando cada
elemento de qualquer deles é limite duma sucessio de elementos
do oatro, isto &, quando todo o esferdide de centro num elemento
de qualquer déstes conjuntos contém um elemento do oatro.

J& vimos que da condigio AB =0 se conelui [A] | [B] e reci-
procamente [p. 103, I. 32]. Logo, para que dois conjuntos
sejam juxtapostos, é mnecessirio e suficiente que admitam o
mesmo lugar, on, o que é o mesmo, é necessirio e suficiente
que cada um deles seja um subeonjunto do lugar do outro
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[p- 23, I. 19]). Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais
dum intervalo e o conjunto dos n@imeros irracionais do mesmo
intervalo juxtapdem-se um ao outro.

E evidente que, se cada elemento de qualquer dos conjuntos
A e B 6 juxtaposto a um elemento do outro, estes eonjuntos slo
juxtapostos entre si. Dois conjuntos totalmente fechados e jux-
tapostos sio coincidentes.

Correspondentes projecgdes de conjuntos juxtapostos de
ordem = sfio igualmente conjuntos juxtapostos [p. 104, 1. 12].

Observa¢lo. — Um conjunto de nimeros reais juxtaposto a
um dado intervalo é qualquer conjunto denso nésse intervalo.
Em geral, a definigio de conjuntos juxtapostos (que abrange o
caso dos conjuntos ilimitados) generaliza a defini¢lio de — con-
junto A, de pontos dum espago ordindrio, denso sdbre um conjunto
perfeito B que admite o primeiro por subconjunto (1).

41. Conjuntos limitados de conjuntos. — Representemos por
(A) um conjunto qualquer de subeonjuntos limitados A dum dado
espacoide P. Diremos que (A) é um conjunto-limitado quando
for limitado superiormente o conjunto das distdncias A A" entre
os conjuntos constituintes de (A), ou elementos de (A), tomados
dois a dois de todos os modos possiveis. O limite superior do
conjunto destas distincias é o didmetro de (A).

Um conjunto (A) serd propriamente infinito quando admitir
um subconjunto infinito de elementos niio juxtapostos, dois
quaiquer deles.

Num conjunto limitado (A) também ¢é limitado o conjunto dos
didmetros dos conjuntos constituintes de (A).
Para a justificagio doste enunciado basta notar que, se A o
A’ siio conjuntos elementos de (A) e A e A' os respectivos did-
. metros, temos

A—AZ2AR [p. 105, (3)])

Designando por « o didmetro de (A) e pur 3 o limite inferior
dos didmetros A dos conjuntos elementos de (A), da altima re-

(1) Para esta defini¢do veja-se, por exemplo, Vicexre Goxganves, Ligdes
de Cdloulo e Geometria, p. 55, I. 21,
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lagdio deduz-se facilmente a seguinte:
(1) AZE+2a.

Um conjunto (A) é limitado ao mesmo tempo que a soma S dos
conjuntos constituintes de (R).

Sejam a e @' dois elementos quaisquer do conjunto soma §,
A e A' as parcelas a que pertencem tais elementos, A e A’ os
diametros déstes conjuntos. Podemos escrever, atendendo i re-
lagdio (9) a p. 91,

2 aw A+ N +ANZA+N AN,

Mas, se o conjunto (A) é limitado, os nimeros A A’ admitem um
limite superior, @ 0 mesmo sacede aos nimeros A [prop. prec.].
Por conseguinte também ¢é limitado superiormente o comjunto
das distincias aa', como resulta da relagio (2), quere dizer,
o conjunto § & limitado.

Designando por « o diimetro de (A) e por 3 o limite inferior
dos difimetros A, como fizemos hi pouco, das relagdes (1) e (2)
concluimos que o diametro de 8 nio excede o nimero

204+20)+o=28+De.

Reciprocamente, suponhamos agora que § é um conjunto limi-
tado e demonstremos que o mesmo acontece a (A). Neste caso,
como os diversos conjuntos A silo evidentemente limitados, como
a distincia entre dois quaisquer d@stes conjuntos é a distincia
entre dois elementos convenientemente determinados nos respec-
tivos lagares [p. 103, l. 29], como estes elementos pertencem ao
lugar (8] [p. 24, L. 17] e como [8] é um conjunto limitado [p. 23,
l. 7], segue-se que (A) também é um conjunto limitado. O dia-
metro de (A) ndo excede o de [8], isto é, nio excede o de §
[p. 45, I. 29].

42, Verificagio das propriedades fundamentais. — Conti-
nuemos a considerar um determinado espagdide P e todos os
conjuntos limitados A, B, ... néle contidos, tinicos de que nos
ocupamos, por emquanto. Designemos ainda por (A) um eonjunto
qualquer constituido por alguns dos conjuntos A, B, ... .
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Demonstremos agora que o conjunto de todos os conjuntos
A,B, ... 6 um novo espagdide, supondo que adoptamos a defi-
ni¢o j4 enunciada de distincia entre dois conjuntos.

1) Dados os conjuntos A, B e C, tem lugar a relagdo
ACZAB+BC.
E o que j& demonstrémos no ».° 30 [p. 104].
2) Se a sucessdo de conjuntos
Ryl oo RS

satisfaz @ condigdo lim K;R; =0, existe um conjunto A tal que
temos Lim A, A=0.

Com efeito, nesta condiglio, como a um dado nimero >0
corresponde um inteiro positivo & tal que temos AK <3 para
todo o i>Fk, segue-se que é limitado o conjunto das distincias

KA (i=1,2,...).

Por conseguinte tamhém é limitado o conjunto de todas as dis-
tancias A;A» [p. 7, 1. 19], assim como o conjunto soma

A con R Eons

Existe, portanto, o limite integral A e, da condicio lim A A7 = 0(1),
vem A | A [p. 124, L 12]. a

Ora, designando por A éste limite dnico, temos lim A; A =0
e lim ﬁ.ui;=0, por se tratar duma sucessiio de eonjuntos cuja
soma 6 limitada [p. 123, . 17 e 27], resultados estes que nos
dio lim A; A=0, como desejivamos demonstrar.

3) E possivel dividir qualquer conjunto limitado (R) de con-
Juntos A num niumero finito de partes de diametros menores do
que um numero positivo 3 préviamente dado,

(1) E* evidente que as condigdes lim AiAy =0 e Hml?l.-* =0 sdo
equivalentes.

R s |
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Para tanto comecemos por dividir o conjunto §, soma dos
conjuntos A constituintes de (A), num namero finito de conjuntos
parciais de didmetros menores do que § [p. 4, 3)](1). Sejam

{3:' sj'sza"'tsk

o8 conjuntos parciais assim obtidos. Em seguida formemos
grupos com os conjuntos A do modo seguinte: os conjuntos A
contidos em §,, os contidos em §,, etc.; os conjuntos A (dis-
tintos dos j4 considerados) contidos em S, 4 8,, os contidos em
§,+8,, etc. Em geral, os conjuntos A de (A) pertencentes a
nm mesmo grupo correspondem a determinados dos conjuntos (3),

(4) Srps;s---53u|

da seguinte maneira: cada um daqueles conjuntos esti contido
na soma

Sr+sl'+‘- --+SI
e nfio em nenhuma soma de conjuntos (3) que seja formada por
menor namero de parcelas.

Os grupos assim constituidos sfio em namero finito, e pode
suceder que um on outro seja desprovido de conjuntos A, como
& evidente.

Demonstremos agora que os diimetros désses gropos de
conjuntos slio menores do que o nimero considerado 3. Um
determinado grupo corresponde, como vimos, a determinados
conjuntos (4). Estes dividem qualquer conjunto A do mesmo
grupo em partes:

AlA +A+...+A,
sendo
A lA=<S,, AIA=<S,, ..., A,IA=<S,.

Temos, da mesma forma, para qualquer outro conjunto A’
do referido grupo,

AIA, +A+. .+ A

(1) Ji demonstrimos que a soma § ¢ um conjunto limitado [p. 130, [, 8].
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Mas a distincia AA' nfo excede a maior das distincias

AN, KN, ..., AN, [p.108, L 21],

e, como estas distincias nfio excedem respectivamente os didme-
tros dos conjuntos {(4), vem AA'<<3. Por conseguinte o di-
metro de cada grupo nfio excede o nimero 3, como desejivamos
demonstrar.

43. Demonstracio dum teorema de Riesz-SIERPINSKI. —
Como aplicagiio da doutrina exposta anteriormente apresentemos
a seguinte demonstragio dum teorema de RiEsz-SIERPINSKI, jé
enunciado a p. 2D, e estendido a conjuntos de elementos dum
espacbide qualquer:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos total-
mente fechados, um dos quais supomos limitado, é necessdrio e
suficiente que exista o produto de quaisquer désses comjuntos to-
mados em niimero finito. '

A condi¢io é manifestamente necesséria. DPara demonstrar
que é suficiente suponhamos, primeiro, que a soma dos conjuntos
dados A & limitada. Neste caso o conjunto (A) de todos os
conjuntos A também é limitado [p. 130, I. 8], e podemos, por
isso, dividi-lo num nimero finito de subconjuntos (A') de dia-

: : 1
metros inferiores a um nimero dado —. Tomemos um 86 con-

t
junto elemento A' de cada subconjunto (A'), seja A; o produto
déstes conjuntos A’, que existe por hipétese, e demonstremos

que & verdadeira a desigualdade H(%. seja qual for o

elemento A do conjunto (A). Com efeito, se (A') é o subconjunto
de (A) a que pertence o elemento dado A, e se A’ é o elemento
de (A") que é factor na formaglio do produto A;, temos, em
virtude da relacio A;I<<A/,

AAZAAZAA< .

Procedendo desta maneira para todos 0s valotres inteiros e
positivos de ¢, obtemos a sucessio de conjuntos

A].T "3!"'".' AEI JE B ]

T R P R s e R |
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sucessilo esta que admite um limite integral A [p. 119, L 2], e

na qual é lim AA=0 seja qual for o elemento A de (A). Daqui
resulta que o limite integral A satisfaz A condigiio AI< A, porque
A ¢ um conjunto totalmente fechado [p- 122, 1. 6]. Como vemos,
existe o prodato de todos os conjuntos dados A, pois o limite
integral A pertence a ql:mlquer deles.

Podemos até afirmar que A coincide com o produto de todos
os conjuntos A, porque &ste produto estd evidentemente contido
em qualquer dos térmos da sucessfio anterior e, por conseguinte,
estd contido no limite A .

Suponhamos agora que a soma dos conjuntos A é ilimitada.
Entre estes existe, por hipbtese, um conjunto limitado que desi-
gnamos por A'. Substituamos cada um dos restantes conjuntos A
pelo correspondente produto B | A’><A. Como existe o produto
de A' por quaisquer dos conjuntos A em nimero finito, também
existe evidentemente o produto de quaisquer dos conjuntos B em
nimero finito. Logo existe o produto de todos os conjuntos B
(porque é limitada a respectiva soma), que é o produto de todos
os conjuntos dados(1).

O teorema que acab&mos de demonstrar pode generalizar-se
do seguinte modo:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos to-
talmente fechados, é necessdrio e suficiente que exista o produto
de quaisquer désses conjuntos tomados em nimero finito, supondo
que um dos produtos é limitado.

Com efeito, como na infinidade de conjuntos dados existem
alguns, em nfimero finito, que, por hipotese, admitem um pro-
duto limitado, segue-se que, se substituirmos na mesma infinidade
estes iltimos conjuntos pelo respectivo produto, obteremos uma
nova infinidade de conjuntos mas nas condi¢des do teorema pre-
cedente. Ora o produto dos conjuntos da nova infinidade é
Jjustamente o produto de todos os conjuntos dados.

44, Espacoides de conjuntos de origem P.— A teoria que
desenvolvemos precedentemente mostra, em resumo, como es-
pagar o conjunto P, dos subeonjuntos dum determinado espacoide

(1) Veremos no n.e 83 uma ontra demonstragio déste teoreina,
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P(1). Diremos, entio, que o espagbide P é a base do novo es-
pacbide P,.

Da mesma forma podemos espacar o conjunto P, dos subcon-
juntos de P,, depois o conjunto P; dos subconjuntos de P, e
assim sucessivamente. Sabemos construir, portanto, uma infini-
dade de espacbides '

() R ph s 2o

de natureza diferente dos j4 considerados no n.° 13 [p. 36], por
meio da — formagdo de conjuntos de conjuntos — aplicada suces-
sivamente a partir dum certo espacéide P.

Aos conjuntos (D) chamamos espagdides de comjuntos e ao
conjunto P a origem dos mesmos espacéides. Dizemos que estes
silo respectivamente de primeira espécie, de segunda espécie, ote.,
em relagidio & origem P.

Quoando esta origem for o conjunto de todos os nimeros reais
e imagindrios, obteremos os espagdides numéricos de conjuntos,
que podem ser de primeira espécie, de segunda espécie, etc.
Também chamamos espacdide numérico de conjuntos a qualquer
espagbide contido num dos precedentes.

Observago. — K evidente que o conjunto P pertence a P,,
pois consideram-se subconjuntos particulares de P os seus proprios
elementos. De igual modo se nota que P, pertence a P,, que
éste pertence a P, e que, em geral, cada térmo da sucessdo (H)

-pertence ao térmo imediatamente seguinte. Logo cada térmo P,

admite por subconjuntos todos os térmos de ordem inferior a i.
Somos levados, por conseqiiéncia, & consideraciio do conjunto

SIP,+P, ... 4P ...

da totalidade dos elementos dos conjuntos P; (i=1, 2, ...),.
pois encontra-se naturalmente definida a distdncia entre dois
elementos quaisquer da soma S: dois elementos de § pertencem,
na verdade, a um mesmo conjunto P;. A relaciio fundamental

(1) Continmamos & considerar sdmente os subconjuntos de P que sfio
limitados. Esta restrigllo é de resto indispensdvel para o espagamento de P, ,
como veremos numa observagiio que se encontra no final do w.e 55,
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entre distincias 6 evidentemente verdadeira mas, a-pesar-disso,
tal definiciio de distdncia niio leva o conjunto 8 i classe-dos
espagéides, visto ndo obedecer, como vamos verificar, a todas as
propriedades caracteristicas déstes conjuntos.

Com efeito, observemos, por exemplo, que nio é possivel
dividir todo o subeonjunto limitado de 8§ num némero finito de
conjuntos de diimetros menores do que um nimero positivo
qualquer priviamente dado. Para citar um caso simples, tomemos
dois elementos a e b de P, niio juxtapostos um ao outro, e
consideremos o subeonjunto A de S constituido pelos elementos

ﬂ., h,Al’Az’ ---,Ai, “aey

em que: Ai é o conjunto dos elementos a e b; A, é o conjunto
dos elementos a, b e A,; em geral A; é o conjunto dos elementos

a, b:An: Azl '--:!:-'-1-

Facilmente reconhecemos, por indu¢flo, que a distincia entre
dois elementos quaisquer de A é ignal a ab. O conjunto A 6,
pois, limitado e de didmetro ah, mas nio podemos dividi-lo num
nimero finito de partes de didmetros inferiores A distincia ab,
como & evidente. Este conjunto A niio satisfaz ao enunciado de
BoLzaxo-WEIERSTRASS : é limitado e prdpriamente infinito mas
nfio admite elemento limite algum.

45. Espagoides, em geral, de origem P.— As duas ope-
ragBes — composigdo de conjuntos e formagdo de comjuntos de
conjuntos — permitem-nos construir ainda outros espacéides (a
comegar por um certo espagbide P) de formas mais complicadas
(em relagiio a P) do que os ji mencionados nos n.>* 13 e 44.
De facto, os espagbides de conjuntos de origem P podem figurar
como origens na formagfio de espagbides compostos, e estes,
por sua vez, servem de origens a novas infinidades de espagbides
de conjuntos.

Todos os espagbides que se obtém por intermédio das ala-
didas operacdes aplicadas a partir dum dado conjunto P podem
dispor-se numa infinidade numerada de grupos, como a seguir
indicamos: o grapo (P,) constituido hnicamente pelo comjunto
P, | P; o grupo (P') dos espagbides compostos de componentes P ;

Bl — Bl

J
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o grupo (P,) dos espagéides de conjuntos de bases nos dos
grupos (Py) e (P) [p. 135, L. 1]; o grupo (P") dos espacéides
compostos em cada um dos quais nm dos componentes pertence
a um dos grupos (P') on (P,), e cada um dos restantes compo-
nentes a um dos grupos (P,), (P') ou (Py); o grupo (P,) dos espa-
goides de conjantos de bases nos dos grupos (P,) e (P"). Em
geral, o grupo (P) é constituido pelos espagéides compostos
em cada um dos quais um dos componentes pertence a am dos
grupos (PU-") on (P;_y), e cada um dos restantes eomponentes
a um dos grapos anteriores a (PY); o grupo (Py) é constituido
pelos espagbides de conjuntos de bases nos dos grupos (Pi_y)
e (PO).
Aos diversos conjuntos dos grupos

®  (P), (P (P), (P, .., (POY), (P, ...

chamemos, em geral, espacgdides de origem P.
Imediatamente reconhecemos que os espagbides compostos

PP, ..,PO, ..

de origem P, definidos no n.® 13, p. 36, fazem parte respecti-
vamente dos grupos

(P)s "), .. , (PO), ...,
e que os espacéides de conjuntos
P]_' ng it Pil e

com a mesma origem P, definidos no n.° precedente, fazem
parte respectivamente dos grupos

(PIL (Pz)- LA | (Pi), veea

Dizemos que os restantes espactides dos grupos (6) sio mixtos
em relagio & origem P.
Os espagoides dos grapos (P') e (P,) siio de primeira espéeie,
o8 dos grupos (P") e (P,) slio de sequnda espécie; em geral,
VoL 1v—x°2 10

SO o |
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dizemos que os espacéides dos grupos (P()) e (P;) sllo de espécie ¢
em relagfio & origem P.

Damos o nome de espagdides numéricos, duma maneira geral,
aos espag6ides de origem no conjunto de todos os niimeros reais
e imagindrios. Também damos essa designagfio a qualquer es-
pagoide contido num déstes dltimos.

Os espagbdides numéricos podem ser conjuntos compostos on
conjuntos de conjuntos; uns e outros podem ser mixtos ou nilo,
e classificam-se em espécies como acima dissemos.

Estas breves consideracdes bastam para pOr em evidéncia a
grande generalidade da teoria ji exposta até agora, e para
mostrar como as duas operagdes a que nos temos referido con-
duzem a espagdides extremamente complexos em relaclio ao
conjunto P tomado para origem.

46. Poténcia do conjunto dos espagdides de origem P. —
E numerdvel o conjunto dos espagdides de origem P .

Como j& dispusemos tais espagbides numa infinidade nume-
rada de grupos (6), obteremos a demonstra¢io do enunciado se
provarmos que os espagdides de cada grupo constituem uma
infinidade numerivel.

Para isso notemos, primeiro, que:

E numerdvel o conjunto de todos os espagéides compostos nos
quais os componentes sdo térmos duma certa infinidade numerdvel
de espagdides.

Efectivamente, se formarmos uma sucessiio com esta infini-
dade de conjuntos, cada um dos referidos espagétides compostos
serd determinado por um sistema de indices, em nGmero finito,
indicadores das ordens dos componentes na mesma sucessiio (1).
(1) E numerdvel qualquer conjunto eujos elementos sejam definidos por n-
dices em ntimero finifo, embora éste niimero possa wvariar de elemento para
elemento, {ndices ésses que tomam ftodos os valores inteiros positivos indepen-
dentemente und dos outros.

Com efeito, basta notar que, se fizermos corresponder a cada elemento
dum tal conjunto o nimero inteiro cuja decomposiglio em factores primos
tem a forma 2%.3B. ... sendo «, B, ... o8 indices de que depende Bsse
elemento, teremos estabelecido uma correspondéneia biunivoca entre os
elementos do conjunto considerado e os niimeros inteiros em eada um dos

quais oa factores primos diferentes sio consecutivos a partir de 2.
(Deve-se a Vicexte Goxgarves a idea desta demonstragiio)
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Por conseguinte, se supusermos que os grupos anteriores a
(P) siio numerdveis, 0 mesmo acontecerd ao grupo (P), visto
cada espagbide déste grapo admitir por componentes alguns dos
espacoides do grupo numerdvel

(Po)+(P) +(P)+. .. +(PU=D) +(Piy) .

O grapo (P;) também serd numerdvel, como é evidente. Logo,
atendendo a que os grupos anteriores a (P") slio numeraveis,
concluimos, por indu¢flo, que o mesmo acontece a todos os
grupos da sucessiio (6).

47. 0Os limites de conjuntos. Primeira extensiio do teorema
de BoLzano-WEiERSTRASS, — Uma vez espacado o conjunto dos
subeonjuntos limitados dam dado espagbide, manter-se-4 verda-
deira toda a doutrina exposta desde o prineipio se imaginarmos
que os elementos entlio considerados a, b, ... representam
subconjuntos désse espagdide, quaisquer mas limitados.

Sdo verdadeiras, em particular, tddas as defini¢des e propo-
sigdes sObre limites de conjuntos, correspondentes is que so
encontram enunciadas e demonstradas no eap. 1, § 1.

Asgim, a defini¢lo de convergéncia duma sucessiio

(@) s ileyrs o iy v

de subconjuntos limitados de P & a defini¢io j4 conhecida da
p- 12: a sucessdo (7) converge para o conjunto limitado A quando
temos

lim A;A=0.

Também podemos dizer que uma sucessilo (7) de conjuntos
limitados converge para um conjunto limitado A quando eada
niimero 3 >0 determina uma ordem k tal que, parai>Fk, a um
elemento qualquer de A; ou de A corresponde um elemento de A
ou de A; a uma distineia do primeiro menor do que 3.

I2 claro que a definigio de convergéncia duma sucessiio de
subconjuntos limitados de P generaliza a definicio de conver-
génecia duma simples sucessiio de elementos.

E particularmente importante a seguinte extensfio do teorema
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de BoLzaxo-WEIERSTRASS, que se apresenta como resultado
desta teoria:

Qualquer conjunto de conjuntos limitados, limitado e propria-
mente infinito, admite um conjunto limite.

Se atendermos a que um conjunto de conjuntos limitados é
limitado a0 mesmo tempo que a soma ddstes conjuntos, pode-
remos enunciar da seguinte forma o teorema precedente:

Qualquer conjunto propriamente infinito de conjuntos de soma
limitada admite um conjunto limite.

Podemos afirmar, portanto, que é sempre possivel extrair
uma sucessiio convergente de conjuntos duma sucessio qualquer
de conjuntos de soma limitada.

A doutrina dos limites de conjuntos seri exposta detalha-
damente no capitulo imediato. Nesse mesmo capitulo genera-
lizaremos a defini¢lo agora dada de limite duma sucessio de
conjuntos; consideraremos conjuntos quaisquer, e nfio sdmente
conjuntos limitados.

( Continua).
Lufs BEpa NETO.




Relatorios apresentados pelo director da Faculdade de
Ciéncias F. M. da Costa Lobo relativos aos anos de
1930-31, 1931-32, 1982-33

1230-31

Continuaram sendo regidos todos os eursos com a habitual
regularidade e z8lo, e igualmente foram executados todos os
servigos que incumbem A Faculdade.

Na congregaciio de 19 de Janeiro de 1931 foi designado o
Professor Anselmo Ferraz de Carvalho para tomar parte na
comissfio de aerologia por ocasiio da reiiniio do Comité Inter-
nacional de Meteorologia em Madrid.

Na congregaglio de 3 de Fevereiro de 1931 resolveu a Fa-
culdade tomar parte no Congresso das Associagdes portuguesa
e espanhola para o progresso das ciéncias, o qual deveria rea-
lizar-se em Lisboa em Junho -désse ano. Kste congresso sé
reiiniu em Maio de 1932 e néle colaboraram os Professores da
nossa [Faculdade por forma muito valiosa, como referirei na
devida altora.

Na congregagiio de 2 de Marco de 1931 apresentou o Pro-
fessor Pacheco de Amorim um relatério s6bre a sua viagem de
estndo em Franga, trabalho de grande importincia especialmente
pelas conclusdes que expde relativamente is aplicacdes da teoria
das probabilidades, sobretudo & Estatistica.

Na congregagfio de 27 de Abril de 1931 foi apresentado pelo
Professor Anselmo Ferraz de Carvalho o seu relatorio sobre os
trabalhos da Comissio Internacional destinada aos estudos da
exploraglio da alta atmosfera, a qual funcionon em Madrid desde
16 a 22 de Abril do mesmo més. As informacdes fornecidas
sdo de grande valor, e o referido relatério foi muito apreciado.

Nesta mosma congregaciio foi encarregado o Professor An-
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selmo Ferraz de Carvalho de representar a Faculdade no Senado
Universitirio, e na congregacio de 28 de Maio foi 0o mesmo
Professor eleito representante da Faculdade de Cidéncias no
Senado Universitério.

Na congregaciio de 9 de Junho do mesmo ano foi apresen-
tado pelo Professor Anselmo Ferraz de Carvalho o 1.° nimero
da Revista da Faculdade, devendo aqui consignar com reconhe-
cimento e louvor que muito deve & sua iniciativa e acciio a
realizaclio desta importante manifestaciio de vitalidade da Facul-
dade.

Na congregaciio de 7 de Julho foi incumbido o Professor Costa
Lobo de representar a Faculdade no Centendrio de Faraday,
missfio de que se desempenhoun em Londres, tomando na mesma
ocasifio parte no Congresso realizado pela British Association, no
qual féz uma conferéneia sdbre as suas teorias fisicas, a qual
foi presidida pelo Professor de Astrofisica do Imperial College
de Kensington, A. Fowler.

Nesta mesma congregagiio foi aprovada uma proposta daquele
Professor para que fosse estudada a criagio dum curso de enge-
nheiros electrotécnicos, que compreenda o ensino de instalactes
hidroeléetricas, tendo chamado a atengfio para a vantagem que
haveria para o desenvolvimento da investigagiio cientifica de
existirem no mesmo estabelecimento do ensino cursos de aplica-
¢bes ; e sem divida além do curso a que aludiu, muito importante
seria também, entre outros, eriar cursos de aplica¢iio da botiiniea,
que seriam de grande utilidade e assim seria reatada a tradigiio
da Faculdade, e de quimica, que tantas ¢ tio importantes apli-
cacdes tem.

A proposito observei a importincia dada nas Universidades
Americanas aos cursos de aplicaglio, e que para coadjuvar os
cursos de electrecidade tinha assegurado o precioso concurso,
desinteressado, dos Ilustres Professores da Universidade de
Toulouse Drs. Camichel e Scande que ali dirigem com notével
éxito os estudos hidroeléetricos debaixo da sdbia direcefio do
Professor Camichel.

Ainda na mesma congregaciio foi resolvido, por aclamagio,
conceder o grau de doctor honoris causa ao Comandante Vitor
Hugo de Azevedo Coutinho a quem foram tributados justificados
louvores pelo seu valor cientifico e servigos prestados & Facul-
dade. Também foi resolvido testemunhar ao Engenheiro Castelo
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Branco o reconhecimento da Faculdade pela sua wvaliosa e
desinteressada colaboragio no ensino de Topografia e Geo-
desia. ?

Na congregaciio de 30 de Julho o Professor Anselmo Ferraz
de Carvalho referin o éxito dos trabalhos realizados no Obser-
vatério Astronémico, dando conta das apreciacdes que estdo
merecendo pelos meios cientificos estrangeiros.

Correspondendo a um convite muito especial, tomou o Pro-
fessor Costa LoObo parte no Congresso Nacional Francés de
Astronomia, que reiiniu em Paris de 21 a 23 de Julho de 1931,
no qual se ocupou de virios assuntos e féz uma larga comuni-
cagfio na Comissfio de Estudos Solares. Também em Setembro
do mesmo ano tomou o mesmo Professor parte, em Londres, na
relinifio preparatoria que ali teve lugar debaixo da presidéncia
de sir Frank Dyson para o Congresso de Cambridge da Unifio
Internacional de Astronomia,

Neste ano hé a registar a nomeagfio para Professor Cate-
drético do Doutor Mério Silva que tomou parte pela primeira
vez na congregaclio de 30 de Julho, na qual lhe foi testemu-
nhada, tanto pelo director como por todos os vogais presentes,
a alta consideragiio que merecem as suas qualidades intelectuais
o de investigador, as quais asseguram o sucesso da sua carreira
de Professor. Infelizmente hd também a registar o falecimento
do Professor Catedratico Bernardo Aires que desempenhou com
grande distingio a sua missiio de Professor assinalando-se a sua
direc¢fio no Instituto de Zoologia. A Faculdade exarou nas
actas das suas congregagdes o testemunho do semn profundo
pezar.

Emguanto ao movimento da Faculdade, tanto relativamente
a inscricdes como exames e licenciaturas, é dado no fim do rela-
torio de 1932 a 1933 um quadro geral relativo aos trés anos
académicos de 1930 a 1933.

Sobre publigdes temos a registar:

Para a |." secgdo

Relatério de wma missdo ao estranjeiro; pelo Professor Diogo
Pacheco de Amorim.
A determinagdo do azimute de precisdo da mira do observa-
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tério magnético do Instituto Geofisico da Universidade de Coimbra;
pelo Observador Chefe do Observatorio Astronémico, Jos$ An-
tonio Madeira.

Para a 2.* secgdo

O datomo do Hidrogénio; pelo Professor Egas Pinto Bastos. '

Sur une méthode de determination de la vie moyenne d’un ion
négatif; pelo Professor Mério Silva.

Andlise quimica da dgua de abastecimento da cidade de
Coimbra; pelo Assistente de Quimica, Anténio de Andrade
Gouveia.

Radioactivité des gas spontanés de la source thermal de Luso ;
pelo Professor Mdirio Silva.

Sobre dois métodos de determinacdo da probabilidade h de
Thomson; pelo Professor Mdrio Silva.

Formation et manifestations des atomes; pelo Professor Con-
tratado Walter Wessel.

Para a 3.* secgdo

Um novo afloramento de diorito de augite, ofitico, descoberto
no Pinhal de Leiria e semelhante aos que na carta geoldgica vém
indicados com w; pelo Professor José Custédio de Morais.

O indice cefdlico e a criminalidade; pelo Professor Eusébio
Tamagnini.

Primeiro Centendrio da Sociedade Geolégica de Franga: no-
ticia sObre a comemoragiio, pelo Professor J. Custédio de Morais.

Antes de encerrar estas minhas sucintas notas relativas ao
ano Académico decorrido desde Outubro de 1930 até Setembro
de 1931, desejo ainda consignar aqui que no més de Setembro
imediatamente anterior a @ste periodo teve lugar em Coimbra o
Congresso Internacional de Antropologia. Teve como presidente
da secelio nacional portuguesa o nosso sdbio colega Eunsébio
Tamagnini, e foi notivel tanto pelo seu valor cientifico, como
pela recepgiio com que Portugal e, especialmente a nossa Uni-
versidade, acolheram os seus ilustres héspedes. Muito prestigiou
a nossa Universidade que contribuin com valiosissimos trabalhos
cientificos para o sen sucesso, comprindo en gostosamente o
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dever de registar a acgiio dos dois ilustres colegas da nossa

Faculdade, Professor Eusébio Tamagnini, a quem ji me referi,
¢ Professor Barros e Cunha.

1931-1932

Continnaram sendo regidos todos os cursos com a costumada

. regularidade e zélo, igualmente foram executados os mais ser-

vigos cometidos 4 Faculdade.

Tendo voltado a tomar parte nos trabalhos da Faculdade o
Professor Aurélio Quintanilha, esta testemunhou-lhe, na econgre-
gacio de 16 de Outubro, a saa satisfaglio e confianga no sucesso
dos estudos que terd realizado.

A Faculdade foi muito absorvida durante @ste ano leetivo
pelas suas reclamacdes sobre o ensino, e neste sentido solicitou
o apoio das Faculdades de Ciéncias de Lishoa e Porto, as quais
distintamente o prestaram, terminando-se pela redacgio de
uma exposi¢iio, de que foi relator o Professor Aurélio Quinta-
nilha, a qual foi lida em Lisboa a suas Ex.ts, o Presidente da
Repiblica, Presidente do Govérno e Ministro da Instrucfio Pa-
blica, apresentada por uma comisslio de Professores delegados
das trés Faculdades. Também foi a Faculdade obrigada a gastar
bastante tempo com a sua justa reclamagllo relativa ao paga-
mento de vencimentos de exercicios executados na regéncia de
cursos, emfim atendida. Ao nosso colega Professor Egas Pinto
Bastos testemunhou a Faculdade o seu reconhecimento pela
oficaz intervenciio que teve neste assunto, e por outros impor-
tantes servigos que lhe prestou, entre éles a distribuigio dos
servigos das regéncias.

Resolven a Faculdade dar todo o sem apoio s reclamagdes
expostas pelos Engenheiros Geégrafos a-fim-de serem devida-
mente aproveitados os seus servigos. O director observou a
proposito que para ser conseguido o desejado resultado muito
conviria ampliar o curso déstes engenheiros com algumas ca-
doiras de ordem geral, e congratala-se com o éxito obtido com
a cringio déste curso de engenharia, de que teve a iniciativa,
notando com satisfagio a consideragio que estio merecendo
tantos diplomados pela nossa Faculdade e que estdo exercendo
cargos de destaque.

Na congregaglio de 15 de Fevereiro de 1932 foi aprovada

=
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a proposta do director para ser counferide o grau de doector
honoris causa ao sdbio Astréonomo director do Observatorio de
Paris Mr. H. Deslandres, acompanhado de consideracdes do
maior louvor para os notiveis trabalhos daquele sébio e de
reconhecimento pelos servigos prestados ao nosso Observatério
Astronémico.

Na congregaclio de 17 de Margo foi resolvido comemorar o
Centendrio de Emile Galois com uma sessfio solene e convidar
para nela vir fazer uma conferéncia o sibio Professor do Insti-
tuto Superior Técnico, Dountor pela Faculdade de Ciéncias da
nossa Universidade, Mira Fernandes.

A referida solenidade realizou-se com todo o brilho na Sala
dos Capelos no dia 31 de Maio, e nela pronunciou o Professor
Mira Fernandes uma notivel conferéncia subordinada ao tema,
— Evolugdo do Conceito do grupo, a qual foi publicada no
11 volume da Revista da Faculdade.

Na congregaciio de 24 de Maio de 1932 foi resolvido por
aclamaclio conferir o grau de Doutor ao Professor Mirio Silva
e a 12 de Junho do mesmo ano realizou-se a ceriménia da im-
posigio das insignias de Doutor ao Comandante e Professor
Vitor Hugo de Azevedo Coutinho, na qual foi orador o Professor
Mério Silva.

A 5 de Dezembro de 1931 realizou na Sala dos Capelos
uma notivel conferéncia o Professor da Universidade de Zurich
e Presidente do Congresso Internacional de Mateméaticas Rodolfo
Fueter, sobre o tema, — Quelques resultats de I’ Algebre Moderne,
o qual expressamente veio a Portugal para aceder ao convite
que lhe foi dirigido pela nossa Faculdade. Esta conferéncia en-
contra-se publicada no m volame da Revista da Faculdade.

A convite da Universidade Catélica de Paris, realizou naquele
importante estabelecimento cientifico, com a presidéncia de Mon-
genhor Baudrillart e de Branly, uma confer8ncia sobre Novas
teorias fisicas o Professor Costa Lobo, a qual foi publicada no
Boletim daquela Universidade.

Revestiu excepeional brilho a comemoracio promovida pela
nossa Faculdade em honra de Isaac Newton em cumprimento da
deliberagdo tomada em congregaciio de 28 de Outubro de 1931
por proposta do director, a qual teve lagar a 26 de Novembro
do referido ano. Nela tomaram parte sua Ex.®® o Embaixador
da Inglaterra em Lishoa, sir Claud Russel, e o director do Ohser-
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vatério de Greenwich sir Frank Dyson, que expressamente veio
de Inglaterra. _

Nesta comemoragiio, da qual ¢ feito o relato no u volame
da nossa Revista, nsaram da palavra: —soa Ex. ® gir Claod
Rassel, que presidiu; sir Frank Dyson que féz uma conferéncia
sobre, — A obra Astronémica de Newton; o Professor Joaquim
de Carvalho que versou o tema, — Newton e o ideal da Ciéncia
Moderna; o Professor Pacheco de Amorim que expos larga-
mente, — A obra Matemdtica de Newton; o Professor Mério Silva
ocupou-se do tema, — Newton experimentador; e o Professor
Costa Lobo do tema, — O Principio da Gravitagdo Universal.
Antes de scr encerrada a sessfio sua Ex.% o Reitor da Univer-

sidade, Professor Jo#io Duarte de Oliveira, congratulou-se pelo
éxito desta comemoraglio que terminou por uma visita ao Obser-
vatorio Astronomico, onde se encontrava uma exposigiio das
obras de Newton, e foi descerrada por sua Ex.©* o Embaixador
de Inglaterra uma lipide com a inscricio Sala de Isaac Newton
colocada sobre o portal da Sala do museu de instrumentos dedi- p
cada ao Ilustre sibio. Iara esta sala oferecen sua Ex.9* gir
Claud Russel um busto de Newton, que ji se encontra ali ins-

talado.
Na congregagiio de 24 de Maio de 1932 entre outras foram
. tomadas as seguintes resolugdes: — agradecer ao director geral

dos edificios pablicos Engenheiro Gomes da Silva, e ingenheiro
Homem de Melo, ‘chefe dos mesmos servigos no Norte do pais, o
interésse que lhes tdm merecido as obras nos edificios perten-
centes & Faculdade de Ciéncias de Coimbra: — que o Professor
Costa Lobo representasse a Faculdade no Congresso Interna-
cional de Astronomia de Cambridge (Estados Unidos da Amé-
rica): — O professor Eusébio Tamagnini no Congresso da So-
ciedade Alema de Antropologia em Viena: — O Professor Mério
Silva no Congresso de Electricidade de Paris.

Foi também resolvido incumbir o Professor Anselmo Ferraz
de Carvalho de visitar as instalagdes magnéticas da Europa que
julgasse poderem melhor servir-lhe para proceder iis instalagdes
do novo observatério magnético do Instituto Geofisico.

Em conseqiiéncia do adiamento, a que ji fiz referéncia do
Congresso das Associagbes portuguesa e espanhola para o pro-
gresso das ciéncias, teve 8ste lugar no més de Maio de 1932,
em Lisboa, e néle tomaram parte importante Professores da |
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Faculdade de Ciéncias de Coimbra. Pertenceu ao Professor
Pacheco de Amorim o discurso inaugural da 1.* secgiio (Mate-
mética) o qual teve por tema, — A Matemdtica e a economia
politica. O mesmo Professor féz nma comunicagiio sébre, — O
fenémeno da probabilidade composta na teoria da probabilidade
dos conjuntos.

O Professor José Viecente Gongalves apresentou as seguintes
comunicagdes ; — I Sobre os mAximos e minimos de uma funciio
real; — II Condiglio necessiria e suficiente da compatibilidade
de um sistema de equagdes diferenciais lineares de coeficientes
constantes; — 111 Sobre a equaciio intrinseca das geodésicas de
um helicbide. Além disso foram feitas as seguintes comunica-
¢des do Professor Eusébio Tamagnini, com o titalo, — O indice
facial superior dos portugueses; Do Professor Mério da Silva
sobre o tema, — Um método para a determinagio da vida média
dos ides negativos; Do Assistente Gumersindo Sarmento da Costa
Lobo, — Um estudo dos filamentos obtidos nos espectrogramas
cromosféricos (risca K3), efectuado sobre as imagens planificadas
(sistema F. M. da Costa Lobo): Do professor F. M. da Costa
Lobo, —I Consideragoes sobre o principio de Newton que estabelece
a independéncia do efeito de uma for¢a sobre um corpo em movi-
mento ¢ a velocidade por éste adquirida anteriormente; — 11 And-
lise das riscas espectrais observadas nos espectroeliogramas; —
IIT As instalagdes do Observatério Astrondémico da Universidade
de Coimbra e os trabalhos néle realizados; — IV Um aparelho
transformador de coordenadas esféricas; —V Um projecto de
organizagio do Estado para os paises latinos. O mesmo Pro-
fessor realizou uma confer8ncia sobre o tema, — Intrepretagdo
dos fendmenos da atmosfera solar.

No Congresso Internacional realizado em Zurich, em Setembro
de 1932, foi apresentada uma comunicagio do Professor Costa
Lobo, delegado’ de Portugal, com o titalo, — Démonstration du
principe de la variation de Ueffet d'un action sur un corps
mobile avec la vitesse de ce corps. Foi publicada nas actas do
referido Congresso.

Da intervengiio do Professor Costa Lobo na Assembleia geral
da Unifio Internacional de Astronomia, que teve lugar em Cam-
bridge (Estados Unidos da América) desde 2 a 9 de Setembro
de 1932, d& conta um relatério a que depois serd feita referéncia
limitando-me aqui a notar que o mesmo Professor féz parte das
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comissdes internacionais, de Longitudes, — de Latitudes, — de
Fisica solar, e de Efemérides, e que por aclamagiio foi votado
em Assembleia geral, a conclusfio préviamente votada pela Co-
missfio de fisica solar apresentada pelo Presidente S.' John nos
seguintes termos: «The comission of Solar Physics, after
examination of the publications of the Coimbra Observatory con-
cerning the solar activity, ande acnowledging the great impor-
tance of that work, considering that the Observatory of Coimbra
should be able to continue these observations and this important
publication, considering that is necessary for the continuation
of the international work that the Coimbra Observatory sends
its results to Meudon and Zurich in order to make the synoptical
charts and the caracter figures more complete, wishes that the
Coimbra Observatory will be able to go on with its important pu-
blications and its international collaborations.

 oportuno consignar que a publicacio dos Anais do Obser-
vatdrio Astrondmico de Coimbra foi acolhida com testemunhos
de grande aplauso manifestados directamente por muitos dos
mais importantes ohservatérios, que motivou a visita do director
do Observatério de Greenwich sir Frank Dyson e a apreciacio
feita na sessfo de 27 de Junho de 1932 da Academia das Cién-
cias de Paris, pelo sibio Astrénomo Mr. H. Deslandres, nos se-
guintes termos que constam dos Compte Rendus da referida
Academia: «Mr. H. Deslandres presente le premier volume des
(bservations solaires poursuivies & I'Observatoire de Coimbra
(Portugal) par son directeur le D." da Costa Lobo. On
sait que cet Observatoire portugais travaille en collaboration
avec notre Observatoire de Meudon qui publie avec une sub-
vention internationale des cartes synoptiques de l'atmosphére
du Soleil.

«Ce premier volume reuni toutes les observations de I'année
1929. 1l reproduit les épreuves de la courbe superieure ot les
protuberances obtenues chaque jour &4 Coimbra, et ajout un
dessin trés original, qui, par un méthode de projection nounvelle,
présente tous les details du Soleil, en conservant les surfaces.
Enfin les coordonnées de tous les points interessants sont
données dans des tableaux particuliers. Cette publication fait
le plus grand honneur & I'Observatoire de Coimbra et i son
directeur».

Além das publicagdes que jA foram referidas a propésito da




150  Revista da Faculdade de Citncias da Universidade de Coimbra

intervenclio de alguns professores desta Faculdade em congressos
e conferéneias temos ainda a registar as seguintes:

Da I.* secgdo

Theories in Physics resulting from the Phenomena of Ra-
dioactivity; pelo Professor F. M. da Costa Lobo.

O que sdo as ondas de T. S. F.; pelo Professor Manuel dos
Reis. )

Astronomia pratica — Determina¢do da Inclinagio do eixo de
rotagdo do instrumento cireular meridiano; pelo Observador Chefe
do Observatério Astrondémico, Jos¢ Antdnio Madeira.

Da 2.* secgdo

Influéncia dos tactéides sobre a tixotropia do sal de pentdwido
de vanddio; pelo Professor contratado Curt Kopper.

La «Théorie physique basée sur les phénomines de radioacti-
vités ; pelos Professores Egas Pinto Basto e Mario Silva.

Da 3." secgdo

O magnetismo terrvestre: Estado actual da sua teoria; pelo
Professor Anselmo Ferraz de Carvalho.

Influéncias lunares sdbre o magnetismo terrvestre; pelo Obser-
vador do Instituto Geofisico, Artur Dias Pratas.

Instituto Botanico da Universidade de Coimbra — Coleccdo de
fotografias diapositivas de Angola; pelo Professor Luiz W.
Carrisso.

A Antiga populagdo das Candrias; pelo Professor Eusébio
Tamagnini.

Relatério do Dr. Aurélio Quintanilha, dirigido @ Junta de
Educagdo Nacional ; pelo Professor Aurélio Quintanilha.

Um afloramento do Silirico na Beira Transmontana (Serra
da Marefa); por Jilio Galhardo de Almeida.

A propésito do indice cefdlico portugués; pelo Professor Eu-
sébio Tamagnini.

Sobre alguns caracteres antropométricos da populagdo portu-
guesa; pelo Assistente Anténio Armando Themido.
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1932-1933

Continuaram sendo regidos todos os carsos com a costumada
regularidade e zélo, e igualmente foram executados todos os
servigos que incambem & Faculdade.

H4 a registar que neste ano jA houve muitos professores que
forneceram aos cursos os textos dos seus apontamentos, e alguns
publicaram, mesmo, as suas licdes desinteressadamente.

O Professor Costa Lobo publicou licdes de Astronomia e
Mecéinica Celeste, o Professor Pacheco de Amorim, de Mecinica
Racional e de Cileulo das Probabilidades.

O Professor Vicente Gongalves ji publicara o Tratado para
o ensino do Cilenlo @ Anilise superior, e publicon altimamente
um tratado de Algebra, o que representa um importante servigo.

Os professores tém geralmente reconhecido que a proficul-
dade do ensino exige que os alunos disponham de textos que
sirvam de guia seguro, verificando-se quanto tem sido prejudicial
o uso de aponiamentos tirados pelos alunos nas aulas, geralmente
dificientes e abundantes em erros de doutrina.

Adoptada a referida medida os alunos nilo 86 possuiriio textos
de confianga para o seu estudo, mas também disporio do tempo
que lhes & indispensdvel, e poderfio nas aulas aproveitar com
grande vantagem a exposi¢lio feita pelos professores.

A Faculdade encontrou-se durante a maior parte do ano
preocupada com os projectos anunciados de reforma do ensino
superior. Durante bastante tempo sé pode ter conhecimento
do que se passava sObre éste assunto na Comissio para ésse fim
nomeada, devido & bondade dos delegados das Faculdades de
Cienéias de Lisboa e Porto, especialmente do delegado da Fa-
culdada de Ciéncias da Universidade do Porto, Professor Ale-
xandre de Sonsa Pinto, actualmente ilustre Ministro da Instruciio
Pablica, que repetidas vezes veio a Coimbra dar informagdes e
colher opinides.

Tendo, enfim, sido nomeado para tomar parte nos referidos
trabalhos o Professor da nossa Faculdade José Custodio de
Morais acompanhou éste com o maior zélo os trabalhos da Co-
missfio sempre em harmonia com as opinides da nossa Faculdade
e excelente entendimento com os representantes das Faculdades
de Lisboa e Porto.
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No Senado Universitirio repetidas vezes solicitou esclareci-
mentos, ¢ reclamou para as Universidades e Faculdades as
devidas regalias, o delegado da nossa Faculdade, Professor An-
selmo Ferraz de Carvalho, o qual numa certa altura, a despeito
das instincias do Senado e da nossa Faculdade, soliciton instan-
temente a sua substituigio, tendo entfio sido eleito representante
da Facaldade o Professor Eusébio Tamagnini.

Infelizmente todos os esforgos foram vios. Oxald que final-
mente sejam ripidamente atendidas as aspiragdes das Faculdades,
e organizado o ensino por forma que déle seja tirado todo o
proveito, e para isso serd, sobretudo, indispensdvel que os pro-
fessores nilo sejam demasiadamente sobrecarregados com re-
géncias, nem os alunos com freqii¢éncias de cursos, e que aos
professores seja dada uma condigna remunera¢fio sem serem
obrigados a desperdigar o tempo que queiram dedicar a profundas
investigagdes cientificas. A boa vontade e competéncia do actual
titular da pasta da Instrugdio Pablica fazem esperar que em
breve serdio atendidas as justas reivindicacdes do professorado
do ensino superior, sem prejuizo de oportunamente serem também
devidamente consideradas as reclamacdes do professorado dos
outros ramos de ensino.

A opiniio da nossa Faculdade pode considerar-se concreti-
zada na seguinte mogiio apresentada em congregaciio pelo Pro-
fessor Egas Pinto Basto, a qual foi aprovada por unanimidade:

«A Faculdade de Ciéncias entendo que se impde uma reforma

do ensino Universitirio que o torne digno déste nome. Como o

ensino da Faculdade de Ciéncias estd ligado com o das escolas
profissionais, a reforma deve abranger os dois ensinos. A re-
forma a fazer constitui um problema delicado e complicado que
86 pode ser resolvido por uma comissiio convenientemente orga-
nizada e com largo tempo para a estudar; uma reforma séria
implica um aumento de despesa. A Faculdade de Ciéncias
manifesta-se contriria a todas as reformas precepitadamente
estabelecidas, que, deixando o ensino universitirio essencialmente
na mesma, s6 servem para complicar e confundir a sua legis-
lagiion.

Ainda debaixo do ponto de vista da intervengfio da Faculdade
no sentido de se conseguirem reformas que melhorem as condi-
¢des do ensino universitirio e da vida universitiria, hd a registar
a proposta que na Assembleia geral dos professores foi apre-
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sentada pelo Professor Pacheco de Amorim, e que provocou
a nomeagfio de uma comissio encarregada de propor as bases
a estudar, para a qual, por parte da Faculdade de Ciéncias,
foram eleitos os Professores Easébio Tamagnini e Pacheco de
Amorim,

Aprovadas em Assemblein geral dos professores as bases
propostas por aquela comissiio, em harmonia com a resolugio
tomada, a Faculdade de Ciéncias elegeu os seguintes membros
para as comissdes do estudo detalhado do assunto:

— Recrutamento e condi¢des do professorado: Professores
Anselmo Ferraz de Carvalho, Manuel Esparteiro, Mario Silva.

— Preparagdo dos estudantes, exames, provas, etc.: Profes-
sores Pacheco de Amorim, Aurélio Quintanilha, Manuel dos
Reis.

— Planos de estudos, programas, ete.: Professores Eusébio
Tamagnini, Pereira Dias, Custodio de Morais.

— Educagdo fisica: Professores Eusébio Tamagnini, Luiz
W. Carrisso, Aurélio Quintanilha.

A Faculdade aprovou para professores catedraticos, — da
primeira see¢lio, o Dr. Manuel dos Reis, e da terceira secclio, o
Dr. Barros e Cunha, os quais seguramente contribuirio para o
prestigio da nossa Faculdade.

Na distribuicio do fundo S4 Pinto, feita pelo Senado Uni-
versitirio, coube & Faculdade de Ciéncias uma parte importante,
facto que revela o desejo que o Senado tem de contribuir para
que sejam melhoradas as deficientes condigdes em que se en-
contra a Faculdade de Ciéncias para convenientemente realizar
trabalhos de investigacflo. A Facualdade significon ao Senado o
seu reconhecimento e manifestou a esperanga de que numa pro-
xima distribuicio seja particularmente atendido o Laboratério
de Quimica merecedor de especial consideraciio.

E oportuno lembrar que para aplicaglio déste fundo na sna
primeira distribuigio duas propostas de ordem geral partiram
da nossa Faculdade.

Uma do Professor Eusébio Tamagnini para a instalagiio de
nm Instituto Eugénico. Mereceu t0da a consideraciio, mas foi
geral a opinido de que atenta a importincia e despesa déste
Instituto devia ser instalado oficialmente na nossa Universidade
e nesse sentido deveriam ser feitas as precisas solicitagdes.

Outra do Professor Egas Pinto Basto para ser feita uma
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instalacio destinada & reunifio dos Professores, a-fim-de se con-
seguir um maior estreitamento das suas relagdes. Sem divida
esta aspiraglio é justificada, mas exigirA uma considerdvel des-
pesa, sobretudo se a sua realizaglo tiver lugar pela forma que
julgo mais vantajosa, com a adopg¢fio do tipo da fundagfio uni-
versitiria que, por exemplo, em Bruxelas funciona com completo
éxito, em vasto edificio com importante biblioteca, saldes de
eonferéncias, e aposentos para professores sobretudo estranjeiros
que ali viilo ocupar-se de assuntos cientificos.

Na distribui¢io aludida figura por forma importante relati-
vamente aos recursos de que se dispunha o subsidio concedido
ao Observatério Astronoémico. Foi assim possivel fazer a aqui-
sicio de uma réde de difracglio, idéntica ds célebres rédes de
Rowland, como foi verificado no Observatério de Meudon, ex-
pressamente construida pelo sdbio Professor Wood, da Univer-
sidade de Baltimore, objecto que pode ser considerado uma
joia, vista a dificuldade, quési insuperdvel, desde a morte de
Rowland, para a constru¢io de pecas suficientemente perfeitas
déste género.

Com o referido subsidio foi também adquirida a aparelhagem
precisa para a adaptagio desta rede ao grande espectrohelio-
grafo do nosso Observatério Astronémico. Mas sem menos
aprégo, quando tanto hd que agradecer, ficaram ainda a des-
coberto as despesas para as instalagdes urgentes da recepgllo
dos sinais horirios, necessdrias para que o nosso Observatério
pudesse cooperar com toda a eficiéncia na determinagfio interna-
cional de longitudes, que teve execagdo em Outubro e Novembro
de 1933, facto que originou grandes dificaldades, vencidas é
certo emquanto & execucfio dos trabalhos cientificos, mas niio
em relagiio & liquidaciio das despesas feitas, embora com rigorosa
economia, e também para a instalacio de um espectroheliose6-
pico neste momento quisi completamente realizada, e que dentro
em poucos dias deverd ser um facto, em condigdes de grande
vantagem e economia, bastando notar que instalagbes inferiores
montam a muito mais de 50:000800, sendo justo aqui consignar
que para o primeiro caso muito contribufu a eficaz coadjuvagio
do Corpo de engenharia de telegrafia, e para o segundo o zélo
e capacidade demonstrada mais uma vez pelo maquinista do
laboratério de fisica Anténio Ferreira.

Também devo referir-me A concessfio do subsidio solicitado
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pelo Professor Pacheco de Amorim, o qual permitiu que jé
tenham sido adquiridas mAquinas muito necesséirias e que tenham
sido iniciadas debaixo da sdbia direcgio daquele nosso colega
investigacles estatisticas que asseguram o &xito de um Instituto
de Estatistica que muita importincia vird a dar i nossa Univer-
sidade, e muito utilizard ao Estado.

Pelo Professor Luiz W. Carrisso foi tomada a iniciativa,
apoiada pela Faculdade, da criagiio de um Instituto de Estudos
Coloniais, assunto para o qual 8ste sdbio Professor tem j4 dado
nm notdvel contingente. A faculdade tomou também conheci-
mento da transformaclio que, vantajosamente, foi dada i Socie-
dade Broteriana, notdvel eria¢fio do sdbio Professor Jilio Hen-
riques em 1880, e da importfncia reconhecida no estranjeiro ao
servico de fornecimento de sementes pelo Instituto Botanico.

A Faculdade congratulou-se com as manifestagbes de aprégo
tributadas & publicagio dos Anais do Observatério Astronémico
na Assembleia geral da Unifio Internacional Astronémica, reali-
zada em Cambridge (Estados Unidos da América), onde foi
apresentada pelo Professor Costa Lobo, e na Academia das
Ciéncias de Paris; e com a consideragiio que mereceu ao Con-
gresso de Matematicas de Zurich o trabalho ali apresentado
pelo seu representante Professor Costa L.obo, membro da
Comisslo internacional de ensino das matemditicas, nomeado
posteriormente membro do Bureau des Longitudes de Paris.

Os professores Anselmo Ferraz de Carvalho e Mirio Silva
deram conta das missdes que realizaram, o primeiro de visita a
observatorios magnéticos com o intuito de melhor poder levar
a cabo as instalacles magnéticas do Instituto Geofisico que
superiormente dirige, facto j4 distintamente realizado, vencidas
grandes dificaldades, e o segundo por tomar parte no Congresso
Internacional de Eleectricidade realizado em Paris.

(O Professor Costa Lobo deu conta num relatério da sua
representagdio no Congresso da Unido Internacional Astrondémica
realizado em Cambridge.

Para representar a Faculdade no préximo Congresso Inter-
nacional de Geografia, que deveri realizar-se em Varsdvia, foi
nomeado g sdbio Professor Anselmo Ferraz de Carvalho.

A Faculdade de Ciéncias contribuiu com um valioso concurso
para o éxito da quinta Assembleia geral da Uniflo Internacional
de Geodesia e Geofisica a qual, por proposta do Professor
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Costa Lobo, representante de Portugal e especialmente da nossa
Universidade e da Faculdade de Ciéncias, na quarta Assembleia
geral realizada em Stokolmo, acaba de ter lugar no més de Se-
tembro em Lishoa e em Coimbra onde teve lugar a sessfo de
encerramento. Entre outros elementos da nossa Faculdade que
nela colaboraram menciona o presidente da direcclio da seegiio
nacional portuguesa e da seccfio de geodesia, Professor Costa
Lobo, e o presidente da sec¢lo de sismologia, Professor An-
selmo Ferraz de Carvalho, que apresenton um relatério.

A Faculdade de Ciéncias manifestou o profundo pezar que
sofreu eom a morte do eminente sibio Professor Francisco
Gomes Teixeira, que féz o seu curso como aluno da Faculdade
de Matemética da nossa Universidade, da qual foi depois notivel
Professor.

A Faculdade féz-se representar nos funerais do sandoso e
sibio Mestre pelo seu director Costa Lobo, e resolven realizar
oportunamente uma comemoracio em homenagem aquele ilustre
séibio.

A-fim-de prestar uma devida homenagem aos antigos astrd-
nomos da Universidade de Coimbra, Drs. Pedro Nunes, Monteiro
da Rocha e Rodrigo de Sousa Pinto, tinha resolvido a Faculdade
que se realizasse oportunamente uma sessdo comemorativa, em
que tomariam parte, fazendo o respectivo elogio, os Professores
Pacheco de Amorim, Gomes Teixeira e Costa Lobo. A morte
do Professor Gomes Teixeira motivou o adiamento desta sessiio

- que afinal teve lugar a 21 de Janeiro de 1934, ji depois do
periodo a que se refere éste relatorio, debaixo da presidéncia
de sua Ex.® o Reitor da Universidade, que representou sua
Ex.% o Ministro da Instruglo Pablica e com a assisténcia do
Professor A. Queiroz, representante da Faculdade de Ciéncias
da Universidade do Porto, tendo deixado de assistir por motivo
de forca maior a representaciio da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa e o director do Observatério Nacional
de Lisboa. Um estudo profundo de Pedro Nunes foi feito pelo
nosso colega Professor Pacheco de Amorim; o assistente Gu-
mersindo Sarmento da Costa Lobo len o notdvel estudo que nos
foi legado pelo sébio Professor Gomes Teixeira; coube-me dar
conta da notivel obra do Conselheiro Rodrigo de Sousa Pinto,
av6 do actual Ministro da Instrucdio Piblica, e sdbio Professor
da Universidade do Porto, Alexandre de Sousa Pinto, e teste-
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munhar a propésito a alta consideragiio que sua Ex.® nos me-
rece.

Terminarei dando conta das publicacdes dos membros da
Faculdade relativas a éste periodo e que tinham sido j4 indi-
cadas,

Da |.* secgdo

A Astronomia da actualidade e a Assembleia geral da Unido
Internacional Astrondmica; pelo Professor F. M. da Costa Lobo.

O problema da gravitagdo Universal; pelo Professor Manuel
dos Reis.

A classificagdo de alguns fendmenos cromosféricos e a sua
comparagdo com o8 fendmenos terrestres; pelo assistente Gumer-
sindo Sarmento da Costa Lobo.

Instrumentos especiroheliogrdficos e sua aplicagdo ao estudo
da atmosfera solar; pelo assistente Gumersindo Sarmento da
Costa Labo.

Relatério apresentado & Junta de Educagdo Nacional; pelo
observador chefe do Observatbrio Astronémico, José Anténio
Madeira.

Da 2.* secgdo

Les valeurs absolues de la mobilité des ions gazeuxr dans le
gaz pur; pelo Professor Mério Silva.

Sur la théorie quantique de Uinteraction entre le rayonement
et la matiere; pelo Professor contratado W. Wessel.

Sur la charge électrique du recul radioactif; pelo Professor
Mirio Silva.

O emissor de T. S. F. do Laboratério de Fisica da Univer-
sidade de Coimbra; pelo assistente J. Teixeira Lopes.

L’ionisation dans Uhydrogéne trés pur; pelo Professor Mério
Silva.

Expressdo do resultado da andlise de uma dgua mineral; pelo
Professor Egas Pinto Basto.

Da 3.° sec¢do

Novos estudos cariolégicos no género «Narcissus»; pelo Pro-
fessor Abilio Fernandes.

Granitos e formagdes precambricas portuguesas; pelo Professor
Anselmo Ferraz de Carvalho.
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O indice facial dos portugueses; pelo Professer huséhm
Tamagnini.

Cranio de um soba quioco da regido do Saurimo, Lunda; pelo
Professor Barros e Cunha.

O Moligo da Ria de Aveiro; pelo assistente Américo Lemos.

Aves de Portugal, Catdlogo das colecgies do Museu de Zoolo-
gia; pelo assistente A. A. Themido.

Crustdcea: I1 Stoma topoda; 111 Decdpoda, Catdlogo da
Coleccdo de Invertebrados existente no Museu de Zaologw, pelo
conservador R. N. de Carvalho.

Conchas da colecgdo « Carvalho Monteiro» gen. Conus 1.* parte;
pelo Professor Barros ¢ Cunha,

Subsidios para o conhecimento da fauna das matas nacionais
— Coleoptera (continuaciio) ; pelo Professor A. F. de Seabra.

Segue o mapa do movimento da Faculdade.

F. M. pa CosTta LéBo.
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Quimica inorglniea . . . .. .
Quimica orgliniea. . . . . . . 3
Quimica-fisiea. . . . . . .. .+
Anidlise quimica, 1.* parte . . .
Anilise quimieca, 2.* parte . . .
Nocies gerais de Quimica-fisica.

3.* secgio
Minerologia e geologia geral . .
Cristalografia. . . . .. .. ..

Morfologia e fisiologia vegetais.
Botinica sistemdtiea . . . . . .
Ecologia vegetal e fitogeografia.

Zoologia sistemdtica . . . . . .
Anatomia e fisiologia comparada.
Ecologia animal e zoogeografia.

Preparatdrios médicos

Fisica médiea. . . . . . « . . «
Quimica médiea. . . . . . . ..
Bothnica médiea . . . . . . . .
Zoologia médica. . . . . ., . . .
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Doutoramento do Naturalista e Professor
catedrdtico contratado da Universidade de Coimbra
Antero Frederico de Seabra

Na reuniio do Consclho da Faculdade de Ciéncias, de 30
de Janeiro de 1934, sob proposta, largamente justificada do
Dr. Barros e Cunha, actualmente director do Musen Zoolégico,
foi por unanimidade de votos conferido o grau de Doutor konoris
causa ao naturalista do referido Museun, o Ex.™ Sr. Antero Fre-
derico de Seabra. E

Ao elevade nimero dos seus trabalhos anteriores vieram
juntar-se os que publicon nas Memdrias e Estudos e nos Arquivos
de Biologia e Parasitologia, do Museu Zooldgica, que, tanto
honram a Faculdade de Ciéncias e euja existdncia pode dizer-se
é devida ao trabalho constante e indefectivel do Sr. Antero de
Seabra.

A ceriménia de Doutoramento realizou-se na Sala dos Ca-
pelos da Universidade, em 3 de Junho proximo passado. A ésse
acto, revestido do brilho e solenidade tradicionais, concorreram
em grande nimero os admiradores da obra do doutourando e
néle se fizoram representar vérias sociedades cientificas, entre
elas a Academia das Ciéncias de Lishoa, de que o Dr. Seabra
é socio efectivo.

Nos térmos que seguem féz o elogio do nove Doutor o
Professor, Director do Museu Zoologico, Dr. J. G. de Barros
e Cunha.

Vor. ;v —x° 2 12
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Ex.m Sen#or ReErTor pA UNIVERSIDADE
ILusTRES PROFESSORES E DOUTORES,
MOCIDADE ESTUDIOSA,

MiNHAS SENHORAS E MEUS SENHORES ;

Conferiu a Faculdade de Ciéncias desta Universidade o grau,
Honoris causa, de Dontor em Ciéncias ao Sr. Antero Frederico
de Seabra, e, neste acto solene da imposiclio das insignias, in-
cumbiu-me de, com o elogio do Doutorando, justificar perante
V."™ Ex?* esta resolucio da Faculdade. Nio deve ficar no
espirito de alguém qualquer davida de que impensadamente, on
sem pezar com rigoroso escriapulo as qualidades e os trabalhos
cientificos do Sr. Antero de Seabra, a Faculdade de Ciéncias o
tenha admitido ao mais alto grau académico que pode conferir
uma Universidade.

Os graus académicos, Senhores Estadantes, conquistam-se
pelo brilho da carreira académica. Também ligitimamento os
podem conquistar aqueles que, como o Sr. Antero de Seabra,
sem terem estudado na Universidade o curso regulamentar da
licenciatura, contribuiram em larga escala pelos sens trabalhos
para o progresso de algum ramo da ciéncia. Tributavam os
romanos honras especiais a quem tivesse alargado o pomoerium
drea de terreno cousagrado, em torno dos muros da cidade: o
pomoerium da ciéncia zoolégica portuguesa é constituido pelos
nossos conhecimentos sobre a fauna de Portugal, e no dilatar
désses conbecimentos trabalha hd alguns quarenta anos, persis-
tentemente, incansavelmente, o Sr. Antero de Seabra.

Filho do ilustrado e estadioso General Antero Frederico
Ferreira de Seabra e du Ex.™ Sr.* D. Rita Augusta de Seabra,
sobrinho do eminente jurisconsulto Visconde de Seabra, antigo
Reitor desta Universidade, nasceu o Sr. Antero de Seabra em
1874, estando pois qudsi a completar sessenta anos de idade; e
desde muito novo comecou a revelar-se néle o gosto pelas cién-
cias naturais, pois em 1887, sendo ainda estudante do licen, foi
nomeada preparador anxiliar fora do quadro do Musea Zoologico
de Lisboa, entiio dirigido pelo eminente Professor José Vicente
Barbosa de Bocage, mestre de todos os zodlogos portugueses,
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como de todos os botinicos portugueses foi mestre o grande
Professor desta Universidade Dr. Jalio Henriques.

Em 1892, tendo ji concluido o curso liceal e feito além disso
uma preparaciio especial sob a direcgiio de professores da entilio
Escola Politécnica, foi o Sr. Antero de Seabra para Paris com
o fim de se apresentar ao concurso de admissfio ao Instituto
Superior de Agronomia daquela cidade; mas, chegado 14, e por
conselho do eminente Professor Mixe Epwakps, para quem
levara uma carta de recomendacio do Professor Barbosa de
Bocage, mudou de intencdio e passou a freqiientar os cursos do
Musen de Paris. Para se avaliar da qualidade de preparaciio
cientifica que ali obteve basta citar os nomes de alguns dos
professores: Mine Epwarps, e EpMoNp PEgritg, em Zoologia ;
Professor Bouvier em Entomologia, Professor Filhol em Ana-
tomia comparada, Professor Vax Ticenem em Botinica, Professor
De Lacrorx em Geologia. .. slio nomes que ainda hoje conhece
todo o mundo cientifico.

A aplicaglio ao trabalho do Sr. Antero de Seabra atraiu para
ole a atengiio dos seus ilustres professores: o Professor Filhol
suegeriu-lhe a preparaciio de uma tese sobre os corpos verme-
lhos dos teleosteos, e para @sse trabalho especial lhe den as
méximas facilidades, chegando a ser-lhe oferecido o lugar de
preparador de uma esta¢io de Biologia maritima para em me-
lhores condicdes poder continuar @sse estado. Nao chegou a ser
apresentada a tese, mas foram publicados os resultados dessa
sua primeira investigaglio cientifica, em nota resumida no Bulletin
du Muséum de Paris, n.* 6, 1897, e ecom mais algum desenvol-
vimento em folheto Sur les corps des Téléostéens.

Precipitadamente, e sem concluir o seu curso em Paris,
regressou o Sr. Antero de Seabra a Lisboa por lhe ser oferecido
um logar vago de naturalista coadjuvante do Museu de Lisboa.
E pouco depois disso foi proposto em Conselho da entlio Escola
Politécnica a sua nomeacfio para demonstrador da cadeira de
Zoologia, lugar que porém nio chegou a ser criado.

Na vaga deixada pelo admirdvel naturalista Alberto Girard,
cajo nome recordo com saudade porque déle fui amigo pessoal,
passou o Sr. Seabra a ocupar em 1904 o lugar de conservador
da Secciiv Zoolbgica do Museu de Lisboa, o qual conservon até
1918, passando depois disso a naturalista do quadro do mesmo
Museu, acumulando desde 1911 até 1917 as fungdes de assistente
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da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, e diri-
gindo, de 1909 a 1914, o Aquéirio Vasco da Gama, onde intro-
duoziu importantes melhoramentos.

De 1918 a 1920 foi assistente do Instituto Superior de
Agronomia, desempenhou também as funcdes de Chefe da
Secciio Entomologica, e mais tarde da Secclo de Estudos es-
peciais, do Laboratério de Patologia Vegetal de Lishoa, e de
Chefe da Seccfio Entomologica do Laboratério de Biologia Flo-
restal.

De vérias missdes cientificas oficiais foi o Sr. Antero de
Seabra encarregado pelo Govérno, entre as quais mencionarei
pela sna importincia especial a representagiio do nosso pais na
Conferéneia Internacional de Madrid em 1923 para o estudo das
doencas e parasitas da oliveira, e no Congresso Internacional de
Olivicnltura de Roma em 1926.

Estas miltiplas funcbes e comissdes de servigo relaciona-
vam-se todas, como se vé, com a ciéncia Zoolégica, pura ou
aplicada; e escusado é certamente acentuar aqui quanto ¢ errénea
a no¢ilo daqueles que supdem haver alguma barreira intranspo-
nivel entre a eciéncia pura e a ciéncia aplicada. Quantas vezes
uma investigaciio cientifica meramente especulativa conduz a
imprevistas e importantes aplicagdes priticas! Quantas vezes
observacbes feitas com um fim utilitirio sfio o inicio de pontos
de vista teéricos inteiramente noves! Ciénecia pura e ciéncia
aplicada constituem uma simbiose e nio podem separar-se sem
prejuizo de ambas.

Em todas as fungdes que desempenhou relevou o Sr. Antero
de Seabra a mesma paciente e infatigivel dedicagio pelos pro-
gressos da ciéncia e pela boa organizagiio dos serviges; porque
além das suas outras qualidades é Sua Ex.* dotado dessa, que
nio é das mais valgares, um notivel espirito de método e de
organizaciio.

Em 1922, finalmente, veio o Sr. Antero de Seabra para
Coimbra e, nos doze anos decorridos, valiosissimos tém sido os
servicos por éle prestados a esta Universidade, como naturalista
adjunto do nosso Museu de Zoologia, acumulando nos anos le-
ctivos de 1931-32 e 1932-33, a regéncia, como de Professor con-
tratado, da cadeira de Zoologia sistemdtica.

Tiao larga folha de servigos niio podia deixar de reflectir-se
em numerosas publicagdes de cardcter cientifico, que desde o ano
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de 1898 apareceram em revistas diversas, principalmente no
Jorn. de Se. Mat. Fisicas e Naturais, no Boletim da Soc. Port.
de Se. Naturais nos Anais da Academia Politécnica do Porto,
nas Publicagdes do Laboratério de Patologia Vegetal e também
nos Bulletins de la Soc. Ent. de France.

Em 1924 comegou a publicar-se a revista Memdrias e Estudos
do Museu Zooldgico de Coimbra, e em 1929 outra com o titulo
de Arquivos da Secgdo de Biologia e Parasitologia e destas
publicacdes nflo & exagéro dizer-se que o Sr. Antero de Seabra
tem sido a alma: sem os seus trabalhos nada seriam estas re-
vistas, sem os seus esforgos nfio teria sido possivel obter para
elas a colaboragiio de sdbios estrangeiros, que, estudando a fauna
das nossas possessies ultramarinas, tém honrado as nossas
Memérias e Estudos publicando aqui os resultados dos seus tra-
balhos.

Pouco conhecidas ¢4 no pais, alcangaram as Memdrias e
Estudos um lisongeiro acolhimento no estranjeiro: todos os
meses quési se recebem no Museu novos pedidos de parmuta
ecom revistas zoolégicas estrangeiras.

N#o tentarei sequer fazer um resumo bibliogrifico da vasta
obra contida nas cérca de 200 publicactes de Sr. Antero de
Seabra. Bastard dizer que tendo-se ocupado a prineipio prin-
cipalmente de mamiferos, réptis e peixes — avultam nesse periodo
os seus trabalhos sObre os Queirépteros de Portugal, de Angola
e de Timor, — passou mais tarde a aplicar-se de preferéncia &
Entomologia, com crescente especializacio, sendo hoje reconhe-
cida em todo o mundo a sua autoridade no que se refere i
sistemética da dificil ordem dos Hemipteros heterépteros.

Tal é a soma imensa de trabalho cientifico com que aqui se
apresenta o Sr. Antero Frederico de Seabra. Quer porém o
uso da nossa, como de outras Universidades, que no acto solene
de roceber as insignias do sen grau o doutorando se apresente
patrocinado por alguém de alta categoria cientifica ou social.
Na qualidade de padrinho do Sr. Antero de Seabra apresenta-se
sen cunhado o ilustre Engenheiro Anténio dos Santos Viegas.

H4 muitos anos que o Sr. Anténio dos Santos Viegas me
honra com a sua amizade pessoal. Nio tentarei porém fazer o
seu elogio, porque bem pode dispensar elogios meus quem aqui
em Coimbra é de todos conhecido:

Filho do notabilissimo Professor da Faculdade de IFilosofia
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Dr. Anténio dos Santos Viegas, de quem me honro de ter sido
discipulo, aluno laareado desta Universidade, o Sr. Engenheiro
Antbnio Viegas tem desempenhado as mais dificeis e elevadas
fungdes, como oficial do exército, como engenheiro, como admi-
nistrador de grandes emprezas, e na geréncia, durante o Govérno
do malogrado Presidente Sidonio Pais, da melindrosissima pasta
das Finangas, sempre o Sr. Anténio Viegas evidenciou as snas
altas qualidades de inteligéncia de estudo e de carécter.

Sr. Reitor! creio ter dito o suficiente para poder terminar
pedindo a V. Ex.* que seja investido Dr. Antero Frederico de
Seabra nas insignias do grau que merecidamente lhe foi con-
ferido.
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