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PROLOGO 

Aos Geómetras ve rdade i ramente 
taes per tence j u lga r se este meu tra-
ba lho será merecedor de a lguma 
estimação. 

G A E Ç Ã O STOCKLEB. 

O decreto de 22 de agosto de 1865, regulando 
os concursos para o magistério superior, deter-
mina que os candidatos apresentem para um dos 
argumentos dos seus actos uma dissertação im-
pressa sobre algum dos ramos de sciencias profes-

r 

sadas na faculdade ou eschola respectiva. A escolha 
dos candidatos deixou o legislador, e muito acer-
tadamente, o objecto, a natureza e a extensão das 
suas memorias. 

Em observancia do disposto na lei é, por tanto, 
que apresentamos ao acolhimento da Faculdade de 



VI 

Mathematica, e ao dos outros mathematicos nossos 
compatriotas, as presentes lucubrações sobre um 
ramo das sciencias mathematicas, o qual, por causas 
diversas, podemos cultivar menos perturbada e 
mais desenvolvidamente. 

Oxalá possa o nosso trabalho, satisfazendo ao 
espirito da lei, ser ainda util aos estudantes da Fa-
culdade de Mathematica e aos das outras escholas 
mathematicas portuguezas, levando-os pelo exem-
plo a applicarem os vastos recursos da analyse, 
exercendo assim asna actividade intellectual sobre 
um dos mais bellos ramos dos conhecimentos hu-
manos. Tal foi, por certo, um dos fins do legislador 
que decretou a producção e a publicação d'esta es-
pecic de trabalhos, e tal não pode deixar de ser o 
desejo de nossos respeitáveis mestres. Para quem 
a sciencia é um sacerdoeio não se pode deixar de 
suppor um amor firme pela cultura e pelo esplen-
dor das sciencias no nosso paiz. 



D E T E R M I N A Ç Ã O 

DE 

FUNCÇÕES ANALYTICAS 

1. Quando se chega a exprimir analyticamente 
a propriedade característica de uma funcção, por 
isso que essa funcção fica assim perfeitamente de-
finida, tem-se tudo o que é necessário para chegar 
ao conhecimento da sua natureza. Em conformi-
dade com isto., quando nos for dada a equação ou 
equações, caracterisando uma especie de funcções 
de forma desconhecida ou considerada como tal, é 
claro que pelo estudo d'essas equações, practicando 
sobre ellas transformações, hypotheses e operações 
convenientes, se deve determinar a fórma e por 
conseguinte a natureza da funcção definida. Os re-
cursos analyticos poderão em casos especiaes não 
bastar para este intento, porque tal pode ser a pro-
priedade que se queira impor A funcção proble-
mática, que, em resultado d'ella, seja o analysta 
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conduzido a operações inexequíveis, ou a dificul-
dades que o estado da sciencia não possa ainda ven-
cer; mas não é menos certo que, em geral, os pro-
cessos do calculo differencial e do calculo integral 
conseguem o fim que se pretende, como passamos 
a ver nos exercícios seguintes. 

2. Seja o primeiro problema achar uma funcção 
z=<p (x), que goza da propriedade expressa pela 
equação (a) 

ç ( « ) ± ? ( y ) = . i > ( ® ± y ) (!)• 

Como esta equação tem logar para qualquer 
valor de x e qualquer de y, derivando em ordem 
a x temos 

<?' H = i x ± y), 

por onde se vê que mudando x de valor, <p' (a;) con-
serva sempre o mesmo e é por isso uma constante a, 
pelo que temos 

dz 

• ( a ) DUHAMEL. C a l e . I n f . L i v . 4.° c a p . í t í , n.° 196 . 



9 

e integrando 

Z=CliC + ò (2 ) . 

Substituindo z—<p(x)—ax -+- b na equação (1), 
e determinando b pela condição de que (1) seja 
identicamente satisfeita, a substituição dá-nos 

d'onde se deduz 6 = 0 , ficando a qualquer. Con-
clue-se d'aqui que das funcções representadas por 
(2) sómente z ^ a x satisfaz a ( l ) , epor conseguinte 
a funcção procurada é <p (x) = ax, sendo a uma 
constante qualquer. 

3. Procuremos em segundo logar determinar a 
funcção caracterisada pela condição seguinte (a) 

Derivando em ordem a x, e derivando também 
em ordem a y, temos as duas equações, 

a se + ò + a y + 6 = a (x+y) +6 

<?(«) \ v(y)=?(xy) d)-

(®)=(xv)- y 

(a) Dt HAMKr., Iogar citado, n.° 197. 
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cias quaes tiramos 

<?' («0 y 
9' (y) ® 

ou 

, x<í'(v) = y<?' (y), 

que nos indica ter x (x) um valor constante; de-
signando por a este valor, e fazendo <p (x )=z , será 

dz 
x — —Cl 

ClX 

e pela integração 

z = alx + b (2). 

O valor de 2 ou ç (x) substituido em (1) dá o re-
sultado 

alx + b + aly + b — cilxy-^b, 

que exige ser 6 = 0 , e deixa a constante a arbitra-
ria 1 logo a funcção procurada é <p (x)=a.lx, ou 

<P (x) — Log. x (3), 
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sendo a então o modulo para passar de systema 
neperiano para o de base qualquer. 

Se em vez da funcção caracterisada pela equa-
ção (1), se pedisse uma, cuja propriedade caracte-
rística fosse 

— = ) (10. 

derivando em ordem a x e em ordem a y, o que dá 

\yl y 

\y/ y* 

f x\ e eliminando entre estas duas equações, vem 

a mesma equação (2); logo a funcção pedida seria 
ainda <p (x) = Log. x, por que se determinava do 
mesmo modo 6 = 0. 

4. Procuremos agora achar a funcção, cuja pro-
priedade característica é (a) 

+ y) (i)-

(a) DUUAMEI,, logar citado, n.° 1D8. 
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Derivando esta equação em ordem a x, e em or-
dem a y, temos as duas 

? (x) ?' (y) = v'(x + y), 

que pela eliminação de <p' (x H-y) dão 

(¢) _<?' (y) 
? (®) ç (30' 

e por conseguinte sendo a uma constante, e ç (x)—z, 
temos 

<Z z 
« (2); zdx 

a integração dá-nos 

l. z ~ax , Ib 

ou, passando para exponenciaes, 
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e substituindo este valor de 2 na equação (1), ternos 

be"x Xbea y =be" [ x + y ) 

o que exige ser 6 = 1. A funcção procurada é pois 

1 \ 1 
>f (x) = e ax 

ficando a arbitraria; e quando esta constante seja 
imaginaria da fórma a = m + nVTL 1, a funcção 
<p (x) toma a expressão seguinte 

mx 
ç (x) — e (cos n x + V— 1 sen n x) . . . ( 3 ) . 

Sendo a fun ção o (x) caracterisada pela condi-
ção 

t ^ = 9 ( x - y ) (l'>, 
(y) 

vem 

<?'(x) ,, , ?(x)<?' (y) 
- 7 - = 9 ( * - ! / ) . ^ J j l = Jix-V), f(y) <? (yr 
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e pela eliminação de <p' (x — y), e sendo a uma con-
stante, 

«?(x) __ f'(y) _ a 
<P (®) o (y) 

logo a funcção procurada é ainda dada por © (#) = 
«= b eax , e determinando b, <p (x) = eaa!. 

5. Seja proposta a condição (a) 

9 (x) 9(2/) = 9 (®y) (1); 

e tractemos de achar a funcção 2 = 9 (x) que ella 
caracterisa. 

Derivando (1) em ordem a x e em ordem a y, 
temos 

<?' (*) 9 {y) — <? (xy)-y 

*(*) j (y)=f' (xy).x, 

e pela eliminação de <p' (xy) 

x 9' (®) 9 (y-)=y*(®)?' (y); 

(a) D U H A M E L , Iogar ci tado, n.° 199. 
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separando as variaveis é 

_y*' (y) 
? (*) ? (y) 

e por conseguinte, sendo a uma constante, 

^ = a (2). 

dz 

Ora, por ser z — <p (x) e por tanto — — <p'(x), a 

?quação (2) torna-se em 

xdz 
— = a, 
z dx 

que pela separação, integração e passagem dos Io-
garithmos para os números, nos dá por fim 

Z = I x a ( 3 ) . 

Para determinar a constante b da integração, 
substituímos este valor de z~ <p (¢) em (1) e temos 

Ix a Xbya 
— b(xy¥ ; 
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logo será 6 = 1 , e a funcção procurada 

ç (x) = xa . 

Como a constante a fica arbitraria, quando 
ella for uma quantidade imaginaria com a fórma 
a = ra±n —-1, a funcção <p (x) terá a fórma se-
guinte, da qual a antecedente é um caso particular, 

o (x) = X m (cos n l. x dr j — 1 sen. n l. x). (4). 

Para a funcção que deva satisfi zer á condição 

ao 

9 (7J) v> 

teremos do mesmo modo: 

t (®)_ L ?(*)?'(y) _ ® 
? ( s í ) 9 W ' 2 / ' o ( í / ) ^ \ y ' s / 2 ' 

a; (a;) _ y J (y) 
cp (¾) ç (?/) 

e será por conseguinte a mesma funcção 9 (ÍC) = 
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= Ixa , ou antes <p(x)=x" , porque pela condiç o 

sahe ainda 6 = 1. 

G. Procuremos uma funcção tal, que a somma 
de duas funcções similhantes seja egual ao produ-
cto das mesmas. Será a equação do problema 

que, derivada em ordem a x e em ordem a y, dá 
as equações 

? ' ( » ) = ? ' (tf) <?(y) 

A y ) = ? ( « ) < ? ' 

das quaes concluímos 

? ( t f ) + ? ( # ) = <? ( tf) <p(y) (1) 

?'(*) | 1 - ?(í/)j = O 
J 1 — «p (tf)| = O (2 ) . 

Tracta-se de acliar funcções que satisfaçam ás 
2 
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equações (2), e ver quaes d'ellas convenham á pro-
posta; ora, como as equações (2) possam ser satis-
feitas por qualquer d'estes systemas 

• 1 — tp (as) = 0 • I » ' ( y ) = 0 

, ' (X)=O (Viy)=O1 

vamos examinar qual d'estes é compatível com (1). 
O l.° dá <p (?/) = l, <p (a) = l, que não satisfaz, 

pois torna (1) em 2 = 1, resultado absurdo. 
0 2.° dá <p (y) = l e deixa 9 (x) arbitraria, mas 

só satisfaz á proposta, quando for <p (x) = 00. 

O 3.° está no caso do 2.° 
O 4.°, finalmente, dando-nos <p ( x ) = a , 9 ( y ) = b , 

resolve o problema, não com funcções das varia-
veis x e 3/, mas com quantidades commensuraveis 
ou incommensuraveis, ligadas entre si pela equa-
ção do segundo gráu 

a + ò — áb (3), 

e que podem ser representadas pelas coordenadas 
da hyperbole, que é o logar geometrico da mesma 
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equação. Das soluções numéricas da mesma equa-
ção (3) uma só ê inteira, como se reconhece tirando 
d'ella o valor de uma das variaveis, por exemplo 

_ b 
a ~ b — 1' 

e advertindo que o numero 2 é o único numero 
divisível pelo seu antecedente, tendo logar por con-
seguinte a solução inteira com a = b—2. 

Se, egualaudo os primeiros membros das equa-
ções (2), estabelecermos a equação 

(«) <?' [y) 
! - » ( * ) 1 - 9 W 

sendo c uma' constante e fazendo z — a (x), virá 

dz 
— ax, 

e integrando 

C CZ 

I. k (1 —z)~x, 
C 

O U 

l. k (1 — z) = — cx, 
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e passando para os números 

k (1 — z) = e-c® ; 

teremos pois 

z = <f(x)— 1 - k-1 e~cx, í = ç(y) = l — i - 1 e~c!/. 

Estas funcções, dando-nos na equação (1) 

1 — &-1 e-c® + 1 — ft-l e-°y = 1 

— k~ 1 e - c y — / í - 1 e~c® ft~2 e - ' (®+! / ) , 

OU 

1 = i - 2 e-^+y) 

exigem & = ± 1, e ou c = 0 ou £ = — y. 
Ora c = 0, tornando <p (x) — <p (y) — 1 + e°, dá 

os valores numéricos zero e~2, que correspondem 
ao systema <p' (x) = 0, <p' (?/) = 0, discutido já no 
4.° caso; x = — ?/, dando <p (a;) = l ± e_c®, <p (y) 
= 1 + e+ra, torna idêntica a equação (1) mas não 
resolve o problema, porque reduz 9 (y) a uma 
funcção de x; indica porém a modificação que se 
deve fazer 110 enunciado, para que a analyse o re-
solva no sentido do mesmo. Com effeito, sendo en-
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tão o problema achar duasfuncções de uma mesma 
variavel, determinadas pela condição 

? (®) + ? ( — « ) = ? 9 ( — X), 

fazendo o calculo, acham-se as funcções z = 1 
+ e~cx, í = l Tt e+cx, que lhe satisfazem. 

Se, em vez de ser dada a condição (1), nos for 
pedida uma funcção tal, que a differença de duas 
funcções similhantes seja egual ao quociente das 
mesmas funcções, teremos 

<° (x) , , 
= i V (i') 

<? (y) 

e derivando 

? (2/) ' ' ? (?/)2 

O U 

9' (tf) ! 9 (2/) - 1 ! ?'(*/) I 9 (i')2 - * ( * ) ' | 
1 - = 0 , 1 = 0 ; 
9 (y) ? <y? ' 

9'0/) 9 Q / r - ? M , 
ora = 0, em virtude (l') tor-

9 [y) ' 
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na-se em 

V ( y ) l y ( « ) » ( y ) - 2 y ( « ) j _ (y) )9(2/)-2( 

v(y)v{x) — ?(») — ?(!/) —1 ' 

e, por conseguinte, temos de procurar as funcções, 
que, satisfazendo ás equações 

V ( * ) U ( J f ) - I ? ' ( ! / ) U ( 2 / ) - 2 
' I = O 1 ! = 0 . . . . ( 2 ' ) 
Hy) ' ? ( y ) - i 1 ; 

convenham a (1'), o que se faz examinando os qua-
tro systemas seguintes 

l 0 U (y) — 2 = 0 ( ç ( y ) - 2 = 0 
' V(«) = 0 ' j 9 (y) — 1 = 0 

3 . j ? ' ( y ) = 0 í ? ' ( y ) = 0 

I ? ( y ) — 1 = 0 ' | ? ' ( « ) = o ' 

O l . 0 dá a solução 9 (y) = 2, ç (®) = 4; o 2.° é 
impossível; o 3.° dá 9 (3/)= 1, 9 (x) — co; o 4.°, 
dando-nos 9 (a;) = a, 9 (?/) = 6, resolve numerica-
mente o problema pela equação do 2.° gráu 

b^—ab + a = 0 (3'). 



O valor de a tirado d'esta equação 

ò2 

nos faz ver que a única solução em números in-
teiros ê a já achada pelo primeiro systema a—4, 
6 = 2 ; o mesmo valor de a nos dá também a = co 
quando 6 = 1 , como acharamos no 3.° 

7. Procuremos também, se é possivel existir, as 
funcções definidas pela condição seguinte 

9 + ? (i/)n = <p (X 4- y)m+n (1). 

Derivando em ordem a x, teremos 

m <? (a;)™—1 <p' (3?) = (wi -I n) y (x -f y)»»+»—1(a; + y), 

derivando em ordem a ?/ 

» ? ( Y ) " - 1 (»/) = + N) <P (.T 4 - J / ) M + » - - I ( x | y ) , 

e por tanto 

»i <p (X)M-I 9 («) = O/)"-1 (2/)-



24 

Em quanto m for differente de n, não pôde esta 
equação ter logar, senão fazendo 

<p (xyn-l V (x) = 0, f (y )»" i V (y) = 0, 

a que só podemos satisfazer por qualquer d'estes 
quatro systemas 

' í * ( y ) = o " ( V ( y ) = o 

3 O U (If)=O 4 > ' ( y ) = 0 
(VCar)=SO ' j V(ar) = 0' 

Ora o l.° não dá solução alguma; o 2.° ou está 
no mesmo caso ou é absurdo, porque dá <p (#)==0, 
? (y) = Const., e sendo a fórma das funcções a me-
sma, logo que uma é nulla, também a outra o é; o 
3.° está no caso do 2.°; o 4.°, dando-nos <p(x)=a, 
? = indica que não ha funcções, e o problema 
só pôde ser resolvido com os números que expri-
mem as coordenadas da curva 

am -J- j» = (a + ò)m+n (2). 

Logo porém que seja •m—n, teremos 

(l ') 
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9 ( * ) » - 1 ( « ) = 9 ( l / ) ' » - l <f>' ( y ) = C, 

d'onde 

9 (#)">—1 cí 9 (a;) — ccZa;, 

integrando 

9 = m (ca ; k), 

e da mesma sorte 

? [y)m = m(cy k) 

9 + = w I c?/ f &). 

Em virtude d'estes valores a equação (1') tor-
na-se em 

m (cx + k) m (cy 4- k) = m1 (cx + cy + /o)2, 

ou, dividindo por m e desenvolvendo, 

cx + cy + 2 A = me2 o?2 -f me2 ̂ 2 + 2 mc2 íry 

+ 2 mclix -}- 2 wic/i/y -f mk2, 
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equação que se tracta de tornar idêntica. Ora, como 
a identidade pôde ter logar, ou egualando entre si 
os coefficientes das mesmas potencias das varia-
veis, ou aniquilando os termos variaveis e egua-
lando as constantes que ficam, teremos pelo pri-
meiro modo 

mc2 = 0, c — 2ckm, Vikt = 2k, 

e pelo segundo 

mlc~ = 2 k, x = — IJ1 

d'onde resultam os systemas 

Ic =O m = O 

I m 
2.°{k = Co 

qualquer quantidade, 

Sx = — y 

k= O vi 

O l . 0 dá <p(a;)m = <p (y)m = <p + y)m — 2, que 
está no caso dos números e satisfaz a (1') porque 
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ê 2 + 2 = 22 ; o 2.° nenhuma solução dá; o 3.° e o 
4." satisfazem a (1'), mas não resolvem o problema 
tal como ê proposto, porque fica <p (y) uma func-
ção de x. 

8. Occupemo-nos agora de determinar uma es-
pecie de funcções taes, que a somma de tres func-
ções similhantes seja egual ao producto das me-
smas funcções, sendo estas sujeitas á condição de 
que uma d'ellas tomada com signal contrario é 
egual a uma similhante funcção da somma das va-
riaveis das outras duas. As equações do problema 
são 

que pela eliminação de ç (2) dão 

? W + «p (y) — * + y) = — f * (a) v(x + y)— (')• 

9 (tf) + ? (y) + 9 (2) = 9 (tf) 9 (y) 9 (*) (a) 

— 9 (?) = 9 (tf + y) (9; 

Derivando esta equação (1) em ordem a X e em 
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ordem a y, temos as duas 

,'(») — v'{x -f y) = — (*) «p (y) ? + ») 

— <P (tf) ? (2/) (tf+2/) 

9'(y) ~ ( t f + !/) = — ?(tf)?'(2/)?(tf + J) 

— <f{m)t(y) ?' (tf +y)> 

que, subtraliidas uma da outra, dão 

9' (tf) — (3/)=? (tf + y) I f (tf) ?' (y) — ? (y) (®) |. • • (2); 

ora, tirando da equação (1) o valor de <p (x + y) 
para o substituir em (2), obtem-se 

(tf) - (y) = r z T ^ ^ ) I »(*)» '(*)- ? (y) V (*) I. 

desembaraçando do denominador, reduzindo, e por 
fim separando as variaveis, virá 

l + ?(tf)2 14- 9 (y)2 
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d'onde se conclue 

i + ' i+ ç ( j / ) 2 w 

Para integrar estas equações, a primeira por 
exemplo, faremos 9 ( x ) = t e torna-se a equação 
em 

dt 
dx 

1 - H 2 

multiplicando por dx e integrando 

are (tg = t) = cx + d. 

Logo é 

<?{x) = t = tg(cx + d), 

e também 

v (1J) = tS (aJ -I d)-

Ora <p (2) deve também ter a fórma 

9 [z] = tg (cz + d), 
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e, como em virtude de (6) é <p (2)==— <p(x+y, te-
remos primeiro 

tg (cz + ã) = — tg (cx + cy +á) (4), 

e depois por causa de (a) 

tg(cZ +d } = -t9{CX + d ) + t s ( - C y J d ) , 
^ ' 1 -tg(cx + d)tg(cy+d)' 

isto é 

tg(cz+d) = — tg(cx+cy+ 2d) (õ); 

comparando agora as equações (4) e (5), determi-
na-se eZ = 0, e por conseguinte as funcções pedidas 
são 

<f(x) = tg. CX, <p (y) ~ tg- cy, ^ (z) ^= tg.cz. 

9. Supponhamos ainda que temos a seguinte 
equação de definição para a funcção <p (.x) 

/ , x ?(«)+? (y) 
y g + y ' / \ f A i ; 1—<e(x)<t(y) 

e procuremos essa funcção. 
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Derivando (1) em ordem a x e em ordem a ?/, 
teremos as duas equações 

que nos dão 

V (x) + (x), (j/)» = V (y) + J (2/) ? (*)2, 

e por tanto 

W = . (2) 
1 + ? («)» 1 + ? 

Ora estas equações (2) são as mesmas que as 
equações (3) do paragrapho antecedente, e dão por 
conseguinte 

<P {x) —tg(cx + d), If (y) =• tg (cy -f d), 

ou, antes, porque por (1) se determina ainda d=0, 

<?{x) = tgcx, <f (y) = tgcy. 
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10. Occupemo-nos também com as funcções de-
finidas pela equação 

?(« + ») &<e(x — y) — 2v(x)v{y).:... (1). 

Tomando as derivadas da primeira e da segunda 
ordem em relação a x sómente, e fazendo o mesmo 
em relação a ?/, temos 

?' (tf+2/) + ?' (x-y) = 2?' (X)9 (y) 

9"(x+y) + V ( x - y ) = 2J' (x)<? (y) 

?'(x+y)—(tf — 2/)=2<p W?' (y) 

?"(tf+ y) + ? " ( t f - y ) = 2 ç (*),"(»), 

e da segunda e quarta d'estas equações se deduz 

?(2/)?"(tf) = ?W?"(y), 

d'onde 

<?"(*) _ f " ( y ) = c i (2 ) 

?(tf) ?(y) 

sendo C2 uma constante. 



33 

Como, fazendo z = <p(:r), temos <p' (x)=z'= 
dz Jz dz z'âz' . 1 — , = Z ' = - X - = - - , t i r a r e m o s d e ( 2 ) 

zc/z ' 

equação que integrada dá 

z J 2 6>222 £2 
+ ^T (3)| 2 2 2 

.D2 " . . . 
sendo — a constante arbitraria da integração. 

A equação (3) dá-nos 

dz 
z-==— = y/ C1Z2 + / ) 5 , - Z = 

dx 

d'onde, fazendo = S, 
O 

dz 1 dz 
dx = —— = ^ X 

s j C i z1+D1 y W * 5 , 
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que pela integração (Calculo de Francoeur, 2.4 ed. 
de Coimbra, n.° 164) dá 

Cx=I. p (z + V ^ r H i ) 

ou 

+ (4). 

Da equação (4) tiramos 
4- • 

e Cs_p Z = Pv/Z2 + í2, 

equação que pela elevação ao quadrado se torna 

c2Cx _ 2pz + P2 Z2 = P2 S2 + J-2P , 

transpondo e reduzindo vem 



d'onde 
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e2C* _ Jl tf 
2fi eCx : 

e dividindo por eCx 

eCx _ p2 e-Cx 
z = ?(®) = (5) 

e da mesma sorte será 

ã » 

?(« + ») = 2p 

G C ( ® — Y ) — P 2 E—C[x—y) 
» ( * - « / ) = ^ 

Para determinar as constantes introduzidas pelas 
integrações, substituamos estas expressões na equa-
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çao (1), e desembaraçando dos denominadores re-
sulta 

P eC(x+y) _ í2 pi e-C(x+y) P eC{x-y) _ p1
 e—C(x— 

_ eC(®+!/) — í2 P2 e^x-í/) _ P'- e-C[x-y) Jr í* P« e-C(x+y)t 

d'onde tiramos as equações de condição 

P = I , — = P = -J - iP'-, j2ps, = j2p% 

que se reduzem a duas distinctas sómente. Os va-
lores que satisfazem, e que são 

P = I, ** = — 1, 

tornam as funcções procuradas nas seguintes 

eCx - f . e-Cx eCy + g—Cj/ 

tW — § 2 

eC[x+y) -}. e—C[x+y) e,C(x—y) Jr e-C(x-y) 
*(®+jO= , <t(x y)= , 

ficando a sua natureza dependente da constante C. 
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Quando esta constante é uma quantidade imagi-
naria da fórma C—±m\/ — 1, então temos sem-
pre, com qualquer dos signaes, 

gim V —1 + gui® y' — t 
<p (x) — = cos mx, 

e do mesmo modo 

ç(y) = cos my, <f (x + y) = cos m (® + y)> — y) 

= cos m (a; — y), 

e a equação (1) vem a ser 
è 

cos m(x + y) + cos m (a? — y) = 2 cos mas X cos my, 

a qual no caso de m — l se torna na formula co-
nhecida de trigonometria 

cos (x + y) -f cos (x — y) — 2 cos x cos y. 

11. Tratemosegualmente das funcções que sa-
tisfazem á seguinte condição 

<f(x)í — <f(ij)í = tf(x^ y)9{Sc — y) (1). 
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Derivando (1) em ordem a x e em ordem a y, 
temos as equações 

2 ç (a:) V (x) = V (® + y) <p [x — y) + , (x + y) <?' (x — y) 

2 <t (s) V (y) = — V (* + y M ® — y) + ? (® + y) V (® — y, 

cuja somma e subtracção nos dão 

* (*) V (x) + ? (y) V (y)=f(x + y)f' (x —y)} 
*(tf)V(®)-*(y)V(y)==V(*+y)?(tf-y)) 

derivando estas equações em ordem a x e som-
mando os resultados, derivando também em ordem 
a y e subtrahindo, teremos estas 

2 V (xy +2 «p (®) v' (®) = V (x + y) f (* — y) 

+ 2 V (« + y ) V ( » - y ) + V — »)?(* +y) 

2 V (y ) 2 + 2 T ( y ) V ( y ) = - V ' ( t f + y ) ? ( t f - y ) 

+ 2V(« + y)V(® — » ) - V'(tf-y)?(tf + y), 

cuja somma nos dá 

v W i + «p («) V (tf) + V (yf + 9 (y) V (y) 

= 2 V ( t f + y ) V ( t f - y ) ; 
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e porque do producto das equações (2) tiramos, 
attendendo a (1), 

, , , t (xY t' (xY — f (yY <t (yY 
«p(») — <p(y) 

será 

(»)» + T (x) ç" («) + o' (yf + , (y) ç" (y) 

2 j v (xYf' (xY— ? (y)V (y)11 ( 3 ) 

> • 

De (3) tiramos successivamente 

T Oe)2 V (aO* + * (x)2 í f (x) f 

+ 9 (xY (yY - f (yY »' (xY-? (yY I»(«) (®) 

+ ? (y) (y) i - * (y)a ( y ) 2 =2* (xY (*)2 

- 2 ? ( y ) V (yY, 



40 

? (xy ( x y - f ( y y [ y y = ç ( x y f > ( y y - 9 ( y y ( x y 

+ i?(xY-»(j/)'I UH9"W + 9(9)?'(y)í. 

? (xy I ç' ( X y - 9' ( y y S + 9 ( y j l 19' ( x y - 9' (2iY I 

=I 9 ( x Y - 9 (y)z \ 19 (x) 9" (x) + «P Q F ) ( y ) I , 

9 (xy + *(yy 9 ( x Y - 9 (yY 
9 (x) ç" (x) + 9 (x) 9"(y) ç' (xy - 9' {yy ' 

e, applicando uma propriedade conhecida das pro-
porções geometricas, 

2 9 ( x y 

9' (xY - 9' (yY + ? (x) 9" (x)+9 (s) 9" (y) 

2 9(2/)2 

ç' (y)v— 9 ' («0a + 9 (*) ç" (*) + 9 (y) 9 " (y)' 

ou 

9 (xY 
9^Y-9W97'(yY— 91 (xY - 9 (*) ?">) 

9 (.V)' 
9 ' ( X ) 1 - 9 ( * ) 9 " ( ® ) - 9 ' (yY— 9 (y) 9" (y) 

. . (4). 
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Ora teremos necessariamente 

(yT - 9 (y) 9" (y) - 9 H 2 - 9' W 9" (x) 
= constante 

e, para o mostrar, demonstraremos primeiro que 
è também 

9 (rJ?— 9 (S) 9" (y) = 9 W2 — ? (x) 9" (x) = constante. 

Para isso, desenvolvendo pela formula de Taylor 
tanto <p (x + y) como <p(x— ?/), e multiplicando estes 
dois desenvolvimentos, temos 

í V2 , 
9 ( « + V) 9 — y ) = <p (tf) + y 9' (tf) + P g (tf) 

attendendo á equação (1) e ordenando em relação 

% 
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ás potencias de y 

« p ( x T ~ * ( ! / ) 2 — <f(v) 2 + l » ( ® ) V ( * ) — ? ( * ) * ' ( « ) ! 2/ 

! 2 * I» r r ~ ~ 6 ~ ~ 

2 2 6 ^ ' 

ou reduzindo e trocando os signaes 

*(y) l=|V(«) , -*(«)» 7 (®)ly a + %* f JVy1+.. (5). 

Como o primeiro membro d'esta equação é fun-
cção sómente de y, no segundo não deve entrar x 
senão apparentemente, e por isso os coeficientes 
das potencias pares de y, únicas que elle contém," 
devem reduzir-se a constantes: logo será 

(6) 

e do mesmo modo 

V (y)2~t iy)f" (y) = D2, 
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pelo que, attendendo á equação (4), se conclue, 
como enunciamos, 

Dx- < P — ç(af)<p"(®) (7). 

Seguindo o espirito do methodo até aqui empre-
gado, teremos de integrar a equação (7) para achar 
a fórma de ?(#); o mesmo se consegue porém in-
tegrando a equação (6), e é o que vamos fazer pri-
meiro. 

dz 
Pondo z=<p(a;), e por tanto J (x) = —=z',<f'(x) 

dz^ d z t! dz' 
= z " = — x — = ——, a equação (6) toma a fórma 

dz dx dz s ' 

Z'dz'-Z-z>* + D*=0. 
dz 

da qual tiramos 

dz Zt dz' 

z Zi-D* 

e integrando 

l. z = j l. (z>1— D1) = l. * yz'2 — 
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OU 

Z1 = O tV2 - a 2 D\ 

dzz 

onde, pondo por 2'2 o seu valor — , e multiplicando 
ClX 

por dxs, obtemos 

zW = <Sdz'—S D1 dx\ 

que nos dá 

dz 
dx=ia. ——— 

y/z2 + a 2 D 1 

Integrando esta equação (Cale. de Franc. 1. c), 
temos 

f = Z.p (z+Jz*+S D1), (8) 
a » 

e portanto 

e * — p J ? + 
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elevando ao quadrado e reduzindo 

2x x 

e * —2fsze * = S f D 2 , 

x 

d'onde tiramos, tendo multiplicado por e a , 

-.<t(x)-. 

X X 

e * — .1P5 Z^e a 

sendo por conseguinte 

? {y) -

y_ _y 
e ' -C1P1JD2

e 
JJ 

x+y a ? 4 y 

e * — s ^ D - e ' 

x—y x—y 
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Para determinar as constantes vamos substituir 
estas expressões na equação (1), e depois de feita 
a multiplicação por 4 (32, e executada a reducção 
dos termos, fica 

- 2 I - 2 I 
— t * - , 4 P 4 D 4

e * = 

d'onde se tiram estas duas equações de condição 

a 4 p4 Dk = X 1 P 1 Di , 

das quaes a segunda não è distincta da primeira, 
e portanto sómente podemos determinar uma das 
tres constantes a, (3,Z)em funcção das outras duas, 
que ficam arbitrarias. 

Temos pois <p (x) com a fórma 

1 
xx — 

1 
—XX — 
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Com os valores particulares das duas arbitrarias 

B = + K Z T I , « = ^ I y ~ T d'onde I = ± m ^ ^ T , 
— OT a 

usando de qualquer dos signaes, temos sempre 

mx^— 1 —mx V - I 
6 ——* C 

„ (®) = = sen. mx, 
2V— 1 

i 

e quando mê a unidade, a equação (1) è a for-
mula conhecida de trigonometria 

sen1 x — sen2 y sen (x -f- y) sen (x — y) # 

Se nos tivessemos servido da equação (7) depois 
de ter d'ella eliminado <p (x) 9" (2:) por meio de (6), 

acharíamos 

z1—2CD1__/dz\* 

d'onde 

d z dx 

/ Zi-ICb1 ^ j c' 
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e integrando 

£C 
- =LKlz+ / Z 1 — 2 C D 1 , 

V V 

que é o mesmo que o integral (8), mudando n'elle 
a e m ' 7 — 2 C e [3 em K. E assim se verifica que 
qualquer das equações (6) e (7) conduz á mesma 
funcção <p (x), como necessariamente devia acon-
tecer. 

12. Nos problemas que até aqui temos tractado 
a condição que servia para determinar uma fun-
cção era expressa por meio de funcções, cada uma 
de sua variavel, mas todas similhantes; ora, quando 
houver equações entre funcções de differente na-
tureza, caracterisando essas funcções, o methodo 
é ainda applicavel e determina umas e outras. 

Para exemplo d'este caso sejam duas funcções 
<ii (x) e <p (x) ligadas entre si pela equação 

4 ( * ) J = 1 + ( 1 ' ) 

e satisfazendo á condição expressa por 

+ (»— y)— K® \-y) = ±2<t(x)<t(y)... (1); 
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tractemos de determinai- as funcções que tal con-
dição e relação caracterisam. 

Derivando (1) duas vezes em ordem a x, e da 
mesma sorte em ordem a y, temos 

(® — y) — *'(«+ J) = ± 2 ? (y) <?' (x) 

— y) — + y) = ± 2 ç (y) *'(x) 

— — (x + y) = ± 2Ç («)?' (y) 

+> - y) — (• + y) = ± 2 9 (X) <j>"(y), 

d'onde se conclue 

= = c o n s t a n t e (2), 
t (tf) <p (y) 

equação que temos integrado (n.a 10) e nos dá 

o (X) = 
ax 

e — a 1 p5 e 
— ao; 

2 p 
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mas fazendo — = A . — ~~- = B, daremos a o (x) 2$ 2 3 Y V 7 

a fórma 

ax — a x 
Ç (X)Z=Ae +Be ( 3 ) , 

que se presta aqui melhor á determinação das con-
stantes. 

Mudando x em x—y, a equação (1') nos dá 

+ (® — y) —y-1 + ? (® — y)1, 

ou attendendo a (3) 

^(x — y) = \ / 1 + 2 AB + A1Cia (®-s) + («-»), 

e dando á equação (1) a fórma 

$ (x — y) = $ ( a + y) + 2 <p (as) f (?/) 
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temos ainda, em virtude de (l') o de (3), 

^(x — y) = )/ l + B i e-2<» (*+»)+ 

± 2(Ae™ + Be ~ai) (Ae aV -:- Be -aV); 

será por tanto 

l/ 1 + 2 AB + A1 + B1 e -9«(®-»J = 
• 

= I / 7 \+2 AB + A1 eMx+y) + e -íaí®+y) 

+ 2 efl® + 5e -"*) (^l e <"J + B e ~"y) (4). 

Elevando ao quadrado teremos 

1 + 2 A B + Â ^ H ^ - V ) + B1 e-M'-v)= 1 ±2AB+A*eW*+y) 

+B1e-1"(»+!/) +4[A*e"l*+y) +AB e"l*--y) +ABe-* i*~y) 
\ 

+ B''e~<*+y]* ± 4 [A^e^+J) +ÀBe<*~y) 4-ABe~a(*~y) 

+ B * e - M x + J ) ) X j / l f 2 A B i ' A h M * + À - J B ^ e - ^ V v ) } 
* 
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transpondo os termos racionaes, desenvolvendo o 
quadrado do parentliesis e reduzindo, vem 

: A2 e ««(•-») + B2 e - 2 « ( * - » ) ±A2 e 1"{*+y) ± B2 e -M*+v) 

_ 4 At e 2a(x+y) — 4A2B2e *a(«-y) -AA1BVe -2a(*-y) 

— 4cB"e -2a(«-i-y) — 8 Be 2«* — 8 £ e 2sy -

— 1642Z?2 —8AB s
é-2ay 

+ e -a[*+y)J X y/ 1 + 2AB +A2 el<*+y)+B2e-^*+y), 

e por fim, elevando ao quadrado e ordenando os 
termos, obtem-se a seguinte equação 

+ A i 

+ 1 6 ^ 8 

+ S A t 

e" <>(*+y> 4- Bi 

+ 16 B' 

+ 8 B' 

e -ía{x+y) + Ai 

± 8 Ai B2 

+ WAiBi 

el a[x—y) 
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+ Bi 

+ 8 A2Bk 

+ 16,44 Bi 

e-4a(*-!/)+64 A'B2 

±8 A* 

+ 32 A tB2 

— 2 A" 

+ 8 A iB2 

e + 6 4 A2Bt 

± 8 Bt 

+ 32.42 Bt 

— 2 Bi 

+ 8 A2 Bt 

e—í ax 

+ 64 A1B2 

+ 8.4* B2 

+ 8 AiB-

+ 32 AtBi 

— 2 A1B2 

eâay + 64 A1Bt 

± SA2B i 

+ 32 Ai Bt 

— 2 AiB2 

+ 8 ^ 5 * 

+ 1 6 ^ 5 

e íax-\-%ay 

+ 64 A7 B 

+ 16 At B 

e 16 A5 B 

+ 64 B1 

q 4a*—2ay 

+ 16 AB6 

4 QAA1B6 

+ 16 A* B' 

+ 64.4' B6 

+ IGAB1 

+ 64 AB1 

e-ía*+^ ±1Q Ai B1 

+ 64 Ak B% 

e^ax-íay JlIQ ABi 

+ QAAB1 

e —2ax—íay + 2 5 6 A' B2 

+ 32 ^ t f 2 

e —lax+lay 

g —ia*—iay 

eM*+y) 
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•i 256 A2 B• 

+ 32 A2 S4 

-h 256 At Bk 

± 32 A2 Bk 

3 -2a U-Hrj + 256 A4 /i4 e M*-y) 

+ 32 A" B2 

e-$al*-y) + 384 A' B' 

+ 16 A'B3 

+ 1 QAiB 

. 2 ax 

•f 384 A3 B6 

+ IGA3B3 

± 16 AB6 

H- 384 A3 B6 

± 16 A* B3 

+ 16 A3 B3 

e-2ax 38445 B3 

+ 16 A'^3 

± 16 A3B3 

e 4- 576 .44 B4 

+ 4 A1 B7 

e2 ay 

L 

:+ 16 A' et®(®-bO + 16 Z?e e~W*+y) + 32 Ai B e^+iay 

+ 32 AB6 e-^*-^*T 32/1/V6
 e-ia*-2fl.r x 32 A6 7? 

+ 16 AiB2 tía* f 16 A2BkC-''"*+16 A4.tt2e 4<oq:i6 A22?4<r-% 

4 - 16 At 

+ 32 A1 B 

+ 64 A4 B2 

eZa[*+y) + 16 Bk 

+ 32 AB5 

+ 64 A2 B4 

e -M*-\-y) 



+ 16 A 2 B 2 

+ 3 2 A1 B3 

+ 3 2 A3 B 

+ U A k B i 

+ 3 2 A3 B3 

+ 32 A3 B 

+ 6 4 A4 A 2 

+ 3 2 A5 2?3 
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e 28(-9-) + 16 A2 B i 

+ 32 A3 B3 

elax + 32 AB3 

+ 6 4 A 2 i?4 

+ 3 2 A 3 B3 

e^r + 32 AB3 

+ 6 4 A 2 Bt 

+ 32 A3 B3 

e - 2 a ( * - r ) 

e —2a* 

e — 

+ 6 4 A 2 2?2 + 1 2 8 4 3 B3 + 6 4 A 2 Z?4 + 1 6 Ai B2. 

Comparando os coefficientes das mesmas expo-
nenciaes, obtemos as equações de condição a que 
as constantes A e B devem satisfazer: 

+ 16 A* = A4 + 1 6 A ' + 8 A* 

+ IQ B' = Bk + 16 B'+ 8 B' 

+ 3 2 A6 B = QAA1 B+ IQ Ai B 

+ 32 ABi=QA AB7 + IQ AB' 
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+ 16 A4 B2 = 96 Ae Bi ± 8 A' — 2 A4 + 8 A4 B2 

+ 16 A 2 B i = 96 A 2 B ' ± 8 B'— 2 Bi + 8 A2 Bi 

+ 16 A4 B2 = 96 A" B —2 A2 B2 

+ 16 A2 i?4 = 96 ^l2 A'6 — 2,4* B2 

16 A" + 32 At B + 64 Ai B1 = 256 ^e B2 + 32.44 B2 

16 Bi + 32 AB6 + 64 ^l2 Bi = 256 A2 B' + 32 A2 B1 

16 .42 B1: : 32 A> B3 = 256 Bi + 32 /l4 B2 

16 .42 B2 + 32 Ai B = 256 L̂4 Bi 32 ^l2 Bh 

32A^Bj6iA"B2lrZ2AiB^=38WBl+\6A^±l6AiB 

32-1/;-- ('-I,! ;;>; 32,1 B^=38AA 10.47/ 1 QABb 

SZAiBjUA1B7Jr 32.43fi3=384A sfi3 

l̂4 ± 8 ^l4 B2 + 16.44 B4 = O 

Bi ±8 A2 Bi + 16 Ai Bi = O 

±16 A6 B+64 A" B^=O 

± 16 AB6 ; 64 4:i /J1 = O 
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± \ 6 A ' B 1 + 6 4 A ' B s = O 

±16 A3 V3 + 64 A6 H3=O 

64A 2 f i*+128A 3 # , +16A 2 I í t + 16A* B2= 576Ai Iit+4 A2B2. 

Como não pôde servir ^4==0, B=0, tiramos das 
duas primeiras equações 

valores que satisfazem a todas as outras, sendo 
1 

AB = ±—. Separando os dois casos do signal 

duplo, temos no primeiro estes dois systemas de 
valores para A e B 

l .° 2.° 

e no segundo também estes dois systemas 
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Pondo por tanto estes valores em ç (x) = Aeax + 
-t-Be~ax , acham-se respectivamente 

V — 1 eax — J — 1 e~ax — ea*+e-a* 
* ( * ) = - = . . (5), 

2 2</ — l 

, . — V — 1 e<"+ V -1 e-<* e«*-e~a* 
9 (*) = = = . . (5'), 

2 2 v — 1 

g—Qoe 
>(*) = Õ (5"), 

— e ax 4- e—"x 

9 W = K (5"'). 

Resta determinar | (.r), o que ê fácil com os va-

•es achados A i = B 2 = 

Com effeito, por ser 

/ t 
lores achados A 2 = B 2 = — , S= ± — . 

4 4 

/1 H (») ' = /1 + 2 A />' --,-' A2 e2a* + i t 2 c 
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= V 2 4- e2a* H- e ~ 2 n x 

ou finalmente 

+ ( * ) = — ^ ( 6 ) 

Quando a constante a for uma quantidade imagi 

naria a = ^ q y —1, as funcções tornam-se 

ç (cc) = + sen q x 

ij, (te) = c o s q x 

OU 

' ? (®) = + yj —1 sen q 1 

[ ^ [x = co s q x 
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13. Seja pedido ultimamente achar as funcções 
Fi definidas pela equação 

F(x+y,x f y) \F(x-y,x—y)=2F(x,y) F(y,x). . (a), 

sendo 

F(x+ y,x + y)=t/ (x-\-y) 9(x + y) \ 

F(x—y,x—y)=^(x—y) 9 (x — y) j 

F(x,y)—^(x)f(y) 

F(y,x) = +(y)ç(®) 

0) 

e dando-se a relação 

(c)-

Da equação (a) e das equações (6) de definição ti-
ramos 

^{x+y)9{x+y)+^(x—y)9(x—y)=2^(x)9(y)i/(y)<f(x) . (1), 

e derivando duas vezes em ordem a x e em 



ordem a y 

(®+y) v (x+y) + * (tf y) <°'(x+y) + y) ? («—y) 

+ 4 (®—y)'(' 0 - 2 / ) = 2iJ-' (tf)? (3/) í (y )? O r )+ 

H 2 4- («) ? (y) <!< (2/) <p' (tf), 

•"(*•+yM«+ y)+2<|<'(*+yV (*+y)++(®+yV'(* +y) 

+?"(»—y)ç(®—y)+2<|- '(®—yy(a5-y)++(a5-y)?"(tf—y) 

= 2 +''(*) 9 (y) 4 (y) 9 (tf) -I 4 a 9 (y) * (y) 9' («) + 

+ 2 *(«)*(y).t(y) *"(»). 

+ ' ( * + y ) » ( ® + y ) + + ( « + y V ( « + y ) — y ) * ( « — y ) — 

+•"(•—y)?(tf-y)+ 2*'(a-y)ç'(a—y)+*(»—y)?"(a-y) 1 

= 2 <|i(a)?"(y) 4, (2/).9 (a)+44 (a) 9' (y) V (y) 9(«) + 
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e g u a l a n d o o s s e g u n d o s m e m b r o s d a s e g u n d a e 

q u a r t a d ' e s t a s e q u a ç õ e s , e d i v i d i n d o p o r 2 o (x) <|» 

( x ) ? ( y ) t y ( y ) , t e m o s 

if" (tf) o (x) + 2 61 (X) J (tf) + $ (a;) </' (tf) _ 
+ ( t f ) ? ( » ) 

_ V ' í y M y ) + ! 2 $ ' (y) » ' (y ) + J f y V ' ( y ) 

<P («/) ? (y) 

e por conseguinte 

V (X) O (X) +2 y (T) (X) + * (.2)) H 
c. . (2) 

-P(tf)? («) 

Derivando também duas vezes a equação (c) teremos 

, = 2 J, ( j ) X 2 4 (x)2--4 j, (x) tf (x) 11 + j (x)2 j = 

9 J 4 H ^ ) 4 ~ ~ 

_4 $ (x) 3V (tf) — 4 ¢/ (tf) V (tf) — 4^ (x) 3 , / G r ) _ _ V(ar) 

V W * W3 - 3 . V («)>* W2 

? (.tf) —• 

- * (tf) v W + 3 V (tf)2 

4 (tf) ' 
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e estes valores de <pí (x), <p" (x) com o de o (x) tor-
nam a equação (2) desembaraçada dos denomina-
dores na seguinte 

1 -f- A (xY- , ò1 C 

X - T - I = C $ (X) x -0 t ^ , 
2 | ( x ) 2 

onde, multiplicando por 2 ij» (a?)3, temos 

* (x) f ( X ) -I I (x) 3 f W — 4 V ( X ) 2 + 6 V ( X ) 2 _ 

— 2 1 (x) V ' (tf) = = c | ( x ) 2 + ( x ) 4 , 

ou reduzindo e fazendo <J> ( x ) = z 

z 3 a " + 2 s ' 2 — z z " = c z 2 + cz4 ( 3 ) . 

Esta equação differencial da segunda ordem e do 
segundo grau em z' deve, integrada, dar a funcção 
<j> (a:) que se procura: occupemo-nos por tanto da 
sua integração. 
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Fazendo 

dz 
(4) 

dp 
e por conseguinte z"=p—-, a equaçao (3) torna-

CLZ 

se nesta 

c(z'f z2) = p ^ + 2 p*, 

ou multiplicando por dz e transpondo o termo em p2 , 

[c ( Z 4 + Zi) — 2p2] dz = ( z ! — z) pdp, 

onde, fazendo 

P = z^ (5) 

e por tanto dp = zdy -+- ydz, nos vem 

[c (z* f Z2) — 2z2y2) dz = yz (z'— z) (zdi/ + yrfz), 

e pondo em um membro os termos em dz e em 
outro os termos em dy, 

[ c (»4 z2) — 2z2 y2— z [z — z) y2} dz = (z3— z) za yáy, 
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reduzindo e supprimindo o factor commum z2, 

[c (Z-+ 1) - (z2+ 1) y2] dz = (7?~ z) y ãy, 

I 

OU 

(c - y2) (z2+ 1) dz = z) y dy 

e finalmente, dividindo por (c—t/2 (z3—2), teremos 
a equação 

- — d z = : — ^ ( 6 ) ' 
2 — Z C — y 

na qual as variaveis se acham separadas e que in-
tegrada dá 

— Y Z ( C - ^ ) = - J z + 1 (z+1) + 1 ( z - 1 ) + I H , 

ou passando para os números 

1 _(z2— 1 ) f f 
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Elevando ao quadrado ambos os membros d'esta 
equação, e tirando o valor de y2, temos 

I •» 
U = C , 
y ( Z 1 - I ) ' - ' / / 2 ' 

»2 
e como pela equação (5) é J T = —, teremos 

Z 

Z4 

Pi=CZ1 . (7 ) . 
* [ Z i - I f H 1 - W 

Em virtude de (7) e de (4) será pois 

— = + I A g a ( S a - I ) V - S 4 __ dx -V jy, Ha 

i / ( z 2 — l)<fe 

±z \ Jc lP{z t — l)*_z 2 ' 



e fazendo 

r 
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-S= t ( 8 ) 

e por tanto 2zdz—dt, vem 

Hlt-\)dt 
d x = = = = = 

+ 2tsJ c u \ t - \ y - t 

onde, dividindo por Hambos os termos da fracção 
que constitue o segundo membro, e pondo ± \ / c 
por factor do radical, ficará 

( t - l ) d t 
dx = ' 

(9) 

Façamos ainda 

c = a2 I (10); 

1 1 
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quadrando a primeira d'estas equações, reduzindo 
e tirando o valor de t, vem, usando das novas con-
stantes, 

sendo por tanto 

u 2 _ i _ 2u + a 

t — l : 
2u — a 

— U2 — 1 + U a 
t — u = 

2u — a 

2 ( u 2 U a + 1) du 
dt = 

dx = 

( 2 U — a ) 2 

Por meio d'estes valores a equação (9) torna-se 

2 (M2 — 1 — 2 U + a) (W2 — U a + 1 ) (2 U — a ) 2 <Zlí 

± ~ 2 a ( 2 U — a)3 (M2 — 1) ( — M2 + « 7 — 1) ' 

ou 

(W2 — 1 —- 2 M + a) d u 

^ic = + a (a — 2 w) (w* — 1) ( 1 2 ) ' 
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e por conseguinte 

( m 2 — Y ) d u - \ - { i — 2 u) du ( du du 
a dx —— ^ , , a——— = ±- ! —h + (* — 2u)(u2 — 1) (a— 2u U2-I) 

e por tanto, integrando e pondo no primeiro mem 
bro a constante arbitraria, 

ax + L=±\— í. (« — 2u) — -l(u + l) 
f A u 

Temos pois os dois integraes 

JLT 1 ( " - 1 ) ' ax + L = L 

( a — 2 H ) 2 ( « + ! ) ' 

ax + L'=l. 
( a - 2 U y (u + 1) 

( U - I ) 
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ou, passando para os números 

eax + L— V u — 1 

V (a — 2 U) (•U + 1) ' 
(13) 

eax+L1 — V (a—2 U) (u + 1) 

V M - I 

e o producto que os representa a ambos 

(14) 

eax -f- L. V U — 1 

V (a — 2u) (« + ! ) -

g ax + L1. 

V Ú - 2 « ; (« + !)' 

V 7 M-I 
= 0 

também é integral da proposta. Neste integral vem 
x em funcção de u; mas como das equações (8) e 
(11) resulta 
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eliminando u entre esta equação e (13) ou (14) te-
remos uma equação entre x e z, que resolvida em 
ordem a z dará a funcção ç (x) pedida. Por exem-
plo quando for a = 2, o que tem logar fazendo 
H = CO na 3.a das equações (10), será 

e como, quadrando a equação (14), vem 

e2ax + 2V _(,_2u) (u + 1) — 2(u — 1) (tt -I-1) 

w2 — l _ u + 1 

2 ( 1 4 - 1 ) " - 2 

u — l u—l 

2 (« -J- 1) S= — 4 z2. 

ficando por isso 

eax+ V —2z yj—1 , 

fazendo = A, teremos finalmente 
2 V / - 1 

V 

z = | (x) = A eax (15). 
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Temos pois o integral particular $ (x) = Aeax, 
que satisfaz a (3), correspondendo á hypothese 
de H = C C ou a = 2; substituindo-o em (c) resulta 

I-UA2 e2ax A-2 e—2a* +1 
? ( a 3 ) = = ~ 2 A 2 e 2 « * = 2 

Pondo, para determinar A, estas expressões de <p (a;) 
e de >{/ (x) na equação (1), teremos 

A-2e-2a(*+j/) -f-l 
A e«(»fy) x + A «<»(*-y) x 

A-2 e-2a(*-y) 4- 1 A-2 «-2a*+1 
X — = 2 A1 CaM-Jlx x 

x 

ou 

A - I e - a ( * + > ) + A ea(*+í) + A - I e - a ( * - j O + A e a ( * - j ) — 

_ ( e a y - a * + A2 ea(*+^)) ( A - 2 .¾. 1) — 

A~2 4 e-a^-j-) +ea(*-y) + A2ea(«+r). 
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Egualando os coefiicientes das mesmas exponen-
ciaes, será 

A - i = A - * , A —- A% A - i = 1, A = 1, 

logo é A=I e 

| (se) = 9 ^ _ 

e—loy+1 
*(y) = e«y ç(y) = — 

e-2a(*+y) + 1 
)(x + y) = e«(*+r) g 

tfx—y) = eat*~y> <e(x—y) = —-— 

sendo por tanto as funcções F 

e -2 ay J_ 1 
F(x,y)=ea* x —— 
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(,-IaxJr 1 
F(y,x)^e"rX 5 

e-Za[x+y) + 1 

e-la[x-y) 1 
F [ x — y , x — y ) = e a k - r t X 

F I M . 
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