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Pira moftrarmos o ulo defta ferie , procu-

i 2
remos v. g. o logarithmo de 2 ou de — ; te-
: I

L X I y2 I
11105#=l3,_rﬂ1.-—:=~ gy —— —
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x5 xS
=, oo4115226 . . . T 0, 000823045
x7 x7
~5-==0,000457247 + « . >l o, coooh5321
.1.-i x’
= =0, oocoo50805. . . .q—u; == 0, 000005045
Xxif 510
Sr=0 000005645« . - s g 0, 6600005173
X1 oy
~7 =0, ccoooob27 . . . o O cooo00048
Sﬁ J
XT3 T
2T = 9, 000000069 . . . ;'5 == 0, 00000C004
{
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logo afoma he , , , o, 346571588, cujo dobro
©, 69314718 = /2. Se quizeflemos ter o valor ate
a nona cafa de dizima , feria neceffario levar a ap-
proximacab mais adiante,

Como 4 =11 » € 8=127 . a dobro do loga-
rithmo achado (ef neceffariamente o logarithmo de

4, € 0 triplo daquelle mefmo ferd o logarithmo
de 8.

Para acharmos o logarithmo de 3, podemos cal-

cplar da mefma forte o logarithmo da fraccad u

e tira-lo do logarithmo de 4 ; porque 3 —

Keolg=ilg—1 X, Podemos porém achar o

mefmo / 3 com mais facilidade » calculando o valor
de /— , etirando-o de /8 que ja he conhecido ;

a ametade do reflo fer o logarithmo procurado. Se
ajuntarmos o logarithmo de 2 a0 de 3, teremos 0
logarithmo de 6. Para ter o de 5 » acharemos pri-

. IO
meiramente /10, calculando. o walor de / st ¢

fomando-o com /8 ; depois tiraremos / 2 de / F
€ o rello ferd o logarithmo de 5. Allim vira

IO 3 :, i
I~ = 0,22314355, que di / ro— 2,30258500;

logo / 5= 1,60943791, _
Daqui
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Daqui fe vé , o que devemos fazer para cal-
cular outro qualquer logarithmo. Mas he preci-
fo advertir , que 4 proporcad que he maior o nu-
mero , fica fendo o calculo mais curto ; de modo
que tendo os lngaritlﬂnﬂs até 1o {Omente , po-
dem-fe calcular os outros até 100, fem que para
iffo feja precifo ufar de mais que de 3 termos da fe-
rie, quando [e tomad {6 8 decimais ; e quando o
numero paffa de 100, para fe calcularem os gqne
fe feguem até mil, bafta empregar os dous primei-
Tos termos ; e finalmente bafla o primeiro termo,
quando o numero paffa de mil.

114 Querendo reduzir eftes logarithmos aos

tabulares , devemos advertir que a equagad dx —

d
-f— » fobre que fe funda (27) o calculo a&tnal dos

logarithmos , dA x =1y, e que a equagab geral

d
a todos os fyltemas gx =— £ et que e fuppde

¥
0 primeiro termo a da progreffab geometrica fun-

damental — g y da x —=mly 3 logo os logarithmos
th:rbulirus. eltad para os de outro I‘}'ﬂ::m:t cujo

modulo = m, como t ; m. Para acharmos agora o
modulo das ‘taboas ordinarias , temos nellas

lto=1,e nos hyperbolicos / 10 = 2,30258509 ;

logo
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logo m X 2, 30258509 = I, que da m =
©,43429448.

Logo , os legarithmos hyperboficos reduzem-|:
acs tabulares, multiplicando aguelles por 0,43429448.
E reciprocamente , o5 fabulares reduzem-[e aos ly-
perbolicos , multiplicando aquelles por 2,30258509.

Aflim fe quizermos ter o logarithmo de 2 das
taboas , multiplicaremos por 0,43429448 o log-
rithmo hyperbolico de 2, que he 0,693147:18, ¢
vird 0,3010300, como com efeito fe acha nas ta-

boas ordinarias.
115 Para paffarmos do logarithmo dado ao fen

numero relpetivo, temos /(a—-x) = la +

P

- 5 W x? x4
e —— —— —_ & » r[l h
-+ T + &c, iflo he

-

Rella pois achar o valor de — em z.
i

Supponhamos que efte valor fe pode c:-cpril?if
FEJ
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pela equagad

&

—=4z4- Bz* + ¢ + Dz + &,

fendo 4, B, ¢, D, &c. coeficientes conflantes ;
teremos

se=Az4+ Bz2+4 Czi4 Dzt &c.

2 2
— A’ =2 zjﬁzf_.—..l?__ .'14—1-&":.
2 2 2
I G
—}-iﬁ'-—iﬁF z4 —+ &,
3 ,
-{—-3-{—3:*:*—}-&:.
3
4
— - z4 - &c
4
: 7
I.rngm!:L..E—l: - C——JB—{-—?;-
B? A A
=0...D— — — M+ 4B — - =o,
dundefr:tiraB:——-I R - — : s ) =
1.2 1.2.3
I E x 22
1_1'3_4; ¢ por cunl‘cgmntc—:;__.z —t- 7k
e}

--i...

o X
1'1'3+I.2h3.4+&c;1ngnl+-;

ou
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1

r X

| it SR 1
iZ

z2 = d
Thi b R T
=i

:-2-3
112:3-4_-1-&(:'

Tiraremos pois do logarithmo dado ou de / {a-)
o logarithmo conhecido mais vizinho , cujo nume-
g ol
10 reprefentaremos pora; vira / - ouzZ, 0
i
qual fendo fubftituido na formula precedente, dario
T

i X
valor de -—-+

» € por confeguinte o de a - x.
i

nerendo, por exemplo, achar o numero cujo
Pio,

: a-} x
logarithmno he 1, devemos fuppor ! -—_I_-—- ot
a

a4 x

o7

21 , € tersmos

_|_

4 110

—I+:+;—+

[ |

-+ &c = 2,7182818 , toman-

1
T

do {Omente 7 decimais.

Se o logarithmo dado for tabular, o calculo
deverd comegar pela reduccad (114 ) do melmo

R R e - |

logarithmo , e do que fe tomar por la , aos Iug?.rf-
thmos de que attvalmente tratamos.

Reprefentands ¥ hum numero , feja lx =z, ¢¢
o numero 2, 71852818 , cujo logarithmo =1}
teremos Jx=2x/¢=1]¢%, e por confeguinte

1.'1'=‘-=.I.'=I +E+
-} &c.

=

1.2
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116 ADVERTENCIA. O mecthodo de que

nos fervimos para tirar o valor de x da equacad

v—— — &c , chama-fe Methods inverfo das
£

feries , e conflifte, como [¢ ¥& , em fuppor a varia-
vel, de que fe bufca o valor , exprelfa em huma fe-
rie, na qual a outra variavel tenha expoentes em
progreffad arithmetica, ¢ cada termo tenha hum
coefficiente conftante indeterminado.

Se tivelflemos muitos termos em & ¢ em = na
me(ma equagad ; mas de forte que ellas variaveis
nad eftivellem multiplicadas entre i , determina~
riamos a ferie dos expoentes , fazendo o expoente
do primeiro termo da lerie fuppolta, igual ao menor
expoente da mefma variavel na equagad, etoma-
riamos por differenca commua dos expoentes da
mefma ferie o maior commum divifor dos expoens

tes defta mefma variavel na equacad. Por exemplo,
)

. = 2 v
fe tivefemos z ¥ + 9z —=2x — = 2?4 _;_ xi

= o
+ &c, fariamos x =4z’ + Bz+Cz? +
]
Dz’ - Ez* 4 &c ; porque o menor expoente

2 sk By
de z he —, e o maior divifor commum dos expo-

- 2 . - I
entes — e I da mefma variavel 2 he —.

Se gﬂrém as duas variaveis eftiveflem multi-
plicadas entre i, entad feria necefario oblervar
outro methodo , com que na6 nos demoramos por
Dad pertencer ao nollo objecto ; mas pade ver-fe

nas
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pas obras de Newton , e na er.’b& das linkhas eur.
vas de Cramer,

117 Além do methodo expofto. { 109 ) temos
muitos outros , que dad feries mais convergentes
em certos cafos. O que fe fegue he hum dos mais
notaveis.

Seja y huma fungad de  ; teremos » integrando
d(xy) = xdy -} ydx por partes ,

S ydx == xy — [ xdy.
Supponthamos dy = y/dx ; teremos do mefmo modo

x? x2

[ xdy ou [ xy'de — Ty'— i dy’.

Semelhantemente , fazendo dy' = y"dx , fera

i

e allim por diante. Logo fubftituindo eftes valores
na primeira expreflad acharemos

x3 xi a4 .
S o e EU | KR AW 1 X RY
Srdx = xy i?’!‘z__j.?‘ 2.3_41 T

' JF dy' ﬂrraﬁ.r
,— —L— ’_ - s .
E como y' = P R ({uppon-

do dx conftante ), e affim por diante, ferd
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; dx
Querendo por exemplo integrar — S teres
Liah g dyy =it dy
RO I e (A

Rog e I8 nasnddi, oy 2 2
sy o0 BV A E T ata Tt 2t
i
+ —— L &+ C, ifto hel(atx)=
3(atx)
X" x}

I Ay Uy —— 4 &y
ﬂ+q—|-x 2 (a 4 x)? i 3(ax)

como ja fe achou.

Ul das approximases antecedentes na inlegracad
de varias quantidades.

118 Pﬂr quanto temos taboas ja.calculadas ,
tanto das differentes partes do circulo , como dos
logarithmos , naé he neceffario reduzir a ferie as
differenciais que houvermos de integrar , huma.
vez que ellas {e poffaé reportar ao circulo ou aos
logarithmos. Vejamos quais deftas differenctais
fab aqm:llas que {e encontrad mais vezes, € mof-
tremos em alguns eXemplos como fe determinab
0s arcos de circulo, ou os logarithmos que fad os
feus integrais.

adx
119 S W R
9 oabemos (roo IIT), que Wy
ht‘ﬂ clemento de hum arce de circulo AM (Fig.56)
Cujo ralo —a, ea ablcilla ou o leno verfo — x; de
ma-
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] adx |
maneira que f 35 e AM. Se quizermos
pois o valor defte integral para hum » determina-
do , tiraremos de CA ou a o valor conhecido de #
ou AP, e teremos CP; entad no triangulo rectangulo
CPM, em que conhecemos CP, e CM —a, podere-
mos calcular o angulo ACM , ou o numero de graos
do arco AM, e confeguintemente , multiplicando

elfe numero de gréos por 31415926 = 0,0174533%

180
teremos o comprimento do mefmo arco.

120 Se tivermos —. i s fendo b, g, p

vV (ghe — pxx')

¢ k quantidades conhecidas , faremos efta differen-
cial femelhante & precedente , dividindo primeira-

mente tanto o numerador, como o denominador
; .

por ¢/ , o que dara

pois multiplicaremes e dividiremos ao mefmo fente

k
po por { . 'i' » Para que o multiplicador de d¥

feja a ametade do multiplicador de » dentro do

254/ p

radical , e teremos — Y £,

Agora fe vé que o integral da differencial prupEﬂ:ﬂ
=
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he 22 VP

—_g.é_ multiplicado por hum arco de circulo

cljo
feguinte pode affignar-fe com facilidade.

121 Se contaflemos as ablciflas do centro C,

ifto h o ' e iy
ilto he, fe folle CP — » , teriamos Vi PR por

elemento do arco AM , como ja vimos (25 ), efe
pode tambem deduzir dos triangulos femelhantes
CPM , Mrm , notando que AM diminue quando x

crefce ; _I.::.gn AM :f {_j{{r_j Pelo que todas
H-:‘I—'- XX

a5 vezes que tivermos huma differencial da forma
kdx

v’{fﬁ_,ﬂxr]

?’P V/(“"_'“

agqui aa, aquamldade—ﬂ , que deve haver no

, mudalla-hemos, como acima, em

b
s 'e como £ reprefenta

; o .
numerador , he — ‘\/'EJ ; multiplicando pois

¢ dividindo ao mefmo tempo por — x/*- rg W

3;},
L2 e

eE 2y f;_”)

L do

. Logo fuppons
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h
do CA = ‘/% , ¢ CP — » , teremos

kdx —k
fv’gﬁ s w AM -+ C. A conftante
determina-fc pelas condicGes do problema parti
cular que conduzir & differencial propoita , e o
arco AM (119) pelo calculo do triangulo CPM.

aadx

da = xx
mia hum arco de circulo, cujo raio he a, ¢ x a tan-
gente ; arco que fe péde determinar para hum va-
lor dado de x, calculando o angulo ACN do tri-
angulo re&tangulo ACN ( Fig.62 ), ¢ depois ¢
comprimento do arco AM. '

: kdx :
Logo fe tivermos , reduziremos

gb? 4 hxt

122 Ja achimos (111 ) que expri-

elta exprefllad a forma o~ e achare

mos o feu integral , calculando o cumpl‘imﬂﬂtﬂ do

arco do raio J 1/§— , Cuja ftangente = ¥ ¢
k

g’

123 Os integrais das tres differenciais prece

dentes podem exprimir-fe mais commodamenté
reduzindo-fe ao raio r, Porque na primeird

adx
3 [e fizermos g =—x —az, teremod

v/\2ax — ¥x) /9

L1

multiplicando-o por
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dx = —adz, /(2ax = xx) = /[20* — 24%%
— (a? — gﬂ:z._j._.ﬂ!zt}j = a y"{l-«-—ﬂ’] -
fubftituindo eftes valores na differencial , viia
— adz

ey
lngufv i —adre. cof

(2ax—xx) “

A

s cujo integral ( 25 ) he a dre, cof z 3

ﬂt—-x

= Co

aq—
ou — g Are. ﬁn

— gy

, fazendo ¥ =— az , te-

Quanto a 71

aa — xx).

- ﬂ'ﬂ'z - L
remos » cujointegral he @ dre. cof z ,

(%)
e por cunl‘eguinu:f

— ade

b
=—a drc.cf —
| @a — xx ) f"

+C, ou—a Are. fen i-[-ﬂ-’.
i

aady

Do melmo modo fe transforma em

adz ¢ d f dz
i35 fazendo x =az; e como (25) g
he arco cuja tangente =z, coraio =1, tere-

aade

X
aa 3 7x ¢ tang ;- -1 y Ou

da <4 xx

L
—a Are. :ar_r;. -+ C’. Paffemos 4s differenciais

que [e imcgraﬁ pela fuperficie do circulo.
L2 124
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124 O elemento do femifegmento APM (Fig.s56)
he dx ¢/ (2ax — x»), fendo AP — x ; porque
y=+/ ( 2ax— xx), ¢ por confeguinte ydx o
PpmM — dx y/(2ax — xx) 1 logo [dx 4/ (2ax — xx)
— APM -+ €. Afiim toda a differencial , que ou
tiver efla forma, ou fe poder reduzir aella por
‘meio de preparagdes femelhantes as que acabamos
de indicar, fe integrara pelo femifegmento de
circulo cuja ablciffa—x, e ¢ raio = a; {emife-
gmento que fe acha com facilidade , calculando o
arco AM como enfindmos (11g). '

Se quizermos, por exemplo , achar a fuperficie
do femifegmento elliptico APM ( Fig. 63 ) , tere:

b
mos y = —= V/(2ax — xx) ; logo ydx ou d (APM)

bd.
sz v/ (2ax — xx) ; mas [dx y(2ax — xx) =

APM', fuppondo que fobre AB como diametr
fe tem defcrito hum circulo 5 logo APM =

: APM’, que d4 APM : APM’ :: b i a; ilto

———

he, a fuperficie do [egmento elliptico efia para ©
Juperficie do fegmento circular correfpondente comi
ol eixe menor efld para o maior. Donde fe fegues
que @ fuperficie inteira da ellipfe ¢efla para a _.:fg cirs
cule deferite fobre o Jeu eixo maior, come 0 €1X9 e~
nor e¢ftd para o maior , que he o que Pmmﬂ:mﬂi

demonftrar (108). -
; i
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125 Sc contarmos as abfciffas do ponto C
( Fig. 56 ), ito he, fe for CP = «, tercmos
— dx 4/ (aa — xx) por clemento do femifegmento
APM ; porque entad y=—=4/ (aa —xx), ¢ & me-
dida que x crefce , APM diminue, o que faz ne-
gativa a differencial de APM.

Para damnos hum exemplo de huma differen-
cial .que fe reduz a efta forma, proponha-fe fdmr
a fuperficie do esferoide elliptico allongado, .anu
a2 formula geral deflte genero de fuperficies he

2cyds (100 ), ¢ a equagad da elliple yy = Bt

bb belx !

——xx dd yds ou y ¢/ (da? 4-dy? ) = == /Tat —
bd

¥ (aa—bb ) ], teremos 2¢yds — irm; a4 —
i

xx(aa—14b)]. Seja kadiftancia CF ( Fig. 64 )
do fico F =k, ifto he (Alg. 294 ), fejaaa — b5
=tkk; ferd o elemento da fuperficie contada’ do

2ehkdx at
ponto A — —— o *\//(—H- — .wr) » porque

a {uperficie diminue 4 medida que ¥ crefce. Com-
Parando pois com — dx v/ ( @2 — xx), concluire-

mos que — dx \/(—:{- st _w.-) he hum femi-

_ ; , aa
rtgmfmﬂ de circulo Cujo raio =.- i e a abf-

cilia contada do centro = «. Logo fe com hu-

W4 terceira proporcional CO a CF e CA defcre-
ver-
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vermos © circulo ONR , teremos APM on

bkd h
S22 (=) =2
OPM’ -} ¢,

Para determinar a conftante , note-fe que 0
integral he nullo pa origem A, e que nefte pon-

to OPM' fe torna em OAN ; logo n:ﬂ

ad

% OAN - C, donde fetiraC —= — ﬂx

fad

OAN ; logo o integral completo he i (OPM'

ad
b
— OAN) = 20 5 APMIN . Vé-fe pois , qu

a fuperficie do femi-esferoide ferd sd w ACRN

da

CD
= 2X 55 X ACRN, e a do esferoide inteiro

ferdi o dobro.

Quanto 23 fTET{'rn‘.inngaﬁ de CO , defcreva-fe
do ponto C com o raio CA o arco AL , que cor-
te em L a perpendicular FL , levantada fobre CA
do ponto F ; produza-fe CL até encontrar em
a perpendicular levantada do ponto A ; ferd CN ©
valor procurado de CO. Com effeito os triangulos
femelhantes CFL , CAN daé CF (& ): CA{ a)
21 CL(a):CN= i:i:co.

146
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126 Paffando agora is quantidades que fe re-
ferem immediatamente aos logarithmos , podemos
integrar por meio delles toda a differencial , que
he , ou [e pode reduzir a huma fraccal , cujo nu-
merador feja a differencial do denomirador , ou
hum muluplo ou fubmultiplo da mefma differen-
cial.

No primeiro cafo, ou quando o numerador
he exa&tamente a differencial do denominador , ©
integral he o logarithmo do denominador. Aflim

| d
[2 Ly o WfEEE = 1AV

x a +x
2xdx 1
fﬂrl_]_xx -—l’[ﬂﬂ +-1'-'h':| + L6

Quando porém o numerador for 2 differencial
do denominador multiplicada ou dividida por hum
numero conltante , refolveremos a differencial pro-
pofia em dous fa&ores , dos quais hum feja huma
fraccad com o numerador exaftamente differencial
do denominador , € o ontro feja hum numero con-
ftante : entad o integral fera o producto do faltor
conftante pelo logarithmo do denominador varia-

ax?dx

vel. Affim para integrar ———— ' COmMO 1ETOS
g %

d(at 4~ x3 ) = gx%x , prepararemos 2 nofla dif-
ferencial , de modo gue venha 3x%x no nume-

rador ; para o que efcreveremos defta forma

a v dx LA ! a | |
S U e e integral he — 1 (@' -1~ xi )

T ¢, Da
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dx

Da mefma ﬁ:-rtl:f

4 —x

—l(a—x) 4+ C— It—l{a—x)4 C=

I xdyadul 2xdx
It“u:'---—-..vr +C+"fﬂff+kx“%fﬂﬁ+x#
=$/ aatxx) 4 C=1/(aa422)+C . ..

N—1
T
a [nbx dx

nb k= bxn

—_—
—

a
. - u-ﬁ_”L'

k= bxn

a
bi®) 4+ C = 2 I(k % bxn ) ™ 4 C.

Para darmos hum exemplo do modo de deter-
minar eclles integrais em numeros , fupponhamos
que fe pede o valor de /{a—+ x) para x—2, fen-
do a== 5. Bulque-fe nas taboas o logarithmo pe-
dido de 7, que he 0,8450980 , e multiplicando-o
(114) por 2,30258509 ou 2,30258¢1 , teremos
1,9459100 ou 1,G4561 por valor de /(a4 )ou
dﬂf ¢ , quando a == 5y €x=2,

+

&l x

Algumas vezes encontrad-fe differenciais que

fe integrad por logarithmos , ainda que nad fe

dx
pollad preparar como as precedentes : i

y/(a* =+ )
he defle gencro. Em alguns cafos para fe lhes dar

a forma de differencial logarithmica , he util ©
ten=
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tentar multiplica-las por huma funcad de x tal ,
que o produéto venha a fer a differencial defta fun-
¢ud y ou efta melma differencial multiplicada ou di-
vidida por hom nuwmere conftante ; entad dividin-
do pela melma fungad, a differencial fera eviden-
temente huma differencial logarithmica. Por exeme

dx
VCETD

xdx

/(a2 4 x? ), vem 7 S }-—}~ dx , que hie com

emplo, muhipliczndﬂ por x

effeito a differencial de x 4+ ¢/( a? - 27 ) ; logo

xely

d x E2L
il A ol ‘s il ORI e s
*f-?f{”:'i—-‘f’}ﬂf x4 (@ +x2) -~ iR

f

V(a* 4 x2) ] . Do melmo modo f.___. S cinas

v (x* —a?)
] £ 2 : '_'_nri zx
ol i =8 M % fpoemy
1
=[x+ y(@ + )] =]
dx
pacyr - . q
O integral pois de ) ou de
dy . -,ff —— 9
B 7Ta. v ol — 1 1[4+ (¥ —1) ],
LRy he ¢/ — 1 1 [ x+ V(2 1
ou Are, [ \ p dx
Are, fen x (25) 5 logo l“m"‘“‘,/ V(L)

el




Em geral as differenciais que fe integrab por arcos
de circulo , tambem fe pndem infegrar por ]{1}:‘1*
rithmos , mas em férma imaginaria ; e recipro-
camente as differenciais que ' fe integrad por loga-
rithmos , tambem fe podem integrar por arcos de
clrr:uh: ,» mas neita expreifad entrarad quauudadu,s

imaginarias.

127 Para darmos hum exemplo dos integrais
por logarithinos , proponha-fe quadrar a hyperbola
ordinaria , referida as alymptotas.

A equacad da curva he xy=—1, fuppondo

a2 potencia =1 ; logo fydx :/T; = Ilx+4C. 5

contarmos os efpacos defde a origem A dos ¢
( Fig.65 ), teremos C— — lo , ¢ conleguintemen-

te aarea — v — Jo — Ira- — co ; logo os elp-
¢os ZAPMV contados defde a :tf‘*mpmt:: fad inf-
nitos , o que nad admira, fendo Z e V relpeétiva-
mente as extremidades da al‘ymptura , ¢ do ramo
correlpondente da hyperbola, Se quizermos porém
os efpagos contados defde o vertice O , onde x ov

AN =1, ifto he, a [uperficie do efpaco alympte-

tico comprehendido entre as ordenadas ¥ , — ; t&-
X

remos 0 = /14 C, que di C— — It :ﬂi]f&'ﬂ'
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d.
NOMP — I¢, He pnisf;_. finito ou infinito ,

conforme a porcad que delle queremos achar.

Daqui fe vé 1° que os logarithmos , que o
calculo da immediatamente , exprimem os efpacos
hyperbolicos , comprehendidos entre a alymptota
eacurva , e contados defde o vertice O da melma

: dx
curva, 2° Que fe o integral de — , tomado confor-
&

me a regra fundamental ( 84 ) , fahe infinito , he
porque exprime os elpacos contados defde a origemn
das afymptotas.

Do modo de reduzir a integragat de buma diffe=
rencial propofla é de outra differencial conbeci-
da , e de diffinguir os cafos em que iff>

be poffivel.

128 E Xporemos o methodo fomente a rel=
peito das diFerenciais binomias ; porque facilmen-
te fe poderd fazer a applicacad as differenciais mais
compoltas.

Seja primeiramente bx* dx (@ -} bx" )P a dif-
ferencial propofta , e x™ dx (a -+ bx® ¥ a difteren-
cial que fe fabe integrar , e de que aquella depen=
de ; ilto he, fejad os mefmos os dous expoen~
tes do binomio. Ifto pofto , poderemos fuppdr
Jhx'de(a+bxr yp =X Rfxmdx (a0 ),

fen-
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fendo X huma funcab algebrica de ¥, ¢ R hum
cocfliciente conftante. E como efta equagad di
dX == (bx* — Rx") (a4 bx* Jp dx, vé.fe que
X nad pode fer igual fenad a (@ —- bx" Jr+1 mul-
tiplicado por huma ferie da forma Axt - Bak +¢
-}—Ex*""ﬂi'-i*...-lu Pxt+1t7 ,fendo 4, B, C &
coeflicientes conftantes defconhecidos; # e g expoen-
tes tambem indeterminados ; ¢ / hum numero in-
teiro pofitivo. :

Supponhamos pois I.Erx‘ dx (a=-bx" Jp =
(@ bxv Jp+1 (dx* + Bxt+9 4 Cxt+2g L, .,
+-Pxt+11) 4 Rf ™ dx (a4 bx» ) . Differen-

ciando , e dividindo por dx (a3 bx® 7, teremos

f.-‘.l":{'p-{r- I}ﬂ'xﬁr"'“’(.rfx* —[—Ex*"‘?{—ﬂxf +3
o PR —I—Px*“"f?) + (a4 ds7) (}Jx“'—'-l"
(Et-g) Bat+o—t 4 (hd2¢) Cxb+ 14 ...
T (E1g) Pxt+ g—1) 4 Rem,

Agora para determinar os coeflicientes 4, B,

C, &c do modo ordinario, he necefario que o nu-
mero das potencias de ¥ que entrarem nefta equa-
cab nad exceda o numerc dos mefmos cocflicien-
tes , o qual he 7 -~ 2. E como fe requer,
que os expoentes de ¥ formem huma progrel-

{26 arithmetica, cuja differenca feja qg; fe fizer=
1108

PR — = s 1 e
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mos # — 1 — m ( fuppondo que m he o menor
expoente ) , ferd k 4 1g + n—1 =1 . Logo o nu-
mero dos termos defla progreffad ( Alg. 231 ) ferd

k =g s
+tg+n—1 £+I-}—1uuf—g—hl-—?f-+15:pnr
7 q

i tg 4+ n
:nni‘:gmnl: teremos

S 12=t4+2, que

di ¢ = n, Subftituindo os valores de k ¢ g na equa-
f—
- s e a _,.I : S el I 1
b k+-tg4+n—1—=1+, VIra? -

Logo: A reduccas de huma differencial para outra
fera poffivel , tadas as vezes que a differenga 5 — m
dos expoentes de x fira dos dous binomios , dividida
pelo expoente de x dentra do binomio , der hum qua-
ciente inteiro pofitive ; € entad {uppondo

WA= W1

.”'#:rif(¢+ﬁx"}?=[u+5xﬁjf+l(ﬁxﬂ+l+ﬂx

e f'rﬂ*:”-i-l i +P.I'_H+I)+ foﬂd'.‘:{ - "“hﬂjri

determinaremos os cocfficientes 4 , B, C &c,
differen¢iando efta equacad , dividindo-a por
dx (a+-bx" ), e igualando a nada a foma das
quantidades que multiplicarem huma melma poten-
ciade x , depois de haver tranfpolto todos '©s ter-
mos para hum membro.

Exemplo, Trate-fe de reduzir o integral I:l.f.‘;

wh dx {H‘—:xj% a fdx(bb—xx }% , que d:paTI:
da
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da quadratura do circulo. Nefte calo tcmns’_t:
el n
e i logo a reducgad he poffivel ; ¢

S —
como /-4 1 ou —— he o numero dos termos

da ferie , conftari efta de dous termos. Faremos

r

i t
pois [ x4 dx (bb — xx)? zféﬁ—xx]?CJx -

By ) + R fdx (66— .r.r]T ; €quacab que fendo

differenciada, e dividida por dx (bb = xx };dari
o= Alb — Axz _ 7 Bx4
-+ R 4 3355#‘ i x4
— Nt 3Bx4

ﬂnndcfﬂtiﬂjz——;-ﬁﬁ...,&:—. ]

1 L

I —_
Rz b4 5 logo [ xtdx (bb — xx) T = (bhex)’

L)
(—+ ,u.x..._; ¥ )+_;. bt [dx o/ (bb — x%)
4 C.

He pois facil o achar por efte methodo as dif-
ferenciais , que (e referem a huma differencial da-
da, e confeguintemente as que fe reduzem & qua-

dra-
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dratura do circulo , da ellipfe e da hyperbola ; dif-
ferenciais, cnjas exprefloes fe achad com facilida=
de por meio das equagbes deltas curvas. Aflim ,
fendo- ¢ hum numero inteiro pofitivo,

x¥%dx dx
fv,{l__x:} depende dcfv"{:-—.ﬁ}
dre. fen x.

129 Efta claro , que fe [xidx (@ bx")P des
pender de [ x™dx (a - bx” \» , reciprocamente efta
dependerd da primeira ; e como nefte cafo para re-
duzir [ amdx (@ bx") a [xidx (@t bx*)r , deve

H: = .I & - y L] =l
fer —- - numero inteiro pofitivo, ca reduccad
i |

fe effeitua fuppondo [xwdx (a - bx" g
(a4 bxn Jp+i (.'f.r""‘—l—ﬂx""”"' A >
P yn—n+ |) + R [xtdx (a+ bx” Jr ; fegue-fe que

ou s feja maior ou menor que m, com tanio que
J — 1] T — ; g

e dé hum numero pofitivo , pode=

"

remos reduzir fempre huma deftas differenciais a
outra, pondo por primeiro expoente de x na ferie
Axk 4 Bxt+g &c, o menor dos dous expocnics
m e s, aumentado de huma unidade , € tomando

por g o expoente de x dentro do binomio.

Exemplo. Querendo faber fe »—3 dx

(@t —ut }—J" depende de dx (a4 — x4 )'% y Ve
mos
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£ —m —8—o0 : :
mos que ———— ol ————— nab di numero in
n 4
: - " m —-'
teiro pofitivo ; mas como
n
concluiremos que eftas differencials dependem hu-

ma da outra. Para integrar pois a quantidade pro-
B R
!]LI“R ¥ fﬂl’Elﬂﬂ'S f&'x [ 4% — x4 ] 4 ={:|‘I"‘“ —d-.T"f,ll

(477 + B=7) + R/ ax(
e havendo determinado os coefficientes 4, B, R,

deduziremos por tranfpoficad o valor de fxdi d
(at —xe)7 2,

Podemos tambem nefte cafo fazer negativo
em cada differencial o expoente de ¥ dentro do bi-
nomio , e applicar a ambas as differenciais affin
preparadas a primeira regra (128 ). Com effeito

x'dx (a—=bx" )P , e x™dx (a4 bx" ) mudad-fe em
XA (axT" b)Y e xm - (ax "4 )
e a primeira deftas ultimas quantidades reduz-fe 4

] M o 1 ——— PN m— ¥
fegunda , quando = o e
—n

he numero inteiro pofitivo.

Aflim no exemplo acima propofto reduzire-
mos




r
)

pE Carcuer o 177

7 | 2
mos x=3dy (at—x4) % e dx (at — x4 z
iR
Rx—Wdy (atx—4—1) T e ¥~ dx (atx—+

o ¢ A §—m 1042
~1I)” 2, onde feve que = ou > .

= a0 numero inteiro pofitivo 2 j§ faremos pois
[5= 0 dx (adx—4 — 1}""% = (a4x=% 1)~ i

(41 Bx=s) 4 R fx~%dx (atx—4—1)j" %,
130 Notemos de paffagem , que eflte methodo

tambem di as differenciais binomias integraveis ;
porque procurar quando he integravel huma diffe-

rencial binomia Axidx (a4 éx* ¥ he o mefmo
que rednzi-la a R¥*=r dix (a4 bx* ), que [le in-
tegra immediatamente (go ) ; ¢ do que fe tem dito

(128) refulta , que para effe fim , : —1:1-1— . deve

i . . ¥ I
fer numero inteiro pofitivo, ifto he , *—ﬂ;—r— deve
fer numero inteiro pofitivo ; o que concorda com a
regra dada (g2 ) .

Péde acontecer em certos cafos , que a diffe-
rencial propofta feja integravel, e fem embargo, fe
he applicarmos as regras precedentes , parega de-
pendente de huma differencial conhecida. Porém
M em
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em tais cafos o coefficiente R que fe der 4 diffe.
rencial , 2 que fe trata de redozir a propofta ,achar-

dx
-ha—o. 3
fe-ha o . Por exemplo = g rpcar
dx

de Ty porque mudando eftas diffe.

de ptmIc

renciais em x ' dx (aax” "~ — 1 ]—* ) ©

- % S —m
» temos ou
n

—— =2 ; € com tudo x ° dx (aax

— 1) R he integravel (g3) . Porém a contra
dicgad he 6 apparente ; porque fe em virtude do
exame precedente , paffando com effeito a redu-

F 3

LT

- -
Zir & dx [:mx

—1) ¥, fizermos f_x_’ dx ( aax

(aax—1 )} (A+Bs?) R [5"ds

— &
1

» ¢ determinarmos os cocffis

" 2 3
cientes , teremos f — = ——, B—=— — 3!
qat e

(aax~ " — 1)

. |
R = o, e por confequencia [ x™° dx (aa¥

—_1 }_ vira igual a huma quantidade puramen-
te algebrica ,como fe acha pelo methodo dado (93)

131
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131 Supponhamos agora , que os dous bino-
mios tem expoentes differentes , de maneira que a

differencial propolta feja bx'dx (a4 bx* ¥ , e a de
integragab conhecida feja x® dx (@~ 4" ), fen-
do p < r. Se r for politivo,, ifto he, fe r —p for po=
fitivo, mudaremos a propofta em hx*dx (a - bavy—7
X (a4 bx" )7 ,a qual, fe r— p for numero inteia
ro, podera reduzir-fe em ferie da férma (A”.:r’ 4=
Blyi + 84 x5+  &c) dx (a4 5” ) . Entad
cada hum deftes termos pode reduzir-fe a x™dx
(a4 bx* ) pelo methodo antecedente , fe s — m

for divifivel por # ; ¢ para reduzir a totalidade , ap-

plicaremos palavra por palavra o que fe enfinou no
mefmo methodo , tomando pelo que la fe chama-
va 5 , 0 maior expoente de x no valor achado de

bhxsdx (a = bxn )r—r,

Se tivellemos , por exemplo , para reduzis
i

—

[x¥dx (bb—xx)" a [ dv (bb— xx }‘} s Mu=
dariamos a primeira em /f x2dx (46 — xx)

L
(b 2e)® u [ (Bbeddy — Adr) (b5 — xx)'s
€ aflim em lugar de s tomaremos 4 ; logo , confor-

me o methodo, fupporemos / ( obxtdx — widx )
M 2 (66
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1 e
(3 — xx )" == (b} = xx) ’(Ax-]—ﬂ;’) -4

R fdx ( bb —xr]*.

Se pelo contrario o valor de # for negativo,
ou » — p for negativo , em lugar de reduzir hx'ds
(a+bxr ) axmde (a4 bx® )P , reduziremos ale-
gunda 4 primeira , ilto he , daremos & differencial
conhecida a forma x™dx (a = bx* " X (@ -+
bx* ) , que fc poder reduzir a huma ferie finita de
termos da forma (J".r’” - Bixm+n 4= Clxm™ ¥
-+ &:c) (a4 bx") , quando p —r for numero intei-
10 ; e depois praticaremos , como acabamos de ¢i-
finar para o cafo de r pofitivo.

Se guizeflemos , por exemplo, reduzir
fg.r_'! dx ( aa =} xx }_= a [ dx(aa 4 xx ]_"' ou

= -— dre¢. tang — , mMudariam
aa + Xy da 4 a ’

dx (aa =4 xx )" em (aa + xx) a’x{aa-}—rr}di

e como o menor expoente féra do binomio propof

to he — 2, fupporiamos R f (aa - xx ) d*
(aatxx)"" = (aatxx )" (4~ + Bx)

o [ex dx(aa- xx )~ *; e havendo determind=
' do
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do os coefficientes como acima , teriamos por tranf-
policad o valor de [ gxr—*dx(aa--xx)"*, no
qual mudariamos depois R f (aa - xx) dx (aa
4 xx)=* em R fdx (aa—-xx )",

Podemos pois por efle methodo reduzir

x2fdx d
f{l+x;-jm ifl-iu.rx , lendo ¢ e m numercs

inteiros.

Se p — r nad for numero inteiro , a reducgad
nad fera poflivel.

Das Fracgles racionais.

132 Tﬂdﬂ a quantidade differenciul raciy
nal he fempre integrave! | ou algebricamente , ou par
aress de civenls , ou por logarithmos , ou por todes
efies tres meios Juntamente , ou por dous delles _.J'Hrnrnh*.

" Temos vifto ( 84) que ella he integravel alge-
bricamente , 1° todas as vezes que nad contém de-
nmn]n:dur variavel ; 2° quando o tem , mas mo-
nomjo da forma ™, [endo m todo e qualquer nu-
mero 4 excepcad de — 1 . Falta pois moilrar a
verdade da noila propolicad , ne calo de haver na

differencial propeita hum denominador racional
complexo,

¥ Supporemos que a variavel eftd menos eleva-
3 no numerador da fraccad differencial propoiia,

{iiil:
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que no denominador. Se aflim nad for , dividiremos
o numerador pele denominador, até que a maior
potencia_do relto feja menor que a do denomi.
nador. Se tiveflemos , por exemplo , para integrar

xtdx
aa -} 3ax + xx
numerador pelo denominador , o que daria xdy , ¢
o refto — ( 3ax? 4 aax ) dx ; dividiriamos ainds
elte refto pelo mefmo denominador , e teriamos
— 3adx por quociente , e o refto (8a2x -} 3a%) dx;
entab em lugar de 563 tomariamos
aa -+ 3ax -} xx
(8a%x 4 3at) dx

dx — 2ad - .
;o Eﬂxﬁl_ﬂﬂ-l-ga.t-l-n:

» principiariamos por dividir o

133 Como a differencial do logarithme de
huma quantidade he igual & differencial da quan-
tidade , dividida pela mefima quantidade , he wui-
to natural o tentar refolver huma fraccad racional

Pdx : 1
~5~ que [e trate de integrar , em tantas fracgbes
ﬂ.

fimples, quantos {25 os faQores do denominador §
ou quantas {ad as raizes da equagab @ —o.

Com effeito d [24 I(a+ ) — 2a1(2a+*)]
2adx 2adx 2aady

T ad-x 2ga—++x = 2aa-} gﬂ.t:d-%- Xx
para integrar efta fraccab , nad he neceflario mais
que refolve-la em duas fraccbes , das quais huma

e~

H iﬂgﬂ
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tenha por denominador a -+ x, e aoutra 2a x>,

e cujos numeradores fejad numeros conftantes mul-
tiplicados por dx ; entad as duas fraccoes fe inte-
grara6 por logarithmos. Efte he o methodo - que
pode e deve oblervar-fe , quando os factores do
denominador {26 todos defiguais.

134 Porém quando entre 0s faGtores do de-
nominador ha alguns iguais entre fi , nad devemos
efperar defte methodo folugad conveniente 5 porque
a integracad nad pode entad depender totalmente

g em que ha
(¢ 4 %)? ' 4

dous faftores iguais @ - ¥ ¢ca -+ x , tem (go) o

de logarithmos. Com effeito

integral C — (@ 4 x :l_l independente de loga-

rithmos. Mas fe differenciaffemos , por exemplo ,

£I+iﬂf (ﬂ + .t'] Jr'iﬂf{'iﬂ +.-'1-'] '—ﬂjESﬁ'{_-er

.' (2ax - aa)dx 2adx adx
teriamos e - ————
(@ + x) 2a -4 ¥ 7a = X%

- i
1oaddy —+ 20aixdx - I'jnﬂ,\'zﬁx + qax dx !
ou = :

(@ x)F (2a-x) (3¢ »)

fraccab que para fer integrada , nab feria neceflario

- mais que refolver-fe em tres fracgbes, huma das

quais tivefle por denominador todos os faétores
jguais , e por numerador todas as potencias de x
menores que a mais alta do denominador ; quanto
as outras duas , cada huma teria por denominador

hum dos fadtores defiguais , € nad teria pﬂlﬂ“iﬁﬂ
al=
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alguma de ¥ no numerador. Tal he com effeito o
methodo de integrar qualquer fraccad racional , 20

menos quando o denominador nadé tiver factores
maginarios.

Aflim fe fuppuzermos, que a expreffad
(addx 4 cx* . .. kxm—1) dy

.}T&'_;i—_ﬁ’x + Px? . ., Tar #oqualgepre-
fenta em geral toda a fracgad racional , tem no de-
nominador hum numero m de faétores iguais x-+¢
hum numero p de fadtores iguais x ~- b , &c ,e 08
faftores defiguais x -7, + ¢, x4r, &c;ifto
he , fe a fraccad propofta tiver a férma
(@~bx t-cx2ef. ... kx—1)dx ,
(x +&)" (x+b)r X & (x +1)(x Fg) (x4 7) X &¢

para a intcgrar faremas
(a4 bx - ex2 4. .., F bxr—1) dy

(F &l (xHhY X & (v ) (x19) (4 1) X &S
ey ..rf.rm—-:_j_ﬂ_rm-—z._l_, I R

(v er itk
P2 O 5 o o R 2
[1'-f-bjf’ dx = &c
Ld Md s
R S S R f%+&c,ffﬂdﬂ”-"

¥Erdnhsdoh i obesk
B, €, &c coeflicientes conllantes e indetermina-

dos. Entad fe podermos determinar os coefficientess
0

(=]

P B %,
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Ldx  Mix
o integral das fracgbes fimples il
Ndx g ferh LI (x4 1) » Mi (x+4) » NL(x=+1)
..‘r+r

&c ; e quanto as fracghes

== [ -.I— TH =3 -'I_" " & 8 R <
"i“‘ dx - Bx : 19 dx &c, integra-

G o

Axm—14de '+ Bxw—2d%
el Wkl i — -, &c, ou cm geral

(= + %y Gire”

xide (x == g)7 ", fazendo x -2 ==z (92) , 0 que

" F - dz - ]
dard hum (6 termo da férma — , integravel por
A

Ir::gariihmus.

135 Para achar os coeflicientes 4, B ,C, &c
reduziremos ao melmo denominador todas as frac-
ches em que elles entrad ; e {upprimimlﬂ o deno-
minador commum a ambos os membros da equa-
¢ad formada da fracgad propolta e das novas frac-
coes , tranfporemos , e igualaremos a nada o coel-
hiciente de cada potencia de x ; condi¢ad que dara

tantas equagdes , quantos {ap os coefficientes inde-
terminados.

Exemplos.

: dx
I. Propondo-fe integrar ———— , refolvere-

L
g = KX

mos aa — xx nos feus dous falores a4-x , 9 —%,

[
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dx Adx Bde

dd — xx a- x a—x
Reduzindo pois ao mefmo denominador, vird
dx ¥ Aa — Ax 4 Ba -+ Bx e bigtey fop-

g — Xx g3 == XX
primindo o denominador commum , dividindo por

1+ Adx
dx e tranfpondo, teremosd — A2 — By \—o.
— Ba
Logo1 — da—Baz=—o0, ¢ A —~B—o0; donde

e [upporemos

I I ’
—— » B = — , e por confeguinte
2a " 2a ' P 2

Ie tira 4 —

dx 1 dx
emnos —— == -
aq — Xx 24 a—X

: 1 dx 1
tegrando pois vem [ — == —_ If{a+x)
e — 2y 2a

— :;;J'{n-:c‘]-l-{?: < "f;—-j-.r -+ C.

2a a4 —Xx

1I. Se a fraccad for
1044 *-E- 2Haty + [I','.r.':.".‘n ""- gr.'x"’
{rr-—i—-:r )* ( 24 +:‘.J{3”+:}
(134 ) differenciando " 4 247 (a4 x) +

a1 x

dx , que achamos

2a /{22 + x) —al(3a+ x) fupporemos , !
104
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roat + 26a’x - 174°%* - 0%’ d 4x + B
—— x "
(e vy (2ats)(3atx) " (@t
‘qﬂrx ; e reduzindo ao mel-

34 I % .

mo denominador , teremos depois da tranfpoli¢ad

dx

104 = 26a’x 4 17a%x* - 3457 -4

— 6Ba* — sBax — Bx* — Ax) |
— 3Ca} — 64a*x — gdax* — Cx' » —o

—2Da} — 9Ca?x — §Cax®* — Dx’° I

— 5Da%*x — 4Dax? J

logo 3¢ — A — C — D=0, 178" — B — s5da
—5Ca — 4Da=—o0 , 26a} — 5Ba— 6Ada? —
7Ca* — §Da* —o , 10a% — bOBa* — qCal —
2Dal — o, equacdes donde fetira d—2a, B=
a?y Ce=0ajD == -4,

A differencial propofta fe mudara pois em

dx -+

2adx adx
2a4%  3atx
timos termos tem evidentemente por integral
24! (2a 4 x) — al (3a + x) . Quanto ao primei-

ro, faremos a4+ x=—12z, que o transforma em

. Os dous ul-

2az — aa 2adz aadz e .
d — , cujo integral he

e
L

13

(a 4 x) 4 ——— loga o

a1 x -
n=
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ada

integral total he = o + 2d (a + &) -

2al(2a+4x)—al(3a+x), como deve fer.

136 Efte methodo de achar os coefficientes
das fracgbes parciais-, he geral ; mas nas he o uni-
€o: 0 que vamos a expor he muito expedito , por-
que di hum coefficiente qualquer independente dos
outros,

Seja % a fracgad differencial prepofta,

#x -+ a hum dos faQores do denominador ,eMo
queciente de @ dividido por bx <-4 ; ifto he, fej2
, Pdx Adyx
M(hxda) =89 ; ferd —.@__:m_:; -+
Nidx
M
remos P—= AM -+ N (bx4a). Porém a equa-
€ab (hx 4+a) M =9, fendo differenciada , d4
riMdx <+ (bx =+ a) dM — d2 ; logo fe puzermos
cm ambas as equacBes achadas o valor de x, que da
o mais {imples refultado , ifto he, fe PUZEImQs

s logo reduzindo ao mefmo denominador te-

em lugar de x o valor -}i , que fe acha [uppon-

do fx - a—o, teremos AMdy — d® , e P=

b Pdx g

ard g
a9

acharmos o pumerador 4 de qualquer das fraccdes
par=

AM ; logo 4 = quer dizer , que pard
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parciais , dividiremos o numerador Pdx da propol-
ta pela differencial 42 do fen denominador , e ha-
vendo fubitituido por x o valor que fe deduz, quan=-
do fe iguala a nada o denominador da fraccad par-
cial , multiplicaremos tudo pelo coefhiciente de »
no meflmo denominador fimples.

Por exemplo , para acharmos os numerado-

£ Adx Bidx
res 4 e B das fracgbes = & i ol W0
; dx By
que acima refolvemos a fracgad , dividie

aa — xx
remos o numerador dx da propofta por — 2xdx ,
que he a differencial do denominador , € vira

1
gt L qual pondo por ¥ os valores — ac a,

que fe achad para x igualando fucceflivamente a

nada os denominadores a 4-x e @ — x das fracgbes

parciais , multiplicaremos pelos valores 1 ¢ — L
1

1
de b, e teremos ¢ — por valores de 4 ¢ 5,
2a 24

como ja fe achou.

Do mefmo modo fe deduzirab regras gerais.
para determinar os coefficientes dos numeradores
das fraccbes parciais , que tem por denominador o
produto das raizes iguais.

137 As regras dadas para integrar as fracgbes
racionais {ad gerais ; porém quando alguns facto-

res do denominador forem imaginarios , os inte-
grais
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gr:ﬂs ferﬁﬁ_ quantidadcs cnmpﬂﬂas de imaginarinh
" os quais ainda que por iffo naé deixem de fer
reais , com tudo nem fempre fe podem reduzir
férma real. Pelo que nefte cafo , depois de extrahir-
mos do denominador todos os feus faftores reais,
refolveremos o refto , nad em faltores do primeiro
grao , mas em factores do fegundo , os quais [em-
pre fad reais ( Alg. 229 ), e fe podem reprefentar

cada hum por ax? 4 bx 4 ¢, Aflim formando pa-
ra cada factor do fegundo grio huma fraccad a

forma {ld 27 g o determinaremos os coeffis

ax® 4 bx 4¢ g

clentes como prm:cdcntemznm.

Para integrar , por exemplo , a fracgad
atdx : .
= = P denominador tem hum fator

@ — x ,c outro a* -} ax 4 x* , que contém dovs

faflores imaginarios ; refolveremos a quantidad®
propolta em duas fracgbes fé6mente , das quais hu-
ma tenha por denominador o faGtor a — x, €9
outra o fadlor a? 4 ax - x2 ,ifto he , fupporemos

. addy Ady o (Bx 4 F:':'I'.ﬂ'x
al — xi o — da - ax + xx
zindo agora ao mefmo denominador e tran{pondo s

. Redo-

teremos . . . a4 — dax — Ax®
— Ada* 4+ Cx 4 Bx?
— Ca — Bax




g . Caric ox®, 191

1 at

S00e TR ) e e oA el et o o o oy
3 3

2al atdy a2 de

T”uﬁﬂfai—-xi g yepgn 3

a® r(x—+2a)dx

3 / aa - ax - xx

L]

138 Refta faber de que modo fe integra a
(dx 4 B)dx

ax®* 4 bx 4=¢

maior fimplicidade , que a fracad parcial fe re-

quantidade

. Supponhamos para

Ax + B'"
x4 a'x + 4
pre poflivel dividindo o numerador e o denomina-
dor por a. Entad faremos defapparecer o fegundo

termo do denominador pela hypothefe x — =
o -’fﬂ' y quc da dv — dz, e teremos huma quan=

. ; Czd .
tidade delta f6rma —Li_l'——il dz — e -I-

zz -+ q9 2z -+ 99
D=

C
= g cujo integral he o I (zz4+99) 4=
D %
'_"-J X | —_— C'.
; re. tang : -+

139 No caflo de alguns faftores do fegundo
grao ferem iguais entre fi , formaremos para cada
colleccad de factores iguais huma fraccad da forma

(dxr—1 4 By2—24 &c 4 R)dx
(ax® 4 bx - o)

duz a efta férma

dx , 0 que he fem-

, fendo # o nu-

me-
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mero dos fallores ax? 4 bx 4- ¢, que fe acharem
1guais entre fi.

Se tivermos , por exemplo , de integnr
(x4 - 5ax? 4 4ax) dx
(¢ 4 ax +x7) (¥ — a')

refolve em tres faltores x — g, x? 4 ax -+ a?,

» cvjo denominador [¢

e ¥* 4 ax <4 4*, tomaremos o produfto dos dous
ultimos (a? + ax -}~ x? )? por denominador de hu-
ma fracgad , e faremos entrar no numerador todas
as potencias de x inferiores & mais alta das que ti-
ver o denominador. Aflim {upporemos
xt 4= ga? - 4aix
(a* 4+ ax + x2) (x} —af ) o¥ i X —=d *
(Bxi 4 Cx2 4~ Dy + E) dx
(aa + ax 4 xx )?
os coeflicientes ao modo ordinario.

, € determinaremos

140 Para integrar agora as quantidades da

Agxir—1 L Bytn—2 4 &c 4 9

{ ¥* + ax - b)m .

faremos defapparecer o fegundo termo do denomi-

pador, pondo ¥ = z — 1 a4, € teremos huma quat-

A'zn—1 4 Blgm—3 L. &c | E}',Jz;
(2z +gq7 )

forma . .. dx

tidade da forma

8l = Ao
que fe pdde refolver em i e 4=

(22499 )°

Bl
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by —2
F—z ﬂrz— 4 &c , ifto he em termos , nos quais
(22 cdegq:l
o numerador ou temn potencia par ou impar. Os
termos ‘em que z tem cxpoente impar , integrad-le
(92) em parte algebricamente , ¢ em parte por loga-
rithmos ; aquelles porém em que z tem expoente

dz

z2z - 49

confeguinte {ab integraveis em parte algebricamen-
te, ¢ em parte por arcos de circulo.

par , podem reduzir-fe ( 131) a

, € por

Afim toda a fraccal racional he integravel

exaftamente , ou quando muito , nad depende fe-
nad de arcos de circulo , e de logarithmos.

De algumas transformacies , que podem facilitar
as infegragoes.

141 S Obre efta materia nab fe podem dar
regras gerais. A infpeccab das quantidades, o exer-
Cicio, e a fagacidade dictadb nos calos particulares
0 que {e deve praticar,

~ As transformacies , de que vamos a tratar ,
dirigem-fe a fazer racionais as differenciais pro-
poftas ; porque effeituada efta reduccad, nad ha
difficuldade em integra-las. Vejamos alguns cafos
em que iffo he poffivel.

142 Se os radicais nad affe@arem fenad mo-

nomios , reduzilos-hemos todos ao mefmo grio,
I

== F

que reprefentamos por m ; e fuppondo x " = z,
que
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que di x —2"™, edy—mam—1dz , faremos as
fubftituicdes , e vira huma quantidade racional.

vx+a

- dx 4
Vit v

Por exemplo , fe tivermos

i

=

& 9
efcreveremos allim i

dx. Fazendo pois

a
i—
6

¥ X

I

—_——

x* ==z, teremos x — 26, dx — 6z%dz, ¢

6z% —4- Gaz’

Al oF

counfeguintemente dz ,' iflo he

625 4 6az*

dz, que f[e integra facilmente ( 13

143 - Se houver hum (6 radical complexo do
fegundo grio, e a variavel debaixo delle nad pal-
far do quadrado, iltohe , fe a quantidade tiver 3

forma y/(a - bx —4-cxx ), fempre ¢ podera fazer

racional por qualquer dos dous modos feguintes.
1° Depois de defembaracar o quadrado da yariavel
«dentro do radical , igualar-fe-ha efte radical a mel-
ma variavel mais ou menos outra: 2° ou refolver
fe-ha a quantidadz affe®a do radical nos feus dovs
factores , e fe igualara nefta forma a hum delles
multiplicado por huma nova variavel.

dx fa-
V(xx—aa)’

G-

Se tivermos por cxcmplu
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remos 4/( ¥ —aa) = x —z , que di x =
2z -}~ aa L =— 08
— i logody = ————— dz, e (¥x —aa

2z e g { ]

ZZ - da 2% — aa
2% 2z
dv z 40t

MR, . il dewess T 1y , cujo integral he — Iz,
V' (#x — aa)

Sera pois fy’{t‘fi 7~ = C—I[x—4/(xx —aa)]
= 0"+ Il [x 4 ¢/(¥x —aa)] . O mefmo [e acharia

fuppondo /( xx — aa) = z— .

Podemos tambem nefte me{mo exemplo fazer
V/(xx — aa) ou /[(x — a){x 4 a)] = (x — @) z;

donde quadrando , ¢ dividinde depois por ¥ —a,

) a4 azz
vem y - a == (¥ — a) 2z, que da ¥ = 2% —71°
e iz 2%
i G dazi e
0go dx (zz —1)2’ V( xx m}'_zz—f
dx — 2d%

e por confeguinte — — —t a
P 8 vV (xx —aa) 2%z — I

- 4
Se a expreflad for u.:fy ‘\/([ -+ =) que

he o elemento ds da parabola , defembaragare-

mes primeiramente y* , € teremos ds —

Na 2dy
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Egz— 1/(-:— 7+ y'). Fazendo pois

V(i‘?i’i'f):j‘—}‘m, que dia dy =
—dz

ﬂta{y {54
2z :

I - 2yd)
(:p‘ﬂ- z’), Vira ds — —;-‘E i =

Vgt 0 W € bl G

:+J'*)+ -_II-P-’]}-I" \/(—}ﬁ’-H" )] ;

. 144 - Quando nad houver fenaé hum radical
quadrado , nem entrarem [enab potencias pares d2
variavel , podemos igualar o radical a huma nova
variavel , multiplicada pela vartavel aétual. Por

dx
v(aa— xx)

¢/(aa — x¥x ) — xz. E ainda que houvefle hum
fegundo termo , poderia fervir efta transformagad,
fazendo logo defaparece-lo , a0 menos quando nad
houveffe potencia algumia de x féra do radical.
145

exemplo em poderiamos fazer

P T R
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145 Em fim , querendo fazer huma exprefl-
fad racional , podemos ufar de tentativa, igunalan-
do a variavel , ou huma funcad qualquer della, a
huma nova varfavel ou a huma fua funcad , dei-
xando nefta alguma quantidade indeterminada ,
que firva para o fim que nos propomaos,

Querendo, por exemplo, faber em que cafos po-
demos fazer racional a quantidade *™dx (a4
bx*  , fupporemos (@ bx" )? — z , fendo ¢
indeterminado , e teremos x™dx (a -+ ba" )P,

q m+

L
m—

i 2 =2 o T 3
= . -l‘flr._m-:.w+ir " dz . (—I—--ﬁ E) G » que

fazendo g = p fe reduz a racional , todas as

mJ;-l
n

vezes que 1 for numero inteiro nega-
tivo ; porque fe for numero inteiro pofitivo ou ci-
fra, a expreflad he integravel em qualquer valor

k
de 4. Se o valor de p for £ — , fendo ¥ hum nu-

2
mero inteiro impar , a expreflad fe reduzira ao ca-
fo mencionado ( 143 ), fazendo ¢ =%, fe for
M=t 1 %)

—— —+ .—_ , {endo #' hum numero inteiro im-
n 2

par.

146 Nab he precifo extender mais efte gene-

7o de transformacGes ; bafta notar, que muitas ve-

zes [e facilitad certas integragdes , | Eualandu a va-
I1A=
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. I
riavel a huma f'rar:t;aﬁ tal como — . Por c:tempTﬂ.
1

=
4+ adx
_,r:u'__}_'}-'i_ : fazendo x — . te-
; — i dr  gx18 de p i
r1amos . + = » que por meio da divi-

fe nos dellfem

fab fe reduziria a huma feric de monomios, ci

: ]
huma quantidade da férma 1% , cujo integnl

I p

he a&tualmente conhecido.

Da integragat das quantidades exponencias
¢ logaritbmicas. |

147 A Regra geral , que fe péde dar fobre

a integracad das quantidades exponenciais con-
filte em tentar refolve-las em dous faflores, dos
quais hum feja a differencial do logarithmo do ov-
tro, ou huma parte conltante della (28) ; porque
entab para integrar nad ha mais que dividir pels
differencial do logarithmo do fegundo faétor.

Affim vemos que x¥ (J}fr b j"‘fr) he inte-
X

gravel, porque o faltor dylx - ."’fx_ he a differen-
4

cial de ylx, que he o logarithmo de &7 ; teremo®

ydx 1 (‘ff‘r” . JT)

. M 4 ik B DL
pois J & (Jﬂx-r L S a)

x7
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¢ 4 €. Do mefmo medo e#dx ke integravel ,
porque dx hea differencial do lngarilhmn de 2%, di=
vidida por huma conftante 3 logo teremos fe**dx =
:‘f;f: e j—L . Se ¢ for o numero .:uju lngari-
adxle 7  ale

thmo — 1, a regra fe reduz 2 dividir a differen-

cial propofta pela differencial do expoente de e.

Se tivermos para integrar x™ e%dx , podemos
faze-lo quando m he numero inteiro pofitivo, fup-
pondo [ ax™et*dx — e ( Ax™ - Bxm— 14 Exm—2
4. .. - F). Seja propofta , por exemplo , a quan-
tidade %2 e%dx 3 faremos [ x* ¢%%dx =% ( 4x* +-
Bx 4+ E), o0 que, differenciando ¢ dividindo por
a*dy A da

; {Jﬂk.:* - Bale.x -+ Eale }
= ;

<+ 2dx + 8
I -_—2
log —_— — ey E =———, € CON=
go A — = , B T 5 on-
x* 2x
fegui 3 Xy pN | e — e
euintemente. [ x? e4¥dx (m,t_ pey e
Z £ 4
"'1-——.——) 4 €. Se for le——1, ferd [x*s¥dx
alfle
12 2x 2
—_— X S e Y e d §
; ( a a2 " al ) +:¢

Em geral: Como integrando por partes temos

T 28X
famesxdy — g <

ml
e gm =1 r-’?l‘rfx
ale ale f i
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| ko]
fx“—’:“dx— <P ol polhy

J" x—2pa¥ e

ale ale
e aflim por diante ; ferd

Jax
W om m1 m(m-1) m-3 m(m-1) (m-2) m3

pr (x e i s 3 X 7+ &

a ' i lJf

Se m=—= —1 ,ilto he, fea expreffas for Idx{fr,
=1

reduziremos ¢ em feric, ¢ integraremos termo
por termo.

Na integracad de muitas quantidades, principal-
mente das que contém logarithmos , podemos ular
com vantagem do numero ¢, cujo logarithmo he 1.

Por exemplo , fe tivermos para integrar x"dx/" x,
faremos Jx— z— zle, o que di ¥ =¢%, dv =
¢“dz; e confeguintemente x"dxi™x —

zW ¢(#+1 ) dx, que fe integra nos melmos cafos que
a precedente , ¢ do mefmo modo. Se m=—=—1,

fm+ 1
ek [

=

.E’_ﬂ’;}’z’ A7 ¥ ;}’“' 4 &e)=C+ I+

(n 1)z 7
(n41)z+-2 gy e +- &c;

]ﬂguf—?i:i_.dﬁ—]—f e f(nd1) ket

ix

272 i
(n 1) e [n+[}!x 4 e, qie, 0 i

2.2 2.3
de
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de n—=—o da .I—ji , de huma differencial apparen-
x

temente tad fimples, igual & feric infinita € - /. /x

i
~I—Ix+‘;’x I e + &c; e no calo de
B 7% crin B
s e
n——1da ; —C - J.Ix , como fe fabe (27)
<iX

independentemente da ferie.

Da integragad das quantidades de duas.,
oK MAls VAriavens.

148 SE nos lembrarmos da regra dada para
differenciar as quantidades de muitas variaveis,
facilmente veremos, que para integrar as difteren-
ciais de muitas variaveis ( quando iflo he poffivel ),
devemos ajuntar todos o0s term.s affe€tos da diffe-
rencial de huma mefma variavel , e integra-los
como fe todas as outras variaveis foflem conltan-
tes. Entad fe efte integral fe differenciar fazendo
variar {ucceflivamente todas as variaveis , ¢ O re-
fultado fe tirar da differencial propofta, o integral
achado ferd (ajuntando-lhe huma conltante ) o in-
tegral verdadeiro , fe nad houver refto. Porém fe
o houver , nelle naé entrard a variavel a refpeito
da qual fe fez a integracad ; praticar-fe-ha pois
no mefmo refto de hum modo analogo 2o prece-
dente , e affim por diante em ordem a cada huma
das variaveis,

Por exemplo, fe for dada a quantidade 3x%ydx

,._l..
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- xidy 4 saytdy + yidx, tnmar;mus os dous ter-
mos affe@os de dx , a [aber 3_\*’-‘}-;{; —I-jid‘x , € 1=
t:grindﬂ--nﬂ como fe y folle conltante , teremos x’y
- y3x. E como a differencial defta quantidade , to-
mada em ordem a x ey, fendo tirada da differen-
cial propofta nad di refto algum , concluiremas
que o integral he x7y 4 ySx 4 C.

Se tivermos x'dy 4 3x%dx - x%dz - 2xzd:
- xdx -+ y*dy ; ajuntando todos os termos affeltos

de dx , ¢ integrando na fuppofigad de y e z ferem
A 5

conflantes , acharemos x’y 4+ x?z 4+ —. Portm

2

como fubtrahindo da quantidade propofta a diffe-
rencial da quantidade achada, tomada em ordem
ax,yez, apparece y°dy , ajuntaremos o integr

i
2. defte refto ao,que ja fe achou, e teremos ?
3

32 5
integral total x'y - x%z |- -‘}E -} 13-— -+ C.

149 Como nem [empre he poffivel integrar to-
das as differenciais de muitas variaveis , fera con-
veniente que moftremos o cara@ler , porque fe dif-
tingue quando a integracad he poffivel.

150 Para iflo deve-fe notar, que fe em qual-
quer funcad @ de duas quantidades » e y [ubitiu-
ITMOs primeimmcme , €M hlgnr de x , huma quar-
tidade qualquer p; e no refultado fubftituirmos em

lugar de y huma quantidade ¢ , vird o melmo :lliﬂ

f
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tertamos , fe houvelfemos fubftituido primeiramen-
te 7 em lugar de y , ¢ depois p em lugar de « ; ilto
he evidente.

151 Donde fe fegue que fe differenciarmos hu-
ma funcad qualquer Qde x ey, tomando primei-
ramente {6 a x como variavel ; ¢ depois. differen-
ciarmos o refultado, confiderando {6 a y como va-
riavel , teremos o melmo que achariamos, fe prin-
cipiaffemos por differenciar {omente em ordem a
¥, e differenciaffemos depois o re{ultado em ordem
a x {[omente.

Com effeito, fupponhamos que fubftituindo pri-
meiramente x -+ dx em lugar de x , @ fe muda em
Q'; ferd @' — 9 a differencial. Supponhamos que
pondo nefta y-+dy em lugar dey, Q' {emuda
em 97, e D em ', de maneira que 9'— 9 (e
torne em 9" — @' ; fera 9"'— 9" — Q'+ 9a

fegunda differencial.

Paffando agora a fazer as fubftituicdes em fen.-
tido contrario , como pela fubftituigad de y 4 dy
em lugar de y, @ fe torna em 9/, ferd " — 22
primeira differencial na fuppoficad de y variavel.
Se nefla quantidade puzermos x - dx em lugar
de ¥, ® fe mudarh em @’ como acima; e 27 (1 50)
fe tornard em 9/', de maneira que 2 — Q fe
tornara em 9" — 97 ; logo a fegunda differencial

fera " — 9'— 9"+ Q, identicamente 3 mel-
ma que a de cima.
Ifto
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Ifto polto adoptaremos a notacad feguinte. Se-
ja A huma funcad de x e y; reprefentaremos por

dA

Tn’_y a differencial de A4 tomada fazendo variar
y

d !
¥ € por e dx a de A tomada fazendo variar »

Y
dd A :
Da mefma {ore T dxdy indicara que primei-

~ay
ramente {e faz a differenciacad de 4, fuppondo [6
variavel , e que depois fe differenceia o refultado

fazendo variar {Gmente y,

152 Seja agora Adx - Bdy huma differencial
exa&ta, e M o feu integral ; teremos ﬂ{_ de

¥
d
_}-ﬂ{ﬁy: fftfr—[—ﬂﬂ’y;lngﬂ i.‘—ld'_' == uf 4 &
dy dx

d/ dd dd
._1{ — B ; como tambem — fH dy = —— dys

dy r:’xa"_].r dy
dB AddM . ad

d gl dsclatet M
€ s dxdy ~— dy .

dd M v 1 df_f
n‘t'l.'.rf..'lt-' ST d.’.'
_a'.-f M AL _ff-i,'lf
dxdy r..r’fr:".r

_cﬂfﬁ.'f dd dB

q{};f.x ; logo tambem _a’_; p— 7%

-3 mas demonftrimos (151) que

: dd M
dydx ; logo ?;#}— —

-3 quer dizer s

qu <]
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que fe Adx -+ Bdy he huma d.rfi’rmnaf completa o
‘a differencial de A, tomada fazende variar [imente

X, edividida por dy, deve fer igual i differencial
de B, temada fazends wariar fi y, e dividida
por dx.

Aflim I yidx = xy*dy he huma differencial com-

d(iy) _ d(x?), T
pleta , pnrqut——-;fy—---._---dx 2 &7 o

-

'ﬁ"p'

feito o primeiro membro reduz-fe a l,}' , e ofe-
v3dx : q 4

gundo a T&f : logo integrando ( 145) acharemos

1yix 4 €. Pelo contrario aydx -+ 2xdy nad he in-

d (: , d (2%
tegravel , porque - i,;f]_ nal he igual a - Lx } .

.y ydx — xd
Do mefmo modo a differencial = -':7_’_ J"_‘ : i3
()t 4 (7 T;,r)
“'J'
x=+}'_'1,}' e '——J.r +zx
[ x2 —]—_;, = {x + 57 )2

eficito a quantidade propofla he a differencial de

he exa&la , porque

3 0imn

Are. tang .f_
; F
it
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Fazendo o mefmo exame na expreffad
ae® dx ae* ydy
V(@) V(@ +y)
he huma differencial exa&a; cujo integral fen
ars :
@y

153 Se na differencial propofta entrarem tres
variaveis , ifto he fe a differencial conftar de tres
termos ou tiver a forma Addx 4 Bdy -} Cdz, pan
que feja completa , ou para que poffa integrar-fc,

dd — dB

d ter | ftas condicd —
evVem Ter ugart a5 Qn I'!;UES d'_}l' 5 b

, conheceremos que

dd dC dB _ dC \
o eyt Com cffeito podemos
confiderar fucceflivamente z , y e ¥ como con.lan-
tes, e a differencial que entad nad tem mais que
dous termos ( porque efta fuppolicad da dz =0,
ou dy — o0, ou dx =— o) ha-de fer huma diftercn-
cial completa, fe a propofta o for ; logo deve tf
em cada cafo as condicbes das differenciais com-
pletas de duas variaveis.

Geralmente , em huma differencial cﬂmplﬂﬂ&f
hum numero qualquer de variaveis havera tant®
equagdes identicas, a que fe da o nome de equaf®
de condicai , quantas forem as combinagbes du®
a duas , que admittirem os termos da differenci?

ropofta.
prop 154

i,
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154 ADVERTENCIA, Scja  huma funcad

defconhecida de x, y € conitantes , ¢ fupponhamos
que he conhecida a fua differencial Adx tomada na
fuppoficad de fery conftante. Se gquizermos ter a

differencial total de @, fupporemos que ella he Adx
-+ Bdy ; entad B deve fer t;a._] que tenhamos

dA dB dA
bt} V' 0L il O y — o U de. TImegremos
de Y logo dB = & x £

confiderando ¥ (6 como variavel , porque ¢m
B tambem fizemos variar {Omente x ; tCremos

B :j ffj dx , e por conleguinte Bdy —
)

dy -ﬂrfd dx. Mas pela hypothele temos O — [ Adx,

47 :
fazendo-fe a integracad confiderando fémente
como yariavel ; logo a differencial completa de @

" dd
ou de f.Adx" he Ads 4 dy [ S

Iy , onde a in-
dy : .

dA
tt-gra:;aﬁf”_ﬂ.'_ dv deve fazer-fe , tomando y como

conltante,

Das Equacies differenciais.

T

155 Q Uando a equacad differencial propof-
ta nab contém mais que duas variaveis x e y ; fe
ella eltiver feparada , ilto he fe os x e dx eftiverem
em hum {6 membro , € 08 ye ;.’y no outro , a M-
. fc-
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tegracab fe reduz a fazer ufo em cada membro
das regras que havemos dado para as differenciais
de huma (6 variavel.

Aflim a equacad geral de dous termos ax™y*d
=— bylx’dy , na qual podemos feparar immediata-
mente as indeterminadas dividindo por y"s", re-
duz-le a ax™ — rdx — by = "dy , cujo integral he

axm —r +1 f.-}-q--ﬂ+| +c

;?:-—-r-!-'—l '!f__-—-—ﬂ—l—];

156 Porém como acontece muitas vezes, que
hum dos dons membros da equacad, differencial fe-
parada , ou ambos elles nab fejab integraveis alge-
bricamente , ¢ com tudo a equacgad pofla fer alge-
brica , ou ao menos reduzir-fe a huma férma tal;
fera conveniente , que examinemos os cafos que fe
encontrab mais frequentemente,

1 Se na equacad antecedente form — r=—1"0

adx bdy RN
€qg—n_——1, teremos == — iy «cujo e
- 9

tegral nad fe acha para cada membro fenad por
meio dos lr‘sgarithmns; de forte que vem aly =

bly + I¢, fuppondo livremente , como he licito;
que a confltante he hum logarithmo. Porém elta
equacab pode fazer-fe algebrica, efcrevendo-fe def-
te modo /x* = Iy} - IC, ou defte Ix¢ — IGy* ; PO
que como fendo os dous logarithmos iguais § 25
quantidades refpelivas devem fer iguais , tercmos

x¢ =y , que he huma equagad algebrica. -

L1

[ . . = =
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is7 II Se for (6mente g —n——1, a equa-

bd Ao
820 e reduzira a ax™—"dx — - L5 cujo integral
Y

— bly - IC. Porém podemos dar

he e .
huma forma algebrica a efta equagad, multipli-
cando o primeiro membro por le, fendoe (114) 0
numero cujo logarithmo he 1, o que nad alterg

ax® == r 4t

a equagad. Teremos pois m.—r—]—l le = bly
. ax?
+1IC; oufazendo m—r~-1=p,le ¥ —iCy;
o
lﬂgﬂf P T E_}'ﬁl "
158 111 Seaequagad for nd =
= r: ¥
5 e a equag n Ve

como o fegunde membro chrimu o elemento de
hum arco de circulo, cujo feno he z, e o raio 1,

dz
fera z o {eno dcf , ilto he, de fmdy ow
V(1 —z2) /

de nx 4 C ; logo o integral ferd 2= fen (nx + C),
— dz

Vi — =3

Do mefmo modo da equacad ndx —

concluiremos z = ¢of (nx 4 C).

d
159 A equagab ndx — * _ tambem d4

1+ zz
g =tang (nx <4 C). Porém [ec tivermos adx =
= bdz




210 ELEZEMENTOS
ﬂ':f:t:
a -+ fzz

faremos zy/ f = u ¢/ a, ¢ vitA nde —

, para areduzir 2 forma da precedente

I du . i BV S,
ﬁ‘/af’ﬁ}f&']ﬁu hcl—l—‘i:m__ 5 dx y

# H",jﬂf
que da u = tang H_T;_,x_l_{:); logo %=

a e ny/af
1/f . fang (——ﬁ'— —x4C ).
160 Note-fe que nas exprefsdes achadss

Jen (nx+€C), tang (nx 4 C) &e, nx -} C ex-
prime o comprimento abloluto do arco em partes
do raio 1. Porem como he mais commodo ular
antes do numero dos grios , devemos reduzir ©
arcos a graos , o que he facil dividindo-os pelo nu-
mero de partes do raio de que confta hum grio s
illo he por 0,0174533, ou (que vem a fer o mefmo)
multiplicando-os por §7,2957795. Aflim o feno do
arco que tem o comprimento 4, ou o feno do ar-
€o que tem o numero de griios expreflo pof

b X 57,2057795 , vem a fer a2 mefma coula.

ndx
Vi—a)
em que ambos 0s membros exprimem os elemen”
tos de dous arcos, cuja razab heade 1 2m,¢ cujos
fenos {ad x ey, faremos V(1 —axx)=x¢y !
— 2, Y(1l=—p)=yy —1—t,evirda trans-
fos-

161 IV Na equacad
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ndz . _f_r ~ Ctljﬂ iﬂlﬂgrﬂ] { 156 ]

he €t ==z7 ;logo C[y ¢/ —1— /(1 —p) 1=
[A'fnl—v’[!—#x}j”.

Querendo fazer ufo defta equacab , que expri-
me geralmente a relagab dos fenos x e y de dous
arcos muitiplos hum do outro , devemos determi-
nar antes dillo a conftante, Supponliamos como he
licito , que os dous arcos tem a melma origem; en-

formada racional

2 fera ao mefmo tempo x—o0, ey —o0; e
por confeguinte — C ¢/ 1 —=(— ¢/ 1) , ou— €

-I-_._l_

= % 1 ,conforme » for par ou impar ; logo
Ty vV-1—y/(1—p)l=[xy/-1— y/(1—xx)]" ,
fervindo o final fuperior para # par, e o inferior
para n impar.

Em cada hum dos cafos particulares fempre
Poderemos fazer defapparecer as quantidades ima-
ginarias ; o meio porém mais fimples de o confe-
guir he igualar a nada a foma das quantidades re-
ais , depois de haver transpofto tudo para hum {6
membro ; entad veremos , que a equagad que reftar -
fera divifivel por /=1, ea mefma que fe tiver
formado , igualando 2 nada a foma das quantida-
des reais. Seja, por exemplo,n=—2; teremos
—¥V =1ty (1—y ) =—2xxr — 2x /—1.
V(1 —xx)41—xx,0u /(1 —yy) 4 2xx — 1
F2x y/—1. /(1 —xx) — y /—1 — o. Igualan-
do pois a nada a foma das quantidades reais, vird

Q2 v
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V(I—w)t2xx —1—o0;ea equacab total fe
reduzira a 2x /—1. v (1 — xx) y ¢/—1—o0,
que fendo dividida por y/—1 da y = 2x /(1 — x4)
( Trig. 38 ), a mefma que a outra /(1 —yy )+
2xx — 1 =0, como [e pide ver elevando ambas

20 quadrado.

Do mefmo modo fe podem achar os cofenos e as

tangentes dos arcos multiplos. Quanto a eftas ulti-
i rdx i'.l"',l'
mas integraremos ——— — ——. _ refolvendo
I - xx I =1 ¥¢

1 4axxem (1 bxy/—1)(1—x¢/—1), e 1+
em (1 +y/—1) (1 —y¢/—1), ¢ praticando de-
pois conforme fe enfinou nas fraccBes racionais
(133 € 135).

162 Para moftrarmos incidentemente hum mo-
do til de exprimir o feno , o cofeno , e a tangente
de hum arco, Integremos a equacad dx —

d :
?Ti_:'r-—y*j, que exprime a relacad entre hum

arco x € o feu feno y. Se fizermos /(1 — yy) =

A i A
y—-1—2z, '.’lr:l—:_a_:—n’x- /— 1, cujo inte-

gral he Iz = — & 4/ — 1}, ou Iz — —
Xy —1le--1C, que di = ou yyf— 1— /(1 —)
= Ce—x7—1, Quanto 4 determinagad da conftan-

‘e, como aoarco ¥ —o correfponde o feu feno
T:ﬂ’
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y—o, teremos — ¢/ 1 —=C; logo y /—1 —
V(1 —yy)=—e—*V=1, ¢ por confeguinte
v (1—y) =y /— 1 -+ ¢—* Y=, Quadrando pois e

; [ — g— 33X 7—1
reduzindo , teremos y — ————————— ==
I‘B/I_l g wy—1
f]:!'l""l_g-—xf—]' 'ﬁ I
I 3 1It0 he jJemn X —
2/ —1 "r
fuf =1 —x e |

Se no fegundo membro ‘d:l equacad /(1 —yy)
= yy/— 1 4 e—*'—! puzermos em lugar de y o feu
valor achado , teremos /(1 —yy), ifto he,

g ¥—1I ~- g— X V—I y
cofh — ~ ; e por confeguinte
2

;EJI x I P g—
ou fang x — ——V,_i A v—1 L 1

cof x
Voltemos 4 integracad das equagdes.

163  Temos vifto que huma equagad differen-
cial propofta , reprefentada geralmente por Adx
+- Bdy — o, he integravel, todas asvezes que 4 for
funcad 6 de » ou de y, e o melmo aconteger
a 8. Quando.affim nab for , ifto he quando as in-
determinadas nad eftiverem feparadas, antes de
tentar o reduzillas a effe eftado, devemos exami-
nar fe acafo aequacad [erd integravel na forma

em que fe acha, ifto he, examinaremos ( 152) fe

Ad dB

.]{y‘z 7 iy Q_}_‘:ﬂﬂdﬂ elta equacad tiver lugar ’
Integraremos como fica dito (143). 164
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164 Poéde porém acontecer que efta condicab
naé tenha lugar, e fem embargo a equacad feja inte-
gravel ; mas para iffo ferd neceflario multiplicalla
por hum fadtor conveniente , funcad de x, y ¢
conflantes , 0 que nad muda a igualdade.

Seja P eclte faltor; fera APdx -+ BPdy—o

'
huma differencial completa ; logo a4L) - = J!iBP]
dy dx
Aflim toda a queftad fe reduz a achar para P huma
funcabde x e y, que fatisfaca a efla equacad. Porém
como efta indagacad requer hum exame muito ex-
tenfo , nad trataremos de achar P, lenab no calo
de elle incluir {6mente x e conftantes , on fomen-
te y e conftantes.

Supponhamos pois que P deve fer fungad de %

dA dP dB
3 PR it
teremos fimplesmente F _.fr':-,'-‘ =B — - P !
(vl"i"fl'l. l"uFB )
donde (e tira -ijf; = --“F—B--iﬂr— dx ; logo com
.ﬂ‘”\ .-rfB
Jo 1si) v “dx .
facilidade acharemos P, fe __ﬁ_}i_ﬂ_.—_:;: {e reduzir

a huma funcad de ¥, como deve fer nece[Taria-
mente , para que P {eja huma funcad de » [oment®
conforme a {uppolicad.

Poderiamos tambem achar o fator , no Cﬂ[}‘
de elle fer huma funcad de » , multiplicada ou di-
vidida por huma funcad de y de huma forma c‘:*-
nhecida, 105
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165 Por cfte meio podemos integrar geralmen-
te qualquer equagad da feguinte forma Xyidy —-
Xy+idy 4+ X'"yde — o, fendo X-3' X'y A

quaisquer funcdes de x ; ¢ e » quaisquer expo-
entes,

Poderiamos procurar fe ella fe faz integravel ,
multiplicando-a por hum fa&tor da forma Fy*,
fendo P huma funcad de x, ¢ » hum expoente in-
determinado ; e achariamos que illo he poflivel,
fuppondo # — — r. Porém he mais {imples redu-
zir immediatamente a equagad & forma

yi=rdy 4 Fyi—r + ide == fldx—=o,

dividindo por Xy , e reprefentando por £ e F! os

: X! Ry :
quocientes —- ¢ ——- Entad para integrar efta,

fupponhamos que P, funcad de x , he o faétor con-
veniente ; teremaos

Pyt—=fdy FPyt—r +1dy + F'Pde —o.

Como F'P he huma funcad de x, [ F'Pdx fe re-
duzira 4 integragad das quantidades de huma [6
variavel ; e aflim nad ha necellidade fenad de fa-
zer Pyt —rdy 4 FPyi—"+ idx huma differencial

d(Py—T7)
completa,, para o que [e requer que - o
d( FPy~"+1 : dP
( :;,} }iIﬂUhE,qUEj‘T""’E—-:

(—
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(g—r=1)7—"FP ,donde fe tira ——{P{ =....

(9—r-+1) Fdx; e integrando, 1P —
Wil r=1) Fdx; logo P— ¢fl¢—r+1) Fax,
Subflituindo pois efte valor de P na equacad
Pyt —rdy + &c, e integrando geremos

-
;H r_i_—-;.rf (f—e+1) Fdx L [Fidxe fli—r+ 1)Fax4 C—o.

Nad ajuntdmos conflante na integracad que
deu P, porque nad havendo condigad alguma para
a determinar , fica livre o fuppolla nulla,

Exemplo. Se tivermos para integrar dy +
d
iyxi vt (622 4 ex =='f) dx ==o0 ; multiplicando
pelo faltor P, vira

Pd
P@+.§J§+P(ﬁxr+:x+f)ax=ng

ay P
; dP s ) aP
Deve poisfer —=—_"_".—_ " < Jogo
dx dy x

dP d
— _.:7::1.-_' quedi /P—=alx, ifto he P —=x*.

o
Aflim a equagad fe muda em
#ody - axt—"ydx = bxa~2gy - exsFidy L futdr s

bxati cxa 2

cujo integral he xe —s i
jo integra cxy+ﬂ+3 Iy

prr
p e 6 =<o. 166
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166 A equagad geral que acabamos de integrar ,
encountra-fe muitas vezes ; ¢ o methodo, de que
nos havemos fervido , pode applicar-fe a outros
muitos calos.

Se tivermos , por exemplo , as duas equagdes *
de+ ady 4+ ( bx + ) Tdt = o,
kdx f a'dy+ (b'x -+ ¢y) Tdt —o,

fendo %, y e 7 tres variaveis; a, &, ¢, a &c.
conftantes , e 7 huma fungad qualquer de 7; pode-
remos integrallas pelo methodo expofto, pratican=
do da mancira feguinte,

Multiplique-fe huma dellas, v. g. a primeira,
por hum coefficiente conltante e indeterminado g,
e ajuntando o produ&o com a fegunda , multiph-
que-fe a totalidade por hum fa&or P , que fe fup-
pie fer fungad de f ; teremos

(eP +£P) dx + (gaP + a’P)dy +[(gbP + 6'P) x + (geP + c'P)y | Tdi==0
Suppondo agora que efta equacad he huma diffe-

rencial completa , deve fer (153

I

dl dx

20 4 (gaP+a'P) __ d[(ghP -+ 'P) x - (gcP4-¢'Ply

e e o me e e T

dt n:}a
1o BE D). 4 @af +2a'P)
T e A e Mas

=

- e

- p_= - = y
Yejafe nas Mem. Acad. de Berlin ans. 174% o methodo que

Mr. d' Atembert deu para intagrar eftas equagoes,

, d(gP+kP) __ d[(gbP+b'P)e4-(geP+e'Ply] o,

s,
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Mas efta ultima equacad tem lugar, porque fe
reduz a o — o conforme a fuppoficad de P fer
funcad de 7. Quanto as outras duas, ellas dad

dr : &
(£+#) , =(eb+¥)PTie(gata)) —- =

(gc-+¢’) PT ; donde [e tira L ‘Eﬁh{_él Tdt,
B

logo igualando eftes dous

dF
e — Er+f- STt 5

P = ga-ta
dpP J !
valores de —5~3 teremos g_ﬁ__l__é,_ igerks ;

g+k  ga+ta
equacad que dard dous valores para g, por quan-
to he do fegundo grao.

Agora fendo conhecido g , com facilidade acha-

; dFF  gb4 b’
remos P por meio da equagad —- === e — Tdl,
i jJ g + .'::
-j ’:. i ﬂ’{ﬂ
+ A
que da P—e¢' £7° | E como a equacad

{£1J+-‘{¢n ) dx + E‘LC he 3&“31[‘!‘[{2]‘]{'!" huma LI f-
ferencial exaéta , fe a integrarmos , tercmos
(gP+4-kP)x + (gaP +a'P)y-+ C=o. S

i 1 = o 1
g o primeiro valor de g deduzido da equagad @0
fegundo grao, g'o [egundo valor, ¢ £’ o valog
de P quando nelle fe fubftitue g’ em ILI“‘II‘ de g3

tereinos tambem ( g'P'+ kP! ) x g IgE!
a'P')y
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@'P') y+ C" — o, porque nad ha razad para nos
fervirmos de hum valor de g com preferencia ao
outro. Logo por meio deftas duas equagbes dedu-
ziremos facilmente os valores de x e y , que virad
expreflos em ¢ e em conflantes.

Se a funcad 7 de ¢, que entra nas duas equa-
cies , for differente em ambas ellas , leguiremos o
mefmo methodo , confiderando porém g como fun-
cab det; ¢ a integracad fe reduzira a de huma
equacad a duas variaveis fomente g€/

Se tivellemos tres equacdes a quatro variavels
x,y, z et, defta forma adx - bdy + cdz +
{ex 4+ fy 4+ bt) Tdt —o, fendo a funcadb 7 a
mefma em todas ; integrariamos do melmo modo ,
multiplicando a [egunda e a terceira por quantida-

des conftantes e indeterminadas g e g': depols ajun-
tando os dous productos com a primetra , multi=
plicariamos a foma por hum fator P, funcad de ¢
{omente. Suppondo entad que elta nova equagad
era huma differencial exa&a, achariamos (153 )
as equacdes que devem determinar g, g'¢ P. A
equacab que determinar g, ou a que determinar g/,
feri do terceiro grio; teremos pois tres valores
para g, tres correfpondentes para g', € tres correl-
pondentes para P ; o que dara, mudando a mnl’mq-
te para cada valor de g, tres inwgraiﬂ , por meio
dos quais com facilidade fe determinardd ¥, ye %
€m /.

Bem fe vé& agora o que fe deve fazer ql;andc-
iwou-
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houver maior numero de variaveis , com tanto que
as equagoes tenhad a mefma férma que as prece-
dentes. O methodo nad variaria » ainda que nellas
houvefle hum ou muitos termos expreflos puramen.
te em /¢, df e conftantes.

167 Se porém for dado em geral hum numero
qualquer m de equacbes, em que entrem m— 1 va-
riaveis combinadas entre {i de qualquer maneira;
multiplicaremos a fegunda, terceira, &c até a ul-
tima, refpeitivamente por g, ¢/, g7, &c funcoes in-
determinadas das variaveis ; entab havendo ajunta-
do os produétos com a primeira, e multiplicado a fo-
ma por hum faftor P, funcad tambem das mefmas
variaveis , fupporemos que a equacad total he huma
differencial completa.

Sejad dadas , por exemplo, as duas equacdes
Adx 4 Bdy+ Cdz =0, A'dx -+ Bldy + C'dz=o.
Formando , como fe acaba de enfinar , a cqua-
¢ad
P(A+Ag)dx+P(B+-Blg)dy-+-P (C+-C2)dz—=0;
ferd necellario , para que efta feja differencial com-
pleta , que

d{ P(4+4%) ]

e -

— 9[P(B+3B%)] |
3 dx o

d[P(C4C%)] |
dax g
ALP(B+B%)) = d[P(ctcy)]
¥ g RS IR R )
ito

=

g o ol e f e

T



L L B ]

$ 2 CALECUDTLO, 231

iflo he ,
dP ; d(A4A)
‘E-{J—I'JEJ‘E'P T i
dP ! d( B Br)
—o(B+Be)+P—— %1 ;
dP d{ A4+ 4")
I
;’;{JF}-J:}_I_P dz
dP ¢ d(C4-C¢)
i el L B
dP d{B+ Bg)
(B my)+p LT TE)
dP d(C+C's)
Se por mieio das duds ultimas equacdes tirarmos o3
valores de —d‘ic de j{}—, e os fubftituirmos na pri-
dx dy

meira, teremos

P Y TS
dy dx

(4449 [ 1BLED _ it 7.,

d(C+Cs) d (44 *""}:I

B4 B |: €s) a4

B BY) dv i -
¢quacad independente de P. Bufcaremos pois para
¢ huma fun-.;nﬁ de & , ¥y, €%, a Mais geral que for

pel-
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poliivel, e que poffa fatisfazer a efta equagas, Dea
pois de ter achado g, bufcaremos para P huma
funcad de x, y e z, que fatisfaga a duas quaisquer
das tres equacbes de cima ; o que na verdade mui-
tas vezes requer grandes indagacdes , mas ao me-
nos nad envolve 1mpoflibilidade.

Advirta-fe, que fe nab tivelfemos mais que hu-
ma equacad, ifto he, fe foffe 4'—0 , B'— o,
C'—o0, aultima equagad achada fe reduziria 2

dA dB dB dC dC
NGl 4 &ip ﬂ*y)""ﬂ dx

dA i Y p
——-—E?;-—) — 0 ; equagad de condigad , que mol-

tra a relagad que deve haver entre os coeflicientes
A4, B, €, para que feja integravel huma equacad
ditfcrencial de tres variaveis Adx - Bdy -} Cdz—o,

ainda no cafo de fe multiplicar por hum factor.
Feita efta averigoacad , ou preenchendo-fe a con-

d ;
dicab € ( #f - -gf-) —+ &c — o, determina-

remos o factor P de modn que fatisfaca a duas

1(AP)
das tres qu_mc;ﬁgg _ﬂ'(ﬂf:f_)_ — Eiifil . i_""?‘l_z__-

__d(CP) . d(BP) _ d(CP)

I T W e

dx dz dy
Daqui fe vé o que devemos fazer , quando EL“"
mator o numero das equactes e das variaveis. Ps=
o mefmo meio poderemos achar, em que equas
cues
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ches bafta que g feja huma conftante, ou huma
fum;:::ﬁ de huma ou de duas &c variaveis.

168 Quando a equagad differencial propofta
na0 fe comprechende nos cafos de que havemos tra-
tado até aqui , devemos ver fe fera poflivel o fepa-
rar as variaveis. Para iflo algumas vezes balta.uni-
camente a applicacad das regras ordinarias da Al-
gebra ; outras vezes fad neceflarias as transforma-
cbes : em muitas equacdes porém ignora-fe qual
feja a transformacad conveniente.

A equacab ax"dx - byix"dx = ytdy (e ¥ fx)"
fepara-fe immediatamente pela divifad, porque he
o mefmo que (a4 by! ) ¥'dx = y*dy (e + fx'y e

M ok o
elta vem a fer —A—!fr o ] y CUja in-
G4 foy — a F by
tegracab depende da integragad das quantidades bi-
nomias de huma {6 variavel. Em geral , na equa-
€40 Addx 4+ Bdy—o, fe for A = XY, e B =X'1?,
fendo X e X' fungbes de x, € 7 e 27 fungbes de y,

i
teremos a equacad feparada }-';‘i--— ji}ra

il— - -
e

J.""l'
Porém fe tivellemos gxde — ax*ydy 4+ 2abx3yidy
“t abbySdy , que fe péde efcrever affim grdy =
(2 By2 )2 aydy , vé-fe que a feparagad terd lu-
gar, fe fizermos 2 + byt ==z, porque com effci-
to teremos #2 — z — by? , xdy — Ldz — bydy , €

Por conleguinte } gdz — beydy = azzydy , donde
| {e
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I

bg —l—ﬂzz‘.
de integrar.

— ydy , equacad feparada e facil

Como nad podemos dar regras gerais fobre as
transformacdes , trataremos {6mente de alguhs ca-
fos, em que fe confegue a feparagad.

16g Em geral, fad feparaveis todas as equa-
coes homogeneas de duas variaveis , ifto he aquel-
las, em que a foma de dimensdes das duas variaveis
¥ e y he a melma em todos os termos ; € para iffo

na6 ha mais que fazer —— = 2.
x

Com effeito , fe dividirmos huma equacad ho-
mogenca Adx = Bdy—o por huma potencia de
¥, Cujo expoente 1':{':1 igual ao numero de dimen-

sbes da equacad , efta claro que em 4 e B nab ha-

vera mais que potencias de J ¢ conftantes 3

- 4
de maneira que a equagad ferd Fdx -+ Fldy—=o0,

fendo F e F' funcies de i e de conftantes. Ifto
=

pofto, como 4 (—ii-): e , que da

aA

— xx y x
—— —— — dy ; 05

dx - a’(:)—l- : y ; fe fizerm

¥ — ydz dy be

=z, teremosdy — 4+ ——;logofu

x 2% Z
Fydz i
2%

Fdy

ftitvindo , a equagad fe¢ mudarda em —

B
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Fiy

=

-+ Fldy—o, ilto he em — ydz -} zdy 4

Zdy —=o , fendo Z huma funcad de z 5 logo terea

d dz
mos _.L: —— cquaf;aﬁ ft*pamda.
¥ Ltz

Exemplo. Se tivermos a equacad homogenea
yide 4 y*xdy 4 0x'dy = o, que fe pode reduzir

¥ 2

i forma 2-dx 4 L dy--bdy=o, dividindo
X x2

por x*, porque 2 he o numero de dimensdes da equa-

= ¥
cab ; faremos 2 =2 yque dd ¥ = = , dx —
& £

Al

2 ﬁz"{fﬁ ; e vith 23dy — yzdz - 2%dy - bdy — o5

logo Erl — i_ Agora o integral defta he
¥ 222 - b

y#=C*"(222456); e por conleguinte y* —

(AL 8

-1’1

170 Seria pois muito vantajoflo o poder fazer
as equaghes- homogeneas. Porem como para illo
nad ha methodo geral , devemos recorrer s trans-
lurn:m:;ﬁ:s. As que podem dar alguma elperanga,
Coubitem em igualar huma das variaveis, ou hu-
ma funcad da mefma e tambem de ambas, a hu-
ma funcad de huma nova variavel com expoentes
mdeterminadas , os quais fe determinad depois pe-
E;&;}ml]gnﬁ que feja homogenea a equagad transs

ada. P &
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Exemplo. Se quizermos achar os cafos, em qus

pode fer homogenea a equacad geral de’ tres ter-

mos ax™ dy -} ﬁf"x'i'u’y -1+ c_];'*a'y — o, faremos x —z¥,

e vird atransformada ahz™é +8—1dz - by*ztidy +
.rj‘['dj.r —o;, a qual fera homogenea quando k=

gh+n,ek—mh4-b—1; Iugn.b:’;!_";.?;_l.

mn = g4 n

m—g— I
g, me n forem tais , que efta ultima equacad te-
nha lngai* , poderemos fazer a equacad homogenes,
e confeguintemente feparar.

. Logo fe os expoentes £,

ek —

171 Em geral , na falta de methodos directos
procuramos reduzir as equagoes propoflas a outras,
cuja integracad feja conhecida. Allim [ pratica,
por exemplo , na equagad particular dy -} ay*x
— Jx™dx , conhecida pelo nome de eguagas de Kic-
cati , a qual nad fe fabe integrar fenad para certos

valores de m.

Seja m — o , teremos dy - ayddy = bdx , qU¢
;

- i A

he r{.'l‘!ﬂl':ﬁ'tl y © di.l ____._-}i___ —— dx » CLEJa l.I'!,'[tETiI'
b — ay?

¢ad he facil.

Mas quando m tem outros valores , he necel
fario mudar a equacab em outra , onde ay? Il=_4Ii ¢l-
tejad multiplicados por huma me{ma potencia de
%, porque entad ferd feparavel. Kis.aqui o moco
de achar os valores de 7, que permittem eita tran™

formagad.

Fae
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Far,:amr:-s y=dx* 4 xit ,que dady — pAxr—1 dx
4 gxi—"tdx -+ xdt ; (fubltituindo na equagad
prﬂp:‘.rf’(a , Vira pAxr=1 dx S gxi=" tdx + x9dt 4=
ax3ttde 4 adAx dx - 2adxr™ 9 tde —= bxm dx.

Supponbamos p — 1 — 2p, pd 4 add — o,
Pt+eg=—¢—1, ¢+ 2ad =0 ; teremos p —
I

TS g=—— 2 ; o que muda a tranf-

formada em x—2 dt + ax =4 ttdx =— bx™ dx , ou em
dt - ax—2 ttdx — bx™* 2 dx , que fera [eparavel ,
fﬂ M= — 4 ;

1
Fagamos nefta + — . ella fe mudari em

dz -~ bx™ + 2 zzdx = ax—*dx. Fazendo pois

&= A'x? -}~ xi't', e obrando como acima , te
remos p' A’ ar'—1dx -+ ¢'xi'—1 t'dx 4 Vdt’ -
bedt" ¥mra gy - BAR xw'Em Ty
+ 204"+ 4"+ m+2 fily — gx—2 dx.

Suppondo 2p'+mt2—=p'—1, pA' -}
bdn — o .g'-}-iﬁd':u s —1=p 44"
M2, teremos p'—=—m—13, 4'= -’1}_—3—,
' = —2m —6, ¢ x——6 di" L hx—im—10 {'t'dy
—ax—2dx, ou dt' 4 bx—m—4 titldy — ax*™* idx ,
Que fera feparavel , fe —m — 4 — 2m -} 4, ou
8

—— i

3 P23 Se

fem—




T
J::Ax-+a :
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Se fizermos ' — % , depois ' = A"x?" &

) I =
7' ¢, e continuarmos fempre da me(ma forte,
acharemos f{ucceflivamente , que a equacad he fe-

12 16
paravel , quandom = — — , M =—— ,m=
5 7
20 . —Ar
e —— &c ,ifto he em geral,, quando m = — 4_
9 ar—1I

fendo » hum numero inteiro politivo.

E fubindo as {ubfhituicbes antecedentes , ver
fe-ha , que y tem por expreliad

=1 1
=ii-3 o L] |

1% ey s i
= 2= =i =10 |
J+x4” _

A3l g
continuando até que o cxpoente de ¥ no primeir?
termo do ultimo denominador feja — (m—42) (7 —
1) —1 ; e entad o fegnndo termo defte denomina-
dor fera x—(2mt4) (r —1)—2 ¢ : fendo ¢ huma varias
vel , que depois da fubftituigad defle valor de y fe
dt:lr:rnmm pela: integracab da equagad’ refultante:
que entad he feparavel ; he precifo fomente ex-
ceptoar o cafo de fer r =1, no qual devemos
fazer hmple-:mtnte y = Ax—t - x—2 1.

Tornemos 2 equacab dy - ay’dx — Bt dx 4 €

em lugar de fubflithir como aclma_y-—-jﬂ}{*
Xt

-,

[ = 1 |

I - ——

E ot ]
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1

#ft , facamos primeiramente y — —- , depois

% — Ax? = x9t , e continuemos 2a fazer o melmo
que precedentemente ; concluiremos da mefma for-
te; que a equacad fe feparard , todas as vezes que

— A z . .
m:.—-.i. , fendo » hum numero inteiro politi=
2r-+1
vo. O valor de y entad fera
y = :
Jx-l-m-l ) #1-1“‘1' b .I ﬁ
d'x'zm_s i xﬂ-*mﬂ { 1y

L ——
A7 4 &e

continuande da mefma forte até que o primeiro
termo em ¥ no ultimo denominatlor feja — mr —
ar 4 1 ; entad o fegundo termo deve fer

g 2mr—gr 43 f

A equacab x%dy 4 ay*x"dv = bx™ dx reduz-fe
a0 melmo cafo , dividindo por x7, € fazendo de- -
pisax" A+l —=z,

Tais fa6 os meios gerais , de que fe faz uflo,
todas as vezes que 0s dx e os dy nad paflad do pri~ -
meiro gido. Porém fe paflarem, como as cqua-
¢des , em que entrarem differentes potencias de dx .
¢ de dy , devem fer homogoneas relativamente a dx
e dy , dividiremos tudo por di elevado & foma das
dimensées de dx e dy; e refolveremos a equagad

d
tomando ,,Tf“ por incognita. Tendo aflm huma
- o

tquacab em dx e dy no primeiro grao , trataremos

de applicar-lhe os methodos precedentes.
Das
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Das Quantidades e Equacies differenciais da
Jegunda , terceira , ¢ ordem.

172 A Liberdade , que temos quando diffe-
renciamos , de tomar por conftante ( 20 ) qualquer
differenca primeira , pode facilitar a integracad em
muitos cafos. Como porém péde acontecer , que
fe tenha feito conftante a differencial , que nad he
a mais propria para facilitar a integracad , moftra-
remos primeiramente de que modo huma equagad
differencial , em que fe confiderou efta ou aquella
differenca como conftante , fe reduz a outra em
que nad haja mais conitante,, para ao depois (e po-
der liviemente fuppdr conftante a differenca que
quiZermas.

Scja pr:rit‘- Adx? - E{fx.rf)r + Gﬂ?_}li —l-- Dddy—oa
equagad de differengas fegundas a duas variaveis ,
em que (e tenha fuppofto conitante a differenca pri-
meira dr de huma das variaveis. Havendo dividido
a equagad por dx , elcreveremos delte modo Ad¥

E.‘-lryi r""\.k dj
-} Bdy 4+ T-—i— Ed(;,;)z o , que vem 3

fer a mefma ; porque fuppondo d¥ conftante,

d\ ddy - .
a'(yi-) = = Porém [enad quizermos que d¥

d dyddy — dyddx
—— ¥

feja conftante , entad d ( : — e
X A

logo a equacad fe transforma em Adx 4 Bdy
7 %
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)=c:: » na qual

Cidy? dxddy — dyddx
;IT.;H b ( T dy? ! W
pag ha mais differenca alguma conftante.

Seja Adxi =+ Bdx*dy - Cdy*dx -4 Ddyt =
Edxddy - Fdyddy -+ Gd’y = © a equagad de diffe-
rencas terceiras , fendo dx conftante. - Dividindo
por dx? , e elcrevendo defta f6rma Addx - Bdy

penll | dy? dy dy
e+ D Lot Ba () + Fyp

d .::_) 4+ Gd [(% ) d(,'j_i')-_l=ﬂ , faremos

variar tudo nas differenciacfes indicadas , e vira
huma equacad fem differenca alguma conftante.
Exemplo. Se tivermos dx*dy — dy} = adxddy
+ xdxddy, em que fe haja fuppofto dx conftante ,
nab fc vé de repente como efta equagad fe podera
integrar ; mas fe fizermos dx variavel , elcrevendo
dxdy — -?T — (adx 4 xdx ) d (%) » poidere-
mos na differenciagad indicada tomar dy por con-
flante , e vird d¥® + xddx 4 addx — dy* == 0
cujo integral claramente he xdx - ady — ydy -
Cdy — o, ajuntando huma conflante Cdy da mefma
ordem do integral. Elta equacad, fendo integrada

fovamente , di L a® + ax — 1 y2 =4 €y C'=0.

173 A regra que demos (148) para im:g::r
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as quantidades differenciais de muitas variaveis;
applica-fe 4s quantidades differenciais de todas as
ordens , confiderando as differencas ddv , ddy,

d'x, diy, &c como outras tantas variaveis diffe-

Tcntes.

Propondo-fe , por exemplo, integrar widdy
= 6x°dxdy 4 6xydx* , em que fe fuppoz dx con-

ftante ; integraremos primeiramente , confliderando
ddy [0 como variavel ; e teremos xidy, cuja diffe-
rencial fendo tirada da propofta , "vem o refto
3%%dxdy 4~ bxydx? , Integremos efte , confiderando
y {6mente como variavel ; virj 3x%dx ; quantidade
que fendo differenciada, e tirada do primeiro ref-
to , naé di mais refto algum ; logo o integral dd

quantidade propofta he ¥'dy + 3x%dx 4 Cdx ,cin-
tegrando novamente teremos x'y 4 Cx - €/,

174 Quanto as equacdes differenciais , inte-
grallas-hemos do mefmo modo , quando forem in-
tegraveis no eftado em que fe propuzerem ; o que
fe conhece procedendo 4 integracad , e vendo fe o
ultimo refto he nullo, como acabamos de enfinar.
Péde porém acontecer , que o ultimo refto nad fe-
ja nullo, e com effeito as equacdes fejad integra-
veis , pela multiplicacad de hum fa&or conveniens
i¢ , que vamos a confiderar.

Examinemos primeiramente as equaces de
differencas fegundas a duas variaveis, ifto he, aquel-
las em que nad ha differenga que paffe da fegunda
ordem, feja qual for por outra parte a potencia 2
que dx e dy eltejad elevados. Ainda que fuppo-

mos , que huma das differencas he conftante ; com
‘tu-
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nido facilmente fe fard applicacad a0 cafo de fe~
rem aimbas variaveis.

Reprefentando pois por Addy ‘4 B — o a
equacas geral defte genero , onde 4, e B fad
quaifquer fungdes dex, y, dr, dy e conftantes ;

B—#
efcrevamos defte modo . . . Addy 1 (_'_ﬂ;_"’) dy
¥

k
+ dx
¢ida da mefma natureza que A e B. Multiplique-
mos efla equagad por hum faltor P, fungad de

¥yy,dx,dy econftantes; tcremos

B —k Pk

d So i gy 25
_ﬁpﬂﬁ-f‘( = ) dy i de =0
que fuppomos fer huma differencial completa. Lo-
go confiderando as tres differencas ddy , dy e dx
como de outras tantas variaveis differentes , he ne-
cellario ( 153 ) que tenhao lugar as tres equacocs

d ( P:g__,.r)

dx — o, fendo k huma funcad defconhe-

s d(AP) __ e -
dy ddy 3
Pk
e [T/ g
ﬂ'.f ' d}{f_-_- 2
B—F Pk
di{ P -7 %
& ( f"# ); d dx )
3 dx [re— __'_'_ﬁpl:l_'_" LY

Podemos pois deduzir deftas (167) huma equa-
cal

-




234 ELemMENTOS

cab fem P, a qual fervith para determinar #, to-
mando por # huma funcad, a mais geral que for

poflivel , de ¥ , y, dx e dy com coeflicientes in-

determinados , para a fubftituirmos nefta mefma
equacab. Depois diffo’ determinaremos P, toman-
do tambem huma fun¢ad do mefmo genero , e tal
que latisfaca-a duas das tres equagdes de condi-
¢a0, Podemos porém flimplificar efta indagacad , e
limitalla a hul‘t.]‘:l.r [6mente para P huma funcab
de ¥, y,dr, dy, que fatisfaga a duas equagdes.

Das duas primeiras equagdes de condigas fe 1ira
d(AP) __ I t. 4[.F 81
-_raff_-.--H;?_}E-P{B_*J_P-dy ddy

i TS W,

':J"_}'_F day dx

d( Pk :
mando nefta ultima o valor de -—{—“—]- , e [ublfti-
ddy .

tuindo-o na primeira , teremos

d [ PB) (AP) d
PR =3 =y e L gy = . -
[ ' . Ty e ’

por onde fera facil /de achar #, huma vez que feja
conhecido P.
Tire-fe defta ultima o valor de Pk, e fubfti-

tua-le juntamente com o de P (5 — £ ) nas equa-
¢es de condigad 1% ¢ 4%, teremos




pROC AL EVE o 278

\ d( LB ) d{ AP) (AP
ICARY - a = — e — ]
— = o -ry

o ddy
LH
( d( AP d( AP
{ifﬂ goganig (GAF )y 2 (. AR) ]
ﬂl-"P ax iy
i : . =
dx
PR dy d(PB) d(AP) dy* d[ AP)
ﬂ dei 0 Tdae T dlyt o SR st S ~raan]
% 4.

Reduz-fe pois toda a queftad a achar para P
huma funcad de », y, dx , dy e conltantes , que”
fatisfaca a eftas duas equagdes. Porém ainda que
ilto fempre feja poflivel, com tudo nad he igual-
mente facil ; por illo abandonames eita indagagab
geral , e paflamos a examinar algumas equagbes
mais limitadas , ainda que muito exten(as.

Antes de comecar notaremos , que pelo que
fica dito he facil o determinar , fe a equagad pro-
pofta he integravel no eltado em que fc acha: nad
ha mais que fuppér P = 1. Aflim huma equagad
para fer integravel , deve fatisfazer as duas equa-
¢oes feguintes

dR a4 dA
a3 vglgpr S g~ p?)
y ddy ’
dB 44 dA B dy. dB dA - -dy® dA4
P A T e 2 GRS , - A
~ 33y o i g .:'.!r}l'} _‘f [,ﬂ- e JJ_,,""'“:’ de  dn Ay J'
dx ;e dy

. - Efta relacab entre os coefficientes he geral, fe-
J2 qual for a equacad differencial da fegunda or-
demy , fendo dx conftante. 17§
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175  Proponha-fe agora integrar a equacad
Gdx* - Hdxdy 4 Kdy* ++ Lddy —= o , fuppondo
9ue tanto o fadtor P que a faz integravel , como
as quantidades G, H, K e L, a6 unicamente fun-
¢bes de x , y € conflantes.

Como comparando efta equagad com a geral
Addy+ B—c, temos A = L, € B= Gdx? 4
Hdxdy + Kdy? ; fe fubftitvirmos eftes valores nas
duas equacbes acima achadas para determinas P,
e attendermos a [uppofigad de que P, G, H, K,
L:nab incluem nem dx , nem dy , vira
[I} d( Pf el

pois de nella fe fubftituir KP em lugar

= KP, eoutra equacad, a qual de-

d(PIi

.—.r( PHdx = KPdy — dx 4l }L})
fe'reduz a -
dx
- d (PL)
d A
( PGdx + 4 -

T dy . Porém a primeira equa-

g8 r{r
dx

—

=i Y
cad ALl b KP da
&

a’{PL]I>

4.2 (
i *
Apst_Nethh od 3 ¢ confeguintemente

d(KP dy)

dx
dy
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(24P

H}r 3 ; logo a fegunda equacad fe reduz a
)

an 4(PH) _ 4d(PL), . d(PG)
dx dxdx dy

Executando a differenciagad indicada na equa-
¢ab (1), em que fomente y he confiderada como

: dP K dL .
variavel , teremos =T dy — —— ; e inte-

grando na mefma fuppoficad de fer y [6mente va-
riavel , porque aflim foi feita a differenciacab , vira

ﬂ’
P:X /

% £ , fendo a conftante X funcab de x.

Para determinar X , fubtituiremos efte valor de
K
JrI dy

remos huma equacad , em que os y devem defap-
parecér , pm: que X deve fer fungab de x , para
que a equacad propofta feja mt::gr:u:] pela multi-
plicagad de hum fa&or , funcab [Gmente de x, y
e conftantes. A Lunu:h(;.m de de apparecerem os y
dara muitas equacoes ; mas eftas deverid reduzir-
fe a huma unica , porque nad ha mais que huma [
indeterminada,

P na equacad (I1), e dividindo por ¢ , te=

E.-\Tm—

dd :
*® Por efta expreilas - _J{_F.?” entendemos qua e deve 1 °® differene
il

#iag 2L, fﬂ endo Variar x, e dividir par dx sz 2" differer 1C1AT @ [B=
fuh'f'iﬂ: fﬂthdﬂ varfar » € tordar a dividir por dx,
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Lxemplos.

I. Na equagad da fegunda ordem 2ydx? -
(2% -+ 3yx) dxdy -~ 2x%y* 4 x*yddy — o , que
nad he integravel no eftado em que fe acha, temos
L=x%,G=12y, H—=2x 4 3yx , K = 2+?;

| - g X5 e p 2
-IﬂgﬂP:-Tef.F — ¥ R

Xy :.lrﬂ_r x4y

g
}_n

Ay

—~ « Subflituindo efte valor de P, e osde L, G,

H , &c na equacad (1), vira — 4-{)’ -+ 2ydX L
X xd

x-.

E

2Xy .. 2ydX  3Xp o ogcddX
e it ey - S W

lando pois a nada a foma dos termos affe@os de y »

dX d
teremos = 3—;: y € == x3ddX - xdXdx —
3Xd® =o. A primeira di X — »? , e efte valor
fubltituido na fegunda fatisfaz a ella; loge X —— 7 »
¢ por confleguinte he poflivel fazer integravel 2

equacab propolta, multiplicando-a por huma fun-

j
¢ad de x e ¥ » ou por hum faQor P — -Z}- —x )

Como nefte caflo (174 ) Pk — 2xy%dx* +
3""?}'2"‘"""‘"]' y € P B—F=— 2.1"-'}?3.1?{]; - ‘l-’l-*i'i'ﬂl_lt'i ’
a equagad propofta referida 4 férma geral (172 ) [

2=

ik Thle . B bk o il Bl 0 i i ek S
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( 2x9%dx < 3x%y*dy ) dx — o . Logo integraremos o
primeiro termo (148) , confiderando dy (6mente co-
mo variavel , e teremos x’y*dy ; quantidade que fen-
do differenciada , e tirada da equagab, da o refto
(2x%dx ) dy 4+ (2xy°dx ) dx . Integraremos o pri-
meiro deltes termos , confliderando y [6 como va-
riavel , e teremos x?y%dx , cuja differencial , toma-

da fuppondo x e y variaveis , fendo tirada do _rt:ﬁu
antecedente , nad deixa relto algum ; logo o inte-
gral primeiro completo da equagad propofta he

x'ydy 4 x%ytdx —- Cdx —o.

I1. A equacad 2dx* 4 (3x -+ y+2) dydx -
2xdy? 4 ( %2 4 xy ) ddy = o {e integrara do mefmo
modo. Acharemos que deve fer I:_x W e
X - ¥

176 Se depois da fubflituigad do valor de P na
equacad ( I1), os y defapparecerem tedos por it
mefmos , entad a equacad , que deve dar X, fera
differencial da fegunda ordem; pelo que parece
que o methodo nad ferve para efte cafo. Devemos
porém advertir , que entad vird huma equagad def=

ta forma Adx® -+ BXdx* 4 cdXdx -+ EddX — o,
fendo 4, B, ¢, E funcies de x e de conltantes,
Para a integrar pois efcreva-fe affim APlx? -
BP'Xdyr 4 (¢ — #') PldxdX + F'PdXdx ~
EPddX — o ; e fuppondo a@ualmente que P’ e &'
126 funcges fGmente de x., € que os quatro ullimos

termos formad huma differencial exacta, opri-
L Ol=
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meiro termo , como he funcad de x, facilmen4
te {e integrard ; e a refpeito dos outros termos , te-
remos as quatro equacdocs

d(EP') __ d(kPdX 4 BP'Xix)
ods Lot dd X :
aT BT 2 [{C—H})Pldx ]

e R |
d(KPUX 4 BP'Xdx) __ d[(C—k)PUX]

dx g™ dx :
d r { L"- e k1) P F d(BP'Xix)

e —————
F— ¥

d'l.t' ri'r..'Y

as quais , attendendo a que ", P', 4, B, &c nab
incluem X, fe reduzem is duas
d(EP') d[(C—#)P]

e e e T ‘%f.‘:ﬂj E F" e S e e e @
d'.t' ; dx
.-*'Jr”

I.ogo igualando entre i os dous valores de pi

que tirarmos deftas duas equacdes , vird

Edk'+ (C— k' )dE — k' C— k7) de + BEds — Bl —o;
equacad differencial da primeira ordem f{émente s
que dara o valor de #'; e confeguintemente fe
o . s d(EP)
achara P'por meio da equagad AP’ — o A

dP! »ld {F
O} i = b i :E._' - que da P =

/ s L
H

NE L N e
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Hid
-g- rf_E , fendo H huma conftante. Agora pa-

12 ter X , meteremos os valores de &’ e P’ na equa-
cad A P'dx* 4 &c, que por fer prefentemente huma
differencial completa , tem por integral dx [ AP'dx
+ Xdx f BP'dx + dX [ ¥ Pldx + Ldx — o, fendo
L huma conftante; integrando pois novamente (165)
acharemos X. Logo em geral , todas as vezes quea
equacad Gdx* - Hdxdy + Kdy* 4 Lddy —o,
para fer differencial exa&ta , depender {omente de
hum falor funcad de x , y e conftantes , poderi

reduzir-fe a huma equacad differencial da primeira
ordem ; quaisquer que fejad &, H, K 5L

Porém fe depois da fubflituigad do valor de I
na equacad ( 11), nad podermos fazer defappare-
cer os y fem fujeitar os coefficientes G, H, X, L
a certas condicdes , ferd iffo huma prova de que o
fa&or P deve incluir tambem dx e dy ; entad fera
neceffario recorrer ao methodo geral (174 ) .

O mefimo fe obfervara para achar , em que ca-
fos outra qualquer eguagad differencial da fegunda
ordem de huma férma conhecida , péde fer integra-
da pela multiplicagad de hum factor, fungad de
xey,oudex, dy edre, oudey e dx.

177 O methodo , porque havemos integrado a
equacad Adx? - BXdx* + &c, phde applicar-fc
facilmente 4 cquagad geral d% - adi—1 ydx ==
bdimz yiyz L, . 4= mydx® 4 Xdx* = 0, fendo

Q a,




242 ELEMENTOS

é,b, & edx conftantes » € X huma ﬂ!ﬁi;:iﬁ de »

e conftantes. Para iflo efcreveremos delta maneira

.F-I":}' + P (a —})d Ij'd'.r + Pkd" If;.-.::"x + Pb—i") 4 i}-g’,::
e P{’a’ﬂ—z_}'.fxz + & . J”'.I'-l_}'ilr;n:tII - P.‘."-J'.leﬂ =20,

fendo o fa@or P funcas de ¥ 3 ek, &', &% con-
ftantes indeterminadas,

Suppondo entad que os termos tomados dous
a dous , comecando pelo primeiro , férmag huma
differencial exa&a, teremos a5 equaces necellarias
para determinar P, } s Ry ¢ Para iffo ha-

dpP

vendo igualade os valores de S5 » VIIAH equagdes

em &k, k' ¢, que determinaris }
¢ad refultante do grao n. Achado o valor de £ , te-
3cios’ opde &7, £ Ee; e integrando » © que fera
muito fﬂ{fil, a‘:hﬂl’ffﬂ{}a o valor dl‘.‘-‘ P- Pﬂr:l. aadla
valor pois de } teremgs hum integral particular
com conltante diﬂ"erc—ntc; logo tirando (e .
deltas equacbes os valores de di—1y d—2 y | &3¢,

e fubftituindo-os na ultima , acharemos o valor de
Jf em x.

por huma equa-

178 Quanto is cquacbes differenciais da ter-
ceira ordem , as quais fe poden reprefentar geral-
mente pot Adly' - B==10, fendo de B fungdes
de x, 3, dr, dy, ddy e conftantes ; fuppenhamos que
P he o fadtor , funcag: de 1 s dx,dy , ddye con-
ftantes , que faz integravel a equacad propoftas
Ifto pofto , podemos efcrevella defta maneira

APd’y

B T — T
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B—Fk bk Pkt

AP y gt AT : P

)i P r-'f"f-lf."""l,".-F'l"—--‘ﬁf;llr dy +_Jé‘ﬁ'—°'

Logo devera fer

d(ap)
Ifn'.'?‘}f'___ =

ay
Bk B kT

PE: ,
d( AP) ___J{?E'J_"”_Ef d( P ——)
—j H

iy §

B—t Pi! B k! P’
(P s 2 B jr;_‘} “(Z)

A | — ar o p—

dx ady pr .t g dy

Por meio deftas [eis equagbes fe determinarad
E; ke B,

Exemplo. Se tiveflemos ﬁ"_;.r + addydx - bdydx?
J- eyde? 4= Xdx? — o, efcreveriamos aflim &’y 4=
I'ﬂ’rf_',-;.:fx + (a — k) ddydx - k'dydx* -+ (b — k) dydx*®
- eyde’ 4= Xdx! == o , fendo £ e &’ confltarites ; e
fupporiamos que efta equagad [e fazia integravel
pela multiplicacad de hum faftor P fungad de x.
Dando pois ao produtto a forma feguinte Pdiy
Pkdxddy 4+ [P(a—F ) dily - Plidydx | dx
L P(b — }') dydx 4 Peydx* 4- PXdx* | dx = o0,

deduziriamos feis equacdes , que pela fuppolicab
feita para £/, k e P fe reduziriab a tres; e a equagad
final dasia tres valores para k£, e tres correlpon-
dentes para £, ¢ para P ; donde viriad tres equa-

goes
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¢bes em y, x, dxdy eddy, das quais eliminande
ddy e dy , teriamos o valor finito de _].- em x € cone
ftantes.

Dagqui fe vé o que devemos fazer nas equagdes
differenciais dos graos fuperiores.

179 O mefmo methodo terd lugar, quando
houyer maior numero de equagdes, ¢ de variaveis
que nad paffem do primeiro %raa » € que nad elte-
ja6 multiplicadas nem entre fi, nem as fuas diffe-
rencas por differencial alguma das mel(mas wvaria-
veis , 2 excepcad daquella que fe houver fuppollto
conftante. Comegaremos por reduzir todas as equa-
¢cbes a huma, fomando a primeira com a fegun-
da , terceira &c , multiplicadas cada huma deltas

or hum coefficiente indeterminado e conftante
2, p' @e. Relolvendo depois os termos affectos das
differencas de huma melna variavel , multiplicare-
mos por hum fa&or P, fungad da variavel , cuja
differenca fe fuppuzer conflante,

Exemplo. Se tivermos as equagbes
adde + bddy + (cdz v edy )dn+ (fa 4+ gy ) 4 I ==o
&ddz + B4y + (cldzx + ey ) dx + (fla+ gy ) dx ==0;

multiplicando a fegunda por ¢ , ajuntando o produ-
&to com a primeira, e multiplicando a foma por

P,viraP(atap )ddz+P(c+cp) dzdx -+
P (f4+fp) zde* 4+ P(b4-0bp) ddy4P (et
ep)dydx 4+ P (g —g'p ) ydx* = o.

Depois refolveremos ¢ - ¢/p em ¢4 elp—F

ek, come tambem e -}-¢p em e}~ €2 __.Eéc E,
up-=

B 1] = I

m

e T

i . T -
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Suppondo entab que os termos tomados dous a dous
formad differenciais exa&las , teremos as equaghes
neceffarias para determinar R,k e P. A equacad
em & fubird em geral ao grio 2n, o que dari 2n
integrais , por meio dos quais fe eliminarid todas
as differengas , e teremos as equagdes em zZ € ¥,
em y ex, &c.

Se as equagbes foffem mais gerais, confidera”
riamos p, p! ¢ e P como fungdes de todas as va~
riaveis , e das fuas differencas ; e determinariamo$
eltas funcdes pela condigad de que a equagad to-
tal folfe huma differencial completa.

180 Quando em huma equa¢ad a duas varia-
veis faltar huma das variaveis finitas, podemos
fempre reduzilla 4s differengas da ordem immedia-
tamente inferior , igualando a differenca primeira
de huma das variaveis 4 differenga da outra varia-
vel , multiplicada por huma nova variavel.

Exemplo. Querendo integrar

dy?
djr v/( brt Fi7] —(ay-+ &) dx, em que

dx fe fuppoz conftante, e onde falta a variavel x;
faremos dy = pdx , fendo p huma wnova varia=

vel, o que di ddy = dpdx, e por confeguinte
d d
Lt =h. Fooud it

pp)—=~Cay 4+ %) dy, cujo fegundo membro [e in-

tegra algebricamente , e o primeiro em parte al-
oebricamente e em parte por logarithmos , fazen-

do / (1 -} pp) racional. C on-
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Concluiremos efte tratado refolvendo o pro4
blema feguinte : Entre todas as curvas ifoperimeiras,
que paffae pelos pontss dades B ¢ D ( £ig. 66 ),
achar gual he a que fuz a maiar Juperficie ABDE ,
Jupponds dada a Poficas de AE,

Eita queltad inverfa de maeimis €9 minimis re-
duz-fe a achar entre as curvas do melmo com pri-
mento , qual he aquella em que /ydx he hum ma-

Ximo.

Supponhamos que BD he 2 curva procurada ;
efti claro pela natureza do maximo , que fe hum
ponto m variar infinitamente pouco “em qualquer
fentido, por exemplo , pamallelamente a AE para
maior facilidade , ou fc o elemento Mm fe tornar
em M , ¢ mm’em pm', o elemento da abfcifla Pp
em P, € pp’ em =p’, confervando-fe p == r; O vas
lor do. maximo poriffo nad terd mudanga , ifto he,
a variagad que na fua exprellad refultar da mu-
danca que houver na curva, fera —o. A mefma
invariabilidade deve tambem ter lugar no compri-
mento da curva. Para exprimir pois eftas duas
condicdes , ferd neceffario fazer variar do mefmo
modo outro ponto m'; e alfim haverd variagad em
tres elementos Mm , mm?, m'm'.

Iito pollo , feja AP — », Ap ou x + dx
Ap' ou x! +de! =x"; PM—y, pm=y'>
pim! — y" &e ; fera Pp — d», ppl=dx’, pp'' =

ﬂr-’*'”r mr :r."_ry, m’r’_: ﬂf}': . I‘ﬂ”!"'f' —_— ﬂ:p'”, M.’H —
ds , mm’ = ds’&c 3 e em geral , fendo F a ﬁmtr‘:lﬁ

que convém a hum clemento’, ferd F/, por abbre-
viar
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viar, a funcad refpedtiva F -~ 4F do clemento con-
fecutivo , de mancira que F'— F — JF.

Pela condicad de maximo temos 3 ydx = yldy?
*+y"dx" ) =0, ifto he , pois quey, y', 3" nad

varia0 ,
11 yidx -} yidx’ < g ede — o .

ufando da cara@eriftica » para nad confundir eftas
variagbes com as differencas naturais das coorde.
nadas.

A condicad de fe confervar conftante O compri-
mento do arco da s 4 s’ 4 2ds — o i mas
g5 = dyt - dy?, e confleguintemente /s —

i
iy
~5—#dx , por fer dy = o , ¢ aflim nos outros ele-
¥
mencos ; logo fubftituindo vird
I ¥ I

v G dx
- L BRI 'Y — ' et =g,
ds e ds'! S ds

E como o intervallo dx ~+ dx' -+ dx'" nad va-
na, teremos tambem

3* dx 4 m’x'—|- Mx"" = o.
Eliminando 2dx" das €quagoes 1% e 3%, vird dydde
+ dy' (3dx - *x’) — o ; e fazendo o mefmo na

dx dx!
2] v | . - : Jr Rty S "
¢ 3*, acharemos « ( = ) Ydx 4~ d ( dsr) ( ¥dx
+¥x’) =o; logo eliminandn i -+ My’ deftas du-

W(3) 4
45 cquacdes , teremos

— — el
c ,
a6
ilto he d[ -_‘*"‘2]—_-—_1-_-, ()
dy
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; d
Integrando vira d (j—f) — 2

s intégrands
fegunda vez , .ﬁ!_if —y =+ b, ifto he o*dx* =
if

(3424 ) (dx*+ d?); donde feparando tere-

dy(y+5) %
mos dr=— X it Rt e, g C1jG1ANS
Vi —(y+br] "

tegral he x—=c = ¢/ [a* — (y+4) ]; equagad
do circulo, que fe podera conftruir depois de ha-
ver determinado as tres conitantes a , f, ‘.

Para a determinacad dellas obfervaremos : 1°

ue x —odky= AB; 2° que x —AE di y=
DE ; 3° que fuppondo dado o comprimento da
curva , ou o angulo que ella faz em B com huma
linha dada de poficad, ou outra qualquer condigad
equivalente, Eu:.ilmcntc deduziremos huma tercei-

ra equaga0.
As Obras que fe pddem confultar fobre o Cal-

culo Integral , fad as de M. Euler , d' Alembert ,
Fontaine , Condsrcet y Bougainville , € Reynau.
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