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ADVERTENCIA.

Bezout eftreven a Trigeno-

metria Plana duas vezes

o buma no feu Curfo de Ma-
thematica para ufo da Ma-

vinba , e a outra no Curfo ordenado pa-
ra o ufo dos Officiais da Artilbaria. De
buma e outva [e tomdrai e traduzirad as
coufas , que parecéral comvenientes ao
fim que nos foi propoflo 5 ajuntando as
idéas nmeceffarias da medigad das linbas
e dos angulos , conforime ao que o Autor
tinha enfinado na Geometria , por [up-
pormos  que os noffos Leitores bai de
paflar immediatamente dos Elementos de
Euclides para a Trigonometria Plana.
Efia mefma [uppoficab nos obrigen are-
Serir as citagoens aos fobreditos Elemen-
tos, e a alterar levemente algumas De-
monfiragoens. Fulgou-fe conveniente ajun-
tar nad [omente os Theoremas de Cotes
Jobre as wariagoens dos Triangulos Rec-
tilineos y mas ampliar tambem a doutvina
do
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do Autor fobre as propriedades dos [enos
tangentes (e, e dar buma Taboa de formu-
las relativas aefte ponto mais completa do
que as publicadas até o prefente. Po-
vém , para fe evitar todo o embarago , po-
derdd os principiantes na priineira ligad
omittir, fem prejuizo, tudo o que vai defde
o numero 31 aré o numero 133., excepru-
ando [omente 0s numeros 33.34. 47.48. €
§2. o5 quais fad neceffarios para a intelli-
gencia das Propoficoens effenciais da Tri-
gonometria Plana , que adiante f¢ bao de
demonfirar.,

o

Erratas. Emendas,

2¢ cofecante cotangente
20 AD, =B -.-- AD=B
13 CD XCE- - - - CDXCF
4 ¢ofA—cofB ---- ¢ofB—cofA
10 indicadop indicado
g Complemento - -- Complemento Lo~
garithmico

22 obfevados , - - = oblervados
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ELEMENTOS
DE TRIGONOMETRIA

PLANA OURECTILINEA,
R R o s ey sy

I Rigonometria , em quanto 4 origem dy

palavra, quer dizer medigad de Fri-

angulos. Mas enr gerai. por efte nome entendemos

a Sciencia , que nos enfina a determinar as pofi=

Goens, ¢ dimenfoens das differentes partes da ex-

tenf2d, por meio da relagad neceffaria, que ellas
tem ‘humas com as outras.

2 Imaginando pois que os differentes pontos,
que fe confidera® em qualquer efpago, eftab uni-
dos por meio de linhas reftas, tres coufas fe of-
ferecem a confiderar ; 10 O comprimento deftas
linhas 5 20 Os angulos que ellas formab entrefi;
32 Os angulos coinprehendidos pelos planos, nos
quais_as ditas linhas eftab , ou fe pddem imagi-
nar. Da comparagad defles tres objeftos depende
a folugab de todas as queftoens , que fe podem
propor febre a meédida da extenfsé, e das fuas
partes 3 e a Scienciz , ‘que nos enfind a derermi=
nar todas eflas coufas, pelo conhecimento fnp-
pofto de slgumas dellas, fe reduz a eftes dous
Problemas gerais: I. Dadas tres das feis pavies ( an-
gulos e lados ) que comcorvem em todo o Tviangulo
Redtilineo , achdvr as outras tres , quando be poffi-
vel. IL. Dadas tves das feis pavtes de bum Triangulo
Esferico ( ifto he , de hum triangulo formado na
fuperficie de huma esfers por tres arcos de cirs
culo, 05 quais tenhad todos por centro o da mefmgz
esfera ) , achar qualquer das outras tres,

3 O primeiro deftes Problemas he o objeto da
»
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Trigonometvia Plana , on Reflilinea y aflim chama-
da , porque as feis partes do Triangulo eftab to-
das no mefmo plano, e osfeus lados fab linhas
rectas. O fegundo pertence a Trigonometria Esfe=
rica 3 porque o triangulo fe conlidéra entad for-
mado na fuperficie da esfera, e as feis partes de
que confta eftab em planos diverios. Reflervande
¢fta fegunda para o [eu lugar , aqui trataremos
fomente da primeira.

4 A Trigonometric Plana he pois huma parte
da Geometria , a3 qual enfina a determinar, ou cal-
cular tres quailquer partes das feis que contém
hum Triangulo Rectilineo, fendo dadas ou cos
nhecidas as outras tres, quando iflo he poffivel,

s Digo, quando be poffivel 5 porque parao fer,
he neceffario que as tres partes dadas determi-
dem neceflariamente as outras tres, circunflancia
que falta nos triangulos reétilineos , todas as vezes
que as tres partes dadas [ad os tres angulos.

Com cffeito , fe por qualgm:r ponto D tomado
no lado AB do triangulo ABC ( Fig. 1. ), cujos
tres angulos fejad dados , fe fizer paffar a refla
DE paraliela a BC, teremos o triangulo ADE
equiangulo ao triangulo ABC ( 29. 1. lE-.;cL )3 €
deflte modo fe pddem formar outros infinitos, que

tenhab {empre os mefmos angulos, € os lados di-

verfos. Donde fe vé, que nefte cafo o valor dos
angulos nab. fixa o valor dos lados, e por con-
feguinte he o Problema abfolutamente indetermi-
nado. Sem embargo , {¢ entad nab podemos deter=
minar a grandeza abfoluta dos lados , podemos ao
menos conhecer a relativa, porque oS tres angu-
q_us determinad a rafab que os tres lados devem
empre ter entre i, como adiante molftraremos,
6 He pois neceffario, que nas partes dadas ens
tre ao menos hum lado, Ainda entaé ha hum ca-
fo,que em parte {= deve confiderar como indetermi=
pado, ¢ he o leguinte. ~ Supy
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Sappofto que no triangnlo ABC ( Fig, 2. ) fe
conhecem os lados AB,BC, e o angulo A oppofto
a hum delles , nad fe pode determinar o wvalor
do angulo C, nem do lado AC, fem que por ou-
tra parte fe conhega, fe o angulo C deve ler vgu-
do , ou obtufo. Porque fe do ponto B como cen-
tro , e com o intervallo BC, fe defercver o arco
CD , e do ponto D, onde eile corta a refta AC
e tirar para o ponto B a relta BED 5 teremos on-
tro triangulo differeate AED, no qual concerrem
as mefinas partes dadas que no trianzulo ABC , ifto
he,0 angulo A, o lado AB; e o lado BD igual a EC;
¢ aflim nefle cafo as partes dadss para determi-
nar o angulo EDA (ab as mefmss, que havia para
determinar o angule C no (riangulo ABC.

-7 Dilfere porém efte calo do precedente, pors
que nefte péde aflignar-fe o valor tanto do angu-
lo C,como de EDA, da maneira que adiante mo=
ftraremos. Sémente nad he determinado, qual del-
lés fe deve adoptar , e por confeguinte qual de-
ve fer a figura do triangulo , fe por outra parte
nab conftar. Ambos elles tem a propriedade de (e«
rem fupplementos hum do outro; porque BDA
he fupplemento de EDC, e o angnlo C he igual
a'BDG , por fer o triangulo BDC 1fosceles.

8 Nad [ad os angulos por fi melmos os que
ehtrab na refelugsd dos triangulos, Em lugar
delles fe fubfiituem haomas linkas , a5 quais {em
embargo de lhes naé ferem proporcionais, 126 com
tudo proprias para o3 reprefentar;e muito accom-
modadas para o calcule ; por ferem proporcionais
aos lados, como adiante fe moftrard. Por iflo prin-
cipiaremos pela theoria das ditas Hohas , dan-
do o conhecimento neceflzrio dellss, e das fuss
propriedades , € moftrando como fazem as vezes
dos angulos, que lhes correfpondem,

*9  Para fe determinarem as referidss linhas erg

By : A pre-
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precifo ‘convir primeiro na medida dos angules.
Como eftes (e pédem confiderar em ham: circalo,
que tenha o centro no vertice, € como todos os
angualos 2o redor de hum ponto valem quatro re-.
tos ( Cor. 15. 1. Eucl. )y terd qualquer angulo
para quatro reftos a mefma rafab que tem o arco
r elle comprehendido para a circunferencia in-
teira ( 33. 6. Eucl. )5 ou para hum reto, a rafad
do feu arco para a quarta parte da circunferencia,
10 Por elta rafab (e affentou geralmente em di-
vidir a circunferencia do circulo , ou feja grande
ol pequeno , em 360 partes iguais que fe chami-
rad grdos , cada grio em 6o minater , e cada mi-
nuto em 6o fegundos. U fegundo tambem fe divi-
de em 6o teréeiror, e alflim por disnte; mas o mais
ordinario he ‘ufar das partes decimais dos fegun-
dos. Notab-fe defta maneira: 390 23/ 424, 33
ifto he, 7 grios , 23 minotos , 42 fezundos, & 3
decimas de hom fegundo &c. Na Aftronomia de
cada 302 fe faz hum figmo. Aflim para denotar o
35/ 24 fe elereve of o 3¢/.24/; para denotar
1o2v 28/ fe efcreve 3° 120 281 &e. Na Marinha (e
divide o circulo do Horizonte, reprefentado pela
rofa dos ventos, em 32 partes que chamadb rumios.,
¢ vem cada rome a ter 110 3¢/ . Affim navegar
pelo quarto rumo do Norte para Lefte, oun pe-
lo rumo do Nordefle, he o mefmo que navegar pelo
angulo de 45° da linha Norte-Sul para o Nalcen-
te &c, : ;
11 Defte modo temos huma medida fixa para
avaliar 2 grandeza dos angulos, fendo manifefto,
que o angulo de go® fempre he reto, o angulo
de Joo.a teérga {lartc de hum refto &ec , porque
em todo o circtlo o arco de goo he a quarta par-
te da circunferencia , ou hum quadrgnte ; o arco
de 300 a terlga.part: do quadrante &c,
1z Note-fe , que dous arcos, ou angulos cors

refs
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refpondentes , fe dizem Complementor hum do ou-
- tro, quando a fua foma ou differenga he de 90%;
e Supplementos hum do oatro , quando . a fua fo-
ma , ou differenga he de 1802 . Donde f{efegue,
que fendg dous arcos entre {i complementos, 08
feus dobros ferid fupplemeatos; e fendo fopple-
men}ns, a3 fuas ametades feridb complementos en=-
fremn. -

Dos Senos , Tangestes y e Se-aites.

13 4 G Eno reffo, ou fimplefmente Seno de hum
oo 7M™ ared AB, oy do angulo correfponden~
te ACB ( Fig. 3.), he a perpendiculer AP tirada
da  extremidade do arco A para o raio €B, que pa(-
{a pela outra extremidade B do mefmo arco AB.
- 14 Seno werfo he alinha BP , parte do raio
comprehendida entre o feno AP, €a extremida-
de do arco B. : }

1s Tangente do mefmo arco AB, ou doangulo
ACB, he a parte BD da perpendicular levantada
da extremidade do raio CB, e comprehendida entre
o mefmo raio CB ¢ o outro CA, produzido ate en-
contrar a dita perpgadicular em D. 3

16~ Secante he arefta CD rirada do centro G
até a extremidade da rangente D. ; .

17 Tirando-fe o raio CF perpendicular a CB,
e da [ua extremidade F a perpendicular FE, que-
encontre o raio CA produzido, e tambem AQ_per-
pendicular a CF ; he manifefto pelas definigoens
precedentes , que AQ ferd o feno , FQ o feno
verfo, EF a tanpente, e CE a fecante do arco AF,
ou do angulo ACF. E como o angulo ACF he com=
plemento de ACB (n. 12. ), diremos que A%Ehe
o feno, FQ o feno verlo , EF a tangente , e a
fecante do complemento do arco AB, ou do an~
sulo ACB. .
-Parz abbreviar eftas denominagoens llm:-fﬁ-i_af-r
Ll el
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fentado em dizer Cofeno em lugar de feno feguns
do , oude feno do complementos Cofeno verfo, em
lugar de feno verfo do complemento ; Cotampens
¢, em logar de tangente fegunda , ou de ran=
gente do complemento 5 e Cofecante ; em Iu-
gar de fecante do complemento. Defte modo as
linhas AQ , FQ., EF,; CE, fz chamab cofeno 5
coleno verfo, cotangente, e colecante do arco AB,
ou doangulo ACB j e pela nie'ma rafdé as linhas
AP BP , BD , e CD, (e chamab cofeno , coleno
verfo , cotanvente , ‘e cofecante do arco AF,ou
do angulo ACF, porque os arcos AB e AF, (a5
Tecirocamente complementos. hum do outrd, -

Eltas denominagoens fe coftumaé exprimir pe=
las abbreviaturas fen. cof. tami. cot. fec. cofec,
poltas antes das letras que defiznab o arco, ou an-
gulo , de que fe trata, Affim fenAB quer dizer
feno do arco AB 5 cof ACB quer. dizer cofeno
do angolo ACB &c¢: fen( A+-B) , quer dizer feno
dafoma dos arcos A, By e Jen(A — B, feno
da differenca dos mefmos greos. Sem A ¢ cof B
exprime o rectangulo comprehendido pelo feno de
A e coltno de B, ou o produto de JenA por cof
B: o melino quer dizer efta expreflab fen A. Cof
B, ou fimplefinente fen A cof B. Sen A2 vale o
nieimo aue fem A fin A | e exprime o quadrado
do feno de Ay fem A ofen cabo &e alguns ex=
primen ifto mefmo defla maneira fin 2A | fen 1A
&iey exprefivens, que ns6 devém confundir-ie com
eftas fen2A | fen 3A &re, Gue querem dizer feno
doarevduplo e triplo de A &e. O raio fe dena-
ta peladera R o ti

18" Relle@ndo agora fobre a pofigad e arande-
2a-d<llas. Bahss) conforme ‘2. variscad dos SRy
snuulos, s qae ellas corref ondem; he manifeflo, que!
fzndo nullo 0 arco AB itto he , cahindo o pon~

to' A fobre B/( Fig. 3.), rambent eshirdé fuhrﬁ'
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B os pontos P, e D, e fe delvanccerib as rectas
BD, AP, BP, fazendo-fe AQ igual 4 BC5 e que a
refla FE nab encontrard mais a CE, porque ferdd
parailelas 3 e por confeguinte 0 arco ou angulo de
oo tem o {eno e tangente igusis A nada, o cole-
fio e fecante iguais ao raio, € a cotangente ¢ coO-
fecante infinitas. |

A’ medida que o angulo ou arco vai erefcendo,
he evidente que crefcem os fenos, tangentes,
fecantes , ‘e diminuem os cofenos, cotangentes, €
cofecantes , até chegar a 9o° , onde pela mefma
ra(s6 precedente o feno e cofecante fe fazem iguais
%0 raio , 4 tangente e.fecante infinitas , ¢ o cofe-
no e cotangente fe reduzem a pada.

Como o feno de goo he o maior de todos os e~
nos, para diftinga dos outros coftuma chamar-fe
feno total 3 pelo que, feno de goo , feno total,
e raio, fab exprefloens equivalentes.

Quando o arco AB paffa de 9o° (Fi%. 4.), 0
fen feno AP principia a diminuir,e o cofeno
ou CP a crefcer , até chegar a 1800 , onde o [eno fe
reduz anada, € o cofeno coincide com o raio,
cahindo por¢m_para a parte oppefta a CB , para
onde cahia fendo' o'afigulo menor- que gov , € por
iffo fendo o angulo ebtufo fe confidéra o cofeno
eoma ‘negativo 3 quer dizer, que fe diminue onde
fe haveria de fomar | e fe foma onde fe haveria
de diminuir. Tambem he . manifeflo ,-que o feno
AP, e o coleno CP'do arco AB, ou do anguio
ACB msior que ‘goo | ‘igualmente .pérténecm aq
arco AH , cu aoangilo ACH . wmenor gue 909
e fupplemento de AB; ¢ por ifio pafa.befear o
feno oii cofeno de ‘huin angulo ‘obifufo’, he re-
ceffario bufear o5 do feu fupplementn’, advertin-
do que o coleno fe ha de 'conliderat hézativo,
gomo fica adveriido.” 131 SNsh. Of »
> Pelo que refpeita ditangente ; ‘como-elia lictae®
malgius termi-
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terminada - n. 15.) pelo encontro da perpeadi=
cular BD ( Fig. 3. ) com o raio produzido CA ,
efti claro que fendo o arco AB (Fig. 4.) de mais
que 90° deve e¢lla fer BD. E porque levantando
a perpendicular HI, temos HI —BD (26.1. Eucl. by
he tambem manifefto,que o arco ou angulo de
mais que god tem a melnia tangente do {en fap-
plemento., fomente com adifferenga de cahir pa-
ra 3 parte oppofta. Do mefmo modo fe mofira ;
ue 3 cotangente do argulo abiufo he dgual; 4 do
eu fupplemento , com a unica differenca de cahir
tambem para 3 parte oppofla; e que de 909 até 1800
a tapgente diminue até nada, e a cotangente crel=
ce at€ o infinito. Applicando o mefino raciocinio
fe moftra o valor das mefmas linhas de 1800 por
diante , € a fua poligad , guardando refpeito 4 que
tinhah no lugar onde fe comecou,

19 Deftas reflexoens refultad as regras {eguin-
tes, as quais devem fempre ter-fe prefentes.

Primeira : Que o5 arcos, ou angulos, que. [af en-
re fi fupplementos tem o5 mefmos feno ¢ cofeno,
gangente ¢ colamgenie 5 fecamte ¢ cofecante , em
guanto qo valor, .

20 Segunda: Owe fuppondo principiarem todas
efias linbas pofitivas ao nafcer do arco ou do angu-
bo, os femos fad megativos de 180° até 3600 , s
cofenos de 9o° até 2700 , e as tangentes ¢ colan~
gentes de 9o° até 1200 | ¢ de 2700 até 360° .Ou em
geral :  Que o fenos mudad de final na paflagen
por 0 ¢ 180° , o5 eofemos ma paflagem por goo e
2799 5 € a1 langentes e cotangentes na paflagem por
0%, 90°, 1809 , ¢ ago0 .

Quando o arco for negativo , ifto he, quando
fe romar em fentido contrario 4 primeira fuppofi-
Gad, em virtude daregra precedente fe vé, que,
o feu cofeno deve ter o mefmo final que teria fe o
arco fofle politivo , € que os fenos , tangentes, €

] ' cotal-
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cotangentes , devem ter o contrario. Porque nel-
fe cafo he vifivel , que o primeiro quadrante ne-
gativo cahe no quarto pofitivo, o fegunde nega-
tivo no terceiro pofitivo &c 3 porém o3 cofenocs
retém o mefmo final ro primejro, e quarto; no fes’
gundo, € terceiro quadrante , &c, € os {enos, tan-
gentes , e cotangentes , tem final contrario mnos
me(mos quadrantes : logo &e. |

21 Das mefmas definigoens affima dadas he evi-
dente : 1. Que o cofeno AQ (Fig. 3. ) de qualguer
arco AB be ipuasl d parte doraio CP comprebendi:
da entve o centro ¢ o feno ( 34. 1. Encl. ). II, Que
o feno verfo BP de qualyuer arco AB be igual d dif-
ferenga entre o vaio ¢ o cafena, II. Que o feno de .
qualquer arco AB be ametade da corda AG do ar-
¢o duplo AG, pois fendo o raio CB perpendicular
4 corda AG, efta e o feu arco fe dividem por elle
em partes 1guais ( 3, € 30. 3. Eucl. ),

22 Daqui fe fegue , que o feno de 300 be amiz-
tade do vaio 3 porque deve fer ametade da corda
de 60°, ifto he , ametade do lado do hexagbno
infcripto , o qual lado he igunal ao raio ( Cor. 15.°
4. Eucl, ).

23 Tambem he manifefto: I, Que a tangente
de 45° be sgual ao vaio. Porque fendo refto o an~
gulo CBD (Fig.3.),{e o angulo ACB for de 45° ,feré
tambem o angulo (EDB de 45° , por deverem todos
tres fazer dous reftos, ou 1800 ; e confeyuinte=-
mente {eri CB = BD ( 6. 1. Eucl,), II. Queo
arco de 450 tem o [eno igual ao cofemo , a tangen-
te igual & cotangente &+, porque o fen comple-
mento he igualmente de 45°. IIL Que a foma dos
quadrados do feno e cofeno be igual ao quadrado do
raio , por ferem lados de hum triangulo reftangulo
C47. 1. Eucl, ), IV, Que 4 foma %i‘ quadrados do
vaio ¢ tangente he igual 4o quadrado da fecante ,I ¢

: iy A0S

-
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a [oma dos quadrados do vaio ¢ coranzente fpual ne
quadrado da cofecante ; pela mefma rafab.

24 O [eno de qualjuer arco be meio proporcional
entre a foma ¢ a differenca do rafo e cofenn y ou tan-
bem , entre o cofeno e a diffevenca da [rcante 40 co-
Jemo: e o rjf:nn s meio proporcional entre g foma ¢ a
differenga do raio ¢ feno , ou tambem jenive o feno ¢
a differenga da cofecante ao feno,

Seja o angulo qualquer ACH (Fig.4.), ouo
arco AH, que por abbreviar denotaremos fomens
te com a letra A, Confta dos Elementos , que HK -
he meia proporcional entre AK e KL,.( 13. 6.
Eucl. ), e entre 1K e CK ( Cor. 8. 6,°Euncl.); po-
rem HK he o feno de AH, KL , e AK fo-
ma ¢ differenga do raio e cofeno, CK cofeno |
e TK differencaentre ‘a fecante e cofeno. (n. '13)
e feg.)s logo R cofA o fenA & : fenA R—-mf.g;
e cofA : ﬁ?ﬂﬁ.': *fenA ¢ fecA—cofA. Do melino
modo e moltra, que R 4 fenA: cofA s ¢ cofA: R—
Jen A e feaA i eofA: cofA: cofec A=—[enA, ;

25 A tanginte detgaalquer mreo Foomzia propoys
eional entve’n fona, n differenga A fecante e vaio s
ei tambem | entve a ficapte, ¢ a differenca da fecan-
¥ au'dofens iU Ba eobdnoente, ticia proporcional en-
treafoming e diffevenge da coficmrive ¢ vaing 'ou tambem,
enlre ' Loficante; ¢-a diffevenra @a cofecante ao Jeno.

Suppofio 6 nielino arco AH (Fig. 4.9 , confta
tambicm dos Bleniéntos’, ‘'que HI he mela propors
ional entrel IEje AT ( 36. 3. Bucl)), e entrg
CI, 1K T C6F.-8.°6.Eucl. )'; porémi ‘Hihe a tand
gente de AHY L "foima; ¢ AT differenga da'fed
cynte’ @ Taio 3 _CI 'fecante ; e TR differenca da fe=
éante ao'cofefio (n.'17. €feg. D logo R + JerAR
fangA': FMngA T et AR 7 e fécA t tarigAaE
fno A s et A-—(ifA. Do 'melino %ﬂdﬂ_ fe denione
fira , que R4 boferA Lot A s oot A v tafec A SRS
E5olrcA s cotA iz cotA s cofec A finA; i
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36 Oraio be meio proporcional : 1. emtve ‘o feno,
€ a cofecante; 11, entre a fecante, ¢ o cofens 5 111, en-
tre a tangente, ¢ a cotangente y 1V, éntre a foma,
e a differenca da fecante ¢ eangente 5 V, enire a
Joma, ¢ a diffevenga da coftcante ¢ cotangente de° qual-
guer arco, '

Seja 0 arco AB ( Fig. 2.). Nos triangulos feme-
thantes ACP, e CFE, fabemos que AP: AC: :
CF: CE; nos triangnlos ACQ , e BCD, que AQ:
AC::CB: CD; e nosrriangules CBD, ¢ ECF,
que BD: CB::CF: FE ( 4. 6. Eucl.). Logo

JenA :R:: R:cofec Ay cofA: R: : R: fecA s e tang
A:R::RY cotA (n. 13. efeg. ). Alem difto , fe
do ponto D com o intervalo DB fe de'crever o arco
BE, teremos BC weia prororeionzl entre CK ¢ a
refta compofta de CD e DB ( 36. 3. ¢ 1. 6. Eucl.),
ifto he , ferA 4 ranpA :R:: R fecA—igmp A s
e do melmo modo fe meflra , que cofecA  corA:
R::R:cofecA—rotA,

27 Delta Propoticad (e fegue. 1. Que o feno de
qualquer avco be para a fua tangente | como i cotan-

ente para a cofecante. I Que o feno be paraa co-
Jemo , comn - feegnes para a cofecante, M1, Que 4
tangente be pava & fecanre | coma’ J cofens para &
eofargiize. Porque das duas analopias oA Ri: R
€ojecA, c tangA: R: 2 R : corA | refulta por iznal ,
que fenA : tamgA: : cotA s cofecA (23,5, Bucl,)
Do mefino wodo das duas atalogias femA: R:: R:
fufecA, e cof AT R: =R : for A | [e'conclue que ffrA:
eofA : : feeA : eufecA 3 e dasduss cofA : I :R
JecA, etang A ORY: Rt cotA jqus tangA: ficA:
cof Az corA. Ke!' S
28 Tambem fe fegue , que'as cofrcanses , fo-

fes , € cotamgentes de dons. guaifyuer arcos [08

vefpctivamente na vafad inveefs dos finos | cofonos,

eéangentcs. Porque affim ‘comio para hum a g lo

fiﬁmﬁmj&iﬂ:‘:'ﬂ'*:_.i"c‘m,ﬁ'uﬁ iR TR afic
A : _E}
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A,etangA:R:: R: entA, affim para outro qual-
quer B, teremos cofB:R: : R: ocB, fuB: R: : R
cofecB e tanzB R :: R:cotB (n. 26.) ;e com-
parando duas a duas .eftas analouias, concluiremos
por igual, que fecA : fecB: : cofB : cofd | cofecA :
cofecB: : JenB : fenA , e cotA : couB : : tangB : tang
A (23 5. Bucl. ), -

29 O femo d¢ qualquer arce be para o fou cofz-
B0, (ONi0 0 Yado Parg & COLAMICNIE , OU.CHMI @ LaN~
gemie pava o raio ; ‘a cotangents para a4 .cafecante
€omo o cafemo para o vaio, 0% come 0 raio para a fe=
*cante 5 ¢ ¢ fecante pava 4 tangente ; camo 0.780 parg
o fema , 68 como acoficagte para o vaio. !

Supponhamos . o arco, AB ( Fig. 3.). He mani-
fefto, que pzla conftruccad (€ ni13..e feg.) fab
femelhantes os triangulos APC, DBC, CEF; e
por confleguinte teremos AP: BC:: BD: BC,
¢ AP: PC:: CF: FR (4. 6 Eucl. ) iflo he,
JenA:cofA: :tangA R, e fenA : cofA :: R:catA.
Os me{ines trjangulos dab EF : EC:: PC: CA, e
EF:CE:: BC: CD, ito he , cotA; ¢ofec A : :
cofA: R, e citA: Eqﬁ“fﬁ :: R: fecA. E hnalmen-
te DC:DB:: AC; AP, eDC: DB::CE :CF ,
ifto he , fecA : tamgA:: R: fenA | e fecA: tang A
theofecAr R,

30 O feno da ametade de qualyuer arco be meio
proporcional eatve o vaio , ¢ 8 femidiffevenca do vaio e,
cofeno do dito arco , ou tambem, enire & ametade do
Jeuo do mefimo avgo , ¢ a tengevie da fua ametade = e,
o cofeno da amétade de qualquer arco | be meio. pro—
porcional entre o raje , £ & femifomn do vaio ¢ cofe=
o do dito arco 5 ou tambem , entre’ G.ametade do fe-
mo. do mefmo areo | e # cotgngente da. [ua amerade.
.. Sefa 0 arco AB (Fig. §.), € do ponto B tirem-,
fe =scordas BA, B pzrm extremidades doy
dizmetro, e do centro C tifer -fe as reftas CG,,
CI refpectivamente parallelas ds cordas -AB, BH,

 ¥oinko e g il s B - que

[
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que por ellas ferad cortadas em partes iguais, do
mefmo modo que os arcos AB, BH, nos pontos
E,F,D,G, como confla dos Elementos. Affim
teremos AH : AB:: AB: AP, ou zAC : 2AE
:: 2AE: AP (Cor. 8. 6, Eucl, ), iftohe, 2R :

:'f.-:: ~A:: 2ftn ~ A : R—cofA , e confeguinte-
mente R 2 ﬁi‘ﬂ_-:—ﬂ 22 Jen _}A:r_iw ( Re—cofA ) (15.
§. Eucl.); e porque os triangulos femelhantes BPA
CAI, da6 CA: Al:: BP: PA, iltohe , R: taug
~A::fenA: R—cofA , ouR : tang < A: : =
ﬁ.'m'i:-% (R—cofA)( 4.6, e 15.5. Buch.), conclui-
remospor igudl, que tang A ¢ fenz A fenl Ail
fenA (23. 5. Eucl)). :

"Do-mefmo modo fe demonftra que AH: BH ::
BH: HP , ifto he, 1R:1cuf%ﬁ - f:fﬂf_;A:-R -+
cafA, ouR : mf-;' gt Eﬂf-[:A: .:T'( R 4+ cofA); e!
nos triangules femelhuntes ACI , PHB, que CA:
AT::HP: PB, ifto he, R: mn,géﬂ.: :R 4 cofA:
fenA, ou R Inn_g-:_uﬁ;.: _;. (R 4 cofA): =-t-_,f.m.n!'i; 41100
cot A: Ri: 2(R -+ cofA) s 2fenA (o, 26.); dot-
de porigaal refulta m:ﬁ-ﬁ. - m_,f-;.a: - cuf-;-.&. d E
JenA. ' 1

31 Se em lugar de A fomarmos o feu comple=
mento , que he gos—A ( a. 12. ), advertindo que,
fen ( oA Y==¢ofA , e cof ( 9a°=—=A) == feni
(n. 17.), ‘pela Propofigad precedente teremos as

afialogias feguintes. R : fen =compl. Az : fen compl,
ﬂ:% ( Re—feuA ) s R : tang -}cmpf.&: : ¢ofA : R
e finA  tang s comphed = fon s compl Az fen 3

#qlrﬂflﬁ jf-mf.&. E do mefino mado, R: cof Zcompl.

w3t b As
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A: : cof zcompl A :L(R - frnA ): R: cot = compl,
A: :cofA: R 4 fenA; wr—; compl. Az eof < compl A + 3
¢of 5 compl. A : X cofA,

v 3% Cnmuﬁ*cﬂ':-E-, e tangA—

(n. 26. 29. e Arith. n mjﬁ}, A i
. = 4 eI 70. ), (Eremaos Jec i
— R? 4R fesA lﬁ’ﬂ-—l- I}nf‘{-‘} e
VA cofA = coJA. e i
RC Rﬁ:}"; L9, =0t ;-cﬂmpI,A (0. 31.): logo fee
A A tangA=cot wcompl.A. Do mefmo modo acha-
remos, que ﬁ;ﬂ_—-mugﬁ:rﬂﬂgimmﬂ.ﬂ. s cofecA

4 cotA==cor= A; e coficA—cotA =tang- A,
O raio be para o cofeno de qualquer avco , co-
Mo 0 dolro do fi% [eno para o feno do areo duplo,

Seja 0 arco qualquer AD (Fig. ¢.),e AB do=
bro de AD. Sappofta a conftruccad da Propofical

recedente , he manifefto que os triangulos CAE

AP fad femelhantes , por terem o angulo A com-
mum , € os angulos em E,P, ambos reftos. Af-
{im teremos CA: CE:: AB: BP, ifto he , R:
cofA: :2 femA : fenzA.

Se em lugar de A tomarmos o arco 45°—A |
teremos-pela Propoligab precedente R : coff 45>
—A) 112 fen (45°— A): fin (90°—2A), ifto he, -
R: cof (45°—A): 1 2 fen ( 45°—A): cof2A; e por-
que cof (45°—A)=J/1t (450 4-A), & fen ( 430—
A)=cof ( 450+ A) (n. 17.), ivualmente teremos !
R: fen (450 4= A) 222 cof (45 =4 A): cof2A.

34 Osredlanzulos formados pelo raio e os femos
da foma, ¢ da differenca de dous quaifyuer arcos
Jad vefpectivamente ignais 4 fowa , ¢ d differenca-
dos veciangulos comprebendidosgelo feno de cada bum.
dos ditor arcos , ¢ o cofeno do oero, v i

. $¢jaé 0s dous arcos AB, AD (Fig.6.) ;dproir
" ] uzﬂ

=
e =5
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duza-fe o feno BF do maior AB até encontrar no
ponto G o raio que paffa pela extremidade do me-
nor 3 e fobre o mefino raio tire=le a perpendietlar
BH, que feri ofeno dafoma dos ditos arcos.

ilo fuppofto , nos triangulos femelhantes CED,
CFG , e BGH fad ignais os dous rcﬁanLulus
r.:umpreh:n-.hdns rﬂr CD, BH, epor CE, BG, e
os outros dous cmrprch:nd:dns por CE , FG, e
porDE, CF ( 4, e16.6. Eucl.). Porém o re-
Qangulo comprehendido por CE, BG, he 1g11=1
20s rectangulos -:umprfh:ndldns por CE FG,
por CE , ﬁF ( 1.2 Euel.). Luy;:r ferd o rc&anj,u-
lo c-::rmprthf:nmdu or CD s dgual a0s reftan—-
%u[us uﬂmpreh:nd:«g@s por (zLE EG e por CE , BE.

porque o reftangulo formado por CE, FG, he

igual ao reétangulo formado por DE ,CF, 'feri o re-
tlangulo comprehendido por CD BH igual

4 foma dos reftangulos cumpreh:ndjdns rmr CE,
BF, epor DE, CF ; iftohe ( fazéndo AE""*.E.
& AD = -—‘E ),R_{m(.ﬁ, =B )= jenA cafB—l—frﬂB
enfA.

Do mefmo modo , fendo propoftos osdous arcos
BD, AD, cuja dlEErEnqa he AB; ‘os triangulos
femelhantes CDE , CHI, e BFI, daﬁ CD <. BE
==ChE Bl e DEs< CH== EE,:.: HI 5 porém CE
¢ BI4-CE >HI—CE xEH : Logo CE::-: BH ==
CD;¢ BF 4 DE:x CH , on CD >EF—CE xBH
- DE;¢ CH , ifto he ( fazendo ED=A , e AD
=B), ij( A—B)= feuAcof E-.—ﬁmB cofA.

. 35 Os reClangulos comprebendidos pelo raio'y &
pelos cofemos da foma , ¢ da diffevenga de dous quaif-
quer arcos fad r:fpcnfi‘nmmmta ipuais d ngﬂ'ﬁm;ﬂ
"¢ .d foma dos veciangulos formador pelos cofe nes ,
pelos femos dos mefmos arcos. :

Suppoftos os dous arcos AB, AD, (Fig. ﬁ } g
¢ a melma conftrucgad da Prnpnf gaﬁr precedente,
por hum raciocinio femelhante fe dtmanﬂra,quc

il nos
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nos triangulos femelhantes CHI , CDE , e BFI,
temos CDx CH CEx CI , e BFx DE—CE
> F1 ; porém CEME CI +CE3¢ FI=CE 3<CF ; |o-
£0 CD# CH4-BFx DE——CEx» CF, e pcr confe-
uinte CD> CH=CE < CF__.BF xDE , ilto he £
* cof C A4-B)=cofA cof B— [enA [eaD. :
Do mefmo modo : fendo propoftos os dous ar-
¢os BD, AD, nos triangulos femelhantes CDE .
CGF , e BGH, teremos CD xCF=CE =CG . e
DE>x BH=CEx HG, ¢ por confecuinte CD3¢ CF
=—=DEx BH—CE 32 CG __CEx HG ; e como
CEX CG—CEx HG=CExCH , feri CD>
CF—DEX BH=CE < CH , on CD% CE=CE
KCHADExBH ; ifto he , Reof (A_B)=
¢ufA cofB 4 [inA fenB,
“36  Somando , e diminuindo huma daoutra a3
duas equagoens R fen( A+ B )= fenA cof BX-fen
BenofA, ¢ R fen (A—B )= [enA cof B—fenB
cof A, teremos 2 fenA cofB=—=R frn( A4B )4
Rfen( A_B),e2 fenB cof A=—=R [en ( AXB)
w—R [en(A._B). Do mefmo modo: das duas equa=
goens Reof ( A~ BY=cofA cof B—[nA fenB ,
e Reofl A— B)cofA cof B 4 fenA fenB | con-
cluiremos , que2 cofA cof B—=Reof ( A 4+ B) &4
Reof(A_B),eaftnA feaB=R cof( A_B)
et cof (A - B)Y.
~ 37 ‘Sefiz Bz=309; como o fenn de 30, he
a ametade do raio, teremeos R few (300 4+ A)—
= Roof A o fenA cof 300 (0. 34.) 5 e como [end
cof joo o= -;- R fen ( 30° 4 A).—;%R Jen( 30°
A ) (n.36.), teremos fen (30° 4 A Y= cofA
T fen( 3::&__.& ). Do mefmo modo fe achard,que
cof{ 30 °+ A)—cof(36°—A ) ~—fentA. Donde
fevé , cue tendo achado os fenos , ¢ cofenos até
306 , dahi para fima fe podem determinar com fum=
ma facilidade por huma fimples diminuigad. hPur
- “m
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hnm raciocinio femelhante, fazendo B ==6ce, acha~
remos fen (60°-+ A )—fenA 4 fen ( 60°—A),
e cof (60° 4 A Y=cofA—cof (6oo— A).

38 Senao B=A , pelas mefmas Propoficoens
precedentes teremas R fen2A —3 fenA cofA , eR
cof 2A== cofA2_ [enA?. Sendo B——2A , ' tere=
mos R fin 3A =——JenA cof2A 4 [zn2A cofAse como
fen2A = & A;’” , € safz.ﬁ:ﬁiﬁ"ﬁjﬁr& Rz
JenyA=— 3 fen A cofA2 __ [rnA’. Do mefmo mo-
do acharemos R2 cof3A— ¢eofAl—3fenA2 cofA s
fazendo confecutivamente B ignal a 3A, 4A | &e.
acharemos osfenos , e coferos dos arcos multiplos,
por meio dos fenos, e cofenos do arco fimples.

Sendo tambem B=— A | he manifefto que 2
fenAr=— R3—R ofsA,e2 c0f A2=— R2 4 R ¢of
2 A ( n.36. ¢ 18.). Donde, multiplicando a primeira
equagab por 2fenA | teremos 4 fenAf —1R2enA —
3R fenA cof2A 5 porém 2 fenA cof 2A—R fen 3A
—R fenA (0.36.): logo 4 fenA’ —3R? enA~—R2
Jen 3A. E mulniplicando a feginda por 2 cofA, tere.
mos 4 cofA’==2R= cofA4-2 R cofA cofzA , e evol.
vendo o valor de 2c0fA cof2A refultard 4 cofA? —
3 R?eofA 4-R2cof 3A. Procedendo defta.maneira,
fe acharid os valores das potencias eonfecutivas do
feno , ou cofeno de qualquer arco, pormeio dos fe-
nos , e cofenos dos arcos multiplos,

Os valores de fen( A+ B), e fen (A
B), affima demonftrados ( n. 34. ), dad a pro-
perca fen( A<+ B ): fenC A=BY : frnA
cof B+4~Jen B cof Az fen A ﬂﬂfﬂ"*rfmﬂ cof A
¢ dividindo os termos da fegunda rafag par cof A
¢of B ( Arith, n. 170.) , e {ubftitnindo em Iugar

de-‘%’f_{., el *, 0s feus valores®HER = l(nag),
teremos fen (A +B): fon (A—B) + tang A 4o
inng B :tang A m~tang B . Do mefnio modo na pros

Fers
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porcad cof ( A4+B): cof ( A —B)::cof A cof B
—jen A fen B : cof A cof B<-fen A fen B, dividin=-
do ambos os termos da fegunda rafad por fem A cof

B, ou por fen B cof A, teremos cof ( A< B) : o/
( ﬁ.-—B_’} 22 cot A —rang B: cot A—tang B: : cor
B—tang A: cot B4 tang A.

41 Como fica demonitrado que tang( A <4 B:
R::fen(A4-B): cof(A4+B) ( n. 29.),
das mefmas Propofigoens e fegue que tang (A =
B):R: : [enA cof B} fenB cofA : cofA cofB—
JenA [enB ; edividindo por ¢ofA cof B ambos os
termos da fegundaralzd, tane (A4 B) : R::
R( tangA -+ tangB): R? — tangA tangB, Por
hum raciocinio femelhante fe achard rang (A —
B): R:: R (tangA—itangB): R2 - tangA
tanaB 5 cotl A4+ B):R:: R (cotA—tanpB):
R2 - tangB cotA 3 e cot( A—~B):R:: R(cotA
o tangB ) : R2—tangB corA.

42 Donde podemos concluir, que fazendo B

. A S
— A teremos fang3A — 2 R2 147
&% R2_tangA?

. Do mefmo modo fazendo B=2A,

__R2(rangA <= tang2 A ‘,}, cot3A

=7 RZ, tangA tanga

e R2 (cotA— ram2A ) . gonde ) fubfituindo o

Rz 4 cotA tangz A
valor de tangzA , ereduzindo, teremos tang3A
_1'5135:1*:?:;: _tﬂﬁLAl’ S iRl V58
— 3 tANg Aa
R2(cntA—ztangA ) procedendo defte modo
3 R* tangAs . :

fe acharid os valores feguintes das tangentes,

e cotangentes dos multiplos de qualquer arco.
No cafb de B=—45°, como tang 45°—

R (n.23.) , teremos ( n.41. ) rang( 45°

cotA—tang A
-

teremos tan g;A
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R(R & tang A) ol eli b g
Hmﬂi ;e tang (450 —A ) =

R (R—tanzA) . o combinando eftes dous valos
R 4= tangA R2 Dond
res, tany ( 45° 4 A )= mﬂg(‘ A A onde
fe fegue, que em tendo os Logarithmos das tangen=
tesate 45° , dahi para fima {e pédem calcular por

huma fimples opéragabd de diminuir,

44 Das mefmas Propoficoens fe fegue tambem, que

R fec A fec _ Jec Acofec B
i) K2 tang A fang B = cotB —tangh*

Porque fendo fec(A+B) = ;E; 55 @ 2=

: Ri 2 s
cof A co] B—Jen A Jen B Cn.35.25 ‘e dividindd
o numerador e o denominador por ¢cof A cof B, ou
por cof A fen B ; teremos feitas as reducgoens Jec

__Rfec AfecB c Juw A cofec B
(A+B) """Eﬁ_‘.rmng.& tang B = cot B— tangA-
Do melfmo modo fe achard tambem fec (A —B)=

R fec A fec B fec Acofrc B |
Ria-tang Atang B = cotb - ang A ° cofec( >

B) R [ec B cofecA —JicAfcB.__,

. 8 — H.’-'rfﬂl? cﬂi A; tang AttangB’
R fecBenfec A __ Jec A fecB
cofec(A BJ"'IEf_ tang B cot A i{m,ga :mngﬂ'
2 2 - A lUCfecTA
E fendo H_..A; teremos fec 2 A"‘RL'fdﬂg_ﬁT
— Jec A cofec — R Jec Acofec A
—cotA~tang A’ RIS K24 tang Acot A
— Jec Acofec A __ Jec A2
= 2 { == 2rang A e
. 45 Segue-fe tambem, que rang A -4 tang B—=
B2 R3fen
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R2 fenCA - B) 4 B b
s AcoB Porque tang A -tangB= iy

'.,1-%{ n. 29.), ou reduziado-ao mefmo deno-

minndm(Arith.u.pn.;):R(ﬁ“i%ff:;}rfgamfﬁ); :
porém fen A cof B fen B eof A= R fen( A +B)
(0. 34.): logo tang A < tang B-—-H:_Jj;jf;;.?
Do me{mo modo acharemos, que tang A — tang B

i Riﬁ‘ﬁi‘: A=B 3. . R2fen A.{,E}
o EﬂfA I.'-'ﬂJrB 3 Fﬂlﬁ"l"ﬂﬂ'fﬂ_ T‘—L'—n!-‘ﬂ Aj.m]j .

Do — R2fen (A—DB)
cot B— cotA Jew A jen B yotang Ao cot B

— R2cof(A—DB). _R2anirALB)
— oA [e B ie cot B —tang A— v AT

46 Fazendo nos valores precedentes B — A |
s (i) 2En2A e
concluiremes que 2tang A== Rn‘ﬂ: : 200tA —

R2fem2A, 2 R2

TN fang A+ FWA""L—"{::[. 18.€136.7;

== lew2A
cotA —rangA == 2c012A(n, 29.¢ 36.) . E fazendo

B = 450 , teremos R 4= gapp A= RIexL4s"4A)
- cof A cof 452

_R2cof(a52 A) R R2cof Lcip.2A |

= o Arlﬂh;:. B cof A cof 45° ;R—td A
. R2 fen= compl, 1A Racof . cop.2A
— ',R EE:A-' s — * -:—'—'---
= cof Acofys- 76 — JenAfengg° 7

] 1
R jfen = compl. 2 A

£ E fen Adea 452 ;
- 47 Ovrellanoulo comprebendidn pelo raio,e a foma
dos fenos de dous* quai [yuer avcos,be igual ar dobro do
vectangulo comprebendido pelo [eno da femifoma, e cos
Jeno da femidifferenga dos mefmos arcosy ¢ o redfan-

gule
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gulo comprebendido pelovaio, e a diffevenga dor fenos
de dous arcos,be igual ao dobro do veflangulo compre-
bendido pelo cofeno da femifoma o ¢ feno da femidiffe-
venga dos me[mos areos.

Sejab osarcos propoftos AB —A , e AD—=B
( Fig. 7. ), cujos [enos 25 BP, DF, dos quais o
maior BP fe produza até G. Do ponto D tire-fe D
%lra”th a AQ,e dos pontos D,E ,as cordas EB, EG,

G, DB. Pelo mefma ponto D tire-[e a tangente
HI, e do centro C tirem-fe as reftas CH, CI, ref-
petivamente perpendiculares 4s cordas DB, DG j e
do ponto K a refta KL perpendienlar a CD.

Ifto (uppolto , he manifefto que faé femelhantes
os triangulos GDM , DCN , porque os angulos em
M, eN, fab reftos, ¢ o angulo DGM he igual 20
angnlo DCN ( 20. 7. Euel. ). Dor confeguinte ferd
CD xGM.== CN >#GD (4.e16.6; Eucl.). Porém
GM he a foma de BP,e DF; GD,o dobro do {¢no da

-gmetade do arco GD, ou de 'Ii A J,-} B, por fer

o arco GA — AB, e ajuntando o commum AD,
GD — AD 4 AD 3 e CN, ocofeno da ametade do

arcoBD, oude A= = B. Logo R(fen A 4~
fen B)=—2fen (A = EI-E)mf(-I;A—-EIrBJ.

Tambem (5 femelhantes os triangulos BME ,
CND . Donde teremos CD ¢ BM == DN < EB;

porém BM == fen A — finBy DN = fin (£ A ~

‘:-:' B ) 1 e EB dobro do (eno da ametade do fupplc-

mento de AB4+EQ, ou dobro do cofeno de
- A2 B(n 12.e17.). Logo R'( fonA—[rw )

- == 2.cof  A~+ 3B) fen(s A—%)B,

4B O reélangule comprebendida pelo vafo, e a fos

s dos cofenos de dous quaifqucr arcos,be igual ao -:iu-
- { - m
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bro do reclangulo comprehendido psim cofenor da fe-
mifoma, e da femidifferenga dos mefmos arcos 5 € ore-

crangulo comprebendido pelo vaso, e pela differcnea dos
cofenos de dous arcos,be igual ao dobro do vectangnlo
comprebendido pelos femos da femifoma , e femidiffe-
renga dos migfmos arcos.

Suppofta a mefma conftmegad da Propoficad pre-
cedente , os triangulos femelhantes GDM , CDN ,
BEM, daris CD xEM — EB 3CN, ¢ CD <MD
=GD ><DN.Porém EM= sof A4 cof B;EB = 2 cof

(A+3B); ON=coft 1A —B) ; MD = CF
~—CP= ¢of B— cof A; GD = 2.fen( i—A+~:— B); e
ND =< fen(; A — ZB). LogoR ( cof A + cof B)

=2c0f (;A 7B ) cof (:A—L B), e R(cof B
—cof A)== 2 fen (LA 4 IB)fen(;A—3B).
- ‘49 Das Propoficoens precedentes fe fegne , que
& foma dos fémas de dous quaifguer arcos be para a fo-
ma dos cofenos , como o feno da femifoma dos mefmos
arcos para o feu cofeno, ou conio o raio parg a [ua co-

tangente, Porque, pondo em analoma os valores
achados,teremos R( fenA4-fen B) : R (cof Agvof

B)::2fen(zA+=B)eofizA— SB): 2 c0f( A
‘4 IB)cof(XA—LB), e dividindo os termos da
- primeira rafab por R, eos dafegunda por 2 cof
- £ }A'—-%E}, terecmos fen AL fen B:cof A4 cof
B::fon(LA+2B): coff2AL B):: R:cor (5

A+:B)(n.29.).
- §0  Scgue-fe tambem , que a differenga dos fe-
nos ae dous quaifquer avcor be para & differenga dos
“"eofenos o conio o cofeno da femifoma dosr mefumos arcos
" para 0 feu feno , ou como o vaio pave s fua mngm;rr.
| or-
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Porque R (fenA—[enB) : R (cofB—cofA ): 2 2
eof (=A+ %B)ﬁ.‘ﬂ(%ﬁ-‘ ;}E) : 2 fenm (%A-F—.;H)
Jen( ~A— =B); e reduzindo, fenA —[enB: enf
B—-m{ﬁ: - g.;u.,"(%ﬁ-i-%ﬂ} :fen( LA+2B):: R:
tang( zA-3B).
.x1 Logo as fomas dos dous [emos , € dos dons

cofenos de dous quaifquev arcos, [ad veciprocaments
como as fuas differencas. Porque fendo fem A 4

JenB: cof A 4 cof B: :ﬁﬂ(_:iﬁ-l--';ﬂj : mf(;-ﬁ
‘!-%H), e fenA —fenB : cofB—cofA i 2 mf(%AJf_
sB)ifen( £ A4 £ B), teremos fenA -+ fenB : cofA e
¢ofB : : cofB—cafA : fenA —[fenB .

§2 Das mefmas Prnpnfiigens precedentes fe fe-
gue, que & foma dos [enos de dous quai[quer arcos be

para a fua differenga,como a tangente da [emifoma dos
mefmos arcos para a tangemee da femidiffercnga , ou
como a cotangente da femidifferenca para a cotan ﬁm—

s da femifoma. Porque, fendo R (fen A fenB ):
R (fen A—fenB):: zrfm(;}A.i--%B) cof( = A
IB):2 cof A 45 B) fen(ZA—3B), edivi-
dindo os termos. da primeira rafab por R , e 0s da

- fegunda por 2 mj'(.—; y. %E)mﬁ_ﬁ;‘.. .;:.E.), ou por
3 fen(ZA— zB) fen (5 Ay 2By, reflultard fend
4 fenB s Jon A—feu B: : tang (3 A+ B)teng
( ZA—IB):icor(; A== B):cot( 2 ACH 3 B).
¢3 Segue-fe mais, que a foma.dos Cofenns de dons
quaifquer- arcor he' para a fua diffevenga, como & co-
tangente da [emifoma dos mefmos areos para 4 tanen-

-t da|femidifferenga ,. ou como a COLATIENIC da femi-
. diffexenga para a tangenic da femifowia, Porque, I'cg—-
0
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do R (cof A4cofB) : R(cof B —cofA)::3 ¢of

I 1
CzA- 3B)cof (;A—1B): 2 fen (LA 4/%B)
Jen(zA—2B), e dividindo os termos /da pri-
meira rafab porR, e os da fegunda por 2 fin
(ZA+ 5B) cof(A—5 B), ou por 2 cof ¢
A 4+ %B }ﬁ’ﬂ(% A --.-; B), refuleacof A 4 cofB:
cof B -—--cﬂf-ﬂ; : ot (-,:f A+ =B): Iﬂﬂg(—; A—=B):g
60t (; Am—=7B): tang (5 A4 1B),

Todas eftas confequencias , que tirdmos das duas
Propoficoens precedentes (b. 47. € 48. ), podiab
.ﬂ#mﬂqﬂnr-ﬁ: immediatamente pela cnmpﬂraciaﬁ
dos differentes triangulos femelhantes, que offe-
réce a conftruccad da figura 7.

54 Se em Jugar de B tomarmos o feu com-
plemento 9o-2 B, como fe6(902 B) = ¢of B (n:17.),
teremos R (fen A+ ¢ofB) == 2 fen (-'-2. A 4 —;

compl. B ) cof (A= compl. B), eR(fen A
—cof B)—=2¢of (- A -+ l—g compl. B ) fen (5 A
- =1 cempl, B) (n. 47.) . Donde fe fegue , que
Jenm A - cof B : fen A—cofB :: mng(-;:- ﬁ.-I-i'-
compl. B) : tang (= A—z compl. B) . E no cafo
de B—A, R(fen A+ cof A) — 2 fen 4¢° cof
(A Z45°), R(fenA —cof K) = 2 fen( A
— 45°)cof 4575 efem A~ cof A: fen A—cofA::
6of (A—45°): fenCA—45°)::R:tang ( A
—455),0u fen At cof A:cof A — finA:: R

pang - compl. 2 A.
Rz R= !

5§ Como fecA + fec =zyA t s (8- 26
£eduzindo a0 mefmo denominador, teremos fecA 4+

feo




De TricovomeTRIA PLANA, 25

JecB— = f;:ff ':;f%&} . e fubftituindo o valor de

R (eofA +t:ﬂ Y(a. 43} refultard fecA F fecB=
R A-B A—: B
2 mjt E;,.; m.?.];nf( : ). Do melmo
modo a::har:mns tambem , que fecA — _,l";rB ==

.Jﬂﬁ*nrfuhﬂf- ~B) m{_”ﬂ._—- B)
ﬂqu :;jﬁ ; cofecA + cofecB=

JenA JenB . cofecB—cofecA=

2R cof (LA 4 LB) fen(LA - 1B 3
ﬁgﬁf*{?(: 5 j-ﬁﬂﬁ:‘:_&_bﬁcﬂ..

A r g LA
:,Rf +— Scip.B)eofr < A cr:-p E},ﬁ (B-cofécA=
ﬁﬂA c‘ufﬂ

aRcof (A= Teompl B )fen( ¢ A——cumph B )

fenA me
Donde f& fezue , que no cafo de B—=o° teremos R
2 cof - A3 2fen— A2
+ fecA= g ,freA—R— -_-TA_ fendo

sz_mmp.! A2
B=goo, R & cofecA=

1ﬁ*ﬂ—;-mmpi.ﬁ= Jenk

=k ;elendo B=A | fecA +f co-

A —4¢°) fengqo
fecA—; 4.0/ fen 2 ; LJends s CofecA—focA=—

“afen (4g9—A) [en
4fc }f‘;& ) Jends® , ©cofecA 4 fecA: cofecA

—fecA:: R: tangzcompl2A :: fenA £ cofA
cofA—JenA (0. 54.).

, ofec A—

!ﬁnii
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Muitas outras propriedades fe pédem defcobrir
nas linhas, de que tratamos, por meio da Geome-
tria Elementar 3 ¢ muitas mais , por meio da Ana-
- Iyle. As que temos moflrado, 26 as mais importan-
tes, € asque podem fervir para o defcobrimen-
to das outras. Como dellas fe faz ufo muito fre-
quente , ferd bem que as recopilemos em huma ta-
boa geral , onde fec achem com facilidade.

Formulas que refultad das Propofi-

goens precedentes.

i 1. R= fr:‘:fiﬂﬁ — M#ﬁ::;ﬂ — ﬂ}l‘icg:si - {:;‘_’:::“'
1 - o
— JEHAfecA ;nngﬂ:q&:h (0, 89.)= enAcofA
tangA JeeA TRVSETSRL T
2en =1 comipl ﬂuf.liimﬂ 24

cof 2A
y7 AL R3 = fesAcofecA = fecAcofA = tangAcotA = (fecA +
rangA ) {f#; — tangA) = (cojecA + cotA) (cofecA — cotA) (o
2§. )= fenA +:.u_n|r}‘k= ({n.23.).
38 T Jen .;h::q'émpﬁ.h (m 1217, )= RfenA i3)

ﬂ#éﬁ

(n.31.):

RIEFT: A femAfec—A

. — — - 26.) Xc.
== ZeoecA TR ¢n )

52 IV. mj";lh":ﬁ. ﬁifupﬂ.h (n. 12, 17.)=
Reafec . A frnhm"rréf-h
1 =‘TE=I-= '—-—m'-_" fl‘l. !‘-}&C-

RjenA
Sfen —A

(n 31.)

!J}n%,{"-'-
€0 V.teng 2 A cot upplA (012 17.) = o =
R{R—e¢ajA) _ R3¥enA __ _RfewA
cuA -'“If:ﬁz_‘ﬂ_'i"ﬂ“
2

. In. §2.) e

[n. io) =colecA—rcald

2cef S Az
€1 VL cor LA tang %furp!..&t f. 13, 17.) 3
+ a2

5 = e
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RR 4N R’j’nﬂ R A
e R My (i e +
¢otA (n. §2.) &e.

L. Ra e R#E& — RiangA __
€2 VIL. fenh = o (n.26.) = —= e — e

coAtangA — tangAcotA __ cofAfecA
g 2= "oy - — Tgwa
I
afen L Acof A

(35 ) St B S sy = 2 F (0, i1)=

! cojecA—jenl Y R
[R-—-rn_r‘.&}r.:r:—;ﬁ (R4 coA) l‘.nn,-r-i:z’n
B ﬂ;’rn%smﬂ.ﬂ wg‘%:mﬂ.ﬂ-—&*

B — M {n j1.) &ec.

] R
€1 VIII. cffA = I—..I..[“__I;l—lt::.ﬁ _‘;:;1__'

enAcotA (0, 29.) = tangAcolA — fenAcofecA (oo

RfenaA

(n.27.) = 2c0lA

JecA Teeh : % ,=
rq’;ﬁlfrn-;ﬁ'—'
R-f—f:ﬂTf ne i, J—Hf”"‘:ﬂ (n.24) = Siaroree:

2fen ; cﬂmﬂ.w? compl, A B %‘E’n-% 43
(n.i3) = " o M) =5

!

2cof lﬁ ALR { R—fEnA ) cot I:mmpi‘..?.
" —— '—'—;R—-* {nio ) == B -_—
(R <+ fenA ) tung J-rumpf- A :

4 R——] - (n. 31) &c.
R = ne y e JEMACOECA . fecAcaiA,
L — s Bl i L—— =

GALLSRE Lo U el corA A
: ay |y e RjERA Riech rn.ﬂfrm{ 29.) = 2enA2
kel H--Fﬁ':-‘k__m‘ﬁ Jew2A
 RIR—cwiA) _R%er2A —_ RfensA VA

—— ;'-'

= ~ JemiA = “ZrwAl BLETTE gt
col -;:mpr.ﬁ--ﬁ:sﬂ e f::.ﬁ.—lﬂf:_;—rmﬂm = ;—t-.m -::: comigl.
A— :';-mn.:r .'E:amp.r‘ A = ecofec2A —tot2A (n. 12.) &e.

e il — SfenAcofec A — fecAcolA
‘.-i x- ;ﬂﬁ-minnr"J ﬂﬂ: m [“

€
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ReofA Rm'-*;-’l. Acof .rnll - 2r0\2
=.|'!]—.. _f-l:'-'". q.l.'_rl_ jr 1?.} —

Jen2A
__R(R+e f-a) R2en2 m.-n-a i
JeuIA 2fend= ﬁ_:-?&_{ (Ai0:). 5 i
—Cofeid = b “‘rci.—mr-—A .....;_m_,i......mng A—
CfeczA 4 cmad (n. §2.) . n:Lr:*
66 XL fecA = n= (. 26. :|=_.-'T-Hmr}:i — fangAro A (n.
BeA T Baasph s ravi bk i
B £ T angAca e
: & e —_— -— " - =
' j :'.u_' jﬁ'ﬂ" H.. {n IFHJ [—

ﬁ%{ e 24, i fﬂf—#ﬁ'ﬂ!ﬂ Aa—-.rang1 :-l'-lufﬂ. ,|_. tang
;cmﬂ‘h = ;'-HH" E”"’F"""“ ';“""l;ﬂﬂﬂ-ﬁ {n.32.) —
2R fen A
Jer1A

€7 XII. cyfecA = ;H (n26.) = fecAeal\  __ rangheotA

(n 25.e33.) &c.

. JE i P fenA
(n.27.) = RieeA —_ Rrﬂ_H - fecAcotA (n.29.) = — FOtA2
i s -_E_ X Mr:.i—wl

(o 25.) == cd.n'—ﬂ--ﬂ'-f’t -~ rmrg._.i +corA = —HH"’H A

TFE::-:‘ fL‘h -.f =] I'?'lj &I:i

68 HI[L Rﬁ'u:l 2fendeofA [ n. i 8. }
‘,ri-niA m ij‘m!uufﬂ._. _r':*nA
R ﬂ.'.u.u,': = 4femAcold}. LenA mf.!g
R4YeusA = slenAcaAL, t:l_.‘?::.-lim?‘n + femA ’

RensA = genteor L 20feaa’con’ 4 grent Searn
&C. dzc.

Rf.:p' A --;;g's...ri-m L R — 260 A= R>

R m,m’. — n:.'ql"’t_ !'.:"n". cq,.’.i

r’ ny'm i sqﬂ.- gfenA’” rq.uA + fenat

R¥asA = :gm._ LefenA .r.'a_,f'n + sfenat cort

Ri#‘a’-ﬁh il Hﬁ’t-—- I:'F_ﬂ"l'h’l. Fg"l-’l. "+1jfrn'ﬁ‘r:;5f‘ﬂ. —J':n-'l.t
-l =T =

fﬂfﬂ.{ - E.%’u. 41'..] . ik E.l'ld,fi .

tm:.!j‘ — ;R‘ !"d'fﬂ-f.',l.""'l"-ﬁ'-ﬂ"-*I
. Ri-—{r.:mg.l“
— AR tanrA — R H'l.rj:'-'l
basgdd = = Ke= u.E-u.n;Ez +iangAd

+—r:::r.’ ﬂfn - ]
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__ sRdtapsA — 1oR%tangA’ 4 tangh’

& A® IHC otA — tangA
B o i Nl o = PR = FARE
?Il' m']'. fﬂm,..... :I-'-l.l'lﬂ —_— :
— #otA ! — TR e
oA a u.r;’ﬂ.‘-—-.u=
Tk earA* —gR *corA? 4 04
4.-:;:::,-\i — B TeatA
rolSA— f0tA? — 1oR%eorA T + SR cotd
2 = smA¥ T oR3wAz 4 RE
' Ca dze.
e, XVII. YerATZ R2 = Reg2A (n.39.) ZfenadtangA (. jo. |
4erA" = iR YenA — R%ews A
SfenAs = IR* L mPcoiaA + RicouA
llﬂ'ﬂ.'.’l.:: IER"‘.-?H-A — 5]1" _r'.n}j..l’. -+ R‘JI‘I;'EA
12’ m1cRE— 1 5R SegaA+eR FeafuA— RicaA
ﬂn.l:'. = n ,&c*‘
71. XVIIL. 2¢0fA" =R o RegfoAfn.is,)= fen2AcoiA (n.ic.):
acof AT =1R %oy & R%ofiA
mﬁn“ =ikt ymicama + Rigna
3 Erq.l"-‘-‘:' ToR4ca/A 4 sR4 cofiA + Ricy5A
2 ASS 10R €4 15RIcaaA o 6RseqfiA 4 R¥cysd
<. &c.
- 2y _l;. rnmp.iz cof? .\rnf.—f-‘ comp. A
7. XIX. R iﬁ'ﬂﬁ.:——ﬁ s ” (n.71) 2
aen Leonp. A cofAsang Zep.A
= . o 2
E—— 5 8 I

2eqf ;—'ﬁi fenAcor *!;-"-
76. XXI. R &A= —p—— = ——pp—— (n.30.) }
7 e -i A? fenAtang .:—A

77 XXILR—tgfA= " = R’ -

78. XXILR *rH;A:%ﬂ-L,{n;;r.:.

= =]
#2. XXIV. R—tanghm = T A ey
; go. WXV

{n.io. )3

-
.,

T o
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2 o
fo. XXV. R — R —A .
+eA= TR TT (n.4¢.):

’ — R¥entas®~ )
!_ - —
§1. XXVI. etA—R = ar? (. 46.) .

1
it A’ tangAco —;-.-"L

—_ T;r{ﬂ-ﬂv]: —gx—(n.jo.]
e A7 tangAtang LA
1. mﬂ.fﬂh—l{:-ﬁi—{n.n.} — R — (n.

30. ).

$2, XXVIL. R +fecA

T
2oy '__:'Em,ﬂ.ﬁi

14. XXIX. R 4 rofecA— = (ness.) s
%"In-;:caw;l..li

$5."XXK. coftA—R= o (1. 55.) .

e ]
§6. XXNXI fenh 4 cofa = Te045 “ﬂ“ﬂ""‘*" (n'54.) 2

(s} o
$7. XXXIL cofmmfenas Y24S B US 2 (. 54.) ;

calhb i arang A LAS
3. XXX feoA + tanga= S—LLoR) EanEA — —_—

BangAlens 42
m_:q;.t].rmh__ anchfen—A",

$5. XXXIV. tanghm fenh=

—

Rz
I -~
m:r.ﬁcqr;- comp. A"~

so, XXXV. coA 4- m..t:m +}H?Hﬁ]ﬁﬂﬂ —_
2

200t Afen TI: comp. A
j ¥

91, XXXVL. catA —rﬂ:mufﬂ” oA

R'I
52 XXXVILtasgA + cxA= %.;;r (n.46.) =26afec2d (n 96.) )4
9i. XXXVIIL cotA—tangA —acot2A (n. 46.) .
4. XXXIX. fecA 4 tangA —cot :-;-:mﬁ-.l (n.ia ).

2§, XL. ﬁ:ﬁ.—rm;h:tnu_:cﬁﬂ.i( . §2.) «

26. XLI cofecA + mﬂ-:m%h[m 12.) §
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37. XLII. rqf'n:.t—-n:m:mn;éh (n.12.) .

0 =
98, XLIL /2 + cofecA = “1""””1;‘;’_ 5 —4) (n.550)

5 0 Lo
39, XLIV. cofecA—fecA :—”’"“ﬁ:ﬂ’ =2 (0. 55.).
100. XLV. fen(A -+ B)—= /22Aca/R I‘:'ﬁ'"‘“"““ (n§4.).

Iol, ELW.I:::L-‘L—B]:FJ’M—EIHI{'ff"mﬂ (n. i4.)-

102, XLVIL eofTA 4 By = f‘?f*"‘"’f“;f’“-“"'h (n.15.) 3

%
107, XLVIIL, cof (AweB) = S¥Ac0M 1:*.-“1'""1“"“ (n.35.)3;

R* (ta
104, XLIX. tang(A + B) = H{Eff::i.:::i%] (o 41.) ==
R 4 pangBeat A

el E-—— I ﬂﬂ'; E -
R3(tangA —tasg

tes. L. tang (A—B) + tangAtangB

R3—tansBeatA :
COfA o fang B
2 o
106, LL cot{A 4 B) :-13*—5“”‘!‘ i8¢ p. g ) =
R? 4 tangBeatA

[ 45 ) ==

Ra ~tangAtangR
bangA + rangh "

: 2
£57. LIL cot(A—B) s B (oA J taneB) o |\ po ) e
R=~tangBeot!
R: -+ tangAtargB tangbcotA
fanfA—tavgd °
1o}, LIL [fec(A4B)= —Eﬂﬁﬁt“iﬁm _=JreA cofec Be, 0y
R=—tengAtang®  cotB —tangh
— RjecAjecB . fecAcelecB
foy, LIV.fe(A—By= — - -
R rangAtangB  cotB 3 tangA
v — RyFcBeafecA .  [ecAlecB
1o, LV. eofec(A — S el T
ik BfgtangBeotA  tangA+d tangh 44:)
KILLVL ¢ofec (A meB) = RLeEB oA o _fecAfecB  (n 44)

Ra—jangBemiA  tavgA~—iangB
112

(n.44:)
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n_ﬁ-( ."‘+—-ir‘)¢' _A—-B)
H iy

:rnf’a-a- B ru( A=—1B)

113.LVIL fenh e fenB— ——-2 i 2 (n47.)

112, LVIL fenAdfesB=

aeof (A+2R ) eof {EA—2B
¥14. "LIX. cafAdcdB = (’ _—]—ﬁ \3 73 ){-n..;s,}

a1 I FI |
4 fen ~A%-B ) fen; ~A—_B
115, LX. tqg—:p = — )- L2 )

:,J’.rn(-—%-‘i--mmp! B.‘Jnf" =A --_.:rmpf H)
EIg. Ll’iflfn&m*
. 4

7. LXT fenA— e
§4.) i 'l'ﬂ"g

(n. 4'5-1

2:9f| zAeg cipl. “} e o _L"ﬂ g ‘1 Cm

R fen (4 .+m
co Ace B
R ZieniA—

RT3 LXIV. fangA— tangR= -‘;.‘rﬂﬁﬁﬂ_"

(P45 )

R1§. LXI. fangA<tangB—

220, LXV. cotAdcotR— "H"’;} (e 45 )

Jendjeu

HST. LXVL cotB—cA— =1 RYen(A—P) (.

3
—TeuheaB -~ 528

B2z, LXVIL. tangAdecotB= £ ::;,aikﬁ—ﬂm {n. 45.)7

Rnrn"“-l-m

kar. LXVIIL. MH—MJ.:{— AR

(n 45.)

ﬂ 1"' -_..._|.
* 2R ( AR e f( A 3%
R24LXIX. fecAsfeeB = cols mf — l‘ n.55.)2

aljen {';.&+EH .."rw",;-fﬁ-_,iﬂ"_i o ixz
WIS LEX. feeA—felb =g — (n-55.)
; i

lf; ’l+;1~"-)r.:[{ o R )

36, LXXL. cofecAfeog/eiBZ ,r - H_JU}HH —— (n55.)
127

&
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aReof SA+ 3B fon ZA—ZR)
JerAjen B

W87 . LXXIL sofecB—cafecA = (0.55.)

Fi I y & | 4l
a ~Ad-ciprl B —A—- cépl.B
Rjen| zA+2edrl. B cof SA—2 cop )

- el ?,-" ,I" — - p—
135 LXXIIL eyecApfecB = Jeniso

L. 55: 0.

v o Np iy R
aReq( 3A5edpleB fen(GA—ccapl.B)
Jenasy B

125 LXXIV. fecB=safecA=
(. §5.)
i B inhiwroy .
1jo. LXXYV. _rru.dumn_iﬂwﬂ_a—ﬂj—ER:q{.ﬂl.+B} (n.36.).

-

151, LXXVL. fenAco/B :&{Efrn{.l-ﬂ}-l-;nﬂfr:[.’ld-'ﬂ} 56
152 LKXVIL cg\jenB =-R/en(A$8) —-Rjim(A=B) (0.56.) 4
135, LXXVIIL cfAre/B="Reo(A4B) 4 -Req(A—B) (n.36).

NB. Suppoem-fe neftas Formulas , que os dous arcos A, e By
fab menoies que #o9 Quando forem maiores ter-fe-ha conta cot
a final dos colenos , tangenies &c, fegundo as Regras aflima Jda-

as*in. 19. ='=:|+ ®
. Piu = manifeftar fenfivelmente a homoseneidade dos termos,
confervimos nellas o raio denotado fempre pela lerra R. Forem
como eite coltuma fuppor-fe igual 4 unidade , para maior faci-
fidade dos calculos , pide nefta fippoficad omitr-fe nos termos
omde he faftor, ou divifor , € nos mais efciever-fe em lugar del=
le, ou Jai fpas potencias , 3 unidade.

Combinando entre §i a5 mefmas Foimulas referidas , pide
achar-(z huma infinidade de outras , que omitimos. Por cxem=
plo , dividindo a formula xxX; pela formula XXII, EFemos . .. o

i
Riewn _FUAT  corsal

o = 33.) , & alim das diais,
—if A j'“iﬁ: 2 (. 29.) ,

Das Taboas dos fenos , tangentes,
e fecantes , e do ufo dellas,

134 O Uppofta 2 relagab de grandeza, que a Geos
S metriz nos tem moltrado nas linhas ; que
chamamos fenos , tangentes &e, imaginemos que a
quarta parte da circunferencia BF ( Fig. 3.) eftd di-
| i vidida
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vidida de minuto em minuto, ifto he, em 400 par-
tes iguais , e que de cada ponto de divifas eftad
tiradas as perpendiculares , ou {fenos , como AP, fo-
bre o raio BC ; imaginemos tambem, que o mefmo
raio BC eftd dividido em ham grande numero de
partes iguais v.g. em 1oocoooo. He manifefto, que
cada huma das perpendiculares ha de conter hum
certo numero daquellas partes do raio; e que fen-
do huma vez calculado o numero de partes, que
compete a cada huma das mefmas linhas , podem
eftas fervir para fixar e determinar a grandeza dos
angulos. De forte , que tendo efcrito por ordem em
huma colunna todos os minutos de o° até go° , {e
de fronte de cada hum fe puzefle o numero das par-
tes da perpendicular, ou {eno, que lhe corre(ponde,
por meio defta Taboa fe podia conhecer o numero
de grios e minutos de hum angulo , fendo conhe-
cido o valor do [eu feno 5 e o valor do {eno , fendo
dada a grandeza do angulo.
13¢ Tambem era facil de ver , que fendo cal-
culada huma Tzaboa femelhante , nad feria util {6-
mente para os angulos, cujo raio fofle 0 mefmo que
nella {e fuppoz, mas tambem para outros quaifquer,
¢ujo raio foffe conhecido.
... Supponhamos , por exemplo, hum angulo DCG
(Fig.8.) comprehendido pelo arco DG, eujo raio CD
feja de 8 pés, e a-perpendicular DE de 3 pés. Sup-
nhamos tambem , que CA he o raio para o qual
oi calculada a {obredita Taboa ; e imaginando del-
erito o arco AB, e tirada a perpendicular AP, efta
feri o leno que na mefma Taboa correfponde ao an-
gulo DCG, ou DCE. Iito fuppofto he facil de achar
a valor da dita perpendicular em partes do raio
porque fendo femelhantes os triangulos CDE, CAP,
por ferem parallelas as rectas DE e AP, teremos CD:
DE::CA:AP (4.6.Eucl.), ifto he, 8P:3P :: 1ocoo000s
AP, Affim acharemos (Arith, n. 179.), que AP ﬂ:
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de 7750000 partes ; € bulcando efte numero entre
os {enos da Taboz2,a0 lado delle acharemos os grios
e minutos do angulo DCE , 22° 1’ 27,"5.

Reciprocamente , dando-fe o anguio DCG, e o
feu raio CD , fe determinaria do mefmo modo a
perpendicular DE. Porque com o angulo dado fe
acharia na Tahoa o valor da perpendicular, ou feno
correfpondente AP : e entad, em virtude dos mef-
mos triangulos femelhantes, teriamos CA:AP::CD:
DE , e fe calcularia o quarto termo , {endo conhe-
cidos os outros tres, a {aber, CA, e AP por meio da
Taboa, e CD por fer dado em pés. No melmo
exemplo , fendo DCE=12201' 27, 5, € CD=2F,
achariamos 10000000 & 3750000 :: 82 : DE | e con-
feguintemente DE= 3P.

Agora fe entendcrd, que os fenos fad as linhas,
que no principio diffenios podiab fazer as vezes
dos angulos no calculo dos tranguloes (n.8.). As
tangentes , e as fecantes , das quais {z ufa algumas
vezes, fervem tambem para o mefmo fim ; como he
facil de moftrar com exemplos femelhantes ao pre-
cedente.

136 Os livros pois, que contém os valores nume-
ricos das referidas linhas , fab os que fe intitulad
Taboas dos Senss. Eltas de ordinario nad fomente
contém os dites valores numericos , que {ab os fe-
@05, € langentes maturais , mas tambem os {eus Lo-
garithmos , que fe chamad femos , e tgmpentes ar-
tificiais , e alem diffo os Logarithmos dos numeros
de 1 até 10070 , ou 20000. Em algumas edigoens
{e tem dado fomente os (enos, e tangentes artifi-
ciais , porque deftes (e ufz com preferencia no cal-
culo dos triangulos, pela rafab de facilitarem muito
as operagoens 3 € quando feja precifo alguma vez
faber o {¢no,ou tangente natural de qualquer angu~
lo , fem difficuldade fe acha por meio do feno ou
tangente artificial , na Taboa dos Logarithmos dos
Aumeros, i S 137 Ar-
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177 Antes de moflrarmos o ufo deftas Tahoas
na Refolugad dos Triangulos, ferd bem que diga-
mos alguma coula da fua formagab, expondo o me-
thodo pelo qual fe calenlirad, ou podiad calcu-
lar os valores numericos dos fenos , tangentes &c.

Suppofto o raio de 1000000 partes , o feno de
gnﬂ ferd sooo000 (n. 22.), € com o riio e o feno

efte arco {e achari o feu cofeno. Porque [endo o
quadrado do raio igual 4 foma dos quadrados do fe-
no e cofeno, feri o quadrado do cofeno igual 4
differenga dos quadrados du raio e do feno, e con-
feguintemente o cofeno igual 4 raiz quadrada da
dita differenga. Aflim do quadrado do raio, que he
1002000000000, tirando o quadrado do feno de 300
que he 250000000000, ficard o refto 750000000000,
cuja raiz 866025 he o coleno de 30°.

138 Com o (eno e cofeno de 300 fe podia buf=
car o. feno e coleno de 15° Porque tirando , &
sjuntando 30 raio o cofeno de 30°, multiplicando
a differenca , e a foma por ametade do raio , e ex-
trahindo a raiz quadrados dous produétos, teriamos
258819, e 965926 , [eno e cofeno de 152 ( n.30.)-
E com eftes {e acharia® confecutivamente da mel~
ma maneira os de 7° 30 3°45'; 1952'30"; 0° §6¢
35'750° 287,75 5 o° 14/ 3,175 3 0°7' 1,"87% 5 ©°
3 39,9375 ; 0 1/ 45, ""46875 &e

139 Ito [uppolto , he de advertir, que fendo os
arcos muito pequenos, nad differem [enfivelmente
dos feus fenos , e fah confeguintemente proporcio-
mais ao0s mefmos fenos. Pelo que, para achar o feno
de 1/, péde fazer-fe elta proporGad : Como o arco
de 07 1/ 451, 45895 be para o arco de o° 1!, affimo
Jemo do privieiro para o do fegundo. Neltas opera=
goens devem os fenos calcular-fe com as letras de=
cimais que baftarem , para que o5 refultados finais
fejab exaltos aré a cala das unidades. r
‘" 140 De ¥/ até 107 (na fuppoligad de nab ﬁ;ﬁ
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¢2i0 de mais que 1000000 partes ) baltaria multi-
plicar o fenode 1/ por2, 3 &c, para ter os fenos
de 2/, 3/, &c. De 10/ para {ima feria necelfario ufar
da Propofigad offima demonftrada(n 33.), € fe
abbreviaria o trabalho confideravelmente nad nlan-
do della fenab de 10 em 1o minutos. Porque eftes
intervallos fe encheriad bufcando a differenca en-
tre os dous fenos immediatos , € praticando eftr re-
gra de proporGab : Como 10! para o numera interme-
dio dz minutos | affim a differenga dos fenos calcula-
dos para a differenga emtve o menov ¢ o feno procu-
yado. Affim v. g. tendo achado para 16% 20’ o [eno
28122¢, e para 16° 30’ o feno 284015 , f¢ quizel-
femos o feno de 16°29', praticariamos eila regra
10': 9' 112995127, e ajuntando o quarto LErmo
1953 a0 feno de 16°20' teriamos 223178 feno de
16 27, e aflim dos mais.

A rafa6 defta pratica he , porque fendo o arco
KL ( Fig. 9. ) muito pequeno v. g. de 10/, as dif-
ferencas Lan , m n dos (enos LH, GI, fad proxima-
mente proporcionais ds differengas KL , KI, dos
arcos corrcfpondeates AL, AI, porque os trian=
gulos KuL , ImL , podendo fer confiderados como
reclilineos , fab femelhantes.

Nab devia com tudo praticar-fe efte methodo pa-
r2 0 fim do quadrante. Entaf nab fe pode tomar i u
pela differenga dos fenos PB , Q ¥ 5 porgne a quan-
tidade # &, por pequena que feja, tem huma rafad
fenfivel com fu, e tanto mais- f=nfivel quanto o ar-
co AB fe chegs mais para gov. Porém nefte calo
podemos ter outro recurfc , reflieftindo que as li-
nhas DE, D¢, que (26 as differengas entre o raio
eos fenos PB, Q x, fab na rafad duphcada das
cordas DB, D #, Cou dos arcos DB, D x, por fe-
rem eftes muito pequenos , € por conegninte pro-
porcionais fenfivelmente 4s mefinas cordas) ;3 pois
conita dos Elementos, que 05 quadrades: das cordas

Bn o & ]
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DB, D «, fab refpectivamente iguais acs reflangu=
los comprehendidos pelo dobro de raio CD , e pe-
las reftas DE, e D¢ (Cor. 8. 6. Eucl, ) 5 porem
eftes rectangulos fah na rafab de DE para Dt ( 1.6.
Eucl. ) : logo ferd DE para Dt como o quadrado de
DB para o de D »,

Affim tendo calculado o feno de 897, e queren-
do faber o feno de qualquer outro arco entre 89°
€ 900, faremos efta proporgab : Como o quadrado do
eompleniento de 890 be para o quadrado do comple -
mento do arco propoflo , affim a differenca entreo
1aio e 0 feno de Ego , para a diffevenga entre o vaio £ o
feno Bo avco propofto. Por exemplo , tendo achado
que o feno de &go he 9998477, e querendo fa-
berode 89° 29', faremos efta proporcad (6o') = -
(23D2: 1527:'%, 0u 3600 ¢ 16289:: 1523 ; ?
pela qual acharemos o quarto termo 461, e dimi-
nuinde-o do'raio teremos 9999539 por feno de 8g0
22/, como fe acha com effeito nas Tahoas,

141 Sendo calculados os fenos de 1/até goe,

y com elles fe podiad calcular facilmente as tangen-
s tes, efecantes, pois temos ji moftrado, que o co-
«pfeno he para o feno como o raio para: s tanzente
i (n.29.); equeocofeno he para o raio, como o
raio para a fecante ( n. 26.) . Porém das fecantes
raras vezes fe ufa, baftando para todos os caleulos
Trigonometricos os fenos , e as tangentes ; ¢ por il-
fo nas edigoens modernas das Taboas (e fapprimi-

1ab as fecantes.

142 Conhecidos os valores numericos dos fe-
nos, os feus Logarithmos, {e podiad achar como
os dosnumeros naturais { Arith. n, 220. ). E com
0s Logarithmos dos fenos fe determinariad facil-
mente os das tangentes e fecantes , practicando as
proporgoens que acabamos de indicar ( Arith: n.
223.).

He poiém de advertir, que tomando nas bT:::-

0as
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boas o valor numerico de qualquer {eno ou tangen-
te, e bufcando o feu Logarithmo na Taboa dos
Logafithmos dos numeros naturais (Arith. n.239.),
nab acharemos exatamente o mefmo que eftd na
coluna dos Logarithmos dos f{enos , € tangentes.
A rafad he , porque os fenos forad originalmente
calculados para o raio de 1cooco00000 PArtEs 5 €
nat fendo para os calculos ordinarios neceffaria tad
grande exaftidab , nas Taboas aftuais fe fupprimi-
rab as tres ultimas letras em todos elles. Nab fe fez
o mefmo porém com os {eus Logarithmos, Confer-
virab-fe tais como forab calculados para g raio
fuppofto de 10000000000 partes ; e por iffo tem
huma charatteriftica maior "do que pediad os va=
lores numericos dos fenos e tangentes, que aftual-
mente lhes correfpondem, Affim, ufando dos Loga-
rithmos, calculamos na fuppoficad tacita de que ©
raio he de 10000000000 partes 3 e ufando dos fe=
nos e tangentesnaturais, na fuppoficad de que o
raio he dc 1000000 partes fomente.

Advirta-fe tambem , que hoje para maior facili-
dade dos caleulos fe confidera o raio ignal & uni-
dade , e os fenos fe exprimem por fracgoens de-
cimais. Felizmente fervem a efte fim as melmas
Taboas aftuais, porque he manifefto , que rendo
por feno de 1° 0 numero 174524 na hypothefe de
fer o raio 10000000 , fe fizermos o raio igual 4 uni-
dade, feri o dito feno 0,0174524.Defte modo os Lo-
garithmos dos fenos, e tangentes, que (e achad nas
Taboas involvem confeguintemente hum comple-
mento arithmetico, ou tem na charafteriftica hu-
ma dezena de mais ,do que convinha ao valor nu-
merico, que lhes correfponde ; complemento , que
nos calculos fe'deve tratar , conforme as regras que
explicamos na Arithmetica (n. 248. e I'c;;_.’.?

De muitos ountros modos fe podiad calcular 08
{enos ¢ tangentes de 1/ a té 90°, ufando dedifieren=
pis 15
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tes meios, que offerece a Geometria Elementar. O
que temos expoflo, he fomente a fim de dar hu-
m2 idéa da corltrucgad das Taboas ; porque fe
folle m:c::{ﬁmu repetir efte trahalho, nad ufaria-
mos hoje l‘tnau dos meios defcuberros pela Ana-
lyfe , os quais {28 incomparavelmente mais bre-
ves , € expeditos.

'143 Como' ofeno de hum arco he ametade da
corda do arco duplu ( n. 21.), fe.continnaflemos o
calculo affima indicadp ( n. 1;3 ) até achar o feno
de 1/, cujo dobro feria a corda de 2'/, e multi-
plicallemos efta corda pelo numero das vezes que
a femicircunferencia contém a 2, he manifefto
que teriamoes hum numero muito proximo ao va-
lor da {emicircunferencia , porem mais pequeno
do que ell1. E (e com o feno de 17/, e o fen cofeno
(n. 137. ) caleulalfemos a (ua tangente (0. 141. )

e multiplicallemos o dobro della pele numero das
vezes que 3 femicircunferencia contém a 2'/, he
ignalmente manifefto , que teriamos hum numero
muito chegado ao valor da mefma femicircanfe-
rencia , maior porém do que —ella. Donde fe vé,
que pelo calculo dos fenos e tangentes fe podia 31H
proximar mais e mais a rafad do diametro para a
circunferencia , fe nad foflem conhecidos ovutros
meios mais expeditos, que explicaremos em outro
lugar., Com effeito pelo methodo que acabamos de
indicar fe acharia , q fendo ¢ raio de 10000vV0C0C0,
a lemicircunferencia feria entre J14i592653¢ €
31415926536, Por confeguinte fendo o raio 1, 08
380° da femicircunferencia walem 3, 141;916;35,
hum grio 0,01745329252 , ham minato. primeiro
o,000290888208, & hum [ -'gundn 0,0000048481 368
&c. O arcoigual ao raio he de ¢7°,295779513 , 00
de §7°17'44//.806 , ou de 206264,''80f247. Re-
ferimos aqur tﬂcs numeros , porque he neceflario
fnar ufo-delles muitas vezes. _ w2k

I44'Am-+
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144 Ainda que as Taboas ordinarias nab dab os
fenos , fenab de minuto em minuto , pelas partes
proporcionais conheceremos os fenos que corref-
pondem aos fegundes intermedios , e ifto feguinda
a mefma regra , que affima apontdmos, para encher
os intervallos de 157 em 10°. Como porém em lu=
gar deftss linhas ufamos quafi fempre dos fens Lo-
garithmos , fobre elles nos demoraremos hum pou-
co com mais individuagad.

14c Quando pois o arco, ou angulo propoflo ,
he juftamente de grios e minutos, nas Taboas
acharemos immediatamente os Logarithmos do feu
feno, e tangente ; e reciprocamente. Porém fendo
dado hum angulo de grios , minutos, ¢ fegundos,
bufcaremos o Logarithmo do feno correipondene
a0s grdos € minutos , € a differenga entre elle ¢ o
Logarithmo feguinte, e faremos efta proporgad :
Como 60’ para o numero propoflo dos fepuzmdos ,
affim a differenga dos dous Logaritbmos das Taioas,
para a differenga emtve o primeiro delles e 0 Loga-
ritbmio procuvadn.

Ex. gr. Querendo o Logarithmo ‘do feno de 282
3! 127/, bufcaremos nas Taboas o Logarithmo do
feno de 282 ﬂqu-: he 9,6723213, ¢ a differengs en-
tre elle e o Logarithmo de 282 4'a qual he 2370, e
diremos : Se 6o!! dab 2370 , 12" quanto darad ?
Praticando a regra, acharemos 474, que ajuntare=
mos a0 Logarithino 9,6723213, e lerd 9,6723687
o Logarithmo do feno de 2823f 1274,

146 Pelo contrario , ferdo dado o Logarithmo
de hum feno que nab correfponda exaflamente 3
grios e minutos , acharemos os fegundos praticans
do efta proporgad : Come a differenga das dous Lo-
gavithnios das Taboas , entve o5 quais cabe o Logari=
thwo propoflo , para a differenca entve efle e o menor
daguelles , affim 60'! para o numero dor fegundos, gt}c
: : i
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fe bab de ajuntar aos grdos e minutes indicados pe
do mefmo Logarithmo proximanicnte menor.

Ex. gr. Sendo dado o Logarithmo de hum feno
9,9362547 , nas Taboas acharemos que cahe entre
os Logarithmos dos fenosde 592 42" e §9° 43, os
quais tem entre fi a diffcrenga 738, fendo a dif-
ferenga entre o menor dellese o }..ogarhh mo dado
449. Affim diremos : Se a differenca 732 dd 60" a
differenca 449 quanto dard ? e acharemos 367,53
donde concluiremos, que o Logarithmo dado cor-
refponde a sg° 42/ 36'/,¢.°

147 As rfuas regras precedentes nab devem pra-
ticar-fe de o° até 3°, porque no principio do qua-
drante as differengas dos Logarithmos dos (enos di-
minueém rapidamente , e nad fe podem {uppdr pro-
porcionais ds differencas dos fenos, ou dos arcos,
fem commetter erro fenfivel. Nefte cafo, como os
fenos {46 fenfivelmente proporcionais aos arcoscor-
refpondentes, ferd o arco proximamente menor das
Taboas para o fea feno, como o arco dado para o
feno que lhe compete , e relolvendo efta regra por
Logarithmos ( Arith, n. 232. ). Ao Logarithmo do
Jeno do arco proximaments memoy ajumtaremos o Lo-
garitbmo do arco propoffo reduxido a fegundos , eda
Joma tivaremos o Logavithbmo do arco procimamente
menor reduxido tamben @ fegundos 5 e o veflo ford o
Logarithmo do feno que Lufcamos,

Ex. gr. Se quizermos o Logarithmo do [¢no de 1©
§5'48"', bulcaremos nas Tahoas o Logarithmo do
feno do arco proximamente menor 1° ¢s! que he
8,5243430 , ao qual ajuntaremos o Logarithmo de
17 55! 43" onde 6048’ que he 3,8418¢98, e'da
foma 12,3662028 tiraremos o Logarithmo de 1° ¢5¢
ou de 6900’/ § he 3,8288491 , e o refto 85277537
feri proximamente o Logarithmo do feno de 1° 357

48", 1

148 Reciprocamente , para achar os grios ; ii=
nutos,
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nutos , e fegundos de hum arco menor do que3©
por meio do Logarithmo do feu feno : Bufear-fe-ha
primeivo nas Taboas o arco proximamente menor , &
fendo veduzido a fepundos o Jgﬂ' Logaritbmo fe ajun-
tard ao Logarithmo do fens propofio ; da foma fe
tivard o Logarithmo do feno do mefino arco proxima-,
mente menor , e o veflo ferd o Logarithmo do nume-
ro dos [egundos do arco procurado.

Ex. gr. Sendo dado por Logarithmo de hum fe-
no 8,1132110, nas Taboas acharemos que o arco
correlpondente cahe entre ©°44', ¢ 0245’. Pelo
que , ajuntando ao Logarithmo dado o Logarithmo
de 0° 44!, ou de 2640"!, que he 3,4216039 , te-
remos s foma 11,5348149 ; da qual tirando o Lo-
garithmo do feno de o® 44’ que he 8,1071669, 0
reflo 3,4296480 ferd o Logarithmo de 2677, €
por confeguinte o arco procurado o° 44 37'%.

149 Pelo que relpeira aos Logarithmos das tan -
aentes , feguir-fe-had as me{mas regras , que temos
dado para os dos flenos. Somente devem excep-
tuar-{e os arcos , que cshirem entre 87° e 92°, nos
quais {e praticard defta maneira : Caleule-fe o Loga-
vithmo da tangente do complemento pelo modo que
acabamos de dizer , o qual tivando-fe do dobro do Lo=
Lavithmo do vaio , o reffo ferd 0 Logarithmo da tan-
gente que fe pede. A ralab d:fto he, porque a co-
tangente he para o raio como oraio para a tan-
gente (n. 26. ).

Ao contrario , fendo propofto o Logarithmo de
huma tangente, que cahindo eatre 87° ¢ y3° nab
correlpondefle jultamente a grios e mimuros , ti-
rar-fe-hia do dobro de Logarithmo do raio, eo
refto feria ‘o Logarithmo da tanpente do comple-
mento , oqual cahindo neceffariamente entre oo e
3° detérminar-fe-hia da maneira aflima declarada 3
¢ tomando o complemento doarco affim achado,
lgriamos o arco procurado.

o Sab
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SaD neceflarias eftas regras, ainda que de méra
approximagab , para fe ufar das Taboas ordinarias
{fem erro attendivel. Nos calculos porém , que re-
querem fumma exactidadb , devem procurar-fe Ta~
boas maiores, como fad entre outras as de Gardi-
mer , nas quais os Logarithmos dos fenos e tan-
gentes do principio do quadrante fe achab calcula-
dos com exaftidab de fegundo em fegundo, e no
refto de dés em dés fegundos.

Da medicad das linbas e dos angulos.

550 A Refolugad de hum triangulo fuppoem ne-

ceflariamente,, como ji diflemos , o co-
nhecimento de tres quaifquer das fuas partes, en=
trando fempre nellas ao menos hum lado. Se a par-
te que (e quer faber, pudefle fempre determinar-fe
por huma medigab atual , nad feria a Trigonome-
tria de utilidade alguma , antes feria hum rodeio
trabalhofo , porque fe bufearia por meio da medi=
Gab de tres partes , e do calculo Trigonometrico ,
o valor de huma (6 , que pela medigad fe podia al-
cangar immediatamente, Succede porem, e ifto
muitas vezes, que nad he practicavel a medigad ac-
tual da parte que {e bufea ; e nefle calo he de hum
focorro admiravel a Trigonometria , porque nos
facilita o conhecimento della , por meio da medi-
Gab de quailquer tres partes do mefmo triangulo ,
que commodamente fe puderem medir ; medigad,
que neceflariamente ha de preceder ao calculo. Por
iffo , antes de paffarmos a mofirar a refolugad dos
triangulos , ferd conveniente que expliquemos
brevemente o methodo de medir tanto as linhas co-
mo 05 angnlos,

151 As linhas nad pédem medir-fe, {enab por
outras linhas ; e como a refta he a mais fimples,
¢ uniforme de todas, por ella fe medem, nad (6~

mente




De TriconoMeETRIA Prana, 45

mente as outras re&tas , mas tambem as curvas. Me-
dir huma linha refta, ou curva, ou qualquer dif=
tancia ,. he procurar quantas vezes ella contem
huma linha recta determinada, que entad (e con=
fidéra como unidade. ’

Efta unidade he abfolutamente arbitraria, e por
iffo ha tanta variedade de medidas lineares em to-
das as Nafgoens , e tanta diverfidade de grandeza
nas que confervad o mefmo nome , cujarelagab fe
achard no Livro Connoiffance des Temps, que a Aca-
demia Real das Sciencias de Pariz faz imprimir
todos os annos. As pequenas diftanciss coftuma®
avaliar-fe em pér, paffos , toefas &< , as maiores
em efladios , milbas , lepuas @+, Nelte Reino as
medidas mais ordmnarias {ab os palmos de cravei-
ra , pés , varas , e bragar. O palmo divide-fe em
8 pollegadas , a pollegada em 12 linbasr &c ; mas
para maior commodidade péde dividir-fe em 10
partes , cada huma deftas em outras 10 &ec. O pé
tem palmo e meio, ou 12 pollegadas de cravei-
ta 3 a vara he de ¢ palmos , e a braga commua de
10, e no ufo da marinha de 8. A legua Portugue-
za nab tem medida fixa; porém fuppondo , =o ufo
da marinha , que 18 leguas fazem hum grio, e
que o valor de hum grio medio do meridiano ter-
refire he de g7o10 toefas ( fendo a braga para a
toefa como 327 para 288 ) ferd o grio terreftre
de o832 bragas ; e por confeguinte a legua terd
2824 bragas , a milha ou minuto 847 bragas ez

palmos, e o fegundo 14 bragas 1 palmo ¢ -:- de pal-

mo. Donde, qualquer diftancia dada em minutos
ferd facil de converter em bragas , € reciproca-
mente. .

152 DPara medir adiftancia que fe mete entre
dous pontos , he neceffario tirar de hum para o ou-
tro huma linha refla, ¢ applicar fobre ella de

huma
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huma até 4 outra extremidade a medida, pela qual
fe pertende conhecer.

Sobre o papel tirag-fe as linhas reétas por meio
de huma Regoa, cuja exactidad {e poéde examinar,
mudando-lhe as extremidades, ¢ tornando-a a ap-
plicar fobre a melma linha , que por ella fe tra-

ou; e fe nab ajultar neftas ficuagoens contrarias,
e final de ter algwma tortuofidade.

Sendo a diftancia menor do que a medida, com a
qual e ha de comparar, ou havendo refto menor do
que ella na medigad das diftancias maiores, he ne-
ceffario recorrer 4s divifoens e fubdivifoens da mef-
ma medida, as quaisdevem nella eftar j4 marcadas
com exacGad. Querendo, por exemplo, formar huma
Efecala de palmo craveiro , fobre huma regoa de
laraura, e comprimenfo fufficiente ( Fig. 10. ) (e
tirari huma linha indefinida CE , e do ponto
C proximo 4 extremidade da regoa fe conduzird
perpendicularmente a CE huma refta CD ( de ar-
bitraria grandeza, conforme a largura da regoa ),
a qual fe dividiri em 10 partes iguais , e pelos
pontos da divifad {e conduzirib outras tantas pa-
ralielas a CE. Nas duas extremas CE, DF , pro-
duzidas , fe tomara defde os pontos G, D, o com-
primento do palmo, o qual fe dividiri em 10
partes iguais , como AE, BF, e pelos pontos de
divilas fe tirarid as reflas AB, EF &c, as quais
marcarid em todas as parallelas a decima parte
de hum palmo. A ultima deftas partes fe dividi-
i em outras 10 de B até D, ede Aaté C, cada
huma das quais valerdi huma centefima do' palmo,
e fe notardd com os numeros 1. 2. 3 &c, de huma
‘e outra parte. Cada huma deftas fe divide ninal-
mente em outras 1o por meio das tran{verfais
A1, 12,273& (4 6. Bucl. )3 eecltas nl-
timas , cada huma das quais he huma milleima

do
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do palmo , bafta que fe notem na primeira tranf-
verfal A 1 com 05 numeros i.2 i. 4 &c.

Ifto fuppofto , fe na medigad de huma linha to-
maflemos com ¢ compafio o valor de hum palmo,
e fobre ella o applicallemos duas vezes , e hou-
vefle hum refto que tomado com o mefmo com-
paflo ajuftafie na Efcala de K até », fendo K ¢ hu-
ma decima de palmo,x 3 (igual a A 7) fete cenrefi-
mas , ¢ 3 tres millefimas do mefmo palmo, alinha
propofta feria de 2,173 palmos. Nas medidas , que
requerem mais delicadeza , pédem tomar-fe por
eftimacad as decimas-millefimas do palmo , par-
tindo mentalmente o intervallo das parallelas. Af-
fim , fuppondo m p de 10 partes , e julgandom %
de 6, a recta 5% valerd o,1276 de hum palmo &e.

153 -Sobre o terreno , fendo pequenas as dif-
tancias, tirab-fe as linhas reftas por meio de hum
cordel bem eftendido 4 (endo grandes, he preci-
fo fazer o alinhamento por meio do raio vifual ,
fazendo pér a pequenos intervallos entre as duas
extremidades alguns meios piques ou bandeirolas,
perpendiculares ao plano herizontal , e deforte
que fiquem todos os intermedios encubertos 4 vif{-
ta applicada aos extremos. Nas diftancias parciais
de cada intervallo fe :irad as linhas ao cordel ,
livellando-as na direcgad das duas extremidades
da diftancia total. Quando de huma das extremi-
dades {e nab puder ver z outra, feri neceflario
recorrer aoutro methodo, que depois enfinaremos.
+ 1g4 Feito o alinhamento, fobre elle fe vabd ap-
plicando as medidas , que nefte cafo devem fer
maiores , para facilitar mais a operagad. Tendo v.
gr. quatro regoas de pinho bem fecco, por fert
mais leve, bem oleadas ou envernizadas, para
nab empenarem com a humidade , e termipadas
nas extremidades porchapas de metal exaflamen-
te-planas , para fc ajuntarem p::fui:amcn:le a0

. ongo
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fongo humas das outras , cada huma de 2§ palmos
de comprido fobre tres pollegadas de largura, e 2
de groflura, poderemos com ellas medir as maio=
res diftancias. Primeiramente , comegando de hu-
ma das extremidades , e ajuntando bem as qua-
tro regoas humas com as outras na direcGab do
alinhamento , fe verificard o fcu comprimeato to-
tal , medindo-as com huma braga , ¢ notando
quanto tem aftualmente de ‘mais ou menos que
10 bragas, e efta verificagad fe repetird de el=
pa¢o em efpago , principalmente fentindo salgu-
ma mudanga na atmosfera, Depois, fe irdé mu-
dando as regoas huma por huma fobre o alnha-
mento , e por cada lango de 4 regoas fe conta-
rad 10 bracas, e para nab haver equivocagad
fe iri6 pondo finais no mefmo alinhamento. Em
fim, do numero das bragas que fe medirem de
elpago em efpago v. gr. de [eilcentas em feilcen-
tas, fe tirard ou ajuntard o que as quatro regoas
{e acharem ter, pela verificagab , de menos ou de
mais que 1o bragas, multiplicado pelo numero
das vezes que ellas fe applicirab ; e affim por
diante. Deft= modo , haveado todas as cautelas,
pbéde medir-fe a diftancia de duas mil bragas fem
commetter erro de dous palmos. Vejab-[e fobre
efta materia , as obras de Caffini , La-Caille ,
Bouguer , € outros que fizerab as grandes Opera-

ens Geodeficas, relativas 4 medigad e figura do
slobo Terreltre.

155 Os angalos fobre o papel medem-fe com
hum pequeno inftrumento , que fe chama Tranr=
feridor, Efte confifte ( Fig. 11. ) em hum [emicir=
calo de latad , on de vilta de lanterna, que pela
fua tranlparencia he de maior commodidade. No
meio do diametro A B tem hum pequeno chane
fro , para que o centro C fe diftinga melhor, efe

applique mais jultamente ao vertice dos mgul:!:
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t a citcumferendia eftd dividida em 1800 de B
até A. Querendo pois {aber o valor de qualquer
angulo ; applicar~fe~hd ao vertice delle o centrg
C do transferidor , ajullando o raio CB fobre ham
dos lados do angulo propofto , e o outro lado pro-
produzide ; fe for necetlatio , patfard por baixo da
graduagad , € nella moffrard 65 grios dé angule
propofto , tomando-fé o¢ minutds por éftimagat, B
reciprocamente , querendo fobré hum ponto dé
huma linha refta formar hum angulo dade, fobré
ella fe ajultard o raio CB do transferidor ; ficando
0 centro C fobre 0 ponto dado ; & junto & circun<
ferencia graduada fe notard hum ponid e lagae
indicado pelos grios, que o angulo devé ter j les
vantando o transferidor , e tifando huma lnha do
ponto dado para o ponto finalado , fera feito @
angulo dezejado. Pars lo mefmo férve 4 Efeala
das cordas , 0 Compaflo de propovgad, e outros inf=
rrumentos , que por meénos fimplés déixamos de
defcrever nefte lugar.

156 Sobré€ o teffeno,o infirdmentd de que fe ufs
na medida dos angules, e com exactidaé fuffictente
20 fim da maior parte das opéragoéns , he o Gra=<
fimetro , ou femicirculo dimenforio. Efte fe ¢ofs
tuma fazer de latad , dividindo-{fe em 1809, ¢ sin-
da ein meios grdos , conforme z fua grandeza. O
arco DHB ( Fig. 12.) ; no qual fe finalab as divi<
foens , nab he 4 fimples linha, mas hunia co-
roa femicircular, que fe chama bimbo do mftrumen<
to. O diametro DB he fixo , e faz huma {6 pecs
¢om o limbo, no mefimo plano’ dellé 3 porém o
diamétro EC , que fe chama akidida | he move=
dico ao redor do cemtto A, e com' afua extre<
midade € péde correr em roda todas as divifo<
¢ns do limbo. Anibos eftes diametros tem nas fuad
exiremidades humas pinnulas , pelas quais (& éns
#4605 objedtvs, @.akﬁbrﬂvﬂ a6 porent mMais

perd
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erfeitos os que em Jugar de pinnulas tem ocus<
os de alcance, com dous fios encruzados no fico
commom das lentes. Efte inftrumento (e srma lo-
bre hum pé de tres pernas, e por meio de hum joe=
lho com feu parafulo fe pdde inclinar , ¢ accom-
modar 4 direcgad de qualquer plano, conforme for

neceflario , fem alterar a pofigad fixa do dito pe.
157 Para que o Grafometro firva mais exaéta-
mente para amedida dos angulos , coftuma ajun-
tar-[e na extremidade da alidada huma divifab , a
qual, pelo modo com que correfponde ds divifoens
do limbo, moftra as partes de yrio de §'em 5/, 0n
de 4’ em 4’ &ec. ( A primeira idéa defta ingenhols
divifad foi attribuida ao Doutor Pedro Nunes, Len-
te de Mathematica nefta Univerfidade de Coimbra,
e primeiro Cofmagrafo Mor do Reino; e poriffo lhe
derab os Eftrangeiros o nome de Nonnius ). Para fa-
gzer , que o Nounius moftre, por exemplo, 05 mi=
nutos de § em § , toma-fe na extremidade da alida-
da , onde pela fua largura correfponde ao arco
do limbo , hum intervallo de 11° do melmo
limbo, o qual fe divide na alidada em 12 partes
iguais , cada huma das quais valer4 por confeguin=
te ¢5/. Entad, fe a primeira divifad da alidada ajo-
ftar com qualquer divifad do limbo , ferd o 2ngu-
lo comprehendido pelos dous diametros , medido
jultamente pelos grios indicados no limbo 3 porem
{e a primeira divifab da alidada nad cshir em di-
reitura com a divifzd do limbo , bufcar-fe-ha en-
tre as feguintes qual fe chega mais a correfponder,
e a0s grdos indicados pelo limbo fe ajuntardb tan-
tas vezes § minuros , quantos forem os intervallos
entre aprimeira divifad da alidada,e a que {e achar
em direitura com a divi’ab do limbo + jorque por
cada intervallo ha.§/ de differenga entre o limbo

& a alidada. .

Se quizeffemos hum - Nénnius, que moftrafie os
Iill=
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minutos de 4 em 4, tomariamos fubre a alidada
hom intervalio de 149, e o dividiriamos em I§
partes iguais. Para indicar porém de minato em mis
nuto 5 feria neceffario ¢ por nad dar largara delpro-
porcionada 4 regoa da alidada ) que o limbo fofle
dividido -de meio em meio grio, € entad fe to-
maria fobre a extremidade da alidada o intervallo
de 29 divifoens do limbo, on de 14° 30!, oqual
fe dividiria em 30 partes iguais. As divifoens de|
Nonnins pébdem eftar de huma, e outra parte a ref
peito da prinieira dellas, que correfponde a0 cen-
tro do inftrumento , e (e chama tambem linba de
fé, on de huma parte fdomente ; do que fe fard idéa
mais clara 4 vifta dos melmos inltrumentos, em que
ellas {e achab execuiadas.

18 Para medir pois hum angulo com efte in<
flrumento , v.gr. o angulo GAF ( Fig. 12.) forma=
do no ponto A pelas linhas AG; AF , dirigidasg
pelo raio vifual aos objectos G, F 5 poem-fe o cens
tro do Grafomerro em A, e difpoem-{e o pla.
no do limbo na direcgab do plano A, G, F. Entad,
dirige-fe o diametro fixo BD para hum dos objeétos
F,enfiando-o pelas pinnulss, ou reduzindo-o 4 fec~
¢ad commua dos fios no campo do oculo; e fe mo=
ve a alidada EC, até que pelas fuas pinnulas , ou
oculo , fe enfie da mefma maneira o outro objecto
G 3 eo arco BC, comprehendido entre os dous dia-
metros do inftrumento , ferd a4 medida do angulo
GAF. He facil de ver 5 que ufando do mefmo in=
firumento fe pdde formar no terreno hum angula
dado, mandando ander em roda com huma ban-
deirola-a certa diftanciz , ¢ fazendo final para fe
cravar no chad,affim:que (e eniiar pelas pinniilas da
alidada, applicada pfeviamente ao limbo na divi-
fab competente,

i59 Quando fe houver de ufar do Grafomes

para medic mgulcﬁs no plane verngal , pnr-;:.
-+ - - % i'
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ki o inftrunmento na devida fituagad por melo d&
hum prumo . que e fufpende no centro , e o fio
delle deverd correfponder a0 ponto de 900,
ehegfando quafi a tocar o limbo do mefmo ine
firumento.

Antes de¢ fazer ufo do Grafometro , he neceffa-
rio verificar tanto a exactidad das divifoens, como
a pofigad da linha de fé em ordem ao primeiro pons
to da divifad. O modo de venficar as divifoens ,
mais natural ¢ immediato , he por meio de hum
eompaflo de pontas bem finas. E pelo qne refpeita
20 primeiro ponto da divifad , he neceffario que
ajultando a alidada fobre elle, e olhando para hum
objefto diftante por ambos os oculos, fe ajufte o
mefmo ponto delle na interfecgad dos fios. Quane
do aflim ngd fucceda , fe moverd a alidada até aju=
ftarem , e notando entad o que ella aponta na gra=
duaGad , {e conhecerd a quantidade eonftante s ue
fe deve ajuntar, ou tirar 20s gréos, e minuros indica=
fus pelo inftrumento,na medigad de qualquer angu~
0.

Refolugai dos Triangulos Reftangulos,

260 N] Os triangulos reﬂ::gulug , pela mefme

condigad de ferem rectangulos , ha fempre
huma parte dada , que he o angulo refto. E pors
que na refolucad de qualquer triangulo fe requer
© conhecimento de tres partes, nasquais entre
a0 menos hum lado ( n. ¢.), ne triangulo reclan«
gulo além do angulo relo , ferd precifo conhecer
duas coufss, entrando fempre nellas hum lado
@0 menos. Pelo que refpeita aos dous angulos zgus
dos , he de notar, que hum fe determina pelo oue
o, porque ambos juntos devem fazer hum re<
€lo, e fa6 complementos hum do outro 5 e ea
quzlquer tridngulo hum angulo he neceffariamen
dupplemente dos outrqs dous; rafab porque ru‘lmla:
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te nab fe dab mais do que duas eoufas , quando {@
dab os tres angulos.

161 Donde fe vé , que a refolugab dos triangu=
los reftangulos fe reduz a quatro cafos: Porque
ou fe di hum dos angulos agudos com hum dos
lados adjacentes ao angulo refto ; ou hum dos an-
gulos agudos com o lado oppofto ao angule reélo,
o qual tem particularmente 0 nome de Hypothenufa;
ou hum dos deus lados com a hypothenufa ; ou 03
dous ladous, Tgualmente fe vé, que em cada hum
deftes cafos ha duas partes que determinar ; don=
de refultab oito Problemas gerais, que comprehen-
dem todas as queltoens poffiveis fobre os tri::.ngui_ﬂﬂ
reftangulos, cuja refolucab pederd fempre reduzirs
fe a0s dous Theoremas feguintes.

162 1. Em todo o triangulo veZfangulo , o raio be
para o [enn de qualguer dos angulos agudos , como &
by potbenufa pava o lado oppoflo ao mefmo angulo.

Seja o triangulo reétangulo CED (Fig. 8. ), e na
hypothenufa CD tome-fe a refta CA,que reprefente
o raio das Taboas. Entad , imaginando o arco AB,
a perpendicular AP ferd o feno do angulo-ACS ,
ou! DCE( n. 13.)). E porque (ab parallelas as rec-
tas AP, DE , ferad {femelhantes os triaspulos CAP,
CDE , e por confeguinte CA: AP:: CD:DE (4
6. Eucl.), ifto he , R: fer DCE : CD: DE. Do
mefmo modo [e provard, que R: fen CDE . : CD;
CE. Logo &e.

163 Como os dous angulos agndos do triangu-
lo re@angalo fad reciprocamente cowiplementos
hom do outro , manifeftamente fz fepue da Pro-
pofigab precedente : (Que o raio be pava a cofeno de
qualquer dos angslos agudos , coma g hypotheunfa par
& o lado adjacente an mefmo angula,

964 11. Em todo o triangulo velfangalo o vaio be
£y ‘ Para
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para a tangente de qualquer dos angulor agudos
como o lado adjacente pava o lado oppoflo a0 mefmo
angulo,

Seja o triangulo reftangulo CEF(Fig.13.),etomes-
fe no lado CE a parte CA , que reprefente o raio das
Taboas,Levantando do pontoA a perpendicular AD,
efta ferd a tangente do angulo C, ou FCE (n.15.);
e fendo femelhantes os triangulos CAD, CEF,
teremos CA ¢« AD: : CE: EF, iflohe, R rang
¥CE :: CE : EF. Do mefmo modo fe provard, que
R :tang CFE ::EF : CE. Logo &ec.

165 E porque os dous angulos agudos fab en-
tre fi complementos , igualmente concluiremos:
Que no triangulo re@anoulo o raio be para & cotan-
gente de qualquer - dos anpulor apudos , como o lado
oppoflo parao lado adjacente ao wmefmo amgulo,

166 WNa applicacad deltes pringipios aos gia-
tro cafos allima ditos , he manifelto, que temos
de praticar 2 reora de tres , a qual executare-
mos por meio dos Logarithmos ; e ilto ulan-
do fempre do complemento arithmetico do Loga-
rithmo do primeiro termo, por fer o methodo mais
expedito ( Arith. n, 2¢2. ),

Como nas analosias precedentes entra {zmpre o
raio , e o Logarithmo defte he 10,000c000, cujo
complemento he o,00c0000 , he elcufadd elcre-
vello, quando o raio fervir de primeiro termo na
propor¢ab. Tambem he efcufado efcreve.lo, quan-
do nab for o primeiro termo 3 porque nefle calo
nab ferviria de mais, que de ajuntar huma dezena
é chara@leriflica da foma, e efla recompenfs jufla-
menie a que fe havia de defprezar , por ter entra-
do racitamente de maiy no comiplemento do pri-
meiro termo. Duft: modo a. refolucad do¢ trians
gulos re@anyulos fe reduz 4 foma de dous Legas
rithiros , como f= v& nos exemplos feguintes, 2
167 Exemplo 1. Deternanar o altura AC de bu-

: - il
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fua torre ( Fig. 14. ), por meio de medidas tomadas
Jobre o rerveno.

Efeolha-fe no terreno adjacente , que fuppomos
eftar no plano horizontal , hum ponto D em ral di-
ftancia , que o angulo formado pelas duas linhas,
que fe imaginardd tiradas do mefmo ponto D para
a2 bafe e vertice da torre , nem feja muito agudo,
nem muito chegado a refto. Medida a diftancia
CD, no punm% fe fixard o pé do Grafometro ;
e difpondo o inftrumento yerticalmente , e dirigin-
do-o para o meio da torre AC, de forte que o dia~
metro fixo HF efteja horizontal ( n. 1§9. ), mo-
ver-{e-ha a alidada até que pelo oculo, ou pinnulas,
{e enfie o vertice datorre A 3 € 3 divif26 do in-
firumento moftrar o angulo FEG, e confeguinte=
mente o que lhe he vert icalmente oppofto AEB.

Sendo pois a altura  AC perpendicular a0 plano
horizontal , no triangulo ABE , alem do angulo re-
&o em B, conhecemos pela mcdiéaﬁ atual o an-
gulo AEB , e o lado BE igual a CD , e procura-
hos [aber o outro lado AB. Affim eftamos no calo
do Theorema fegundo ( n. 164. ) , € teremos Rs
tangAEB: : BE: AB.

Supponhamos , que feachou CD,ou BE, de 132

Imos , e AEBde 480 54°. Serd entab a analogia

. tang4d2 g4’ 21 132P ¢ AB. Donde , ufando
dos Logarithmos , obraremos do modo feguinte :

Log. tang 48° 54’ 10.,0593064

Log. =132k -Blyde =i, 2 2.1205720
Log. de AB=---~ 2,1798003 3 a0
qual corefponde nas Taboas o numero. 151,314.
Pelo queferi AB de 151 palmos e 2 pollegadas &
meia proximamente ; e ajuntando-ihe a quan‘ida-
de BC ipual 4 altura do inftrumento DE , teremos
@ altura total AC. , h y
- Se com 05 mefmos dados quizeffemos faber a dif=
tan

&
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tancia AE, deveriamos ( n. 163.) praticar 2 zna=
logia c0f48° 54’ : R:: 132P : AE, como aquife
poltra :
CL. ¢cof. 420 §4'- - - = = 0,1821867
Log,. J22P F =« = = = 2,120¢719
Loy, AE 2,3027606 ; E por
confeguinte achatlamos AE de 200P,8 proxima-
mente,

168 Eremplo II. Dada a diffancia de dows lun
gaves A, B ( Fig, 15. ) , € 0 rumo a que demora bum
delles B a refpeito do outro A | determinar a fua dif-
Jerenca de latitude AC , ¢ de longitude BC.

Sendo AM alinha meridiana, que paffa pelo
Tugar A, e imaginande tirada do lugar B a perpen-
dicular BC , feri AG adiffercnca r}fc latitude dos
dous lugares. Affim tendo medido a linha AB,e
obfervado o angule do rump , ou da f2 poficad a
refpetto_da meridiana MAB | no triangulo rectan-
| gnin).&ﬂﬂ teremos R : cof CAB : : AB: AC. (n.
362.) . :

éuppundn s que CAB fe achou de 520 8/, ¢ AB
de 2572 bragas, a operacad fe fari defte modo;

Log. cof g20 8¢ 9,7880453
fad . BF7IB wp e m . ee 24102710
Log. AC ---«--- 731587167 donde
fori AC de 157826, e por confeguinte a-diffes
ren¢t de latitude 141748 Cn, 151, ).

Com o5 memos dados fe-determinard a differen-
¢a de longitude €B, fizendo R : fen. CAB :: AB:
BC ( n. 162, ), ou na fuppofigad precedente R :
Jem 5208/ 2z 2592072 BC,

Log, 24720 - s = = = - 3.4102710 :
Log. fen 52081 22 < - -~ 9,8973109 ~

Lo B8 - 2273730759005 ¢ BC

ferd de 2030744, _ ” :
Porém elte valor de BGC nab pide cun:w::j
} ter-le

i
]
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ter-fe em minutos , como a differenga aa- lati-
tude , {c os lugares nab eftiverem perto do Equa-
dor 3 porque adifferenga geodéfica de longitude
BC efti fenfivelmente fobre e parallelo que pafia
por B, e os parallelos faf cada vez menores do
Equador para es Polos, na rafab,dos cofenos da
latitude. Por iffo deveremos aumentar BC pa ra-
{26 do cofeno da laritude ]!:ara o raio , o que fz faz
ajuntando ao feu Logarithme o complemento do
cofeno da latitude , e teremos a differenga de lon-
gitude contada em hum circule maximo, a qual fe
converteri em minutos como a latitade ( n. 191.).

Se v. gr. eftiveflemos no paratlelo de 400, 4 dif-
ferenca achada BC de 2030,b744 correfponderia no
Equador a differenga 2650,%46 ; ¢ efta convertida
ém minutos dd 3/7!,7 (n. 151.) por differenga
de Longitude Geografica entre os lugares A , B.

169 Exemplo I1I. Dada a diffancia de dous lu-
gares A, B(Fig.15.), ¢ afua &jﬁ?rem;n dg lari-
tude AC , achar o angulo de poficad BAC , ¢ a dif-
ferenga de longitude BC.

Na primeira parte defla queltad teremos a com-
binacad da hypothenula com hum dos ladcs € o an-

ulo adjacente , donde feri AB: AC:: R : cof
EAC(::. 163. ) 5 e {uppondo , como no Exemplo
precedente , AB =2¢72b",¢ AC = 1578,76, fc-
1i2572: 1578,76 :: R: colBAC. Donde

CL. 2572 -- = = - 6,5897290

Log. 1578,76 - - - - 3,1983163

Log. cof BAC - - 9,78204533¢ BAC=5208"

Na fegunda partz, temos a combinagad da hy-
pothenufa com os dous lados 5 e elta nab entra im=
mediatamente nos dous Theoremas aflima demon-
firados. Poriflo , fe quizermos fazer ufo delles,
oeom o5 dados da queftad bulcaremos como na pri-
meira parte o angulo BAC , ¢ depois com att;lypﬂ-
Taad 5 -
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thenufa AB e o angulo calealado BAC , bufcare-
mos 0 lado BC, como na fegunda parte do Exem-
pPlo precedeante.

170 Porem com o0s mefmos dados podemos
achar immediatamente o lado BC , refleétindo qoe
BC he meia proporcional entre a foma e a diffe-
renga das rectas AB, AC (n. 24. ) ; e como temos
no cafo figurado AB+ AC = 4150,76 , ¢ AB—
AC=993,24, praticaremos defta maneira (Arith,
0. 178, 227. 230. ) .

Log. 4150,76 3,6181296

Log. 993,24 2.9970¢42

Soma ----6,6i51618
Semifoma - - 3,3075909, ou Log. de
BC, que (e achari como aflima , de 2030br. 44, .
171 Exemplo IV, Dadas as differencas de lati-
tude, ¢ de longitude de dous Inupaves A, B (Fig.15.),
determinar o angulo do vamo a que demdrad , ¢ a fua
diffancia.

Pelo que refpeita 4 primeira parte, concorrem
0s dous lados com hum angulo, e teremos A:C:
BC :: R : tangBAC (a. 164.); e fendo AC=
15780176 , ¢ BC==2030br,44 , praticaremos delle
modo :

CL. 157876 - - - - 6,8016837
Log, 2030,44 - ~ - - 3,3075909
Log.tamgBAC - - 10,1092746 ; e BAC=¢2°81,

f Para refolugab da fegunda parte , ferd primeiro
neceflario bufcar o angulo BAC , como acabamos
de fazer, ¢ depois com elic e hum dos lados.de-
terminar a hypothenufa AB (n. 162. 163.).

- 172  Efte ultimo.caflo réde refolver-fe , fem ufar
de Trigonometria , fomando or quadvados dos lados;
e.extrabindo a raiz quadrada da _firmz.a (47 5, Eucldy
Aflim, tendo AC=1573,56, ¢ HC:m;a,@,_qtua-;
- | dra-
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draremos eftes dous numeros , que darab 2492484,
e 4123700 5 de cuja foma 6615184 , extrahindo a
raiz quadrada teremos 2572br, valor da hypothe-
nufa AB.

Kejolugad dos Triangulos Obli-
quangrilos.

173 P Or Triangulos Obliguangulos entendemos
aqui todos aquelles , que ou nad tem, ou
nab {abemos que tenhad angulo recto.

A refolugad delles fe reduz a quatro calos geraiss
porque , ou fe dd bum lado com dous amgu:ior; ou
dous lados com o angulo oppofio a bum delles = ou
dons lados com o angulo comprebendido 5 ow 05 1YES
Jados 5 -aos quais fe fatisfard por meio dos 1heore-
mas feguintes.,

174  Em todo o triangulo vectilinea os lados fad
sntre fi como. o5 [enos dos angulos oppofios.

* Seja o triangulo ABC (Fig. 16.), a0 quzl (e en-
fenda circunferito o circulo A.‘B{: , € para o cen-
tro delle D tirados os raios AD, BD, (D. Com
o intervallo Db igual a0 raio das Taboas imagioe-
fe defcrito o circulo ale, e juntos os pontos de
interfccgab pelas cordas ab, be , ac.’
“Ifto fuppoflo , he ficil de ver, que fendo iguais
as reCtas Aa, e Bl {ab proporcionals 4s rectas Da,
Db, tambem iguals entre i 7.5.Eucl ). Logo fe-
tia b parallelaa AB (2.6. Eucl) , € pela mefma
¥aTab b ¢ parallela a BC, e ac parallela a AC; € por
canfeguinte {erd o angulo Dba igual a D3A , eDic
iprual a DBC ( 29. 1. Hucl, ), e o ang:lo total abe
igual ao total ABC, ¢ pela mefma rafad ach ignal a
ACB, e bacigual a BAC. Logoos irigngilos ab ¢,
€ ABC, fab entrs {i equianiulos, ¢ confeguinte~
mente teremos AB : BC ¢ ab: bec (4.6 Fucl.),

1 AB:BC : : éab : %éc(:ﬁ.g.ﬁuti.). Pnrmn%ab,
?‘EP cu

e it ol R R
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onaiheofeno doarcoabh, ondo angulo aDi | e
o angulo aDi he igual 20 anguloach, por fer cads
hum delles ametade do angulo aD (20.3.Eucl.), e
temos moftrado que o angulo ACB he iguzl ao angu-

loac;logosab ferd o feno do angulo ACB , e pe-
la mefma rafab ;' be 0 feno do angulo BAC ; lo-

0 AB:BC:: euACB : zsBAC, Do mefmo mo-
ofe provard, que AB: AC :: [;inACB: [enABC,
€ BC: AC :: fenBAC: [enABC. Logo &c.

Efta Propoficad ferve para refolver qualquer tri-
angulo em dous cafos : 12 Sendo dados dous an 2alos,
¢ bum Jado. 20 Sendn conbecidos dous lados . ¢ 0 ane
gulo oppofto a qualguer delles , como fe mofira pra-
ticado nos exemplos feguintes,

175 Exemplo 1. Determinar a diflancia de buma
Galiota C (Fig. 17.) aduas baterias A, B, fituadas
fna praya AB.

Tendo previamente conhecido a diftancia AB .
dosjpontos A, B, fe obfervarit os angulos CAB,
CBA; eiffo a0 melmo inftante , fe' a galiota for
velejada. Eatab, no triangulo ABC o fupplemento
da foma dos dous angulos obfevados.fios dardo Lery
eciro C , e determinaremos os duus lados delconhe=
eidos por eftas duas analogias, fonC : ftuB:: AB:
AC, efenC: fenA :: AB: B Cn, 174.),

Supponhamos , por exemplo ;3 que AB Tfe achou
de 256 bragas; o angulo A , de 840 14’3 0 angulo
B, de 8594075 € confeguintemente o angulo C de
10°6'. A operacad. fe fari defle modo:

CL. fen1006! 0,7560¢28
Log. fer859 40! - - - - 9,0087567
Log. 256 2.4082400
Log. AC - - - - - '3.1630495 ; e ACd@
1456 bragas proximamente,

Cly
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CL. fen 1006’ 0,7560528
Log.fen€4°14' - - - - 9,9977466
Log. 256 =---_-= 2,4082400
Log. BC 3,1620094 ; e BCde
1452 bragas.

176 Exemplo II. Conbecendo a diffancia AC
( Fig. 18.) do ponto C ao amgulo flanqueado A de
bum baluarte , a diffancia AB dos dous angulos flan-
queados A ,B, ou o lado extevior dopolygino , € o
anguio ACB 3 achar a diffancia CB do mefmo ponto
G ao outro angulo flanqueado B.

Seja AB de 200 bragas , ACde 130, € o angu-
Io Cde 45°16". Com eftes dados bufcaremos pri-
meiro o angulo B, por efta proporgad , AB: AC : :
JenC : [enB (n. 174.) , como aqui fe vé:

CL. 200~ -7~ ~- 7,6989700 X
Log. 130 2,1139434
Log. fen45° 16" - - - 9.8514969

Log.feaB - - - - 9,6644103

Affim, temos 0 Logarithmo do feno do argulo
B. Mas, como hum feno igualmente pertence aos
angulos, que fab entre fi fupplementos (n. 19.), ¢
ne%le cafo 03 dados da queltab nad determinad a
efpecie do angulo achado (n.6.), fenadb quando
for obtufo o angulo dado, porque entad, nad po-
dendo haver dous obtufos no triangulo , ferd. ne-
ceflariamente agudo o que fe bufca ; he precifo,
gue por outra parte faibamos , fe devemos tomar o
angulo B de 29° 307, valor que proximamente cor-
relponde nas Taboas a0 dito Logarithmo, on de
152° 30’ que he o feu fupplemento, Achando pois,
pelo exame da configuracad do nofio triangule fo=

re o terreno , que he sgudo o anpulo B, ferd en-
tab de 27° 30’ ; e conftguintemente .0 terceiro an-
gulo A de 1090 14!. Donde, para determinar o la-
,%EEC,Jaremnﬁ elta proporgad fenC: femA:: AB:
(1740, iftohe: CL,
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CL. fengs0 16! - - - - - 0,148501t
Log. fen1o7> 14’ 9,9800516
Log. 200 : 2,3010300
Log. BC 2,4295847 3 ¢ BC
de 269 bragas. -

177 Antes de paflarmos ds duas Propofigosns,
que lervem para refolver os outros cafos dos trians
gulos obliguangulos , he neceflario eftabelecer efte
principio : Que a femifoma juniaviente com a [emi-
diffevenga de duas quaifquer quantidades dd a maior
dellas 5 ¢ a femifoma menos a femidifferenga, a menor,

Sejab as duas quantidades reprefentadas pelas
duas retas AB, BEC, poiltas em direitura (Fig.10.).
Se da maior AB corrarmos huma parte AD igual
a menor BC , he manifelto, que ferd DB a differen=
¢a dellas ; e fe partirmos a total AC, e por con-
feguinte DB em duas partes iguais no ponto E ,
taiibem he manifelto, que fera AE ou ECa femifo-
ma , e DE ou EB a [emidifferenca das rectas AB,
EC ; porém AE 4+ EB-=AB, e EC—EB=EC,~

ogo &e. b

178 Em todo o triangnlo veiilineo a foma de dows
quatfquer ladoy be para a [va diffevenga , como a tan-
gente da femifoma para a tangente da fewidifferencl
aos dvus angulos oppoflus aos me fmos lddos.

Em qualquer trisngulo ABC ( Fig, 20. )_tenios
demonilrado , que he AB: AC:: fenC2™EnB '(‘_rF.
174. ) . Logo AB4-AC: AC:: fenC4- fenB: [enB,
ou AB 4- AC: fenC + fenB:: AC: fenB (18, €
‘16. 5. Buel)) ; e do miefmo nodo AB—AC : AC: %
Jenlo— fenB: fenB,ou AB —AC : fenC —4édnB:: AC:
JmB Ciz. e 16 5. Fuel. ). Logo AB-- AC: fenC
- feuB :: AB_"AC: JenC— fenBsyou AB - AC:
AB—AC:: fenC4 finB: [ nC— fenB(11. e
16, 5. Bucl, ) . Porém | fendo C, e B, dous quaifs
“quer angules , temos fenC - fenB : fenC—fenB ; 5
[T . N e L T ‘M
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tang ( -;—G+ :TBj: tang (';C-—-F:—E-) (n.s3.),
Logo AB-4+AC: AB—AC:: Iﬁﬂg{-}ﬂ - ;TB) :
tang (:TG—-T_',B).

Efta Propofigad ferve para refolver qualquer tri=
angulo no cafo de fevem dados dons lados com o angu-
Io comprebendido, Porque o fupplemento do anpvlo
dado ferd a foma dos outros dous angulos oppoftos
aos lados conhecidos, € a ametade delle a fna fe~
mifoma. Affim na analogia da Propofigad preceden-
te, fendo conhecidos os tres primeiros termos , cal-
cularemos o quarto , que nos moftrard a femidiffe-
renga dos mefmos angulos. Donde, pelo principio
affima eftabelecido ( n. 197, )., conheceremos o va-
lor de cada hum delles ; advertindo, que o maior
deve ficar oppofto a0 lado maior, € o menor ao
MEeNor.

179 Exemplo, Supponhamos, que o lado AB
he de 182 bragas, ACde 120, e 0 angulo A de 24°
12’ 367", Diminuindo efte de 1802 ferd 1550 47/ 2471
a foma dos angulos C, B, e confegnintemente 770
¢7'42" afemifoma. Aflim faremos efta proporgad
182 -+ 120:.182 —~ 1201: tang 77° 53’ 42/': tang

'(‘.;C'_I' %B) ; ou 30%: b2} tang 77° '}*I’ 41”=
tang (z C— 3B), como aqui fe mofira :

CL. 302 - === 3z c=575190091,
Log. 62 1,792390 7.
Log. tang 77° 53" 427! - = 10,6686280

Log. mﬂg(%C--}B) - - -9,0810128"
Aflim acharemos a femidifferenca dos angulos C,
B., de43.44"53", a qual juntando-fe 4 femifc-
ma 77° 53" 42/ dard o maior Cde 121°38' 3545 ¢
diminuindo-fe , o menor B de 34° 8/49'". E para
dererminar finalmente o lado BT , “faremos efta
proporgab fenC: fenA (i AB: EC (n.174.), 10
o

he,

s A S  l ~ —E w _m v L " e n
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he,fen 1210 38° 397"« fen 24° 12" 36" 1 : 1B2.: BCs
e praticdndo, como nos exemplos aflima dados ,
acharemos BC de 2401, 64,

Nelte melmo calo pode determinar-fe o terceiro
lado BC , fem calcular primeiro os angulosC, B,
por meio da Propofigad feguinte,

180 O guadrado de qualquer lado de bam tvian-
gulo reclilineo be igual 4 foms dos quadrados
dos ouiros dous lados , menos o dobro do vecianpulo
dos me¢fmos  ladas multiplicado pelo cofeno do angulo
por elles comprebendido.

Porque, tirando do angulo C ( Fig. 20.) para o
fado oppofto a perpendiculir CD | teremos BC?*=
AB? —2 AB X AD+4 AC2 ( 13. 2. Eucl.); porém

e &::ﬁf:ﬂﬁﬂzﬁ—ﬁ?ﬁ(n. 163. ): Logo BC? = AB2.a

12 AB. AC cof A

+AC?0u (fazendo R = 1) BCz =

—~ AB2—2 AB. AC. cof A-+= AC2,

Quando A for maior que 900, o ¢ofeno mnda
de final , e confeguintemente o termo fubtraétiva
fe muda em additivo.

Por efta Propofigad nad péde achar-fe o lado BC
mais facilmente do que por meio das duas opera-
goens Logarithmicas, que reflultad da Propoficat
antecedente.Deve com tudo ter-Te prefente, porque

a ella feremos obrigados a recorrer em muitas oc=

cafioens , pela ventagem que tem de refolver im-
mediatamente a queltad pelos termos dados.

181 Em todo o triangule rellilineo tomando quals
guer lado por bafe, e vivando do angulo oppoflo buma
pevpendicalar ; ferd a bafe pava ‘a foma dos outrog
dous lados , como & differen¢a defies para & diffes
renga dos [rementos da mefwia bafe. -

Seja o triangulo ABC ( Figura 21. ), e tome-{&
por bale AC, para a qual fe tire do angulo oppo=
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#0 a perpendicular BD. Do ponto B com o inter-
vallo igual 20 menor dos outros lados defcrev a-le
a circumferencia CEGF, e produza-fe o lado AB
até .a encontrar em E: Entad feri AG < AE =
AF 22 AC ( Cor: 36. 3. Eucl. ), e confeguintemen-
te AC: AE:: AG : AF (16. 6. Eucl.). Porém
AE=AB4+BE=AB4BC; AG= AB — BG =
AB—BC; e AF = AD—DF = AD~ DC, Logo
AC: AB4BC:: AB—BC: AD~DC.

No cifo decaltir a perpendicular féra da bafe
( Fig. 22.), o fegmento DC tem huma fituagaé op=
poila ; e ferd entab confiderado como nsgativo g
ou, querendo prefcindir diffo, enunciar-fe-hd en<
tab s Propoligad defta maneira: Como a4 bafe para
& foma dos outvos dous lados , affim a differenga def-
ﬂifi para a foma dos fegmentos da mefma bafe produ=
%ida,

Por- efta Propofiga ; fendo dados os tres lados
de hum triangulo ; podemos determinar os fege
mentos formados pela perpendicular, tirada de hume
dos angulos para o lado oppofto. Porque,ou he dada
@ foma dos [egmentos AC (Fig. 21. ), e pela pro-
por¢ad demonitrada caleulamos a differenca , ou he
dada a differenga AC (Fig. 22. )¢ e calculamos
2 foma ; donde, ufando do principio affima eftabe-
lecido (n. 197.), determinaremos a cada hum dos
mefmos (epmentos. :

Ito fuppoflo, he facil de refolver qualquer triangy-
lono cafo de fevem dados os tres lados. Porque ima-
ginando huma perpendicalar tirada de hum dos
angulos para o lado oppofto , teremos dous triangu-
los reftangulos ADB, CDB; e calculando” pela -
Pmpuﬁgaﬁ precedente hum dos fegmentos v. g PG,
ne triangulo. DCB além do angulo refto conhege=
femios a hypothenufa BG, e o lado CD, dende
toncluiremos o angulo C (0. 163).

-l E 182 Ex-
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182 Exemplo. Seja AB de 142 bragas , BC de
64 ,c AC de 184 ; pergunta-fe o angulo C.

Primeiramente calcularemos a differenca dos
fegmentos AD e DC, por efta proporgab, 184:
142-+64:: 142 —64: AD~DC , ow 184: 206 ::
28: AD-DC , que acharemos f{er de 87,726, ¢
confeguintemente CD ( n. 177.) de 48,337. Depois
no triangulo reangulo CDB, calcularemos o angu-
1o BCD por efta proporcad, BC: CD : : R : ¢of BCD
€ n,163.), iftohe, 64 : 48,337 : : R : cof C, € acha-
remos C de 40° 7' 6%,

Como efta folugad requer duas operagoens,
e procede de hum modo indireéto, ferd melher,
que nefte cafo ufemos de alguma das Propofigoens
feguinres,

183 L Em todo o tviangulo rellilinco,o quadrado do
vaio be pava o quadrvado do cofeno da ametade de qual-
quer dos mugulos , como o veClamgulo formado pelos
lados adjacentes , para o vecigngulo formado pela
Semifoma dos tres lados, e pela differenga entre o lado
oppofte e a wicfma femifoma.

I1. E oquadrado dovaio be para o quadrado do feno
da ametade de qualguer dos angulos , como o recian-
gulo comprebendido pelos lados adjacentes, pava o
vectanpulo comprebendido pelas duas diffevengas eén-
tre cada bum dos lados adjacentes, e & femifoma dos
tres lados.

-Porque em qualquer triangulo ABC ( Fig.21.)

gemos moftrado, que BC2= AB2— 2AB. 4’;{‘5 cofA

: R 1 A%
+AC? (n. 180.) 5 Porém % < "zﬂﬂf;i_t
‘ Ra

4AB.ACiof =A%
Sogebe

€n. 30.): logo BC2= AB2-~

+32
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#-2 AB. AC+ AC2 . E porque AB24.2 AB. AC
o+ AC? =( AB + AC )2 ( 4. 2. Eucl. ), ferd BC2

4 AB.AC. cof 7A?

=(AB+ AC)*— e Loy
4 AB. AC cof 5 A?
fepuinte ke = (AB+AC)2-BC2,

Porem (AB 4+ AC)* —BC*= ( AB + AC +
BC) (AB+ AC~BC) (- 2.Eucl.). Logo

Liaz
1= ‘g‘f""“‘* =(AB 4 AC+ BC)(AB
~ AC — BC), ou 4AB.AC. mf';.&“: Rz ( AB 4
AC 4 BC)(AB 4 AC—BC); e confeguinte-
mente R*: mj‘E—AE .+ AB,AC: {%AB e %Aﬂ e
ZBC) (% ABa = AC— =BC). _
Por hum raciocinio fémelhante, tendo BCz— AB’

AC,
= 2AB Emfﬁ&-ﬁ.c* G 180.) , € cc;"ﬁ

2fin —Az
g — A2
=1~ H: (n. 30.), acharemos que R=:

fen LA2:: AB.AC: (FBC + 7 AB~ 2 AC)X

L BC~ ;_ﬁB-a_-;.Ac). : |

l'praxe logarithmica de qualquer deftes Theo-
rentas fe reduz 2 huma {6 operagab, Ufando, por
sxemplo , do primeiro , tomATEMOS 05 Complemen-
tos tos Logarithmos de cada bum dos Indos adjacen=
tes ao angulo procirado , € 0f Logaritbmos da fe-
miifoma dos tres lados , ¢ da diffevenca entre a mef-
wa [emifoma ¢ o lado oppoflo; € a ametade da_fo-
na defies quatvo Logaritbmos fera o Logarithmo do
cofeno da ametade do m:g;fu procurado. -

2 ‘184 Exa
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184 Exemplo. Sendo no triangulo ABC o lads
AB de 142 bragas , BC de 64, AC de 184, € buf-
cando-fe oangulo C, a opcragad ferd defta ma-
neira.

AB --- 142

AC = -- 184 - = - = u= == "'CL.,2,7351823

BC--- 64-------- CL 8938200

== Log. 2,2900346
Log. 1,7242759
19,943312F
Log. rﬂf%C ----- - 9,9716563
Donde nas Taboas acharemos que % C he de 20

28’ 33'7, e confleguintemente C de 4o g7! 6/,
185 Temos moftrado os principios, que fe po-
dem empregar na refolugad dos triangulos rectili-
neos. Agora moftraremos, como elles fe devem ap-
plicar ds queftoens mais complicadas, por meio dos
exemplos indicados nos Problemas {eguintes,

186 Probl. 1. Determinar a diffancia de dous ob-
Jectos inacceffiveis € , D ( Fig. 23.), ea pofigad ds
- dinba vedta C D gue pafla por elles ambos, .

Towe-fe no terreno adjacente huma linha reély
AB por bafe , de forte que de ambas as extremida
des della fe aviftem os objeétos G, D 5 ¢ tendo me-
didoa dira bafe , na extremidade A {e obfervarid
os angulos CAB, DAB , que com ella fazem as re-
&las AC, AD, quefe imaginardd tiradas de A pa-
1aC,eD;: e na extremidade B fe obfervario do
meimo modo os angulos CBA , DBA,

Ifto fuppofto , conhecidos no triangulo CBA og
dous angulos CAB , CBA, e o lade AB, podere-
mos calcular o lado AC (n.174.): e do mefmo mo-
do, conhecidos no triangulo ADB o5 dous angu~

lor
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fos DAB, DBA , e o lado AB , calcularemos o la-
do AD, Entab, no triangulo CAD ferab conhecidos
os dous lados AC , AD, que acabamos de calcular,
e o angulo por elles comprehendido CAD , que he
a differenca dos dous angulos oblervades CAB ,
DAB ; donde coneluiremos o lado CD ( n.178.),
que he a diftancia procurada.

Tambem determinaremos a pofigad da linha CD,
fem embargo de nad podermos chegar a ella. Por=
que no mefmo triangulo CAD, e com os mefmos da-
dos, podemos calcular o angulo ACD, que alinha
CD f6rma com AC. Porém , imaginando que pelo
ponto C paffa huma linha CZ paralleia a AB , fabe-
mos que o angulo ACZ he fupplemeunto do angulo
conhecido CAB , e por iffo’ ferd tambem conheci-
. do. Logo tomando a differenga entre o angulo co-
nhecido ACZ , e o calculado ACD , teremos 0 an-
gulo DCZ , que CD faz com CZ, e qfard tambem
com a fua paraliela AB produzida. Logo, tendo
orientado a bafe AB , ifto he, fendo conhecida por
obfervagad a fua poligad a refpeito da linha meri=
%Ena , igualmente fe conhecera a pofigad da linha

186 Probl. II. Determinar quaifjuer pontos it~
termedios D, D, do alinbamento dos objellos A, B,
( Fig. 24. ), quando de hum defies naé pide ver-Je o
o110,

Bufque-fe , fendo poffivel , no terreno adjacente
ham ponto C, do qual [e defeubrab os dous obje-
flos A, B ; obferve-fe o angulo ACB , e avengu=
em-fe s diftancias AC, e CB, ou immediatamente
por huma mhedigad aftual , ou formando triangulos
de que eftas linhas fejab lados, e que e poliad cal-
eular, como no Problema antecedente. Entad, no
triangulo ACB ferad dados os lades AC, CB, e 0
angulo comprehendido ACDB ;, com 05 quais pode=
e emos
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remos calcular o angulo BAC ( n.178.) Feito ifto,
mandaremos fixar algumas bandeirolas em qualquer
direcGad CD , e tendo obfervado o angulo ACD
conheceremos no triangnlo ACD o lado AC, e os
dous angulos A, e ACD, com os quais ca!:ulareums
0 lado CD (n.174.) ; e continuando a mindar fixar
bandeirolas na direccab e alinhamento CD,até che-
gar a huma diflancia CD,que feja igual 4 que tiver-
mos calculado , o ponto D, aonde pararmos, eftard
no alinhamento dos objeétos A | e B.

. Nab fendo poflivel achar hum ponto,donde fe ve-
jab os dous objectos dados , bufcaremos hum ponto
C (Fig. 24. ), donde fe veja o objecto B , e ontro
Ponto E, donde fe veja o obje@o A e o ponto C. En-
tad , medindo aétualmente , ou determinando por
qualquer meio tirado dos principios até agora efta-
belecidos , as diftancias AE , EC, CB, e obfervan~
do no ponto E o angnlo AEC, e no ponto C o an-
gulo ECB 5 no triangulo AEC fersaé conhecidos os
lades AE , EC, e oangulo comprehendido AEC,
€ calcularemos o lado AC,e o angulo ECA (n.178):
€ tirando efte do angulo obfervado ECB , conhece-
remos o angulo ACB. Affim, tendo caleulado AC,
medido CB, e conhecido o angulo ACB, eftamos
reduzidos ao primeiro calo , como fe os objectos A
€ B foffem ambos vifiveis do ponto C, e acabare-
mos a folugab da mefma maneira.

187 Probl. III. Achar a altura de bum objefto ,
a cujalafe fe mab pdde chegar @ v. gr. a altura de
bunia montanba ( Fig. 26.).

Tome-fe no terreno adjacente huma bafe FG,
das extremidades da qual {e veja o ponto A , cuja
altura {e quer faber ; e tendo medido FG , COM 0
Grafometro ( cuja altura fe reprefenta pelas re-
€25 BF e CG ) fe obfervem os angulos ABC, ACB,
que formad com a bafe BC as linhas BA, CA, qni_e; |
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fe imaginardb tiradas dos pontos Be C para o pon=-
to A ; e em huma das eftagoens , v. gr.em C, fe
difpord o inftrumento verticalmente , e fe oblerva-
ri o angulo ACD , que he a inclinacad da linha AC
a refpeito do plano horizontal, g paffa pelo ponto C,

Entab , fendo no triangulo ACB conhecidos os
dous angulos ABC, ACB , e o lado BC, pelo cal-
culo acharemos o lado AC ( n.174.) 5 € Do triangu=
lo ADC , onde j4 fabemos o lade AC, o angulo ob-
fervado ACD, e o angulo D, que he refto, por fer =
altura AD perpendicular ao plano horizontal , cal-
cularemos o lado AD, e faberemos a altura do pon~
to A fobre o plano horizontal que pafla pelo ponto
C. Se quizefflemos faber a altura do melmo ponto
a refpeito do ponto B, deveriamos obfervar o an-
gnlo vertical na eftagab B, e no triangulo ABC
calcular o lado AB. Porem achada huma vez a altu-
ra do ponto A refpetivamente ao ponto C, he mui-
to mais facil achar aaltura do mefmo ponto a ref-
peito de B, ou de qualquer outro ponto do ter-
reno adjacente , bufcando a differenga do livel dos
ditos pontos , do modo que mais abaixo fe mo-
ftrard.

188 Probl. IV. Dados tres pontos A, B, C( Fig.
27.) , ilto he ,dadas as difiancias de tres quaifquer
pontos, e os angulos que ellas formad entre [t de termi=
nar bum ponto D, do qual fe vejad as di ancias AB
e BC por angulos dados.

Imagine-fe hum circulo,cnja circunferencia pafle
pelos tres pontos A , C, eD; pelos pontos DBy
fupponha-fe tirada a re¢ta DF que encontre a cir-
cunferencia no ponto F, para o qual fe entenderdd
tiradas dos pontos A e C as cordas AF , CF ; e pa-
rao ponto D , as cordas AD , CD.

No triangnlo AFC conhecemos o lado AC, o an:
gulo FAC igual a FDC, ¢ 0 angulo FCA iEBﬂl a

2
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FDA ; donde podemos calenlar os lados FC ,eFA
(n. 174.). Conheceremos pois no:triangulo FBG os
lades FC, BC , e 0 angulo FCB, compoftode FCA,
igual a FDA, e de ACB conhecido 5 e poderemos
calcular o angulo CBF (n, 428.) , cujo fupplemen-
to he CBD. E no triangnlo CED , lendo conheci-
dos osangulos GBD , BDG, e o lado CB , acha=
remos o lado CD (n.174.).

Do mefmo medo, por meio dos triangulos AFC ,
ABF , e ABD, chegaremos 3 conhecer a recla AD,
2 quil juntamente com CD détermina o ponto D,
O melmo confeguiriamos , encaminhando o cal.
Elrﬂ a achar BD , e juntamente o angulo ABD, ou

BD. 1

S¢ a foma dos dous angulos dados ADB , BDC,
for igual ao angulo ABC , ou ao fen fupplemento
ferd o Problema indeterminado nefle calo , ou fuf-
ceptivel de huma infinidade de folucoens , por ca=
hir entad o ponto B na circunferencia,

Por eftes exemplos fe entenders s Como fe ha
de proceder nos cafos. mais complicados , ima-
ginando differentes triangulos enfiados confecuti-
vamente , pelos quais, como por degrdos fe che=
gue a determinar o que fe pertende. Para o con-
tribue muito a fagacidade particular de cada hum 3
2 qual , {endo zjudada de algum exercicio practi-
co , logo molirard a melhor ordem e arrumacad,
com que fe devem imaginar e unir os triangulos
conforme as circunitancias dos lngares. Huma das
coulas , que deve fempte ter-fe prefente , he o efs
colher a bafe , e todos os mais pontos arbitrarios i
de tal forte que 05 . erros inevitaveis da medigad
altual dela, e dos angulos obfervados influad o
menos que for poffivel no refultado , que fe ha de
concluir por meio do caleulo. ‘A efte fim ferviris
de muito 0s principios , que logo moftraremos,

- 189 Probl.
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180 Probl. V. Dadas tres partes de bum triang=
fo vedtilineo , calemlar trigouometvicamente a [ua
drea,

Confta da Geometria , que a drea de qualques
triangulo fe determina pelo produéto da bafe mul-
tiplicada pela ametade da altura. Suocezsde porém
muitas vezes na pratica , que nab {e pode condp-
gir, nem medir a perpendicular fobre a bafe ; e nef-
{es cafos he neceffario recorrer aos principios da Tri-
gonometria, da qusl fe deduzem as regras feguintes.

Cafo I. Sendo dado hum lado com dous angulos,
¢ fendo confeguintemente conhecido o terceiro an-
gulo, ferd o reftangulo comprebendido pelo dobvo do
vaio e pelo feno do angulo oppaflo ao lado dado, para
o reftangulo comprebendido pelos femos dos anmgulos
adjacentes 5 como o quadrado do lado para a drea do
trigngulo.. Demonftra-fe pelos prineipios , que ficad
eftabelecidos n. 162. e 174. :

Cafo II. Sendo dados deus lados com o angueio
comprehendido , ferd o dobro do raio pare o feno do

.

—

angulo , como o veftangulo dos lados para a dvea d&*",‘j""ﬂ

triangulo. Demonftra-fe pelo n. 162,
Cafo III, Sendo dados os tres lados , ferd a dren

do triangulo meia proporcional entre os dogs vedian-

e
SRt P AP

AP

gulos | bum comprebendido pela femifoma dosivés la-~o4+ oAD ——

dos ¢ pela diffevenca enire eila ¢ qualgughe
lados , e o outvo comprebendido pelas g

a mefma femifoma ¢ cadabym dos  GELH
Demondtra-fe pelos n. 38. e 183.

Eftas tres regras tem a Ventagemr de (e pratica
rem por meio de huma {6 operacad logarithiica
como he facil de entender e deexecutar,na férm
dos Exemplos affima dados. No cafo de {erem da
dos dous lados com o angulo oppofto a hum delles,
feri precifo determinar pelo caleulo, e pela con-
figuragab do triangulo , 0 angulo oppofto ao :rluﬁu-,
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lado (n.176.)5 e entab fe calculard a drea confor-
me a regra do cafo I,

Das Variagoens, ou Differengas dos
Trianzulos Reétilineos.

190 P Or Variagai, on Differenca de qualquer

parte de hum triangulo , entendemos o
pequeno aumento, ou diminui¢ad que ella recebe,
refpelivamente 4 fua grandeza. Affim, poderd hu-
ma braga confiderar-fe como differenca fobre huma
legua de diftancia , mas nab deveri hum palmo ter=
fe por differenca de huma vara.

Eftas pequenas variagoens , ou differengas , cof~
tumab notar fe com gz letra 4 pofta antes da quan-
tidade que as padece. Aflim d AB quer dizer a pe-
quena differenga , ou variagab da linha AB; d B, e
d ACB , as variagoens refpetivas dos angulos B,
ACB &c. A parte,ou partes , que nab variab , ou

. fe fuppoem nab variar , chamad-fe comffantes.

191 As differengas dos lados de hum triangulo
devem fempre entender-fe referidas 4 unidade que
mede os melmos lados. Para as differengas dos an-
gulos he neceflario convir em huma medida fixa.
Aqui entenderemos , que fe medem tanto os angu=
los, como g}, fuas differencgas, pela circunferencia do
circulo defcrito com o raio ignal 4 unidade. Affim
a differenga'dgangulo B, ou d B, feri reprefenta-
da pelo pequeligharco, que no dito circulo lhe cor=
refponder. de , fe quizermos faber o arco que
em outro qualquer circulo correfponde 4 mefma
variagab , nab he precifo mais do que multiplical=
la pelo raio delle : BC. 4B, por exemplo, feri o
arco da variagab do angulo B, tomado na circun~
ferencia defcrita com o rzio BC, fendo 4B o arco

correfpondente & mefma variagad na circunferen=
Cld
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eia defcrita com o raio igual & unidade.

192 Como hum triangulo he perfeitamente de-
terminado por tres quaifquer das fuas partes, en-
trando nellas a0 menos hum lado 5 he manifefto ,
qué a variacab das ontras tres ferd determinada
pela variagad de huma dellas , fendo duas conftan-
tes ; pela de duas, fendo huma conflante ; e pela
de tres | fendo todas variaveis. Tgualmente he ma-
nifefto , que fendo conftante a foma dos tres angu-
los do triangulo reétilineo , todas as vezes que
dous forem conftantes, confegnintemente o ferd
tambem o terceiro; € que fendo hum delles conf-
tante , ferd igual a variagad dos outros dous,
mas em {entido  contrario , crefcendo hum quanto
o outro diminue.

103 Em quaiquer triangulo veclilineo , [endo
conflante bum lado com bum dos amgulos adjacen-
tes , [erd @ variagad de qualquer dos ontvos dods an-

Pt opypofio }
gulos para a variagad do fﬂdﬂ{ adi:crm:: a9

angulo conflante , como .g :ﬁﬂ:f'm“" } do angulo

oppofio ao lado conflante pava o lado oppoflo ao angulo
conffantese a varviagad do lade adjacente para @ vavia-
¢ab do lado oppofio ao anyulo conffante, como 0
vaio para o cofeno do angulo oppofio ao lade conf-
tante.

Seja o triangulo ABC ( Fig.28.), e nelle con{-
tante o lsdo AB com o angulo adjacente A.
Imagine-fe , que o lado AC recebe a pequena
variagab Cc; e tirando a refta Be , ferd o rri-
angulo ABC mudado em A4Be. Do ponto B com
o intervallo BC defcreva-fe o arco Cn, e ferd
#¢ a wvariagab do lado BC.

‘Sendo pois Cn hum arco muito pequeno , €

Podendo confeguintemente tomar-fe como hlﬂa
Nz inha
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linha re€a, ferdi o pequeno triangulo Cnc-fen-
fivelmente redtilineo , e reftangulo em ». Logo
Cn:en: stapgec: R (n.164.) . Mas he Cn=
BCdB (n 191.), en= 4dBC (n. 190.) ;. ¢
tang ¢ = tangC fenfivelmente. Logo BC.dB :
ABC:: tamgC: R,ou dB: dBC:: tangC: BC,
fazendo R = 1. Do mefmo 'medo fe moftra, que
Cun: Cc::femec: R , ifto he, BC.dB: d AC ::
femC: R, oudB: d AC: : fen G: BC ; e que
Cczen::R:eofc,ilto he, dAC:: dBC:: R
¢afC.

Como no cafo defta Propofigad temos dB —
— dC ( n. 192. ), ferd tambem pelo gue fica de-
monftrado — d C: dBC: : tamgC : BC |, — dc:
dAC : : fenC: BC.

194 Em gualquer tviangulo vecdiilinzo | [endo
eonflante bum lado com o angulo oppoflo , [evd @
wariagad de qualquer dos ontros dons lados pars a
wariagad do angulo oppofto , como o dito lado para
a tangente do mefmo angulo 3 e as variagoens dos
dous lados [ferad como os cofenos dos angulos op-
pofios.

Jls?eja no triangulo ABC ( Fig. 29. ) conftante o
angufo A com o lado oppofto BG. Suppondo , que
o lado AB recebe o pequeno aumento Bh, he
evidente que | para fer e = BC, deve AC di-
minuir huma pequena quantidade Cc ; e que fen-
do BiD = BD! = ABC (32. 1. Eccl. ) , o pe=
queno angulo BD) ferd a variagad do angulo ABC,
e'o verticaimente oppofto CD¢ a variagad do an-
gulo ACB. Deferevad-fe pois do ponto D, e com
os intervallos DB, D¢ | os pequenos arcos Bm, ¢n.

Como BC = bz pela hypothele, ¢ Bn= mq pela
confirzcgad , fera tambem Im = Cn, Mas no tri=
angulo Bmb he bm: Bm:: R : tang b, ifto he , bm :
dB:: BD: tangB ; e no trisngulo Cuc pela mefma

I'a=
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fafab , Cn: 4B :: DC : tangC. Logo BD: PC::
tangB : tangC 3 e compondo BC : DE: : famB %

: y5 % __fen(B+C)
tangC : tangC. Porem tangB +h tangl= =B

en A .
( n. 45‘}:"::&]3{&1'(:{5‘ 19.) 3 € por fer feni

— BC/enB ( 0. 174. ) tangB mugﬂ:E._—-—cm:”EB'
AC BCtane B ACco/G
Logo BC: DC:: _Et;.'r':%‘rﬂz tangC 5 e reduzin-

do AC: DC:: tangB: [enC, ouDC: [enC ::
AC : rangB. Mas no triangulo Cnc he Cc: ¢m:
R :CﬁﬂC, ou dAC :dB : + DC: fenC. Logo
dAC : dB:: AC: tamgB, E do mélmo modo {e
moftraré que dAB: dC: : AB : tangC.

Tambem no triangulo Bmb he Bir : Bm:: R
¢ofB , e no triangulo Cne, he Cc: Cn :: R :cofC3
porém Cm= bm : logo por igualdade perturiada
Bb: Cc:: ¢ofC: cofB, ifto he , dAB:— dAC:
¢0/C : cofB.

195 Em qualquer triangulo ve(ilineo , fendo dous
dados conflantes , & variagad do angulo por el
des comprebendido ferd para a variagao de qualquer
dos ontvos dous ma rﬂﬁ:ﬁ compofta da rafad dos la-
dos oppoffor , e da rafad do raio ao cofeno do tercei-
Y0 5 ¢ para a variagad do Indo oppofio , margfav da
cofecante de qualguer dos outros angulor para o lado
conflante , que lbe be adjacente : Serd tambem a
wariagad do tevceivo lado para a variagad de bum
dos feus angulos adjacentes , como o mefmo lado pa-
¥4 & cotangsnie do ontro; ¢ a5 Yarviagoems dos an-
gulos adjacentes a0 ladv wvariavel ﬁm&' como  as
Juas tangentes.

.Seja o triangulo ABC (Fig. 30.) , e nelle conl-
tantes os lados AB , e AC. Imagine-fe, que o la-
do AC fem variar de grandeza toma a pofigad

 Ac, e tirando g refts Bc, o trisngulo fe mudard
' €nl

= e o

B

e
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em ABc. Dos pontos A, B, com os intervallos
AC, BC, delcrevad fe os pequenos arcos Cc, €
Cn, efericna variagabd do lado BC.

No triangulo ¢nC teremos poisCc: Cnm :: R:
¢of ¢cCn ( n.163.) 5 porem Cc= AC.dA , Cn =BG,
dB , e ¢cCn= ACB, porfer (CA=nCB, e tiran-
do o commum nCA ficar ¢ Cn= ACB : logo AC,
dA: —BG.dB::R: cofC, e confegnintemente
dA : —dB:: R, BC: AC ¢o/C 5 e do mefmo modo
fe provari quedA:—dC :: R.BC : AB.cof/B.
Tambem teremos no melmo triangulo Ce: em:
R: fen Cu, iftohe , AC.dA: d BC:: R: fenC,
oud A:aBC: :cofecC: AC, fuppondo R= 13
e do mefmo modo fe moftrard, que dA.: 4BC::
cofecB : AB.

Sers tambem no mefmo triangulo ¢n : Cm @
tanp ¢Cn : R (n.164.), ifto he, dBC: — BC.
dB::tangC: R, oudBCG: —~dB::BC: ¢otC3
e do mefmo modo fe achardi dBC: — dC :: BC:
¢cotB. Donde concluiremos tambem, que dB : dC: :
tangB : tangC.

156 No cafo de ferem dous angulos conftantes,
tambem o terceiro feri conftante (n. 192.) 5 €
entad , quaifquer variagoens dos lados , por gramn-
des que [ejad , [ad proporcionais ans mefmos lados.
Porque lendo os angulos invariaveis , o triangulo
nad péde mudar fenab para outro femelhante ; € af-
{im , fendo os novos lados proporcionais aos feus
homologos , tambem as variagoens eftardd na mef=
ma rafao ( 17. 5. Bocl. ).

1g7 Se hum {6 angulo, ou hum {6 lado for conf=
tante , a varizCab de qualquer parte fera determina-
da pela variagad de duas quaifquer outras ( 0.192.) 5
e nefle calo acharemos a variagab total della, fup-
pondo tambem conftanies a cada huma das partes,

¢ujas variagoens fe fuppoem dadas, ¢ detcrminan]c'ln
pelas
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pelas Propoficoens precedentes o que a variagab da
outra deve influir. Do mefmo mode , nad havendo
no triangulo parte alguma conftante , as variagoens
de tres quaifquer partes determinardd a variagad de
outra qualquer ; € para acharmos o que cadahuma
por fi inflie, fupporemos duas aduas conftantes as
partes cujas variagoens fabemos, € pelas melmas
Propofigoens cdlecularemos a variagad parcial, que
depende da variagab da terceira.

Ex. gr. Em hum triangulo AEC, fendo dadas as
variacoens de dous lados AB, ¢ AC, e do angulo
comprehendido A , fe quizermos faber a variagad
do terceiro lado BC , 12, faremos conftantes os lados
AB, AC, e teremos d BC = AB fenB. d A (0.
195.) : 2°. faremos conftanté o angulo A com o la-
do AB, eteremos d BC = ¢ofC.d AC(n.193.)3
3°. faremos conliante o angulo A com o outro lado
AC, eteremos d BC =c¢ofB.d AB(n.193.); e
reunindo eftas tres variagoens parciais , ferd a varia-
a6 toral do lado BC ,oud BC = AB fenB. d A+
¢0[C. d AC - cofB. d AB.

198 Asanalogias demonftradas nas Propoficoens.
precedentes , e as formulas que dellas refultaﬁ, To=
dem transformar-fe em outras muitas , fubftiggado
em lugar dos lados, e fenos, que nellas entrab , os
feus valores tirados das Propolicoens que fervem
para a refolugad dos triangulos.

199« O ufo deflas analogias he , nad {omente ra-
ra calcular o effeito , que produz a incerteza de hu-
ma das partes dadas fobre a parte calculada de hum
triangulo , e determinar os lunites, dentro dos quais
podemos fegurar o refultado, fem calcular de novo
o mefmo triangulo 3 mas tambem para conhecer a
fituagad mais ventajofa , que devemos procurar nas
partes dadas , para que influad o menos que for pof-
livel na parte , que havemos de determinar por meio
do czlculo, Por
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Por exemplo : Havendo de determinar hums al=
tura AC (Fig. 14. ) por meio de huma bafe medida
CD, e de hum angulo obfzrvado AEB, e fuppondd
que na medigad da bafe fe nab receia erro algum ,
mas tad (Omente da parte do angulo obfervado pelo
inftrumento; pergunta-fe, que angnlo deve fer AEB,
para que o erro nelle comettido influa. o menos que
he polfivel na altura calculada AB. No triangulo
ABE rectangulo em B, teremos conftantes o angulo
B, eolado BE ; donde ferid AB: 4 AEB: : AE:
JenBAE (n.193.), ou d AB:d AEB :: AE: cofAEB
(n.17.), e multiplicando os termos da fegunda
rafabd por fenAEB, ferd d AB: d AEB :: AE fen
AEB : fenAEB.cofAEB ; porem AE fen AEB = AB
(n.162.), e fen AEB cofAEB = L Jen 2 AEB (n.
38.); logo d AB: 4 AEB ::2AB : Jen2 AEB |
¢ dAB =222 2288, He evidente pois, que fen-
do dada a variagad do angulo 4 AEB, a variagab
do lado 4 AB flerd tanto menor, quanto for maior o
divifor fen 2AEB 3 e fendo o feno de 90° o maior
de todos, fera meceflario que o dobro do angulo
AEB feja de go® , e por confeguinte AEB de 4¢°.

Se quizeflemos faber os limites da feguranga do
lado calculado AB, fuppondo que da parte do inf=
trumento nab pudellemos relponder por mais do que
até 10 minutos, lembrando-nos que contamos as
differencas angulares por arcos que tem o raio ignal
3 unidade ( n.191.) , € q1e fendo o raio igoal 4 uni-
dade 0 arco de hum minuto he o0,000290d882 , fers
d AEB = 0,002908882 ; donde {uppondo que AB
lie de 151 palmos, e AEB de 442, teremos d AB

=0,88 , ‘enab terd a altura calcuiada hum paimo
de differenga. Se o angulo AEB foffe de 140, ou
75° ; haveria o dobro da incerteza ; ¢ (e fofe de 19,
5 og
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ot 897, haveria mais do que 25 palmos de incer-
teza. B por effarafab he , que para huma determi-
nacad femelhante (e diffe aflima que (e devia procu=
rar , que 0 angulo AEB nem foffe muito agudo, nem
muito chegado arefto (n.167.). Do modo que
moftramos neflte exemplo , fe difcorrerd em todos 08
mais c¢alos da Trigonometria Plana.

Ufo da Trigonometria na vifco das Plan-
tas o ou Cartas Topograficas,

200 A Artederifcar as plantas confilte em deter-

minar qualquer numero de pontos, que
fobre o papel tenhad entre fi a mefma pofigad , que
tem fobre o terreno os objcftos , que elles devem
reprefentar. Para ifto , fe fuppoem quafi fempre que
os objedos , de que fe trata , eftab todos no melmo
plano horizontal. Quando aflim nad for , ifto he,
quando as obfervagoens ordenadas a determinar as
fituacoens refpeétivas dos objeétos, nad tiverem fido
feitas todas no mefmo plano horizontal , ou proxi-
mamente no meimo , ferd neceffario , gue antes de
rifcar a planta fe reduzad as ditas obfervagoens ao
que ellas deveriab fer ., fe todas foflem feitas no
melmo plano horizontal, Por ora fupporemos , que
05 nhjr:fqns eftad no mefmo plano horizontal , ou fe
tem reduzido a elle, e depois moftraremos como {e
reduzem.

201 Sejad A,B,C,D,E,F,G,H, I,K,
(Fig. 31.) os objeftos mais notaveis de hum terre-
no , cujas poligoens refpectivas [e had de reprefentar
em huoma planta.

Primeiramente fe delenharid eftes objeftos grof=
feiramente fobre hum papel , dando-lhes a pofigad
que a olho fe julgar 3 para o que ferd neceffario, que
nos tranfportemos aos fitios que forem mais a propo=
%ito , para fazer idéa da c;nﬁguragaﬁ do terreno,, E

POk~
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pofigad dos melmos objeftos. Efte primeiro defes
nho , que chamad borrador , ferve para nos guiar nas
operagoens, que devemos fazer , e paraallentar as
differentes medidas , que havemos de tomar no de-
. curfo dellas.

Depois difto , efcolheremos e mediremos huma
bafe AB, cujo comprimento nab feja muito defpro-
porcionado a refpeito da diltancia dos objeétos mais
Temotos , que das extremidades della {e podem ver,
e que tenha alem difiy a ventagem de fe aviltar das
melmas extremidades o maior numero de objeétos
que puder fer.

Entad mediremos com o Grafometro na extre-
midade A os angulos EAB , FAB, GAB, CAB,
DAB, que formah no ponto A com a baie AB as
linhas , que fe imaginardd tiradas do mefino ponto
para os objettos E ,F, G, C, D, que fuppomos
poderem fer todos viflos das extremidades A e Bda
bafe AB. Do mefmo modo , na extremidade B ob-
fervaremos os angulos EBA , FBA , GBA , CBA,
DBA , formados no ponto B com a linha BA pelas
linhas , que (e imaginardd tiradas do melmo ponto
B para os ditos objedlos.

Havendo alguns objectos , como H, I, que nad
poflad fer viltos das extremidades de A, B , paffa-
remos a quailquer dous Lugares dos que jd obfervi-
mos , como E, e F, donde elles {e poflad delco-
brir ; ¢ entab , romando EF como bale , mediremos
©s angulos HEF , IEF , HFE , IFE, que com ella
fazem as linhas tiradas das extremidades E , F , para
os diros objeftos H, I. Efe ainda houver algum ou-
tro objecto, como K, que fe nab poffa ver nem das
extremidades de AB, nem das de EF, tomarfe-hd
outra que ajunte dous ponros obfervados , como FG,
e nas {uas extremidades fe medirid do melimo mo-.
doosangulos KFG, KGF.

Ifto fuppofto , em cadahum dos triangulos EE,

¥
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ADB, AEB, AFB, AGB, fendo conhecido hunt

lado e dons angulos, caléularemos os outros doud
lades ( n. 174.) , e elcreveremos o valor de cada-
hum fobre o borrador, Pelo que refpeita aos trian=
gulos HEF 4 IEF |, como nab medimos {enad od
angulos formados lobre EF ,. ferd precifo comegar
pelo caleu'o de EF ; por meio do triangnlo EAF ,
no qual {ab conhecidos ji os lados AE, AF, ¢ o
angulo comprehendide EAF ipual 4 differenca entre
os dous obfervados EAB , FAB 4 e tendo calculador
EF (n. 178.), em cadahum dos triangulos HEF ,
IEF, conheceremos hum lado com dous angulos , e
calcularemos os outros dous lades, como nos pri—
meiros triangulos 3 e do mefmo modo praticaremo¥
a refpeito do triangule KFG.

Feitos eftes calculos , tiraremos fobre o papel hu<
ma linha ad ( Fig. 32. ) de tantas partes de huma
efeala 5 ou do petipé ( que deverd acompanhar #
planta, e proporcionar-fe 4 grandeza della ) quantae
156 as bracar ou palmor, que pela medigab tivermos
aciiado na bafe AB. Entad, para determinar o pontor
correlpondente a qualquer dos objectos oblervados
das extremidades de AB, por exemplo E, tomare=
mos fobre o petipé tantas partes, quantas forab as
bragas ou palmos, que achamos ter AE , e do pon=
to @ como centro, € com O raio a ¢ igual a efle nu=
mero de partes delereveremos hum arco de circunlog,
do melfmo modo do ponto &, como centro, e com,
hum intervallo igual ao numero das partes corref«
pondentes a B E, delcreveremos outro arco, que,
cortard o primeiro em hum ponto ¢ ; e efte terd oo
papel huma pofigad a refpeito de ad , femelhante
4 que no terreno tem o ponto E arefpeitode AB 5
porque os triangulos @ ¢ &, AEDB, tem pela confiruce
¢ab os lados proporcionais ; e confeguintemente (2@
entre fi femelhantes, Da melma maneira (e deters
minad os pontos f, g, ¢, 4, que devem reprefene
k&t o objectos F, G, C, D, Fa Ly
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Eni quanto aos pontos b, i, k, que devem fef
a reprefentagad dos objeftos H, I, K, oblervalos
des pontos E , F; dos pontose , f, ji4 determina-
dos, como centros, e com os intervallose b, f b ,
de tantas partes do petipé , quantas fab as bragas ,
ou palmos de EH, FH, fe defereverib dous arcos,
03 quais fe cortardd no ponto b , que reprefentard o
objeto H 5 e aflim dos mais.

Defte modo a figura total fobre o papel ferd fe-
melhaote 4 do terreno, pois ferd compoita de igual
numero de triangulos , femelhantes cada hum a ca-
dahum , ¢ femelhantemente poftos. Pelo que , nad
refta mais do que defenhar nos pontos determinados
os relpectivos objetos , e encher os efpagos inter=
medios, que nad requerem tanto efcrupulo , pelos
mezios de que mais abaixo fallaremos.

He de advertir ,, que devendo fazer-fe ufo defte
methodo:, para fixar os pontos principais e funda-
mentais de huma planta, he precifo que fe obfer=
vem o5 angulos com exatidab , e para iffo (e prefi-
ririd os Grafometras guarnecidos de oculos de al=
cance aos de pinanulas , fendo primeiro verificados.
Efte methodo ferve para formar as Cartas Topogra-
ficas, que reprefenrad hum pequeno Terricorio, o
qual fe pode fem erro attendivel confiderar como
hum plano. Pelo que refpeita porém s Cartas Geo-
gruficas, que reprefentzd as partes maiores do Globo
Terrellre , he precilo recorrer a outros meios, que
nad (ad defte lugar,

Da Reducgai dos angulos obfervados.

202 Uando nab eftab os objectos , nas operaco=
¢ns precedentes, fituados rodos no imef-

mo plano-horizontal , he neceffario, antes de formar
a planta que os deve reprefentar , reduzir os an=
gulos obfirvados ao que elles deviab fer , fe todos
va
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#3 objeftos eftivefflem no mefmo plano horizontal :
eiflaqui o methodo , que nifto fe pode ter.

203 Sejab A, B, C( Fig. 33. ) tres pontos de-
figualmente altos a refpeito do plano horizontal F
DE, fendo as fuas refpectivas alturas AD , BF, CE.
Como o plano fobre o qual e querem reprefentar
eftes tres pontos he FDE, he neceffario imaginar que
AcltiemD, BemF, eCemE; e conleyuinte-
mente em lugar do angulo obfervado BAC fe deve-
rd tomar o angulo FDE.

Para efte fe determinar , no ponto A depois de
obfervar o angule BAC, fe obfervarid tambem os
nﬁgulus BAD, CAD, formados pelos raios vifuais
AB, AC, e pela linha do prumo CD (n.159.).
Continuem-fe , fendo neceilario, as reftas AB
AC , até encontrarem o plano horizontal FDE nos
pontos G , I. Nos triangulos ADG, ADI, reflan-
gulos em D, tomando-fe AD como rato das Tzaboas,
DG e DI ferad as tangentes dos angulos obfervados
GAD, IAD; e AG, AI, ferad asfecantes. Lo-
go, tomando nas Taboas as tangentes e fecantes dos
angulos GAD , IAD , conheceremos no triangulo
GAI os lados GA, AI , com o angulo obfervado
GAI, e calcularemoso lado GI (n. 178.) 5 de-
pois difto, no triangulo GDI conheceremos os la-
dos GD, DI, com o que acabamos de calcular Gl
e por meio delles calcularemos o angulo GDI ( n.
181, ) . Do mefmo modo fe reduziri o angulo ob-
fervado em B 5 e em cada triangulo he defnecellario
reduzir o terceiro angnlo , pois fabemos que deve
fer o fupplemento da fomma dos outros dous.

Redazidos os angnlos , facilmente fe reduzirdd
as diftancias, ou huma dellas ( que ha o que balia
em cada triangulo ) . Porque , imaginando a hori-
zontal BO, no triangulo BAO reétangulo em O co-
nheceremos BA , e o angulo BAO e calcularemos
80, ou FD ( n. 162. .)

Exem-
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Exemplo. Supponhamos , que fe achou BAC
de 620 37" , BAD de 882 ¢/ | e CAD de 7821714
€Cremos

Jec, 830 47
fec. 780171 , ou Al 4,0244
rang. gdo 5"' , 00 Difg e w g o 2‘?:831}
tang.98° 17’ , ou DI 4,8218
Entad , no triangulo AGI (n.143.) acharemos GI
de 27,9778 , e no triangulo DGI com os tres lados
( n.181, ) acharemos o angulo GDI de'622 247 g3'%
204 Efta reducgad, que pelo methodo prece-
dente requer tres operacoens , pode fazer-fe por
huma {6 operagad logarithmica, Porgue fuppondo
o angulo que havemos de reduzir BAC = A, os
gngulos obfervados BAD =B, e CAD =C, eo

angulo reduzido EDF = D, teremos m_,"fi. Dz =
Jen( 7 BELG ¥+ A)fen( 7B+ LC— LA) :
JenB fenC ¥
Affim , fomando os complementos logarithmicos dos
{enos dos angulos B, C, com os Logarithmos dos
fenos da femifoma dos tres angulos, e da difs
ferenca entre efta femifoma e o angulo 4, e pars
tim’iu a0 melo a {foma que vier, teremos o loga-
rithmo do cofcno da ametade do angulo reduzido,
¢omo aqui fe moftra :
A --- 620 37/
B---8 ¢g-----. CL.fen 0,0002470
C-=-98 17 -=-=-2- CL.Jt5 0,0091447
228 §9
114 29 30™- - - - Logfen 9,0¢00519
§§ 52 30 - - = = Logfen 9,2957003,
19,8642298
I
Llogeofg D- - = - 5,0321148
que
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qnue nas Taboas dardi 31° 12! 2877, e confeguinte-
mente D=62° 24" 567",

A rafap he, porque no triangulo GAI temos
G2 —=GA=2 - TA? —2GA. 1A cofA (n. 180. ) , ¢
no triangulo GDI, GI? = GD2 + ID2 —2GD. 1D

. e por confeguinte GA2 - GD2 + IA®
: ou2AD? +2GD. 1D cofD =2GA JTAcofAs
Porém GD = AD tangB , ID= AD tangC, GA =
4 h Iﬂ.":ﬁ(ﬂ. 164, ¢ 163. ) . Logo fubftituin-

, e reduzindo, {eri cofB cofC + cofDJfen BfenC
—cofA , ecofD=@A-cBe ., Logo , fazendo

. jentl jenls
o raio igual a unidade , ¢ ajpntando-o de ambas as
fenld ['fﬂl'.:—*tﬁl':ﬂ cofC 4 corA
partes , ferd 1 =+ eofD =" 5 7c s
A —cof (B C
cuj. cofl 4+ C) (ﬂ

JenB fenl

% - #
por conleguinte 200D = re-s,

e 35. )3 porém cofA —¢of(B + C) =2fen( ,'I*B +
~C - zA) fen( :_;B*I-,_f— C— T A) (.42 logo

I 1
. Je(rad sctT AVl 2B+ 3C-3 A )
“fiDi= JertenC X

20y Muitas vezes he neceflaria outra efpecie de
reduccab , que fe chama reducgad dos angulos ao
centro. Por exemplo : Obfervon-fe do ponto & (Fig.
24. ) o angulo B 2 C, formado pelas linhas a B , &
C, dirigidas a dous objetos diftantes , cuja diftan-
cia fuppomos conhecida , e quer-{= faber o angulo
BAC formado no ponto A pouco diftante de 4 , on-
de nab pdde fazér-fe a obfervagad.

Nefte cafo podemos ufar da Theoria das va-
riacoens affima explicada , para oque mediremos a
pequena diftancia @ A , € no ponto 4 obfervaremos
tgmbem os angulos Aa B, ¢ AaC, Affim, fendo

mank=
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manifello que mudando-fe o triangulo Ba C em
BAC, deve o angulo B a C crefcer tanto quanto
diminuir o angulo 4 B C, e diminuir quanto cref-
cer o angulo 2 €B 3 ferd conleguintemente d BaC
=dB—dC{n. 192. ). Porém, fendo aBA , ou
dB hum angulo. muito pequeno, ¢ fenfivelmente

igual ao fen feno , temos dB :%‘19—, e dG

Aasfend a € Asfend s B
= == (1. 162.). Logod Ba ¢ =252

= Aa fern A apg L
AL

Quando o ponto a cahir fobre BA produzida ,
ferd nullo o primeiro termo da expreflad preceden-
te ; e cahindo para a outra parte , mudari de final,
O mefmo fe entenders do fegundo termo , confor-
IE] a pofigadb do mefmo ponto 4 a refpeito da linha

Methodo de [upprir a Trigorome-
tria no vifco das Plantas.,

206 () caleulo Trigonometrico nad he indifpenfa”
velmente neceflario para rifcar, e defenhar
as Plantas , fenad quando os pontos principais do
efpago , que na Carta fe houver de configurar , ef-
tiverem confideravelmente diftantes huns dos ou-
tros. Quando as diftancias faé medianas, depois
de ter medido huma bafe , e obfervado os angulos
neceflarios da maneira affima declarada (n, 201.),
em lugar de refolver os triangulos , para formir
com os lados ealeulados , e reduzidos ao petipé da
Carta, triangulos femelhantes aos que fe obfervirad
fob e o terreno 3 podemos contentarnos de formar
os mefmos triangulos por meio dos angulos obferva-
dos , do modo que agora moftraremos,
. Efte methodo he menos exa&o que o preceden=
te, porque o Transferidor , ou qualquer outro inf=
rumen-
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mlm:ntulde que fe ufe , para formar fobre o papel
angulos ignais aos obfervados fobre o terreno, he
fempre de hum raio muito pequeno 3 € por ific nad
he de efperar, que os angulos por meio delie fe
formem com a exactidad que refulta , quando fe
toma no petipé o valor dos lados determinado pelo
calculo. Mas, como muitas vezes nad he neceflaria
tab elcrupulofa exaétidad , fendo por outra parte o
methodo de tirar as plantas por meio dos angulos
mais expedito , e de menos trabalho , a elle e re-
corre quafi fempre nos ufos ordinarios.

Tira-fe pois fobre o papel no lugar conveniente
huma linhaa b (Fig. 31. 32. ), que tenha tantas
partes do petipé quantas {u6 as medidas, que fe
achdrab na bafe AB , e das extremidades a, &, fe
fazem os angulos eab, eba, falb, fba&e.
refpeftivamente iguais zos angulos EAD , EBA,
FAB, FBA &c, que e oblervirab dos pontos A,B.
Depois unindo os pontos e f, com a reftacf, nas
extremidades della, como bafe, e formad angulos
ipuais a0s que fe obfervirad dos pontos E , F 5 e
aflim por diante.

207 Péde tambem difpenfar-fc o calculo trigo
nometrico na reduccab dos anpulos inclinados ao
plano horizontal. Eifaqui o methoedo.

Suppoftas as obfervagoens affima declaradas (n.
203. € Fig. 33. ) formem-{e no ponuto A de qualquer
linha reéta AD ( Fig. 35.) os angulos DAG, DAT,
refpectivamente iguais aos angulos verticais obfer-
vados DAG , DAI ( Fig. 23. ). De qualquer pon-
to D ( Fig. 35. ) levante-fe fobre AD huma per-
pendicular indefinida IDG 3 do ponto A tire-fe a*
refta AM, que forme com AT oangulo JAM igual
a0 angulo BAC, que f{e pertende reduzir s e to-
mando AM igual a2 AG, tire-fe a re@ta IM. Entad
do ponto I, como centro, com o intervallo IM, e
do ponto D, com o intervallo DG, fe dzl‘crev;rﬁﬁ.

- ous
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dous arcos, cuja interfecgab fe fard no ponto O §
€ tirando a refta DO fera o angulo procurade IDO
1gual a0 angulo GDI da Fig. 23.

A rafab defla operagab he facil de fe entender ,
porque fendo os triangulos IAD , GAD (Fig.35. )
refpetivamente equiangulos aos triangulos [AD]
GAD ( Fig. 33.), e AB igual a AG, feri tam-
bem o triangulo ATM equiangulo a0 trisngulo AIG;
¢ porque 10 he jgual a IM , e DO igual a DG | fe-
rd finalmente. o triangulo IDO equiangulo ao trian-
gulo IDG.

208 O methodo , que fica expolto para trans-
ferir ao papel os triangulos do terreno por meio
dos angulos obfervados , péde igualmente fervir
para relolver graficamente todos os cafos da Trigo-
nomerria rectilinea , quando nad for neceffaria a
exactidad, que della refulta; operagas ta6 facil, que
nad carece defe declarar com mais exemplos do
que os referidos.

Da Buffvla , e do fen ufo para confi-

gurar as partes meudas de buma
Planta,

209 A Buffdla, que na marinha fe chama agulba
de marear , he hum inftrumento , cuja pega
principal confifte em huma zgulha de ago tocada na
pedra de cevar, ou iman , e fuftentada em equili-
brio fobre hum ponteiro de cobre agudo , e bem
limado , por meio de hum pequeno capitel vafado
em forma de piab , fixo no meio da agulha , e bem
torneado e polido, para que ella tenha toda a mo="
bilidade poffivel. Efta agnlha (Fig. 36.) efti den-
tro de huma boceta de latab, ou de madeira, a qual
temn gravada no fundo a rofa dos ventos , e em roda
a.circunferencia do horizonte dividids em 2600 5 €
exteriormente nos pontos correfpondentes 3 180° ,
' €
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@ 360° da circunferencia , on parzllelamente 4 li-
nha que paffa por elles tem duas pinnulas, para fe
enfiarem por ellas os objectos,

210 Funda-fe o ulo da buffola na propriedade ,
que tcm as agulhas tocadas na pedra de cevar , de
{e confervarem na melma direcgad, e de fe refli-
tuirem a ella, quando (36 defviadas 3 direcgad, que
he conftante, aoc menos no melino lugar, e por lar-
v0 elpago de tempo. Donde fe fegne, que andan-
do em roda com a caixa da buffola , podemos de-
terminar a quantidade angular do giro, comparan-
do o ponto da graduagad marcado a‘tualmente pela
agulha com o.que dantes moftrava.

211 De ordinario {e ajunta ao Grafometro hu-
ma buffola , nad com o fim de fupprir o ufo defte
inftrumento , mas para oriemtar os objeftos , ifto
he , para determinar até meio grio de differenca a
poficab delles arelpeito dos quatro pontos cardeais,
ou da linha morte-fnl, com a qual faz a direc-
¢ad da agulha conftantemente o mefmo angulo no
melmo lugar , na forma aflima declarada ; angulo,
que previamente (e deve ter conhecido, applican-
do a agulha fobre huma linha meridiana.

212 A buflola ferve , como 0 Grafometro, na
medigab dos angulos. Mas nad podendo ter as agu-
lhas muire comprimento, a graduagad dellas he
neceflariamente em ponto muito pequeno, para que
{e poflad determinar os angulos com tanta exaétidab,
gomo 2 do Grafometro. Por iflo nab deve fazer-fe
ufo da buffola , fenab para configurar os pontos
meudos de liuma Carta , depois que os fontos prins
cipais forem determinados , pelos meios quey ficad
explicados. .

213 Supponhamos pois, que fe trata, por ex-
emplo , dg configurar o curlo de hum rio. Tendo
mandado fixar bandeirolas nos cotovelos , bojos ,
©L reconcavos mais notaveisA, B, C,D, E, F

(Fig.
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( Fig. 37. ), pér-nos-hemos com a buflola em A
e enfiando pelas pinnulas a bandeirola B , obferva-
remos na graduacad o angulo comprehendido entre
alinha AB, e a direcgad aftual da agulha AN | e
depois mediremos AB. Do mefmo modo no ponto
B enfiaremos a bandeirola C, e notaremos o angu-
lo que férma BC com adirecgab da agulha BN, que
he parallela 4 primeira AN, e mediremos BC; e
aflim por diante,

Tendo medido todos os angulos , e diftancias ,
tomaremos fobre o papel arbitrariamente o ponto &
para reprefentar o ponto A (Fig. 37. 28. ), e tira-
remos a refta a m para reprefentar a direccad da
agulha. No ponto a faremos com o transferidor o
angulo m & b ignal ao angulo obfervado NAB , e da-
remos a @ b tantas partes do petipé, quantas forad
as medidas que achamos em AB. Pelo ponto b ti-
raremos b # parallela a a n 5 faremos o angulo nbe¢
igual ao obfervado NBC 5 e daremos a b ¢ as partes
correlpondentes 4s medidas de BC. Do melmo mo-
do continuaremos pelos mais. pontos demarcados 3
e depois diffo configuraremos as partes intermedias
eonforme as julgarmos 4 vifta,

O que temos dito do curfo de hum rio . fe ap-
plica evidentemente 45 voltas de hum caminho , a0
circuito de hum bofque , de huma lagos &c , to=
mando os melhores expedientes que permittirem as
circunftancias , as quais fe deverid fempre ponde-
rar , antes de eftabelecer os pontos principais, que
fe had de determinar por meio das obfervagoens.

Da Prancheta, e do feu ufo norifco das
Plantas.

214 Inda nos falta declarar outro methodo de

tirar a configuracad de hum terreno , Mais
expedito que o precedente, afiim porque nad re-
: : quer
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ner tanto apparato de obfervagoens , como tam=
m porque {e obfervad os objettos fobre o terreno,
e fe determinab fobre o papel a0 me(mo tempo.

A Prancbeta , de que para ifto nos {ervimos
confifte em huma meza ABCD ( Fig. 39.) de 16
até 18 pollegadas de comprido , e outro tanto de
largo com pouca differenga , fultentada {obre hum
pé como o Grafometro. Sobre ella fe eftende a fo-
lha de papel , em que fe hadde determinar as fitna<
coens dos objectos que (= obfervarem , a qual fe fi-
xa por meio de hum caixilho praticado nas extre=
midades da meza , ou de qualquer outra forte. LM
he huma regos , ou alidada ; guarnecida de pin-
nulas nas extremidades , cnjo alinhamento deve fer
parallelo aos lados della. Para maior commodidade,
pode ter-fe nefta mefma regoa huma efcala , divis
dida como j4 fica declarado (n. 142. ).

Para tirar com efte inftrumento a planta de hum
terreno, efcolhe-fe, e mede-fe huma bafe m n (Fig.
39.) , como nos methodos precedentes. Depois
affentando o infirumento em m , € mandando cravarc
huma bandeirola em n, para ella fe dirige o alinha-
mento das pinnulas da regoa LM pofta fobre o papel
fixo na prancheta , e do ponto E que perpendicu~
larmente correfponde ao ponto n, fe tira na direc-
Gab de m m a reé¢ta EF | 4 qual {e darad tantas par=
tes da efcalla ou petipé, quantas forem as medidas
da bafe m n. Entab , fazendo girar a regoa fobre a
ponto E , como centro, fe hirié enfiando pelas
pinnulas todos os objetos que da eftagab m fe del-
cobrirem , tirando no alinhamento de cadahum del-
les huma refa indefinida, como EI, EH , EG.
Feito ifto , deixaremos huma bandeirola emm, e
tran(portaremos o initrumento pars a eltagad #.
Aqui, fazendo primeiro mrrﬂfrnm:ler o ponto F
verticalmente ao ponto n por elle reprefentado, €

gjultando a ligha EF na direcgad de nm por mr:éu
- o
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do alinhamento da bandeirola deixada em m | fated
mos girar a regoa fobre o ponto F, como centro, e
bufcaremos o alinhamento dos mefmos objectos I,
H, G, obfervados na primeira eftacat , na direcs
Gad dos quais tiraremos as linhas FI, FH, FG,
que fobre o papel cortardd as primeiras nos pontos
i, by 25 e eltes reprefentarid a fituacad dos ob-
jectos , I, H, G 5 e affim nos mais.

215 A prancheta ferve principalmente para ti=
rar as plantas das pequenas extenfoens, e para en-
cher as partes intermedias das maiores , depois de
ferem eftabelecidos os pontos principais , como af-
fima diflemos , ou para ajuntar a huma Carta j4
delineada alguns objeétos que nella faltirad.

Suppondo , por exemplo , que A, B, C, (Fig.
40, ) {ad pontos ji determinados fobre a Carta em
a,b, c,equeD hehum ponto do terreno ainda
nad determinado , acharemos a fua poficad d defta
mangira : Collocaremos o infirumento em D, ¢
tendo orientado a Carta fixa fobre a prancheta , co-
mo abaixo explicaremos, dirigiremos a regoa fe-
gundo o alinhamento A @, e depois fegnndo o ali-
nhamento Bd , tirando por cadahum delles huma
linha 5 e a interfecgad deftas no ponto d moftrard g
fituagad que na Carta compete ao ponto do terreno
D. Efta determinagad fe verificard , dirigindo a re=
fua pelo alinhamento de € ¢, e obfervando fe el«
e tambem paffa , como deve , pelo ponto d.

216 De ordinario coftuma marcar-fe fobre as
plantas a direcgad da agutha , a qual ferve para as
oricntar. Efta fe deternmina , affentando a regoa fe-
gundo a linha que paila pelo ponto que reprefenta
olugar da eftacad, e por outro qualquer marcado
na Carra, € andando com a mezada prancheta emy
roda , at¢ que pelas pinnulas e enfie o obje&o cor=
refpondente ao dito ponto. Enta6, poem-{e a bufs
fola fobre a prancheta , e fc anda em reda com ella

al
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#té que a agulha correfponda 4 linha norte-ful da
mefma buffola , ifto he , até que fique em huma
direcgad parallela ao lado exterior da caixa ; e 1=
rando. por elle huma linha , efta marcard a direcgad
da agulha.

217 Reciprocamente : Querendo orientar huma
planta, iftohe , querendo dar-lhe a fitnagad que
tem o terreno por ella reprelentado 5 a refpeito dos
pontos cardeais do mando , nad he neceflario mais
do que fazer concordar a linha norte-ful da Carta
com a da buflola.

218 Muiras vezes, em lugar de determinar
poficab dos objectos , por meio dos alinhamentos
tomados de duss eftacoens., como aflima moftras
mos{ n.214. ) , nad fe ufa de mais que de huma
16 eftagad. Mas entad medem-fe as diftancias da
prancheta a cadahum dos objetos , ¢ eftas reduzi-
das d4s partes do petipé fe marcad fobre as linhas
relpectivas tiradas (egundo o alinhamento dos mel=
mos objeftos. Efte he o meihor modo de praticar,
quando os objectos eltad perto da citagad.

Do Livelamncnto.

219 D Or muitas obfervagoens fe tem moftrado ,
que a {uperficie da terra nad he plana, co=

mo parece , mas convexa , e zinda esferica , ou fen-
fivelmente esferica. Quando do mar fe comega 2
ver a terra, os primeiros objetos que fe defco-
brem, {26 0s mais elevados, Se a {uperlicie terreitre
fofle plana , a0 mefmo tempo que (e defcobrifle a
torre B ( Fig. 41.) , devia apparecer todo o terre-
no adjacente ABC 3 e fe aflim nad {uccede, he
porque o arco DAC da (uperiicie terrefire enco-
bre ao obfervador polto em 1D todos os objetlos ,
que eftab para baixo da tangente DB, Pédem logo
dous pontos D e B parecer na melma linhs i‘lurizun-L
ta
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tal DB , fem embargo de eftarem defigualmente
diltantes da {uperficie da terra, e do ceatro della
T por confleguinte.

Linba wvertical de ham lugar he a que por elle (e
dirige ao centro da terra, e glanos verticais [ab
todos os que tem por fecgad commua a linha verti-
cal 3 plano borizontal de hum lugar he o que por
elle palla perpendicularmente 4 linha vertical , e
linbas borizontais {ab todas as que do mefmo lugar
fe podem tirar fobre o plano horizontal.

Livelar he determinar quanto hum objefto eftd
mais ou menos diftante, que outro, a reflpeito do cen-
tro da terra,

220 Quando hum dos objecos , fendo vifto do
outro, {e obferva na direcgad da linha horizontal
delle , he certo que elti mais diftante do centro.
Para conhecer a differenga nefte calo , he neceffario
reflcétir,que a diftancia em que fe pode oblervar hunt
objeéto terreftre , on em que fe obferva na pratica
do livelamento , he fempre tad pequena , que fen-
do medida fobre a fuperficie da terra, como DI
(Fig. 41.), péde tomar-fe como igual fenfivel-
mente 4 tangente DB. Confta porém dos Elementos,
que DB he meia proporcional entre a fecante tira-
da do ponto B, e a parte exterior BI (36. 3, e 17.
6. Eucl. ), e fendo o arco DI muito pequeno, po-
de a fecante que pafla pelo ponto B, e pelo centro
T, confiderar-fe igual ao diametro , ouao dobro de
IT, oude DT, Logo feri 2DT : DI :: DI: BIL.
Supponhamos , por exsmplo , que DI fe achou
pela medicad de 1000 bragss, ou 10000 palmos.
Tomando 29124600 palmos pelo raio medio da ter-
ra, ferd o diametro 2DT de ¢8249200 palmos, e
fazendo a proporGab 58249200 : 10000:: 10000 =
BI, acharemos BI de 1,7167 , oude 1 palmo, ¢
pollegadas , ¢ 8/,8.

221 Calculada huma differenga de livel , culr{l[u

[ ]
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BI, pédem determinar-fe as que competem a ou=«
tras diftancias , como b i 5 reflectindo , que as dif-
tancias BI, &1, {adb fenfivelmente parallelas , e
iguais ds linhas DQ_, Dq, as quais fad entre fi co-
mo os quadrados das cordas , ou arcos DI , Di, por-
que no cafo prefente as cordas f{e confundem fenfi
velmente com 05 arcos.

Affim para schar a differenga de livel i, que
tem lugar a goo bragas de diltancia , faremos efta

—r — g .
proporgab 1000 i §00 I 1,7167 : bi ou4g: 112
1,7167 : bi, eferibi de 0,4292 de hum palmo,
ou de 3 pollegadas, e s/, 2.

222" O ponto B, que eftd na linha horizontal
DB, fe diz eftar no livel apparente do ponto D , e
o ponto I no werdadeiro 5 de forte que BI he a diffe-
renga entre o livel apparente e verdadeiro do ponto
B arefpeitode D. A efta differenga fe dio nome
de Correcead do livel

223 Ifto fuppofto, para fe conhecer a differen-
ca de livel de dous pontos B , A (Fig. 42.), que
nat exiftem na linha horizontal que pafla por hum
delles, medir-fe-h4 a diftancia CD ou Cl,e fe
obfervard o angulo BCD. Entab , no triangulo CDB
confiderado como reftangulo em D , poderemos cal-
cular o lado BD, ao qual ajuntaremos a altura CA
do infiramento , e a differenga de livel DI, calcu-
lada como aflima moftrimos ( n. 220. 221. ).

Como porém efte modo de obrar requer grande
exaftidab na medida do angulo BCD, aqual fe nad
pode efperar dos inftrumentos dos liveladores , or-
dinariamente fe prefere na pratica , fem embargo
de fer mais longo e trabalhofo , o methodo feguin-
te.

224 He neceflario ter o inftrumento reprefenta-
do por CABD ( Fig. 43. ) , chamado Linel d*agua.
Efte confite em hum ca&udn de folha de flandes ,

on




98 ELeMENTOS

oude qualquer outro metal , terminado em dous
cotovelos A , B. Nas duas extremidades eminentes
AG , BD, fe ajuftab e prégad com betume dous
pr:qLcnus canudos de vidro I, K. Nomeio , e por
baixo do canudo AB, fe prﬂuci hum encaixe , de
forte que e pofla affentar fobre hum peé , € girar
horizontalmente., He claro , que enchendode agua
todo .0 canal até que fe eleve 2 duas ou tres polle-
gadas de altura em ambos os canudos de vidro ,
linha que paffz pela fuperficie da agud em ambos el-
les TA , KB, he huma linha horizontal,

O ufo defte infirumento requer outra peca, que
{fe chama mirg; e he hum papelab , ou folha de
flandes ( Fig. 44.), de hum pé em quadro , pouco
mais ou menos , dividido em duas parres iguais por
huma linha horizontal MN, que fepara a parte infe-
rior pintada de negro da fupﬂﬂﬂl‘ que ficard branca,
Efte papelab {e préga fobre huma corredica eftreita,
ficando a linha MN perpendicular 20 comprimento
della 5 e a corrediga fe ajufta no encaixe aberto
Pelg ‘meio da regua {}P dividida de huma e outra
parte em palmos P ﬂ“E‘“:-‘ldH"i , € linhas ; de forte,
que a linha da mira {e 11u{I'a levantar , on abaixar 0
que for neceflario.

2125 Para ufar defte livel , poem-fe f:rn huma
eftagad que difte ipualmente com pouca differenga
dos dous pontos que fe querem livelar, ¢ naé he
neceflario que a eftagad fe facano alinhamento del-
les. Entab , pondo fucceffivamente a mira em cada
hum dos ditos pontos , de forte que a regoa fique
perpendicular | ‘e levantando on abaixando a corre-
diga , até que o obfervador pofto ao livel CABD
ajofte a linha da mira MN no prolongamento da ho-
rizontal CD 5 a differenca de altura da mefma linha
da mira achada nas duas obfervagoens ferd a diffe-
renca do livel dos ditos dous pontos.

Achando-fe , por exemplo, que e¢m hum dos
pon-
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pontos foi neceffario levantar a linha de mira MN
faltura de 7 palmos , € no outro & de § palmos e
pollegadas , concluiremos que a differenqa de live
deftes pontos he de 1 palmo, e 3 pollegadas , fen-
do mais baixo aquelle , onde a mira fe levantou
mais.

Do mefmo modo nos haveremos com todos os
mais pontos , que eftiverem a diftancias iguais da
mefma eftagad , edella fe puderem obfervar,, com
tanto que a {ua differenca de livel a refpeito de CD
ns6 exceda o comprimento da regoa OP.

226 Quando porém os outros objectos forem
muito diftantes , ou muito grande a differenga de li-
vel , tomar-fe-h4 outra eftagad entre hum dos pon-
tos livelados na primeira, € 0os mais que le querem
livelar , a fim de os comparar com elle, e affim
por diante ; procurando fempre , que a eftagad feja
fenfivelmente em igual diftancia dos objectos.

227 No cafo denad fe poder affentar o livel a
diftancias fenfivelmente iguais dos pontos , que fe
houverem de livelar , deve notar-fe que a differen-
¢ca refpetiva do livel delles nab ferd reprefentada
pela differenga das alturas da linha da mira, ob-
fervadas em ambos elles ; porque a differenca do
livel apparente ao verdadeiro nad he igual , e nad
a diftancias iguais. Por iffo deveremos entad da al-
tura da mira obfervada em cada hum dos pontos ti-
rar a corrécgad do livel compeiente ; e depois de
correlas as duas alturas,. a fua differenga lerd 2
differenca do livel dos dous objettos,

Por exemplo : Se de hum objefto {ituado a 1000
bragas da eftacad for neceflario levantar a mira a 16
palmos de altura, e de outro a §co bragas fe levan-
tar {dmente a 6 palmos , sab diremos que os ditos
objeftos tem 10 palmos de differenca de livel ; mas
de 16 palmos da primeira obfervagad tiraremos a
correcgad 1 palmo, § pollegadas, e 9 linhas C n.

220.),
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220.), e dos 6 palmos fda feginda, tiraremos @
correcGad 3 pollegadas e § linhas ; e {erad as altu-
ras correftas 14 palm. , 2 poll. € 3 linh. e § palm.
4 poll, e 7 linh. , cuja differenga 8 palm. 5 poll. e
 linh. ferd a differenga verdadeira do livel dos di-
tos objectos. Y

Como nab he noffa tengas efcrever aqui fo-
hre efta materia circunftanciadamente ; mas dar
fomente as idéas fundamentais aos principiantes ,
nab defcrevemos outros methodos, e outros in(-
trumentos , que fe tem lmu,madﬂ para o melmo
fim. Sobre e[ﬂ]a materia pode ver-fe o Tratado - do
Livzlamento de M. Picard impreflo em Paris ne
anno de 1728.

F 1 M.
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