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PREFACAO.

Dlvidi a Geometria em tres Seccles: a
primeira irata das linhas, dos angulos, e da
sua medida , das relacdes das linhas, ete. A
segunda tem por objecto as superficies , sua
medida e relacdes. Destina-se a terceira aos
solidos , oucorpos, e comprehende os prinei-
pios necessarios para medir e comparar as suas
capacidades. Nio me demorarei aqui em mais
miuda noticia ; esta deve-se buscar na mesma
Obra. Os que se contentfio com ler sémenie
a Prefagio, ndo luerariio muito no tempo,
que esta analyse me faria perder; e os que
lerem aObra, poderdd por ella fazer melhor
conceito, do que pelo que eu lhe dissesse
aqui.

Devo eu acaso justificar-me de ter dei-
xado de usar dos termos Avioma . Theorema,
Lemma , Corollario , Escholio? Duas razdes
me resolvério a isso: a primeira, porque ©
Iuso'destes termos nada concorre para serem
mais claras as demonstracdes : a segunda,




porque todo este aiaparato pode servir muilas
vezes de illudir os Principiantes, capacitan-
do-o0s de que uma proposi¢io, revestida com
o nome de Theorema, deve ser uma propo-
si¢iio ldo remota doseu conhecimento , quan-
to o he a palavra a respeito daquellas, com
que elles andio familiarizados. Todavia para
que os meus leitores, que hajio de folhear
outros Livros de Geometria, se ndo persua-
dio, que entrio em um paiz desconhecido,
devo advertil-os de que:

Axioma significa uma proposiciio por si
mesma evidente.

Theorema uma Proposigiio, que he par-
te da sciencia, de que se {rala, e cuja ver-
dade , para se comprehender , requer um
discurso, ou raciocinio, a que se chama De-
monslracéo.

Lemma (a) he uma proposicdo , que

(a) Lemma muitas vezes he uma proposigio tis
rada de outra Sciencia,

—




essencialmente nilo faz parte da Theorica, de
que se trala, mas serve somente de facilitar
a passagem de uma proposi¢io para outra.

Corollario he uma consequencia, que se
tira de uma proposigio , que se acaba de esta-
~belecer.

Escholio he uma reflexio , que se faz
sobre alguma cousa, que precede, ou uma
recapitulacio do que fica dito.

Problema he uma questiio, em que se
trata de executar alguma operagio, ou de
demonstrar alguma proposicio.




ADVERTENCIA.

OS numeros, que se encontrarem sds entre
parenthesis, indicdo o numero destes Ele-
mentos , onde se deve ir buscar a proposi-
gio, que naquelle lugar se chama para alli.

Os numeros, que vem precedidos da pa-
lavra Arith., citio esse mesmo numero na
Arithmetica.
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ELEMENTOS

DE

GEOMETRIA.

» B O Espago, que occupiio os corpos, sempre
tem tres dimensoes : comprimento , largura, e altura,
ou grossura. : .

Ainda que em todos 0s corpos se achem sempre
estas tres dimensdes juntas , com tudo nds muitas vezes
as separamos na imaginagao. Poreste modo, quando
examinamos a altura de um rio, ou babia, etc., nio
nos occupamos nem com o seu comprimento, nem
com asua largura; similhantemente se queremos ava-
liar a quantidade de vento, que pide receber uma
véla, s6 nos embaragamos com o seu comprimento,
e Iar%ura, e nada com a sua grossura.

elo que distinguiremos tres castas de extensio,
a saber: A extensio somente pelo comprimento, &
que chamaremeos linha :

A extensiio pelo comprimento e largura sémens=
te, a que chamaremos superficie :

Ultimamente a extensiio pelo comprimento, lar-
gura, e altura , a que indefferentemente daremos o
nome de volume , solido, corpo, *

Examinaremos successivamente as propriedades
destas tres especies de extensiio: este he o objecto da
iciencia , que se chama Geomelria,
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PRIMEIRA SECCAO.
Das Linhas.

2, Cllamio-se pontos osextremos de uma linka,
Da-se tambem este nome aos sitios , em que as linhas
se cortio, ou tambem aos em que se encontrio li-
nhas.

O ponto péde considerar-se como uma porcio de
extensiio , com um comprimento, largura, egrossura,
infinitamente pequenos.

O vestigio, que um ponto deixa, movendo-se
sempre para um ponto determinado, faz o a que se
chama linha recta, que he o caminho mais curto de
um ponto a outro. AB (Fig. 1.) he uma linha recta,

Pelo contrario chama-se linka curva ao vestigio
de um ponto, que no seu movimento se desvia infi-
nitamente pouco a pouco a cada passo.

Daqui se mostra, que nfio ha mais do que uma
espéeie de linha recta ; mas que de linhas curvas sio
infinitas as especies differentes,

3. Para tragar uma linharecta de mediana gran-
deza , por ‘éxemplo, para tirar, pelos pontos A ¢ B
(Fige 1.) uma linha recta sobre papel, he sabido,
que se usa de uma régoa applicada sobre os dous pon-
tos' A e B, oh ‘mui proximamente a igual distancia
destes dous pontos; e correndo com um lapis, ou
fﬁna pelo comprimento da régoa, se traga a linha

Querendo-se porém tracar uma linha maior, pré
ga-se no ponto A o extremo de um cordel, que se
unta eom um giz, ou almagre; e estendendo-o bem
até ao ponto B, se levanta o meio do cordel ; e dei-
xando-o cair, fica por elle assinalado um risco, que
he a linha recta, que se busca.

Se se pretende uma linha muito grande, cujos
extremos alcanca a vista de um a outro, basta-nos
marcar um certo numero de pontos dessa linha entre
os seus extremos. Queremos, por eéxemplo, fazer um
alinhamento no campo: poremos em um dos extre-
mos B (Fig. 2.) um pique, ou bandeirola BD , que
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com um prumo se pie o mais perpendicular, que he
possivel : firma-se outra bandeirola do mesmo modo
no ponto A , e successivamente outras muitas em dif-
ferentes pontos C, C, etc., entre A e B, por medo
que applicando o olho, o mais ﬁrto que pide ser,
ao pique AD, e olhando para BD, fique cada pique
CD confundido com BD : os pontes C, C, C, ete,,
determinados por este modo, estio todos na linha
recta AB. "

Quande niio se descobrem os dous pontos A e B
um ao outro, recorreremos aos meios, que adiante
ensinaremos. ‘

4, As linhas medem-se com outras linhas; mas a
geral medida das linhas he a linba recta, Medir uma
linba recta, ou curva, ou gualquerdistancia, he pro-
curar quantas vezes nesta linha, ou distancia péde
caber uma linha recta conhecida e determinada, que
entio se considera como unidade. Esta unidade he
absolutamente arbitraria ; pelo que entre as linhas ha
muitas especies de medidas differentes, Independen-
temente da toeza, e partes de toeza , cujas subdivisdes
démos a conhecer na Arithmetica , temeos tambem
passe commum , o passo geometrico, a braga, etc.,”

nas extensbes pequenas; e para as grandes extensdes .. G .
ba a legua, a milba, a werst, etc. " =7 3 h
passo commum tem dous pés e mez.’rl.* »
. O’passo geometrico, chamado tambeg gasso-dn- ._.._-gﬁ"
plicado, tem cinco pés. e g

A braga he'de cinco pés: contiio-se por bracas_ -

na marinha o comprimento dos cabos, e as all‘.xzss, A

que s¢e medem com a sonda. % - .
A legua compde-se de certo numero de toezas,

ou de passos geometricos. A legua da marinha tem

2853 toezas, A milha, a werst, ete. , sio igualinente

medidas itinerarias, cujo valor, como o da legua,

nio he constante em todos os paizes, tanto porque

cada uma destas medidas niio tem geralmente o mesmo

* Neta. A braga Portugueza tem dez palmos, e cada palmo gito polles
F‘iytnhngndnr;r:.ﬁnhlfedenimpd:m: .’mf:;_gmmsl
medidas do comprimeats dos bragos abertos de um homem , que vem a
F%uco mais ou menos em cinco pés. 1 .
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numero de unidades, isto he, o mesmo numero de
passos, de toezas, ou de pés, etc., como tambem
porgue o pé, que serve de unidade a estas toezas, ou
passos, nio he geralmente do mesmo tamanho.

d. A fim de facilitar a intelligencia do que have-
mos de dizer dcerca das linhas, supporemos que as
figuras , aonde as considerarmos, sio Lracadas sobre
uma supetficie plana. Di-sc este nome a uma super-
ficie , sobre a qual se péde exactdmente applicar uma
linha recta por toda a parte,

6. De todas as linhas curvas trataremos unica-
mente nestes elementos da Circumferencia do eirculo,
Tem este nome uma linha curva BCEFDG (Fig. 3.),
a qual tem todos os seus pontos igualmente distantes
de um mesmo ponto A , tomado no plano, em que’
ella estd descripta. Este ponto A chama-se centro ;
ds linhas rectas AB, AC, AE,etc., que sdem deste
centro até i eircumferencia, chama-se-lhes raios: to-
dos estes raios siio iguaes , pois medem a distancia do
centro a cada um dos pontos da circumferencia.

As linhas v, g. BD, que passando pelo centro ,
se terminiio de uma e outra parte na circumferencia ,
sio chamadas. diametros : ora como cada um dos dia-
metros se.compoe de dous raios, segue-se que todos
os diamelros sio iguaes. Poroutra parte he evidente,
que todo o diametro reparte a circumferencia em
duas partes iguaes; por quanto se imaginarmos a
figura dobrada, por modo que a dobra siga o dia-
metro BD, todos os pontos da porcio BGD devem
ajustar sobre BCEFD ; porque niio sendo assim ,
haveria na circumferencia pontos, que tivessem desi-
gual distancia do centro,

As porgoes da circuinferencia BC, CE, EF,
etc., chamio-se arcos.: chama-se circulo & superficie
comprehendida dentro dacircumferencia BCEFDGB.

Chama-se corda , ou substensa , aquella recta,
que se tira do extremo D de um arco para o outro
extremo F, como DF,

7. Facilmente se entende, que as cordas do mesmo
circulo , ou de circulos iguaes, que subtendem arcos
iguaes, sdo iguaes, ¢ reciprocamente. Porque se a
corda DG for igual & corda DF ; se imaginarmos que-
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acorda DG, e o seu arco se muda para se applicar
sobre DI*, visivel fica, que sendo o ponto 1) com=
mum , e caindo o ponto G sobre o ponto I, todos os
pontos do arco DG se devem ajustar pelo arco DF ;
pois que se algum desses pontos nilo caisse sobre o
arco DF , nio distariiio igualmente do centro A to-
dos os pontos do arco DG,

8. Assenlou-se em reparlir todas as cireumferen-
cias de circulo, seja elle grande, ou pequeno, em
360 partes iguaes, a que chamiio grdos: cada grio
se divide em 60 partes iguaes, chamadas minulos :
cada minuto em 60 partes iguaes, a que se dd o
nome de segundos, subdividindo cada wma parte sem-
pre de G0 em 60, e denominando-a consecutivamente
minutos , segundos , terceiros, quartos , quinlos, etc.

L

Marca-se o gréo deste modo...... D

O minuto'destemodo....oovinienioeenio. !
O segundo ...... PRAENOLBE SN, sl ol
£ throeitons, Joeh sve SR SRR L aa 0 ol

O QOaND s v vl o SO BRIl Cey S IN
Para assentar 3 gréos, 24 minulos, e 85 segundos,
escreve-se 3" 24/ 9/,

Esta divisio da cim&ferencia he geralmente
recebida; mas para commedidade na pritica se tem
introduzido em algumas partes das Mathematicas pri-
ticas alguns usos particulare: no modo de contar os
graos e partes de grio, Por exemplo: os Astronomos
contdo os grios de trinta em trinta, chamando acada
trinta um signo : querendo , porexemplo,. contar 66°
4%'; eomo este numero comprehende duas vezes 30°,
€ mais 6°, e mais 42'; dizem 2 signos, 6 grios, 42
minutos ; e escrevem 2% 6° 42/, ~

- Os Maritimos, para uso da Bussola, dividem a
circumferencia em 32 partes iguaes, a que chamio
ares, ou rumos de vento: loge cada uma destas par-
tes he a 32" de 360°, isto he, compde-se de 11° 15':
por esta razio em lugar de 45° dizem 4 rumos de
vento, porque em 45° ha quatro vezes 11° 15': simi-
lhantemente em lugar de 18° 27/ dirfio 1 rumo de
vento, e 7° 19/,

=

£
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Dos Angulos, e sua medida.

9. DUnn linhas AB, AC, quando se encon-
triio, podem formar entre siuma abertura maior , ou
menor , como mostriwo as Figuras 4. 5, 6,

A esta abertura BAC chama-se angulo. Cha-
ma-se angulo reclilineo, ou curvilineo ; ou mixtilineo ,

. conforme siio as linhas, que o compdem, ou ambas
rectas, ou ambas curvas , ou uma recta , e outra
curva.

Por ora vamos tratar tio somente dos angulos
rectilineos.

10. Para fazer idéa distineta doqueheum angulo ,
deve imaginar-se, que assentando a linha AB sobre
AC, a fizerio gyrar sobre o pouto A (do modo que
g”l‘a uma llefllﬂ dl: Cllﬂipﬂ&w Sﬂhre 0o seu gD“m),
aié chegar a posigho AB, que tem agora. A quanti-
dade, que esta linha gyrom, be ao que rigorosamente
se chama angulo,.. ~+.,

Por esta idéa se comprehende, que a grandeza
de um angulonada depende da dos seuslados , de sorte
E:e oatgulo, que formiqaslinhas AC , AB (Fig. 4.'2 ’

o mesmo que o que férmio as linhas AF, e AE,
que sio prolongagoes daquellas primeiras ; com effeito
tanta quantidade tiveriio que gyrar a linha AB, como
a linha AE, para chegar & sua actual posiciio.

Chama-se werfice do angulo aquelly ponto A,
em gue se encontriio as duashinhas AB, AC; aestas
dua linbes AB, AC chamasse-lhes lados do angulo.

st dle ires letras para denotar um angulo ,
uma uas qluaes mostra o vertice, e as outras duas se

6em ao longo dos lados: quando fallarmos destas

as, poremos sempre a do vertice no meio; e por

isso quando quizermos designar o angulo comprehen-

dido pelas duas linhas AB, AC, diremos o angulo
- BAC, ou CAB.

He principalmente necessaria esta cautela , quan-
do muitos angulos tem o vertice em um ponto ; pors
que se (Fig. 4.) dissermos simplesmente o angulo A ,
niio sabemos, se sequer entender o angulo BAC, ou
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o anguloBAD : quando porém ba sémente um angulo-
como na Fig. 4, », entio podemosdizer simplesmente
o anguloa, isto he , designal-o 56 com a letra do seu
vertice.

11. Pois que o angulo BAC (Fig, 4.) niio heou-
tra cousa mais do que a quantidade, que se deveria
mover o lado AB 4 roda do seu pouto* A , até chegar
da posigio AC 4 posicio AB; e como neste movi-
mento cada ponto de AB, por exemplo o ponto B,
ficando sempreigualmente distante dé-centro, descreve
um arco de circulo, o qual arco de circulo augmen-
ta, ou diminue na mesma razio que se augmenta,
ou diminue o angulo , he cousa natural, que este
arco se tome por medida do angulo. Mas como cada
um dos pontos de AB descreve um arco de differente
comprimento, nio he o comprimento do arco o que
se deve tomar, mas sim o numero de grios e partes
de grio , que sempre ha de ser igual em todos os
arcos,, que descrever cada ponto de AB; porque
comegando , continuando , e acabando todos estes
pontos o seu movimento no mesmo tempo, dio ne-
cessariamente igual numero de passos: tem sémente
a differenga , que os passos dos pontos mais distantes
do ponto A siio maiores, Podemos pois concluir ,
que:

12.  Qualquer angulo BAC (Vig. 4.) tem por
medida o numero de grios ¢ partes de grdo do arco,
que comprehende enire os seus lados . descrito com o
seu verlice como centro.

Pelo que quando no decurso desta obra disser-
mos, que certo angulo tem por medida certo arco,
deve entender-se, que o angulo tem por medida o
humero de griios e partes de grio deste arco,

13. Logo para dividir um angulo em muitas par-
fes iguaes, basta dividir o arco, que lhe serve de
wedida , em outras tantas partes iguaes , e pelos
pontos da diyisiio tirar linhas rectas para o vertice do
angulo, Adiante trataremos da divisao dos arcos,

14, Para fater wm augulo igual a outro: I;)f)r
exemplo , para fazer no ponto a da linha ac (Fig,
4. +) um angulo igual ao angulo BAC (Fig. 4.), he
Recessario descrever com o ponto @ como centro, e
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com uma arbitraria abertura de compasso um arco
indefinito ¢b : pondo depois a ponta do compasso no
vertice A do angulo dado BAC, se descreveri com a
mesma abertura o arco BC, que fica comprehendido
entre os dous lados deste angulo; e tomando com o
compasso a distancia de C a B, se marca a mesma
de ¢ para b, e isto dd o ponto b : e tirando por elle,
e pelo ponto aa linha ab, teremos o angulo bac igual
a EAC.

Com effeito a medida do angulo bac he o arco
be (12), e a medida do angulo BAC ke o arco BC;
mas estes dous arcos sio iguaes, porque sendo arcos
de circulos iguaes, tem cordas iguaes (7), pois que
a distéucia de b para ¢ se fez igual 4 distancia de B

ara C.
- 15, O angulo BAC (Fig. 5.) he chamado angulo
reclo, quando um dos seus lados AB nio se inclina
mais nem para o outro lado AC, nem para a sua
continugio AD,

Quando um dos lados AB (Fig. 4.) se inclina
mais para o lado AC, do que para asua continuagiio
AD, o angulo BAC se chama angulo agudo.

. Ultimamente se chama ao angulo obtuso , quando
(Fig. 6.) um dos lados AB se inclina mais para a
fﬂ?tinuagao' dooutro lado AC, do que para o mesmo

" e

16. Do gue deixamos dito dcerca da medida dos
angulos (12), podemos concluir: 1.° que o angulo
recto tem por medida 90°, ¢ o angulo agudo menos
de 90°, e 0 angulo obluso mais de 90°,

Porque se a linha AE (Fig. 3.) nio pende nem

ara AB, pem para a sua continuagio AD, serio
iguaes os dous angulos BAE, DAE: logo os arcos
BE, e DE, que sio a medida delles, serio tambem
iguaes; mas estes dous arcos juntos fazem a semi-cir-
cumferencia : logo o valor de ambos juntos he de 180°;
logo cada um delles he de 90°: logo tambem cada
um dos dous angulos BAE, DAE val 90°.

Pelo que fica dito he evidente, que BAC be de
menos, e que BAF he de mais de 90°,

17. 2.° Que os dous angulos BAC, BAD (I:Ilj;
4. 5. 6,) formados por uma linha recta AB, cai
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sobre outra recta €D, valem ambos  junfos 180°.
Por quanto o ponto ‘A péde sempre considerar-se
como centro de um circulo, de que CD fica sendo
diametro: ora os dous angulos BAC, BAD tem por
medida-os dous areos BC, ¢’ BD, de que se compée
a semi-circumferencia : logo ambos juntos valem 1807,
ou dous angulos rectos, R

18, 3." Quec tirando do mesmo ponto A (Fiz.3.)
quantas rectas se quizerem , AB, A4C, AL, AF,
AD, A, lodos os 03 , que com ellas se formdo
BAC,CAE; EAF , FAD, DAG , GAB, juntos
valem 360°, porque todes elles juntos occupio a cir-
camferencia inteira, ;

19.  Dous angulos como BAC, ¢ BAD (Fig. 4.),
que juntos fazem 180°, se chamao supplementos um
do outro; assim BAC he o supplemento de BAD , e
BAD be o supplemento de BAC, porque um destes
angulos he o que se deve accrescentar ao outro paia
fazer 180°.

Logo angulos iguaes teriio ignaes supplementos
¢ 08 angulos que tiverem supplementos iguaes, serio
iruaes, .
" 20, Coneluamos daqui , que os angulos BAC,
EAD (Fig. 7.) oppostes verticalmente, e formados
pelas duas vectas BI), e LC, sio iguaes.

Porque sendo CAD supglnmento de BAC, tam-
bem he supplemento de EAD,

21. Chama-se complemento de um angulo, on ds
um arco , aquella por¢io, em que este arco excede
90°, ou o que lhe falta para 90°. Assim (Fig. 3.)
CAE he complemento do angulo BAC; FAE he o
complemento.do angulo BAF ; pelo que complemen-
1o he o que ou se deve accrescentar, ou diminuir a
um angulo, para q[z;: elle fique valendo 90°.

zo os angulos agudos, que tiverem comple-
mentos iguaes , seriio iguaes , e reciprocamente : o
iesmo se deve dizer dos angulos obtusos,

Tanto na theorica, como na pritica, se estd
sempre a tratar de angulos : ao diante teremos bastantes
occasides de nos convencermos de que a cada passo
se encontriio na theorica. Quanto 4 pritica diremos,
que se faga reflesiio, em que a derrota de um navio se

[

-~
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conhece por meio dos angulos; que porelles se conhe-
ce , se vamos a barlavento, ou a sotavento de outro

navio, que encontramos no mar ; pelos angulos se de-
termindio as situagdes dos objectos a respeito uns dos
outros ; variando os angulos , que formiio com a quilha
as vélas, e o leme , he que se fazem as evolugoes dos
navios, se muda de derrota, se accelera, ou retarda
o sen movimento, Até pela medida dos angulos he
que no mar se determina o lugar, em que esti o navio,

Ha grande numero de instrumentos , que servem
para medir angulos, ou para formar , os que sio con-
venientes : vamos dar noticia dos principaes.

22. AFigura8. n:]ilresenta o instrumento chamado
Transferidor , o qual tem uso para medir angulos
sobre o papel, e ﬁara ahi mesmo fazer os angulos,

ue siio precisos. He commodo e frequente o sen uso.

e um meio circulo de metal , ou de vista de lanterna
dividido em 180°. Um pequeno chanfro nota o centro
C. Querendo medir , por exemplo, um angulo BAC
(Figg. 4.5. e 6.), applica-se o centro C no vertice A
do angulo, que se pretende medir, e o raio CB do
mesmo instrumento sobre um dos lados AC deste an-
gulo ; entiio olado AB continnado, sendo necessario,
mostra naquella dasdivisoes do instrumento , por onde
passa , de quantos grios he oarco do instrumento , que
fica comprehendido entre os lados do angulo BAC, e
Bongqt_ientemente (12) de quantos grios he o angulo

AC.

Para com este mesmo instrumento fazer um ane
gulo de determinado numero de griios , applique-se o
raio CB do instrumento sobre a linha , que deve ser-
vir de lado ao angulo, que se quer fazer, de modo
que o centro C fique no ponto, que ha de servir de
vertice a esse angulo: busque-se depois nas divisdes
do instrumento o numero de grdos, de que se trata;
e olugar, onde seacha este numero , se marque sobre
o papel com um ponto: tire-se por este ponto, e pelo
vertice uma linha recta , que faz entio com a primei-
ra o angulo, que se pede.

23. Para medir os angulos sobre o terreno, usa-
mos do instrumento, que representa a Fig. 9., a que
chamio Graphometro. He um semicirculo dividido
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em 180°, no qual se marcio tambem meios graos,
conforme a grandeza do seudiametro, O diametro DB
fuz corpo com o instrumento ; mas o diametro EC, a
que chamao Alidada , esti pegado ao instrumento sé
no centro A , 4 roda do qual se volve, e corre com a
extremidade C todas asdivisies do instrumento. Am-
bos estes diametros tem nos seus dous extremos pin-
nulas, pelas quaes se podem enfiar os objectos. O
instrumento anda sobre um pé, e sem mudar a posis
¢io do pé, se péde inclivar para toda a parte, con-
forme for necessario.

Se quizermos medir o angulo formade por duas
linhas rectas tiradas do ponto A, onde estamos, a
dous objectos I e G, pde-se o centro do Graphome-
tro em A , e o intramento se dispée de modo, que
olhando pelas pinnulas do diametro fixo DAB , se
veja I, um destes objectos, e ao mesmo tempo o
outro objecto G fique na continuagio do plano do
instrumento, o que se faz inclinando mais, ou menos
o Graphometro : move-se entiio alidada EC, até que
Eehia pinnulas Il, e C se enfie, o objecto G. O arco

C comprehendido cntre os dous diametros he entio
a wedida do angulo GAF.

Do que acabamos de dizer se mostra o modo,
com que sobre o terreno se pide formar um angulode
determinado numero de graos. Ordinariamente se fa-
zem no exiremo do diametro movel divises pela lar-
gura delle ; as quaes pelo modo, com que correspon-
dem 4s divisées do instrumento, ddo a conhecer as
partes do grio de d em » minutos, ou de 3 em 3.

Muitas vezes tem este instrumento uma Bussola
ordinaria, ou simples, como mostra a Fig. 9.

. A agulba magnetizada , que hea pega principal,
esla sustentada no meio della sobre um peiio , sobre
que se move livremente. Como tem a propriedade de
de se conservar constanleinente na mesma direcciio,
ou de a buscar, quando se tem arredado della (pelo
menos em o mesmo lugar, e por dilatado intervallo
de tempo), heutil , nouso destes instrumentos , a fim
de determinar a posigiio dos objectos a respeito dos
pontos cardeaes, ou da linha morte-sul , com a qual
faz sempre o mesmo angulo no mesmo lugar. O bordo

2.
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circular da cavidade, onde anda a agolha, tem ordi-
nariamente a gradugiio de 360°. Quando o instru~
mento se faz gyrar, a agulba, pela propriedade , que
tem , de se restituir & mesma situacfio , marca na nova
divisio, a que corresponde, quantos grios gyrou o
insirumento, .

Tambem se faz uso da Bussola sem Graphome-
tro, mas he unicamente para determinar grosseira~
mente um a um muitos pontos de um plano, ou carta ,
cujos pontos principaes se determindriio com exacti-
dio, tudo pelo modo que adiante diremos. .

24. A Bussola maritima , ou Compasso de mar ,
ou tambem Compasso de variagdo (Fig. 10.), niio se
distingue da Bussola ordinaria, senio pelo modo de
suspensio, que lhe he particalar, e que tem por obje-
cto fazer com que as partes todas desta mackina s que
servem para medir os angulos, niio participem de
outros movimentos do navio, alem daquelles, que pide
ter gyrando horizontalmente, Quando senio usa della ¥
seniwa fim de conhecer a direcgiio da quilba do navio,
chama-se-lhe Compasso de derrota. Anda fechada em
uma expecie de caixa chamada Bitacola , que vai
posta pela direcgiio da largura do navio. A agulba
nio anda solta sobre a espiga, ou peio, como na
Bussola ordinaria, porque andaria muite arriscada a
<air féra. Carrega-se com um pedago de taleo redon-
do, ¢ collado entre dous pedagos de papel, em cima
se pinta a rosa dos ventos, isto he, divide-se a sua
circumferencia nos rumos de vento, Facilmente se
comprehende, que gyrando o navio uma certa quan-
tidade, como a aguiba sempre fica firme, ou torna
constantemente para a mesma situagiio , niio correspon=
derd ao mesmo ponto da Bitdcola: observando pois
qual era o rumo, que eorrespondia 20 que a agulha
antes occupava, se conhecerd quanto variou de rumo
o navio ; péde-se pois usar della para tornar a =
veler constantemente o navio na mesma direcgilo, -

Quando se usa da Bussola para marear os ohje-
ctos, isto hes para reconhecer a que rumo de vento
eorrespondem , chamo-se-lhe Compasso de variagio.
Tem este nome de outro uso, de que nio he este
lugar proprio para se tratar, Entao he guarnecida da
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duas pinnulas A e B(Fig. 10.}, pclas quaes se ajustio
os objectos , cuja situagiio se quer conbecer. No mar
siio necessarios dous observadores, um que gyre com
o compasso de variagho, de modo que possa ajustar
o objecto; e ao mesmo tempo outro observa qual he
a posi¢iio da agulha a respeito da linha DE, que he
um fio atravessado perpendicularmentesobre a linha,
que se concebe passar por A e B,

Das perpendiculares ¢ obliquas,

25, Dlssemos (15), que a linha AB (Fig. 5.),
que nio se inclina wais nem para AC, nem para
AD, formava com estas duas linhas dous angulos,
que se chamao rectos.

- Eslta mesma linha' AB he tambem a que se cha-
ma uma perpendicular 4 linha AC, ou DC, ou AD,

Por esta definigiio se podem ter as proposigoes
seguintes, como verduades evidentes.

26. 1.° Quando uma linha A B(Fig.11.) ke per-
pendicular sobre outra linha CD , tambem  estoulra
CD he perpendicular sobre a linha AB.

Porque quando AB he perpendicular sobre CD ,
os angulos AEC, AED sio iguaes; mas AED he
igual a BEC (20) ; logo AEC he igual a BEC: logo
a linha CE, ou CD niio se inclina mais nem para
-‘.: 11?‘:, nem para BE: logo CD he perpendicular sobre

27. 2.° Do mesmo ponto E, tomado na liznha
CD, nio se pide lcvantar mais de que wmna sé per-
pendicular a esta linha,

28. 3.° E do mesmo ponto A, tomado fira de
uma linka CD , ndo se pide abaizar mais do que uma
s0 perpendicular a esta linha.

orque niio se pide imaginar mais do que um
unico caso, em que uma linha passando pelo ponto
E, on Belo ponto A , possa nilo se inclinar mais nem
para ED . nem para EC.

29.  dslinhas, que saindo do ponto A, se desvido
igualmente da perpendicular , sdo iguacs : estas linhas




14 EvLsmzrsToO0S

quanto mais sc arreddo da perpendicular , maiores
sio i;:‘meguerdcma#e a perpendicular he a mais curta
de todas.

Supponhamos EG igual a EF ; se dobrarmos a
figura AEG sobre a figura AEF , ficando alinha AE
commum a ambas , he clare que sendo o angulo
AEG igual ao angulo AEF, a linha EG se appli-
card sobre EF ; e porque EG se suppoz igual a EF
caird o ponto G sobre oponto F: logo AG se ajusta-
rit exactamente sobre AF : logo estas duas linhas sio
iguaes. Quanto 4 segunda parte da ‘Eroposiqio, he
evidentg, que suppondo-se o ponto C da linha CE
mais arredado de AB, do que o ponto I da mesma
linha CE, necessariamente fica mais longe de qual-

uer outro ponto de AB, que se quizer , do que ha
30 distar desse mesmo ponto o ponto F: logo tam=
bem a perpendicular he de todas a mais curta.

30. As linhas AF, AC, AG siio chamadas obli-

» a respeito da perpendicular AE, e da linha
Sg' ; e geralmente se chama uma linha obligua a
outra , quando o angulo, que ella faz com estoutra,
he agudo, ou obluso.

31. De que as obliquas AF, AG (29) sio iguaes
entre si, quando se afastio igualmente; da perpendi-
cular, se conclue, que quando wma linha he =
dicular ao meio L de outra linka FG (Figﬁﬁ.],
todos os pontos desta linha distio tanto do extremo
F, como do extremo G. Pois he evidente, que o
que temos dito do ponto A, se applica igualmente a
qualquer outro ponto da linha AE, ou AB.

32. Nio he menos evidente, que somenic os
tos de AE , perpendicular ao meto de FG, he que
podem ter igual distancia dos pontos F ¢ G. Porque
outro qualquer ponto, que ficar para a direita ou
esquerda da perpendicular, he evidentemente mais
proximo de um destes pontos , do que do outro.

Logo para que uma linha seja perpendicular so-
bre outra, he bastante que passe por dous pontos,
cada um dos quaes diste ignalmente de dous pontos,
que se tomarem na outra.

13. Dondeconcluimos: 1.” que para levantar wma
perpendicular ao meio de uma linha AB (Fig. 12.),
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he necessario pér em B uma ponta do compasso, e
fazer o arco IK com uma abertura maior do que me-
tade da linha AB ; passando depois ao ponto A, se
descreve com a mesma abertura de compasso o arco
LM, cortando o primeiro no ponto C , o qual ponto
distard igualmente de A, e de B. Pelo mesmo modo
se determinard depois outro ponto D, ou fique da
banda de cima, ou para baixo da linha AB, com a
mesma, ou com diversa abertura do compasso: tira-
se ultimamente pelos dous pontos C, D alinha CD,
que serd perpendicular ao meio de AB (32).

34, 2.° Se de um ponto E, posto fira da linha
AB (Fig. 13.), se quizer tirar uma perpendicular o
esta linka, ponha-se'em E a ponta do compasso, e
com uma abertura maior do que a mais curta distan=
cia, que ha dabi 4 linha AB, se farfio dous arcos,

ue cortem a linha AB nos pontos C e D: depois
estes pontos como centros, com uma abertura de
compasso maior do que metad: deCD, se descreverid
dous arcos, que se cortem em F; tirar-se-hd a linha
EF pelos pontos E e F, e esta ha de ser perpendicu-
lar a AB (32), pois que tem os dous pontos E e F
igualmente distantes cada um delles dos dous pontos
Ce D da linha AB.

35, Se o ponte E, pelo qual se quer tirar a per-
pendicular, estivesse na mesma linha AB, far-se-ia
*;I;mpre a operacio pelo mesmo modo, Veja-se a Fig.

Ultimamente se o ponto E tivesse tal posigio,
que commodamente se nio podesse marcar mais do
que um dos dous pontos C, ou D ; continuar-se-fa a
linha AB, e far=se-ia a operaciio pelo mesmo modo.
Veja-se a Fig. 15. e 16. A Figura 16. hepara o caso,
em que se quer levantar uma perpendicular no extre-
mo da linha AB.

Das Parallelas,

36, CHnmﬁo—se parallelas duas linhas rectas,
descriptas no mesmo plano, quando estas nunca se
P}‘ﬂem encontrar, & qualquer distancia que se lma-
ginem conlinuadas,
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l.oga duas linhas parallelas nio fazem entre si
angulo, < T i b iy y A ooe
‘. Logoduasparallelas sempre vio igualmente distane
tes uma da outra ; pois he evidente, que se ellas em
algum sitio estivessem ais juntas lo que em outro,
inclinar-se-ia uma sobre outra ; e consequentemente
por fini. viridio @ encontrar-se. Dy
87, 01" Quando duas linhos pareliclas AB; .é
€D (Fig. 17:) sdo cortadas per itma lerceiva EFy
(que entiv se chama secante) os angitlos BGE, DHE ,
ou AGHCCHF ; que fasem com esta linka para a
wiesima parle, sio iguaes. Porque nio tendo as linhas
AB e éD inclinagio algnma egtre si (36), devem
mecessariamente inclinar-se igualmente para a mesma
parte, cada umadellas a respeitodaguella linha, com
que se compurar. it g LT .
38. 27 Os angulos AGH, GHD sio iguaes:
porque acabdmos de mostrary, que AGEL be igual.a
CHF; mas CHE (20) he igual a GID: logo AGH
he igual a GHD. nytns e it 5 ton)
39, 3.° Os angulos BGE , CHF sio iguaes:
porque BGE he igual a AGH (20), mas j& mostri-
anos, que AGH era igual a CHF (37); logo BGE
be igual a CHF. A i 1's %)
- 40. - 4.° Os gngulos BGH ,'DHG , ow AGH,
LCHG sio supplementos um do oulro ; porque BGH
%Hsupplmnm de BGE, o qual (37) he igual a
G.
. 41...5i; Qs. angulos BGE, DHF, ou AGE,
CHF sio supplementos um do outro : pois que o an-
gulo DHF tem por supplemento DUG , o qual (37)
he igual a BGE. e
4¢. Cada, uma destas cinco propriedades se veri-
fica, todas as vezes queduas lin as parallelas sio cor-
tadas por uma terceira; e reciprocamenie, fodas s
vexes que no encontro de duas linkas rectas com wma
terceira se verificar qualquer destas cinco proprieda-
des, podemos concluir , que as duas linhas sio paral-
lelas ; o que se demonstra por modo inteiramente si-
amilhontesdnil =00l - -
Tende :achado as propriedades dos angulos, que
acabamos, de. examinar , 0s seus npmes podem .serﬂr
: e
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de firmar eslas propriedades na memoria. Aos angu-
los BGE, FHC chama-se-lhes alternos externos, por-
que ficiio de differentes partes da linha EF, e ambos
estio fora das parallelas. Os angulos AGH, GHD
sio chamados alternos infernos, por estarem de dif-
ferentes lados da linha EF, e ambos entre as paral-
lelas. Os angulos BGH, DHG tem o nome de inter-
nos para a mesma parle, porque ficio enlre as paral-
lelas , e da mesma parte dasecante EF. Ultimamente
chamilo-se exfernos para a mesma parie os angulos
BGE, DHF , porque estio fora das parallelas, e da
mesma parte da secante. v

43. Péde-se concluir das propriedades, que aca-
bamos dedemonstrar: 1.° Que se dous angulos A BC,
DEF (Fig.18.), voltados para a mesma parte, tem
ws lados parallelos, sdo iguaes. Por quante se imagi-
narmos que o lado DE se contintia até encontrar BC
em (G, os angulos ABC, DGC seriio iguaes (37);
pela mesma ragio o angulo DGC serd igual a DEF :
logo ABC he igual a DEF.

44. 2.° Que para tirar por um pento dado C
uma linha CD (Vig. 19.), parallela a outra ADB,
he necessario pelo pento C tirar arbitrariamente a
linha indefinita CEF, a qual cérte AB em qualquer
ponto E; e tirar pelo ponto C, do modo que fica
ensinado (14), a linha CD, tal que faga com a linha
CE o angulo ECD igual ao angulo FEB, que ella
faz com a linha AB; e tirando-se por esta maneira
alinba CD , ficard parallela a AB (37).

Alem disso cada uma das cineo propriedades,
que ficio estabelecidas, péde dar um methodo de tirar
uma parallela.

45. As perpendiculares , e as parallelas, de que
acabamos de fallar successivamente , tem uso mui
frequente em toda a mathematica pritica. As per-
pendiculares siio necessarias para se medirem as su-
perficies , e a solidez, ou capacidade dos corpos: a
cada passo se offerecem em todas as operagies da
Arquitectura naval. Como o angulo recto he de facil
construegiio, por isso se faz depender a construcgao
das figuras antes da perpendicular, do que de outra
qualquer linha,

F
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As parallelas, alem do sea frequente uso para
demonstrar facilmente na theorica um grande numero
de proposigoes , siio a base de muitas operagdes uteis,
Faz-se muito uso dellas na Pilotagem , principalmen-
te para marcar nas Cartas maritimas a derrota, que
seguio um navio na sua navegagio , a que se chama
apontar , ou fazcr o ponto,

Ao diante trataremos disso,

Das linhas rectas consideradas a respeito da circums-
. ferencia do circulo : e das circumferencias de circulo
comparadas wnas com outras.

46, .A. Curvatura uniforme do circulo dd occa-
sito a concluir della, sem ser necessaria rigorosa de-
monstragio :

1.° Que uma linka recla ndo poide encontrar a
circumferencia em mais de dous pontos.

2. Que em wm scmi-cirewlo a maior corda seme
pre sublende o maior arco , e reciprocamentc.

Chama-se geralmente secante (Fig.20.) a toda &
linha , como DE, que encontra a cireumferencia em
dous pontos, ficande parte desta linha féra do ciren-
lo: chama-se tangenie aguella , que nio faz mais do
que encostar-se 4 circumferencia : tal he a linha AB.

47. Uma tangentc ndo pode encontrar a circum-
Jerencia sendo em wn unico ponto. Porque se o en-
contrasse em dous pontos , entraria para dentro do
circulo , pois que destes dous pontos seria possivel tirar
dous raios ao centro, ou duas linhas iguaes, entre
as quaes se pode sempre imaginar uma perpendicular
sobre a linha, que une estes dous pontos: ora como
esta perpendicular (29)" he mais curta que qualquer
dos dous raios, claro estava, que a tangente teria
pontos mais visinhos ao centro, do que os em que
encontra o circulo: logo entraria para dentro do cir-
culo, o que he contra a definigie , que acabamos de
dar,

Niotendo a tangente mais do que um ponto com-
mumn com o ¢ircule , segue-se que o raio CA (Fig. 21.),
tirado para o pounto do contacto, he a linha mais




pE"GEOoONMETRIL A 19

curta , que se pode tirar do centro 4 tangente , e con-
sequentemente he perpendicular & tangente (29): logo
reciprocamente a tangente a qualquer ponte A do cir-
culo fie perpendicular ao extremo do raio CA, tirado
por esse ponlo,

48. Donde se v&, que para se tirar uma tangente
a um ponfo A dado na circumferencia de um circu-
lo , se deve tirar para essse ponto o raio CA, e tirar
ao extremo delle uma perpendicular, conforme fica
ensinado (35).

49. Logo havendo muitos cirewlos (Fig. 22.), que
tenhdo os centros na mesma linha recta CA , e todos
passem pelo mesmo ponto A, todos terdo por tangen-
te commum a linha TG, pchcndicuiar aCAd,e
todos consequentemente se . -

50. Daqui se tira, que para descrever um circulo
de determinada grandesa , e que toque oulro circulo
dado BAD (Fig.23.) no ponto dado A , he necessario
tirar pelo centro C , e pelo ponto A o raio CA, que
se continuard indefinitamente : depois se tomard a
ﬁ‘randeza do raio do segundo circulo, ou de A para
T, ou para 'V, (conforme se quer que o segunde cir-
culo contenha , ou niio contenha o primeiro) e do cen-
tro T, ou V se descrevera uma das circuamferencias
EF com o raio AT, on AV,

ol. A perpendicular levantada ao meio de uma
corda passa sempre pelo centro do circulo , e pelo meio
do arco , que esta corda subtende (Fig. 24.).

A E)erpenﬂicular deve passar por todos os pon=
tos igualmente distantes dos extremos A e B (32);
mas he evidente, que ocentro he igualmente distante
dos dous extremos A e B, pois dous pontos da
circumferencia : logo a perpendicular passa pelo cen-
tro,

Nio he menos evidente , que deve cortar o arco
pelo meio; pois sendo E o meio do arco, e tendo os
arcos iguaes AE, EB cordas iguaes (7), o ponto E
dista igualmente de A , e de B: logo a perpendicular
deve passar pelo ponto E.

32, Ficando em uma linha recta o meio do arco,
© meio da corda, e o centro, todas as vezes que uma
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Tecta passar por dousdestes pontos , pode-se dahi con-
cluir, que passa pelo terceiro.

E como ao weio da corda niio se péde tirar mais
de uma perpendicular, pode-se concluir , que se uma,
linba perpendicular a uma corda passar_por um destes. /
tres pontos, tambem. passard pelos oulros dous,

Das quaes propriedades se péde concluir :.

83.. 1. O modo de dividir wm angulo em duas
paries iguacs.

Para dividir em duas partesiguaes oangulo BAC
(Fig. 25.), descreva-se do seu vertice A como cen-
tro, e com um raio arbitrario o arco DE: depois:
dos pontos D e E, como centros , se descrewiio suce
cessivamente com um mesmo raio qualquer dous arcos ,.
que se cortem em um ponto. G; por este ponto, e
pelo ponto. A se tire a linha AG, a qual sendo per-
pendicular (33) ao meio da corda DE, dividirda em.
duas partes iguaes.o.arco DIE (51), e consequente-
mente tambem o angulo BAC, pois que os dous an-:
gulos parciaes BAG , CAG tem por medida os dous
arcos iguaes DI, EI (12).

b4. 2.° O modo de faser com que passe uma cir-
cumferencia de circulo por tres ponlos. dados, que,
ndo figuem em linha recla,

Sejito os tres pontos A, B, C(Fig: 26.); tiran«
do as linhas AB, BC, seriio estas cordas do circulo,
que se. pretende descrever.

Levante-se uma perpendicular ao meio da linha.
AB (33), e faga-se 0 mesmo ao meio de BC ; o pon-
to I, em que se cortio estas duas perpendiculares ,,
serit o centro, Por quanto este centro.deve estar na
linha DE (52) , pela mesma razio deve achar-se na.
linha FG: logo deve estar no ponto.l ; em que se.
encontriio , pois be o unico ponto commum 3 Que estas-
linhas tem.

53. Se a questiio fosse achar o.centro de um cir=-
culo, ou de um arco jd descripfo, bem se vé, que
bastaria marcar tres pontos arbitrariamente sobre este.
arco, e fazer a operagiio, que se acaba de ensinar.

56. E pois que nio achamos mais do que um.
poate I, com. que se satisfaga & questiio, devemos
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daqui' coneluir, qne por tres pontos dados nio se
péde fuzer passar twais de uma circumferencia de cir-
culo, e consequentemente , que duas circumferencias
de cirenlo ndo se podem encontrar em {ves pontos, sem
e canfundir%r.

87....3." O modo de faver com q um_ponio
dade B (Fig.27. e Eﬂ)fpaﬂc umafﬁcﬂfcrmﬂtz de
circulo, que toque outra em um ponto dado A,

Tire-se docentro C um raio CA para o ponto A
onde se quer que os circulos se tognen : prolongue-se
este’ raio para uta, ou oubra parle , guante for nes
cessario ; tlire-se uma linha do ponto A para o ponto
B, pelo qual se quer que passe acir{:um[l:'rencin, que
ge busca : levante-se uma perpendicular MN ao meio
de AB, a qual ha de cortar CA, ou a sua conti-
nuacio em B Este ponto DD serd o centio, e AD,
ou BD' o raio do circulo , que se procura. Porque
como a circumferéncia , que se quer descrever, deve
passar pelo ponio A, e pelo ponto B, deve o seu
centro estar na linha MN (51): alem disso, eomo
esta circumferencia ha de toear e A, deve o seu
centro achar-se na linvha CA: (49), ou pa sua conti-
nuagiie logo acha-se no ponto, em que se cortiao as
linhas CA e MN.

58, Se em vezdetocar uma circumferencia , se qui-
zesse que tocasse uma linha recta em um ponto-dado-
A (Fig. 29.) outra circumferencia, a qual passasse
pelo pento ‘dado By far-se-fa a mesma operagio, com
a differenca de que-a linha AC seria uma perpendi-
eular levantada sobre a recta dada no ponto A.

- 59. 4.° Duas cordas parallelas AB, CD (Fig.
30.) corlio enlre si arcos iguaes AC, BD.

Porque a perpendicular GI , abaixada do- eentro
G sobre AB, devedividir em duaspartes iguaes cada
um dos dous arcos AIB, CID (51), por ser tanto
perpendicnlar a AB y.como & sua parallela CD: logo
se de arcos iguaess AL, . BI se tirio arcos iguaes
CI, DI, os arcos que restio, AC, BD devem ser
iguaes;

Daqui concluimos, que quando uma tangente’
HK he parallela a uma corda AB, o ponto do con-
tacto I fica no meio do arco AIB.
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60. As proposigies, que estabelecemos (50, 57
e 58), tem applicagio na Arquitectura Naval, ou
construcgio dos navios. Muitas vezes se querem arcos,
que se toquem , ou que toquem linhas rectas, e pas-
seém por pontos determinados. O que wcabamos de
dizer , pode facilitar a intelligencia de alguns dos
methodos, que alli se prescrevem. Na Arquitectura
Civil se faz tambem muito uso de arcos , que se
tociio,

61. A ultima proposigio , que acabamos de de-
monstrar, entre outros muitos usos, pade tambem
servir para tirar uma parallela a uwmna linba dada.

Dos angulos considerades dentro do circulo,

62, DEixumos explicado, qual he a medida dos
- angulos geralmente (12). Agora niio vamos dar dif-
ferente methodo de os medir , estabeleceremos somente
algumas propriedades , que podem servir de utilidade
ao diante , lauto para executar certas operacoes s
como para facilitar algumas demonstragies.

63. O angulo MAN (Fig. 31. e 32.), que tem
0 seu vertice nacircumferencia, ¢ he formado ou
duas cordas , ou por uma tangente ¢ uma corda , tem
por medida metade do arco BFED, comprehendido
entre os seus lados. i

Tirese pelo centre C o diametro FH parallelo
ao lado AM , e o diametro GE parallelo ao lado AN :
o angulo MAN (43) he igual ao angulo FCE: logo
terd a mesma medida que aquelle, que tem o seu ver-
tice no centro , isto he , tera por medida o arco FE :
Testa Bois mostrar, que o arco FE he metade do arco
BFED. Ora BF he igual a AH (59), por quanto
AM, HF sio parallelas; e porque AN e GE sao
tambem parallelas , o arco ED he igual a AG: logo
ED e mais BF siio iguaes a AG mais AH, isto he ,
GH ; mas GH eomo medida do angulo GCH, deve
ser igual a FE medida do angulo FCE, que (20) he
igual a GCH: logo BF com ED sio iguaes a EF :
logo FE he metade de BFED : logo o angulo MAN
tem por sua medida metade do arco BFED, compres
ido entre os seus lados,
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Esta demonstragiio suppée , que o centro: do
circulo estd ou entre os lados do angulo, ou em um
destes lados: mas quando o centro estiver fora dos
lados , como suceede no angulo MAL (Fig. 32.), nem
por isso seria menos verdadeiro , que a medida do
angulo be metade do arco BL comprehendido entre
os seus lados, perque imaginando a tangente AN,
o angulo BAL-bhe igual a LAN menos MAN : logo
elle tem por inedida a differenca das medidas destes
dous angulos , isto he (pois que o centro esti entre os
lados), metade da LEA menos metade de BEA , ou
metade de BL. _ _

64. Logo 1.° Todos os angulos BAE , BCE
BDE (Fig. 33.), que tendo o vertice na cireumfe-
rencia , comprehenderem entre os seus lados o mesmo
arco, ou arcos iguces, sdo igudes ; porque a medida
de cada um delles ser§ metade do mesmo arco BE (63).

65. 2.° Todo o angule BAC (Fig. 34.), que tiver
o vertice ma circumferencia, e cujos lados passarem
pelos exiremos do diamelro , sevd recto, ou de 90°;
pois que entio ha de comprehender entre os seus lados
a semi-circumferencia BOC, que be de 180°; ¢ como
a sua medida he metade della (63), serd de 96°.

66. A proposicio, que se acaba de demonstrar
(65), pode. entre muilos outros usos ter os dous se-
guintes, :

67.. 1.° Para levantar wma perpendicular no ex-
tremo B de wina linha I*B (Fig. 35.), quando esta
linha niio se péde continuar, quantohe bastante para
executar commodamente o que fica ensinado (35):
eissaqui como se pide proceder,

De um ponto D tomado arbitrariamente féra da
linha FB, e com abertura igual 4 distancia DB, se
descreva a circumferencia ABCH , que eirte FB em
qualquer ponto A ; tire-se por esle ponto, e pelo cen-
tro D o diametro ADC; e tire-se do ponto €, em
que este diametro corta a circumferencia, ao ponto
B a linha CB, que ha de ser perpendicular a FB :
porque o angulo %AB, que ella férma eom FB , tem
0 vertice na circuinferencia , passando os sews lados
pelos extremos do diametro AC: logo este angulo he
recto (68): logo CB be perpendicular sobre FB,
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68. 4.° Para deum ponto E , dado fira do circulo
(Fig. 86.) A BD , tirar uma tangente d circumferencia
deste circulo. Tire-se a recta CE, que una o centro
C com o ponto E ; e com CE, como diametro, se
descreva a circumferencia CAED, a qual circumfe-
rencia ha de cortar a circumferencia ABD 'em dous
pontos A e D : tirando de cada um dos dous pontos
A e D para o pento E as linhas DE e AE, serio
-estas as duas tangentes, que se podem tirar do ponte
E 4 cirenmferencia ABD. .

Para nos convencermos de que estas linhas s3
tangentes, basta tirar os raios CA, CD, Os dous
angulos CDE, CAE tem ambos o seu vertice na
circumferencia ACDE, e o0s lados destes angulos pas-
sao pelos extremos do diametro CE: logo (63) estes
angulos sio rectos : logo DE e AE siio perpendicula~
res aos extremos dos raios CD, e CA: logo (47)
estas linhas sho tangentes em D e A,

69. Se o lado BA se prolongar indefinitamente
para I (Fig. 31.), teremos um angulo NAI, que
tem o vertice ma circumferencia: este angulo, que
nio he formade por duas cordas, mas sémente por
uma.corda , e pelo prolongamento de oatra, nio teri
por medida metade do arco AD comprebendido entre
os seus lados, mas sim metade da somma dos dous
arcos AD e AB subtendidos pelas cordas AD e AL
prolongada. Porque sendo DAI e DAB iguaes a
dous angulos rectos, tem ambos por medida metade
da circamferencia ; mas ji mostrimos , que DAB
tem por medida metade do arco BD (63): logo DAL
tem por medida metade do arco AD, e mais metade
de arco AB,

70. O angulo BAC (Fig. 37.), que tem o verti-
e enlre o ceniro ¢ a circumferencia, tem por medida
metade do arco BC comprehendido entre os seus lados ,
mais metade do arco D E comprehendido entre o pro-
longamento destes mesmos lados.

Do ponto D, em que o lado CA prolongado
encontra a circumferencia y se tire DF parallela a
AB: o angulo BAC he igual a FDC(43) , consequen-
temente ha de ter a mesma medida que este , isto he,
metade doarco FBC (63), oumetade de BC, e mais

metade
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metade de BF, ou tambem [viste ser BF igual a DE
(59) ] metade de BC, e mais metade de DE.

«71. Um angulo BAC (Fig. 38.), que tem o ver-
tice fora do circulo, tem por medida metade do arce
concavo BC,"menos metade do arco convexo ED ,
gue fica comprehendido entre os seus lados,

Do pento D, em que.CA se encontra com a
circumferencia , tire-se DF parallela a AB.
O angulo BAC he igual a FDC (43): logo terd

a mesma medida que este, isto he, metade de CF,
ou metade de CB menos metade de BF ; mas BF
be igual a ED (59): logo a medida do angulo sera
metade de CB menos metade de ED.

72. Daqui se mostra , que quando os lados deum
angulo cortio um arco de circumfercncia, se este
angulo tem por medida metade do arco comprehen-
dido entre estes lados, necessariamente tem o seu ver-
tice na circamferencia, porque se o tivesse em oulra
parte , as preposigies demonstradas (70 e 71) mostra-
riio que elle nio tein metade deste arco por medida.
Logo de qualquer modo que um angulo se collocar, se
os seus lados{Fig. 33.) sempre passarem pelos mesmos
pontos Be E da circumferencia , sempre o seu vertice
ficard em algum ponto da circumferencia. Logo se se
moverem sempre no mesmo plano duas régoas AM,
AN (Fig. 39 ) pregadas uma na outra, tocando con-
tinnamente os lados dellas em dous pontos fixos B e
C, o vertice A descreverd a ciréumferencia de um
circulo, que ha de passar pelos dous ponto B e C.

Isto péde servir: 1.° ﬁurd descrever wm eireulo ,
que passe por Ires ponlos dados B, A, C (Fig.39.),
quando se ndo pode chegar ae sew centrs. Una-se o
ponto A aos deus pontos B e € com duas régoas

AM, AN: segurem-se estas duas régoas de modo,
que se nio afastem uma da outra; movendo entio o
angulo BAC de -modo , que as régoas AM , AN
toquem sempre nos pontos BeC, overtice A descre-.
¥erd a circumferencia, que se pede,

9.° Para descrever wm arco de circulo de um|
determinado numero de grdos, o qual pelos dous
pantos dados B e C, operagiio que péde ser necessaria
A& pratica, b 2

4
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Para este im se diminua de 360° o numero de
grios , que esle arco deve ter: tome-se metade deste
‘Teslo, e abrio-se as duas régoas de modo que fagio
um angulo igual a esta metade: firmem-se entio as
duas regoas uma naoutra, e fazendo-as fnover a roda
dos dous pontos fixos B e C, o arco BAC, que @
vertice A descrever neste movimento, seri do numero
de grios proposto,
He facil de conhecer , o porque o angulo BAC
se faz igual & metade dazuelle resto; he por elle ter
por medida metade de BC, que he a difierenga entre

toda a circumferencia e o arco BAC,

Das lLinhas reclas, que fechdo espago.

73. 0 Menor numero de linhas rectas, que se
podem empregar para fechar um espago, he o de
tres: a este espago se chama friangulo rectilineo, ou
simplesmente friangulo. ABC (Fig. 40.) he um trian-
gulo, pois he win espago comprehendido por tres li-
nhas rectas; ou mais exactamente, he uma figura,
que tein sémente tres angulos,

He evidente, que em todo o lriangulo a somma
de dous lados, quaesquer que elles sejao, sempre he
maior que o terceiro. AB mais BC, por exemplo,
sito mais compridos do que AC; porque sendo AC
uma recta,. que vaide A para C , he o caminho mais:
curlo, que ha entre estes dous tos,

Um triangulo,. cujos tres f::lnos sdo iguaes, he
chamado triangulo equilatero-(Fig. 41.).

A'quelle triangulo, que tem sémente dous lados-
iguaes, chama-se sosceles (Fig. 42.).

. E dquelle, que tem todos os tres lados desiguaes
dd-se-lhe 0 nome de triangulo scalcno (Fig. 43.).

74. . A somma dos tresangulos de todo o triangulo-
veclilineo val dous angulos rectos, ow 180°.

Continue-se indeflinitamente o lado AC para E
(Fig.40.), e conceba-se a liIlf@CD parallela a0 lado
AB

0 angulo BAC he igual ao angule DCE (37),
Pois que as linhas AB , DC sio parallelas: e pelases
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gunda propriedade das parallelas {38) oangulo ABC
be igual ao angulo BUD : logo osdous nngnlos BAC
e ABC juntos valem tante como osdous BCD, DCE,
isto he, tanlo como o angulo BCE ; mas BCE he
supplemento de BCA (17 e 19): loge os dous angu-
los BAC e ABC formao juntos o supplemento de
BCA : logo os tres angulos juntos valem 180°.

75. Esta demonstragiio prova ao mesmo tempo ,
que o angule externo BCE de um triangulo ABC
val tanto como a somma dos dous internos BAC, ¢
ABC, que lhe fiudo eppostos.

Concluamos do que se acaba de dizer (74): 1.°
Que wmn triangule rectilinee ndo pode ter mais de
um angulo recto ; e tendo-o, se lhe-chama triangulo
rectangulo (Fig. 43.).

2. Que ainda ba mais palpavel razio, para nde
poder ter mais de wm angulo obtuso ; e o triangulo,

ue o tiver , tem o nome de triangulo obtusangule

(Fig. 44.).
3.° Que pdde ter fodos os angulos ; e he
entio denominado triangulo (Fig. 45.).

4.° Que conhecidos dous angulos, ou a somma
de dous angulos de wm triangulo, se conhece o terceie
ro, diminuindo de 180° a somma dos dous angulos
cnnher:ider. 4 F 4

5.° Que gquando dous um triangu
sdo iguacs a oulres dous angulos de outro triangulo,
o terceiro angulo tambem he igual ao outro lerceiro.
Por quanto todos os tres angulos de cada um dos
triangulos valem 180°.

6.° Que os dous angulos agudos de um trianguls
vectangulo sempre sdo complemento um do oulro(21).
Por quanto sendo um dos angulos de 90°, para os
outros dous juntos restio sémente outros 90°.

76. Jaacima mostrimos (54), que por tres pontos,
que nio estejiio em linha recta, se pode fazer sempre
passar uma circumferencia de circulo ; concluamos
daqui, que: -

Pelo vertice dos tres angulos de wm triangulose
pode sempre faser passar uma circumferencia de cir-
: chama-se a isto circumserever um circulo a um
triangulo, - S ‘
.
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77. Daqui se conclue facilmente: 1.* Que s dous
angulos de um fﬂav?gulo' sdo dguacs , tambem sio
iguaes os lados, he ficdo oppostos ; e reciprocas
mente sc dous lados de wm triangulo sio iguacs, serdo
sguacs os angidos oppostos a cstes ladeos; 1o

+ Porque descrevendo uma eircuniferencia pelos
vertices cq!ns tres angolos A, B, C (Fig. 46.), se os
angulos ABC, ACD sio iguaes , 05 arcos ADC ,
AEB, cuja metade lhe serve de medida (63), seris
iguaes; logo (7) nas cordas AC, AB sio iguaes: e
reciprocamente , se os lados AC, AB sio iguaes, os
arcas. ADC , AEB serio iguaes ;- logo. os angulos
ABC, ACB, que tem por medida metade destes ar
€05 , seTdo iguaes. -

Logo os tres angulos de um triangulo equilatere
siio iguaes, e consequentemente cada um val o tergo
de 180°, ou 60° '

78. Q.° No mesmo triangulo, A BC (Fig. 47.) o
maior lado fica opposto ao maior angulo , ¢ o menor
lado ao menor angulo ; e reciprocamente..

Porque se o angalo ABC he maior que o anguls
ACB,. 0 arco AC seri. maior. do que o-arco AB, e
consequentemente:a corda AC he maior do que acors
da AB. Do mesmo modo se deuntonstra o reciproce-
disto,

Da. uj'rmf;&:dc dos triangulos,

79. I_Ii‘l muitas proposiches, euja demonstras-
gio se funda Bu-igualdade de certos triangulos, que-
nellas se considerio, pelo que serd conveniente estar
‘belecer aqui 08 caracteres , pelos quaes se péde recoe
nhecer esta ignaldade : elles sio tres,

.80, Dous, triangylos sdo iguaes, quando-tem um
angulo igual , e comprehendido entre dous lados iguass
wcada wn. a cada win.
Seja o angulo B do triangulo BAC (Fig. 48)
igual ao angulo, I do triangulo EDF (Fig. 49.);.
-seja.o lado AB.igual aolado DE , e o lado BCigual
a0 lado EF :eis-aqui como se péde provar , que estes-
dous triangulos sio iguaes. s
- @ A

#
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- Tmagine-se  a figura 'ABC sobreposta & figura
DEF, de.modo gue olado AB fique exactamente
.applicado sobre 0-sew igual DE; porgue o angulo B
be igual ' ao angulo E..cairk o lado BC sobre EF,
¢ 0 ponto; G caita sobre.o ponto F, visto que BC se
suppoz igual a EF, Caindo o ponto A sobre D, e
C sobre I'; fica evidente, que AC se applicaexacta-
mente sobre DF , ¢ consequentemente os dous trian-
gulos se ajustiio perfeitamente.

Logo para construir um triangnlo, no qual fos-
sem conbecidos dous Jades, e o angulo, que elles
comprebendem , se tirara (Fig. 49.) uma linha DE
igual a um dos lados conhecidos: sobre esta linha se
fard wm angulo DEF igual ao angulo conhecido (14);
‘e fazendo EF igualao segundo lado conhecido , tirar~
-se-ha DF , o que acabara de fazer o triangulo, que
se ME-D b =omaed k.‘

81. ous friang sdo iguaes, quando tem um
dado dgual adjacm#i“ a dous angulos iguacs, cada wm
& cada um, 4

Seja. o lade AB-(Fig. 48.) ignal ao lado DE

Fig. 49.), 0 angulo Bigual acangulo E, e oangulo
igual ao angulo D.
. Imagine-se o lado AB exactamente ajnstado so-
bre o lado DE, porque o angulo B he igvnal ao an-
.gulo E, cairid o lado. BC sobre EF : similhantemente
orque o angulo A he igual ao angulo-D, caird o
do AC sobee DI ; logo AC ¢BU se encontrarad-
no ponto F ; logo os deus triangulos sio iguaes.

Por tanto para construir nm. triangulo ,. em que
se conbecesse um lado, e os dous angulgs adjacentes ,
tire-se (Fig. 49.) uma linha DE igual ao lado conhe-
e¢idoz nos extremos L e D destas linhas se fagiio (14)
o5 angulos Ee D iguaes aos dous angulos conhecidos ,
.que se dio; e os lados EF, DF, encontrando-se,
- terminario o triangulo, que se pede,.

82, A proposicio (81)pdde servir para demonstrar,
que as partes AC, BD (Iig. 50.), de duas povaile-
< das postas eutre ouiras duas paraliclas AB, CD, sdie
tguacs, ks o ‘
. Abaixem-se as duas perpendigulares A, BF:
«#8 angulos AEC, BID sio iguaes,, pois 530 rectos ;.
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e porque AC e BD, AE e BF sio parallelas, sera
o angulo EAC igual a FBD (43). Alem disso AE
he igual a BF (36): logo os dous triangulos AEC,
BFD sio iguaes , pois tem um lado igual adjacente a
dous angulos iguaes cada um a cada um: logo AC
be igual a BD. ' z

Do mesmo modo se demonstra, que se AC he
igual e paralicla a BD, serda AB igual e parallela a
CD; porque além de que o lado' AC beigual a BD,
e o angulo em E herecto comoem F, oangulo ACE
sera igual a BDF, porque AC he parallela a BD
(37) : logo (75) o terceiro angulo EAC seri igual ao
terceiro angulo DBF , logo os dous triangulos terio
wm lado igual adjacente a dous angulos iguaes cada
um a cada um: logo seriio iguaest logo AL he igual
a BF, e consequentemente as duas linhas siio paral-
lelas. Ora disto, e do que acabamos de demonstrar
(82), segue-se, que AB 't:iigual a CD.

81. ous Iri ] 3 ndo tem os
tres lados entre M mdalﬁ:‘:z cag::um.

Seja o lado AB (Fig. 48.) igual ao lado DE
(Fig. 49.), o lado BC igual ao lado EF, e o lado
Agi al ao lado DF,

magine-se o lado AB exactamente applicado
sobre DE, e o plano BAC sobreposto ao plano da
ﬁgui;a DEF: digo que o ponto C cde sobre o pon-
to F. :
Dos pontos D, e E, como centros, com os rains
DF, EF, se descreviio 0s dousarcos IK, e HG, s
guaes se cortiio em F; he evidente , que o ponto C
eve cafr em algum ponto de 1K, porque AC he
igual a DF: pela mesma razio o ponto C deve cair
em algam ponto de GH , pois queBP((;he igual a EF:
logo deve cair sobre o ponto F, que he o unicopon-
to commum, que estes dous arcos podem ter para
uma mesma parte do lado DE; logo os dous trian-
gulos ajustdo-se perfeitamente , e por consequencia
siio iguaes,
go para construir um triangulo, cujos tres
lados séo conhecidos, he necessario (Fig, 49.) tirar
uma linha recta DEigual a um dos lados conhecidos :
do ponto D como centro, ¢ com um raio igual a0
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segundo lado conheeido se descreva o arco IK : simi-
Ibantemente do ponto E como centro, e com um raio
igual ao terceiro lado. conhecido se descreva o arco
é[—l : ultimamentedo ponto da intersecgao F se tirem:
para os pontos D e L as rectas FD e FE.

BDos polyzones.

1
84. C/Ham'ao geralmente Polygono a uma fi-
gura de qualquer numero de lados.
Quando tem tres lados, chama-se-lhe

Triangulo ou Trilatero.

Setem 4. . . Quadrilatero.
. « JPentagono.

b.

d 6. . . Hexagone.
T Heptagono.
8. . . Octogono.
- B Enneagono.

10. . . Decagono.

Nio augmentamos mais & lista'destes nomes, porque
tio bem designada he uma figura, annunciando o
numero dos seus lados, como usando-se daquelles no-
mes proprios , cujo grande numero carregaria inutil-
mente a memoria ; apontamos sbmente estes, porque
se enconlriio com mais frequencia do que os outros.

Chama-se angulo suliente aquelle, cujo vertice
sie para fora de figura : todos os angulos da Fig, 51,
siio salientes,

Pelo contrario angulo reintrante he aquelle , cujo
vertice esta para a parte de dentro da figura. O an-
gulo CDE (Fig. 52.) he um angulo reintrante.

hama-se Diagonal uma linba tirada de um an-
gulo a outro em qualquer figura. AD, AC (Fig, 61.)
sio diagonaes,
85. Todo o polygono se péde dividir por diago-
naes liradas de wm dos angulos em tanios triangulos ,.
Quantos lados tem menos dous, -
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Basta olhar para as Figuras 51. 52, para come
prehender , que.isto geralmente be verdade,

86. I&igm ter a somma de todos es
infernos r polygono , fomem-se tanlas veses
180°, guantos sdo mpﬁim do polygono menos dous.

Por quanto he evidente, que a somma dos an-
gulos internos do polygono ABCDE (Fig. 51.), e
ABCDEF (Fig. 52.) bhe a mesma, que a dos trian-
gulos ABC, ACD, etc.; mas a somma dos lres an-
gulos de cada um destes triangulos he de 130°: logo
a somma dos angulos do polygono he de tantas vezes
180°, quantos sio os triangulos , isto he (83), tantas
vezes, menos duas, quantos sio os lados.

Nota. Na Figura 52 o angulo CDE, para que
seja comprehendido na proposigio precedente, nio
se deve contar pela parte CDE exterior ao polygono,
mas pela parte CDE composta dos angules ADE,
ADC: ke um angulo de mais de 180°, que se deve
considerar come angulo do mesmo modo, que outro
qualquer de menos de 180°. Porque geralmente um
angulo (10) nio he mais do que a quantidade, que
uma linba gyrou i roda de um ponto fixo, e ou gyre
mais , ou menos de 180°, a quantidade, que gyrou,
sempre he um angulo.

87, Se se conlyuarem para a mesma parte todos os
lades de um polygono , que ndo tem angulos reintran-
tes, a somma de todos os angulos externos serd i
a 360°, qualquer que scia 0 numero dos lados do po-
lygono, Veja-se a Fig. 51,

Cada angulo externo he o supplemento do an-
gulo interro , que lbe fica contiguo ; pelo que os an-
gulos internos , juntos com os externos, valem tantas
vezes dous rectos, ou 180°, quantos sio os lados do
polygono ; mas (86) os angulos internos differem desta
somma duas vezes 180°, ou 360° ; logo para os angu-
gulos externos restiio 360°,

88. Chama-se polygono regular aquelle, que tem
todos os angalas iguaes, e todos os lados iguaes. Ve=
ja-se a Fig. 53.

He facil de conhecer o valor de cada angulo in-
terno de um polygone regular ; porque sabendo pela
proposigio B6 , quanto val a somma de todos o

angulos
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angulos internos, basta dividir este valor total pelo
numero dos lados, Pergunta-se , por exemplo, quan=
to val o angulo interno de um Pentagono regular?
Como tem cinco lados , tomarei 180° cinco vezes
menos duas, isto he, 3 vezes, que me dia 540° por
valor dos cinco angulos internos: logo sendo todos
izuaes, val cada um a quinta parte de 540°, ou
108°,

89. Segue-te da definigho do polygono regular,
que por lodos os vertices dos angulos de um polygono
regular se pode descrever sempre uma circumferencia
de circulo.

Porque deixamos provado (54), que pelos tres
pontos A, B, C (Fig. 83.) se pide fazer com que
passe uma circumferencia de circulo: oradigoeu, que
ella tambem passa pelo extremo do lado CD. He facil
de provar , que o ponto D, em que esta circumferen-
cia deve encontrar o lado CD, dista de C uma quan-
tidade ignal a BC; porque sendo o angulo ABC igual
a BCD , os arcos AEC, BFD , cujas metades servem
de medida a estes angulos (63), devem ser iguaes:
tirando de cada um delles o arco comwam AFED,
os arcos, que restio, CD e AB devem ser iguaes:
logo tambem (7) as cordas CD e AB sio ignaes:
logo o ponto D, em que o lado CD he encontrado
pela circumferencia, que passa por A, B, C, he o
mesmo vertice do angulo do polygono, O mesmo se
pode ‘demonstrar dos angulos !li'loe F.

90. Daqui se vé, que para circumscrever um cir
culo a um polygono regular, se redus a questio a
Jazer com que passe um circulo pelos vertices de tres
dos scus angulos : o que se faz pelo modo, que fica
ensinado (54).

91. Todas as perpendiculares abaizadas do_centro
do polygono regular sobre os lados sdo iguacs. Por-
que estas perpendiculares O, OL devendo eair no
meio de cada lado (52), serio iguaes as linhas A,
AL: mas AO he commum aos dous triangulos OHA ,
OLA ; alem disso , porque os dous triangulos ABO ,
AOF tem o5 tres lados de um iguaes aos tres lados
do outro , seriio iguaes os angulos OAH ,0AL: logo
os dous triangulos OAH , OAL, queatem um anguloe
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igual comprehendide por. lades iguaes, sio edire si
iguaes (40): logo OH he igual a Ol.

Logo se eom um raio igual a umna das perpendi-
culares se descréve uma circumferencia, tocard todos
os latlos. Esta cireumferencia chama-se inserila no
polygono.

As perpendiculares OH , OL se chama cada uma
dellas o apothema do polygono.

92. He claro que se do centro do polygono regu-
lar se tirao linhas para todos os angulos, estas linhas
comprehenderid entre si angulos iguaes, por quanto
estes angulos teriio por medida arcos subtendidos por
cordas ignaes: logo para saber qual he o angulo do
centro de wm polygono regular, he necessario dividir
360° pelo mumero dos lades. Porque estes angulos
iguaes todos juntos tem por medida a circumlerencia
inteira, No hexagono, por exemplo, cada angulo do
centro serd a sexta parte de 360°, isto he 7 60°,

93. Logo o lado do hexagono he igual ao raio do
cireulo circumserito , porque. tirando os raios AO e
BO, seri isosceles o triangulo AOB, e consequentes
mente (77) seriio iguaes os deus angulos BAO e ABO;
mas o angulo AOB he de 60°: logo os outros dous
devem valer juntos 120° (74): logo cada um delles he
de 60°: logo os tres angulos sao iguacs, e consequen-
temente he equilatero o triangulo (77): logo AB he
igual ao raio AO,

94. Nilo diremos mais dcerca dos polygonos regu-~
lares , por quanto as mais propriedades facilmente se
deduzem das que acabamos de expér: sémente ac-
crescentaremos o uso da ultima proposicio para se
dividir a circumferencia de 15 em 15 grios,

Tirem-se dous diametros AB, DE (Fig. 54.) per-
pendicularcs um a outro; e tomando uma abertura
de compasso ignal ao raio CE, se applicard successi-
vamente de E para F, ede A para G. Por este
modo ficard o quarto da circumferencia AE dividido
em tres partes iguaes , AF ,FG, GE ; porque, como
tomdmos o raio na abertura do compasso, segue-se do
que acabamos dedizer (93), que o arco EF he de 60°;
was EA he de 90°: logo AL he de 30°: pela mesma
razio AG-he de 60°; e sendo AE de 90, fica sende
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GE de 30°: ultimamente do arco total AE de 90°
abatendo os arcos AF e GE , que valem ambos
60°, o resto FG sera de 30°. Dividido assim o quar-
to de circumferencia em arcos de 30°, facilmente se
péde ter oarco de 15°, dividindo pelo meio cada um
dos arcos AF, FG, GE, segundo o methodo ensi-
nado (53). Far-se-ha a mesma operagio em cada um
dos outros quartos AD, DB, e BE,

Se esta divisio se quizesse levar até o arcode1°,
seria necessario fazel-o por tentativas, pois para isso
nio ha methodo Geometrico. Ha todavia methode
Geometrico para chegar directamente até ao arco de
8° : mas como as proposigées, que servem para isso,
nio tem outra utilidade , ndio trataremos dellas,

Advertiremos sémente , que por operagoes Geo-
metricas entendemos aqui aquellas operagoes , em que
o que se pede , pide por-se em execugiio por meiode
um determinado numero de operagbes, feitas unica-
mente com régoa e compasso.

Das Linhas propercionaes.

95. ANtes de entrar no assumpto do que res-
peita ds linhas proporcionaes , poremos aqui algumas

proposigoes acerca das proporgoes, que sio necu&artv

n
Fe 4
4 W

consequencia do que deixdmos ensinado na Arithies
tieca. Mas para abbreviar discursos , assentaremos

daqui em diante, que, quando duas quantidades se

devem ajuntar uma 4 outra, indicaremosSPsta ope-

racio pelo sinal 4-, que equivalerd 4 palavrr nais;

pelo que 443 significard 4 mais 3, on 4 sommg¥
dos com 3, ou 3 sommados com 4. Similhanteme
para denotar a diminuicho, nos valeremos deste glpal
—, que que equivalerd 4 palavra menos ; de modo,
que 5 —2 significard & menos 2, ou que se devem
diminuir 2 de 5. Como nem sempre se trata de fazer
redlmente as operagies, mas muitas veges se discorre
sobre as circumstancias destas operagdes, muitas vezes
lie mais wtil representalsas, do que . mostrar 0 que
“resulra dellas.
i -
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Servir-nos-hemos deste sinal % para indicar a
multiplicagiio , o qual he equivalente destes termos
multiplicado por ; assim & X 4 significa d multipli-
cado por 4,

]fnra denotarmos a divisio, faremos o mesmé
gue na Arithmetica: escreveremos o dividendo, e o
divisor em férma de fracgio, sendo o dividendo o

numerador , e o divisor o denominador ; assim =

7
denotard 12 dividido por 7.

Supposto isto, ja vimos (Arith, 185), que em
toda a proporgio a somma dos antecedentes he para
a somma dos consequentes, como cada um dos ante-
cedentes para o seu consequente ; € que O IMESIO SUC=
cede com a differenca dos antecedentes comparada
com a dos consequentes,

96. Daqui pois podemos concluir , que em toda a
proporgdo a somma dos antecedentes he para a somma
dos consequentes, como a differenga dos antecedentes
he para a dilferenga dos consequenies ; pois como na
proporgiio 48 : 16 :: 12 : 4, por exemplo, temos
(Arith. 185).

48412:1644::12: 4
48—12:16—4::12: 4

Fica evidente (por causa da razio de 12 : 4, que
he commum) , que tambem daqui se péde concluir
484 12: 1644 :; 48—12: 16 —4. O mesmo
discurso se péde applicar a outra qualquer propor-
¢iio,

97. Alternando pois esta ultima proporgio, ou
pondo o terceiro termo no lugar do segundo, e o se-
gundo no lugar do terceiro , oque se pide fazer (Arith.
182), teremos: A somma dos aniecedenles para a
sua differenga, como a somma dos consequenles para
a differenga dos mesmos consequentes.

98, Se na proporgio 48 : 16 12 : 4 se trocarem
os dous termos medios , ficando 48 : 12; 16 : 4; e
a esta proporgiio se applicar 0 que acabamos de de-
monstrar (Y6) , teremos 48 4= 16 : 12441 48— 16 :
12—4, que a respeito da prcgorgio 43 ; 16112 ¢
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4, dd esta proporgio: A somma dos dous primeiros
termos de uma proporgio le para a somma dos seus
ultimos termos, como a differenga dos dous primeiros
he para a differenga dos dous. uitimos (ou pondo o
terceiro termo em lugar do segundo, e o segundo
em lugar do terceiro}, a somma dos dous primeiros
termos he para a sua differenga, como a somma dos
dous ultimos he para a sua differenga.

9Y.  Se uma razio se compbe do producto de mui-
tas razdes , acada uma dasrasdes componentes se pide
substituir wina raxio representada por outros termos,
com tanto que estes dous termos tenhdo a mesma ra=
%do , i;w aquelles, a que sé substituem.

or exemplo, na razio de 6 X 10 : 2X 5, em
lugar dos factores 6 e 2 se péde substituir 3e 1, o
que dard uma nova razio composta 3 X 10 : 1 X5,
que he a mesma raziio de 6 X 10 : 1 X 5. Com effeito
pois que 6 : 2 37 3 : 1, sem que esta proporgdo se
mude, se podem multiplicar os antecedentes por 10,
e os consequentes por & (Arith. 183.), e teremos en-
tho 610 : 25 :: 3 X 10: 13X 5.
Facilmente se concebe , que este mesmo discurse
se pode applicar a qualquer outra razio.

100, Se duas proporgdes, ou maior numero del-
las , sito taes, que o anlecedente da primeira razio
he igual ao consequente da outra, querendo multi-
plicar ordenadamente estas propargoes, poder-se-hio
omittir os termos, que se acharem communs ao ante-
cedente e ao consequente : se Livermos , por exemplo,
estas duas proporgoes :

G:4::12:8
4:3  :20:15
Podemos concluir 6 : 3 37 12X 20 : 8 X 15.

Porque usando do multiplicador commum 4, a
razio de 6 X 4 : 4 X 3, que entilo sairia, nio diffe-
riria da razio de 6 ; 3 (Arith, 170, que fica , omit
tindo este factor.
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Do mesme modo tendo-se
6:4:212: 8
4:3::2:5
$:7:91:49
Podemos daqui concluir
6:7: 12X 20X 21:8X5X49.

O mesmo terd lugar nas segundas razdes, e pelo
mesmo discurso.

Esta observaciio “he util para achar a razio de
duas quantidades , quando esta raziio deve ser com=
posta ; ‘porque se Compara entito cada nma destas
quantidades com outras quantidades , que se empre-
5&0 como auxiliares, e que nilo subsistem depois da

emonstragiio. : ¥

- Agora vamos applicar as linhas as nogdes, que

temos deduzido dos numeres dcerca das proporgoes.

A fim porém de fazer mnais concisas, e mais geraes

. as demonstragdes, nio daremos ds linhas valor parti-

cular , senfio em algumas applicagdes : e de resto cada

um se pode sempre ajudar , fazendo comparagoes em
numeros.

Asrazdes , que aqui vamos considerar , sio razdes
‘Geometricas. Assim quando dissermos, que uma de-
terminada linha he para outra, como 5 he para 4,
por exemplo , deve-se entender, que a primeira con=
tém a segunda tantas vezes , como 5 contém 4.

101. Se sobre um dos lados AT de qualquer an-
gulo ZAX (Fig. 53.) se marcio as paries iguaes AB,
BC, CD, DE, ete,, de qualquer grandexa e nu~
mero , que se quizer , dendo-se tirado arbilrariamente
por um _ponlo F' dadivisdo a linha FL , que encontra
o lado AX em 'L, tirando pelos outros pontos da
divisio as linhas BG, CH, DI, EK , elc. , paral-
lelas a FLL , digo que as partes AG , GH , HI, elc.,
do lado AX sio tambem igvaces enlre si. y

Tiremos pelos pontos G, H, I, etc., as linhas
GM, HN, IF) , ete., parallelas a AZ, os triangulos
ABG , GMH, HNI, 10K, ete,, seriotodos iguaes
entre si, porque: 1.° as linhas GM, 1IN, 10, etc.,
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eada uma’ dellas hejigual a AB, pois (82) sio iguaes
a BC, CD, DE, etc. : 2.° osangulos GMH , HNI,,
10K, ete., todos, sio iguaes eutre si, pois sio todds
iguaes ao angulo ABG (43): 3.* 0s angulos MGH ,
NHI, OIK , ete., sio todes igumes entre si, pois
siio todos iguaes ao angulo BAG &43}.

Logo todos os triengulos BAG ;, MGH, NHTI,
ele., tem um lado igual adjacente a dous angules
ignaes cada um a cada umn: logo todos sio iguaes:
logo oz lados AG, GH, I, ete. , destes triapgulos
todos sito iguaes entre si: logo a linha AX estd effe-
etivamente dividida em partes iguaes pelas parallelas.

-Logo beevidente,, que se AB he parte, qualquer
qzm_slt:?'a, de AG, BC serd uma similhante parte
de GH, CD outra parte similhante de I1: se AD

por exemplo val :% de AG, BC valera -;-L deGH , e

assim successivamente,

O mesmo succederd arespeito de 2, 3, 4, etc,,
partes de A, comparadas com 2, 3, 4, ete. par-
tes de AL : logo qualquer porgiio AD, ou DF da li-
nha AF he a mesma parte da porgiio correspondente
Al, oulL dalinba AL, que AB he de AG, istohe,

AD : AL = ABYVAG,

DF : IL . AB :'AG,
Do mesmo modo se péde dizer, que

AF : AL 1T AB: AG,

Logo (supposta a mfm'.de AB : AG, que he
commum a estas tres proporgies ) poderemos dizer
AD: AI :; DF: IL,

AD : Al ;. AF AL
102. - Logo se pelo ponto D (Fig. 66.), fomado
arbitrariamente em wn dos lados AF dc wm irian-
gulo AFL, se tira DI parallela -ao lado FL, os
dous lados AF, AL ficard corlados pro_pon‘ionﬂi-
menke, isto he, teremos sempre
AD : A 3 DI ; 3k,
AD:; Al ;; AF.i AL,
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E alternando , ou mudando de lugar os dous meiog
( Arith, 182.),
AD : DF :; Al: IL,
AD : AF :; Al : AL,
qualquer que seja alias o angulo FAL.

103. Logo 1.° Se de wm ponto A, tomado arbis
trariamente fora da linha GL (Fig. 57.), se tirdo
para differcntes pontos désta linha muitas linhas AG ,
AH, AI, AK, AL; qualquer linka, como BF
parallela a GL , cortard lodas estas linhas em partes
proporcionacs , isto he, teremos

AB:BG:: AC:CH:: AD:DI:: AE: EK :: AF:FL,
AB:AG:: AC:AH:: AD: AL:: AE: AK:: AF: AL.

Porque considerando successivamente os angulos
GAH, GAI, GAK, GAL, como o angulo FAL
na Figura 56 , demonstrar-se-ha do mesmo modo, que
todas estas razoes silo iguaes,

104. 2.° A linka AD (Fig. 56. ), que divide
em duas partes iguacs o a:ﬁuﬂo BAC de wm trian-

gulo, corta o lado opposto BC em duas partes-BD ,
D C proporcionaes aos correspondentes AB , AC,
isto he , de modo que temos BD : DC :: AB : AC.

Porque se pelo ponto B se tira BE parallella a
AD, e que encontre CA continuada para E, as li-
nhas CE, CB ficiio cortadas proporcionalmente (102),
e teremos BD : DC :: EA : AC.

Mas he facil de conhecer, que AE he igual a
AB; porque em razio das parallelas AD e BE, o
angulo E he igual ao angulo DAC (37), e o angulo
EBA he igual ao seu alterno BAD (38): logo por-

ue DAC e BAD sio iguaes, pois sio metades de

AC, os angulos E ¢ EBA serfio iguacs: logo os
lados EE e AB sio tambem iguaes: logo a propor-
¢io BD : CD :: EA : AC se muda nesta BS:DU
t: AB : AC. \

105. Se as linhas AF e AL (Fig. 56.) sdo cor-
tadas proporcionalmente nos pontos ) e I, dsto he,
de modo que AF : AD :: AL : Al, a linha DI
scrd paralicla a FL.
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... Porque a parte de AL, que for cortada pela
parallela tirada do ponto D, deve-(102) ser contida
em AL tantas vezes, quantas AD .be contida em
AF; mas péla supposicio Al he contida em AL este
mesmo numero de vezes : logo esta parte niio pode ser
outra sendo Al

106. Logo se¢ as linhas AG, AH, AI, AK,
AL, (Fig, 57.) tiradas do ponto A para differentes pon-
tos da linha GL, se acharem. cortadas proporcional-
menie nmpontm;ii;C.D,E.F.a-Eu.&a %DEF,
gue passar por dodos estes pontos., serd uma linha
recla paf‘lﬂm a GL. e

107. As proposigdes ensinadas (102 e segg.) sio
igualmente verdadeiras , quando a linha .BF , em vez
de. estar _entre .o .ponto 1 e a linha GL, como na
Fig. 57, cair alem do ponto A, como na Fig. $8.
Porque quanto - fica dito da Fig. 85, e que serve de
fundamento ds proposigoes estabelecidas (102 esegg.),
teria igualmente lugar nas parallelas, que cortassem
ZA e XA continuadas na EE: . ba.

Da similhanga dos triangulos.

3
108. (/Ham:'m-selndoa homologos de dous trian=
gulos , ou geralmente de duas figuras similbantes,
aquelles, que tem posigdes similhantes, cada um na
figura, a que pertence.
109. Dous triangulos , tem angulos iguaes
um a.ceda um, tem 08 homologos propor=
onaes., e consequentemente sdo similhantes.,

Se nos dous triangulos ADI, AFL (Fig. 59. e
60) o angulo A do primeiro for igual ao angulo A do
segundo, o angulo B igual ao angulo F, e angulo I
igual ao angulo L, digo que teremos AD=: AF ::
Al : AL -:: DI : FL. ,

Pois que sendo o angulo A do primeiro igual ao
angulo A do segundo, podem applicar-se estes dous
triangulos um sobre outro, do modo que representa
a Fig, 6. ; e porque o angulo D he igual ao angulo
F, as linbas DI, FL serao parallelas (42): loﬁo,
conforme o que dissemos (102) , teremos AD : AF i3

Al : AL,
G
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Tiremos agora pelo ponto 1 a recta TH paralle-
la a AF : do que fica m(lﬂﬂ) se vé, que Al ;
AL:: FH: FL, ou g};orqua FH he igual (i.)l (82) ]
::DI: FL:logo AD : AF :: DI : FL.

Como se m alternar os meios, podemos tam=
bem dizer AD : AL:: AF : AL, ¢ Al : DI ::
AL : FL.

110. - Pois que(75. 5.°) quandodous angulos de um
triangulo sio ignaes a dous angulos de outro triangu-
lo, o terceiro angulo he necessariamente igual aoter-
ceiro angulo; concluamos, que dous tricngulos sdo
similhantes, quando tem dous angulos iguaces cada um
a cada um.

111. Temos visto (43) que doms angulos, que
tem os lades parallelos, e estio voltados para a mesma

arte, sio iguaes; logo dous triangulos , que tem os

os parallelos, tem os angulos iguaes cada um a
cada um , e conscquentemente (109) tem os lados pro=
porcionacs,

Logo tambem dous triangulos , que tem os lados
perpendiculares cada um acadaum , fem tambem esles
mesmos lados proporcionaes. Porque imaginando que
um destes triangulos faz um quarto de conversio , fis
carié os seus lados parallelos aos do-outro, :

112. ~ Se do angulo recto A de wm triangulo re-
ctangulo BAC (Fig. 43.) se abaiza uma perpendi
cular AD sobre o lado opposto BC (a que se chamna
hypotenusa) : 1." Os dous triangulos ADRB, ADC
serdo simithantes entre si, e ao triangulo BAC : 22
A perpendicular AD serd meia proporcional entr
as duas partes BD ¢ DC da hypotenusa : 3.° Cada
lado AB ouw AC do angulo recio serd meia propor=
cional entre a hypotenusa, e o segmento correspone
dente BD, ou DHC.

Porque cada um dos dous triangulos - ADB
ADC tem.um ‘angulo recto em D, assim como o
triangulo BAC em A; além -disso cada um delles
tem outro angalo commpum com o triangulo BAC:
pois o angulo B he commum ao triangulo ADB, e ao
triangulo ABC ; similhantemente o angulo C he com=
mum ao triangilo ADC, e ao triangulo BAC: logo
(110) estes tres triangulos siosimilbantes. Logo (109)
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.comparando entre si os lados homologos dos dous
triangulos ADB, e ADC, teremos t

BD : AD :: AD : DC.

E comparando os lados homologos des dous triangu-
los ADB, BAC, teremos

BD: AB:: AB : BC.

Comparando ultimamente os lados homologos dos tri-
angulos ADC, e BAC, teremos

CD:CA.:: CA: BC.

E assim (Arith. 174) AD he meia proporcional entre
BD e DC; AB meia proporcional entre BD e BC;
ultimamente AC meia proporcional entre DC e BC.

113.  Dous. triangulos., t{uofcm um angulo igual
coniprehiendide enire dous lados proporcionaes, tem
tambem iguaes -os oulros dous angulos, e por conse-
quencia -sio similhantes. ' :

Se nos dous triangulos ADI, AFL (Fig. 59. e
60.) o angunlo A do primeiro he igual ao angulo A do
segundo, e ao mesmo tempo os lados, que compre-
hendem o primeiro angulo, sio para os que compre-
hendem o segundo de sorte que tenhamos AD : AF
:: Al : AL; digo que os triangulos siio similhantes,
isto he, que tem os outros angulos iguaes cada um
a cada um, e os terceiros lados DI e FL na mesma
razio de AD : AF, oude AL :: AL.

Porque o angulo A do triangulo ADI péde
znplicar-se sobre o angule A do triangulo AFL, do
modo que representa a Figura 56 ; mas pela supposi-
cio AD - AL' :1 AL : AL; logo as duas rectas AF
e AL estio cortadas proporcionalmente nos pontos
DeI: logo DI he parallela a FL (105): logo (37)
o angulo AFL he igual ao angulo ADI, e o angule
ALF igual ao angulo AID.

Do que fica dito se segue (109), que DI : FL
it AD s AF:: AL ¢ AL.

114, Dous triangulos, que tem os ires lades ho-
twologos proporcionacs, tem manguém opposlos iguacs
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cada um a cada um, ¢ consequentemente sdo simi-
lhantes. : !

Suppée-se {rFig. 61. e 62.) que DE : AB ::
EF : BC :: DF : ‘AC: digo que oangulo D heigual
ao angulo A, o angulo E igual ao angulo B, e o
angulo F ao angule C.

Imaginemos, que sobre o lade DE se constroe
um triangulo DGE, no qual seja o angulo DEG
igual ao angulo B} e o angulo GDE igual aoangulo
A ; o triangulo DEG sera similbante ao triangulo
ABC (110), logo (109) DE : AB :: GE : BC ::
DG : AC; mas pela supposiciio temos DE : AB ::
EF : BC:: DF : AC: logo por ser commum a ra--
ziio de DE : AB, teremos GE : BC :: DG : AC ::
EF : BC:: DF : AC; de que se podem tirar as
seguintes proporgées

GE ::BC :: EF : BC,
DG : AC :: DF : AC.

Logo como em ambas as proporgdes os consequentes
sito iguaes, sel-o-bito tambem os -antecedentes: logo
GE he igual a EF, e DG ignal a DF. O triangulo
DEG tem pois os tres lados iguaes aos do triangulo
DEF; logo (83) he igual ao triangulo DEF; mas
acabamos de vér, que o triangulo DEG , hesimilhan-
te a ABC: logo DEF tambem he similhante a ABC.

115. Deixamos acima provado (111), que quando
a linha DI (Fig. 56.) he parallela ao lado FL, os
dous triangulos ADI e AFL siio similhantes. Como
esta verdade subsiste, qualquer que seja a grandeza
do angulo A, devemos daqui concluir, que (Fl'ng-
97.) os triangulos AGH, AHI, AIK, AKL, sao
similbantes aos triangulos ABC, ACD, ADE, AEF
cada um a cada um , e consequentemente (1092,
que KL : EF :: AK : AE :: KI: DE :: Al:
AD ::TH:CD:: AH : AC :: GH : BC; logo
tirando desta serie de razdes somente aquellas, onde
estiio as partes das linhas -GL e BF, teremos KL :
EF :: KI : DE :: IH :CD:: GH : BC; que
vem a ser; que se-de wum ponto A se tirdo muitas li-
nhas rectas para differentes pontos-de uma linha resia
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6L, estas linkas' cortardd outra qualquer, que for
parallela a GL , na mesma proporgdo que cortio a
tinha G L , isto he, em partes, que hdo de ler enlre
si 0 mesma rawdo , que tiverem as paries correspons
dentes de GL.

116. Os principios, queacabamos de estabelecer ,
sio o fundamento de todas as partes das Mathemati-
cas theoricas e praticas. Como he importante ganhar
familiaridade ¢om estes principios , -insistiremos algum
tanto no seu uso, tante com este fim, como por isto
nos efferecer occasiiio para explicar varios methodos
priticos uteis.

117. A proposigiio, que ensinamos (101) , nos
offerece um meio bem natural para dividir uma linha
dada em partes iguaes , ou em partes que tenhio
entre si uma determinada razio. Supponhamos; que
be AR (Fig.55.) uma linha, quese quer dividir-em
duas partes , as quaes tenhiio entre si uma razio
dada, por exemplo, ade7 : 3; tire-se pelo ponto A
uma linha indefinita A% fazendo com AR um angulo
qualquer ; e tomado qualquer intervallo do compasso
AB, se applicara dez vezes pelo comprimento da li-
nha AZ : supponhamos, que o ponto Q he o extremo
da ultima parte, tire-se uma linha de Q para R,
extremo da linha dada-AR ; se elopont* D, extre-
mo da terceira divisio, se tirar ]E)l. parallela a QR ;
ficard a linha AR dividida em duas partes RI e AT,
as quaes serad entre si ;1 7 ¢ 3; por-quanto (101,
e 102) ellas sio entre si ;2 DQ : AD, das quaes a
primeira tem 7 partes, e a segunda 3 partes.

Daqui se vé, que querendo-se dividir alinha AR
em maior numero de partes,-em cinco partes, por '
exemplo, que fossem entre si, como os numeros 7y
5,4, 3, 2; sommar-se-hidio todos estes numeros en-
tre si, o que daria 21; marcar-se-hiio na- linha AZ
21 intervallos do compasso, e tirar-se-hiio parallclas
4 linha QR pelos extremos da 7*, 5°, 4%, 3%, e 2°
divisiio.

118. Se nos dessem as razdes em linhas, juntar-se-
hifio todas estas linhas umas a outras sobre a linha AZ.

Daqui se conhece o que se deveria fazer , s¢ guis
zessemos dividir a linha AR em partes iguaes,
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Porém ; gmmd'o as partes da linha, que se quer
dividir, hio de ser pequenas, ou quando esta linha
he em si pequena; o mais leve defeito nas parallelas
influe muito sobre a igualdade, ou desigualdade das
partes, pelo que niio serd inutil expér o methodo se-
guinte,

119. Tendo que dividir a linha fg (Fig. 63.) em
partes iguaes, em 6, por exemplo: tire-se uma linha
indefinita BC, na qual se marcario “seis aberturas
iguaes de compasso arbitrariamente: sobre BC, que
comprehende estas seis partes, se desereva um trian-
gulo equilatero BAC, descrevendo dos dous pontos B
e C como centros , e servindode raio o intervallo BC,
dous arcos, que se cortem em A. Sobre oslados.AB,
AC se tomem as partes AF, AG igual cada uma.a
fg ; tirada a linha FG, serd igual a fz ; do ponto
A a todos os pontos das divisies de BC se tirem li-
nhas rectas, que hiio de cortar FG , do mesmo mode
que esta cortada BC.

Porque sendo AF , AG entre si iguaes, e tam-
bem iguaes AB, e AC, teremos AB : AF 1; AC:
AG: logo AB, e AC estio cortadas proporcionals
mente em F e G: logo FG he parallela a BC (103),
e consequengemente (109) o triangulo FAG similhante
a ABC: lllo FAG he tambem equilatero: logo FG
be igual afAF, e por consequencia a fiz : além disso
sendo FGWpurallela a BC, devem estas linhas estar
cortadas proporciGnalmente (115) pelas linhas tiradas
do ponto A para a recta BC.

O que acabamos de expor , péde servir para fazer
e dividir a escala, que deve servir_para reduzir uma
figura de grande a pequeno; mas a escala mais com»
moda para um grande numero de operacdes, he a
que se chama escala de dizsima : eis-aqui o modo de
a construir. Nos extremos A e B da linha AB (Fig.
€4.), que se quer dividir em 100 partes , se levantem
as perpendiculares AC, BD, em cada uma dasquaes
se marciio dez aberturas de compasso iguaes entre si,
mas de grandeza arbitraria: tirando CD, divide-se
AB em dez partes iguaes, e estas partes se marcio
em CD ; depois se tiriio as transversaes, como mostra
# hgura, e pelos pontos da divisio correspondentes
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de CA, ede BD se tirho linhas rectas, que sio ou
tras tantas parallelas a AB ; estamos entio no mesmo
caso , que se tivessemos dividido AB em 100 partes.
Querendo, por exemplo , tomar 47 partes das 100, que
contém AB, témo na linba, que passa em n.* 7, a
parte 7H desde CA até atransversal, que passa pelo
-}nv' 40; e por este modo para qualuer outro nume-
1o de partes.

Com effeito sendo C7v», CAz triangulos, simi-
lhantes, he evidente, que 72 contém 7 partes das 10,
em que Az efivesse dividida; logo que 2H con-
tém quatro igfervallos iguaes cada um a Az, a linha
inteira 7H v&l 47 das ditas partes, isto he, 47 par-
tes, dasd00, que AB contém. % -

120. A proposigiao demonstrada 1102) péde servir
para achar uma quarta proporcional a tres linhas
dadas ab , cd, ef, (Fig.56.) isto he, uma linha, que
seja 0 quarto termo de uma proporcio, de que os
tres primeiros sejio ab, cd,ef. Para este effeito tenda
tirado duas rectas indefinitas AF , AL, que faglioen-
tre si qualquer angulo que'seja, se applicarda ab de A
para D, ecd de A para E: similbantemente se appli
card ¢f de A para I, e tirada entre oz dous pontos
D el a recta DI, se tirard pelo ponto F a linha FC
parallela a DI, que determinara AL quarta propor=
cional , que se buseca.

Pela mesma proposigiio, que deixamos ensinada
(109), e pode fazer isto por estoutro medo, Sobre
uma linha indefinita AF (Fig. 56.) se tomem as duas
partes AF, AD respectivamente iguaes aab, cd; de-
pois tendo tirado DI, igual a ¢f , e debaixo de qual-
quer angulo arbitrariamente , se tirard entiio pelo
ponto A, e ponto I a recta AIL, a qual se cortard
por uma linha FL parallela a DI : esta parallela sera
© quarto termo, que se busca. - : of

Quando os dous termos medios. de uma propor-
¢iio siib iguaes, o quarto termo entdo se chama ters
ceiro proporcional , porque hd s6 tres quantidades
differentes na propor¢ao. Assim quando se pede uma
terceira proporcional a duas linhas dadas, convém
entender, que se pede um quarto termo de uma pros
porgio, naqual a segunda das duas linhas dadas serve
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de segundo e terceiro termo, e tem lugar a mesma
operagiio , que acabamos de ensinar.

121. As proposigoes ensinadas (109, T13, e l114)
podem uervis;gm.msolver este problema geral: Das
seis cousas , s& com; win triangulo, (angu-
los e lados) dag:lelras dellas, achar as mﬂ.ra! trf:u,
cﬁ: tanto que nestas tres cousas conhecidas entre wm

‘Vamos apontar alguns exemplos.

Supponhamos que achando-nos nocampo no pon-
to B (Fig. 65%), se quer saber que distancia badeste
ponto B ao objecto A, a que nio se péde chegar.

A uma certa distancia BC se pord uma bandei-
rola, a qual distancia se fard pouco mais, ou menos
igual a BA : inega-se estadistancia. Depois. se medem
com o grafometro, que havemos descrito (23) , os
angulos ABC, ACB, que com a linha BC fazem
as duas linhas, que se imaginao .ir dos seus extre-
mos ao ponto A. Supposto isto, tirar-se-ha sobre o
papel uma linha be (gig. 66.) ; e fazendo uma escala
arbitrariamente , se dard a esta:linba be tantas par-
tes da eseala, quantos pés tem BC, se a medigio
se fez em pés: com o transferidor descrito (22)se fard
no ponto b, um angulo de tantos grdos , de quantos
se achou ser o angulo B, e no ponto ¢ outro an ulo,
que seja do mesmo numero de gréos, que se achardd
em C: entiio as duas linhas ab, ac se encontrardé no
ponto a, o qual representari o ponto A; de sorte,
que medindo-se ma escala a linka @b, o numero de
partes que se achar nella, serd o mumero de pés,
que contém AB; porque tendo feito os angulos b e ¢
iguaes aos dous angulos B e C, o triangulo bac he
similhante ao triangulo BAC (110), e consequente~
mente os seus lados sio proporcionaes.

Por este modo se pode medir a distancia de uma
ilha a uma costa, quando esta ilha se pode observar
de dous pontos da costa, cuja distancia seja conhe-
cida.

122. Pela proposigiio demonstrada (114) se pode
dispensar a medicio dos angulos, no caso de que aca-
bamos de fallar. Com effeito tendo plantado uma ban-

deirola em E (Fig.65.), a qual fique no a.linhamezi;
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dos pontos A e B, e outra no ponto F', que fique
no alinhamento dos dous pontos A e C, basta medir
as linhas BC, BE, CE, BF, CF: far-se-ha entio
um triangulo bec {Fig. 66,), cujos lados be, be, ce
‘tenhilo tantas partes da escala, quantos péstem BC,
BE, CE : similhantemente se fara sobre ¢ outro trian-
gulo bef, cujos lados &f, cf #enbiio tantas partes da
-escala, quantos péstem BF,eCF : continuando entiio
os lados be e ¢f, elles se encontrardd em um ponto a,
que representara’o ponto A ; de sorte, que medindo
na escalaalinha ba, onumerode partes, que se achar,
seri o de pés, que deve ter a linha AB.

Com effeito tendo o triangulo bec os lados pro-
porcionaes aos do triangulo BEC, devem -estes dous
triangulos ter os angulos iguaes: logo oangulo EBC,
on ABC he igunf ao angulo ebc , ou abe; pela mesma
razdo se prova, que o angulo FCB, ou ACB he igual
aoangulo feb, ou ach : logo os dous triangulos ACB,
ach sio similhantes,

Ao mesmo tempo se vé, que com esta construc=
<io se podem determinar os angulos ABC, e ACB,
medindo com o transferidor os.angulos abe , ach sobre
o papel.

Ultimamente ainda que estes expedientes , e mui-
tos outros, que facilmente se podem imaginar por
estes , possiio ser muitas vezes uteis, nio nos demora-
remos mais, porque a Trigonometria , de que adiante
havemos de tratar, nos franqueara meios mais expe-
ditos , e mais susceptiveis de exactidiio; porque bem
que as operagoes, que acabamos de descrever, rigo-
rosamente sejio exactas na theorica , todavia na pratica
nio dio mais do que uma mediocre exactiddo ; perque
05 erros , que se podem commetter na figura abe , ainda
que sejio pequenos, podem influir sensivelmente nas
conclusdes , que se tirdo para a figura ABC, que
éempre he incomparavelmente maior.
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Das linhas proporcionaes consideradas no circulos

123. DUas-linhus se dizem eortadas em razio
inversa, ou reciproca, quando para se formar uma
proporgiio com as pardes destas linhas, as duas partes
de vma devem ficar sendo os extremos, e as duas
partes da outra os meios da proporgio.

Duas linhas se chamio reciprocamente propor-
cionaes as partes dellas, quando uma destas linhas , e
a sua parte formiio as extremas, ao mesmo tempo que
a outra linha , e a sua parte formiio as medias.

124, Duas cordas AC e BD (Fig. 67.), que se
corldo no circulo , em qualquer ponto E que scja, ¢
debaizo de qualquer angulo que seju, sempre se cortio
E?:rmda reciproca; isto he, sempre AE:BE :: DE:

Tirem-se as cordas AB, CD, e ficarid forma-
dos dous triangulos BEA, CED, que facilinente se
demonstra , que sio similhantes: pois alem do angulo
BEA igual a CED (20), o angulo ABE, ou ABD
be igual ao angulo DCE, ou DCA; porque esles
dous angulos, tendo o seu vertice na circumferencia ,
assentiio sobre o mesmo arco AD (64). Logo os trian-
gulos BEA. e CED siio similbantes (110): logo tem
os seus lados homologos propercionaes, isto he, AE :
BE::DE : CE ; onde se vé, que as partes da corda
AC sio extremas, e as partes da corda BD medias.

125. Pois que a proposigio, que acabamos de
demonstrar , tem lugar em qualquer parte que esteja
o ponto E, e qualquer que seja o angulo, debaixo
de que se cortein as duas cordas AC, BD , terd tam-
bem lugar , quando as duas cordas (Fig. 68.) sio
perpendiculares uma 4 outra, e uma dellas AC, por
exemplo, passa pelo centro: ora nesse caso ficando
a corda BD cortada em duas partes iguaes (52) , vem
a ser iguaes os dous termos medios da proporgio
AE : BE :: DE : CE, e a proporciio se muda na
outra AE : BE :: BE : CE; logo toda a perpendi-
cwlar BE tirada de wm ponto B da circumferencia
sobre o diametro, he meia proporcional entre as duas
partes AE, CE do mesmo diameiro.
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126. FEsta proposigio tem muitas applicagies pro-
veitosas. Per ora exporemos uma s6, que he achar
uma media proporcional entre duas dinhas dadas ac ,
ec. (Fig. 70.)

Tire-se a recta indefinita AC, sobre a qual se
applicari unidas pelos extremos as duas linhas AE,
EC iguaes és duas linhas ae , ec : sobre a linha
total CA como diametro se descreva um semi-circulo
ABC, e do ponto E, onde se unem as duas linhas,
se levante sobre AC a perpendicular EB: esta per-
pendicular serd a media proporcional, que se busca.
¢ 127. Duas secantes AB, AC , (Fig. 69.) que
partindo do mesmo ponto A fira do circulo, se ter=
wmindo ma parte concava da circumferencia, sempre
Jicdo reciprocamente rcionaes as partes exteriores
AD, AE, em qualguer parte que esteja o ponlo A
féora do circulo, ¢ qualguer que seja o angulo, que
Jagdo as duas secantes.

Imaginem-se tiradas as cordas DC, BE, teremes
dous triangulos ADC, AEB, nos quaes 1.” he com-
mum o angulo A ; 2.° o angulo B he igual aoangulo
C, pois tendo ambos o vertice na circumferencia ,
estiio sobre o mesmo arco DE (64): logo (110) estes
dous triangulos sio similhantes, e tem os lados pro-
porcionaes: logo AB : AC :+ AE : AD; onde se vé
que a secante AB, e sua parte exterior AD formio
o0s extremos de uma proporgio ,de que a secante AC,
e a sua parte exterior AE formdo os meios.

128. E porque esla proposigio he verdadeira,
qualquer que seja o angulo BAC ;"se imaginando fixo
o lado AB, o lado AC gyrar sobre o ponto A, arre-
dando-se de AB, os dous pontos da secgiio El e C
irio continuadamente approximando-se um ao outro,
até que caindo a recta AC sobre a tangente AF,
se confundem estes dous pontos, e vem a ser AC,
AE cada uma dellas igual a AF ; de sorte quea pro-
porcio AB : AC :: AE : AD se torpa nesta AB :
AF 1z AF : AD: logo:

129. Se de um ponto A tomade fora do circulo,
s tira uma tangente AF, e uma secante qualquer
AB, atangente serd meia proporcional, enlre a ses
cante AB, ¢ a parte cxlerior desta mesma secante.,

7.
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130. Entre outros mais usos péde servir esta pro-
posigio para cortar uma linha em media e extrema
raxio. Uma linha AB (Fig. 71.) se diz cortada em
wedia e extrema razio, quando estd dividida em duas
partes taes AC, BC, que uma destas partes BC he
media proporcional entre a linhainteira AB , e aoutra
parte AC , isto he, taes que tenhamos

AC : BC:: BC: AB.

Consegue-se isto deste modo. Em um dos extremos
A da linha se levanta a perpendicular AD, igual a
metade de AB: do ponto D como centro , e com o
raio AD se descreve uma circuinferencia, a qual ha
de cortar em E a linba BD, tirada entre os pontos
B e D; tome-se BC igual a BE , e ficara a linha AB-
cortada no ponte C em media e extrema razio.

Com effeito sendo a linha AB perpendicular so-
bre AD, he tangente (48); e porque BF hesecante,
teremos (129) BF : AB:: AB: BC; logo (Arith,
(185) BF —AB : AB—BC :: AB : BC; mas AB
he igual a FE, por ser AB dupla de AD : logo BF-
— AB he igual a BE, ou BC; e como AB— BC he-
AC, teremos BC: AC :: AB:BC, ou (Arith. 181.)
AC: BC :: BC : AB.

Das figuras similhantes,

1
131, (/Hamﬂmse similhantes duas figuras de.
igual numero de lados, quando estas tem os angulos
homologos iguaes, ® os lados homologos proporcio-
naes.

As duas figuras ABCDE, abede (Fig. 72,e73.)
siio similhantes, quando tem oangulo A igual ao angu-
lo a, o angulo B igual aoangulo b, o angulo C igual
ao angulo c , e assim os demais ; e se a0 mesmo tem-
po o lado AB contém o lado ab tantas vezes, como o
lado BC contém be, como CD contém cd ; e assim
dos mais.

Estas duas condigdes siio essenciaes ambas juntas
nas figuras de maisdetres lados: o triangulo be a unica
figura, em que basta uma destas condigdes, porque
T[ ;E'l_a_ anda necessariamente annexa a outra (109 ¢
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132. Se dos dous angulos homologos A , e a de
dous polygonos similhanles se tirdo as diagonaes AC,
AD, ac ,.ad, para os outros angulos, os dous poly«
gonos ficardd divididos em igual numero de triangulos
similhanles respectivamenle cada wm ao seu correspon-
denfe.

Temos pela supposi¢iio o angulo B igual ao an-
gulo b, e os lados AB : ab :: BC : be: logo os dous
triangulos ABC, abc, qge tem um angulo igual com-
prehendido por lados proporcionaes, sio similbantes
(113): logo o angulo IE(JA, he igual ao angulo bea,-
e AC :ac:: BC: be.

Se dos angulos: ignaes BCD, bed se tirio os
angulos iguaes BCA , bea, os angulos, que restio
ACD, acd seriio iguaes; mas BC : bc :: CD :¢d :
logo visto termos provado , que BC : be :: AC ; ac,
serd tamhem CD 2 ed :: AC: ac: logo o0s dous trian=
gulos ACD, acd, siio tambem similhantes, pois tem
um angulo igual comprehendido entre dous lados pro-
porcinaes. O mesmo se provard, e do mesmo modo a
respeito -dos triangulos ADE , ade ; e de todos os outros
triangulos , que se forem seguindo, no caso que estes
polygonos tenhdio maior numero de lados.

133, Sedous polygonos ABCDE , abede (Fig. 72.
e 73.) se compoem do mesmo nwmero de triangulos
similliantes cada um a cada um, ¢ similhantemente
dispostos , serdo similhantes,

Por que os angulos Be E siio iguaes aos angulos
b e e, se os triangulos so similbantes; pela mesma
razio os angulos parciaes BCA, ACD, CDA , ADE
seriio iguaes aos angulos parciaes bea, acd, cda, ade :
logo os angules . totaes BCD, CDE siio iguaes aos
augulos totaes bed , cde cada um a cada um. Além
disso a similbanga dos triangulos di esta serie de ra-
zoes iguaes AB: ab:: BC: be :: AC: 4 :: CD:
ed :: AD : ad:: DE : de!: AE : ae; e tiradas
desta serie as razoes , que se referem aos lados dos po-
lygonos, teremos AB : ab:: BC : be:: CD :ed ::.
JE :de:: AE : ae. Logo estes polygonos tem tambem,
s lados homologos proporcionaes : logo sio similhantes,

Logo para construir uma figura similbante a uma
figura proposta ABCDE (Fig, 72.), a qual tenba,
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por lado homologo a AB uma linha dada, se appli-
card esta linha dada sobre AB de A para f : pelo
ponto F se tire fg parallela a BC, que encontre em
g a linha AC; do ponto g se tire ghparallela a CD,
a qual encontre AD em 4 ; ultimamente pelo ponto
h se tire i parallela a Ef)._. e teremos o polygono
Afzhi similhante a ABCDE.

134. Os contornos de duas figuras similhantes sio
entre s como 05 seus omologos, isto he, a
somma dos lados da figura ABCDE contém asomma
dos lados da figura abede de mesmo modo , que olade
AB conlém o lado ab.

Porque na ]S'ogreﬁsio de razoes iguaes AB : ab
s: BC:bc::CD ; ed :: DE : de:: AE: ae, a
somma dos antecedentes he (Arith. 186) para asom-
ma dos consequentes, como wimn antecedente para o
seu consequente, isto he,:: AB : ab ; ora he evi-
dente , que estas sommas siio o0s contornos das duas
figuras.

135, Se a circumferencia ABCDEFGH (Fig. 74)
se imagina dividida em qualquer numero de partes
iguaes, que se quizerem ; e tendo tirado do centro [
para os poutos das divisdes os raies [A, IB, etc. , se
descreve com outro raio fa acircumferencia abedefgh ,
que aquelles raios encontriio nos pontos a, b, ¢, d,
ete. ; he evidente , que se se unem em cada uma das
circumferencias os pontos dadivisio com cordas , for-
mar-se-hiio dous polygonos similhantes:; por guanto
os triangulos ABI, e abl,ete., sio similhantes, pois
tem um angulo commum em I comprehendido entre
lados proporcionaes; por quesendo [A igual a IB,
e la igual a Jb, he evidente que AT : BI :: ol : b1;
edo mesmo modo se demonstra a mesma propriedade
nos de mais triangulos. Disto, e do que fica dito
(134), se concluird , que o contorno ABCDEFGH he
para o contorno abedefgh :: AB : ab, ou (por causa
da similbanca dos triangulos ABL, e abl) :: Al :
al. Como esta similhanca nio depende do numero
dos lados destes dous polygonos teri tambem lugar,
quando o numero dos lados de cada um delles se
multiplicar infinitamente ; mas neste caso fica visivel
que a circumferencia nio differird do polygono inscris
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to: logo as mesmas circumferencias ABCDEFGH,
abedefgh seriio entre si : : Al : al, isto he,, como os
seus raios, e por consequencia como os seus diame-
tros.

136, Temos pois 1.° que a circumferencia de um
circulo me pode tomar pela de um polygono regular
de infinitos lados.

9.” Que os cireulos sio figuras similhandes.
3° Que as circumferencias dos circulos lem entre
st a raxdo dos seus raios, ou dos seus diametros.

137. Geralmente fallando, se em dous polygonos
similbantes se tirio duas linhas com igual inclinagio
aos seus lados homologos , e terminadas em pontos
similhantemente postos a respeito destes lados , estas
linhas , que tambem se denomindio linhas homologas ,
estariio entre si na mesma raziio , que tiverem quaes-
querdous lados homologos. Porque fazendo ellas dous
angulos iguaes com dous lados homologos, fario tam-
bemn angulos iguaes com quaesquer outros dous lados
homologos, visto que os angulos de dous polygonos
similhantes siio entre si iguaes cada um a cada um:
ora se neste caso nio livessem entre si a mesma razio
de dous lados homologos, facilmente se conheceria,
que os pontos , onde se terminio , niio podiio ser sis
milhantemente postos, como diz a supposigio.

138. Nos principios, que acabamos de estabelecer
a respeito das figuras similbantes , se funda grande
parte da arte de tirar plantas. Dizemos grande parte,
porque quando se quer tirar a planta de um lar
terrenio, como da Europa , de Franga, etc.,a arteg‘;
determinar os seus pontos principaes depende de outros
conhecimentos, de que niio he ainda lugar de fallar.
Mas para a configuragiio de um paiz pequeno, de uma
costa , de uma bahia, ete., se podem determinar os
seus pontos, e represental-os depois em uma planta
pelo modo , que acabamos de descrever. He porém de
observar, que nés suppomos aqui que todos os angu=
los, que se biio de medir, estio no mesmo plano
horizontal , ou quasi horisontal ; se o niio estivessem ,
antes de formar o plano, seria necessario reduzil-os a
elle, para o que daremos methodo na Trigonometria,
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. Suapponhamos pois que AEHIFKGBDC (Fig.
76.) sejiio muitos objectos notaveis , cujas respectivas
posigdes se pretendem marcar em nma planta.

Desenhar-se-hiio grosseiramente sobre um papel
estes objectos com as posigbes, que mostra a vista,
para o que se passard a differentes sitios , que forem
necessarios , para tomar algum conhecimento de todos
os taes objectos. Este primeiro desenho , aque secha-
ma borrador, servird para marcar as medidas, que
pelas opéragoes se forem achando.

Medir-sesha uma base AB, cujo comprimento
nio serd menor do que a decima, oa nona parte da
distancia dos dous objectos mais remotos, que dos
seus extrémos se poderem descobrir , e que ao mesmo
tempo tenha tal posigio, que dos seus extremos se
veja o maior numero de ebjectos, que for possivel.
Depois disto do ponto A se medirdd com instrumento
proprio para medir RII%_I‘IIDE, com o grafometro, por
exemplo, os angulos EAB, FAB, GAB, CAB,
DAB, que no ponto A fazem com a linha AB as
linhas, que se imaginio tiradas deste ponto aos ohje-
ctos E, F, G, C, D, que supponho descubrirem-se
dos extremos A, e B da base. Similhantemente se
medirié do ponto B os angules EBA, FBA, GBA,
CBA, DBA, que fazem no ponto B com a linha
AB as linhas, que se imagin@o tiradas deste ponto
B para os objectos sobreditos. Se ha alguns objectos
como H, I, que niio se possio ver dos dous extremos
A e B, transportar-se-ha o instrumento a dous sitios
E e F, que ficho observados, dos quaes se possio
descobrir os dous pontos H e I ; e tomando EF
como base , se medirdd osangules HEF, 1EF , HFE,
IFE, que com esta nova base fazem as linhas, que
dos extremos E , F se dirigissem aos dous objectos
H e I. Ultimamente se ha mais algum objecto como
K, que niio se péde ver nem dos extremos de AB,
nem de EF, tomar-se-ha por base qualquer outra
linha , como FG tiradaentre dous pontos ji observa-
dos, enos seus extremos se medirdd os angulos KFG,
KGF.

Acabadas todas estas operagdes, e delerminado

e coustruide
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 eonstruido o petipé da planta, que se intenta fa-
aer , se tirard (Fig. 76.) uma linha ab, a que sedario
‘tantas partes do petipé, quantas toezas, ou pés tem
a linha AB, conforme a medida se fizer em toezas,
ou em peés(a). No ponto a se fard com o transferidor
um angulo bae de tantos grios e minutos, quantos se
achdrio em BAE; e no ponto b um angulo ¢ba de
tantos griios e minutos, de quantos se achou ser o
angulo EAB; as duas linbas ae, be, que fazem ested
angulos com ab, se cortarad em um ponto ¢, que na
planta representa a posi¢io do objecto E no terreno;
porque por esta construcgdo o triangulo abe serd si-
milhante a ABE, pois se fizerio dous angulos da-
quelle iguaes a dousangulos deste (110). Pelo mesmo
modo iremos determinando os pentos f, g, d,c, que
hiio de representar os pontos, ou objectos ¥, G, ‘1) 4
C. Para representar depois os pontos h, i e k, tirar-
se-hdo as linhas ¢f , e fg, que se considerardd como
bases, e determinar-se-ha a posigio dos pontos h e 1
a respeito de ¢f, e do ponto k a respeito de fg , do
mesmo modo que se determinou a dos outros pontos
a respeitode ab. Bem entendido, que todas aslinhas,
que se tirarem nestas differentes operagdes , seriio mar-
cadas unicamente com lapis, pois nide servem mais
do que para determinar os pontos ¢, d, €, etc., e
uma vez determinados, se apaga tudo o mais.

Niio me demoro em demonstrar com miudeza,
que os pontos ¢, d, €, f, g+ hy i, k tem entre si a
mesma posigio, que os objectos C, D, B oEq Gy
etc. tem entre si: basta observar que os pontos c,
d, ¢,f, g, pela construgiio , estiio postos a respeilo
de ab, c.tl)gl-nopns pontos C, D, E, F, Go esi?ﬁo a
respeito de AB, visto que os triangulos cab, dab,
cab , ete. , se fizerio similbantes aos triangulos CAB,
DAB, EAB, etc., e similhantemente postos; pelo
que, se hadifficuldade , somente reciie sobre os pontos
h,i, k. Ora os pontos h e i pela construcgio estio a
respeito de ¢f, como ospontos H e I estiio a respeito

{«) As plantas no Reino de Portugal costumio ter por medida a braga »
:;ltn petipt scdivide em bragas de 10 palmos , e em palmos de 3 pollegas
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de EF: loge, porque estas duas ultimas linbas tem.
a respeito das linhas ab, e AB a mesma posigio, os
pontos h, 1 teriio a respeito de ab a mesma posigio ,
que tem H , I a respeito de AB. Por este modo me-
didas na eseala da planta as respectivas distancias
dos pontos a, ¢, f, g, ete., mostrardd as distancias
dos objectos A , I, i‘. G, etc.

Bem claro fica, sem ser necessario insistir mais ,
que este mesmo metliodo péde servir para verificar os
pontos, que se suspeitassem duvidosos na Carta, como
tambem para accrescentar os pontos, que lhe faltdo.

Tambem se péde fazer uso da bussola para de-
terminar a posicio dos objectos E, F, G, etc., e
muitas vezes se faz este uso della; neste caso niio se
observiio no ponto A os angulos EAB, FAB, etc.,
was sim os angulos, que as linhas AE, AF, etc., e
até a mesma base AB fazem com a direcgiio da agulha
cevada: repete-se a mesma operacio no ponto B, Para
marcar ‘os objectos,, na planta se tira Eelo ponto a
uma linha, que representa a direcgio da agulba, e
tirio-se as linkas ab, ac , af , etc. , de modo que fagio
com ella os angulos, ‘que se observirio no ponto A.
Determinando depois a grandeza, que se quer dar a
ab, no ponto b se faz o mesmo, que se fez no ponto
a. Quanto aos poatos He I, que se nio descobriio
dos pontos A e B, se determiniio arespeito de EF do
mesmo modo, que se determindrio os outros a respeito
de AB: ultimamente se marciio os pontos A e 5, de-
terminando-os a respeito de ¢/ do mesmo modo, que
se determindrio os pontos ¢, f, ete., a respeito de
ab. Finalmente , quanto for possivel , se deve filgir de
delinear com a bussola cutra cousa mais , do que miu~
dezas, como a direcgiio de uma estrada, ou o0s coto-
vélos de um rio, ete. Determinados com exactidio os
pontos principaes, podem determinar-se as mais miu-
dezas com menos escrupulosa attengio; porque tendo
os objectos , que se marciio, entre si pequena distane
cia, nio péde ser de grande consequencia o erro,
que se e commetler nos angulos,

uando ha circumstancias, que obriguem a
apontar em planta ji feita algum novo ponto, niie
be indispensavel obscrvar este ponto de outros dous
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pontos conhecidos ; pelo contrario muitas vezes se
determina, observando deste ponto outros dous pon-
tos conhecidos. Supponhamos, por exemplo, que o
pouto Il seja um ponto de uma bahia , cuja altura se
medisse & sonda, ¢ que na Carta se quer notar esta
sonda. Do ponto H se observarid os angulos EHM,
FHM, que fazem com a direcgho LM da agulha ce-
vada as duas linhas EH , FH , que se dirigem a dous
-objectos conhecidos E, F. l;nm marcar depois na
Carta o ponto M, se tirard & parte (Fig. 77.) uma
linba hin, que mostre a direegho da agulha cevada:
ew um ponto n desta linha se farfo os angulos onm ,
prom iguaes aos angulos EHM , FHM : ultimamente
pelo ponto f se tirard fh parallela a pa , e pelo ponta
¢ a linha eh parallela a on, estas duas linhas se en-
contrarad no peuto h. .

Este mesmo methodo serve para marcar a pesigio
no mar & vista deduas terras. Quanto ao mais u rosa
dos ventos, que anda marcada nas Cartas maritimas ,
offerece muitos expedientes para resumir algumas ope-
ragies destas; mas nilo podemos entrar nestus miu-
dezas , que pertencem imnediatamente & pilotagem ,
he-nos bastante expdr os principios, em que tem fun-
.damento esta pratica.

Devemos com tudo observar, -que as sondas se
niaodevem marcar por este methodo , seniio quando as
circumslancias nito permittem fazel-o por outro modo;
porque,, por muita pritica que haja em usar do com-
passo de variagdo , Nunca se conségue marcar ne mar
do ponto H os ebjectos E, F com tal exactidio, que
possameos confiar 'tanto , como guando se marca o
objecto H sendo, por exemplo, um barco, ou uma
boia, ete.. fazendo isto de terra dos pontos E e F.
As sondas sio de assds impertancia, para se dever
usar do methodo mais susceptivel de exactidio.

Ha outro modo de levantar plantas tanto mais
commode , quanto menos aprestos requer , pelo qual
20 mesmo tempo que se observiio os differentes pon-
105, cujas posigoes pretendemos achar, se vio deli-
neando na planta, sem os perder devista. A Fig. 78.
Tepresenta o instramento, de que se usa para isso,
ABCD he uma mesa de 15, ow lﬁs pollegadas , de
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comprido , e quasi outro tanto de largo, que assenta
em um pé similbante ao do grafometro. Sobre esta
mesa se prega uma folha de papel, ou se segura com
um caixilho, que encaixa em roda della. LM he uma
régoa, ou alidada com pinnulas nas suas extremida-
des.

Quando com este instrumento, chamado Pram
cheta, se quer tirar a planta de um campo, toma-se
uma base am, como nas operacdes, que deixamos
ditas; e pondo o pé do instrumento em @, se- poe
uma bandeirola em m: sobre o papel se applica a
alidada LM, e se pée em direcgiio, que o pique m
se veja pelas duas pinnulas: entdo se tira ao longo
della uwa linha EF, a que se dito tantas partes do
petﬂ)é daplanta, quantos pés se medem entre o pon-
to £, em que se observa agrincipio, e o ponto f,
donde se ha de fazer a segunda observaghio. Move-se
depois a regoa em roda do ponto E, até que pelas
pinnulas se enfiem os objectos I, H, G; e 4 medida,
aue se vio enfiando, se tira uma linha indefinita.

‘endo por este modo corrido todos os objectos, que
se podem ver estando no ponto a, se transporta o
instrumento para m, deixando uma bandeirola em a,
Fazem-se entiio no ponto f as mesmas operacdes a
respeito dos objectos I, H, G, que se fizerio na
outra estagiio. As linhas fi, fh, fz, que neste caso
viio, ou se imaginio ir a;xtes objeetos , encontriio as
primeiras nos pontos g, &k, ¥, que marciio a posicio
dos objectos C;: H, 51' o

Funda-se tambem na theoria das figuras similhan-
tes 0 methodo de fazer o ponto, istohe, de represen=
tar em uma Carta a derrota, que o Navio seguio em
quanto navegou, ou em parte da sua navegacio.

. Supponhamos que um Navio, tendo partido de
um_sitio conhecido, corre primeiramente 28 leguas
a0 Su-Est, depois 20 leguas ao Sul, e ultimamente
26 leguas ao Sud-Quest ; quer-se na Carta determinar
a-derrota do Navio , e o lugar, aonde chegou.

Primeiramente se busca na Carta o ponto da-
i)artida: supponhamos que he o ponto d (]El 79,
gualmente se busca entre as divisdes darosa dos ven-
t0s marcada na Carta a linha, que vai ao Su-Est:
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nhamos, que he a linha'CF: pelo ponto d se
:?E.P: linha de garatleiﬂ a CF, e se faz dc de tantas
partes da escala da Carta , quantas leguas se corrério
para Su-Est, Pelo ponto ¢ se tira similhantemente
uma linha ¢b, parallela a CE, que se dirige ao Sul,
e faz-se cb de tantas partes da escala, quantas leguas
se corrérdo para o Sul: ultimamente pelo ponto b se
tira ab parallela a CD , que vai ao Sud-Ouest ; etendo
dedo a ba tantas partes da escala, quantas leguas se
corrériio para Sud-Ouest , o ponto a he o ponto, onde
tem chegado o Navio, e a linha dcba representa a
derrota , que segulo. Com effeito as linhasdc , ¢b, ba
fazem entresi os mesmos angulos, que entre st fizerdo
successivamente as differentes derrotas do Navio. Alem
disso as partes d¢, cb, ba tem entre si a mesma ra-
zio, que tem realmente os espagos , que descreveo o
Navio : logo a figura deba he (131) absolutamente
similhante aygderrota, que o Navio seguio. Ultima-
mente o p na Carta tem a mesma situagio,
que o ponto , donde partio , tem sobre a Terra ({1’}:
logo dcha nio sémente he similhante 4 derrota do Na-
vio, mas situada a respeito dos differentes pontos da
Carta, como a derrota do Navio o esteve a respeito
de diversos pontos da Terra, "

e _

SECCAO SEGUNDA.
Das Superficies.

139. ENtramns a tratar da segunda das tres
especies de extensiio, que distinguimos, isto he, da
extensiio com comprimento e largura.

Nesta Secgiio s6 consideraremos as Superficies
planas , elimitar-nos-hemos unicamente 4s das figuras
rectilineas , e do circulo,

{a) Esta expressio nio he rigorosamente exacta, ‘mas aqui nio he
lugar propric de fixar o seu sentido rigoroso. Os pontes de vma Carta,
::;mmt d:euma Carta reduzida , nao tem entre si n;n::l:'t sit

©f pontos da Terra , que representdo;.mas para aqui he bastante quo
t¢ahEo o mesmo us0, Em oulro lugar loraremos a tratar deste objecio,




62 Erzuevros

A medigio das superficies se reduz & dos triane
gulos e quadrilateros.

Os quadrilateros se dividem em quadrilateros,
simplesmente assim chamados, Trapesios, e Paral-

ames.

A figura de quatro lades, chamada simplesmen-
te Quadrilatero, he aquella, que entre os seus lados
ndo tem algum , que seja parallelo a outro (Fig. 80.).

T'rapesio he um quadrilatero , que tem parallelos
sémente dous lados (Fig, 81.).

Parallclogramo he um quadrilatero, cujos lados
oppostos siio parallelos (Figg. 82.83. 84. 85, 86, 86,#)a

a quatro castas de parallelogramos, o rhomboide ,
o rhombo , o rectangulo, e o quadrado.

Rhomboide he um parallelogramo, cujos lados e
angulos contigues sio desiguaes (Vig, 82.).

Rhombo , tambem chamado Lozango, he aquel-
Je, que tem os quatro lados iguaes 0s angulos
desiguaes (Fig. 83.).

ectangulo he aquelle, que tem os angulos todos
iguaes , mas os lados contiguos desiguaes (Fig. 84.).

Quadrado he aquelle, gue tem todos os lados e
angulos iguaes (Fig. 85.).

Quando os angulos'de um guadrilatero sioiguaes,
silo necessariamente rectos , porque os quatro angulos
de todo o quadrilatero juntos valem quatro angulos
rectos (86).

A perpendicular EF (Fig. 82.), tirada entre os
lados oppostos de um parallelogramo, se chama alfu-
ra deste parallelogramo: e o lado BC, sobre o qual
cée esta perpendicular , se chama a sua base.

A altura de um triangulo ABC (Figg. 87. 88. e
89.) he a perpendicular AD abaixada de um angulo
A deste triangulo sobre o lado BC opposto e prolon-
gado , se he necessario: a este lado BC se lhe chamna
entiio base,

140. Qttalglucr triangulo rectilinco ABC (Fig.
89. ) sempre he metade de wmn parallelogramo da
mesma base, ¢ da mesma altura do triangulo.

Porque pelo vertice do angulo C se pide imagi-
nar tirada uma linha CE parallela ao lado AB; e
pelo vertice do angulo A uma linba AE parallela ao
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lado BC, as quaes duas linhas com os lados AB e
BC formio um parallelogramo ABCE da mesma base
e altura do triangulo ABC: isto supposto, facilmente
se vé, que os dous triangulos ABC, CEA siio iguaes,
porque o lado AC he commum a ambos: alem disso
os angulos BAC, ECA siio iguaes por cauvsa das pa-
rallelas (38): e pela mesma razio os angulos BCA e
CAE tambem siio iguaes : logo estesdous triangulos ,
tendo um lado igual , adjacente adous angulos iguaes
cada um ao seu correspondente, sio iguaes: logo o
triangulo ABC he metade do parallelogramo ABCE.

141. Os parallelogramos ABCD , EBCF (Fig.
86. e 86.#) da mnesma base , ¢ da mesma altura, tem
as superficies i £.

Os dous Sl;l:::;lle!ogramm ABCD, ABCF (Fig.
86.) tem a parte EBCD commum a ambos ; pelo que
a sua igualdade depende da igualdade dos triangulos
ABE, DCF, cujos triangulos facilmente se prova
serem iguaes, porque AB he igual a CD, por serem
estas linhas parallelas comprehendidas entre purallelas
(82): pela mesma razio BE he igual a FC; alem
disso (43) o angulo ABE be igual ao angulo DCF:
logo os dous triangulos tem um angulo igual, com-
prebendido entre dous lados iguaes cada um a cada
um ; logo sao iguaes: logo tambem sio iguaes o pa-
rallelogramo ABCD, e o parallelogramo EBCF.

Na Fig. 86. # se demonstrard pelo mesmo modo,
que os dous triangules ABE , DCEesio ignaes: logo
tirando de cada um o triangulo DIE, os dous tra-
pesios , que restio, ABID, EIFC, serio iguaes; e
accrescentando a cada um destes trapesios o triangu-
lo BIC, os parallelagramos ABCD , ¢ EBCF, que
resultiio, serao iguaes.

142, Pelo que be tambem verdade dizer, que os
triangulos da mesma base ¢ da mesma allura, ou de
bases ¢ alturas iguaes, sdo iguaes ; porque siio mela-
des de parallelogramos da mesma” base = da mesma
altura dos triangulos (140).

143, Desta ultima proposigio se péde concluir,
que todo o polygono pode reduxir-se @ um triangulo
da mesma superficic. Seja, por exemplo, ABCDE
(Fig. 91.) um pentagono; se se tira a diagonal EC,
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qile prende os extremos dos dous lados eontiguos ED §
DC; e tendo tirado FD parallela a EC, que encon-
tre em F o lado AE continuado, se tira tambem a
linha CF , teremos um quadrilatero ABCF, cuja su-
perficie he igual & do pentagono ABCDE , porque os
dous triangulos ECD , ECF tem a base EC commum :
alem disso sendo comprehendidos entre as mesmas pa-
rallelas EC, DF, tem igual altura: logo sio iguaes:
Jogo se a cada um delles se ajunta o quadrilatero
EABC, teremos o pentagono ABCDE igual ao qua-
drilatero ABCF.

Ora assim como o pentagono se reduz a um qua-
drilatero, se reduziri tambem o quadrilatero a um
triangulo: logo etc.

Da medigio das superficics.

144, M Edir uma superficie he determinar quan-
tas vezes esta superficie contém outra superficie co-
nhecida.

As medidas, de que ordinariamente se usa, sio
quadrados , e algumas vezes parallelogramos rectan-
gulos ; pelo que medir a superficie ABCD (Fig. 90.),
he determinar quantas vezes contém um quadrado
como v. g. abed , ou um rectangulo, como abed : se o
lado ab go quadrado abed he de um pé, he determi-
nar quantos pés quadrados contém a superficie ABCD :
mas sendo o lado ab do rectangulo abed de um pé, o
lado be he detres pés , hedeterminar quantos rectan-
gulos de tres pés de comprido, ¢ um pé delargo con-
tém a superficie ABCD. ’

Para medir em partes quadradas a superficie do
rectangulo ABCD, convem buscar quantas vezes o
fado AB contem o lado ab do quadrado abed, que
deve servir de unidade, ou de medida ; buscar tam-
bem quantas vezes o lado BC contém ab, ¢ multi-
plicando estes dous numeros um pelo outro, teremos
& numero dos quadrados iguaes a gbed, que péde

accommodar
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accommodar asuperficie ABCD. Por exemplo,se AB
contém quatro vezes ab, e se BC contem sete vezes
ab , multiplico 7 por 4, e o producto 28 denota, que
o rectangulo ABCD contém 28 quadrados como abed.

Pois se pelos pontos da divisio E, F, G setirao
parallelas a BCC, teremos quatro rectangulos iguaes,
cada um dos quaes poderd conter tantos quadrados
como abed , quantas partes iguaes a ab se contém no
lado B€: logo convem repetir os quadrados contidos
em um destes rectangulos tantas vezes, quantos sie
os reetangulos, isto he , tantas vezes, quantas o lado
AB contém a ab ; e como o numero dos quadrados,
que em cada rectangulo se contém, he o mesmo nu-
mero das partes contidas em BC, fica evidente, que
multiplicando o numero destas partes de BC pelonu-
mero das outras de AB, teremos o numero dos qua-
drados iguaes a abed, que péde conter o rectangulo
ABCD. '

Bem que no diseurso , que acabamos de fazer,
supponhamos que os lados AB e BC contem um
numero exacto de medidas ab, este discurso nio se
estende menos ao caso, em que a medida ab nio se
contivesse assim exactamente. Se BC, por exemplo,
contivesse 6 medidas e §, cada rectangulo conteria 6
quadrados e £; e se o lado AB contivesse 3 medidas
e §, baveria 3 rectangulos e 1, cada um de 6 qua-
drados e L logo seria necessario multiplicar 6 % por
3 %, isto he, o numero das medidas de BC pelo nu-
mero das medidas de AB.

145, Pois que (141) o parallelogramo rectangulo
ABCD (Fig. 86. e 86.%) he igual ao parallelogramo
EBCF da mesma base, e da mesma altura ; segue-se,
Que para ter a superficie deste bastar& multiplicar o
numero das partes da base BC pelo numero das par-
tes da sua altura BA : do que se péde tirar como re=
gra geral que :

P:ra ter o numere de medidas quadradas, que
s¢ contém na su ie de qualquer lelogramo
ABCD (Fig. ag?'fcﬁ necessario medir a ba‘:cg.BC,
¢ a altura EF com a mesma medida, e multiplicar
?urmmem de medidas da base pelo numero das da al

a,

9
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Pelo que deixamos dito , se vé, que (144) para
saber-se o valor da superficie ABCD (Fig, 90.), basta
repetir a superficie GBCH, ou o numere dos quadra-
dos, que ella coniém , Lantas vezes, guantas o lade
GB he contido no lade AB ; pelo que o multiplican-
do realmente he uma superficie, e o multiplicador
um numero abstracto, que denota quantas vezes se
deve repetir o multiplicande,

He com tudo usual o di:‘r;u, que p}nm achar
a superficie de qualquer paraliclogramo , he necessa-
rio mf:;km a sua base pcla sua altwra ; mas iste
deve-se considerar como uma expressio resumida , em
que se subentende o numere dos quadrados correspon-
dentes s partes da base, e o nwmero das partes da
altura. N'uina palavra, nio se pide dizer, que se
multiplica uma linha por uma linha. Multiplicar be
tomar certo numero deveres, de sorte que quando se
multiplica uma linha, nio péde resultar senio uma
linha; e multiplicando-se uma auPerﬁcie, nio phde
resultar seniio uma superficie. Uma superiicie nio-
péde ter outros elemenlos senfio superficies ; e bem
que rtepetidas wezes se diga, que o parallelograme
ABCD (Fig. 82.) péde considerar-se como composto
de tantas linhas iguaes, e parallelas a BC , quantos

tos tem a altura EF , subentende-se que estas
inhas tem uma largura iofinitamente pequena (por-
que muitas linhas sem larguranao podem compor uwa
superficie), e entio cada uma desias linbas be uvma
superficie, que sendo repetida tantas vezes, quantas
entra a sua altura na altura AE, di a superficie
ABCD.

Com tudo adoptaremos esta expressiio : Multipli-
car um@ linha por wma binha : mas nio se deve per-
der de vista , que isto nio he maisdo que um resumido
modo de fallar. Assim diremos, que o producto de
duas linhas exprime uma superficie, bem que verda-
deiramente se deve dizer , que o numero de partes de
uma linha , multiplicade pelo numcro de partes de
outra linha, exprime o numero de partes quadradas
contidas ne parallelogramo , que teria por altura uma-
destas linhas, e a outra linha por base.

Para denotar a superficie do parallelograme ABCD
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(Fig. 82.) , escreveremos CB X EF; na Fig. 84.
escreveremos BA X BC ; e na Fig. 86, em que siao
iguaes os dous lados AB, e BC, em vez de ABX

—_—
BC, ou AB X AB, escreveremos AB; de sorte,

—_—
que AB significa a linha AB multiplicada por si
mesma , ou a superficie do quadrado feito sobre a linha
AB. Similhantemente para denotar que a linha AB

-—l—l’ 't
estd elevada ao cubo, escreveremos AB, que equival

—3
a ABX AE X AB, ou AB X AB.

146, Do que acabamos de dizer, se segue, que
para dous parallelogramos terem igual superficie ,
basta que o producto da base de um, multiplicada
pela sua altura, seja igual ao producto da base do
segundo multiplicada pela sua altura. Logo quando
dous parallelogramos tem superficic igual , tem as
suas s reciprocamente proporcionaes ds suas allu-
ras, isto he, a base e altura de um podem conside-
rar-se como extremos de uma proporgio , da qual
sdo termos medios a base e altura Jo outro , porque
assim consideradas, o producto dos extremos heigual
ao producto dos meios; e neste caso necessariamente
se da proporgho (Arith. 180).

Além disto esta verdade se pode ver immediata-
mente, fazendo reflexiio, que se, por exemplo, a -
base de um he mais pequena, que a do outro, de
necessidade ba de ser a proporgiio maior a sua altura
para formar o mesmo produeto.

147. Pois que um triangulo he metade de um
parallelogramo da mesma base e altura (140), segue-
o do que se acaba de dizer (145), que para ferwos
a superficie de wm iriangulo, se deve mulliplicar a
base pela altura, e tomar metade deste r

Assim se a altura AD (Fig. 87.) he de 34 pés,
¢ a base BC de 52, terd a superficie 884 pésquadra-
dos, que le metade do producto de 52 por 34.

Entendo, que he inutil insistir para dar a conhe-
cer, que o producto seri o mesmo, multiplicando a
"us::J por metade da altura, ou a altura por metade

ase,

- B
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148. Logo 1." para ter a superficic deum trapesio

he necessario sommar os dous lados parallelos, tomar
metade da somma, e multiplical-a pela perpendicular
tirada entre as duas paralrelas. Porque tirando-se a
diagonal BD (]Fig. 81.), temos dous triangulos ABD
.BDC, cuja altura commum he EF, Para ter a su-
perficie do triangulo ABD , seria necessario multipli-
car metade de AD por EF ; e para ter a do triangulo
BDC, multiplicar metade de BC tambem por EF;
logo a superficie do trapesio val metade de AD mul-
tiplicada por EF, e mais metade de BC multiplicada
por EF, isto he, metade da somma AD e BC mul-
tiplicada por EF.

Se por G, meio da linha AB, se tira GH paral-
lela @ BC, esta linha GH serda metade da somma
das duas linhas AD e BC. Porque, seja I o ponto,
em que GH cérta a diagonal BD , os triangulos
BAD, BGI , similbantes por causa das parallelas AD ,
GI, diio a conhecer (109) que GI he metade de AD,
visto que BG he metade de AB. Ora sendo GH paral-
lela a BC e AD, fica DC (102) cortada do mesmo-
modo que AB: loge provar-se-ha tambem , que LH
he metade de BC, considerando que sio similbantes
os triangulos BCD e IDH.

Logo , pelo que assim deixamos estabelecido, B&Ie
dizer-se , que a superficie de um trapesio ABCD he
igual ao producto da sva altura EF pela linha GH
tirada a distancias iguaes das duas bases oppostas.

149, 2.° Para ter asuperficic de qualquer polygo-
no, deve dividir-se em triangulos por linhas tiradas de
um ponto a cada um de seus angulos, e calcular-se
separadamente a superficie de cada um dos triangulos ,
e sommando todos os productos, ter-se-ha a superfi-
cie total do polygono. Mas para que o numero de
triangulos seja o menor que he possivel, serd conve-
niente fazer com que todas estas linhas partio de um
dos angulos.. Veja-se a Fig. 92.

150. Se o polygono for regular (Fig. 53.), como
todos os lados sio iguaes , e iguaes todas as perpendi-
culares tiradas do centro sobre elles; imaginando-o
eomposto de triangulos , que tem o vertice no centro,
teremos a superficie ,. multiplicando um dos lados por
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metade da perpendicular, e multiplicando este pro-
ducto pelo ‘numero dos lados ; ou tambem , o que vem
a ser o mesmo , multiplicando o contorno por metade
da perpendicular.

151. Pois que o circulo se péde (136) considerar
como um polygono regular de infinitos lados, deve-
mos daqui concluir, que para ter a superficic de um
circulo , se deve mulliplicar a sua circumferencia por
metade do raso.

Porque a perpendicular, tirada sobre um dos
lados , nao differe do raio , sendo infinito o numero
de lados. 2 :

152, Por quanto as circumferencias dos circulos
tem entre si a mesma razio dos raios, ou dos dia~
metros (136), fica claro, que conhecendo-se a cir-
cumferencia de um circulo de um conhecido diametro,
poder-se-ha logo determinar a circumferencia de outro
qualquer circulo , cujo diametro se conhecesse, pois
he bastante calcular o quarto termo desta proporgio :
O diameiro da circumferencia conhecida he para esta
mesma circumfercncia, como o diametro da circum-
Jerencia, que se busca, para esta segunda circumyfe~
rencid.

A razio do diametro para a circumferencia nao
se conhece exactamente ; temos porémn valores assds
approximados , para que se julgue como inutil na
pritica uma razio mais exacta.

Archimedes achou, qué um circulo, que tivesse
7 pés de diametro , teria 22 pés de circumferencia
com pouca differenca. Assim, se se pergunta qual
sera a circumferencia de um circulo, que tem vinte
pés de diametro, buscar-se-ba (Arith. 179) o quarto
termo da proporgio , da qual os tres primeiros sio,
T:98::90:

Este quarto termo, que he 62 :—, he com pouca

differenga o comprimento da circumferencia de um
circulo de 20 pés de diametro. Digo com pouca diffe-
renga , porque seria necessario que o diametro do’ cir=
culo ndo tivesse menos de 800 pes, para que a circums
ferencia determinada pela razio de 7 para 22 tivesse
de erro um pé. Ultimamente, usando da razio de7 :
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22, se péde dispensar o fazer a proporgio, bastard
triplicar o diametro , e accrescentar ao seu producto

a setima parte do mesmo diametro, porque 37: he

o numero de vezes, que 22 contém 7.

Apriavo MeTius determinou uma razio muito
mais exacta, que he a de 113: 355, Esta razio he
tal , que para que houvesse erro de um pé na circum-
ferencia, seria necessario um circulo de 1000000 de
pés de diametro ao menos (a). Ultimamente se se
quizer a circumferencia ainda com mais exactidio,
use-se da razio de 1 para 3,1415926535897932, que
passa muito além dos limites do que he necessario
ordinariamente ; e da qual se podem supprimir mais,
ou menos algarismos da direita , conforme quizermos
mais, ou menos exactidiio. Como esta proporgio tem
por primeiro termo a unidade, he assis commoda,
por isso que para achar a circumferencia de um cir-
culo proposto, se reduz a operagio a multiplicar o
numero 3,1415 ete. pelo diametro desse circulo,

Logo actualmente he cousa muito facil achar a
superficie de um circulo, que se propde, ao menos
tio exactamente, como péze ser necessario para as
mais apuradas operagdes priticas.

Se me perguntiio , de quantos pés quadrados he
a superficie de um circulo, que tem 20 pés de dia-
metro: caleilo a circumferencia pelo mode que deixo

dito; e tendo achado ser de 62 pés e ;, multiplico

537:-' por 5, que he metade do raio (151), e terei
314—2 pés quadrados , superficie deste circulo,

153. Chama-se sector de circulo a superficie com-
prehendida entre dous raios A, IB (Fig. 74.), e 0
arco AVB. Chama-se segmento de circulo asuperficie
comprehendida entre o arco AVB e a corda AB.

Por quanto o circulo se péde considerar como
um polygono regular deinfinitos lados, péde logoum

{a) Pama conservar na memoria facilmente esta razio, he necessario res
Aectir , que o5 numeros ; que a compde, se achio repartindo em duas partes
iguass os tres primeires numeres impares 14 3, 5, critos duas veaes seguin
damente , assim 1 1 3 3 § §-
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sector de circulo ser considerado como uma porgiie
de polygono regular, e a sua superficiec como coms-
posta de infinitos triangulos , que tem todos o vertice
no centro , e de que o raio he aaltura : logo para ter
a superficic deum sector de cireulo , lie necessario mul-
tiplicar o arco, que lhe serve debase, por metade do
FauD.

A respeito do segmento he evidente , que para
ter a sua superficie, se deve diminuir a superficie do
triangulo IAB do sector IAVB.

i"l“e evidente , que em um mesmo circulo os com-
grimoulm dos arcos sio proporcionaes ao seu numere

e grios: e por conseguinte conhecido o comprimen=
to da circumferencia, se pode achar o de um arco de
qualquer numero de griws, que se quizer, fazendo
esta proporgio: 360° sdo para o numero de grdos do
arco, cujo comprimento se busca, como o compris
mento da circumferencia he para o do mesmo arco.

Se se trata de achar a superficie de um sector ,
cujo numero de graos he conhecido , como tambem o
reio : buscar-se-ha , pela proporgiio que acabamos de
dar, o comprimento doarco , que he base deste sector,
e este se multiplicard por metade do raio, Pede-se , por
exemplo, a superficie do sector de 32° 40’ em um eir-
culo, que tem 20 pés de diametro, achar-se-ha, como
fica ensinado (192), que a circumferencia he de 62

; pés: ebuscando o querto termo de nma proporgio,

da qual sejho os tres primeiros 360° : 32° 40/ 1: 62
_:. Qﬁte quﬁrlﬁ Wmo. quem acha s0T b .;:_’mi o

comprimento do arco 32° 40/, que sendo multiplica-
do por &, metade do raio, di 28 ;—:— superficie do-
seclor.

Por isto que fica dito , he facil achar a superiicie
de um segmento , determinando(Fig, 74.) o lado AB,
e a altura 1Z do triangulo TAB por wma operagio
fondada nos mesmos principios, em que se funda a
que ensindmos (121); mas a Trigonometria , que ha-
vemos de ensinar adiante, nos franqueard meios mais
expeditos, e mais susceptiveis de exactidio.
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154. Bem que o que deixamos dito (149) seja
‘bastante para se medirem figuras réctilineas de toda
a especie , he com tudo conveniente que exponhamos
neste lugar outro methodo, que he mais simples na
pritica. Consiste elle (Fig. 93.) em tirar na figura "
uma linha AG, e abaixar sobre ella de cada um
dos angulos perpendiculares BM , LC, DK, EI,
FH ; medir cada uma destas linhas , como tambem os
intervallos AN , NO, OP, PQ, QR, RG, e ficard
a figura repartida em muitas partes, das quaes ao
menos as duas extremas sio triangulos , e as demais
trapesios : os primeiros medem-se multiplicando a
altura por metade da base (147); a respeito dos tra-
pesios, cada um delles se mede multiplicando me-
tade da somma dos dous lados parallelos pela distan~
¢ia perpendicular destes mesmos lados (148).

*  Quando a figura he terminada por uma linha
curva , medir-se-ha com sufficiente exactidio para a
pritica, dividinde alinha AT (Fig. 94.), que se tirara
pelo sea maior comprimento , em um tio grande nu-
mero de partes, que os arcos AB, BC, CD, ete. se
possiio considerar como linhas rectas, e para fazer o
caleulo o mais simples, que he possivel, se fardo as
partes AO, OP, etc. iguaes entre si: para ter entio
a superficie, se sommarad todas as linhas BN, CM,

L, EK, &*‘I, e sdbmente metade da linha GH, se
a curva for terminada por uma recta GH perpendi-
cular a AT: tudo isto ‘se multiplicard por um dos
intervallos AO, e o producto serd a superficie , que
se busca. Isto he uma immediata consequencia do que
deixamos dito (148); porque para ter a superlicie
ABN ; he necessario multiplicar AO por metade de
BN, para ter a de BCMN, he necessario multiplicar

P, ou AO por metade de BN, e de CM ; para ter
a de CDLM, he necessario multiplicar AO por me-
tade de CM, e de DL; e assim todas as mais para
diante : logo sommando todos estes productos , se vé,

e AO ba de ser multiplicada por duas metades de

N, duas metades de CM, duas metades de DL ,
duas metades de EK , e duas metades de FI , € me-
tade somente de GH, isto he, por todas as linhas
gN » CM,, DL, EK, FI, e mais metade da ulliuéa.

L] .
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Be se tratasse do espagco BNHG terminado pelas

finhas BN, GH, tomar-se-ia niio BN inteira, mas
sémente a sua metade. :

A regra, que acabamos de expdr para a medigio
das superficies planas terminadas por linbas curvas,
pode applicar-se com muita utilidade a diversas inda-
gacdes respectivas aos navios. Muitas vezes nestas in-
dagacdes he necessario conhecer a superficie de alguns
cbrtes horizontaes do navio; para diante pois teremos
occasiao de nos servirmos diste,

Do modo de medir as superficics em foexas.

155, .A. Mediciio das superficies em toezas he
o methodo de fazer as multiplicagdes necessarias para
se avaliarem as superficies medidas por toezas, e par-
tes de toeza (a).

Ha dous modos de avaliar as superficies em toe-
zas quadradas , e partes de toeza quadrada.

Pelo primeiro modo se conta por toezas quadra-
das, pés quadrados , pollegadas quadradas , linhas
quadradas, etc.

A toeza quadrada contém 36 pés quadrados ,
porque he um rectangulo, que tem 6 pés de compri-
mento, e 6 pés de largo: opé quadrado contém 144
pollegadas quadradas, porque he um rectangulo, guc
tem 12 pollegadas de comprimento, ¢ 12 pollegadas
de larguras pela mesma razio se vé,que a pollegada
quadrada val 144 linhas quadradas, etc.

Isto supposto, para fazer a medicio de uma su-
perficie em toezas quadradas, e partes quadradas de
teeza , basta reduzir as duas dimensdes, que se mul-
tiplicao , cada wma dellas 4 menor especie (a linhas,
se a mais pequena especie, que ha, forem linhas); e
tendo feito a multiplicagiio, se reduzird o producto a
poliegadas quadradas , depois a pésquadrados , eulti-
mamente a toezas quadradas, dividindo successiva=

—

(#¢) Netz. Em Portugal se farem as medigSes por bragas, cada uma
de 1o Fa!m de tomprimento, cada palmo de 8 pollegadas, cada pollegada
de 12 linhas, etc. Veja-se o Tom. I. do Engenheiro Portugucs de Mapee)
fe dzeveds Furres,

10
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mente por 144, 144, e 36, Por exemplo, para se
achar a superficie de um rectangulo, que tivesse 2T
3P 5p de comprido, e de largo OF 4P 6p; reduzo estas
duas dimensoes a pollégadas , e tenho 18a%! para
multiplicar por 84k, o que me di 9990 pollegadas
quadradas , e se éscreve assim 9990r. Para as reduzir
a pés quadradoes, divido por 144, e tenho 69 pés
quadrados, e 54 pollegadas quadradas de resto, isto
he , 69PF , ¢ 54pp: para reduzir os 69PF a toezas qua-
dradas, divido os 69FP por 36, e terei uma toeza qua-
drada, ou 1TT por quociente, e 33PP de resto: de
sorte que a superiicies que se busca, he de 1TT 33FF
bare,

Pelo segundo modo de avaliar as superficies em
toezas quadradas, e partes de toeza quadrada , se
concebe a toeza quadrada composta de seis rectangu-
los , que tem cada um delles uma toeza de altura e
um pé de base, que por esta raziio se chama foexa-
pé : cada toeza-pé se subdivide em 12 partes, ou
rectangulos , que tem cada um delles uma toeza de
altura ¢ uma pollegada de base , a que chamiio foeza-
pollegada : cada uma destas se subdivide em 12 par-
tes, que cada uma dellas tem uma toeza de altura e
uma linha de base , que se chama toesa-finha : n’umna
palavra, atoeza se representa dividida, e subdividida
successivamente em rectangulos, que tem constante-
mente uma toeza de altura, e um pé, uma pollegada ,
uma linha de base, ete. As subdivises, que siio para
baixo de ponto, se marciio como segundos’y terceiros,
quartos , ete. a respeito dos grios, com a differenca,
que precede o sinal um T, sinal de toeza: assim os
sinaes successivos , e os valores das snbdivisdes da
toezaquadrada , siio as que mostra a Taboa seguinte,
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Taboa das subdivisdes da loesa quadrada em rectans
gulos, que tem por altura uma teesa ; ¢ caracle-
res, que represenido estas partes,

A toeza quadrada tem 6 toezas-pés, ow .. 6TF
A toeza-pé tem 12 toezas-pollegadas; ou .. 12Te

A toeza-pollegada ......... i e ceweniee -
A toeza-linha ..covvvennses Lo g 12Tpt
A toeza-ponto .......... Pl i oK 1gm
A T/, ou toeza Prima «.eaesesvsass g a2 LAY
A T, ou toeza segunda ...e.cvvavenen.. 12TM
A T, ou toeza terceira ... vcovsoveasss 18T

E assim succesivamente,

Querendo pois multiplicar as partes de duas linhas,
para se conbecer uma superficie; he necessario con-
ceber, que as toezas do multiplicando sio toezas qua-
dradas, os pés toezas-pés, as pollegadas toezas-pol-
legadas , e assim successivamente, O multiplicador
sempre representard quantas vezes se deve repetir o
multiplicando, Por exemplo, querendo-se medir a
superficie do rectangulo ABCD {}ig. 95.), e achando
o lado AD de 4T 4P 6p, e 0 lado AB de 2T 37;
se AE representar uma tocza, a superficie BCDA
serd composta dedous rectangulos , que tem cada um
delles uma toeza dealto, e 4T 4F 6® de comprimento,
e de outro rectangulo, que tem 3", oumeia toeza de
alto, e 4T 4P 6¢ de comprido, e consequentemente
he metade de um dos outros dous ; de sorte que vejo,
que se trata de repetir @ vezes e } um rectangulo
de 1T de altura, e 4T 4P 6 de comprimento, isto
he, de repetir 2 vezes e L a quantidade 41T 4TF 6Tp.
Isto prova o yue dissemos em nota ao pumero 47 da
Arithmetica dcerca das unidades do producto, e de
seus factores na multiplicagho geomelrica. ;
Ao mesmo tempo se vé, que nido he necesario
apprender neva regra para esta especie de multiplica
gao, pois he evidentemente a mesma, que démos na
Avithmelica com o titulo de Multiplicagdo dos nuwme
10 .




va Evrruerwros

ros complexos. Assim para nos cingirmos a um exems
plo, se nos perguntarem qual he a superficie de um
rectangulo, que tem 52T 4F ¢ de comprido, e 44T
4% gr de largo, faremos a seguinte operagdo.

59T 4r op
44T 4P ]

Q08TT oTe
208
2
7
- 2
0
26 6
4] 10
2 - 11 4
2 11 4

2361TT QTR 5Tp QTl 8T

Isto he, multiplico primeiro 52 por 44: depois
4F do multiplicando por 44, tomando por 37 metade
de 44; e por 1P o.tergo do que achei pelos 8¥: muls
tiplico depois 9% por 44, tomando por 4° o terco do
que achei por 1¥; e por 1? tomo o quarto do que
achei por 4r-

Para multiplicar depois pelos 47, que estio no
multiplicador , tomo por 3¥ metade do multiplicando
total; e por 1P o ter¢o do que achei por 3P Ultima-
mente para multiplicar por 87, témo o terco do que
achei por 1P, e escrevo-o duas vezes. E sommando
todos estes productos parciaes , tenho 2361TT QTP
5Te QT 8Tpt, que he o producto total. Pelo que se
mostra o fundamento , com quedissemos na Arithmes=
tica, que as regras, que allidavamos para os numeros
complexos , comprehendiiio a medicio em toezas, e
que niio era necessario mais que explicar a nalureza
das unidades do producto , e dos factores, :
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Medida assim uma superficie em toezas quadra-
das, toezas-pés, toezs-pollegadas, etc., he mui facil
achar-lhe o seu valor em toezas quadradas, pés qua-
drados, e pollegadas quadradas , ete. He necessario
escrever alternativamente os dous numeros 6 e 1 de«
baixo das partes datoeza; e comecando da toeza-pé ,
como se vé adiante, multiplicar cada parte pelo nu-
mero inferior, que lhe corresponde, pondo o pro-
ducto dos dous numeros consecutivos 6 e 1 em uma
mesma columna. Quando na multiplicacio por % restar
um, escreva-se 72 debaixo deste mulliplicador } para
comegar a segunda columna. Assim para reduzir a
pés quadrados , pollegadas quadradas, etc., as partes
do producto , que achdmos , escrevos:

a361TT QTP HTp oTI1 gTpt
G | 6 1
2361TT 1qre T2rp
' 2 12
4

@361TT  14PP  88pp

Multiplico por 6 as toezas-pés, porque a toeza=~
pé val 6 pés quadrados, pois tem seis pés de altura
e um de base, Multiplieo as toezas-pollegadas por 1,
e os dous inteiros, que me di esta multiplicaciio , po=

nho-os na columna dos pés quadrados; porque sendo
" a toeza pollegada a duodecima parte da toeza-pé 4

deve valer ;1; , ou a duodecima parte de 6 pés qua-

drados, isto he, meio pé quadrado: logo 5 Loezas~
pollegadas valem 2 pés quadrados € meio; e como o
meio pé quadrado tem 72 pollegadas quadradas, por
isso em lugar de meio.pé, escrevo 72, Para reduzir
depois as toezas-linhas, multiplico-as por 6; porque
senda a toeza-linha a duodecima parte da toeza-pol-

legada , deve valer i-'; de 72 pollegadas quadradas ,

isto he, 6 pollegadas quadradas. Similbante discurso
mostra , que depois se deve multiplicar por I, depois
por 6, etc., come acabamos de dizer. ‘
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Logo reciprocamente se se quizerem reduzir a toe-
zas-pés, toeézas-pollegadas , etc., as parles quadradas
da toeza quadrada , se reduzira a operagio: 1.° a to-
mar a sexta parte do numero dos pés quadrados 4 0 que
dar& as toezas-pes: 2.° duplicar-se-ha o resto, haven-
do-0, e se accrescentard wma unidade, se o numere
das pollegadas quadradas be, ou excede 72, e teremos
as toezas-pollegadas : 3.° tendo abatide 72 do numero
das pollegadas quadradas , se este numero for , ou ex-
ceder 72, se dividird o resto por 6, e teremos as
toezas-linhas: 4.° dobrando o resto, se lhe accrescen-
tard uma unjdade, se o numero de linhas quadradas
chegar ou passar de 72, e teremos o numero ‘das toe-
zas-pontos, Daqui se vé como se deve continuar , para

-ter as partes seguintes, quando deve havel-as. Feln

que se nos propuzessem para assim reduzir 82TT 25HFPP
87ee 921, dividiriamos 25 por 6, e teriamos 4TP, e 1
de resto: dobro este 1, e accrescento 1, porque o
numero de pollegadas quadradas excede 72, tenho pois
3Te: diminuo 72 de 87, e o resto 15 divido-o por 6,
e tenho 71, e 3 de resto: débro este resto, e lhe ac-
crescento uma unidade, porque o numero das linhas

quadradas excede 72 , e tenho 7Tpts ; abato 72de 92, e
o resto 20 divido-o por 6, e tenho 3T/, ¢ 2 de resto:
dobro este resio, e tenho 4T": de sorte que tenho o
total HQTT 4TP 3Tp QTI TTpus 3IT' 4TV,

156. Pois que para ter a superficie de um paralle-
logramo he necessario multiplicar o numero das partes
da base pelo numero -das partes da altura, segue-se

Arith. 74.) que conhecendo-se a superficie, e 0 numero
as partes da altura, ou dabase, para saber qual he
a base, ou a altura, serd necessario dividir o nume-
ro , que exprime a superficie , pelo numero , que expri-
me aquella das duas dimensées, que for conhecida.
Reflectindo todavia, que isto nio he dividir uma su-
perficie por uma linha , pois a divisio de uma super-
ficie por uma linba niio he menos quimérica, do que
a multiplicagio de uma linha por outra: no caso
proposto se divide realmente uma superficie por uma
superficie.
Com effeito , pelo que deixamos dito (155) ,
quando se avalia a superficie do rectangulo ABCD,
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(Fig. 95) se repete a superficie do rectangulo ED da
mesma basey e que tem por altura a unidade, ou
medida principal AE, repete-se, como dizia, esta
superficie tantas vezes, quantas he comprebendida a
altira AE na altura BA. Pelo que querendo conhe-
cer o numero das partes de AB , ou-o numero das
unidades AE , que ella contém, he vecessario buscar
quantas vezes a superficie ABCI contém ‘a dorectan-
gulo ED. Logo se sendo a superficie ABCD repre-
sentada por 361TT QTP HTp QTI §Tpt, he a base AD
de 4T 3¥.6p', para se achar a altura BA; he neces-
satin imaginar que temos 3617TT 2Tp, etes, para di-
vidir nfio por 4T 3F 6p , mas sim por 47T 3TP 6Te;
e como entiio a toeza he factor commum do dividen«
do, e divisor, he evidenlte que o quociente seri o
mesino, que seria, sc ambos expressassem loezas, e
partes de toeza lineares: logo a operagio se reduz a
dividir 361T 2F, etc., por 47 3P, ele., isto he,
considera-se o dividendo, e o divisor , como expri-
mindo toezas lineares, e consequentemente como se
fossemn da mesma especie ; e como o estado da questio
mostra, que o quociente deve tambem ser da wesma
especie, isto be, que deve exprimir toezas, e partes
de toeza lineares, segue-se que a divisio sedeve con-
formar exactamente @ regra dada (Arith. 126 , e
128).

Se a superficie nos fosse dada em toezas quadra-
das, e partes de tocza gquadrada , entiio, para maior
simplicidade , se reduziriiio estas partes a toezas-pés,
toezas-pollegadas , etc., conforie o que deixamos dito
(185) ; o que feito , se fariio as mesias operagies do
caso antecedente, Se nos pedem , por exemplo, a al-
tura de um parallelogramo , ou rectangulo, que tives-
se 8T HP de base, e 120TT QUPP Hhdrp de superficie;
reduzir-se-fa (155) esta superficie a 120TT 4TFP 107e
9T1, e pelp que fica antecedentemente dito, se reduzi-
ria a questdo a dividir 120T 4P 10» 9! por 2T 5P, o
que, conforme a dita regra (Arith. 126, e 128.), dd
42T 3P 109 11 3%
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Da comparagdo das superficies,

157, .A 8 superficies dos parallelogramos sioen-
tre si, em geral, como os productos das bases pelas
alturas.

Quer dizer, que a superficie de um parallelogra-
mo contém a de outro parallelogramo tantas vezes,
quantas o producto da sua base pela sua altura con-
tém o producto da base do segundo pela sua altura.

Isto he evidente, porque todo o parallelogramo
he igual ao producto da sua base pela sua altura,

Dagqui se conclue facilmente , que quando dous
parallelogramos ; tem a mesma altura , estio entre si
‘como as suas bases, e quando tem a mesma base,
estio entre si como as suas alturas. Porque a razio
dos productos se conservard sempre a mesma, se em
cada um delles se tirar o factor, que lhe he commum
(Arith. 170.).

158. Por quanto os triangulos sio metades de
parallelogramos (140) de igual base e altura ; segue-
se por consequencia , que os friangulos da mesma
altura estdo entre si como as suas bases , e os triangulos
da mesma base estdo enire si como as suas alturas.

159,  As superficies dos parallelogramos , ¢ trian-
gulos simithantes estio entre si como os quadrados dos
seus lados homologos.

Porgue as superficies de dous parallelogramos
ABCD, e abed (Fig. 96 e 97.) sio entre si (157)
como ot productos das bases pelas suas alturas, isto
he, ABCD : abed : : BC X AE : beX ae ; mas se
os parallelogramos , ABCD, abed sio similhantes , e
se AB, ¢ ab sio dous lados homelogos, o3 triangulos
AEB, ach serio similbantes, pois além do angulo
E e ¢ rectos, devem ter o angulo B e b entre si
iguaes: logo teremos (108) AE': ae :: AB : ab ou
:: BC : be, por causa de serem similbantes os paral-
lelogramos : logo (99) nos productos BC X AE , e
be X ae poéde substituir-se a razio de BC : be 4 de

AE : ae, e entiio serd a razio destes dous productos
a de
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a de BC : bc; logo ABCD : abed :: BC : be; e co-
-mo indifferentemente se pde tomar por base qualquer
lado, que se escolher, vé-se, que geralmente as su-
petficies dos parallelogramos similhantes estio entre
si como o0s quadrados dos seus lados homologos.

160. A respeito dos triangulos similhantes he evi-
dente, que tem a mesma propriedade , pois que sio
metade de parallelogramos da mesma base e da mesma
altura.

161. 'Geralmente fallando, as superficies de duas
figuras similbantes, quaesquer que ellas sejio , estio
entre si como os quadrados dos lados, ou das linhas
homologas destas figuras.

Porque as superficies de duas figuras similhantes
sempre se podem considerar como compostas de igual
numero de triangulos similhantes cada um ao sen cor-
respondente ; e assim a superficie de cada triangulo
da primeira figura serd para a dotriangulo correspon-
dente da segunda, como o quadrado Ea lado do pri-
meiro he para o quadrado do lado homologo do se-
gundo (160): como pois todos os lados homologos
tem a mesma razio, tambem devem ter a mesma
razho os seus quadrados (Arith. 191): logo cada tri-
angulo do primeiro polygono estard para o seu trian-
gulo correspondente do segundo, como o quadrado de
3ﬂalquer lado do primeiro polygono para o quadrado

o lado homologo de segundo: logo (Arith. 186) a
somma de todos os triangulos do primeiro terd para
a somma de todos os triangulos do segundo, ou a
superficie do primeiro terd para asuperficie do segun-
do esta mesma razio.

162. Logo as superficies dos circulos estdo entre
si, como o0s quadrados dos seus raios, ou dos seus dia-
metros,

Porque os circulos sho figuras similbantes (136):
0go os raios e diametros siio linbas homologas.

O mesmo se deve dizer dos sectores e segmentos
de igual numero de grios.

Fica claro, que nas figuras similhantes nio sue-
cede com as superficies 0 mesmo, que com os contor-
hos: os contornos seguem a razio simples dos lados

11
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134) , isto he, que em duas figuras similbantes, se o
ado de uma_ he duplo do lade homologo da outra,
outriplo, ou quadruplo, etc. , ocontorno da primeira
serd tambem duplo do contorno da segunda, triplo,
ou quadruplo, ete. ; mas nas superficies niio succede
assim; a da primeira he quatro vezes, nove vezes,
dezeseis vezes , elc. , maior do que a da segunda.

Esta verdade se pode fazer sentir nas Fi g. 98,
e 99. Alli se vé, que o parallelogramo ABC]% (Fig.
98.), cujo lado AB he duplo do lado AG do paral-
lelogramo similbante AGIE, contém quatro paralle-
logramos iguaes a este; e na Figura 99. o triangulo
ADF, cujo lado AD be duplo do lado AB do trian-
gulo similhante ABC, contém quatro triangulos iguaes
a este: do mesmo modo o triangulo AGK, cujo lado
AG he triplo de AB, contém nove triangulos iguaes
a ABC. O mesmo succederia com os circulos: um
circulo, cujo raio fosse duplo, triplo, ou quadruplo,
etc., do de outro circulo, teria a superficie quatro
vezes, nove vezes, dezeseis vezes, etc., maior que a
destoutro, -

Daqui se vé, que sendo dous navios inteiramente
similbantes, terido velames, cujas superficies seriio
entre si como os quadrados das alturas dos mastros,
isto be, como os quadrados dos comprimentos , ou das
larguras dos navios: consequentemente péde dizer-se,
que as quantidadesde vento, que recebem dous navios
similbantes, e que offerecem as vélas do mesmo mode
ao vento, estdio entre si como os quadrades dos com-
primentos destes navios. Daqui nio podemos tirar por
conclusio , que as velocidades sigiio a mesma razio ;
qual ella deva ser, mostraremos na Mechanica.

Nem tio pouco examinamos aqui, se os navios
similbantes devem ter vélas similhantes; he exame
que tambem tem o seu lugar na Mechanica.

163. Pelo que, querendo construir uma figura si-
milhante a outra, cuja superficie tivesse com a pri=
meira uma certa razio dada , por exemplo a de tres
para dous , nilo se deviio fazer os lados homologos na,
telagio de tres para dous, pois que entiio ficarifo as
syperficies na razio de nove ‘}am quatro ; mas dever-
se-iio fazer eites lados de tal grandeza, que os seus
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quadrados tivessem a razio de tres para dous: isto

e, suppondo yue o lado AB da Figura X (Fig. 100.)

era de 0P por exemplo, para achar o lado homo-

logo ab da Figura &, que se busca (Fig. 101.), seria

necessario buscar o quarto termo de uma proporgio,
2

cujos tres termos primeiros fossem 3 : 2 :: 50, ou
50 X 50: este quarto termo, que he 16665, seria o
quadrado- de ab ; e tirando a raiz (Arith, 148,) de
16663 , se acharia 40P 824 , isto he , 40P 92 10" pouco
mais ou menos para o lado ab. Achado o Ingu da
Figura z, facilmente se faz esta figura pelo que dei-
xémos dito (133).

164. Se sobre os tres lados AB, BC, AC de
triangulo recta ABC éFig. 102.) se fixerem tres
quadrados BEF A, BGHC, AILC, o que estiver
sobre a hypothenusa, he igual d somma dos eutros

dous S;}.

angulo recto B se abaixe sobre a hypothenu-
sa AC a perpendicalar BD : os dous triangulos BDA,
BDC cadaum he similhante ao triangulo ABC(112.):
logo. as superficiessdos tres triangulos estio entre si
como os quadrados dos lados homologos: logo temos

esta serie de razdes iguaes

— — —
ABD: AB:: BDC: BC:: ABC: AC, ou ABD
: ABEF :: BDC : BGHC :: ABC : AILC; |
( Arith. 186.) ABD 4 BDC : ABEF 4 BGHC
i: ABC : AILC: mashe evidente, que ABC he igual 4
aos dous ABD 4 BDB ; logo tambem AILC I]thgjl:l ~ T

a ABEF+4-BGHC; o que tambem se pode expiimiir - ';'-'4:1
el — —3 ~ ' b T
assim, AC igual a AB 4 BC. ="' ' >

igual 4 somma dos quadrados dos dous lados do s
gulo reeto, concluamos tambem , que o quadrado vy
wm dos lados do angulo recto he igual ao quad /3_
da hypothenusa, menos o quadrado do outro ’

: —_— —_— —a  ——

istohe , que BC he igual a AC— AB, e AB he igual

—] —
a AC—BC.

165. E pois que o quadrado da hypctﬁ‘l-% ; =

() Chamase hypothenusa o lado opposto a0 angulo recte.

L]
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166. Logo conlecidos-os dous lados deum triangu-
lo rectangulo, facilmente se acha o terceiro. Suppo-
nhamos, por exemplo, que o lado AB he de 12 pés,
o lado BC de25; pede-se a hypothenusa AC : sommo
144 quadrado de AB com 625 quadrado de BC, a
somma 769 he igual ao quadrado da hypothenusa AC
(164), e tirando a raiz quadrada de 769, teremos a
bypothenusa AC : esta raiz he 27,73 com erro de
menos de uma centesima : logo o lado AC he de
27,73 pés, ou Q7F gr 9L

- Pelo contrario se nos dessem a hypothenusa, e
um dos lados, pelo qus fica dito (165), se acharia o
outro lado. Por exemplo, se a hypothenusa AB fosse
de 84 pés, e o lado BC de 42, e me perguntassem
qual era o comprimento do lado AB; de 2916, qua-
drado da hypothenusa 54, diminuiria 1764, que he
o gquadrado - de BC, e o resto 1152 seria o quadrado
do lado AB: tirando a raiz quadrada de 1152, esta
raiz, que he 33, 94, seria o valor de AB; isto he,
AB seria de 337, 94, ou de 33F 11r 3! pouco mais
ou menos. : :

He de geral utilidade esta pfoposiciio; mais de
uma vez teremos adiante occasiio de nos convencer-
mos disso. eadi Ly

167. Pois que o quadrado da hypothenusa he
igual aos quadrados dos dous ladds. do angulo recto,
segue-se daqui, que se o triangulo rectangulo for isos-
celes, como succede em um quadrado tirando-se-lhe
a diagonal AC (Fig. 103), entiio o quadrado da hy-

othenusa serd duplo do quadrado de uin dos seus
ados. Logo a supetficie de um quadrado he para a
superficie do quadrado feito sobre a sua diagonal,
como 1 : 2; logo (Arith. 192) o lado de ym quadra-
do he para a sua diagonal, como 1 para a raiz quas
drada de 2; e como esta raiz nio se pide exprimir
exaclamenle em numeros, segue-se que tambem nio
se pide expressar exaclamenle em Numeros a razio
do lado de um quadrado para a sua diagonal, isto
he , que a diagonal be incommensuravel, ou nio tem
medida commum com o seu lado,

168. Vio-se na demonstraciio do numero 164 (Fig.
102.), que a similbanga dos triangulos ABC, ADB,
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— e { —_—
CDB, d4 ABC : AC :: ADB: AB:: BDC: CB,

. —_—r —3 —3
ou ABC : ADB: BDC :: AC: AB: BC; mas os
triangulos ABC , ABD , BDC, que tem todos a mesma
altura, estiio entre si como as suas bases (158): logo
ABC': ADB : BDC :: AC : AD : DC: logo tam-

—_— —1 —z ' :
bem AC: AB : BC :: AC : AD : DC; logo o qua-
drado-sobre a hypothenusa he para cada um dos qua-
drados feitos sobre os outros lados , eomo a hy-
pothenusa he para cada um dos segmentos correspon-
denles a esle lado.

169. Daqui se pdde concluir o modo de fazer com
linbas o que ensinimos a fazer com numeros (163),
isto he, construir uma figura z similbante a outra
figura proposta X (Figg. 100 e 101), cuja superficie
tenha para a outra uma razio dada.

Tire-se (Fig. 104) uma linka indefinita DE, so-
bre a qual se tomem duas partes DP, PL taes, que
seja DP para PE , como a superficie da figura dada
X (Fig. 100.) he para a que se busca 2 (Fig. 101.),
isto he, como 3 : 2, querendo-se que @ seja 3 de X.
Sobre DE (Fig. 104.), como diametro, se descreva
o semicirculo DBE ; ¢ levantando no pouto P a per-
pendicular PB, do ponto B, onde ella encontra acir-
cumfercncia , se tirem para os dous extremos D e E
as cordas BD, BE : tome-se sobre BD uma parte BA
iguul ao lado AB da figzura X, e tirando AC paral-
lela a DE, BC ser4 o lado hnmn]ngo da figura & que
se busca, a qual se construira pelo modo que fica dito
(133). A razio heesta. A superficie da figura X deve
ser para a superficie da figura #, como o quadrado
de AB he para o quadrado de ab que se busca, isto

—f -2 i
lie,:: AB : ab; e tambem se quer que estas superfi-

—

cies sejiio entre si como 3 : 2; logo deve ser AB : ab
it 3: 9. Mas (Fig. 104.) AB : BC :: BP : BE,

—_— g —
® consequentemente (Arith. 191) AB : BC :: BD
“—_1 *

*BE; mas o triangulo DBE herectangulo, € por isso
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— —
(168) BD : BE:: DP : PE, isto he, como 3: 2;
e —_— ) —

logo AB:BC :: 3:2; mas tambem AB :BC :: AB

—_—3

: ab; logo ab deve ser igual a BC.
. 170. Segue-se tambem do que acabamos de dizer
(168): Que os quadrados das cordas AC, AD, etc.,
tiradas dos extremos deum diametro A B (Fig. 105.),
ado entre si como as partes AP, A0, que sobre o
diametro cortdo as perpendiculares abaizadas dos ea-
tremos das mesmas cordas.

Por quanto tirando-se as cordas BC e BD, te-
remos (168) no triangulo rectangulo ACB

— —3
AB: AC:: AB: AP;
e no triangulo rectangulo ADB

—1 —
AD: AB:: AO : AB;

— —
loge (100) AD : AC:: AO : AP,
Dos Planos.

171. M(}stmdn a medicio, e as razdes das su-
perficies planas, sébmente nos resta, para ermos
passar aos s6lidos , eonsiderar as propri es das li-
nbas rectas nas differentes posigdes , que tem a respei-
to dos planos ; e as dos planos nas differentes posigoes ,
que tem uns comparados com os outros: he o deque
vamos actualmente occupar-nos.

Nio suppomos nos planos , de que vamos tratar,
nem grandeza , nem figura determinada ; suppomol-os
indefinitamente extensos para toda a parte, ¢ s6 para
ajudar a imaginagiio he que lhes damos as figuras,
com que 0% reFresentamos aqui.

17¢. Uma linha recta nio pdde estar parte em um
plano , ¢ parte mais elevada, ou mais baixa a respei-
do mesmo plano :
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Porque plano (5) he uma superficie, a que uma

Enha recta se applica exactamente por toda a parte.

173. O mesmo succede com um plano @ respeito
de outro plane.

Porque tirando-se umalinharecta na parte plana
commumn a ambos os planos,, podendo esta recta con-
tinuar-se indefinitamente em um, ou outro, ficaria
parte em um destes planos, e parte elevada, ou abai-
xada a respeito delle, o que he impossivel (172).

174. binhas AB, CD [Ijig. 106.), que se
cortdo, estdo no mesmo plano.

Porque he evidente , que por uma destas linhas
AB se pade fazer passar um plano, que passe tam-
bem porum ponto tomado arbitrariamente na segun-
da ; mas oponto E da interseegiio pertencendo a AB,
fica nesse mesmo plano: logo a linha CD tem dous
pontos neste plano: logo esti toda no mesmo plano.

175, O encontro, ou intersecgio de dous planos
ndo pdde deizar dc ser uma linha recta,

He evidente , que ha de ser uma linha » pois ne-
nhum desses planos tem grossura ; demais déve ser
uma linha recta, porque a linha recta, que se tirasse
por dous pontos dessa intersecciio , ficaria toda inteira
em cada um dos planos: logo he a mesma intersecchio.

176. Logo pela mesma linha recta pode-se faver
com que passem infinitos planos differentes.

177.  Chamamos linha perpendicular a wm plano
aquella , que niao se inclina nem para um , nem para
outro lado deste plano.

178. Logo uma perpendicular AB a um plano
GE (F{g. 107.) he perpendicular a todas as linhae
BC, BC, BC, ete. , que pelo ponto B se podem tirar
neste plano. Pois havendo sémente uma, a que ella
"o fosse perpendicular , inclinar-se-fa para estalinha ’
© consequentemente para o plano.

179. Sendo a linka AB (Fig. 108.) perpendicular
%0 plano GE , se pelo panto B se tira uma linka BC
"o plano GE, e se imagina , gue o plano ABC gyra
e roda de AB, digo que neste movimento a linha

C ndo saird do plano GE.

Imaginemos o plano ABC tendo chegado a qual-
GUer posicio ABD': se a linba BC, que entilo esta em
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BD , nioestivesse noplano GE, oplano ABD encon-
traria oplano GE em uma linharecta BF, 4qual AB
‘seria perpendicular (178) : logo BF seria perpendicular
sobre AB ; e como se suppoz, que BD he perpendicular
sobre AB no mesmo ponto %, seguir-se-ia, que do
mesmo ponto B, e no mesmo plano ABD se pode-
ridio levantar duas pnrlgendiculam a AB, o qte he
impossivel (27): logo, BF nio péde ser difierente de
BD: logo BC no sen movimento & roda de AB nio
pode sair do plano GE.

180. Logo para ?u.s uma linha recta AB (Fig.
108.) seja perpendicular a um plano GE , basta que
ella seja perpendicular a duas binhas BC, BD, que
s¢ encontrem neste plano,

Porque se se imagina, que o plano do angulo
recto ABC gvra em roda de AB, alinha BC tragari
um plano , ao qual AB ha de ser perpendicular (179) ;
mas digo eu , que este plano nio péde ser differente
do plano GE das duas linhas BC,e BD ; rurque sendo
recio o angulo ABD, e tambem o angulo ABC, gy-
rando a linha BC, necessariamente em uma das suas
posigdes ha de estar na linha BD: logo BD esti no
plano tragado por BC: logo AB he perpendicular ao
plano CBD, ou GE.
- 181. Sede umEanfo A de wma recta AI, obli-
qua a um plano GE (Fig.109.), sc abaiza uma per-

icular A B sobre este plano ; e unindo com uma
recta Bl os pontos B , ¢ I da perpendicular e da obli-
gua , se tira a esta linha BI uma perpendicular CD no
piaé::;) GE, digo que tambem Al serd perpendicular
a

Comecandodo ponto I, tomemos as partes iguaes
1C, ID .,egelliremospoas linhas BC e CDF: estasgduas
linhas serfio iguaes entre si (29): logo os dous trian-
guios ABC, ABD seriio iguaes; porque alem do an-
gulo ABC igual a ABD, por serem ambos rectos,
o lado AB he commum, e AC he igual a BD, pelo
que acabamos de provar: logo elles tem um angulo
igual comprehendido entre dous lados iguaes cada um
a cada um: logo siio iguaes: logo AD heigual a AC:
logo a linha AI tem dous pontos A, I igualmente
distantes do ponto C, e do ponto D: logo he perpen-
dicular a C]go (32). 184,
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182. Um plano se diz perpendicular a cutre pla-

no, quando nio se inclina nem para um lado, nem
para outro deste ultimeo.

183, Logo pela mesma linka CD (Fig. 1.) , to-
mada em um plano GE, ndo se pide condusir mats
de um plano perpendicular a este plano GE.

184. Um plano CK he perpendicular a outre
plano GE, quando Eaua por uma recta AB perpen-
dicular a elle; pois he evidente,, que nio se pode in-
clinar para algum lado do plano GE.

185, Se por wm ponto A tomado no plane CK
£:rpcntﬁﬂdﬂr ao plano GE , se tira uma perpendicu-

r AB d commuwmn secgio CD , esta linka serd tam-
bem perpendicular ao plano GE.

orque se o niio fosse , pelo ponto B, em que
ella cde, se poderia levantar uma perpendicular ao
plano GE, e conduzir por esta perpendicular, e pela
commum secgio CD um plano, o qual (184) seria
gerpendicular ao plano GE: logo pela mesma linha

D tomada no plano GE, se podiio langar dous

lanos perpendiculares a elle, o que he impossivel

183): logo AB he perpendicular ao plano GE.
+ 186. go sendo o plano CK perpendicular ao
GE, a perpendicular AB, gue sobre o plano
GE se levantar por um ponto qualquer B da commum
secgio, necessariamente ha de ficar no plano CK.

Segue-se desta proposigio, que duas perpendicu-
lares BA, LM ao mesmo plano GE , sdo enire s
pararellas,

Porque se se unem os pontos B e L por uma
linha BL, e por esta linha, e por AB se conduz um
plano CK, este plano serd perpendicular ao plano
GE (184); e como entio he uma perpendicular
ao plano GE, tirada por um ponto L do plano CK,
tambem estard no plano CK (186); mas estas duas
linhas AB, LM estio ambas em um mesmeo plano,
e sio perpendiculares 4 mesma *nlm BL: logo sio
parallelas (36 e 37).

187, Logo se duas rectas AB, AC (Fig. 112.)
sdo parallelas cada uma auma terceira HF , tambem
serdo parallelas entre si ; porque as linhas AB, HF
iendo parallelas, podem ser am bas perpendiculares ao

12
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mesto plano GE: pela mesma ragio CD, HF po-

dem ser ambas perpendiculares ao mesmo plano GI3:
logo AB eCD, sendo perpendiculares ao mesmo pla-
no, sério entre si parallelas.

188. Se dous planos CK, LN (Fig. 111.) sdo
perpendiculares a um tereeiro plano GE |, a sua com-
rggn secpdo A B serd tambem perpendicular ao plano

Porque a perpendicular, que se levantasse pelo
ponto B sobre o plano GE, deve estar em ambos
estes planos (186) : logo fllo pode ser outra linha se-
niio a sua secciio commum.

189,* Chama-se angulo plano a ahertura de dous
planos FG, GE (Fig. 113.), que se encontrio: este
angulo se chama tambem a fnclinagdo de um destes
planos a respeito do oatro. .

O angulo plano formado pelos dous planos GF,
GE, nio he outra cousa mais do que a quantidade,
que o plano GF devia gyrar 4 roda de AC, para
chegar 4 situaghio actual, tendo estado antes deitado
sobre o plano GE.

190, i se vé facilmente , que se por um pon-
to B, tomado na commum seccio AG, se tira no
plano GE a recta BD perpendicular a AG, e no
plano GF a recta BC perpendicular & mesma linha
AG, o angulo, que formarem estas’ duas linhas BD
e BC, serd o mesino, que formio os dous planos.
Porque he facil de ver, que ao tempo do movimento
do plano GF, a linha BC se afasta da linha BD,
sobre que estava assentada no prineipio do movimen-
to, e se vai desviando della tanto e da mesma ma-
neir;, que o plano GF se afasta do plano GE.

191. Logo um angulo plano tem a mesma medida,

Mgue ‘tem um angulo reclilineo comprehendido entre
duas linhas tiradas em cada wm dos planos, que o
« formio , perpendicularmente d commum secgio , ¢ do

" esmo ponto linha.

Daqui se tiriio tio facilmente as propesi 56
guintés , que nos conteéntamos s6 com enuvncial-as.
192, Um plane , que cde sobre outro plano , forms
dous angulos , que juntos valem 180°, !
198, Todos o8 angulos formades por qualquer
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numero que scja de planos, com tanio que passem
todos por uma linha recta, valem 360°,

194. Dous planos , que se cortdo , fazem os angulos
verlicalmente oppostos iguaes.

195. Chamao-se planos parallelos aquelles, que
nuica se podem encontrar, a qualquer distancia que
se imaginem prolongados.

196. Logo os planos parallelos sio igualmente
distantes entre si em toda a parite.

197. Se dous planos parallclos sio cortados por
um tercciro plano (Fig. 114.) , as intersecgbes AB,
CD serdo duas rectas enire si parallelas. Porque
como estiio em um mesmo plano ABCD, nfo pode-
rido deixar de se encontrar , se niio fossem parallelas;
mas entio fica evidente , que os planos tambem se
encontrariao. :

198, Dous planos parallelos , cortados por um
terceiro, tem gs mesmas propriedades a respeito dos
aﬁufm. que formdo com o terceiro, que tem duas
linhas rectas parallelas a respeito deuma lerceira, que
as corta. He uma consequencia do que fica dito (191).

Propricdades das linhas rectas cortadas por planos
. parallelos.

199. SE de um ponto I fora do plano GE
ig. 115.) se tirarem a daq'crm!u tos K, L, M

e plano as rectas IK, IL , IM}?: estas reclas se
cortarem por um plano ge parallelo ao plano GE;
digo 1.° que estas rectas ficardd cortadas proporcio-
nalmente : 2.° que a figura klm serd similhante G figu~

ra KSLM. ¢ ¥

upponhamos por ora sémente os tres pontes K ,

L, M. lr;s ue as rectas kl, Im ,mk sio inlioerseegﬁei
dos planos IQL, ILM, TKM com o plano ge , sio
parallelas és rectas KL , LM, KM, intersecgoes dos
mesmos planos com o plano dE{lB’?‘): logo os trian-
gulos IKPL, ILM, siio similbantes aos triangu-
los Tkl , Iim , Tkm , cada um a cada um : 1K : Ik
wEKL:M:IL: D0 LM:im . IM: Im:: -Q'“':
: mk ; mas 1.° se desta serie de razdes iguaes se_tirdo
‘ﬂ\lﬁn’np em que estio as rectas, que se tird o do
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to I, teremos IK : Tk :: IL: 0 :; IM: Im;
ogo as rectas IK, IL, IM'estﬁo cortadas proporcio-
nalmente.

2.” Se da mesma serie primeira de razdes izuaes
se tirio aquellas, onde se achiio as Tinhas comprehen-
didas nos dous planes parallelos, teremos KL : #::
LM :/m:: KM km ; logo os dons triangulos KLM
¢ kfm sio similhantes, pois tem os lados proporeio-
naes.
Supponbamos agora qualquer numero de pontos ,
que quizermos, A, B, C,D , F, etc. ; demonstrar-
se-ha precisamente do mesmo modo que asrectas IA ,
IB, IC, etc., estio proporcionalmente cortadas: e
se se imagindo as disgonaes AC, AD,eac, ad, ctc.,
tiradas dos dous angulos correspondentes A, a, de-
monstrar-se-ha tambewn da mesma maneira, que os
triangulos ABC, ACD, etc., sio similbantes aos
triangulos abe , acd, etc., cada um a cada um :
Togo os dous polygonos ABCDF , e abedf, sendo
compostos de igual numero de triangulos similhantes
cada um acada um, e similhantemente postos, seriio
similhantes (133).

200. De serem similhantes as duas figuras KLM ,
klm, concluamos, que o angulo KLM be igual ao
angulo klm ; e consequentemente que se¢ duas reclos
KL, LM, que comprehendem wm angulo KLAM ,
forem parallclas a outras duas kl, Im, que compre-
hendem o angulo kim , o angulo KL M serd izual ao
angulo klm, ainda quando estes dous angulos nio
estiverem no mesmo plano, Ji deixdmos estabelecida
¢ésta proposigito (43), mas alli suppozemos os dous
angulos no mesmo plano,

201. De serem as duas figuras ABCDF e abedf
sin{.}iﬁuﬂﬁh, ¢ de serem similhantes as duas figuras
K ekim , sesegue que as su es das duas secges
abedf, klm sio entre si, cori?fffdm duas gﬂu
ABCDF, KLM.

Porque ABCDF : abedf 12 AB : a—g(lfi!]; mas
os triangulos simithantes FAB , iab, ddo AB :'ab 13

YA/ Ja; Togo (Atith, J91) AR ; ab5; 1A : Ja+ oa
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— — ’
(199):: IM : Im, ou(por serem similhantes os trian-
—1 -2
gulos IML , Fml) 7 LM : Im, e consequentemente
(161):: KLM : kim ; logo ABCDF : abedf:; KLM
: klm.

202. Esta demonstraciio mostra ao mesmo tempo,
que as superficies ABCDF, abedf siio entre si como
os gnadrados deduas rectas IA , Ja, tiradas doponto
I a dous pontos correspondentes destas duas figuras ;
€ conséquenlemente 3199} como os quadrados das al-
turas, ou perpendiculares IP, Ip tiradas do ponto I
sobre os planos GE, ge.

Concluamos pois: 1.° que se as duas superficies
ABCDF, KLM fossem iguaes , seriiio tambem iguaes
as duas superficies abedf, klim. 7

e.° (Bue quanto temos dito teria lugar, se o

nto I em vez de ser commum 4s rectas IA, 1B,

C, etc. , e ds rectas IM, IL , etc., fosse differente
em cada figura, com tanto que estivessem ambos na
mesma altura sobre o plano ge.

“ SECCAO TERCEIRA.
Dos Solidos.

203, CHamamos stlido , ou volume, ou corpe
(1) tudo quanto tem tres dimensdes comprimenio ,
rgura, e altura, ou profundidade , ou grossura.

Vamos tratar da medicio e relagies dos sélidos.
Sémente consideraremos os ‘silidos terminados por
superficies planas: dos sélidos , comprehendidos por
superficies curvas, trataremos unicamente do cylin-
dro, da pyramide conica , e da esfera.

Os sélidos terminados por superficies planas; ge-
ralmente se distinguern pefo numero, e figura 505
planos , que as comprehendem : estes planos devem:
pelo menos ser quatro. y

204. Um .sélido, cnjas faces oppostas sio dous
Iif_hmus iguaes, e parallelos, e todas as mais faces
sito parallelogramos , he geralmente chamado Prisma,’
Vejao-se as Figg. 116, 117, 118, e 119,
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Logo o prisma péde imaginar-se como formada
pelo movimento de um plane BDF, que corresse,
parallelo a si mesmo pelo comprimento de uma lipha
recta AB (Fig. 116.),

Os dous planos parallelos sio chamados bases do
prisma, e a perpendicular LM, tirada de um ponto
de uma das bases sobre a outra base , se chama a sua
altura.

Desta idéa , que acabamos de dar do prisma, se
segue , que em qualquer lugar que se cdrte o prisma
por um plano paraliclo 4 base , a secgiio sempre seré
um plano igual & base.

Aslinhas como BA , que siio os encontros de dous
parallelogramos consecutivos , sio chamadas arestas
«o prisma.

O prisma he recto, quando as arestas sio per-
pendiculi;res 4 base , e entuo siio todas iguaes a altu-
ra. Vejuo-se as Figg. 117 e 119,

Pelo contrario he obliguo o prisma, quando as
suas arestas se inclinio para sobre a base.

Os prismas differem entre si pelo numero dos
lados da sua base: se a base he um triangulo, cha-
ma-se-lhe prisma triangular (Fig. 116.). Se a base he
quadrilatera , chama-se prisma quadrangular (Fig.
117.). E assim dos outros. 2 :

ntre os prismas quadrangulares faz-se particular
distinegiio do aﬂckgpipcdo ,» @ do cubo. i
Parallelipipedo he um prisma quadrangular ,
cujas bases, e consequentemente todas as faces sio
parallelogramos ; e quando o parallelogramo , que ser-
ve de base, be rectangulo, e o prisma be a0 mesmo
tempo recto , chama-se-lhe parallelipipedo rectangulo.
Veja-se a Fig. 117.
Ao parallelipipedo rectangulo se chama cubo ,
uando tem por base um quadrado, e a aresta AB
(Fig. 119.) he igual ao lado deste quadrado.

0 0 cubo he um sélido comprehendido entre
seis quadrados iguaes. Com este sélido se medem os
outros todos , como brevemente veremos.

205, - Cylindro he um sélido comprehendido entre
dous circ iguaes e parallelos, e a superficie que
descrevesse uma linha AB (Fig. 120. e 121.), que
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que corresse parallelamente a si mesma pelo compri-
mento das duas circumferencias, O cylindro be recto ,
quando a linha CF (Fig, 120.), que une os centros
das duas bases oppostas , he perpendicular a estes cir-
culos: a esta linha CF chama-se-lbe eizo do cylindro,
E o cylindro he obligue, quando esta mesma linha
CF se inclina sobre a base.

O cylindro recto se pode considerar como ge-
rado pelo movimento do parallelogramo rectangulo
FCDE, gyrando 4 roda do sen lado EF.

206. Pyramide he um solido comprehendido por
muitos planos ; um dos quaes, a que se chama base,
he qualquer polygono; e os outros, que todos sio
triangulos , tem por base os lados deste polygono, e
tem todos os vertices unidos em um wesmo ponto, a
que se chama vertice da pyramide. Vejao-se as Figg.
122. 123. e 124. ‘

A perpendicular AM tirada do vertice sobre o
plano, que serve de base, chama-se-lhe altura da
pyramide.

As pyramides distinguem-se pelo numero dos
lados das suas bases; de sorte que a que tem por ba-
se um Lriangulo , se lhe chama pyramede triangular ;
a que lem por base um quadriE{ero y pyramide qua-
dra%ufar 5 e assim das mais,

‘hama-se pyramide regular , quando o polygono,
que lhe serve de base , he regular, e ao mesmo tem-
Po a perpendicular AM (Fig. 124.), tirada do vertice,
passa pelo centro deste polygone.

A perpendicular AG, tirada do vertice A sobre
DE um dos lados da base, se chama apothema.

He claro, que todos os triangulos, que se ter-
miniio no ponte A ,%do iguaes, e isosceles, porque
todos tem bases iguaes , e as arestas AB, AC, J'SJ s
ete., todas sio iguaes , porque todas sio obliquas
lgualmente distantes da perpendicular AM (29),

_ Niio he menos evidente , que todos os apothemas
%10 iguaes nas pyramides regulares.

207. Pyramide conica (Fig. 125. e 126.) he um
s6lido comprehendido pelo plano cireular BGDH, a
que se chama basc da pyramide conica, e pela su-
perficie, que descreveria uwa linha AB, gyrando em
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roda do ponto fixo A, e tocando sempre na circums«
ferencia BGDH.

Ao ponto A chama-se-lhe vertice da pyramide
conica.

A perpendicular, tirada do vertice sobre o plano
da base, chama-se alfura da pyramide conica; e a
pyramida conica he recta, on obligua, conforme esta
perpendicular passa (Fig. 125.), ou deixa de passar
(Fig. 126.) pelo centro da base.

Péde imaginar-se a pyramide conica recta como
gerada pelo movimento do triangulo rectangulo ACD
(Fig. 125.), gyrando em roda do lado AC,

208. Esfera he um sélido terminado por teda a
parte por uma superficie, que tem todos os seus pon-
tos igualmente distantes de um mesmo ponto.

A esfera péde imaginar-se como um sélido gera-
do pelo meio circulo ABD (Fig. 128.), gyrando &
roda do diametro AD.

He evidente, que todo o cirfe, ou secgdo da
esfera por um plano, he um circulo. Se este plano
passa pelo centro, chama-se esta seqciio circulo maxi-
mo daesfera ; pelo contrario chama-se pequeno circulo
toda a secgiio da esfera por um plano, que niio passa
pelo centro.

Sector esferico he o sblido , que geraria o sector
circular BCA , gyrando 4 roda do raio AC. A super-
ficie, que descreve o arco AB neste movimento, se
chama callote esferica. '

to esferico he o sélido, que geraria o semi-
segmento circular AFB, gyrando 4 roda da parte AF

do raio,

Dos sélidos similhantes.

'

009 1 Giiton Similhemtes sho aquelles, que s3
compostos de igual numero de faces similhantes cada
uma a cada uma, e similhantemente dispostas nos
dous sélidos.

210. Logo as arestas homologas , e os vertices dos
angulos solidos homologos sdo linhas e pontos simi-
thantemente postos nos solidos; porque as arestas

homologas,
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homologas, ‘e os vertices dos angulos sélidos homos
logos sao linhas e pontos similbantemente postos a
respeito das faces, a quem dizem respeito, pois que
estas faces se suppoem similhantes ; mas estas laces sio
similhantemente postas nos dous selidos: logo , etc.

211. Logo os tn'cm}gu!m Jormados pelo vertice de
um angulo sitido ¢ pelos extremos de uma aresta ho-
mologa, em cada solido, sde duas figuras similhan-
tes, e similhantemenle postas nos dous silidos; porque
os extremos das arestas homologas sio vertices de an-
gulos sélidos homologos , que estio similhantemente
postos a respeito dos sdlidos.

212. Logo as diagonacs , qite prendem dous angu~
los solidos homologos, sio entre si como as arestas
homologas destes solidos ; porque siio lados dos trian-
gulos similhantes, de que acabamos de fallar, os quaes
tem por um destes lados arestas homologas.

Logo dous sdlidos similhantes podem dividir-se
em igual numero de pyramides similkantes cada uma
a cada uma, por planos conduzidos por dous angulos
homologos , e per duas arestas homologas. Porqueas
faces destas pyramides seriio compostas de triangulos
similbantes , e similhantemente postes nes dous sdlidos
(211); e as bases das mesmas pyramides tambem se-
rao similhantes, pois sio faces homologas dos dous
slidos ; logo (R09) estas pyramides seriio similbantes,

213. ,ga de dous angulos hemologos se abaizie
perpendiculares sobre duas faces homologas , estas per=
pendiculares estardo entre si na mesma rasdo de quaes-
quer duas arestas homologas.

Porque estando os dous angulos homologos simi-
lhantemente dispostos a respeito de duas faces homo=
logas (210), devem necessariamente estar a distan-
cias destas faces, que estejiio entre si na razio das
dimensoes homologas dos dous sélidos.

Da medigdo da superficie dos Silidos.

214. SEHdﬂ a superficie dos prismas , e das
pyramides composta de parallelogramos , de Erumq
gulos 4 e de polygonos rectilineos, poder-nos-iamos

.18
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dispensar dedizer aqui cousa alguma écerca domodo,
por que se devem medir, pois que ji dissemos (149,
147 ¢ 149) a maneira de medir estas partes, de que
ella se compde. Porém do que deixamos dito sobre esta
materia se podem tirar algumas consequencias, que
servirad nio sémente para simplificar as operagdes,
que requerem estas medigoes , mas que tambem nos
hilo de ser uteis para avaliar as superficies dos eylins
dros, das pyramides conicas, e da esfera.

215, 4 rficie de qualquer prisma (ndo entran-
do as duas ) he igual ao producto de uma das
arestas deste prisma pelo contorno deumasecgdo bdfhk
(Fig. 118.) feita por um plano, a que esta aresta

c r‘

lfarque visto suppor-se, que esta aresta he per-
pendicular ao plano bdfhk, as outras arestas , que
todas siio parallelas a esta, serio tambem perpendi-
culares ao plano bdfhk : logo reciprocamente as rectas
bd, df, fhi, hk serio perpendiculares cada uma della
arestas, que corta: considerando pois as arestas
eomo bases dos parallelogramos , que cérciio o prisma;
as linhas bd, df, fh, hk serao as alturas: logo para
ter a superficie do prisma , bastard multiplicar a
aresta AB pela perpendicular bd, a aresta CD pelg
perpendicular df, e assim as mais, e sommar todes
estes produclos ; mas como todas as arestas sio iguaes,
he evidente que vem a ser o mesmo multiplicar uma
aresta s6 AB pela somma de todas as alturas, isto

he , pelo contorno bdfhk.

216. Quando o prisma he recto, a secciio bdfhi
nito differe dabase BDFHK, e entiio a aresta AB he
a altura do prisma: logo a superficic de um prisma
reclo, ndo entrando as duas bases, he igual ao pro=
ducto do conlorno da base multiplicado pela altura.

217. Vimos acima (136), que o circulo se podia
considerar como um polygono regular de infinitos la-
dos: logo o cylindro péde ser considerado como um
prisma, cujo numero de parallelogramos, que com-
poem a superficie delle , fosse infinito : logo

A superficic lateral de wm cylindro recto he igual
aoproducio da altura deste cylindropela circumferens
via-da sua base. Jik vimos (158), o que se deve fazer
para achar esta-gircumferencia.
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A respeito do cylindre obliquo deve multiplicar-
se 0 sou comprimento AB, pela circumferencia da
4ecgio ig. 121.), sendo a secciio feita come
fica dito (215). O methodo para determinar o coms
primento desta secgiio depende de conhecimentos mais
amplos, do que sio os que até agora temos dado.
Na pratica podemos contentar-nos com medil-o mecha«
nicamente , rodeando o cylindro com um fio (ou ous-
tra cousa equivalente), que se terd cuidado de colle-
car em um plano, a que seja perpendicular o com-
primento AE do eylindro,

218. Pelo que vespeita d pyramide, se ella nio
he regular , comvem buscar separadamente a superficie
lateral de cada um dos triangulos, que a compoem ,
€ sommar todas estas superficies.

Mas sendo regular, pide-se achar a superficie
lateral com maior brevidade , multiplicando o contorne
da base por metade do apdthema AG (Fig. 124.);
mquc tendo todos os triangulos a mesma altura,

ta multiplicar metade da altura commum pela
somma de todas as bases.

219. Imaginando ainda a circumferencia de um
circulo como um polygono regular de infinitos lades ,
vemos que & pyramide conica niio he mais do que
uma pyramide regular, cuja superficie (nio compre=
hendida a da base) he composta de infinidade de
triangulos, e que por consequencia, a superficie con=
vexa de uma pyramide conica recta he igual ao pro-
ducto da circumferencia da sua base pela metade de
AB, lado da pyramide conica (Fig. 125.).

Quanto ¢ su je convexra da pyramide conica
obliqua , depende ella de geometria mais composta , e
por isso nfio trataremos aquidella: com tudo o modo,
por que acabames de considerar a pyramide conica,
dé meio de a medir approximadamente, quando ella
he obliqua, He necessario repartir a circumferenciada
base em grande numero de arcos, a fim de que cada
um delles sepossa considerar, sem erro sensivel , como
uma linha vecta, e depois disso se caleulard a supers
ficie lateral como para uma pyramide, que tivesse
tantos triangulos , quantos sio os arcos,

0"
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22).  Para ler a superficic de uma pyramide cos
nica reela lruncada, cujus bases oppostas BGDH ,
bgdh (Fig. 127.) sio parallelas, he neoessario mudtis
plicar o lado Bb deste tronco por-metade da somma
das circumferencias das duas bases oppostas.

Com effeito esta superficie pde-se imaginar como
um aggregado de infinitos trapesios EFfe, cujos lados
Ee, 17/ se dirigem a0 vertice A : ora a superficie de
cada um destes trapesios he igual a metade da som-
ma-das duas bases oppostas EF , ¢f multiplicada pela
distancia dasduas bases ( 148) ; mas estadistancia niio
differe dos lados Ee, Ff, ou Bb; logo para ter a
somma de todos os trapesios, he necessario multi-
plicar metade da somma de todas as bases oppostas
como EF, ¢f, isto he, metade da somma das duas
circumferencias pela linha Bb, altura commum de
todos estes trapesios,

221, Se pelo meio M do lade Bb se conduz um
plano paralielo & base, a secgiio (199) seri um ecir-
culo, cuja circumferencia seri metade da somma das
circumferencias das duas bases oppostas, visto que o
seu diametro MN .(148) he metade da somma dos das
bases , e as circumferencias (136) tem entre si a razio
dos seus diametros: logo a superficie dec tronco de
pyramide conica recla, yue tem as bases parallelas,
he igual ao producto do lado do tronco , pela circum-
Jerenzia da secgio. feita a igual distancia das duas

oppostas. Esta proposigio nos vai servir para a
demonstracio da seguinte,

222. A superficie de uma esfera he igual ao pro=

ducto.da circumferencia de um dos seus circulos ma-
@imos multiplicada pelo diametro,
, Imagine-se a semi-circumferencia AKD (Fig.
129.) dividida em. uma infinidade de arcos: sendo
cada um destes arcos, como KL, infinitamente pe=
quen? , confundir-se-ha com a sua corda.

Tiremos pelos extremos de KL as perpendicula«
res KE, LF aodiametro AD , e por I, meio de KL,
ou du sua corda , tiremos IH parallela aKE , ou LF,
e o raio IC; este raio serd perpendicular sobre KL
(52) : e tiremos em fim KM perpendicular sobre TH,
ouLF, Seseconcebe, que asemi-circumferencia AKD
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gyra em roda de AD, gerard a superficie da esfera, ‘e
cada um dos seus arcos KL geraré a superficie deuma
pyramide conica truncada, que serd um elemento da
da esfera: vamos mostrar que a superficie desta pyra-
mide conica truncada le igual ao producto de ﬁM.
ou EF, multiplicado pela circumgrencia , €ujo raio
e IC, ou AC;

O triangulo KML he similhante ao triangulo
THC, pois que estes dous triangulos tem os lados per=
pendiculares um ao outro, supposto o que acabémos de
construir. Logo destes triangulos similbantes tiramos
esta proporgio ; KL KM :: IC : IH, ou, vistoque
(136) as cireumferencias sio enfre si como os seus
raiosy KL : KM :: eire. IC : cire. TH (a): logo,
(Arith. 178.) como em toda a proporclio o producto
dos extremos be igual ao producto ‘dos tneios, KL,
K cire, IH he igual a KM X cire. IC, ou, o quevem
a ser 0 mesmo, igual a EF X cire. AC. Mas (221) o
primeiro producto exprime a superficie da pyramide
conica truncada geraan por KL: logo esta pyramide
conica’ truncada be igual a EF X cire. AC, ’isto he,
as producto da sua altura EF pela circumferencia do
ciceulo maximo da esfera. E como em outro qualquer
érco se demonstraria o mesmo , e pelo mesmo modo,
devemos concluir, que a somma de todas aspequenas
pyramides conicas truncadas, que compoem a super-
ficie da esfera, he.igual 4 circumferencia de um dos
circulos maximos multiplicada pela somma das alturas
destas pyramides conicas truncadas, a qual somma
forma evidentemente o diametro, Loga a superficie
da esfera be igual 4 circumferencia de um dos seus
circulos maximos multiplicada pelo diametro.

223. Se se imagina um cylindro (Fig. 130.) ,
que cerque a esfera, tocando-a por toda a parte; e
que tenha por allura o diametro desta esfera, isto
he, concebendosse wm eylindro cireumscrito 4 esfera .
péde-se concluir, que a superficic da esfera he igual
& superficie convewa-do cylindro circumscrito. Por-

L

{a) Entendemos por estas expressies, cire. 1C, cire, IH , a gircumfes
TERCIs cuje raip he IC, a circumftrencia cujo raio he 1H,
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ue {217) a superficie deste cylindro be igual ao pro-
cto da ecircumferencia da base multiplicada pela
altura; mas a circumferencia da base he a mesma de
um cirenls maximo da esfera, e a altura he igual ao
diametro : logo, ete.

224. E porque para ter a circnmferencia de um
circulo (151), he necessario multiplicar a circumfe-
rencia por metade do raie, ou quarto do diametro ;
£ para ter a superficie da esfera, he necessario multi-
plicar a circumfereneia pelo diametro , devemos dizer ,
que @ superficic da esfera he quadrupla da superficie
de um dos scus cirewlos maximos.

825. A demonstragio, que acabimos de dar da
medicio da superficie da esfera , prova igualmente,
que para ter a superficie convexa do segmento esferi-
co, que geraria o arco AL (Fig. 131.) gyrando i roda
do seu diametro AB, seri necessario multiplicar a
gircumferencia do cireulo maximo da esfera pelaaltura
Al deste sagmento : e que para ter a de uma porgio
da esfera comprehendida entre dous planos parallelos,
quaes sio LKM , NRP, he similhantemente nécessa-
sio multiplicar a cireumferencia de um circulo maximo
da esfera pela altura 10 desta porgio daesfera ; por-
gue estas superficies se podem, como fizemos na esfe-
Ta inteira, considerar compostas de infinitas pyrami-
des conicas truncadas , ca:ra uma das quaes he igual
go producto da sua altura pela circumferencia de um
girculo maximo da esfera.

Da raxdo das superficies dos Silidos.

226. ¥ JE dous sélidos, cujas superficies se intentio
gomparar, sio terminados por planos dissimilhantes ,
e irregnlares, o unico partido, que se deve abracar

achar' a razio das suas superficies, he calcular
separadamente a superficie de cada um delles na mesma
especie'de medida, e depois comparar o numero das
medidas de uma ao numero de medidas da outra , isto
he, o numero de pés quadrados, por exemplo, de

uma a0 numero'de pés quadrados da outra.
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927. As superficies dos prismas , ndo contando as
boses opposias, sdo entre si como os producios do com»
primento destes prismas, pelo contorno da secgdo feis
la endicularmente @ este comprimento.

orque eslas superficies sio iguaes a estes pros
ductos (218).

228. Logo se os comprimentos forem iguaes, as
superficies dos prismas serdo enlre si, como ocontorno
da secgdo feita perpendicularmente ao comprimento de
cada um.

Porque a razio dos productos do comprimento
pelo contorno desta secciio nio mudard, tirando em
cada um destes productos o comprimento, que he
factor commum.

249, as su ies dos prismas reclos, ou
dos cyiim}r‘;go rectos d&m igual altura, sdo entre si como
os contornos das bases, qualquer que alias seja a figu=
ra destas bases,

Pelo contrario se os contornos das bases sdo os
mesmos, ¢ differentes as alturas, serdo estas superfi-
cies entre si como as alturas.

230. As su es das pyramides conicas reclas
sdo entre si campgrf:‘pro*ﬂﬁ” dos lados destas
mides conicas pelas circumferencias das bases , ou pelos
raios, vu pelos diametros destas bases.

Porque sendo cada uma das superficies igual ao
producto da circumferencia da base por metade do
lado da pyramide- conica (219), devem ser entre si
gOomo esles productas, e consequentemente como 03
dobros dos mesmos productos. Além disso como as
circumferencias tem entre si a mesma razio dos seus
Iaios , ou dos seus diametros, pode-se substituir nestes
productos (99) a ragio dos raios, ou a dos diametros
4 das circumferencias.

231, As superficies dos solidos similhantes sio en-
ire si como os quadrados das suas linhas homologas.

Porque se compdem de planos similhantes , cujas
superficies sflo entre si, como os quadrados dos seus
lados , ou linhas homologas, as quaes linhas sio tam=
bem linhas homologas dos sélidos, e proporcionaes a
Quaesquer outras linbas homologas.
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232. As superficies de duas esferas sdo entre si,
como 0§ quadrados dos seus raios, ou diametros. Por-
que 'sendo a superficie da esfera quadrupla da do seu
circulo maximo , as superficies de duas esferas devem
ser entre si como o quadruplo de seus circulos maxi-
mos, ou simplesmente como os seus eirculos maxi-
mos , isto he(162), como os quadrados dos raios, on
diametros.

Da solides dos Prismas.

213. PAra firmar -a-idéa do que se deve en-
tender por selides de um corpo, convem imaginar
uma porgio de extensio , de qualquer forma que
se quizer , da forma de um cubo, por exemplo, mas
de infinitamente pequeno comprimento, largura, e
profundidade, e imaginar tambem a capacidade do
corpo inteiramente cheia de taes cubos, a que cha-
maremos ponlos sélides. O total destes pontos forma
0 a que chamamos sofidex de um corpo.

234, Doys prismas, ou dous cylindros, ouw um
prisma, e um cylindro da csma base, e da mesma
altura , ou de bases e alturas iguacs , tem igual soli-
dex, Fmsgucr que alias sejdo as figuras das bases.

orque se estes corpos se imaginarem cortados
por planos parallelos ds suas bases em laminas infini-
tamente delgadas, e de grossura igual ddos pontos s6-
lidos , de que estes corpos se podem imaginar cheios,
be visivel, que sendo cada secgiio em cada um igual &
base (204), 0 numero dos pontos.s6lidos , de que cada
lamina for composta, seri o mesmo por toda parte,
€ igual ao numero dos pontos sobre a superficie da
base; e como se suppde a mesma altura em ambos
os stlidos,, cada um delles tera igual numero de lami-
nas: logo conterdd no seu todo o mesmo numero de
pontos solidos : logo siio iguaes em solidez.
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Da medigdo da solides dos prismas ¢ cylindros.

235. A‘Cnnsideragio dos pontos sblidos , de
que acabamos de fazer uso, he principalmente util,
quando, parademonstrar a igualdade de dous sélidos ,
nos vemos obrigados a considerar estes sélidos nos seus
mesmos elementos, decompondo-os em laminas infini-
tamente delgadas. Ainda tornaremos a ter occasiao de
os considerar deste modo. Porém quando se quer me-
dir a capacidade, on solidez dos corpos para os usos
ordinarios, niio se consegue isto procurando avaliar
o numero de pontos sélidos, que elles contém ; pois
facilmente se conecebe, que em qualquer corpo que
seja , ha infinitos destes pontos.

‘Que he pois o que, propriamente fallando, se
faz, quando se mede a solidez de um corpo? Procu-
ra—s&geterminar quantas vezes contém em si o corpo,
de que se trata, outro corpo conhecido. 'Querendo-
se, por exemplo, medir o parallelipipedo rectangulo
ABCDEFGH (Fig. 132.), o objecto disto he conhe-
cer , quantas vezes contém este parallelipipedo cubos
taes, como he o cubo conhecido . A solidez dos
corpos ordinariamente se avalia em medidas cubicas.

Para conhecer a solidez do parallelipipedo rectangu-
lo ABCDEFGH, he necessario indagar quantaE;I;Jartﬂ
quadradas , como efgh, contém a sua base EFGH ;
buscar similhantemente quantas vezes a altura AH
contém a altura ah ; e multiplicando o numero de
partes quadradas de EFGH pelo numero de partes
de AH , o producto representara quantos cubos, taes
como  , contém o parallelipipedo proposte, isto he,
quantos pés cubicos, ou agoiiegldal cubicas contém
etc. ; conforme se o lado ab docubo & he de um pé,
ou de uma pollegada.

Vé-se com effeito, que na superficie EFGH se
podem accommodar tantos cubos iguaes a z, &unntos
Euadra.dos, como efgh , cabem na base EFGH. To-

0s estes cubos formarad um parallelipipedo , cuja

altura HL serd igual 4 ah: ora he evidente, que no

s6lido ABCDEFGH se podem accommodar tantos
14
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arallelipipedos, como este, quantas vezes a altura

L he contidana altura AH ; logo deve-se repetir este
para"elipipedu , ou este numero de cubos arrumados
sobre EFGH , tantas vezes, quantas siio as partes de
AH : ou,visto que o numero destes cubos he o mesmo,
que o numero dos quadrados contidos na base, de-
ve-se multiplicar o numero dos quadrados contidos na
base pelo numero das partes da altura, e este produ-
cto representard o numero dos cubos, que se contém
no parallelipipedo proposto.

236. Visto ficar demonstrado (234), que os pris-
mas de iguaes bases , e iguaes alturas, sdo iguaes em
solidez, segus-se desta proposigio, e do que acaba-
mos de dizer , que para ter o numero de medidas cu-
bicas, que contém qualquer prisma ACEGIKBDFH
(Fig. 118.), serd necessario avaliar a sua base KBDFH
em medidas quadradas, e a sua altura LM em partes
iguaes ao lado do cubo, que se toma por medida, e
multiplicar depois o numero de medidas quadradas,
que se achar na base, pelo numero de medidas linea-
res da altura, o que se exprime geralmente , dizendo:
A solides de qualquer prisma he igual ao producto da
superficie da base pela altura deste prisma,

Devemos com tudo fazer neste lugar a mesma
reflexiio que fizemos , quando tratdmos das superficies
(145). Assim como nito se pide rigorosamente dizer
entio, que uma linha se multiplica por uma linha,
menos se pode dizer,que se multiplica uma superficie
por uma linha. Pelo que acabamos de mostrar, se vé,
que um silido (cujo numero de cubos he o mesmo do
daquelles quadrados da base) se repete tantas vezes,
quantas vezes a sua altura he comprehendida na do
solido total, isto he, tantas vezes, quantas elle se
contém no sélido, que se pretende medir.

237. Do que fica dito , concluamos , que para fer
a solides de wn cylindro recto , ou obliquo he neces-
sario similhantemente multiplicar a superficie da sua
base pela altura deste eylindro ; pois que um cylindro
he igual a um prisma da mesma base, e altura do
eylindro (234).
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Da solides das pyramides,

238. REcordemns neste lugar o que deixdmos
_dito (201), applicando-o ds pyramides, e concluire-
mos , que se duas pyramides IABCDF , IKLLM (Fig.
115.) da mesma altura se cortiio pelo mesmo plano
ge parallelo ao plano das suas bases (a), as secgdes
abedf'y kb serio entre si na mesma razio das bases
ABCDF, KLM, e consequentemente seriio iguaes,
se as bases forem iguaes. Se estas pyramides se con-
cebem de novo cortadas por um plano parallelo ao
plano ge, e infinitamente proximo a este, vemos
que as duas laminas sélidas comprehendidas entre os
dous planos infinitamente visinhos, devem tambem
estar entre si na razio das bases, porque o numero
de pontos slidos, necessarios para encher estas duas
laminas de igual grossura , s6 péde depender da gran-
deza das secgdes correspondentes. Isto supposto, como
as duas pyramides tem a mesma altura, nio se pode
conceber maior numero de laminas em uma, do que
na outra; e tendo sempre as laminas correspondentes
entre si a mesma razio das bases, o total destas la-
minas , e consequentemente as solidezes das pyrami-
des seriio entre si como as bases. Logo a solides de
duas pyramides da mesma altura he a deuma para a
da outra, na mesma razio, que tem entre si_as bases
destas pyramides ; ¢ por coi encia , as pyramides
de bases iguaes, e de iguacs alturas, fem 1, { soli-
des , qua que seja a differenga, que alias lenha
a figura das suas bases,

4

Medigio da solides das pyramides.

239, POr quanto medir um corpo nio he outra
cousa mais, do que buscar quantas vezes elle contém
outro corpo conhecido; ou geralmente fallando, he
buscar qual he a sua raziio para outro corpo conhe-
cido, para medir as pyramides , niio se trata maisdo

(4) Suppomas maior simplicidade, que o vertice seja COMMUMm »
'-lan oatejio 'n::tun mmf‘phu qu-
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que de achar a razio, que ellas tem com os prismas,
que be o que vamos estabelecer na seguinte proposi-
gito.
240. Qualguer ide he a terga parte do pri
ma da mesma base fma da pyrami’d-:,.m b
Reduz-se a demonstragio desta proposicio a

mostrar, que uma pyramide triangular he o terco de
um prisma triangular, que tenha a mesma base, e
a mesma altura da pyramide ; porque um prisma se
péde sempre imaginar como composto de tantos pris-
mas triangulares, ¢ uma pyramide como composta
de tantas pyramides trian?‘ularaa » quantos triangulos
se podem imaginar no polygono, que serve de base
a um, e 4 outra. Veja-se a Fig. 118..

Con vencer—no&-hzmos da verdade da proposigio
a respeito da pyramide triangular pelo modo seguinte.
Seja PABCDEPI;Y (Fig. 135..)guum p:ﬁ'mn triag:u[arz
imaginem-se tiradas pelas faces CE, AE deste prisma
as duas diagonaes BB  BF, e que por estas diagonaes
se conduz um plano BDF ; este plano cortard do
prisma uma pyramide da mesma base ealturado pris-
ma, pois que tem o seu vertice em B na base supe-
rior, e tem por base a mesma base inferior DEF do
prisma: esta pyramide se vé separada na Fig. 134.,
e a Fig. 135, representa o que resta do prisma,

Pdide-se considerar este resto como voltado , ou
deitado sobre a face ADFC, e vemos que fica uma
l:;rmmide quadrangular, que tem por base o paral-
elogramo ADFC, .e por vertice o ponto B: logo se
se. concebe na base ADFC tirada a diagonal CD,
poder-se-ha considerar, que a pyramide total ADFCB
se compde de duas pyramides triangulares ADCB,
CFDB, quetem por bases os dous triangulos iguaes
ACD, CDF, e o vertice conmum em B, e quecon+
sequentemente sio iguaes (238). Orauma destas duas
pyramides, a saber, a pyramide ADCB péde imagi
nar-se, como tendo por base o triangulo -ABC, isto
Ire, -a base superior do prisma., e tendo o vertice no
ponto-D | que estid na base inferior : logo esta pyramide
he igual 'a pyramide DEFB (Fig. 134.), pois tem
igual base, e a mesma altura que ella: logo as tres

pyrawides DEFB, ADCB, CFDB sio iguaes entre
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